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АНН0ТА1ЩЯ

В работе численными ж аналитическими методами исследуются 
диссипативные структуры, возникающие в средах, описываемых сис­
темой двух параболических уравнений с нелинейннш источниками ж 
стокяш. С помощью многомерного вычислительного эксперимента вы­
явлен ряд особенностей процесса формирования структур, у которых 
нет одномерного аналога. Это позволяет по-новому взглянуть ка 
само понятие диссипативной структуры.

Установлено» что широкий класс начальных данных приводит к 
форшрованию метастабильно устойчивых профилей {существующих ко­
нечное время), в то время как жх одномерные аналоги были стащо» 
нарны*

Проведенный анализ показываетt что взаимодействие структур, 
каждая из которых по отдельности существует конечное время» мо­
жет приводить к возникновению сложных стационарных распределений,

В настоящей работе показалоt что в триггерной среде,т. е» в сре­
де, где есть два однородных по пространству устойчивых стационар­
ных решения,. в шоромерном случае возможны процессы возникновения 
сложных структур, характерные для математических моделей морфо­
генеза, химической кинетики и физики плазмы [1+ 3]. ^

Полученные результаты позволяют поставить вопрос об эксперт 
ментальном изучении явления локализации и возникновения структур 
в определенном классе нелинейных сред.
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I .

В семидесятые годы широкое распространение получили исследо­
вания, связанные с анализом математических моделей оинергетики 
или теории диссипативных структур [l+4) «Одно из центральных 
мест в синергетике занимают проблемы самоорганизации* Спонтанное 
возникновение структур в ряде задач экологии» химической кинети­
ки, физики плазмы зачастую не зависит от начальных и граничных 
условий, а определяется внутренними законами нелинейной среды.

Независимость от граничных условий и возникающих структур 
друг от друга характерна для модели тепловых структур, описывае­
мой уравнением [4*7].

щ  = d L v (K j5a ra d .T  )+Q(T) Л)

Q(T)=<|Jfx,,(jj,o6>o, р , - » б н ,

где T  интерпретируется как температура нелинейной среды, источ­
ник Q моделирует ее горение. Под структурами здесь понимаются 
процессы интенсивного выделения тепла» локализованные на фунда­
ментальных областях Dj . Эволюция начального распределения пред­
ставлена на рисунках (1.1+1.6). (Сверху показаны линии уровня 

T i* O ,0 S Тм, Т г = 0 ,7 5 % , *]}-0,5Тм
11=0,25 Тм гтде TI-Oj Tm t Т н ~ т ах Т (х ,у /) снизу 

«видовые проекции распределений температуры)! В то время как тем­
пература в области интенсивного горения возрастает на два порядка, 
изменение остальной части распределения» имеющего в зтом случае 
сложную геометрию, не превышает нескольких процентов. Здесь важ­
но подчеркнуть, что эволюция отруктуры практически не зависит 
от граничных условий и фона, развивающихся в более медленном тем­
пе, Развитие структуры идет в режиме с обострением:

шахШ 7 -  .
Однако в рамках этой модели нельзя моделировать процессы воз­

никновения новых структур - число максимумов в распределении 
T (r,t) здесь не превышает числа максимумов в начальном 

профиле. Эта возможность появляется в модели брюсселятора [2]

(1.2)
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определяйте & эволюцию распределений концентраций реагирующих 
веществ и ( х г1), V(x,t) в некоторых автокаталитичес-
ких реакциях [2] • Здесь возможно появление новых максимумов и 
выход на устойчивые немонотонные стационарные решения. Но в этой 
задаче нет локализации влияние различных структур друг на друга, 
независимости от краевых условий [2,3] . Возмущение граничных ус­
ловий, как правило, приводит ,к перестройке воего решения.

Большой интерес представляет изучение моделей, где возможны 
как явление локализации, так к формирование устойчивых немонотон­
ных стационарных решений из монотонных начальных профилей.
Этими свойствами обладает модель, исследуемая в предлагаемой ра­
боте в пространственно-многомерном случае

Ut‘ 0iiv(di^radu)-Ki{lû  0L»V*(p,i и *ft,2v)(u’->v*) 
Vt*dLv(Dityradv)+d2,u-Kil-y+{pi<u.i-p,!v)(u+vl)

U f t o J - u 4F ) ,  V f i o h V l r ) ,  r e G + r

dn\r dnlr

Задача (1*3) для простоты решается в прямоугольной области* Бу­
дем считать, что матрица Д-| | положительно.определе­
на. Из этого следует неустойчивость нулевого решения задачи (I.3X 
Матрица В определена отрицательно, что является достаточным 
условием ограниченности решения при 1е(0; °о) [до]. В работе [ю] 
также показано, что задача (1.3) может обладать триггерными свой­
ствами, то есть иметь два однородных по пространству асимптоти­
чески устойчивых решения (фона)
(очевидно задача (1,3) инвариантна относительно преобразования 

{u,v) —fcujvj ) • Условия траггерности наклады­
вают ограничения на матрицы А ш В , подробно изученные в [ioj. 
Например, эти условия выполнены, если

(L3D

А а /
i i В=

-i и 
-i-k (1.4)

здесь u**/, V*= 0 .
Задача (1.3) позволяет исследовать свойства широкого класса 

триггерных систеш и играет важную роль при анализе более общих 
математических моделей [в , 10]. Функции и и и V будут интерпре-
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тироваться как отклонения от некоторого однородного по простран­
ству решения системы параболических уравнений [Х0]„ а позтоь̂у 
могут принимать любой знак.

Остановимся на некоторых понятиях» введенных при анализе
(1,3) в пространственно-одномерном случае (м - и (х, Ц УЛг(х, i )) f 
необходимых для дальнейшего анализа [8 ] • Все неоднородные по 
пространству начальные профили можно разделить на два класса: 
подкритичные, приводящие к выходу на один из устойчивых фонов, 
и надкритичные, собственно приводящие к возникновению стационар­
ных структур.

Простейшим неоднородным устойчивым стационарным профилем в 
этой среде является элементарная структура* Ее типичный вид по** 
казан на рис.1.7-1*8. Ряд более сложных структур представляет 
из себя композицию элементарных и участков, где значения функ­
ций U а V  близки к значению на устойчивом фоне.

Рис,1*7 Рис.1*8

Введенное определение отличается от традиционного представ­
ления о структуре, как о части пространства, где реиение имеет 
ярко выраженный немонотонный характер, однако переходную область 
(см.ряс* 1.7, 1*8) удобно рассматривать как структуру, поскольку 
из них может быть "построен” кдасо белее сложных стационарных 
решений. Эффекта взаимного влияния переходных областей также 
удобно рассматривать как взаимодействие структур, по аяалогаи с 
другими задачами синергетики.



Важным свойством изучаемой нелинейной среды является наличие 
характерной длины L in (длины взаимодействия), под которой 
понимается максимальное расстояние Ь-CL , на котором начальные рас­
пределения вида

и (х ,о ) *и *  v(x ,o)-v? хе[а,8]  

и(х,о)=-и* v(x,o)*-v? х ё [а ,6 ]

являются подофитичными. Дальнейший рост величины 5- а  приводит 
к увеличению участка (плато), где решение { и у }  близко к

{ и *  V  * } , а в областях перехода на второй устойчивый фон 
{~u: -V *} (мы будем их также называть диффузионными)рас­

пределения стремятся к профилям, определяемым элементарной струк­
турой. Это позволяет говорить об эффективной локализации влияния 
одной диффузионной области на другую [8].

Целью настоящей работы является рассмотрение эффектов воз­
никновения диссипативных структур в пространственно-многомерном 
случае. Необходимость решения многомерных задач типична для син­
ергетики* Например» пространственное взаимодействие тепловых 
структур обладает многими чертами» у которых нет одномерного 
аналога [4,5]. Многомерные расчеты позволяют поставить вопрос 
об экспериментальном изучении ряда эффектов, предсказываемых те­
орией диссипативных структур*

2. Эволюпия Финитных начальных распределений. 
поставленных на устойчивом Фоне.

В многомерном случае появляется новый элемент - форма дисси­
пативной структуры. Выясним в рамках задачи (1.3), (1.4) влияние 
размеров и геометрии начального распределения* Для этого рассмот­
рим эволюцию прямоугольных начальных профилей» представленных 
на рис.2.1. В дальнейшем в различных расчетах будет изменяться 
только размер области L (в одинаковом отношении вдоль осей X 
и ij ) при фиксированных остальных параметрах.

По аналогии о пространственно-одномерным случаем [в] было бы 
естественно ожидать» что если диаметр области G не превышает
0,5 L in (множитель 0,5 обусловлен тем» что на границе задано 
условие отсутствия: потока), то распределение подкритично, а если 
он больше 0»5 Lett;то будет формироваться стационарная диссипа­
тивная структура. Вычислительный эксперимент дает более сложную
vn nntrffTfTT

3
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Пусть L — 12,3~ 5Up , (где Lip“
эффективная ширина переходной об­
ласти см.рис.2.а,Н = ОД и*). На 
рис.2.3, 2.5, 2.7 представление 
видовые проекции профиля и 1*у) 
на различные моменты времени. Вы­
ше приведены линии уровня на те 
же моменты времени (см.рис.2.2, 
2.4, 2.6).

9

д  1 = 0,5 , 1,5
и(х,уо) 4,0, V(x,ty0)*0,i, {x,y)eG i 

и ( х , у , о ) - щ  v { x ,y ,o ) ‘ - q t ,  ( x ^ j b G i  
(\ty)*Aum in *  Q i A u j Wj (X ^J’ Aumirf'QZSAyjblj (X,y l"A 0, 5Au

U « (X ,y .) *A u m la +0, 75A u, U i ‘A umutO,9S A U. T № A untn *in in -U ( x ,t l )
Au-waxulxuj-AumLn. Те же характерно тихи пбказанк джя 

функций (см.рис. 2.84-2.13).
Вначале идет перестройка начального распределения: растет

ширина переходной о&лаоти, у функции V в окрестности угловой 
точки появляются неустойчивые максимумы (см.рис.2.2, 2.3» 2.8» 
2.9). Характерное время этого процесса L1/w in .{ЪлЪг}

А и ^ W 2Av- Качественно рассматриваемый этап эволюции на­
чальных распределений эквивалентен стадаи перестройки начального 
профиля, выделенной при анализе взаимодейотвия тепловых структур 
в многомерном случае [5,6].

Вдали от угла переходная область с высокой точностью совпа­
дает с элементарной структурой в плоской геометгаж (см. ряс. 2.4+ 
2.6), а также рис. 2а.

Далее,при t > t B область Ge {Gt • (х,и,)&Gt 
если /u/x,^j-w*/<f,/v(x,u/-v*/<f} ,гяе решение близко 
к устойчивому фону £ и * > V  *}, продолжает сокращаться, несмотря 
на то, что ее размеры по обтви направлениям превышают 0,5 Lin 
Границу области С& при £ = 0,1 и * дает пятая линия урсшня 
(см.рио.2.2, 2.4.» 2.6).

Отличительной особенностью исследуемой стадии процесса явля­
ется то, что структура переходной области всюду по нормали к гра­
нице 0 £ длительное время с высокой точностью остается по­
стоянной и одинаковой для различных точек границы, несмотря на
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то, что кривизна контура меняется от точки к точке .Область Се 
медя&шо сиюсэтрозуется и охлопывается на центр симметрии-точку 

lLfO) .Расчета показывают, что увеличение параметра L ка­
чественно не меняет процесса. Выход на пространственно неоднород­
ный стационар не наблюдается*

Возникает вопрос, можно ли в этом случае говорить о формиро­
вании диссипативной структуры? Рассмотрим его подробнее.

Понятие структуры, как правило, овязывается о определенной 
инвариантностью относительно внешних воздействий. Поясним послед­
нее на примере тепловых отруктур [4+6] . Под структурами здесь 
понимались процеосы интенсивного выделения тепла. При этом форма 
возникающего распределения в области интенсивного горения опре­
деляется внутренними свойствами нелинейной среды [4], а не началь­
ными или граничными условиями. Времена существования тепловых 
структур, очевидно, не превышают t; .В рассматриваемом случае 
также имеет место локализация; две структура на расстоянии, боль­
шем Lin, практичеоки не взаимодействуют. Есть здесь и инваринт- 
ность по отношению к краевым условиям: увеличение облаоти О 
при сохранении G{ (см.рис. (2.1)) не изменяет процесса эволюции 
(Разумеется, здесь нет полной независимости структур друг от дру­
га, поскольку теплопроводность линейна,и можно говорить только об 
аффективной локализации [4+7] ). Независимость переходной области 
джя широкого класса начальных распределений п времена существова­
ния, которые могут на несколько порядков превышать ди$фузиовш»

, позволяют рассматривать изучаемый процесс как эволюцию



диссипативной отруктуры.
Очевидно, как к в одномерном случае, если B ^ osL in .  
t ^ L  in , возмущение должно быть подкритично. При этом 

структура не возникает (см.рис(2.14)+(2*25), здеоьЛ = 4Д = 
в течение всего времени существования неоднородного рас­

пределения продолжается перестройка переходной области. Локали­
зации здесь нет: об этом свидетельствует наличие линий уровня 
вблизи дальней (но отношению к центру симметрии) границы обла­
сти Сг (см.рисЛ2.17),(2,23),(2.25))*

Таким образом, ореди начальное распределений в многомерном 
случае мы можем выделить надкритичные начальные распределения, 
приводящие к возникновению локализованных метастабильно устой­
чивых структур, и подкритичные профили, которые к возникновению 
структур не приводят.

3. Симметрия ж Зюгииродядив ататтанагашс структур.

Расчета, приведенные вше, ооздают впечатление, что в рас­
сматриваемой среда не могут возникать стационарные двумерные 
распределения. В этом пункте мн построим пример такой структуры. 
Важную роль при этом будут играть соображения симметрии. Остано­
вимся на них подробнее. Справедлива следующая лемма:

Пусть U [r} t) является решением краевой задачи

u t + L u = o  (зл)

15

Fu\w - o , ц

(в частности L и F  могут быть нелинейными операторами, а И 
-вектор-функцией). Пусть далее Р - оператор симметрии, не зави­
сящий от t и удовлетворяющий следующим операторным равенствам

Р 0 * 0 Л P F - F P = 0 ,  P L - L P * 0

Тогда, если Р и ° - и °  и решение задачи (3.1) единственно, то
Ри=и .
Действительно, применим оператор Р  к (3.1). Имеем

o * P u t + P L u = ( P u ) t + L P u

Аналогично P F u - F P u * 0 *  Итак, если u(rf t ) - решение зада­
чи (3,1), то и Р и  является решением этой задачи* Далее, из уело-
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ВЕЯ и требования единотвеннооти следует, чтоР и ‘ ~и° 
Р и * и ч . * . д .

Предполагая единственность решения задачи CI.3) t (1.4), вос­
пользуемся рассмотренной леммой для анализа эволюции начального 
распределения, представленного на рио.3.1. В заштрихованной

области и.0-и* v°*oju*  
в незаштрихованной и°=-и* 

У=-0,Ш* .Введем сле­
дующие операторы симметрии 

, переводящие этотR
профиль в себя*

Рис.3.1

Q u fa ifb u ty x l H u fr .y k u t y x l  gu[xybu(-x,-y) 

%и(х,у)=-и(-х,у), gu(x ,y}°-u(x ,-y)

(для функции V преобразования аналогичны).
Пользуясь леммой, нетрудно убедиться, что решение задачи

(1.3),(1.4) с начальным распределением, представленным на рве 3.1, 
должно быть инвариантно относительно преобразований £. 

Отсюда следует, что ряд процессов с нарушением симметрии идти 
не может (например, рассматриваемое распределение не может быть 
подкритичным, поскольку выход на устойчивый фон нарушит симмет­
рию относительно о̂бразований £  и ). Естественно ожидать 
поэтому формирования структуры, удовлетворяющей всем указанным 
вшве требованиям симметрии, поскольку нулевой фон является неус­
тойчивым.

Проведенные расчеты (см.рис.(3.2)+(3,13) подтверждают внекаг- 
зашше ооображения. На рис. (3.2), (3.4), (3.6) представлены линии 
уровня u(xy)=AUmin+KAu/7 , Гда К-/,....,5,

-А и гшпГ̂ Р lflU.(x Ц,̂ )м Piuaiax & X А«=А и max umin jr_
< 4 * * J  (*>№ 1 А ■уровня функции v [ x u £ )  , полученные аналогичным образом, пока­

заны на рве. СЗ.8),(ЗЛО),(3.12).
Для функции и(х,у) формируется переходная область вдали от 

центра , совпадающая с элементарной структурой (см.рис. (3.2)+(3.7] 
В последующие моменты времени распределение ujx ,^ ) остает-
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ся стационарный (сгм.рис.(3.4) (3.7) и инвариантным относительно 
преобразований ^Р5 (расчет проведен до I = 40,8),

Рассмотрим теперь эволюцию функции V • Ее амплитуда на два 
порядка меньше, чей у функции и . По-прежнему профиль vix^ J  
остается пространственно симметричным (преобразования /? )•
одааво инвариантности относительно преобразований и 6  здесь 
уже нет ( линия 6 при отражении относительно осей координат 
не переходит в линию I (см.рис. (ЗЛО), (3.12))).

Потеря инвариантности относительно преобразований Н и /J 
при сохранении пространственной симметрии решения связана с осо­
бенностями вычислительного эксперимента. Здеоь необходимо рас- 
смотреть два вопроса: а) пространственная изотропность исполь­
зуемых в расчетах алгоритмов; б) представление положительных 
и отрицательных чиоел в используемых типах данных.

Сохранение чисто пространотвенной симметрии решения обуслов­
лено тем, что расчетные алгоритмы, реализованные в пакете прик­
ладных программ TEECGH [9] , о помощью которого проводились вы­
числения» являются пространственно изотропными. Они не выделяют 
преимущественных пространотвенных направлений» При использова­
нии в расчетах пространственно несимметричных алгоритмов, напри­
мер, стандартного варианта метода прогонки, инвариантности отно­
сительно преобразований не наблюдается.

Спонтанная потеря симметрии относительно преобразований R 
я /? связана с приближенным выполнением равенств вида a- f'-aj 
для чисел CL в форие с плавающей занятой, которая употребля­
ется в операционном окружении мониторной системы ДУШ [IIj в 
ОС ДЙСШК [12] на ЗШ БЭСМ-6. Поскольку процесо расчитывается 
для больших времен t »  Г* ,то отличие в последних разрядах чи­
сел становится заметным в пятом знаке решения. Однако, несмотря 
на постоянно вносимые возмущения, профиль функции V и после 
потери инвариантности относительно преобразований /? и 8- 
црактически не меняется (см.рис*(ЗЛ0}*(ЗЛЗ), что свддетельот- 
вует об определенной устойчивости изучаемого стационара.

По аналогии с подходом, развитым для модели (I.I) [4+6], 
исследуемый процесс удобно рассматривать как взаимодейотвие 
структур, каждая из которых метастабшшно устойчива и сущеотвует 
конечное время. Одаако, если ранее взаимодействие структур и на­
личие пространотвенной симметрии лишь увеличивало времена жизни 
структур в несколько раз [5,6] , то здесь формируются отационар-



ныв распределены, устойчивые относительно определенного класоа 
возмущений.

4, ЭйЕект рождения структур. Волновые свойства 
триггертдс сред.

Большой интерес в синергетике представляют процесса формиро­
вания новых структур. Чтобы выяснеть их особенности в рамках 
исследуемой модели в пространственно-многомерном случае» рассмот­
рим эволюцию финитных начальных распределений на однородном ну­
левом фоне VlKuy-0 . Пусть £*- 0,180,21*Ю,576;

U =4,0(X -0,3), V  = 0,о( X-0,3) при 04X&Q3,
U = 4»0( ̂  -0,3), V  « 0,5(^ -0,3) при 0 4 X ^ 0 3 * , р>Х; 
u ( x u )  = v (x ,y )= 0 в остальной частя пространства. Задача

(1.3), (1.4) решается в квадрате со стороной 12,3. Вначале ампли­
туда профиля U (х, иJ быстро падает. От центра идет цилиндрически 
симметричная воидо<Чсм.рис.(4Д)+(4.4),(4.7)+(4.Ю)).Обратим вни­
мание на важную деталь: хотя общее число возникающих зкотремумов 
увеличивается, немонотонности, пояшвшиеоя в предыдущие моменты 
времени, меняются слабо. Несмотря на нестационарность процесса, 
распределение по-прежнему представляет собой композицию диффузи­
онных областей и участков, где функция и (х м ) практически посто­
янна (см*рис.(4Л)+(4.6)« Ширина диффузионной области везде, кро­
ме фронта ее формирования, практически одинакова и близка к шири­
не переходной области элементарной структуры (си.рис.(4.1)+(4.6) , 
(4.13)4(4.18)). Это позволяет говорить о тем, что процесс форми­
рования структур воспроизводится на соседних пространственных 
масштабах. При этом наблюдаемое в расчетах наличие четкой грани­
цы области, где происходит воспроизведение диссипативных струк­
тур, позволяет говорить о волновом характере цроцесоа и отещдеот- 
влять зту границу с фронтом волна.

К моменту t 3 цилиццричеокая симметрия, которой обладало на­
чальное распределение, теряется - начинает сказываться ограничен­
ность пространотвенной области, ее форма и граничные условия* Ло­
кализации влияния краевых условий на данной стадии процесса не 
наблюдается.

Внешне эволюция функции имеет более сложный характер.
Однако здесь можно выделить следующие закономерности. С появле­
нием переходной области функции и { Х и ) формируется один максимум 
и один минимум в распределении функции у(\ у) .Последний воз­
никающий экстремум имеет наибольшую амплитуду (см.рио. (4.7)+(4.12Х
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Как и в элементарной структуре, амплитуда функции Vfx^j на 
два порядка меньше амплитуды функции и (к,у) . Значения функ­
ций U 1\1^} и на горизонтальных плато стревштся к
одному из устойчивых фонов, определяемому внешней кривизной диф­
фузионной области* Дальнейшая эволюция распределения может быть 
понята, исходя из результатов рассмотренной выше задачи о финит­
ных распределениях на устойчивом фоне, Из этой задачи следует, 
что структуры меньшего радиуоа (в нашем случае - наиболее близ­
кие к точкам (О  О) и f Lf L ) )  должны быстрее остальных охло­
пываться на овои центры симметрии, причем эти процессы идут 
автономно в силу эффективной локализации структур. Именно такая 
картина и наблюдается в вычислительном эксперименте.

Последняя оставшаяся структура,так же как и остальные, охло­
пывается на центр (точка [ 0 0 } )* однако ее время жизни зна­
чительно превышает времена существования остальных структур 
(см.рис.(4.17, 4.18)).

Процесс спонтанного возникновения структур представляется 
наиболее интересным в рамках изучаемой модели, поскольку в пре­
делах задачи (1.3) можно описать рождение, развитие, взаимодей­
ствие и последующее вырождение структур. Подчеркнем принципиаль­
ное отличие рассматриваемой задачи от ее пространственно одно­
мерного плоского аналога, где соответствующие начальные данные 
приводили к появлению стационарных структур. Приведенные расче­
ты дают также понимание того, как могут быть построены более 
сложные нестационарные структуры из‘ проотых, рассмотренных, на­
пример, в пункте 2 . В частности, они могут представлять со­
бой эволюцию начального профиля, являющегося многосвязной об­
ластью, в которой расстояния между внутренним и внешним контуром 
везде превышают длину взаимодействия L t-n .

Вместе с тем подученные результаты позволяют поставить ряд 
новых задач* Какие структуры возникнут, если начальное возбужде­
ние обладает симметрией (например, инвариантно относительно

и Ps ) ? Как зависит число рождающихся отруктур от размеров 
пространственной области? Как проиоходит рождение структур в 
задаче Коши? Каковы особенности этого процесса в трехмерном слу­
чае? Ответы на эти вопросы были бы важным шагом в понимании 
свойств нелинейных диссипативных сред.
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