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В этой заметке предлагаются монотонные -схемы, равномерно сходящиеся со 
скоростью 0(h2), для несамосшряженного эллиптического уравнения второго поряд­
ка в произвольной области, а также монотонны© локально-одномерные схемы, рав­
номерно сходящиеся со скоростью 0(h2 + x 
самосопряженным эллиптическим оператором 

1. Рассмотрим первую краевую задачу 
ства х = (si,. хР) для° эллиптического 
водные 

- Lu = — / , х G= 

Lu = 2^а0^ — ди, L 

<?, » | г - = 

д д ( 

* дха\ 

= Га(х), f = f{x), fi = fi(x), C t • 

области G, образованную пересечением 
, . . . , a = 1, . . . , p, h a — шаг сетки; 
граница ун сетки сод состоит из точек 

где ка = ка(х) ^ ci > 0, q = q(x) ^ 0, 
стоянная. 

Рассмотрим, как обычно, сетку (uh(G) в 
гиперплоскостей ха = ijia, ia = 0, ± 1 , ± 

узлы Xi — (iihi, iphp) G G внутренние, 
пересечения гиперплоскостей ха — iaha с Драницей Г области G. Множество соь 
внутренних узлов, соседних с узлами х\ GE ул, назовем пограничной зоной, множе­
ство сон остальных узлов — основной областью сетки. 

Перейдем к написанию схемы .для задачи ( 1 ) . Член со второй производной по 
Ха в La°, как обычно, заменяется трехточечной однородной схемой. Естественная за­
мена первой производной ди / дха двусторонним разностным отношением дает схему. 
второго порядка аппроксимации. Эта схема 
шагах hac{v = 1, р) сетки. На одномерном примере (р = 1) видно, что форму­
лы прогонки применимы при достаточно малом h a , когда /faJ ra | < ка. Если вос­
пользоваться односторонними разностями (правой при r a > 0 и левой при г а < 0). 
то получим монотонную схему, для которой всегда справедлив принцип максимума 
Однако она имеет первый порядок точности 

Построим монотонную схему второго порядка точности, содержащую односто­
ронние разностные производные, учитывающие знак r a. 

для параболического уравнения с не-

в области G + Г р-мерного простран-
уравнения, содержащего первые произ-

ди 

дХа 
+ Га 

ди 

дха 

(1> 

(2> 
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д ( ди 
Пусть Аа*и.— трехточечная схема второго порядка для Yi. г 

\ Я дха ) 
д / ди \ 

= (аа^х )* = I к а — + 0 (Л а ?) , 

дха 

д ( ди" 

где и~ — левое, a их — правое разностное отношение по направлению ха. Коэффи­
циент аа аппроксимирует, согласно [1], ка: 

дка 

аа = Л А - 0 , 5 Л а +0{ha

2). 
дХа 

Простейшее выражение для аа 

аа = W-o- 5«), 
где ка{~°-5а) — значение к а в средней точке левого интервала сетки, направленного 
ПО Ха. 

Подставим Га в виде суммы; 
Г а + | г а 1 Га— \Га\ 

Га = Га+ + Га~, Га+ = ^ 0, Г а " = — < О 
Z Z 

ж аппроксимируем /г а (ди/дх а ) выражением 

(3) 

где Ъа± = Га*1 / ка, а а

( + 1 а ) — значение аа в правом соседнем по направлению 
ха узле. 

Чтобы получить монотонную схему второго порядка точности для уравнения (1), 
надо написать монотонную схему с односторонними первыми разностными? произ- -
водными для уравнения с возмущенными коэффициентами 

Р 

Lu= ^LaU — qu == — /, 
a = l 

д f ди \ ди 
LaU = Ка [ка ) + Га , 

дХа \ дХа ) д'Ха 

1-Р Р 

(4) 

.где . - ' ( • • 

Щ = "0.5Лр | гр | / &р — «разностное число Рейнольдса». В результате мы получаем 
£хему 

Ау = ^АаУ — qy = — /, 
(6) 

( 6 / ) 

Так как Ьа

+ ^ 0, &a~ ^ 0, то для этой схемы справедлив принцип максимума. Не­
трудно убедиться в том, что она на решении и = и(х) уравнения (1) имеет второй 
порядок аппроксимации. 

У = Аи — Lu = 0(\h\2) при 
р 

где | & | 2 = 2^а2,
 ^ с я У ч ' а , е постоянных коэффициентов можно строить Монотон­

е н 1 

шые схемы Ш1вышенного порядка точности. 
Краевые условия задаются одним из способов, гарантирующих второй порядок 

-точности для (2р + 1) -точечной схемы в случае уравнения Лапласа. Предпочтитель-
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1 

нее такой способ: у= U на ул, а в пограничной зоне (Од* пишется разностная схема 
Ау =• —/ с учетом неравномерности сетки. 

Тем самым мы получили монотонную 
ростью 0( | h | 2 ) , если выполнены условия, 
мацию. 

2. Рассмотрим теперь смешанную задачу для параболического уравнения в ци­
линдре QT = (G + Г) X [0 < * < Т]: 

ди 

и(х, 0) = 

хему, равномерно сходящуюся со ско-
|>беспечив ающие равномерную аппрокси-

и | г — v(x, t), 

Uo(x), 

(7> 

где Lu имеет вид (2), &а = ка(х, t), q = q(x, t), f = f(x, t). Чтобы получить схему 
второго порядка по пространству, мы должны писать схему, имеющую для урав­
нения • 

ди 
— = Ги + / . 

dt 

второй порядок аппроксимации при га = 0, а 
по формуле (3). 

Представим L в виде 

( 8 ) 

члены с первой производной заменить 

%л д ( 
Lu, = У LaU, LaU = Ха &а(я , t) 

_А дха\ 

ди \ ди 
- )+Га-(х, t)—--qa(x, t)u, ( 9 ) 

дха J дха-

где qa ^ 0, ^ #а = q, например, qa = q / р, х а определяются по формуле (5). 

а=1 
дится сетка о т = {Р = /т GE [0, Т]} и каждый 
точками 

Идея получения локально-одномерной схемы из [2] состоит в следующем. Вво-
интервал (Р, ti+l) делится на р частей 

v • , 

to? = J a i l + <7aT, O a > 0, 2 °a = 

, a = i 

например, o a = 1/p (см. [2]). В интервале ( / a _ i j , tai) решается одномерная задача 

Р 

2/» = / . сх = 1, . . . , . р . (Ю) Oa — = LoV + / a , 

Начальные. условия для V(a) задаются при t — *«—l » я. краевые условия — на 
той части Г а границы Г, которая состоит из точек пересечения Г любыми прямыми, 
параллельными Оха и проходящими через точки х GE. G. Нетрудно убедиться в том, 
что при любых a a справедлива оценка (ср. [2]) 

max | и — и | == О (%). 

Можно даже указать примеры, когда имеет место точное равенство vi = и> при 
t —"ti. Это так, например, в случае задачи Боши или первой смешанной задачи с 
нулевыми краевыми^ условиями для уравнения теплопроводности ди I dt — Аи, G 
= G0, где Л — оператор Лапласа, G0—параллелепипед. Для численного решения 
(10) можно пользоваться различными двухслойными и даже трехслойными схемами. 
Мы предпочитаем (особенно в данном случае) чисто неявные схемы, для которых 
при любых т, ha, справедлив принцип максимума. При. vj = ui можно пользоваться 
схемами 0(h4 + т 2 ) . 
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Напишем лоцально-одномерную схему для , задачи (8). Пусть А а = Л а (г*) , 
t* GE (tj, tj+i) = схема (б'). Тогда локально-одномерная схема для (8) будет иметь 
вид 

з . 
Ш а ) 3 ~~ Ш а ~ = А а ( ^ ) W + / « ( * , * » * ) , а = 1 , 2 , . . . , Р , / = 0 , 1 . . . , " ' (11) 

т 

г/|* = о = 

где У(Р)3 = yj+\ у (о)' = уК Краевые условия для» y.(a)j = v(x, ta**) берутся на той 
частик ул, которая принадлежит Г а . В пограничной зоне ©л* значение y(a)j опреде­
ляется либо согласно [2] (снос при помощи линейной интерполяции по направле­
нию ха), либо согласно [3] (в узлах он* пишется уравнение с учетом неравномер­
ности пространственной сетки, см. выше). Напомним, что ia* GE [tj, tj+i], ta** GE [tj, tj+i]. 
Можно рекомендовать, например, ta* = ta** = t j + i . Способ выбора ta* и ta** в ука­
занных пределах не меняет порядка точности по т. 

При обоих способах задания краевых условий принцип максимума выполняется 
и справедлива оценка 

m a x | ^ - u i | = 0 ( | ^ | 2 + x), , 
• . % 

если выполнены условия аппроксимации, указанные в [2]. Таким образом, локально-
одномерная схема (11) равномерно сходится со скоростью 0 ( | / г | 2 + т). 

Предложенный выше метод может быть использован при построении монотон­
ных схем 2-го порядка точности по h для квазилинейных параболических уравне­
ний, а также для некоторых систем дифференциальных уравнений (например, для 
аналога уравнений Навье — Стокса). , 

Случай неравномерных сеток и разрывных коэффициентов нуждается в допол­
нительном исследовании. 
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Пусть задана система *) 
, ' d^Ui(x, у) 

где 
дхп дуп U[UuU2,...,Um], ' (1) 

driUi drmUn 

fi Wi, Щ.. • •, Um] =- fi . x, y , U:U U.ix, ...,,—-—>, ..., Um, Umx, 
dxk\ dyh2 дх%\ дуЪ 

*> Старшие производные в разных уравнениях не обязательно одинакового по­
рядка, так что вместо d2nU / дхпдуп можно писать d2nHJi / dxhidyni ' 
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