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Предисловие

Прикладные проблемы приводят к необходимости решения краевых 
задач для уравнений с частными производными. Разработка прибли
женных методов их решения базируется на построении и исследовании 
численных методов решения краевых задач для базовых (основных, мо
дельных) уравнений математической физики. В качестве таковых при 
рассмотрении уравнений второго порядка выделяются эллиптические, 
параболические и гиперболические уравнения.

Решение краевой задачи определяется из уравнения и некоторых 
дополнительных условий. Для стационарных уравнений задаются гра
ничные условия, а для нестационарных — еще и начальные условия. Та
кие классические задачи рассматриваются во всех учебных руководствах 
по уравнениям математической физики и дифференциальным уравнени
ям с частными производными.

Отмеченные краевые задачи относятся к классу прямых задач ма
тематической физики. Типичным примером обратной задачи служат за
дачи определения неизвестных коэффициентов уравнения по некоторой 
дополнительной информации о решении — в этом случае говорят о ко
эффициентной обратной задаче. В граничных обратных задачах восста
навливаются неизвестные граничные условия и т.д.

Обратные задачи математической физики часто принадлежат к клас
су некорректных в классическом смысле задач. Некорректность обусло
влена, прежде всего, отсутствием непрерывной зависимости решения 
от входных данных. В этом случае приходится сужать класс допустимых 
решений и использовать специальные регуляризирующие процедуры для 
нахождения устойчивого решения.

В настоящее время хорошо проработаны вопросы численного реше
ния прямых задач математической физики. При решении многомерных 
краевых задач широко используются разностные методы и метод конеч
ных элементов. Ощущается острая нехватка учебных пособий и моно
графий по численным методам решения обратных задач. Это явилось 
основным побудительным мотивом к написанию данной работы.

В книге не делается попытки объять необъятное и рассматрива
ются лишь некоторые обратные задачи для стационарных и нестацио
нарных уравнений математической физики. Дается достаточно полное 
и замкнутое исследование основных проблем, которые возникают при 
приближенном решении обратных задач. Используется минимальный



10 Предисловие

математический аппарат, связанный с базовыми свойствами операторов 
в конечномерных пространствах.

При рассмотрении задач для дифференциальных уравнений отмеча
ются лишь некоторые основные моменты без всяких попыток последо
вательного и строгого исследования проблемы.

В становление проблематики теории и практики решения обратных 
задач математической физики определяющий вклад внесли российские 
математики и первым среди них был Андрей Николаевич Тихонов. Его 
идеи легли в основу современного здания прикладной математики и раз
виваются в работах его многочисленных учеников и последователей. 
Наша работа является данью светлой памяти А. Н. Тихонова.

Благодарим Г. В. Алексеева, который внимательно прочитал рукопись 
и сделал много полезных замечаний.



Основные обозначения
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Я

(г/,«Ь = (А/.*»)

A M
M l
Mil

M,Af>
П

an
дш 

h, hp 
т

У х  =
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разностные операторы; 
единичный (тождественный) оператор; 
сопряженный оператор; 
оператор, обратный оператору А; 
положительный оператор {{Ау, у) > 0, если у ф 0); 
неотрицательный оператор ((Ау,у) ^  0); 
положительно определенный оператор;
самосопряженная часть оператора А\

кососимметричная часть оператора А\
гильбертово пространство сеточных функций; 
скалярное произведение в Я; 
норма в Я;
скалярное произведение в НА (оператор А = А* > 0); 
норма в НА\
гильбертово пространство сеточных функций; 
норма в Ь2;
норма разностного оператора А\ 
положительные постоянные; 
расчетная область; 
граница О;
множество граничных узлов; 
шаги сетки по пространству; 
шаг сетки по времени; 
весовой параметр разностной схемы;

правая разностная производная в точке ж; 

левая разностная производная в точке ж;

центральная разностная производная в точке ж;

вторая разностная производная в точке ж;
значение сеточной функции в точке ж на момент 
времени tn = пт, п = 0 ,1 ,...; 
параметр регуляризации; 
уровень погрешностей во входных данных.



Глава 1

Обратные задачи 
математической физики

Прямая задача математической физики связывается нами с клас
сическими краевыми задачами математической физики и характе
ризуется необходимостью найти решение, которое удовлетворяет 
заданному уравнению с частными производными и некоторым 
начальным и граничным условиям. В обратных задачах опреде
ляющее уравнение и/или начальные, и/или граничные условия 
не заданы полностью, но зато есть некоторая дополнительная 
информация. При таком выделении обратных задач математиче
ской физики мы можем говорить о коэффициентных (уравнение 
полностью не задано —  неизвестны некоторые коэффициенты 
уравнения), граничных (неизвестны граничные условия) и эво
люционных (связанных с тем, что не задано начальное условие) 
обратных задачах математической физики. Обратные задачи ча
сто являются некорректными в классическом смысле задачами. 
Типичным является нарушение требования непрерывной зависи
мости решения от входных данных. Введение в класс корректных 
задач достигается сужением класса допустимых решений.

1.1. Краевые задачи

Ядро прикладных математических моделей составляют уравнения 
с частными производными. Решение определяется из уравнений матема
тической физики и некоторых дополнительных соотношений. В качестве 
дополнительных соотношений выступают, прежде всего, краевые и на
чальные условия. В курсах уравнений математической физики выделя
ют как наиболее важные для приложений уравнения второго порядка. 
Среди них отметим эллиптические, параболические и гиперболические 
уравнения.
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1.1.1. Стационарные задачи математической физики
В качестве примера будем рассматривать двумерные краевые задачи. 

Решение и(х), х = (х\, Хг) ищется в некоторой ограниченной области Q, 
с достаточно гладкой границей дП. Оно определяется из эллиптического 
уравнения второго порядка

+ «(*)«  =  /(* ), х е а  (1Л>

На коэффициенты уравнения обычно накладываются ограничения 

к(х) ^ ас > О, q(x) ^ О, х Е П.

Типичным примером эллиптического уравнения (1.1) является урав
нение Пуассона

д2и
-  Ди = — 2- =  /(х ), х е п ,  (1.2)

a=t °  a
т. е. в уравнении (1.1) к(х) =  1, q(x) =  0.

Для уравнения (1.1) будем рассматривать граничные условия первого
рода

и(х)=ц(х) ,  х Е еЮ. (1.3)
На границе области или ее части могут задаваться и граничные условия 
второго или третьего рода. В случае граничных условий третьего рода имеем

ди
fc(x)—  + a(x)u =  „(*), х Е дП, (1.4)

где п — внешняя по отношению к П нормаль.
Многие основные особенности стационарных задач математической 

физики, описываемых эллиптическими уравнениями второго порядка, 
можно проиллюстрировать при рассмотрении простейших краевых задач 
для обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка. Прото
типом (1.1) выступает уравнение

-  ^ - ( к { х ) ^ - \ +q(x)u =  f{x), 0 < х < l, (1.5)
ax \  ax J

с переменными коэффициентами

к(х) ^  к > 0, q(x) > 0.

Для однозначного определения неизвестной функции и(х) уравне
ние (1.5) дополняется двумя граничными условиями на концах отрезка 
[0,1]. Задаваться могут функция и(х) (граничное условие первого рода),
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d u ,
поток w(x) =
линейная комбинация (граничное условие третьего рода):

к(х) —  (ж) (граничное условие второго рода) или же их 
dx

5ио53 и(1) = Ц2, (1.6)

du
- к ( 0 ) — (0) = (1и М о | ( 0  = « ; (1.7)

du
к(0)— (0) + сг\и(0) = ци

du
k{l)— (l) + <T2u(l) =  Нг- (1.8)

где fi\, pi, сг\,(Т2 — заданные константы.

1.1.2. Нестационарные задачи 
математической физики

В качестве базового нестационарного уравнения математической 
физики выступает одномерное параболическое уравнение второго порядка.
Задача рассматривается в прямоугольнике

фг =  П х [0 ,Т ] , ft =  {х | 0 < х ^  /}, O ^ t ^ T .

Ищется решение уравнения 

du д (  ди \
Ж  = ж { к { х ) ж )  + П х Л  0 < х < 1 ' 0 < ‘ 4Т (19)

Оно дополняется (первая краевая задача) граничными

и((М) =  0, и(1Л) = 0, 0 < * ^ Т ,  (1.10)

и начальным
и(х, 0) =  14о(ж), 0 ^  х ^  /, (1.11)

условиями. Для простоты мы ограничились однородными граничными 
условиями и зависимостью коэффициента к только от пространственной 
переменной, причем к(х) ^  ас >  0.

Вместо условий первого рода (1.10) могут задаваться другие гра
ничные условия. Например, во многих прикладных задачах необходимо 
ориентироваться на использование граничных условий третьего рода:

-fc(0)— (0 ,0  +  <Т|(<)и(0, t) -  Ц\(<),

ди (1Л2)*(*)а®^ 0 = ̂ 2(<), о <t ^т.
Среди других нестационарных краевых задач необходимо выделить 

задачу для гиперболического уравнения второго порядка. В одномерном
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по пространству случае ищется решение уравнения 

d2u д (  д и \
W  = дх ) +f(x,t)’ ®<x<i, o<t^T. (из)

Для однозначного определения решения этого уравнения помимо 
граничных условий (1.10) задаются два начальных условия

ди
и(х, 0) =  щ(х), —  (0, t) -  u\(t), 0 < х < I. (1.14)

ot
Особое внимание необходимо уделять многомерным нестационар

ным задачам математической физики. Примером служит двумерное па
раболическое уравнение. Будем искать в области П функцию и(х, t), 
удовлетворяющую уравнению

и условиям

ди
~dt

ди
дха

^ -  q(x,t)u + f(x, t),

х Е О, 0 < £ < Т,

и(х, t) =  0, х Е 0 < £ < Т,
и(х, 0) =  -ио(х), х Е О.

(1.15)

(1.16)
(1.17)

Аналогично формулируются и другие нестационарные многомерные кра
евые задачи для уравнений с частными производными.

1.2. Корректные задачи для уравнений 
с частными производными

Определяется понятие корректно поставленной краевой задачи, ко
торое связывается с существованием единственного решения, непрерывно 
зависящего от входных данных. Приведены результаты об устойчивости 
классических краевых задач для уравнений с частными производными.

1.2.1. Понятие корректности
Граничные и начальные условия формулируются для того, чтобы 

из множества возможных решений дифференциального уравнения с част
ными производными выделить искомое. Этих дополнительных условий 
должно быть не очень много (решения должны существовать) и не очень 
мало (решений не должно быть много). С этим связано понятие коррект
ной постановки задачи. Остановимся вначале на понятии корректности 
задачи по Ж. Адамару (корректность в классическом смысле).
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Задача называется корректно поставленной, если:

1) решение задачи существует,

2) это решение единственно,

3) решение задачи зависит непрерывно от входных данных.

Особое значение имеет именно третье условие корректности, которое 
обеспечивает малость изменений решения при малом изменении входных 
данных. Входными данными выступают коэффициенты уравнения, пра
вая часть, граничные и начальные данные, которые берутся из экспери
мента и всегда известны с некоторой погрешностью. Устойчивость реше
ния по отношению к малым возмущениям начальных и граничных усло
вий, коэффициентов и правой части фактически оправдывает саму поста
новку задачи, ее познавательную сущность, ценность всего исследования.

При рассмотрении краевых задач для уравнений математической 
физики теоремы существования, единственности и устойчивости в своей 
совокупности обеспечивают полное исследование корректности поста
вленной задачи. Понятно, что условия корректности должны конкрети
зироваться при рассмотрении той или иной задачи. Это связано с тем, 
что решение задачи и входные данные рассматриваются как элементы 
некоторых вполне конкретных функциональных пространств. Поэтому 
поставленная задача может быть некорректна при одном выборе про
странств и корректна — при другом. Поэтому утверждения о том что та 
или иная задача корректна (некорректна) не носят абсолютного характера 
и должны сопровождаться необходимыми оговорками.

1.2.2. Краевая задача для параболического уравнения
Некоторые основные вопросы исследования корректности краевых 

задач математической физики проиллюстрируем на примере простейшей 
краевой задачи для одномерного параболического уравнения (1.9)—(1.11). 
Мы не будем здесь касаться вопросов существования решения, ограничив
шись проблемой единственности и непрерывной зависимости решения 
от входных данных, Будем считать что задача (1.9)—(1.11) имеет классиче
ское решение u(x , t) (например, дважды непрерывно дифференцируемое 
по ж и непрерывно дифференцируемое по t).

Запишем (1.9)—(1.11) как задачу Коши для дифференциально-опера
торного уравнения первого порядка. Для функций, заданных в области 
П =  (0, 1) и обращающихся в нуль в граничных точках (на дП), введем 
гильбертово пространство % =  в котором скалярное произведение
определено следующим образом

п



1.2. Корректные задачи для уравнений с частными производными 17

Для нормы в W используется обозначение

IMI =  (v ,v )i/2 = i f * * ) * 1)
Q

1/2

Для функций, удовлетворяющих краевым условиям (1.10), определим 
оператор

Аи = [Аи](Х) = - ^ ( к ( х ) ^ ) , 0 < х < I. (1.18)

С учетом введенных обозначений уравнение (1.9), дополненное усло
виями (1.10) на границе, запишем как дифференциально-операторное 
уравнение для нахождения u(t) Е

—  + Au = f(t),  0 < t ^ T .  (1.19)
at

Начальное условие (1.11) переписывается в виде

п(0) =  п0. (1.20)

Отметим основные свойства оператора А,  определяемого согласно 
(1.18). Оператор А  является самосопряженным и неотрицательным в И:

А* = А ^ 0 .  (1.21)

Свойство самосопряженности следует из равенства

(,Av , w)
i

/ Av(x)w(x) dx — j  Hx)̂ dx=(v-A'w)-

которое получено с учетом того, что функции v(x),w(x)  обращаются 
в нуль при х Е dQ. Для функций и(х) = 0 , х Е dSl имеем

/

(Av, v) =  J  к(х) 
о

и поэтому А  ^  0.
Получим простейшую априорную оценку для решения задачи (1.19),

(1.20). При рассмотрении задач для эволюционных уравнений большое 
значение имеет лемма Цюнуолла. Ограничимся ее формулировкой в про
стейшем варианте.
Лемма 1.1. Для функции g(t) , удовлетворяющей неравенству
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с a — const, b(t) ^  0, верна оценка
t

g(t) < exp {at} ^g(0) +  J  exp {-a9}b(0) do'j , t > 0. 
о

Теорема 1.1. Для решения задачи (1.19), ( l.20) верна априорная оценка
t

IM O II  SS I N I  +  j  l l / W I I  d$, O ^ t ^ T .  (1 .22)
0

Доказательство. Домножая уравнение (1.19) скалярно на u(t), получим 
равенство

+(Ли,и)  = ( / ,« ) .

С учетом неравенства Коши—Буняковского (неравенства Шварца) имеем

( f , « )  =  \ f tM 2 = M f t \\u\\, ( / ,« )  <  \\f\\ ■ IN I,

что с учетом неотрицательности оператора Л приводит к неравенству

Из этого неравенства вытекает доказываемая оценка (1.22) (в лемме 
Гронуолла a =  0). ■

Корректность задачи связывается с существованием единственного 
решения и его устойчивостью по отношению к малым возмущениям 
входных данных.
Следствие 1. Решение задачи (1.19), (1.20) единственно.

Пусть имеются два решения u\(t) и v,2 (t). Разность гг(£) =  U\(t)-U2 (t) 
удовлетворяет уравнению (1.19) с f(t)  =  0, 0 < t < Т, и однородному 
начальному условию (гго =  0). Из априорной оценки (1.22) следует 
u(t) =  0 для всех 0 ^  t < Т.

В рассматриваемой задаче в качестве входных данных необходимо 
рассматривать, прежде всего, начальные условия. В этом случае мы гово
рим об устойчивости по начальным данным. Входными данными являются 
коэффициенты уравнения (коэффициентная устойчивость). В частности, 
имеет смысл исследовать зависимость решения задачи от правой части 
уравнения — устойчивость по правой части. Покажем, например, что полу
ченная априорная оценка (1.22) обеспечивает устойчивость по начальным 
данным и правой части.
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Будем помимо (1.19), (1.20) рассматривать задачу с возмущенными 
начальным условием и правой частью:

du ~
—  + Ли =  f(t),  0 < t < Т. 
dt

(1.23)

Начальное условие (1.11) переписывается в виде

и( 0) =  щ. (1.24)

Следствие 2. Пусть

| |« о - « о | |< £ ,  | | / ( 0  -  7 (0 1| <  0 < < < Г,
где е > 0. Тогда

IIщ(<)-«(<)|| 0
с постоянной М  =  1 +  Т.

Это определяет непрерывную зависимость решения 
(1.20) от правой части и начальных условий. Для 6u(t) 
из (1.19), (1.20) и (1.23), (1.24) получим задачу

задачи (1.19), 
=  u(t) — u(t)

^  +  Лди =  Sf(t), 0 < t <  Т, dt
(1.25)

6и( 0) =  <5̂ о, (1.26)
где _

дщ =  щ  -  щ, Sf(t) = f(t) -  f(t).
Для решения задачи (1.25), (1.26) верна априорная оценка (см. (1.22))

t

р «(011 ^  Р«о|| +  J  Р / (0)И м ,  о <  t <  т
0

и тем самым
\ \6u(t ) \ \^( \+T)e,  0

Немного сложнее устанавливаются оценки коэффициентной устой
чивости решения задачи (1.18)—(1.20) (по коэффициенту к(х)).

1-2.3. Краевая задача для эллиптического уравнения
При рассмотрении эллиптических краевых задач основное внимание 

уделяется априорным оценкам устойчивости по граничным условиям 
и правой части. В качестве примера стационарной задачи математической 
физики рассмотрим задачу Дирихле для уравнения Пуассона (1.2), (1.3).

Подобно рассмотренному выше случаю параболической задачи мож
но ориентироваться на получение априорных оценок решений краевых
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задач для эллиптического уравнения второго порядка в гильбертовых 
пространствах. Здесь мы укажем на возможность получения априорных 
оценок в других нормах. Наше рассмотрение базируется на использовании 
хорошо известного принципа максимума.
Теорема 1.2 (Принцип максимума). Пусть в задаче (1.2), (1.3) /(х) ^  0 
(/(* ) ^  0) в ограниченной области 17. Тогда решение п(х) достигает 
максимума {минимума) на границе области, т. е.

max u(x) =  max р(х) ( min n(x) =  min р(х)). (1.27)
хбП х€дП '  х€П х€дП '

Простым следствием принципа максимума является утверждение 
о единственности решения задачи Дирихле для уравнения Пуассона.
Следствие 1. Решение задачи (1.2), (1.3) единственно.

На основе теоремы 1.2 можно получить и априорные оценки, вы
ражающие устойчивость решения задачи (1.2), (1.3) по правой части 
и граничным условиям в равномерной норме. Используем обозначения

1Их)||с(п) =  шах |и(х)|.
х€П

Теорема 1.3. Для решения задачи (1.2), (1.3) имеет место априорная оценка

Н х)||с(п) *£ Н/Ф)11с(йп) +  >И||/(х)||с(п), (1-28)
где постоянная М  зависит от диаметра области 17.
Доказательство. Выберем функцию v(x), которая удовлетворяет условиям

-  Av ^  1, х Е 17, (1-29)

v(x) ^  0, х Е dfi. (1.30)
Рассмотрим функции

w+(\) =  г>(х)||/(х)||с(п) + И/Ф)Нс(0П) + Ф ) ,  .

и>_(х) =  г>(х)||/(х)||С(п) + 11̂ (х)11с(вп) -  Ф )-

Принимая во внимание (1.27) и (1.30), получим w±(x) ^  0 на границе 
области 17. Внутри области из (1.2) и (1.29) следует

- A w ± = -||/(х )||с(п ) Aw ±  /(*)•

С учетом (1.29) имеем -Аги±(х) ^  0. На основании принципа максимума 
получим w(x) ^  0 во всей области 17.

Так как функции w±(x) неотрицательны, из (1.31) непосредственно 
вытекает

1МХ)11с(П) < \\р(х)\\С(дП) +  11V(х)11<7(0)11/ (х)11с-(П)-
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Тем самым мы установили априорную оценку (1.28) с постоянной 
М  = 1Их)||с(п).

Конкретизируем величину константы, ее зависимость от расчетной 
области. Будем считать, что ограниченная область П целиком лежит 
в круге радиуса R  с центром х̂ 0) =  ( х ^ \  .

Положим

v(\) = c( r 2 -  (ж, -  ж(,0))2 -  (ж2 -  4 0>)2)

с пока неопределенной положительной константой с. Очевидно, что 
?;(х) ^  0, х Е д£1 и

- A v  = 4с.
Поэтому при выборе с =  1/4 условия (1.29), (1.30) будут выполнены. 
В силу этого постоянная М  в (1.28) определяется выражением

М  — max \  ( R 2 -  (ж[ -  ж ^ )2 -  (#2 ~ ж20)) 2) =  — . хеп 4 V / 4
Эта постоянная зависит только от диаметра области П. ■

Априорная оценка (1.28) обеспечивает устойчивость решения задачи
(1.2), (1.3) по правой части и граничным условиям. Аналогично рас
сматривается и случай более общих краевых задач для эллиптических 
уравнений второго уравнения (1.1) с граничными условиями третьего 
рода (1.4).

1.3. Некорректные задачи

Обратные задачи математической физики часто относятся к классу 
некорректных в классическом смысле. В качестве примера некорректной 
задачи рассматривается задача с обратным временем для параболического 
уравнения второго порядка, для которой нет непрерывной зависимости 
решения от начальных данных. При сужении класса решений имеет место 
устойчивость, т. е. эта задача принадлежит к классу условно корректных 
(корректных по Тихонову) задач.

1.3.1. Пример некорректной задачи
Задачи, в которых какое-либо из трех условий корректной постанов

ки задачи (существование, единственность, устойчивость) не выполнено, 
относятся к классу некорректных задач. При этом определяющую роль 
играет условие непрерывной зависимости решения от входных данных. 
Приведем некоторые примеры некорректно поставленных задач для урав
нений математической физики.
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Для эллиптических уравнений корректно поставленными являются 
задачи с заданными граничными условиями (см., например, (1.1), (1.4)). 
Можно рассмотреть задачу Коши для эллиптических уравнений, когда 
условия ставятся не на всей границе 80,  а только на некоторой ее части 
Г С дО. Решение п(х) определяется из уравнения (1.1) и двух условий 
на Г:

ди
u{x) = fi(x), — (х) =  1/(х), х € Г. (1.32)

Некорректность задачи Коши (1.1), (1.32) обусловлена неустойчивостью 
решения относительно этих условий.

Для параболических уравнений корректными являются задачи с за
данными граничными и начальным условиями (см. (1.9)-(1.11)). При 
задании решения на конечный момент времени мы имеем задачу с обрат
ным временем — по заданному состоянию мы хотим восстановить пре
дысторию исследуемого процесса. Остановимся на простейшей задаче 
с обратным временем:

ди д2и . .
¥  = 0 < ж < / ’ О-33)

tt(0 ,0  =  0, u(l,t) = 0, ( К * < Т ,  (1.34)
и(х, Т) = ит(х), 0 ^  х ^  I. (1.35)

Для объяснения сущности некорректности этой задачи можно рас
смотреть решение задачи (1.33)—(1.35) с условием

, ч 1 / 2  (тгкх\  7
”TW = w V i !ln( r r ) -  (|36)

где к и р — целые положительные числа. В норме гильбертова простран
ства И = С2 (0 ), О =  (0, /), имеем

1М я )||2 =  J  « т ( * )  dx = -> 0
п

при к —> оо, т. е. «начальное» условие сколь угодно малое.
Точное решение задачи (1.33)—(1.36) имеет вид

и(х, t) =  ит{х) ехр | ( ж  ( T - f ) j .

Из этого представления следует, что при 0 < Т

||ф^11 = ^ ехр{ ( 4 )  *)}-><»
при к оо. Таким образом, возмущения в «начальном» условии, сколь 
малыми они не были, неограниченно возрастают при t <Т .
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1.3.2. Понятие условно корректной задачи
Необходимость решения неустойчивых задач, подобных приведенной 

выше, требует более точного определения решения задачи. В условно 
корректных задачах, задачах, корректных по А. Н. Тихонову, речь идет уже 
не просто о решении, а о решении, принадлежащем некоторому классу. 
Сужение класса допустимых решений позволяет в некоторых случаях 
перейти к корректной задаче.

Будем говорить, что задача поставлена корректно по Тихонову, если:
1) априори известно, что решение задачи существует в некотором классе,
2) в этом классе решение единственно,
3) решение задачи зависит непрерывно от входных данных.

Принципиальное отличие состоит именно в выделении класса до
пустимых решений. Класс априорных ограничений на решение может 
быть разный. Сама постановка задачи при рассмотрении некорректных 
задач существенно меняется — в постановку задачи включается условие 
о принадлежности решения некоторому множеству.

1.3.3. Условная корректность задачи 
с обратным временем

Ранее мы установили непрерывную зависимость решения эволюци
онной задачи (1.18)—(1.20). Будем теперь рассматривать некорректную 
задачу Коши (задано начальное условие (1.20)) для уравнения

du
—  = 0 < t ^ T ,  (1.37)
dt

в котором оператор Л определяется согласно (1.18).
Получим оценку решения задачи (1.18), (1.20), (1.37) при f(t)  =  0, 

из которой вытекает условная корректность задачи. В своем исследовании 
мы опираемся на самосопряженность оператора Л и на то, что он 
не зависит от времени (оператор Л  — стационарный). Обозначим

Ф(<) =  IN I2 = («,«). (1.38)

Непосредственное дифференцирование выражения (1.38) с учетом урав
нения (1.37) при f(t)  =  0 дает

f = 2(”^ ) - 2(“-4“) <u9)
Принимая во внимание самосопряженность оператора Л , при повторном 
дифференцировании получим

d2 Ф = 4
du
dt

2

(1.40)
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Из (1.38)—(1.40) и неравенства Коши—Буняковского следует

Неравенство (1.41) эквивалентно неравенству
2

^ 1 п Ф ( 0 > 0 ,  (1.42)

т. е. функция In Ф(«) выпукла. Из (1.42) имеем

1 п Ф (< К ^ 1 п Ф (Г )+  ( l - ^ )  In Ф(0).

Отсюда следует
Ф(<) < (Ф(Г))</т(Ф(0))1_</т.

С учетом (1.38) получим искомую оценку решения задачи (1.20), (1.37):

НОН < 11«(Г)||</Т - ||«(0)||,-*/т , 0 < « < Г .  (1.43)

Пусть теперь рассматривается решение задачи (1.20), (1.37) в классе 
ограниченных в Я  решений, т. е.

H * ) || 0 < t ^ T .  (1.44)

В классе априорных ограничений (1.44) из (1.43) получим оценку

ИОН < Л4'/Т||и(0)||1_</Т, 0 < < < Г .  (1.45)

Это значит, что для задачи (1.20), (1.37) имеет место непрерывная 
зависимость решения от начальных данных при 0 < t < Т  в классе огра
ниченных решений. На основании этого имеет смысл строить алгоритмы 
приближенного решения некорректной задачи (1.20), (1.37), которые 
каким-либо образом выделяли бы класс ограниченных решений. Кро
ме того, для приближенного решения должна быть характерной оценка 
типа (1.45), которая допускает рост нормы решения во времени.

1.4. Классификация обратных задач 
математической физики

Краевая задача для уравнения с частными производными характери
зуется заданием определяющего уравнения, расчетной области, гранич
ных и начальных условий. Поэтому среди обратных задач можно выделить 
коэффициентные, геометрические, граничные и эволюционные обратные 
задачи.
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1.4.1. Прямые и обратные задачи

При обработке данных натурных экспериментов по дополнительным 
косвенным измерениям делается вывод о внутренних связях явления 
или процесса. В условиях, когда структура математической модели ис
следуемого процесса известна, можно ставить проблему идентификации 
математической модели, например, определение коэффициентов диффе
ренциального уравнения. Такие задачи мы относим к классу обратных 
задач математической физики.

Задачи математической физики можно классифицировать по раз
личным признакам. Например, можно выделить стационарные задачи, 
которые описывают установившиеся, неизменные во времени процессы 
и явления. Нестационарные задачи описывают динамические процессы, 
в которых решение меняется во времени. Не столь очевидно разделение 
задач математической физики на прямые и обратные.

С общей методологической точки зрения прямыми задачами мы 
можем назвать задачи, для которых заданы причины, а искомыми вели
чинами являются следствия. При таких предпосылках обратными будут 
задачи, в которых известны следствия, а неизвестными выступают причи
ны. Однако такое общее разделение не всегда легко провести на практике.

Для уравнений с частными производными в стандартных курсах 
математической физики формулируются корректные краевые задачи, ко
торые мы и относим к классу прямых задач. Для эллиптических уравнений 
второго порядка дополнительные условия на решение (первого, второ
го или третьего рода) задаются на границе области. С точки зрения 
причинно-следственных отношений граничные условия являются при
чинами, а следствием — решение краевой задачи. Для параболических 
уравнений задается начальное условие, а для гиперболических уравнений 
второго порядка начальное состояние определяется заданием решения 
и производной по времени.

Для того чтобы не загромождать свое рассмотрение терминологиче
скими тонкостями, к прямым задачам мы отнесем именно эти классиче
ские задачи математической физики. Они характеризуются необходимо
стью нахождения решения из уравнения с заданными коэффициентами 
и правой частью и дополнительных граничных и начальных условий.

Под обратными задачами математической физики мы будем пони
мать задачи, которые мы не можем отнести к прямым. Они связаны часто 
с необходимостью определения не только решения, но и некоторых недо
стающих коэффициентов и (или) условий. Одним из признаков обратной 
задачи может служить именно необходимость определения не только 
решения, но и некоторых компонент математической модели.

С рассматриваемой точки зрения обратные задачи характеризуют
ся, прежде всего, тем, чего недостает, чтобы можно было бы отнести
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поставленную задачу к классу прямых задач математической физики. 
С другой стороны, мы должны компенсировать недостающую информа
цию. Поэтому в обратных задачах необходимо выделить дополнительную 
информацию, которая позволяет рассчитывать на возможность однознач
ного определения решения.

По этим отмеченным признакам можно классифицировать обратные 
задачи математической физики. Естественно ориентироваться, прежде 
всего, на те основные характеристики, которые выделяют обратную за
дачу. Для прямых задач математической физики решение определяется 
уравнением (коэффициентами и правой частью), граничными и, в неста
ционарных задачах, начальными условиями. Классификацию обратных 
задач удобно провести по признакам, что какие-то из отмеченных условий 
не заданы.

1.4.2. Коэффициентные обратные задачи
Мы выделим коэффициентные обратные задачи, которые характеризу

ется тем, что коэффициенты уравнения или (и) правая часть неизвестны. 
В качестве характерного примера будем рассматривать параболическое 
уравнение

du д (  ди \  . ч
= дх\к̂ дх) + 0<х<1’ 0 <t̂ T. (1.46)

Простейшая прямая задача состоит в нахождении функции u(x,t),  
удовлетворяющей уравнению (1.46) и условиям

tt(0,i) =  0, t t ( I , 0 = 0 ,  0 < ^ Т ,  (1.47)

и(х, 0) =  щ(х), O ^ x ^ l .  (1.48)
В прикладных проблемах часто свойства среды неизвестны и их 

нужно определять. В нашем случае можно поставить задачу иденти
фикации коэффициента к(х). В простейшем случае однородной среды 
неизвестным является коэффициент к(х) =  const, для кусочно-одно
родной среды — несколько констант. При зависимости свойств среды 
интерес может представлять коэффициентная обратная задача по восста
новлению к = к(и).

Список возможных постановок коэффициентных обратных задач 
не исчерпывается выше отмеченными и легко может быть продолжен. 
Характерной является задача для уравнения (1.46) по нахождению па
ры неизвестных функций {и(х, t)< к(х)}. Основная особенность рассма
триваемой обратной задачи состоит в нелинейности коэффициентной 
обратной задачи.

Можно выделить как самостоятельную задачу определения неиз
вестной правой части f (x , t )  параболического уравнения (1.46). Более
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частные постановки связаны, например, с выбором зависимости

f ( x , t )  =ri(t)tp(x). (1.49)

Интерес может представлять неизвестная зависимость источника (правой 
части) от времени при известном распределении по пространству — 
в представлении (1.49) функция rj(t) неизвестна, а функция ф(х) задана.

Если коэффициенты и (или) правая часть уравнения (1.46) неизвест
ны, то помимо условий (1.47), (1.48) необходимо использовать некоторые 
дополнительные условия. Этих условий не должно быть мало, чтобы 
иметь возможность для однозначного определения решения обратной 
задачи. Если ищется коэффициент в классе одномерных функций (функ
ций одной переменной), то и дополнительные данные должны задаваться 
в этом же классе.

Пусть, например, рассматривается обратная задача (1.46)—(1.49) по 
нахождению пары функций {u(x,t),rj(t)}. Помимо решения краевой 
задачи (1.46)—(1.48) нужно найти зависимость от времени правой части. 
В этом случае дополнительная информация может иметь вид

u(x*,t) = (p(t), 0 < х* < I, О < * < Т ,  (1.50)

т. е. известно решение на каждый момент времени не только на границе, 
но и в некоторой внутренней точке х* расчетной области П.

При рассмотрении обратных задач типа (1.46)—(1.50) особое вни
мание должно уделяться проблемам единственности решения обратной 
задачи. Особенно это важно при рассмотрении нелинейных задач (при
мер — задача нахождения пары функций {и(ж, t), k(x)}).

1.4.3. Граничные обратные задачи
В условиях, когда прямые измерения на границе невозможны, мы 

имеем дело с граничными обратными задачами. В этом случае недостающие 
граничные условия идентифицируются, например, по измерениям внутри 
области. Приведем пример подобной обратной задачи для параболичес
кого уравнения (1.46).

Будем считать, что измерения недоступны на правом конце отрезка 
[0, I] , но зато известно решение во внутренней точке ж*, т. е. вместо (1.47) 
заданы условия

и{ 0, t) = 0, u ( x \  t) =  (p(t), 0 < t ^ T .  (1.51)

Типичная постановка граничной обратной задачи состоит в идентифика
ции потока на части границы, недоступной измерению (в рассматрива
емом примере — при х =  I). Это соответствует нахождению из условий

f du ^
(1.46), (1.48), (1.51) функций lu (x , t ) , k ( l )  —  ( l , t ) \ .
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1.4.4. Эволюционные обратные задачи
Прямая задача для нестационарных задач математической физики 

характеризуется заданием начальных условий (см., например, ( 1.48)). 
К эволюционным обратным задачам мы будем относить обратные зада
чи, в которых идентифицируются начальные условия (их недостает для 
формулировки задачи как прямой).

Применительно к рассматриваемой прямой задаче ( 1.46)—( 1.48) про
стейшая эволюционная обратная задача формулируется следующим обра
зом. Нам не заданы начальные условия (1.48), но известно решение 
на конечный момент времени t — Т\

Необходимо найти решение уравнения (1.46) в предшествующие моменты 
времени (ретроспективная обратная задача).

Можно ставить обратную задачу по идентификации начального со
стояния при использовании дополнительной информации о решении 
во внутренних точках (дополнительное условие типа (1.50)).

1.5. Задачи и упражнения

1.1. На множестве функций ?;(0) =  0, v(l) =  0 определим оператор

Установите положительную определенность оператор А,  т. е. выполнение 
оценки (A v , v) ^  d(v, v), где 6 > 0.

1.2. Докажите (неравенство Фридрихса), что

если и(х) =  0, х G сЮ.

1.3. Докажите лемму Гронуолла (лемму 1.1).

1-4. Покажите, что для решения задачи (1.18)—(1.20) справедлива апри
орная оценка

u(x , Т) =  ит(х), 0 < х < I. (1.52)

0 < х < I.

о
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1.5. Пусть А  ^  SE, d = const > 0. Тогда для решения задачи (1.19), (1.20) 
имеет место

t
IK O IK  exp {-<«} ( |K I I  +  J  exp{<50}||/(0)||d0).

о
1.6. Рассмотрите задачу Коши для эволюционного уравнения второго 
порядка

d2u du l
+ Au = f (t),  0 < t ^ T ,  и (0 )=щ ,  —  (0) =  wi,dt2 ' ”  '  х ~v~/ dt

при A  =  A* > 0. Получите оценку устойчивости по начальным данным 
и правой части

t

И«(0И* *Sexp{f}(||uill3i +  IM |2 +  J  ехр {-0}||/(0)||2 ,

где
du
I t + 1ы й

и \\v\\x> =  (Dv, v) для самосопряженного и положительного оператора V.
1.7. Докажите принцип максимума (теорему 1.2).
1.8. Докажите (принцип максимума для параболического уравнения), что
решение краевой задачи

ди
~т ■ и

ди \
к(х)— ], 0 < х < I, 0 < £ < Т,

дх )
u(09t) = 0 < t ^ T ,

u(x , 0) =  щ(х),  0 < x <  Z,
принимает максимальное и минимальное значения в граничных точках 
или на начальный момент времени, т. е.
min {0 < х < I, 0 < t ^  T } { p Q(t), p\(t),uo(x)} < u(x,t)  <

^  max
0<ж</, 0<t^T

1.9. Рассмотрите краевую задачу

+«(»)“ =№>•

и(х) =  0, х G дО.,
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где
к(х) ^  ас > 0, q(x) > 0 , х € П.

Привлекая неравенство Фридрихса (задача 1.2), получите оценку устой
чивости решения по правой части

I N K  M l

1.10. На примере задачи

=  J  u2(x) dx.

2 d2uЕ и u
t e T 0’a-1

u(0, X2 ) =  0, n(Z, ж2) =  0,
du

u(xt ,0) =  щ (х,), — (xh 0) =  u,(x,)
ox 2

покажите некорректность задачи Коши для эллиптических уравнений 
(пример Ж. Адамара).
1.11. Исследуйте корректность граничной обратной задачи для парабо
лического уравнения

du d2u
й  =  а Г  0 < 1 < ! ’ 0 < ( < т ’

du
u(0,t) =  = 0 < t ^ T ,

u(x, 0) =  щ(х),  0 ^  x <  l.
1.12. Покажите, что для любого решения уравнения

d2u
—т -  Ли =  0, ( К  4 ^  Г, dtL

с самосопряженным оператором Д справедлива оценка

Н < ) ||2 ^  ехр {2«(Т -  <)}(11«(Г)Ц2 + X)‘/T(IW 0)||2 +  x ) ' - t,T -  х,

х = 1 ( ( Д „ ( 0 ) , » , 0 ) ) - ( ^ ( 0 , , ^ ( 0 ) ) ) ,

из которой следует условная корректность задачи Коши для этого урав
нения в классе ограниченных решений.



Глава 2

Краевые задачи для обыкновенных 
дифференциальных уравнений

Обсуждение проблем численного решения задач математической 
физики мы начинаем с рассмотрения краевой задачи для обык
новенного дифференциального уравнения второго порядка. При 
аппроксимации дифференциальной задачи используются различ
ные подходы, основное внимание уделяется конечно разностным 
аппроксимациям. На основе оценок устойчивости сеточного ре
шения по правой части и граничным условиям устанавливается 
сходимость приближенного решения к точному. При решении 
сеточных задач, возникающих при дискретизации одномерных за
дач, используются прямые методы линейной алгебры. Приведена 
программа на языке FORTRAN 77 для решения краевых задач 
для обыкновенного дифференциального уравнения второго поряд
ка и представлены результаты расчетов по решению модельных 
задач.

2.1. Сеточная задача

Возможные подходы к аппроксимации краевых задач математичес
кой физики иллюстрируются на примере краевой задачи для обыкновен
ного дифференциального уравнения второго порядка.

2.1.1. Модельная дифференциальная задача
В качестве базового рассматривается обыкновенное дифференциаль

ное уравнение второго порядка

О < х  <1, (2.1)

с переменными коэффициентами

к(х) ^ к > 0, q(x) ^ 0.
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Эллиптические уравнения второго порядка, прототипом которых явля
ется уравнение (2.1), используются при моделировании многих физико
механических процессов.

Для однозначного определения неизвестной функции и(х) уравне
ние (2.1) дополняется двумя граничными условиями на концах отрезка 
[О, /]. Задаваться может функция и(х) (граничное условие первого рода), 

du
поток w(x) =  -k(x)  —  (x) (граничное условие второго рода) или же их 

dx
линейная комбинация (граничное условие третьего рода):

w(0) =  /i |, u(l) = fi2; ( 2 . 2 )

- к ( 0 ) - ( 0 )  = ^  к(1)— (1) = 1ы (2.3)

du du
-  k(0)— (0) + a ]u(0) = Hu k(l) —  (l) + a2u(l) = ц2. (2.4)

В задачах с разрывными коэффициентами (контакт двух сред) фор
мулируются дополнительные условия. Простейшее из них (условие иде
ального контакта) для уравнения (2.1) связывается с непрерывностью 
решения и потока в точке контакта х =  х *:

\Ф ) \  =  О,
du

“*>s =  0 , X =  ж*,

где использованы обозначения

[$(*)] =  Ф  + 0) -  Ф  -  0).
Отдельного рассмотрения заслуживают задачи с несамосопряженным 

оператором, когда, например,
d / du \ du

-  —  ( к(х)—  ) +  v(x)—  +  q(x)u =  /(ж), 0 < х < I. (2.5)
dx \ dx /  dx

Уравнение конвекции-диффузии-реакции (2.5) является модельным при 
исследовании процессов в механике сплошной среды.

При описании деформаций пластин и оболочек, задач гидродина
мики математические модели включают эллиптические уравнения че
твертого порядка. Их рассмотрение необходимо начать с краевой задачи 
для обыкновенного дифференциального уравнения четвертого порядка. 
Простейшей такой задачей является задача для уравнения

d^u
- ^ - ф )  = f (x) ,  0 < х < 1 .  (2.6)

В этом случае задаются по два граничных условиях на концах отрезка. 
Например, уравнение (2.6) дополняется условиями первого рода:

и (  0) =  /и I , и{1) =  ц  2, (2.7)
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du , v du
■(0) = uu - ( ! )  =  «*. ( 2.8)

При формулировке других типов краевых задач для уравнения (2.6) 
в граничных точках могут участвовать вторая и третья производные.

2.1.2. Разностная схема
Обозначили через ш равномерную сетку, для простоты, с шагом h 

на интервале П =  [О, I]:
й  =  {xi | Х( = ih , г =  0, 1 , . . . ,  ЛГ, ЛГ/ь =  /},

причем а; — множество внутренних узлов, a dw — множество граничных 
узлов.

Разложение по формуле Тейлора в окрестности произвольного вну
треннего узла х — Xi дает:

du h2 d2u h? d2u A
и ш  =  Щ ± h - ( Xi) +  у  ̂ ( X i )  ±  У  ^ 3  (*<) +  ° ( h )

для достаточно гладкой функции и(х). Здесь использованы обозначения 
щ =  и(х{). Поэтому для левой разностной производной (опуская индекс г) 
имеем

d u , v h d 2u ,  ч Л/, , Ч ЛЧ
(2.9)их —

Щ — Ui- 1

Тем самым левая разностная производная их аппроксимирует первую 
производную du/dx  с первым порядком (погрешность аппроксимации 
0(h) в каждом внутреннем узле) при и(х) Е С2(П).

Аналогично для правой разностной производной получим

U{+\ du . Н d U Л /, 2\ /^ir\\
и1 =  -  = ^ ( ж‘) + 2 d ^ (a:i) +  0 ( f t ) ' (2Л0)

При использовании трехточечного шаблона (узлы жг_ 1 , жг-, Х{+\) можно 
использовать центральную разностную производную:

щ+\ Щ- 1 du h d и nth*\
* ; =  — v r -  = H (Xi) *  *  0(h  >■

( 2. 11)

которая аппроксимирует производную du/dx со вторым порядком при 
и(х) Е С3(П).

Для второй производной d2и / dx2 подобные выкладки дают:

ихх
их - и х и,-+1 -  2щ +  и,_|

h h2
Этот разностный оператор аппроксимирует в узле х = ж* вторую произ
водную со вторым порядком при и(х) € С4(П).
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Построение разностных схем для задачи (2.1), (2.2) с достаточно глад
кими коэффициентами можно осуществить на основе непосредственного 
перехода от дифференциальных операторов к разностным.

Остановимся подробнее на аппроксимации одномерного оператора

Ли =  +«(*)«•dx )
( 2. 12)

Рассмотрим разностное выражение

(aus)x -  -  j-Ux-
ft ft

С учетом представлений (2.9), (2.10) для локальной погрешности аппрок
симации первых производных направленными разностями получим

(Q>Ux)x
di+ 1  — a, du

(Xi) +
ft dx 

di+1 -  d{ d3u

di+i +  di dr и 
2 dx2( ®*)+

h ^ ( Xi) + 0(h2). (2.13)

Для нахождения коэффициентов а, сравним (2.13) с дифференциальным 
выражением

d , d u \  dkdu  ,
dx V X d x )  dx dx +  ^ Ж dx2 ’

Естественно ориентироваться на выбор а, таких, что

d2u

d{+\ d{
ft

di+1 + di

=  £ ( х о + о ( / . г),

=  k(xi) 4- 0(h2).

(2.14)

(2.15)

При таких условиях разностный оператор

Ay =  -(dyx)x +су , х Е w, (2.16)
где, например, с(х) — q(x), x G w ,  будет аппроксимировать дифференци
альный оператор (2.12) с точностью 0(h2).

Условиям (2.15), (2.16) удовлетворяют, в частности, следующие фор
мулы для определения at*:

di = ft,-1/2 = *(ж; -  0,5ft), 
ki-1 4- k{

d( —

°‘ - 2 ( 4 +£) ■

(2.17)
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Другие, отличные от (2.16), (2.17), возможности построения разностного 
оператора А отмечаются ниже.

Дифференциальной задаче (2.1), (2.2) поставим в соответствие раз
ностную задачу

-  (аУх)х +  су = <р, х е ш ,  (2.18)
Уо = Ц\, Vn =  (219)

где, например, с(х) =  q(x), <р(х) =  /(ж), х е ш .
Краевые задачи математической физики удобно рассматривать при 

однородных граничных условиях. Это же в полной мере относится и к се
точным задачам. Сам переход от неоднородных граничных условий к од
нородным в дифференциальных задачах не всегда очевиден. Для сеточных 
задач ситуация в некотором смысле проще — неоднородные граничные 
условия включаются в правую часть сеточного уравнения в приграничных 
узлах. В качестве примера рассмотрим сеточную задачу (2.18), (2.19).

Будем рассматривать множество сеточных функций, обращающихся 
в нуль в граничных узлах, т. е. уо =  0, ум = 0. В силу этого речь идет 
об аппроксимации и(х) сеточной функцией у(х) только во внутренних 
узлах расчетной сетки. Для х е ш  вместо разностной задачи (2.18), (2.19) 
будем использовать операторное уравнение

Ау = <р, х е ш .  (2.20)

В приграничных узлах используются аппроксимации типа 

1 /  У2-У1 У\ -  Н \ \  , .
- h { a i— h— “ ' - T - J +Cl!,, =  /l

Поэтому
М у )| =<Ри

где
•Pi =  / |  +

а\Ц\ 
h2 ‘

Таким образом разностная задача (2.20) с оператором А, определи- 
емым согласно (2.16) и действующим на множестве сеточных функций, 
обращающихся в нуль на дш, ставится в соответствие дифференциальной 
задаче (2.1), (2.2). При этом правая часть в (2.20)

а 1 Hi 
h2

ср(х) - < /(* ) .

( /лг-1 +
Qjy-1 У>2

h2

Х — Х\,

х = Х{, i = 2, 3 , . . . ,  N  -  2,

X =  Ждг_ 1

имеет не совсем обычный вид только в приграничных узлах.
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2.1.3. Схемы метода конечных элементов
Построение дискретных аналогов стационарных задач математичес

кой физики может осуществляться на основе метода конечных элементов. 
Для модельного одномерного уравнения (2.1) с однородными граничными 
условиями

t i (0)=0,  t t ( 0 = 0  (2.21)
построим схему конечных элементов на основе метода Галёркина. Исполь
зуя простейшие кусочно-линейные элементы, представим приближенное 
решение в виде

N - 1
у(х) = ViMx), (2.22)

1=1
где пробные функции W { ( x )  имеют (см. рис. 2.1) вид

'О, х  <  Х { - \ у

X  -  X i - 1

W i ( x )  =  < h
%i+1

h
0,

, Xi. 1 < x ^ Xi,

, Xi ^ X ^ ,

X > Xi+1.

Рис. 2.1. Кусочно-линейные пробные функции

Коэффициенты разложения определяются из системы линейных 
уравнений, которую мы получаем после умножения исходного уравнения 
(2.1) на поверочную функцию W i ( x )  и интегрирования по всей области. 
С учетом финитности пробных функций получим

*i+l *i+l Xi+\

I  k^ ^ C ~ l x dX+ f  Q(X)y(X)Wi(X) dx -  J  f ( x)wi(x) dx-
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Подстановка представления приближенного решения (2.22) приводит 
к трехточечному разностному уравнению (2.20). Для оператора А получим 
представление (2.16), в котором сеточная функция а* зависит не только 
от коэффициента к(х), но и от q(x):

Xi Xi

j  q(x)(x -  Xi-\)(xi -  x) dx.
n-1

(2.23)

Для гладких коэффициентов k(x) применение простейших квадра
турных формул приводит к (2.17).

Для коэффициента сг и правой части разностного уравнения (2.16) 
получим

с, =  J  q ( x ) ( x - X i - i ) d x +  j  q(x)(xi+l -  х) dx (2.24)
Zi-1

<pi

G Xi Xi ч

f  f ( x ) { x - x i - i ) d x +  J  f (x) (xi+\ -  x) d x j

1 Xi-1 '

(2.25)

Даже в простейшем случае постоянных коэффициентов к(х) и q(x) 
мы приходим к не совсем обычной аппроксимации младшего члена 
дифференциального оператора А.

Аналогично строятся разностные схемы при выборе базисных функ
ций в виде кусочных полиномов более высокой степени (квадратич
ных, кубических и т. д.). При рассмотрении задач конвекции-диффузии 
(см. уравнение (2.5)) получили распространение схемы метода конечных 
элементов, полученные на основе метода Петрова—Галёркина, в котором 
пробные и поверочные функции уже не совпадают друг с другом. На этом 
пути строятся, в частности, конечно-элементные аналоги обычных раз
ностных схем с направленными разностями.

2.1.4. Метод баланса
Дифференциальные уравнения обычно отражают тот или иной закон 

сохранения для некоторых элементарных объемов (интегральная форма 
законов сохранения) при стягивании этих объемов к нулю. Построение 
дискретной задачи означает по сути обратный переход от дифференциаль
ной модели к интегральной. Естественно требовать при таком переходе, 
чтобы законы сохранения выполнялись. Разностные схемы, выражающие 
законы сохранения на сетке, называются консервативными разностными 
схемами.
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Для построения консервативных разностных схем естественно исхо
дить из законов сохранения (балансов) для отдельных ячеек разностной 
сетки. Такой метод построения консервативных разностных схем получил 
название интегро-интерполяционный метод (метод баланса). Этот подход 
к построению дискретных задач известен также как метод конечного 
объема. Интегро-интерполяционный метод предложен А. Н. Тихоновым 
и А. А. Самарским в начале 1950-х годов.

Рассмотрим применение интегро-интерполяционного метода на при
мере построения разностной схемы для модельной одномерной задачи

du
(2.1), (2.2). Положим Q(x) =  - k ( x ) —  и выделим контрольные объемы

dx
в виде отрезков х%-\/г ^  х ^  Жг+1/ 2 , где жг_ 1/2 =  (г -  l/2)ft. Интегри
рование уравнения (2.1) по контрольному объему ж,-_1/2 < х < ж,-+ i/2 
дает

®;+i/2 Я» + 1/2

Qi+1/2 ~ Qi-1/2 + /  q(x)u(x) dx = j  f (x)  dx .
1 /2

(2.26)

Балансное соотношение (2.26) отражает соответствующий закон со
хранение для отрезка j/2 ^  ж ^  ж,-+1/2. Величина Qi± \ / 2  определяет 
поток через сечение ж»±1/2. Дисбаланс этих потоков обусловлен рас
пределенными источниками (правая часть (2.26)) и дополнительными 
источниками (интеграл в левой части уравнения).

Для получения разностного уравнения из балансного соотношения 
(2.26) необходимо использовать те или иные восполнения сеточных функ
ций. Само решение будем искать в целых узлах (у(х), х =  жг ), а потоки — 
в полуцелых (Q(x), х =  ж*+ 1/2). Выразим потоки в полуцелых узлах через 
значения функции и(х) в узлах. Для этого проинтегрируем соотношение 
du
dx k(x)

Q(x) на отрезке Х{-\ < х ^  xf.

Обозначая

Q>i —
1 J  dx_
h J  k(x)

(2.27)

Qi—1/2 Q'i'U'x,Qi+\/2 ^

получим
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Для правой части имеем
x i+ 1/2

1

xi-1/2

С учетом выбранных восполнений положим
Я. + 1/2

J  q(x)u(x) dx С\Щ,

Zj-1/2
где

S»+l/2

J  q(x) dx.

В итоге мы приходим к разностной схеме (2.16) при расчете сеточной 
функции й{ по формулам (2.27) (ср. с (2.17)).

Рассматриваемые консервативные схемы принадлежат к классу од
нородных разностных схем (коэффициенты разностного уравнения рас
считываются по одним и тем же формулам для любого узла сетки). 
Полностью аналогично методом баланса строятся разностные схемы для 
более общих задач: задач с граничными условиями (2.3), или (2.4), задач 
на неравномерных сетках, многомерных задач и т. д. Поэтому инте- 
гро-интерполяционный метод рассматривается нами как основной метод 
построения дискретных аналогов задач математической физики.

2.2. Сходимость разностных схем
Основной вопрос при рассмотрении дискретных аналогов краевых 

задач состоит в исследовании близости приближенного решения к точно
му. Здесь на основе априорных оценок устойчивости решения разностной 
задачи получены оценки скорости сходимости приближенного решения 
в сеточных гильбертовых пространствах при численном решении модель
ной краевой задачи (2.1), (2.2).

2.2.1. Разностные тождества
Напомним некоторые основные понятия теории разностных схем. 

Будем считать, что на отрезке [О, I] введена равномерная сетка
ш =  {х  | х =  Xi = ihy i = 0, 1 , . . . ,  N, N h  = l},

где о? — множество внутренних узлов:
о; =  {ж | х = Xi — ih, i =  1 , 2 , . . . ,  N  -  1, N h  =  /}.
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Для некоторых других отдельных частей сетки ш используем обозначения: 

о;+ =  {ж | х =  = ih, г =  1 , 2 , . . . ,  iV, Nh = £},

= {х \ х = Xi = г/г, г =  0, 1 , . . . ,  N  -  1, N h = l}.

На множествах узлов о;, а;± определим скалярные произведения

(у, «>) =  5 3  y(x)w(x )h< (у , «О* =  y(x )w(x )h-
хеш хеш±

Приведем также сеточные аналоги формул дифференцирования про
изведения функций и интегрирования по частям. На основе введенных 
ранее определений операторов правой и левой разностных производных 
непосредственно проверяется справедливость равенств:

{ y w ) s , i  = y i - \ v ) $ , i  + т у х л  = VxWx. i + щ - \ У х л ,  

(;y w ) x , i  = V i + i W x , i  + W i y x ,i =  y , w x ,i + w M y Xj .
(2.28)

Эти равенства являются сеточным аналогом формулы дифференциро
вания

d dw dy

Аналогами формулы интегрирования по частям
ь ъ

J *~dxW Х̂ = ~ y(a)w(a) ~ J  У~~£~ dx
являются сеточные тождества:

(Ух, tv) =  - (у ,  wx)+ +  yNwN -  y\w0,

(:Ух, tv) = -(г/, wx)~ +  yN-\wN -  y0w0.
(2.29)

Заменяя в (2.29) г/г на aiyx,i, получим первую разностную формулу Грина:

((в Ух)х, w) =  - ( а  уш, wx)+ +  aNyXfNwN -  axyx^w^  (2.30)
Вторая разностная формула Гфина имеет вид

((а Ух)х, tv) -  (у, (a wx)x) =
=  aN(yx,NwN -  yNtvx,N) -  a{(yXfiW0 -  уою*,о). (2.31)

Формулы (2.30), (2.31) принимают более простой вид

((а ух)х, tv) = - (а  ух, wx)+, (2.32)

((а Ух)х, tv) =  (у, (a W*)*) (2.33)
для сеточных функций y(x),w(x),  обращающихся в нуль при х = 0 
и х = I (на dev).
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2.2.2. Свойства разностного оператора А
Для модельной задачи (2.1), (2.2) мы построили разностную схему

(2.20), в которой разностный оператор А определяется на множестве 
сеточных функций у(х) , х Е ш, обращающихся в нуль на дш, выражением 
(см. (2.16))

Ау =  - (аух)х +су , х е w, (2-34)

где, например, а(х) = к(х -  0,5/&), с(х) =  д(ж), х Е а>+ . В сеточном гиль
бертовом пространстве Я  норму введем соотношением \\у\\ =  (у ,у) 1̂2- 

Разностный оператор Л в Я , как и в дифференциальном случае, 
является самосопряженным:

А = А*. (2.35)

Равенство (Ay, w) =  (г/, Дм) непосредственно следует из (2.33).
Для оператора А при обычных ограничениях к(х) ^  ас > 0, q(x) ^  0 

верна оценка снизу
А ^  /сЛоЕ, (2.36)

где Ао — минимальное собственное значение разностного оператора 
второй производной. Для равномерной сетки имеем

% 4 уъЪ, 8
A» =  i P sln а

Получим такую оценку снизу для оператора Д на основе следующего 
разностного неравенства Фридрихса.
Лемма 2.1. Для любых сеточных функций, обращающихся в нуль на дш, 
верно неравенство

llj/ll2 < М 0( Ы Г ) 2, 1 Н Г  =  ( (w,w)+) l/2, m  =  (2.37)

Доказательство. Для такой сеточной функции у,- =  г/(жг) имеем

У< =  Х > г А  (2-38)
* = 1

N

yi = -  Y ,  y**h- (2-39)
jfc=i+l

Для оценки правых частей (2.38), (2.39) воспользуемся неравенством
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Полагая а̂ . =  г/^Л 1̂ 2, Ь* =  /ь1̂2, из (2.38), (2.39) получим
*

У} ^  ^ ( У х л ^ Ь ,  (2.40)
А:=1

N

у! <  (I -  х{) Y )  (yx,k)2h. (2.41)
k=i+1

Пусть п = (N — 1)/2, если, например, N  нечетное. Случай четного N  
рассматривается отдельно. Из (2.40), (2.41) имеем

п

Vi ^  ^^(Ух,к) Л» 1 ^  ^  Т1,
* = 1

N

Vi < ( l -  Xi) ^ 2  (Vx,k)2h, п + \  < i ^ N .
k—n+l

Каждое из этих неравенств домножим на h и сложим их:
N п п N N

X ] y*h ^ X IXih X ^ - * ) 2/i + X ] -  ж«)Л X I (у ы )2ь -
i=l t=l Л= 1 »=п+1 к-п+1

Принимая во внимание, что

£ ^ = 2 £ 2 ± 1 < *  £ > - * , ■ ) * <  7 .
N

1 = 1
8 i=n+l

(2.42)

от (2.42) приходим к оценке (2.37). ■
Предложенное доказательство без принципиальных изменений пе

реносится на случай неравномерной сетки. Это же замечание относится 
и к многомерным задачам при использовании прямоугольных или общих 
нерегулярных сеток.

Для разностного оператора (2.34) с ограниченными коэффициента
ми k(x),q(x) как оператора в конечномерном пространстве Н  полезна 
также оценка сверху, которой нет, конечно, для дифференциального 
оператора А  (неограниченный оператор).
Лемма 2.2. Имеет место оценка

( А у ,у ) ^ М х (у , у )  ( А ^ М ХЕ) (2.43)
с постоянной

4 агЧ - а г+1
М\ =  —г max -----------+ max сг.

Л KKJV-i 2 l ^ i v - i
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Доказательство. Действительно, имеем
N N

(Ау, у) = (a(ys)2, 1) +  (су, У) = ^ 2  т(Ю  “  У«'-')2 +  X )  С'^ ?Л-
1=1 П 1=I

Воспользовавшись неравенством (а +  Ь)2 < 2а2 + 262, положительностью 
сеточных функций а(ж), с(ж), ж Е а>, условиями г/(ж) = 0 ,  х £ ш, получим

w 2  N
{Ay, г ( а‘ +  a»+i)&2 +  С‘&?Л-

1=1 а 1=1
Отсюда следует доказываемая оценка (2.43). ■

2.2.3. Точность разностных схем
Для приближенного решения задачи (2.1), (2.2) используется раз

ностная схема
Ау =  (р(х), ж Е ц  (2.44)
2/о =  Mi, Vn = H2- (2.45)

Для исследования точности разностной схемы (2.44) рассмотрим задачу 
для погрешности приближенного решения

z(x) =  у(х) -  и(х), ж Е о;.

Для погрешности из (2.44), (2.45) получим разностную задачу

Az  =  ^(ж), ж Е w, (2.46)
которая с учетом точной аппроксимации краевых условий (2.2) рассма
тривается на множестве сеточных функций z(ж), обращающихся в нуль 
на границе. В (2.46) тр(х) — погрешность аппроксимации:

<ф(х) =  <р(ж) -  Аи , ж Е w. (2.47)

Рассматривая случай достаточно гладких коэффициентов и правой 
части уравнения (2.1), при использовании аппроксимаций (2.34) для 
погрешности аппроксимации получим

гр(х) =  0(h2), х € ы. (2.48)

Сформулируем простейший результат о точности разностной схемы
(2.44) , (2.45) при решении модельной одномерной задачи (2.1), (2.2).
Теорема 2.1. Для погрешности разностного решения, определяемого из
(2.44) , (2.45), справедлива априорная оценка

М 1̂2
11*г1Г < - M M I -

/С
(2.49)
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Доказательство. Домножим уравнение для погрешности (2.46) скалярно 
на z(x), х Е ш, что дает

(Az, z) =  (t/>, z). (2.50)

Для левой части этого равенства имеем

(Az,z)  ^  к ( ||г Н Г )2,

а правая часть оценивается снизу с учетом неравенства Фридрихса (2.37):

(V>,2) < I W | - N I ^ M 01/2| W | - | N I +.
Подстановка в (2.50) дает доказываемую оценку (2.49). ■

Из выражения (2.48) для локальной погрешности аппроксимации 
и априорной оценки (2.49) следует сходимость разностного решения 
к точному со вторым порядком.

2.3. Решение сеточной задачи

При дискретизации одномерных задач конвекции-диффузии мы при
ходим к трехточечным сеточным задачам. Для нахождения разностного 
решения используются традиционные прямые методы линейной алгебры. 
Излагается метод прогонки (алгоритм Томаса), который, как хорошо из
вестно, является классическим методом Гаусса для матриц специальной 
ленточной структуры.

2.3.1. Метод прогонки
В качестве модельной рассматривается задача (2.1), (2.2). На рав

номерной сетке й  с шагом h этой дифференциальной задаче ставится 
в соответствие разностная задача (2.34), (2.44), (2.45). Разностную задачу 
запишем в виде

-  сцЩ- 1 + 7 iPi -PiVi+i =  Vu г =  1, 2 , . . .  , N  -  1, (2.51)

Уо = Р\, y N = V  2. (2.52)
Для коэффициентов из (2.34), (2.44) получим следующие выражения:

ai ~  ^2&*-1/2> Pi — J^ki+l/2> 7i =  (&i-1/2 + &г+1/2) + ci>

г =  1 ,2 , . . . ,АТ- 1.

Для нахождения решения задачи (2.51), (2.52) методом прогонки 
(алгоритм Томаса) используется представление v

Уг — (i+\Vi+\ +  $1+1» г =  0, 1, • • .,  N  — 1 (2.53)
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с неопределенными коэффициентами т) , . Подстановка \ =  £,?/, + 
в (2.51) дает

(7> ~ а»6 )у» -  PiVi+i = Vi + at fi ,  i =  1,  2 , . . . ,  N  -  1.  

Используя теперь представление (2.53), получим

((т* -  « » & ) & • + 1 -  Pi)yi+ 1 =  ¥>i +  + (7< -  «t6)^»+b
* =  1 , 2 , . . . , 2 V -  1.

Это равенство выполнено при произвольных yi+ь  если

(7« -  ««6)6+1 -  Pi =  О, W + a.-tf, +  (7 ,- -  Q^,)1?1+1 =  О,
г =  1 ,2 ,. .. ,  iV — 1.

Отсюда получаем рекуррентные формулы для вычисления прогоночных 
коэффициентов &, #,•:

6 + 1 =  Pi ,  , * =  1,2, . . . ,2V — 1, (2.54)
7i -  « .6

Vi +  ««'"i
7, -  a t( t

i = 1,2 1. (2.55)

Для того чтобы начать вычисления, запишем граничное условие (2.52) 
на левом конце в виде (2.53), т. е. г/о =  £i?/i +  , так что

fi =  0, (2.56)

После определения прогоночных коэффициентов по рекуррентным фор
мулам (2.54)—(2.56) находится само решение в соответствии с (2.53) 
и с учетом второго краевого условия (2.52).

2.3.2. Корректность алгоритма прогонки
Сформулируем достаточные условия, при которых можно пользо

ваться приведенными выше расчетными формулами метода прогонки. 
Мы не будем рассматривать здесь весь комплекс проблем обоснования 
метода прогонки. В своем изложении мы ограничимся только проблемой 
корректности метода прогонки, что в нашем случае эквивалентно требо
ванию о необращении в нуль знаменателя в выражениях (2.54), (2.55).
Лемма 2.3. Пусть для системы уравнений (2.51), (2.52) выполнены условия

М > 0 ,  | /?<|>0, » =  1,2, . . . , 2 V -  1, (2.57)

Ы  > М  +  Ш , * =  1,2, 1 . (2.58)
Тогда алгоритм (2.53)—(2.56) корректен, т.е. в расчетных формулах (2.54), 
(2.55) 7 i -  Ф 0.



46 Глава 2. Обыкновенные дифференциальные уравнения

Доказательство. Мы покажем, что
161 < 1, < =  1,2........ЛГ -  1. (2.59)

При таких ограничениях на прогоночный коэффициент в силу (2.57),
(2.58) имеем

\ъ -  <*fel >  |Ы  -  |а»1 • fell ^  |Ы  -  Ы |  ^  Ш  > 0.
Доказательство (2.59) проведем по индукции. При г = 1 условие (2.59) 
выполнено. Предположим, что неравенство (2.59) имеет место при г, для 
г +  1 в силу (2.54) получим

16i+i I
m  ш

\ji — oti%i\ m
Когда (2.59) имеет место, тогда и 7 ,• -  а г& ^  0. ■

Для нашей модельной задачи (2.1), (2.2) при использовании раз
ностной схемы (2.51), (2.52) условия корректности прогонки (2.57), (2.58) 
будут выполнены при

а г > 0 , fii > 0, 7 i > а,- +  /?,-, г =  1, 2, . . .  , N  -  1.
При выполнении этих условий для разностного решения задачи (2.51),
(2.52) будет выполнен принцип максимума, т. е. разностная схема является 
монотонной. Более подробное обсуждение этого вопроса следует ниже.

2.3.3. Метод Гаусса
Существует большое множество вариантов метода прогонки, которые 

более точно учитывают ту или иную специфику решаемой проблемы. 
Например, можно более тесно привязаться к классическому прямому 
методу решения систем линейных алгебраических уравнений — методу 
I^ycca (L[/-разложение, компактная схема метода Гаусса).

В матричном виде разностная задача (2.51), (2.52) имеет вид
Ау = <р, х е ш  (2.60)

с соответствующим определением правой части (см. (2.20)). На основании 
установленных свойств оператора А матрица А положительно определе
на. В этом случае ее главные (угловые) миноры положительны и поэтому 
имеет место ^[/-разложение А =  LU .

В записи (2.60) для матрицы А имеем представление

" 7i -Рх 0 . 0
- а 2 Ъ - А  • 0

А - 0 - а 3 7з • 0

0 0 0 . •• 7N-
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Для элементов LU-разложения с учетом ленточной структуры исходной 
матрицы А нам удобно положить

---
-1 </>► 0 0 . .. 0 ■ “1 -6 /J . 0 .. 0 '

- а 2 б -1 0 . .. 0 0 1 -&Р2 • .. 0

L = 0 - а 3 G ' •.. 0 , и  = 0 0 1 .. 0

0 0 0 . 1
••

,0 0 0 • • 1.

Диагональные элементы матрицы L определяются по рекуррентным со
отношениям:

6+1 =
1

7» “  A - ia .6  ’
Решение задачи Ьд =  <р дается формулой

Vi +  M i

i =  1, 2 , . . . ,  ЛГ -  1, & = 0 .

$i+l —
7i Pi- 6

i  =  1 , 2 , . . . , i V -  1, 0, = 0 .

(2.61)

(2.62)

После этого из Uy =  0 находится решение задачи (2.60):

2/i =  6+iM i+i M i+ i, г = 0, 1,. . .  ,N - 1, yN = 0. (2.63)

Расчетные формулы (2.61)—(2.63) LU-разложения вытекают из опи
санного выше алгоритма прогонки (2.53)—(2.56) при замене

6  г =  1 , 2 , . . . ,  2V.

Или же наоборот (что будет более правильно), расчетные формулы метода 
прогонки (2.53)—(2.56) следуют из формул компактной схемы метода 
Гаусса, примененной для сеточной задачи (2.51), (2.52).

2.4. Программная реализация 
и примеры расчетов

Рассматриваются вопросы численного решения краевой задачи для 
уравнения конвекции-диффузии, которая является модельной для задач 
механики сплошной среды. Строятся два типа разностных схем, ко
гда для аппроксимации оператора конвективного переноса используются 
центральные разности второго порядка аппроксимации и направленные 
разности первого порядка. Приведена программа решения рассматрива
емой модельной задачи и представлены результаты расчетов.
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2.4.1. Постановка задачи
При изложении проблем теоретического исследования приближен

ных методов решения краевых задач для обыкновенных дифференци
альных уравнений мы ограничились простейшей краевой задачей (2.1),
(2.2). Вопросы практического использования численных методов про
иллюстрируем на примере решения несколько более общей задачи для 
уравнения типа (2.5).

Будем рассматривать краевую задачу Дирихле для уравнения конвек
ции-диффузии:

-  —  ( k(x) —  ) +  v(x)—  = f(x) ,  0 < x < /, (2.64)
dx \  dx /  dx

u(0) = p u u(l) = p2 (2.65)
при k(x) ^  к > 0.

В различных прикладных задачах преобладающее влияние может 
иметь или диффузионный (член с коэффициентом диффузии к(х) в урав
нении (2.64)), или конвективный перенос (член со скоростью v(x)). Для 
оценки важности конвективного переноса служит число Пекле, которое 
появляется при обезразмеривании уравнения конвекции-диффузии:

v0l
ко'

(2.66)

где — характерная скорость, г ко — характерный коэффициент диффу
зии. В уравнении движения сплошной среды в качестве такого параметра 
выступает число Рейнольдса.

При Ре <С 1 мы имеем процесс с доминированием диффузии, а при 
Ре >  1 — доминирует конвекция. В первом случае мы приходим к ре
гулярно возмущенным задачам (малый параметр Ре при младших про
изводных), в случае сильного доминирования конвекции — сингулярно 
возмущенным задачам (малый параметр Ре-1 при старших производных). 
Сингулярно возмущенные задачи характеризуются наличием областей 
сильного изменения решения, в частности, пограничными и внутренни
ми переходными слоями.

Отработку вычислительных алгоритмов для приближенного решения 
задач конвекции-диффузии можно провести на задаче с постоянными 
коэффициентами и однородными граничными условиями

к(х) =  /с, v(x) = 1, f (x)  =  1, AM =  0, / / 2  =  0.

Точное решение задачи (2.64), (2.65), (2.66) имеет вид

ехр {ж/к} -  1
и(х) = х -  I

ехр { //ас} -  1

(2.67)
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Рис. 2.2. Точное решение задачи конвекции-диффузии

Особенности задачи при доминировании конвекции (малые коэф
фициенты диффузии) прослеживаются на рис. 2.2, где показано решение 
задачи с / =  1, к =  10, 1, 0,1, 0,01. При уменьшении коэффициента диф
фузии вблизи правой границы формируется пограничный слой (область 
больших градиентов решения).

2.4.2. Разностные схемы
При рассмотрении одномерных задач конвекции-диффузии (2.64), 

(2.65) мы ориентируемся на использование трехточечных разностных 
схем, которые запишем для внутренних узлов в виде (2.51), (2.52). Будем 
рассматривать разностные схемы (2.51), (2.52), в которых

а, > 0, Pi > 0, 7 t > 0, г =  1, 2 , . . . ,  N  -  1. (2.68)

Сформулируем критерий монотонности разностной схемы, т. е. сформули
руем условия, при которых разностная схема (2.51), (2.52) удовлетворяет 
разностному принципу максимума.
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Теорема 2.2 (Принцип максимума). Пусть в разностной схеме (2.51),
(2.52), (2.68) ^ i ^ O ,  /i2 )  0 и ^  )  0 для всех i =  1,2........N  -  1
{или же < 0, р 2  ^  0 и <fi < 0 для i =  1, 2 , . . . ,  N  -  1). Тогда при 
выполнении условий

' t i ^ a i + P i ,  i =  1.2, I (2.69)

имеет место yi > 0 ,  г =  1 , 2 , . . . ,  N  — 1 (у* ^  О, г =  1, 2 , . . . ,  N  — 1).

Доказательство. Проведем рассуждения от противного. Пусть при вы
полнении условий (2.69) разностное решение уравнения (2.51) при не
отрицательной правой части и граничных условиях не во всех узлах 
сетки неотрицательно. Обозначим через к узел сетки, в котором решение 
принимает наименьшее отрицательное значение. Если это значение до
стигается в нескольких узлах, то выберем тот узел, для которого уи-\ > Ук- 
Запишем разностное уравнение в этом узле:

~ акУк-1 +  7кУк ~ РкУк+1 =  <Рк-
Правая часть неотрицательна, а для левой части с учетом (2.68), (2.69) 
имеем

-<*кУк-\ +1кУк ~ РкУк+\ =

= <*к{Ук ~ Ук-1) +  (7* -  (*к ~ Рк)Ук +  Рк(Ук ~ Ук+i) > 0.

На основе полученного противоречия устанавливается, что г/г ^  0 для 
всех узлов г =  1,2, . . . ,2V — 1. ■

Для приближенного решения задачи (2.64), (2.65) будем использовать 
простейшую разностную схему с центрально-разностными аппроксима
циями конвективного слагаемого. Во внутренних узлах расчетной сетки 
дифференциальное уравнение (2.64) аппроксимируем со вторым поряд
ком разностным уравнением

-  (аух)х + Ьу£ = <р, ж € ш. (2.70)

где, например, а(х) = к(х -  0,5Л), Ь(х) = v(x) в задачах с гладкими 
коэффициентами.

Разностную схему (2.52), (2.70) запишем в виде (2.51), (2.52) при

V' \ V' \ 1
a i ~  2 h  ^  ~  ~  2Д д 2 ^ г + 1/2, ~  ^2 (^*'-1/2 4* k i + \ / l )  >

г =  1 , 2 , . . . , А Т - 1.

Достаточные условия монотонности (2.68), (2.69) (условия выполне
ния принципа максимума) для рассматриваемой схемы с аппроксимацией 
конвективного слагаемого центральными разностями будут выполнены
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лишь при достаточно малых шагах сетки (малых коэффициентах кон
вективного переноса). Не принимая во внимание знака скорости, эти 
ограничения запишем в виде

Ре,
\vj\h

min{fcj_i/2 , fci+i/г}
< 2 , (2.71)

где Ре̂  — сеточное число Пекле. Следовательно, для того чтобы полу
чить монотонную разностную схему мы должны использовать достаточно 
подробную расчетную сетку. В силу ограничений (2.71) можно говорить 
только об условной монотонности разностной схемы (2.52), (2.70).

Безусловно монотонные разностные схемы для задач конвекции- 
диффузии можно построить при использовании для конвективного сла
гаемого аппроксимаций первого порядка направленными разностями. 
Используем обозначения

Ь(х) =  Ь+(х) +  6 (ж),

Ь+(х) =  ^(&(а:) +  |Ь(ж)|) ^  0,

Ь~(х) = ^(Ъ(х) -  |6(ж)|) <  0

для неположительной и неотрицательной частей сеточной функции Ь(х), 
х Е ш. Вместо (2.70) будем использовать разностную схему

-  (аух)х + b+ys + Ь ух = <р, х £ ш .  (2.72)

Для схемы (2.52), (2.72) имеем представление (2.5), (2.52) с коэффициен
тами

ai = -~  + д2&г-1/2, Pi ~ ~ ^*+1/2’ 7* “  (^'-1/2+ ̂ 1+1/2),

г =  1 , 2 , . . . , АТ- 1.
Непосредственно убеждаемся в выполнимости достаточных условий мо
нотонности (2.68), (2.69).

Схема с направленными разностями является монотонной при лю
бых шагах сетки. Ее недостатки связаны с тем, что в отличие от схемы 
с центральными разностями, она имеет лишь первый порядок аппрокси
мации.

2.4.3. Программа
Реализация разностных схем (2.52), (2.70) и (2.52), (2.72) связана 

с численным решением системы линейных алгебраических уравнений 
с трехдиагональной матрицей. Как отмечалось выше, для таких задач
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можно воспользоваться алгоритмом прогонки. Корректность этого ал
горитма обеспечена при условии диагонального преобладания (см. лем
му 2.3). Для немонотонных разностных схем типа (2.52), (2.70) необходимо 
ориентироваться на применение более общих алгоритмов. Речь идет о не
монотонной прогонке, которая может рассматриваться как метод Гаусса 
с выбором главного элемента при решении трехдиагональных систем 
линейных алгебраических уравнений.

Мы используем подпрограмму SGTSL из хорошо известного пакета 
линейной алгебры LINPACK.

SUBROUTINE SGTSL (N, С, D, Е, В, INFO)
C***BEGIN PROLOGUE SGTSL
C***PURP0SE S o lve  a t r id ia g o n a l  l in e a r  system .
C***LIBRARY SLATEC (LINPACK)
C***CATEG0RY D2A2A
C***TYPE SINGLE PRECISION (SGTSL-S, DGTSL-D, CGTSL-C)
C***KEYW0RDS LINEAR ALGEBRA, LINPACK, MATRIX, SOLVE, TRIDIAGONAL 
C***AUTH0R D ong arra , J . ,  (ANL)
C***DESCRIPTI0N
c
c SGTSL g iv e n  a g e n e ra l t r id ia g o n a l  m a tr ix  and a r i g h t  hand
c
n

s id e  w i l l f i n d  th e  s o lu t io n .

c
c

On E n try

c N INTEGER
c
c

is  th e  o rd e r  o f  th e  t r id ia g o n a l  m a t r ix .

c C REAL(N)
c i s  th e  s u b d ia g o n a l o f  th e  t r id ia g o n a l  m a t r ix .
c C (2) th ro u g h  C(N) s h o u ld  c o n ta in  th e  s u b d ia g o n a l.
c
c

On o u tp u t ,  C is  d e s tro y e d .

c D REAL(N)
c i s  th e  d ia g o n a l o f  th e  t r id ia g o n a l  m a t r ix .
c
c

On o u tp u t ,  D is  d e s tro y e d .

c E REAL(N)
c i s  th e  s u p e rd ia g o n a l o f  th e  t r id ia g o n a l  m a t r ix .
c E ( l )  th ro u g h  E (N - l)  sh o u ld  c o n ta in  th e  s u p e rd ia g o n a l
c
c

On o u tp u t ,  E is  d e s tro y e d .

c В REAL(N)
c
c

is  th e  r i g h t  hand s id e  v e c to r .

c
c

On R e tu rn

c
c

В is  th e  s o lu t io n  v e c to r .

c INFO INTEGER
c = 0 n o rm a l v a lu e .
c = К i f  th e  K - th  e lem ent o f  th e  d ia g o n a l becomes
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С e x a c t ly  z e ro . The s u b ro u t in e  re tu rn s  when
C t h i s  i s  d e te c te d .
C
C***REFERENCES J . J . D o n g a rra , J . R. Bunch, С. B. M o le r, and G. W. 
C S te w a r t,  LINPACK U s e rs ’ G u ide , SIAM, 1979.
COROUTINES CALLED (NONE)
C O R E VIS IO N  HISTORY (YYMMDD)
C 780814 DATE WRITTEN
C 890831 M o d if ie d  a r ra y  d e c la r a t io n s .  (WRB)
C 890831 REVISION DATE fro m  V e rs io n  3 .2
C 891214 P ro lo g u e  c o n v e rte d  to  V e rs io n  4 .0  fo rm a t.  (BAB)
C 900326 Removed d u p l ic a te  in fo r m a t io n  fro m  DESCRIPTION s e c t io n .  
C (WRB)
C 920501 R e fo rm a tte d  th e  REFERENCES s e c t io n .  (WRB)
C***END PROLOGUE SGTSL 

INTEGER N,INFO 
REAL C ( * ) , D ( * ) , E ( * ) , B ( * )

C
INTEGER К , KB, KP1, NM1, NM2 
REAL T

c* * * f ir s t  ex ec u tab le  STATEMENT SGTSL 
INFO = 0 
C ( l )  = D ( l )
NM1 = N -  1
IF  (NM1 .LT . 1) GO TO 40 

D ( l )  = E ( l )
E ( l )  = 0.0E0 
E(N) = 0.0E0 

C
DO 30 К *  1, NM1 

KP1 = К + 1
c
C FIND THE LARGEST OF THE TWO ROWS
C

IF  (ABS(C(KP1)) .LT . ABS(C(K)) )  GO TO 10 
C
C INTERCHANGE ROW
C

T = C(KP1)
C(KP1) = C(K)
C(K) = T 
T = D(KP1)
D(KP1) = D(K)
D(K) = T 
T = E(KP1)
E(KP1) = E(K)
E (K) = T 
T = B(KP1)
B(KP1) = B(K)
B(K) = T

10 CONTINUE
C

c ZERO ELEMENTS
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IF  (С (К) . NE. О.ОЕО) GO ТО 20 
INFO = К 
GO ТО 100

20 CONTINUE
Т = -С (К Р 1 )/С (К )
С(КР1) = D(KP1) + T*D (K)
D(KP1) = Е(КР1) + T*E (K )
E(KP1) = O.OEO
B(KP1) = B(KP1) + T *B (K )

30 CONTINUE
40 CONTINUE

IF  (C(N) .NE. O.OEO) GO TO 50 
INFO = N 

GO TO 90 
50 CONTINUE 

C
C BACK SOLVE
C

NM2 = N -  2 
B(N) = B (N )/C (N )
IF  (N .EQ. 1) GO TO 80

B(NM1) = (B(NM1) -  D (N M 1 )*B (N ))/C (N M l)
IF  (NM2 .LT . 1) GO TO 70 
DO 60 KB = 1, NM2 

К = NM2 -  KB + 1
B(K) = (B (K ) -  D (K )*B (K +1 ) -  E (K )*B (K + 2 ))/C (K )

60 CONTINUE
70 CONTINUE
80 CONTINUE
90 CONTINUE 

100 CONTINUE 
C

RETURN
END

Приведем также программу, которая решает сеточную задачу конвек
ции-диффузии при использовании двух способов аппроксимации кон
вективного слагаемого в уравнении (2.64).

Программа PROBLEM 1 
с
С PR0BLEM1 -  ОДНОМЕРНАЯ СТАЦИОНАРНАЯ ЗАДАЧА КОНВЕКЦИИ-ДИФФУЗИИ
С

REAL КАРРА
PARAMETER (КАРРА = 0 .0 1 , ISCHEME = 0 ,  N = 20 )
DIMENSION Y C N +l), X (N + 1), PHI(N+1)

+ , ALP H A(N +l), BETACN+l), GAMMA(N+l)
C
С ПАРАМЕТРЫ ЗАДАЧИ:
С
C XL, XR -  ЛЕВЫЙ И ПРАВЫЙ КОНЕЦ ОТРЕЗКА;
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КАРРА -  КОЭФФИЦИЕНТ ДИФФУЗИИ
ISCHEME -  ЦЕНТРАЛЬНО-РАЗНОСТНЫЕ АППРОКСИМАЦИИ (ISCHEME = 0 ) ,

СХЕМА С НАПРАВЛЕННЫМИ РАЗНОСТЯМИ;
N + 1 -  ЧИСЛО УЗЛОВ СЕТКИ;
YCN+1) -  ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ

XL = 0 .
XR = 1.

OPEN (0 1 , FILE  = *RESULT. DAT * ) ! ФАЙЛ С РЕЗУЛЬТАТАМИ РАСЧЕТОВ 

СЕТКА

Н = (XR -  X L)/N  
DO I  *  1, N+l

X ( I )  = XL + ( I - 1 ) * H  
END DO

ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ЛЕВОМ КОНЦЕ

GAMMA(1 ) = 1.
B E T A (l) = 0 .
P H I( l )  = 0 .

ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ПРАВОМ КОНЦЕ

ALPHA(N+1) = 0 .
GAMMA(N+l) = 1.
P H K N + l) = 0 .

ЭЛЕМЕНТЫ ТРЕХДИАГОНАЛЬНОЙ МАТРИЦЫ 

IF  ( ISCHEME.EQ.O) THEN

СХЕМА С ЦЕНТРАЛЬНО-РАЗНОСТНЫМИ АППРОКСИМАЦИЯМИ

DO I  = 2,N
ALPHA(I) = V ( X ( I ) ) / ( 2 . * H )  + KAPPA/(H*H)
BETA(I) = - V(X(I))/(2.*H) + KAPPA/(H*H)
GAMMA(I) = ALPHA(I) + BETA(I)
P H I( I )  = F ( X ( I ) )

END DO 
ELSE

СХЕМА С АППРОКСИМАЦИЯМИ НАПРАВЛЕННЫМИ РАЗНОСТЯМИ

DO I  = 2 ,N
VP = 0 . 5 * ( V ( X ( I ) )  + A B S (V (X ( I ) ) ) )  
VM = 0 . 5 * ( V ( X ( I ) )  -  A B S (V (X ( I ) ) ) )  
ALPHA(I) = VP/H + KAPPA/(H*H)
BETA(I) = - VM/H + KAPPA/<H*H)
GAMMA(I) = ALPHA(I) + BETA(I) 
PHI(I) = F(X(I))
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END DO 
END IF

РЕШЕНИЕ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ

DO I  = 1,N+1
ALPHA(I) = -  ALPHA(I)
BETA(I) = -  BETA(I)

END DO
CALL SGTSL (N + l, ALPHA, GAMMA, BETA, P H I, INFO) 
IF  (INFO.NE.O) STOP ! ПЛОХАЯ МАТРИЦА

ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ

AL = XR -  XL 
DO I  = 1,N+1

Y ( I )  = X ( I )  -  AL*EXP( ( X ( I ) - A L ) / ( 2 . *KAPPA)) *
+ S IN H (X (I) /(2 .*K A P P A )) /  S IN H (A L /(2 . *KAPPA))

END DO

ПОГРЕШНОСТЬ ПРИБЛИЖЕННОГО РЕШЕНИЯ

ЕС = О.
EL2 = О.
DO I  = 1,N+1

АА = A B S (P H IU ) -  Y U ) )
IF  (AA.GT.EC) EC = AA 
EL2 = EL2 + AA*AA 

END DO
EL2 = SQRT(EL2*H)
WRITE ( 0 1 ,* )  KAPPA 
WRITE (0 1 ,* )  N + l, EC, EL2 
WRITE ( 0 1 ,* )  X 
WRITE ( 0 1 ,* )  Y 
WRITE (0 1 ,* )  PHI 
CLOSE (01)
STOP 
END

FUNCTION F(X)
C
С ПРАВАЯ ЧАСТЬ УРАВНЕНИЯ
С

F = 1.
RETURN
END

FUNCTION V(X)
С КОЭФФИЦИЕНТ КОНВЕКТИВНОГО ПЕРЕНОСА
С

V = 1.
RETURN
END
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2.4.4. Результаты расчетов
Проиллюстрируем сходимость рассматриваемых разностных схем, 

используя данные расчетов на последовательности сеток. Расчеты вы
полнены для задачи (2.64), (2.65) при задании параметров согласно 
(2.67). Приближенное решение сравнивается с точным в сеточных нор
мах в Ь 2 (ш) и С(ш).

Таблица 2.1
Точность схемы с направленными разностями

N 10 20 40 80 160
с 0,1599 0,2036 0,1579 0,09219 0,05070
Ьг 0,03631 0,03451 0,02339 0,01340 0,007199

В табл. 2.1 представлены данные по решению задачи с доминиру
ющим конвективным переносом (к — 0,01) при использовании схемы 
(2.72). Теоретические соображения о сходимости схем при стремлении 
шага расчетной сетки к нулю подтверждаются. Схема с направленными 
разностями сходится с первым порядком, но выход на эту асимптотичес
кую сходимость обнаруживается в нашем случае на достаточно подробных 
сетках (начиная с N  — 80). На рис. 2.3 (с. 58) представлены графики при
ближенного решения.

Аналогичные данные для схемы (2.70) представлены в табл. 2.2.

Таблица 2.2
Точность схемы с центрально-разностными аппроксимациями

N 10 20 40 80 160

с 0,4353 0,1932 0,05574 0,01212 0,003003
Ь2 0,1074 0,03056 0,007142 0,001677 0,0004062

Погрешность падает примерно в четыре раза при сгущении сетки в два 
раза (сходимость со вторым порядком). Необходимо отметить, что для 
данного примера нарушение условия монотонности (2.71) имеет место 
на сетках с N  = 10, 20,40. Невыполнение этого условия приводит к су
щественным искажениям поведения решения (см. рис. 2.4, с. 59). Можно 
даже говорить, что в этом случае использование немонотонных схем 
просто невозможно.

2.5. Задачи и упражнения
2.1. На решениях уравнения (2.1) аппроксимируйте граничные условия 
третьего рода (2.4) со вторым порядком.



X
Рис. 2.3. Приближенное решение (схема с направленными разностями)

2.2. На неравномерной сетке

й = {х  | х =  Xi = Xi-1 +  hi, г =  1 , 2 , . . . ,  N, хо =  0, xN = l}

постройте и исследуйте разностную схему

2 (  Vi+i-Vi ,
- г ---- — г  I а«ч 1 — т--------- а .— г------I +  CiVi =  <fii,щ+1 +  h{ \  щ+\ hi /

г =  1 , 2 , . . . ,  ЛГ — 1,

2/о =  /*ь
для приближенного решения задачи (2.1), (2.2).
2.3. Аппроксимируйте граничные условия третьего рода (2.4) со вторым 
порядком для решения уравнения (2.1) при использовании расширенной 
на полшага сетки:

Л
Xi =  x0 +  ih , г =  0 , 1 , . . .  , N ,  жо =  - - ,
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0.0 0.2 0.00.4 0.6
х

Рис. 2.4. Схема с центрально-разностными аппроксимациями

2.4. Покажите, что разностная схема

~{аУх)х -  <f(x), х е ш ,
в которой

/  Xi Ч  - 1

1 Г dx \

1.0

a i ~ ( h / *(*) /
*i-i

( *i+l  *  Xi Xi ^

Xi Xi * 1 - 1  *  '

для приближенного решения уравнения

- | ( * w s ;)=/w- 0<1<|
с граничными условиями (2.2) является точной.
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2.5. Постройте абсолютно монотонную разностную схему второго поряд
ка аппроксимации для краевой задачи (2.64), (2.65) на основе перехода 
к уравнению

+ ~  / ( ж)’ 0 < х < I.

2.6. Для краевой задачи (2.1) с однородными граничными условиями

и(0 ) =  0, u (i) =  о

постройте схему конечных элементов с представлением решения в виде
(2.22) на основе минимизации функционала (метод Ритца)

J(v) — ^ J  ^ k(x) +  Q(x )v2(x )̂ J dx ~ J  f ( x )v(x ) dx.
о 0

2.7. Докажите разностное неравенство Фридрихса (лемма 2.1) в случае, 
если N  — четное.
2.8. Докажите разностное неравенство Фридрихса для сеточных функ
ций, заданных на неравномерной сетке

ш — {х  | х =  = Xi-\ + hi, i = 1 , 2 , . . . ,  N, xq =  0, xN — /}
c hi > 0, i =  1 , 2 , . . . ,  N.
2.9. Докажите, что для всякой сеточной функции у(х), заданной на рав
номерной сетке ш и обращающейся в нуль при х = 0 и х = I, справедливо 
неравенство (теорема вложения для сеточных функций)

Ну(*)Нс(«, ^  у  1 Ы +-

2.10. Найдите собственные функции и собственные значения разностной 
задачи

Ухх +  Ау =  0, х е й ,
Уо -  0, yN = 0.

2.11. Пусть при решении краевой задачи

14( 0) =  1, 14(1)= 0
используется разностная схема

-k(x)yxx -  =  0.
Покажите, что эта схема расходится в классе разрывных коэффициентов. 
Проведите численные эксперименты.
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2.12. Пусть выполнены условия

м > 0 ,  IAI > 0, <5, =  Ы  -  |а,-| -  \Pi\ > 0, * =  1,2, —  iV -  1.

Докажите, что в этих условиях для решения задачи

- а {у{-1 +  ЪУг ~ PiVi+\ = <Pi, i =  1, 2 , . . . ,  N  -  1,

2/о =  0, yN = 0
справедлива оценка

IMIcw <
Со/

2.13. Пусть в разностной схеме (2.51), (2.52), (2.68) р\ ^  0, ^ 2 ^ 0  
и ^  0 для всех г =  1, 2 , . . . ,  N  -  1 (или же р\ < 0, pi < 0 и </?* < 0 для 
г =  1, 2 , . . . ,  N  -  1). Тогда при выполнении условий (см. теорему 2.2)

7* ^  ^*+1 +  f i i - 1,  ̂ —  2 ,3 , . . . ,  iV 2,

71 >  «2, 7JV-1 >  Pn~2
имеет место

Vi> 0, г =  1 , 2 , . . . ,  iV — 1 (»< < 0, г =  1,2, . . .  ,ЛГ -  1).

2.14. Постройте вариант метода прогонки для решения системы линей
ных алгебраических уравнений

-otoVN +  ЪУо ~ РоУ\ =  <Ро,
-OLiyi-x +7*2/* ~ PitH+i =<Pi, г =  1,2, . . .  , N  -  1,

-&NyN- 1 +  iNyN -  РиУО —
которая возникает, например, при рассмотрении краевой задачи для 
уравнения (2.1) с периодическими краевыми условиями.
2.15. Для численного решения задачи (2.64), (2.65), (2.67) постройте раз
ностную схему на кусочно-постоянной сетке — используйте равномерные 
сетки на отрезках [0, ж*] и [х*,1] со сгущением вблизи х — I. Напишите 
программу и проведите вычислительные эксперименты по исследованию 
скорости сходимости используемой разностной схемы.



Глава 3

Краевые задачи
для эллиптических уравнений

Среди стационарных задач математической физики наиболее 
важными для приложений являются краевые задачи для элли
птических уравнений второго порядка. Для модельной двумерной 
задачи рассматриваются проблемы построения дискретных анало
гов при использовании регулярных прямоугольных сеток на осно
ве конечно-разностных аппроксимаций. Исследование сходимости 
приближенного решения к точному проводится в сеточных гиль
бертовых пространствах с привлечением свойств положительной 
определенности сеточного эллиптического оператора. Исследова
ние сходимости в равномерной норме базируется на принципе 
максимума для сеточных эллиптических уравнений. При решении 
сеточных уравнений, которые возникают при дискретизации крае
вых задач для эллиптических уравнений, наиболее часто использу
ются итерационные методы. Наибольшего внимания заслуживают 
попеременно-треугольные итерационные методы. Представлена 
программа для решения задачи Дирихле в прямоугольнике для 
эллиптического уравнения второго порядка с переменными коэф
фициентами, приведены также примеры выполненных расчетов.

3.1. Сеточная эллиптическая задача

Рассматриваются проблемы аппроксимации для модельных краевых 
задач для эллиптических уравнений второго порядка. Основной под
ход связан с использованием интегро-интерполяционного метода (метода 
баланса). Отмечается возможность построения сеточной задачи на осно
ве конечно-элементной аппроксимации. Кратко обсуждаются пробле
мы конечно-разностной аппроксимации краевых задач в нерегулярных 
областях.
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3.1.1. Краевые задачи
В своем рассмотрении основное внимание мы будем уделять двумер

ным краевым задачам, когда расчетная область имеет наиболее простой 
вид

П =  { х | х  =  (*ь а:2 ), 0 < x a < la, а  = 1 , 2 } ,
т.е. является прямоугольником. Главным объектом нашего исследования 
будет эллиптическое уравнение второго порядка

+ ? (х)ш =  / (х)> (зл)

На коэффициенты уравнения накладываются ограничения 

к(х) ^  к > 0, q(x) ^  О, х Е О.

Характерным и наиболее простым примером эллиптического урав
нения второго порядка является уравнение Пуассона

2 d2u
'  л" г  -  ^  5 5 Г  №>' X Е П. (3.2)

В этом случае в уравнении (3.1) к(х) =  1 и q(x) =  0.
Уравнение (3.1) дополняется некоторыми граничными условиями. 

В случае задачи Дирихле граничные условия имеют вид

и(х) =  ^(х), х Е дП. (3.3)

В более сложных случаях на границе области или ее части задаются 
граничные условия второго или третьего рода, например,

du
к(х)~— Ь сг(х)п =  ^(х), х Е 9П, (3.4)

on
где, напомним, п — внешняя по отношению к П нормаль.

3.1.2. Сеточная задача
Будем использовать равномерную по каждому направлению сетку. 

Для сеток по отдельным направлениям жа , а  =  1,2 используем обозна
чения

CcJq =  | ха =  iaha, ia — 0, 1, . . • , Nay Nfaha ?

Ша — {Х(х | Х(х — iaha> ^а — 1 , 2 , . . . ,  Na 1, } >

^ I =  ^а^а у а̂ — 1?2, . . . ,  -ATq, ? } •

где
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Для сетки в прямоугольнике П положим

ш = ш\ х ш2 =  {х | х =  (#i, ж2), xa € a;Q, а  =  1,2}, а; =  ш\ х с̂ 2 .

Для гладких коэффициентов уравнения (3.1) разностная схема стро
ится на основе непосредственного перехода от дифференциальных опе
раторов к разностным. Подобно одномерному случаю для краевой задачи
(3.1), (3.3) поставим в соответствие разностное уравнение

Ау =  <р(х), х € ш, (3.5)

в котором
2

Л =  xGw,
«=1

(3.6)

А(а)у = - ( а {а)уха)Ха +  9ас{х)у. а  =  1, 2. х € и, 
где 0 1  +  0 2  =  1.

Для коэффициентов при старших производных можно положить 

а^ (х ) =  k(x 1 -  0,5/i[, ж2), Х\ Е а;*, ж2 Е а>2, 

а^2)(х) =  fc(ici, Х2  -  0,5/&2), Ж1 Е u>i, ж2 Е а;^.

Для младшего коэффициента и правой части (3.5), (3.6) имеем 

c(x) =  g(x), v?(x) =  /(x ), хЕо; .

В граничных узлах 5а; (ш = ш 5а;) используется выражение

У(х) — ^ (х), х Е 5а; (3.7)

для аппроксимации краевых условий (3.3).
Наиболее конструктивный подход к построению разностных схем

связан с использованием интегро интерполяционного метода. Это отно
сится, прежде всего, к общему слу
чаю нерегулярных сеток (например, 
треугольных), но также и к наибо
лее простым прямоугольным сеткам. 
В нашем случае равномерной прямо
угольной сетки интегрирование урав
нения (3.1) ведется по контрольному 
объему для отдельного внутреннего 
узла (см. рис. 3.1) х сетки ш:

fix =  ( s | s  =  (sI,S2),

Рис. 3.1. Контрольный объем Х\ —  0,5/г-! ^  s\ ^Х \  + 0 , 5 ^ 1 ,

ж2 -  0,5Л2 < «2 ^  ж2 +  0,5Л2}.
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Подобно одномерному случаю приходим к разностной схеме (3.5), (3.6), 
в которой

Я2+0,5Л2

а"1(х)=i  /  ОU  щ )  d‘>-
х2 - о,5п2 4  ая-ft, '

,Р>(*) =

11+0.5Л

г /
X\-0,5h\

ds 1
x2-h 2

Правая часть и младший член аппроксимируются выражениями

®i+0,5ft| a?2+0,5/i2 

x 1 —0,5/ii a?2-0,5h2

a?i+0,5/ii a?2+0,5/i2

/  /  ,(х ,й х '
xi —0,5Aii x2-0,5h2

Аналогично строятся разностные схемы и при использовании нерегуляр
ных сеток.

3.1.3. Задачи в нерегулярных областях
Определенные сложности возникают при численном решении кра

евых задач для эллиптических уравнений в сложных расчетных н е р е г у 
л я р н ы х  о б л а с т я х .  До сих пор мы рассматривали задачи в прямоугольной 
области ( р е г у л я р н о й  р а с ч е т н о й  о б л а с т и ) .  Этот достаточно сложный ком
плекс проблем мы не будем обсуждать подробно, ограничившись лишь 
кратким упоминанием некоторых основных направлений исследований.

Традиционно широко используются нерегулярные расчетные сетки 
для приближенного решения стационарных краевых задач математичес
кой физики. Среди нерегулярных сеток выделим два основных класса.

С т р у к т у р и р о в а н н ы е  с е т к и .  Наиболее важным примером таких сеток явля
ются нерегулярные четырехугольные сетки, которые во многом на
следуют (топологически эквивалентны) свойства стандартных пря
моугольных сеток.

Н е с т р у к т у р и р о в а н н ы е  с е т к и .  В этом случае шаблон разностной схемы 
не сохраняет структуру. Нет возможности топологически связать 
расчетную сетку с регулярной прямоугольной сеткой. В частности, 
схема пишется в каждой точке с разным числом соседей.
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Аппроксимация на структурированных сетках может проводиться 
на основе отмеченной близости этих сеток к стандартным прямоуголь
ным сеткам. Наиболее просто эта ситуация реализуется в рамках исполь
зования новых независимых переменных.

Вторая возможность не связана с формальным введением новых 
координат и реализуется на основе аппроксимации исходной задачи 
на такой нерегулярной сетке. Понятно, что использование простейших 
подходов для построения разностных схем на основе неопределенных 
коэффициентов для нерегулярных сеток хотя и возможно, но не является 
конструктивно оправданным. В этом случае необходимо использовать 
метод баланса. Как для общих неструктурированных сеток, так и для 
структурированных можно строить разностные схемы на основе конеч
ноэлементных аппроксимаций.

В ряде случаев для нерегулярных областей удается построить согласо
ванную сетку, которая образована узлами обычной прямоугольной нерав
номерной сетки с узлами, лежащими на границе. Для того чтобы граница 
состояла из узлов, приходится использовать сильно неравномерные сетки. 
Проблемы построения разностной схемы для задачи на согласованной 
сетке решаются обычным образом.

Построить согласованную разностную сетку можно только для очень 
узкого класса областей. Поэтому проблема нерегулярности расчетной 
области решается на основе других подходов. Простейшим приемом 
является использование в расчетной области обычной прямоугольной 
сетки, а граничное условие переносится в ближайший к границе узел 
сетки. Фактически речь здесь идет о переходе от исходной задачи (3.1),
(3.3) к задаче в другой области, граница которой согласована с сеткой 
(аппроксимация границы).

Наиболее естественным и достаточно универсальным является под
ход с использованием сетки, которая состоит из узлов регулярной (рав
номерной) сетки (внутренние узлы) и дополнительных нерегулярных 
граничных узлов, лежащих на границе области. Эти узлы образованы пе
ресечением линий, проходящих через узлы регулярной сетки, с границей 
расчетной области.

Большой технологичностью при приближенном решении краевых 
задач в нерегулярных областях обладает метод фиктивных областей. Он 
основан на дополнении исходной расчетной области до некоторой регу
лярной области По (О С П0), например, до прямоугольника в двумерных 
задачах (рис. 3.2). После этого задача в По решается обычными разност
ными методами. Необходимо так продолжить решение исходной задачи 
в фиктивную область Hi =  По \  П, чтобы разностное решение задачи 
в расширенной области По давало приближенное решение в исходной 
области П.
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Задача в расширенной области 
характеризуется наличием малых 
(больших) коэффициентов диффе
ренциального уравнения. Это обу
славливает необходимость специ
ального исследования вопросов 
точности и вычислительной реали
зации итерационных методов ре
шения соответствующих задач.

Альтернативным методу фик
тивных областей подходом к при
ближенному решению краевых за
дач в нерегулярных расчетных об
ластях является метод декомпози-

Рис. 3.2. Метод фиктивных областей

ции (разделения) расчетной области на простые подобласти. Такой под
ход активно обсуждается применительно к разработке методов решения 
краевых задач на компьютерах современной параллельной архитектуры.

В каждой отдельной подобласти решаются свои краевые задачи, связь 
осуществляется посредством граничных условий. В подобластях может 
вводиться своя сетка, согласованная или несогласованная с сетками 
в других подобластях. Поэтому разностные схемы декомпозиции области 
на сеточном уровне могут интерпретироваться как разностные методы 
на составных сетках.

3.2. Погрешность приближенного решения

Кратко отметим возможности исследования скорости сходимости 
приближенного решения к точному. Рассмотрение базируется на изуче
нии свойств самосопряженности, положительной определенности и мо
нотонности сеточных эллиптических операторов.

3.2.1. Сеточные эллиптические операторы
Отметим некоторые основные свойства разностных операторов, ко

торые возникают при приближенном решении модельной задачи (3.1),
(3.3). Как и при рассмотрении одномерных задач переформулируем 
(за счет изменения правой части в приграничных узлах) разностную 
задачу (3.5), (3.7) как задачу с однородными граничными условиями.

Для сеточных функций, обращающихся в нуль на множестве гранич
ных узлов определим гильбертово пространство Н  =  Lj fa ) , в котором 
скалярное произведение и норма задаются следующим образом:

(у, w) = ^ 2  y(x)w(x)hih2, llyll =  (у, у)'/2.
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Среди важнейших выделим свойство самосопряженности разност
ного эллиптического оператора (3.5). Свойство самосопряженности опе
ратора А вытекает в силу представления (3.6) из самосопряженности 
одномерных операторов А{а), а = 1,2. Принимая это во внимание, 
получим

(Ay, w) = ]Г) h2  A{i)y(x)w(x)hl +  Х З Л> A{2 )y(x)w(x)h2  =
X2€U)2 X\€U}\ Xi€(x)i X2tU)2

=  hl w(x)A0 )y(x)hi + Y l h ' ' 5 2  w(x)A^y(x)h , 2  = (у , Aw).
X2$.U2 X i € u)\ X\€u)\  X2ZW2

Определим для двумерных сеточных функций, обращающихся в нуль 
на дм сеточный аналог нормы в W2 {w)\

nvyii2  =  х ^  +  E  Х > * ) 2 м 2.
ZlC w j1' x 2 ^ 2  Х \ € Ш \  X 2 ^ 2

Для двумерного разностного оператора (3.6) имеет место неравенство

(Ау ,у )Ж \ \Ч у \ \2, (3.8)

так как

(Ау, у) = ( 4 (1)?/, у) + (А(2 )у, у) =

= $ 2  hl a<I>f e ) 2/li +  S  Л| a{2 )(yS2 )2 h2

X2Zb>2 I jC w j1' Z i€a> | X 2 ^ 2

и a (a)(x) > л, a  =  1 , 2 .
Для оценки двумерного разностного оператора диффузионного пере

носа используем н е р а в е н с т в о  Ф р и д р и х с а  д л я  д в у м е р н ы х  с е т о ч н ы х  ф у н к ц и й .

Лемма 3.1. Для сеточных функций у(х), обращающихся в нуль на дш, верно 
неравенство

ЦуЦ2 < Mo||Vy||2, М0-' = |  + д. (3.9)
1 \ 1 2

Доказательство. Принимая во внимание неравенство Фридрихса для од
номерных сеточных функций (лемма 2 . 1 ), получим неравенство

Xv Х̂ (yx[)2h\h2 + Х̂ (yx2)2h\h2 > (~2 + “2  ̂XZ У! У2̂1
Х \ € ш *  X2&W2 Xi€(x)\ Х2€и>2  '  1  ̂ '  Х \ £ Ш \  X2ZW2

из которого следует (3 .9 ). ■
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Из (3.8), (3.9) следует оценка оператора А снизу

А >  к \ 0 Е, А0 =  М<Г1. (ЗЛО)
Приведем также оценку рассматриваемого сеточного эллиптического опе
ратора сверху.
Лемма 3.2. Для разностного оператора А имеет место неравенство

А < М \Е  (3.11)
с постоянной

4 а (|)(х) +  а(|)(ж| + h u x 2)
Mi = m ax------------------------------- 1  +

xGw 2

4 o(2, (x) +  о(2)(жь ж2 +  Л2) /ч
+  ту m ax-----------------------------------h maxc(x).

Н2 2

Доказательство проводится аналогично одномерному случаю (см. лем
му 2 .2 ). ■

3.2.2. Сходимость разностного решения
На основе установленных свойств сеточного эллиптического опера

тора можно получить соответствующие априорные оценки.При рассмо
трении задачи для погрешности приближенного решения и эти оценки 
позволяют сделать заключение о скорости сходимости разностных схем 
для задачи (3.1), (3.3). Такое исследование проведено нами ранее для 
одномерных стационарных задач. Здесь с небольшими редакционными 
изменениями проводится аналогичное рассмотрение для двумерных задач.

Задача для погрешности разностного решения
z(x) =  у(х) -  и(х), х Е ш 

с учетом (3.5) имеет вид
Az = i)(x), x G w ,  (3.12)

где ^>(х), как обычно, погрешность аппроксимации:
'ф{х) =  </?(х) — Аи , xGw.

Будем считать, что краевая задача (3.1), (3.3) имеет достаточно глад
кое классическое решение. Отметим в этой связи, что помимо гладкости 
коэффициентов уравнения, краевых условий и правой части для задачи 
в прямоугольнике О требуется выполнение определенных условий со
гласования в углах. На равномерной прямоугольной сетке погрешность 
аппроксимации для задачи (3.5), (3.6) в этих условиях имеет второй 
порядок:

V>(х) =  0 (\h\2), \h\ 2 =  h] -f /&2 , x e  cv. (3.13)
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Теорема 3.1 . Для разностной схемы (3.5) справедлива априорная оценка для 
погрешности

м ‘ / 2

l|Vz|| < - Ч № | | .  (3-14)К
Доказательство. Домножая уравнение для погрешности (3.12) скалярно 
на z(x), х Е ш, получим

(Az,z)  =  (il>,z).
Для правой части в силу неравенства (3.9)

0Ф> z) < ||V»II • N1 < m 0,/2 ||v>|| • ||Vz||.
Принимая во внимание неравенство (3.8), для левой части имеем

(Az,z)  >  k||Vz ||2,
что и позволяет получить оценку (3.14). ■

Теорема 3.1 обеспечивает в условиях (3.13) сходимость разностного 
решения к точному со вторым порядком в сеточном аналоге Wiiw) 
Соболевского пространства W\  (П).

3.2.3. Принцип максимума
Для решения краевой задачи (3.1), (3.3) справедлив принцип мак

симума. Хотелось бы сохранить это важное свойство и для решения 
разностной задачи (3.5), (3.7). Кроме того, на основе принципа максиму
ма исследуется сходимость разностных схем в равномерной норме.

Сформулируем принцип максимума для разностных схем. Разностное 
уравнение (3.5) с граничными условиями (3.7) запишем в виде

Sy(x) = (p(x), х е ш ,  (3.15)
где линейный оператор S  определяется формулой

Sv(x) = A(\)v(x) -  ^ 2  В(х,£)v(£). (3.16)
£€W'(x)

Здесь W(x) — шаблон, a W  =  W\{x} — окрестность узла х е ш .
Будем считать, что для рассматриваемых эллиптических уравнений 

второго порядка шаблон W для внутренних узлов расчетной сетки содер
жит узлы ( x ± h \ , x 2 ), (x\ ,X 2 ±h,2 ) (шаблон, как минимум, пятиточечный), 
а коэффициенты удовлетворяют условиям

А(х) > 0, В(х, £) > 0, (  € W'(x),

D(x) =  Л(х) -  ^ 2  0  > 0 , х б ш .
<€Н"(х)

(3.17)
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Для разностного уравнения (3.15), (3.16) при выполнении (3.17) 
справедлив принцип максимума.

Теорема 3.2. Пусть сеточная функция у(х) удовлетворяет уравнению
(3.15), (3.16), для коэффициентов которого выполнены условия (3.17), и гра
ничным условиям (3.7). При выполнении условий

ц(х) <  О (ц(х) ^  0 ), у?(х) <  0  (<р(х) > 0 ), х е ш

разностное решение удовлетворяет условиям у(х) < 0 (у(х) ^  0), х Е ш.
На основе принципа максимума устанавливаются теоремы сравнения 

для решений сеточных эллиптических уравнений. Рассмотрим, например, 
задачу

Sw(x) = ф(х), х е ш ,  
w(x) = и(х), х е  дш

и пусть
М х)| < 0(х), хеш,
| р (х) | < i/(x), х е  дш.

Тогда для решения задачи (3.15), (3.7) справедлива оценка

\y(x) \^w(x) ,  х е ш .

С привлечением таких оценок непосредственно устанавливается, что 
для решения однородного уравнения (3.15) (<р(х) =  0, х Е ш) с гра
ничными условиями (3.7) имеет место априорная оценка устойчивости 
по граничным условиям

шах |у(х)| < шах |//(х)|.
х€а; х£дш

С привлечением подобных априорных оценок доказывается сходи
мость разностных схем в равномерной норме. Проиллюстрируем это 
утверждение простейшим примером.

Будем использовать для приближенного решения задачи Дирихле 
для уравнения Пуассона (3.2), (3.3) разностное уравнение

~ Ух\Х\ ~ Ух2X2 =  V?(X)> х е ш ,  (3.18)

дополнив его граничными условиями (3.7). Для погрешности

z(x) =  у(х) -  и(х), х е ш

~%Х\Х\ ~~ ZxjXi = ^ (х)’ х е ш ,
z(x) — 0, х Е дш,

получим задачу
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где i/)(x) = 0{h] + h\) — погрешность аппроксимации. Выбрав в качестве 
мажорантной сеточную функцию

w(x) = X-(l]  +  l\ -  х] -  х \ ) • I IV M I I c m , 

где
I N x ) I Ic m  =  max |v (x )|,

для погрешности получим оценку

||j/(x) -  и(х)||С(и) ^  X-{l]  +  l\) • 1№(х)||си-

Тем самым разностная схема (3.18), (3.7) сходится в С(ш) со вторым 
порядком.

3.3. Итерационные методы решения 
сеточных задач

При численном решении стационарных задач математической фи
зики применяются итерационные методы, которые могут интерпретиро
ваться как методы установления. Здесь приводятся основные понятия 
теории итерационных методов решения операторных уравнений, рассма
триваемых в конечномерных гильбертовых пространствах. Обсуждается 
проблема выбора итерационных параметров и оператора перехода (пере- 
обуславливателя) на новое итерационное приближение.

3.3.1. Прямые методы решения сеточных задач
Исходная дифференциальная задача при аппроксимации заменяется 

сеточной. Соответствующие разностные (сеточные) уравнения приводят 
к системе линейных алгебраических уравнений для неизвестных значений 
сеточной функции. Для их нахождения используются прямые и итера
ционные методы линейной алгебры, которые максимально учитывают 
специфику сеточных задач. Особенности сеточных задач проявляются 
в том, что соответствующая матрица системы алгебраических уравнений 
является разреженной, т. е. содержит много нулевых элементов, имеет 
ленточную структуру. При решении многомерных задач матрица имеет 
очень большой порядок, равный общему числу узлов сетки.

Прежде всего отметим возможности построения быстрых прямых 
методов для решения достаточно узкого круга сеточных эллиптических 
задач с разделяющимися переменными. Классический подход к реше
нию простейших линейных задач математической физики связан с ис
пользованием метода разделения переменных. Естественно ожидать, что
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аналогичная идея получит свое развитие и применительно к сеточным 
уравнениям. Рассмотрим сеточную задачу для уравнения Пуассона (3.18) 
с однородными краевыми условиями

у(\) =  0, x € d w .  (3.19)

Как мы уже отмечали выше, за счет модификации правой части мы 
всегда можем на сеточном уровне перейти от задачи с неоднородными 
граничными условиями к сеточной задаче с однородными граничными 
условиями.

Для применения метода Фурье для решения этой двумерной задачи 
рассмотрим задачу на собственные значения для разностного оператора 
второй производной по переменной Х\ \

Vx\X\ +  \ v  =  О, Х\ е  0 *1 ,

VQ =  0 , vNl =  0.

Соответствующие собственные значения и собственные функции обозна- 
чим Аь 1>(к,(ж,), к = 1 , 2 , . . . ,ЛГ|  -  1 :

4 . 2 kwhi

v ^ i x i ) r in
кпх\

к =  1 , 2 , . . . ,  iVi -  1 .

Будем искать приближенное решение задачи (3.18), (3.19) в виде 
разложения:

N{-\

у(х) = ^ 2  c(k){x2 )v{k)(x\), X =  (хь  х2) € ш. (3.20)
к=1

Пусть ч^к\хг)  — коэффициенты Фурье правой части:
n x-\

<Р{к)(х2) =  ^ 2  <P(*)v{k)(x i)h\- (3.21)
к= 1

Для определения с̂ к\ х 2 ) получим трехточечные задачи:

С̂ гх2 ~ ~ х 2  € V2 , (3.22)

с(0к)= 0 ,  с{к1=  0. (3.23)

Разностная задача (3.22), (3.23) при каждом к = 1 , 2 ........ЛГ| — 1

решается методом прогонки.
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Таким образом метод Фурье основан на определении собственных 
функций и собственных значений одномерной сеточной задачи, вычисле
нии коэффициентов Фурье правой части согласно (3.21), решении задач
(3.22), (3.23) для коэффициентов разложения и, наконец, решение задачи 
определяется по формулам суммирования (3.20).

Эффективные вычислительные алгоритмы метода разделения пере
менных связаны с быстрым преобразованием Фурье (FFT). В этом случае 
можно вычислить коэффициенты Фурье правой части и восстановить 
решение при затратах Q =  0(N\N\  logiVi). Для задач с постоянными 
коэффициентами можно использовать преобразование Фурье по обеим 
переменным (разложение по собственным функциям двумерного сеточ
ного оператора).

3.3.2. Итерационные методы

Для приближенного решения многомерных сеточных эллиптичес
ких задач с переменными коэффициентами используются итерационные 
методы. Определим основные понятия теории итерационных методов 
решения систем линейных уравнений.

В конечномерном вещественном гильбертовом пространстве Я  
ищется функция у Е Я  как решение операторного уравнения

Ау = <р. (3.24)

Здесь А рассматривается как линейный положительный оператор, дей
ствующий в Я , а <р — заданный элемент Я .

Итерационный метод основан на том, что начиная с некоторого 
начального приближения уо Е Я  последовательно определяются при
ближенные решения У\,У2 , • - - ,Ук> • • • уравнения (3.24), где к — номер 
итерации. Значения ук+\ определяются по ранее найденным г/ь уи-\ , . . .  . 
Если при вычислении ук+\ используются значения на предыдущей итера
ции ук, то итерационный метод называется одношаговым (двухслойным). 
Соответственно при использовании ук и ук-\ итерационный метод на
зывается двухшаговым (трехслойным).

Любой двухслойный итерационный метод можно записать в виде

В к - — ~— + А у к =  <р, к  =  0 , 1 , . . . .  (3.25)
Пч-1

В теории разностных схем (3.25) есть каноническая форма двухслойного 
итерационного метода. При заданном уо все последующие приближения 
находятся по (3.25). При такой записи итерационного метода явно про
слеживается его связь с разностными схемами приближенного решения 
нестационарных задач.



3.3. Итерационные методы решения сеточных задач 75

Для характеристики точности приближенного решения естественно 
ввести погрешность zk — ук -  у. Будем рассматривать сходимость ите
рационного метода в энергетическом пространстве Но,  порожденном 
самосопряженным и положительно определенным в Я  оператором D. 
В Но скалярное произведение и норма есть

(у, w)D = (D y, w), ||у |Ь  =  ((у, y )D) 1/2.

Итерационный метод сходится в HD, если \\zk\\D -> 0  при к -» оо. 
В качестве меры сходимости итераций принимают относительную по
грешность £, так что на n -й итерации

\\Уп -  vWd «5 ffllyo -  v \\d- (3.26)
В силу того, что само точное решение у неизвестно, оценка точности 
приближенного решения проводится по невязке

Гк = Лук -<р = Аук -  Ау,

которая может быть вычислена непосредственно. Например, итерацион
ный процесс проводится до выполнения оценки

IWI < г||го||. (3.27)

Использование критерия сходимости (3.27) соответствует выбору D =  А*А 
в (3.26). Минимальное число итераций, которое гарантирует точность е 
(выполнение (3.26) или (3.27)), обозначим п(е).

При построении итерационного метода мы должны стремиться к ми
нимизации вычислительной работы по нахождению приближенного ре
шения задачи (3.24) с заданной точностью. Пусть Qk — число ариф
метических действий для нахождения приближения ук и пусть делается 
п ^  п(е) итераций. Тогда общие затраты оцениваются величиной

п

<?(ю =
Л=1

Применительно к двухслойному итерационному методу (3.25) мини
мизация Q(e) может достигаться за счет выбора операторов Вк и ите
рационных параметров тк+\. Обычно операторы Вк задаются из тех или 
иных соображений, а оптимизация итерационного метода (3.25) осуще
ствляется за счет выбора итерационных параметров.

В теории итерационных методов для выбора итерационных пара
метров получили распространение два подхода. Первый из них связан 
с использованием априорной информации об операторах итерационной 
схемы (Вк и А в (3.25)). Во втором подходе (итерационные методы вариа
ционного типа) итерационные параметры находятся на каждой итерации
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из минимума некоторых функционалов, при этом явно не используется 
априорная информация об операторах. Вначале мы остановимся на об
щем описании итерационных методов без указания структуры сеточных 
операторов Вк.

Будем рассматривать в качестве основной задачу (3.24), когда опе
ратор А самосопряжен и положительно определен (А = А* > 0 ) в ко
нечномерном гильбертовом пространстве Я . Исследуется итерационный 
процесс

В У -+' ~  -- +  Аук = <р, к  = 0 , 1 , . . . ,  (3.28)
Ч + \

т. е. в отличие от общего случая (3.25) оператор В  считается постоянным 
(не изменяется в процессе итераций).

3.3.3. Примеры двухслойных итерационных методов
Метод простой итерации соответствует использованию в (3.28) посто

янного итерационного параметра тк+\ =  т , т. е. рассматривается итера
ционный процесс

в У--+1- ~ ~  +  Аук =  <р, к = 0 , \ , . . .  (3.29)
т

в предположении, что

А =  А* > 0, В = В* > 0. (3.30)

Итерационный метод (3.29) называется стационарным.
Пусть априорная информация об операторах В и А задана в виде 

двухстороннего операторного неравенства

7 ! Б < Л < 7 2 Я, 7 i > 0, (3.31)

т. е. операторы В и А энергетически эквивалентны с постоянными 
энергетической эквивалентности 7 а , а  =  1,2. Имеет место следующее 
основное утверждение о скорости сходимости рассматриваемого итера
ционного метода.
Теорема 3.3. Итерационный метод (3.29)—(3.31) сходится в Но, D — Л, В 
при 0 < т < 2 / 7 2 . Оптимальным значением итерационного параметра 
является

Т =  Т о  =
2

7i + 7 2
(3.32)

при котором для числа итераций п, необходимых для достижения точно
сти £, справедлива оценка

п ^  no(f) -
In £
In А)’

(3.33)
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где

р о  = Iz A
1 + Г

Заметим, что в (3.33) По(£), вообще говоря, нецелое и п — минималь
ное целое, при котором выполнено п ^  по(£). Теорема 3.3 указывает путь 
оптимизации сходимости итерационного процесса (3.29), (3.30) за счет 
выбора оператора В  в соответствии с (3.31), т. е. оператор В  должен быть 
близок оператору А по энергии.

Оптимальный набор итерационных параметров в (3.28) связан с кор
нями полиномов Чебышева, поэтому такой итерационный метод называ
ется чебышевским итерационным методом (методом Ричардсона). Опреде
лим множество М п следующим образом:

М п  =  cos ( — ^ - ’г)> * =  1 .2 ,... , п ) .

Для итерационных параметров т* используется формула 
го

Тк =
1 +  РоЦк9

Рк £ Adn, & — 1 , 2 , . . .  , 71.

(3.34)

(3.35)

Имеет место следующее основное утверждение о скорости сходи
мости итерационного метода с чебышевским набором итерационных 
параметров.

Теорема 3.4. Чебышевскыы итерационный метод (3.28), (3.30), (3.31), 
(3.34), (3.35) сходится в Я р , D =  Л, Б , и для числа итераций п , не
обходимых для достижения точности е , справедлива оценка

п >  п0 (е) =  2̂£_| \  (3.36)
1п/>,

где
_  1 -  t  -  7i 

^ - 1 + ^>/2 ’ £ Т2-

В чебышевском методе расчет итерационных параметров осуще
ствляется (см. (3.34), (3.35)) по заданному общему числу итераций п. 
Естественно, что вырожденный случай п =  1 соответствует рассмотрен
ному выше методу простой итерации. Практическая реализация чебы- 
шевского итерационного метода связана с проблемой вычислительной 
устойчивости. Это обусловлено тем, что норма оператора перехода на от
дельных итерациях больше единицы, и может происходить рост локаль
ной погрешности до переполнения (машинная бесконечность). Проблема 
вычислительной устойчивости решается специальным упорядочиванием
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итерационных параметров (выбором рк из множества М п). Для вычи
сления оптимальных последовательностей итерационных параметров тк 
по заданному числу итераций п имеются различные алгоритмы.

Можно отметить также широко используемый в вычислительной 
практике трехслойный вариант чебышевского итерационного метода, 
в котором итерационные параметры рассчитываются по рекуррентным 
формулам. При этом достигается монотонное убывание погрешности 
и нет необходимости заранее выбирать общее число итераций п, как при 
использовании (3.34), (3.35).

3.3.4. Итерационные методы вариационного типа

Выше рассматривались итерационные методы решения задачи (3.24) 
в условиях, когда задана априорная информация об операторах В и А 
в виде констант (см. (3.31)) энергетической эквивалентности 7 1  и 7 2 . 
Через эти постоянные определяются оптимальные значения итерацион
ных параметров (см. (3.32), (3.35)). Получение этих постоянных может 
оказаться сложной задачей, поэтому есть смысл пытаться строить итера
ционные методы, для которых итерационные параметры вычисляются без 
такой априорной информации. Этот класс методов известен как итераци
онные методы вариационного типа. Начнем с рассмотрения двухслойного 
итерационного метода (3.28) в предположении (3.30).

Обозначая невязку rk =  Ayk -  <р и поправку wk = B~xrk, итераци
онный процесс (3.28) запишем следующим образом:

У м  =Ук~ rk+lwk, к =  0, 1, . . .  .

Естественно выбирать итерационный параметр тк+\ из условия ми
нимума нормы погрешности zk+\ в HD. Непосредственные вычисления 
показывают, что минимум нормы достигается при выборе

(Dwk, z k)
(Dwk4 wk)

(3.37)

Конкретизация итерационного метода достигается за счет выбора 
оператора D =  D* > 0. Этот выбор должен быть подчинен, в частности, 
условию возможности вычисления итерационных параметров. В формулу
(3.37) входит невычисляемая величина zk , и поэтому простейший выбор 
D — В  (см. теорему 3.3) здесь не проходит. Вторая отмеченная выше 
возможность D = А приводит нас к итерационному методу скорейшего 
спуска, когда

_  ('Wk,r k)
Tk+l (Awk,wk) '

(3.38)
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Среди других возможностей выбора D отметим случай D = АВ 1А — 
метод минимальных поправок, когда

_  (Awk,wk)
Tk+l (B~'Awk,Awk)'

Двухслойный итерационный метод вариационного типа сходится 
не медленнее метода простой итерации. Сформулируем соответствующий 
результат применительно к методу скорейшего спуска.

Теорема 3.5. Итерационный метод (3.28), (3.30), (3.31), (3.38) сходится 
в Н;4 , и для числа итераций п, необходимых для достижения точности е, 
справедлива оценка (3.33).

В вычислительной практике наибольшее распространение получили 
трехслойные итерационные методы вариационного типа. По скорости 
сходимости они не хуже итерационного метода с чебышевским набором 
итерационных параметров.

В трехслойном (двухшаговом) итерационном методе новое прибли
жение находится по двум предыдущим. Для реализации метода требуются 
два начальных приближения уо, у \ . Обычно уо задается произвольно, а у\ 
находится по двухслойному итерационному методу. Трехслойный метод 
записывается в следующей канонической форме трехслойного итерацион
ного метода:

Ву к + 1  =  ак+1(В -  тк+\А)ук +  (1 -  ак+\)Вук-\ +  ак+1тк+1 <р,
к = 1 , 2 , . . . ,  (3 .3 9 )

Ву\ = (В -  Т|.4 )2 /0 +  T\tp,
где otk+ 1 и тк + 1 — итерационные параметры.

Вычисления по (3.39) основаны на представлении

Ук+1 =  a * + i ук +  (1 -  a * + i ) j f e - i  -  a k+\Tk+\wk, 

где, напомним, wk =  В~[гк.
В методе сопряженных градиентов для расчета итерационных параме

тров трехслойного итерационного метода (3.39) используются формулы

=  (Щ, Гк) 
П+' (Awk,wk) ’ к = 0 , 1 , . . . ,

a*+i
Тк+1 (wk, r k) 1 \  1 

Тк (wk-u r k- i)a k )
к =  1 , 2 ..

(3.40)
a , =  1 .

Метод сопряженных градиентов в настоящее время наиболее широко 
используется в вычислительной практике.
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Теорема 3.6. Метод сопряженных градиентов (3.39), (3.40) при выполнении 
(3.30), (3.31) сходится в На , и для числа итераций п, необходимых для 
достижения точности 5 , справедлива оценка (3.36).

Мы привели некоторый материал справочного характера относитель
но итерационных методов решения задачи (3.24) в случае самосопряжен
ных операторов А и В  (условия (3.30)). Во многих прикладных проблемах 
приходится рассматривать более общие задачи с несамосопряженными 
операторами. Типичным примером являются задачи конвекции-диффу
зии в механике сплошной среды.

3.3.5. Итерационные методы с диагональным 
переобуславливателем

Второй основной вопрос теории итерационных методов связан с вы
бором переобуславливателя — оператора В  в (3.28). Мы отметим неко
торые основные возможности в этом направлении. Здесь мы не будем 
рассматривать общие задачи (3.24) с несамосопряженным оператором, 
отсылая читателя к специальной литературе.

Простейший класс итерационных методов решения задачи (3.24) 
связан с выбором диагонального оператора В. В этом случае

В = b(x) Е  (3.41)

и расчет нового итерационного приближения проводится по явным фор
мулам. К этому классу методов принадлежит и итерационный метод Якоби, 
который соответствует выбору в качестве В  диагональной части опера
тора А и rk =  г  =  1 .

Задача оптимального выбора В  в классе операторов (3.41) решена. 
Отношение £ =  7 i / 7 2  в двухстороннем операторном неравенстве (3.31) 
для А =  А* > 0  будет максимальным, если в качестве В выбрать 
диагональную часть оператора А, И в  этом смысле метод Якоби является 
оптимальным.

Оценка эффективности используемого итерационного метода опре
деляется конкретизацией постоянных энергетической эквивалентности 7 1  

и 7 2 . Проиллюстрируем этот момент на примере решения сеточной задачи 
Дирихле для уравнения Пуассона (3.18), (3.19).

На основании лемм 3.1,3.2 имеем

1 \Е < А < 7 2 # ,

где
8  8 4 4

Ъ ~ Ц  + *Г ъ ~ ц  + ц
(3.42)
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Для рассматриваемой задачи

т ‘ Щ + Ц  (3-43)
и поэтому

* =  -  =  0 {\h\2) , \h\ 2  = h] + h\.
72

Для числа итераций метода простой итерации с оптимальным зна
чением г  — То — 2 / ( 7 1  +  7 2 ) и метода скорейшего спуска при выборе В  
согласно (3.41), (3.43) с учетом (3.33), (3.42) справедлива оценка

"•<£) = 0 ( w 1л 0  • (3'44)
Тем самым, число итераций пропорционально общему числу узлов (не
известных).

Для чебышевского итерационного метода и метода сопряженных 
градиентов вместо (3.44) имеем следующую оценку:

”с(е)=° ( щ ,пг)- <з'45)
По сравнению с методом простой итерации метод с чебышевским набором 
итерационных параметров сходится значительно быстрее.

3.3.6. Попеременно-треугольные 
итерационные методы

Рассмотрим задачу (3.24) в условиях, когда самосопряженный и по
ложительный оператор А представляется в виде

А = А { + А 2, А Х= А 1  (3.46)

Пусть оператор D соответствует диагональной части A, L — нижней 
треугольной матрице. Тогда в силу А = L +  D +  L* для операторов Аа, 
ol =  1 , 2, из разложения (3.46) получим

A i = l- D  + L, A2 = l- D  + L*. (3.47)

Для модельной задачи (3.18), (3.19)

Dy = d(\)E,  <1(х) = ц  + ц . (3.48)

Для операторов Аа, а = 1 , 2 , разложения (3.46), (3.47) имеем следующие 
представления на множестве сеточных функций, обращающихся в нуль
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н а  7 л ; j t ^

А ' у  ^  1 ц У щ  + ~h2 y ^ '  А г У = :  ~  ~h\Vx' ~  h i Vxv  ( 3 '4 9 >

Оператор В  в попеременно-треугольном итерационном методе явля
ется факторизованным и выбирается в виде произведения двух треугольных 
и диагональной матриц:

B = (D + ujA ])D~'  (D + uA2), (3.50)
где ш — числовой параметр.

Скорость сходимости итерационного метода (3.29), (3.30), (3.50) 
определяется постоянными энергетической эквивалентности 7 1 , 7 2  в двух
стороннем неравенстве (3.31). Найдем эти постоянные при априорной 
информации в виде неравенств

d{D ^ A ,  A xD~'A 2 ^ j A, <5i>0. (3.51)

Для оператора В  имеем

В = (D +  шАх) £>"‘ (D + шА2) =

=  D + ш (А\ +  А2) +  u)2 A\D 1 А2. 
Принимая во внимание (3.51), получим

(3.52)

В  <

Тем самым для 7 1  имеет место выражение
Si

7i (3.53)
1 +07(5 +UJ2dld2/4 ’

Для получения постоянной 7 2  представим оператор В  на основании 
(3.52) в следующем виде:

В — D — (Д (Л 1 4- А 2 ) +  u}^A\D 1А 2  4- 2ш (А\ 4- А 2 ) =

=  (D -  шАх) D~l (D -  шА2) 4 - 2 иА.
Так как оператор D положителен, то отсюда получаем (By,у) ^  2и  (Ау,у), 
т.е. А <  7 2 Б , где

7 2
2 ш (3.54)

Сейчас мы можем выбрать параметр и  в (3.50) исходя из условия 
максимума £ =  £(а>) =  7 1 / 7 2 . С учетом (3.53), (3.54) получим

Twix
1 4 - шб 4- 072<5i<J2/4  ‘
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Максимум £(а>) достигается при

о> =  о>о =  2 ($1<Ь) ^ 2, (3.55)

и он равен

С =  4(шо) =  9 =  (3.56)

На основании полученных оценок можно сформулировать соответ
ствующий результат о сходимости попеременно-треугольного итерацион
ного метода при оптимальном выборе параметра ш.
Теорема 3.7. Попеременно-треугольный итерационный метод (3.29), (3.46), 
(3.50), (3.51), (3.55) с чебышевским набором итерационных параметров схо
дится в НА4 и Нв , причем для числа итераций справедлива оценка (3.36), 
где £ определяется согласно (3.56).

Замечание 1. Учитывая малость 7/, для числа итераций можно получить 
более простое выражение:

щ(е) =
In (2 е ') 
2 у/ 2  г}'/4’

(3.57)

Замечание 2. Попеременно-треугольный метод может реализовываться 
и в варианте метода сопряженных градиентов. И в этом случае число 
итераций характеризуется оценкой (3.57).

Найдем теперь постоянные 6 \ и 6 2  в неравенствах (3.51) для модель
ной задачи (3.18), (3.19). На основе выбора (3.48) и оценок (3.42), (3.43) 
имеем <5i =  0(\h\2). Принимая во внимание (3.48), (3.49), получаем

(A,D-<Aa ,y)  = ^ ^ ( А ы А я ) .

Для правой части имеем

1

{^ 2 У, А 2 У) — h 2  (Ух\> 0  /&1 /& 2 ^Xl h 2  (^*2 » O 'hi

Принимая во внимание, что 

2

h\h 2

получаем

(Ух\уУх2) — 2 ^ ^  jfo,, ^  (Ух 1» 0  +  д2 ( ^ 2» О ’

(А2 у , А 2 у) <  ( ^
1

+ ц } ( А у , у ) .
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Тем самым приходим к неравенству (A\D~l у) < 0,5(Ау,у).  Сопо
ставляя со вторым неравенством (3.51), имеем 6 2  =  2.

С учетом этого для чебышевского итерационного метода верна оцен
ка числа итераций

"°<r>=0( i * F  (3-58>
Таким образом, число итераций пропорционально корню квадратному 
из числа узлов по одному направлению (в нашей двумерной задаче — 
корню четвертой степени из общего числа узлов). Оценка (3.58) показыва
ет, что рассмотренный метод значительно предпочтительнее отмеченного 
выше метода Якоби.

Параметр ш в попеременно-треугольном методе (3.29), (3.50) можно 
включить в оператор D и использовать (3.29) с В = (D + A\) D~x (D + Ai)- 
Оптимизация итерационного метода достигается только за счет выбора 
оператора D. Это особенно важно при рассмотрении задач с переменны
ми коэффициентами. Заслуживает внимания попеременно-треугольный 
итерационный метод в форме

В = (D + L ) D ~ 1 (D + L*). (3.59)
Если в качестве D взять 0D , где О — постоянная, a D — диагональ
ная часть А , то выбор переобуславливателя в форме (3.59) эквивалентен 
ранее рассмотренному выбору. Конечно, если D Ф 0D , то эквивалентно
сти между этими вариантами попеременно-треугольного итерационного 
метода уже нет.

3.4. Программная реализация 
и примеры расчетов

Рассматривается модельная задача Дирихле в прямоугольнике для са
мосопряженного эллиптического уравнения второго порядка с перемен
ными коэффициентами. Для ее приближенного решения используется 
попеременно-треугольный итерационный метод приближенной факто
ризации. Представлена программа и приведены результаты расчетов.

3.4.1. Постановка задачи и разностная схема
В прямоугольнике

П =  {х | х =  (х\, Ж2 ), 0  < x a < lQ, а =  1 , 2 } 
решается задача Дирихле для эллиптического уравнения второго порядка:

(3.60)
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и(х) = р(х)у х Е д£1. (3.61)
Будем считать, что

к(х) ^  к > 0 , q(x) ^  О, х Е О .

В П введем равномерную по каждому направлению сетку с шагами 
ha , а  =  1,2. Определим множество внутренних узлов сетки

а; =  { х | х  =  (жьЖ2), xa = iQhQ, iQ =  1,2, . . .  ,ЛГа - \ yNaha = lay а = 1 , 2 }

и пусть да; — множество граничных узлов.
Дифференциальной задаче (3.60), (3.61) поставим в соответствие 

разностную задачу

-  (л{1)Ух, ) Х 1  -  (а(2 )Ух2 ) Х 2  + с(\)у =  <р(х), х € О), (3.62)

у(х) = у(х), х € дш. (3.63)
Коэффициенты и правая часть в (3.62) определяются по простейшим 
формулам

а^(х ) =  к(х[ -  0y5h\yX2), а̂ 2 \ х )  =  к(х\у -  0,5/^),

с(х) =  q(x), <р(х) = /(х ), х € ш.
При необходимости используются более сложные выражения.

3.4.2. Подпрограмма для решения 
сеточных уравнений

Мы начнем с краткого описания подпрограммы SBAND5, которая 
предназначена для решения системы линейных уравнений с симме
тричной пятидиагональной матрицей. Эта подпрограмма и ее описание 
подготовлены М. М. Макаровым

Назначение подпрограммы. Подпрограмма SBAND5 предназначена для 
приближенного решения системы линейных уравнений с невырожден
ной симметричной матрицей специального вида: ненулевые элементы 
матрицы содержатся лишь на пяти ее диагоналях: главной, двух соседних 
с главной и двух удаленных, расположенных симметрично относительно 
главной диагонали. Матрица указанного вида является частным случаем 
ленточной симметричной матрицы (нижняя полуширина ленты равна 
верхней полуширине и равна расстоянию между главной и любой из уда
ленных диагоналями).

 ̂ Более ранняя версия подпрограммы (S0LVE1) описана в книге Samarskii Л .  А , 
Vabishchevich Р.  N. Computational Heat Transfer. Vol 2. The Finite Difference Methodology 
Chichester, Wiley, 1995.
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Краткие сведения о методе решения. В подпрограмме SBAND5 реализован 
неявный итерационный метод сопряженных градиентов. Итерационная 
схема строится из условия минимизации погрешности k -го приближения 
в энергетической норме при линейном уточнении итерационного прибли
жения на вектор коррекции из подпространства Крылова размерности к. 
Для определения вектора коррекции и последующего итерационного 
уточнения на каждой итерации вычисляются два итерационных параме
тра, которые выражаются через скалярные произведения итерационных 
векторов. Метод является неявным в том смысле, что на каждой итерации 
необходимо решить систему линейных уравнений с матрицей (называ
емой переобуславливателем), близкой в некотором смысле к исходной 
матрице системы и фактически по ней построенной. В силу специального 
выбора переобуславливателя, в подпрограмме реализован алгоритм, не со
держащий операции умножения исходной матрицы на вектор (которая, 
вообще говоря, выполняется в неявных методах наряду с обращени
ем матрицы-переобуславливателя). Для симметричных и положительно 
определенных матриц системы и переобуславливателя метод сходится 
в энергетическом пространстве.

Алгебраическая формулировка задачи и сеточная интерпретация. Для пя
тидиагональной симметричной матрицы А размера n х п введем обозна
чения:

АО — элементы главной диагонали, упорядоченные по возрастанию 
строчного индекса;

A1R — элементы правой диагонали, соседней с главной, взятые с обрат
ным знаком;

A2R — элементы правой удаленной диагонали с обратным знаком. 
Приняв соглашение, что в записи уравнений системы

Ay = f
отсутствуют элементы диагоналей АО, AIR, A2R, выходящие за пределы 
матрицы, и компоненты вектора у, на которые они умножаются, каждое 
уравнение системы представим в виде

-A2Rj_/yJ-_/ -  klRj-\yj-\  +  kOjyj -  AIRjyj+l -  A 2R ^+/ =

j  = 1 , 2 , . . .  ,n,
где l — полуширина ленты матрицы.

Системы с подобными матрицами возникают, например, при ап
проксимации дифференциальных эллиптических уравнений в частных 
производных на пятиточечном шаблоне сетки в ортогональных системах 
координат. Если узлы сетки в объемлющем сеточном прямоугольнике 
упорядочены по горизонтальным линиям снизу вверх, а в каждой ли
нии — слева направо, то при числе узлов на каждой линии I элементы
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-A2R;-/, -AlRj_i ,  А0;-, -A lfy  и -A2Rj суть коэффициенты разностного 
уравнения j -го узла при компонентах сеточной функции соответственно 
в нижнем, левом, центральном, правом и верхнем узлах пятиточечного 
шаблона.

Замечание 1. Расчетная область не обязательно должна быть прямо
угольником в соответствующей системе координат, однако для использо
вания подпрограммы SBAND5 при написании разностной схемы в объем
лющем сеточном прямоугольнике во всех фиктивных узлах должны быть 
заданы сеточные уравнения со значениями коэффициентов

k O j  = 1, k l R j  = k 2 R j  =0,

а в качестве соответствующих компонент начальною приближения и пра
вой части должны быть переданы нулевые значения.

Замечание 2. При интерпретации уравнений системы как сеточных ка
жется естественным, что в узлах сетки на границе сеточного прямо
угольника некоторые коэффициенты должны быть нулевыми: например, 
коэффициенты A1R; в узлах на правой границе. Именно по причине 
такой «естественности» настоящее примечание обращает внимание поль
зователей на то, что подпрограмма SBAND5 не заносит нули ни в какие 
элементы входного массива коэффициентов, если они соответствуют эле
ментам диагоналей, не выходящим за пределы матрицы. В соответствии 
с принятой в SBAND5 структурой данных, во входном массиве могут 
присутствовать элементы диагоналей вне пределов матрицы. Такое до
пущение упрощает процесс задания входной информации, поскольку 
позволяет считать все узлы сетки внутренними и все диагонали имею
щими одинаковую длину. В эти «лишние» компоненты диагоналей могут 
быть занесены любые значения, так как в SBAND5 они обнуляются.

Замечание 3. Все элементы матрицы вне главной диагонали переда
ются в подпрограмму SBAND5 с обратным знаком, при этом элементы 
на главной диагонали должны быть положительными.

Описание параметров подпрограммы. Заголовок подпрограммы SBAND5 
имеет вид:

SUBROUTINE SBAND5 ( N, L , A, Y, F , EPSR, EPSA )
IM PLIC IT REAL*8 ( А -Н , 0 -Z  )
DIMENSION А( 1 ) ,  Y (N ) , F(N)
COMMON /  SB5 /  IDEFAULT, H R , I2 R , IFREE 
COMMON /  CONTROL /  IREPT, NITER

Формальные параметры подпрограммы SBAND5:
N — число уравнений системы, N > 2;
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L — полуширина ленты, 1 < L < N (полуширина ленты определяется 
для ленточной матрицы симметричной структуры как макси
мальное число элементов в строках матрицы между элементом 
на главной диагонали и наиболее удаленным от нее ненулевым 
элементом, включая последний и исключая первый);

А — массив, который на входе должен содержать коэффициенты АО, 
AIR, A2R, и который должен иметь достаточную длину для разме
щения в нем векторов, вычисляемых и хранимых на итерациях 
(о способах задания входной информации и об оценках требуе
мой длины см. ниже);

Y — массив длины не менее N, содержащий на входе в первых N 
компонентах начальное приближение, а на выходе на его месте — 
итоговое итерационное приближение;

F — массив длины не менее N, содержащий на входе в первых N 
компонентах вектор правой части системы;

EPSR — требуемая относительная точность итерационного приближения 
к решению, используется в SBAND5 в критерии окончания ите
рационного процесса с использованием отношения значений 
некоторой нормы начальной и текущей погрешностей;

EPSA — требуемая абсолютная точность итерационного приближения 
к решению, используется в критерии окончания итерационного 
процесса с использованием значения некоторой нормы текущей 
погрешности.

Все параметры являются входными. Параметр Y является также 
и выходным. Значения N, L, EPSR, EPSA на выходе не изменяются, 
а значения А и F на выходе не определены.

Параметры общего блока /  SB5 /  подпрограммы SBAND5:
IDEFAULT — входной параметр, сообщающий признак необходимости 

анализа остальных значений общего блока /  SB5 /: при 
нулевом значении все оставшиеся параметры общего блока 
можно не задавать, так как их значения будут игнорированы 
в подпрограмме SBAND5, при любом другом значении все 
параметры общего блока должны быть заданы;

I1R — указатель расположения коэффициентов A1R в массиве А 
(описание дано ниже);

I2R — указатель расположения коэффициентов A2R в массиве А;

IFREE — указатель расположения свободного участка в массиве А.
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Параметры общего блока /  SB5 /  описывают способ задания ко
эффициентов системы во входном массиве А. Задание IDEFAULT = О 
указывает на то, что порядок расположения коэффициентов в массиве 
соответствует принятому в подпрограмме SBAND5. В ином случае, рас
положение коэффициентов должно быть описано параметрами общего 
блока /  SB5 /.

Параметры общего блока /  CONTROL /  подпрограммы SBAND5:
IREPT — признак необходимости выполнить действия, которые преду

смотрены в случае первого обращения к подпрограмме SBAND5 
с данной матрицей;
пользователь должен задать значение IREPT = 0 при первом 
обращении с данной матрицей, при этом в подпрограмме 
SBAND5 присваивается значение IREPT = 1; 
для решения системы с той же матрицей, но иной правой 
частью пользователь должен обратиться к SBAND5, задав новые 
значения Y, F и сохранив значение А;

NITER — на выходе число итераций.

Описание структур данных и оценка требуемой памяти. Организация 
структуры данных в подпрограмме SBAND5 подчинена концепции «сквоз
ного» программирования всех операций, включающих действия с матри
цами и векторами. Эта концепция заключается в возможности програм
мирования любой операции в одном цикле, без специального рассмотре
ния компонент векторов и матриц, соответствующих «неполным» строкам 
матрицы (в нашем случае, L первым и L последним строкам, в которых, 
в свою очередь, специального рассмотрения могли бы потребовать первая 
и последняя строки). В интерпретации разностных уравнений на сетке 
это означает рассмотрение всех узлов сетки как внутренних. Применение 
такой концепции делает сжатым и наглядным код программы, в ко
тором каждому циклу соответствует линейная или матричная операция 
численного алгоритма.

При изложении порядка задания коэффициентов во входном масси
ве А будет указано, в какие компоненты подпрограмма SBAND5 заносит 
нулевые значения. Использование общего блока /  SB5 /  предоставляет 
пользователю определенную свободу в задании коэффициентов. Необхо
димо, чтобы коэффициенты были занесены подиагонально при одном 
и том же способе упорядочения. Необходимо обеспечить также, что
бы при занесении нулей подпрограмма не изменила значений других 
диагоналей в пределах матрицы.

Задав на входе IDEFAULT = 0, пользователь может не задавать осталь
ные значения общего блока /  SB5 /.  В этом случае массив А должен 
содержать на входе в первых 3*N компонентах следующие значения:
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A ( I ) , I = 1 , 2 , ,N — коэффициенты АО;
A (I1 R+I) ,  HR = N, I = 1,2, . . .  ,N-1 — коэффициенты A1R в пределах 

матрицы, выполняется присваивание A(I1R+N) = 0;
A(I2R+I),  I2R = 2*N, I = 1,2, . . .  ,N-L — коэффициенты A2R в пределах 

матрицы, выполняется присваивание A(I2R+I) = 0,  I = N-L+1, 
N-L+2,... ,N.
Коэффициенты АО всегда должны находиться в первых компонен

тах массива А. Коэффициенты остальных диагоналей могут быть заданы 
в любых компонентах массива А. В этом случае необходимо при обра
щении задать IDEFAULT равным ненулевому значению, задать значения 
указателей HR, I2R, а также значение указателя IFREE такое, что 3*N+2*L 
компонент массива А, начиная с (IFREE+l)-oft, считаются свободными 
и могут быть использованы в подпрограмме SBAND5 для хранения итера
ционных векторов.
Замечание 4. При задании указателя IFREE не приведет к ошибке рас
пределение памяти такое, что в компоненты матрицы за IFREE-ой ком
понентой будут занесены нулевые значения (например, если диагональ 
A2R расположена последней и задано значение IFREE = I2R+N-L).

Минимально необходимая длина массива А оценивается следующим 
образом. При использовании схемы расположения коэффициентов, при
нятой в подпрограмме SBAND5, длина должна быть не менее 6 *N+L. 
При других схемах расположения коэффициентов необходимо 3*N+2*1 
компонент вслед за компонентами, занятыми коэффициентами.

Пример использования подпрограммы SBAND5. В программе EXSB5 зада
ются коэффициенты матрицы системы размера 1 0  х 1 0  с полушириной 
ленты равной 5, нулевое начальное приближение и правая часть системы. 
Производится обращение к подпрограмме SBAND5 для решения систе
мы и полученное приближенное решение выводится на печать (вместе 
с протоколом итерационного процесса — указанием достигнутой отно
сительной точности на текущей итерации).

PROGRAM EXSB5 
С
С EXSB5 -  ПРИМЕР ОБРАЩЕНИЯ К ПОДПРОГРАММЕ SBAND5 
С

IM PLICIT REAL*8 ( А-Н, 0 -Z  )
С
С МАТРИЦА СИСТЕМЫ, ВЕКТОРЫ РЕШЕНИЯ И ПРАВОЙ ЧАСТИ ИМЕЮТ ВИД: 
С
С ( 6 -1 -2 ) ( 1 ) ( -8 )с ( -1 6 -1 -2 ) ( 2 ) ( -6 )
с ( -1 6 -1 -2 ) ( 3 ) ( -4 )с ( -1 6 -1 -2 ) ( 4 ) ( -2 )
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( -1  6 -1 -2  ) ( 5 ) ( 0 )
( “ 2 -1 6 -1 ) *  ( 6 ) == ( 22 )
( -2 -1 6 -1 ) ( 7 ) ( 24 )
( -2 -1 6 -1 ) ( 8 ) ( 26 )
( -2 -1 6 -1  ) ( 9 ) ( 28 )
( -2 -1 6 ) ( 10 ) ( 41 )

PARAMETER ( N = 10, L = 5 )
DIMENSION A (6 *N + L ), Y (N ) , F(N)
COMMON /  SB5 /  IDEFAULTC4)
COMMON /  CONTROL /  IREPT, NITER

ЗАДАНИЕ ДИАГОНАЛЕЙ МАТРИЦЫ, НУЛЕВОГО НАЧАЛЬНОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ 
И ПРАВОЙ ЧАСТИ СИСТЕМЫ:

IDEFAULT(l) = О 
IREPT = О
DO 1 I = 1, 10 

А(I ) = 6 .DO
A(N+I) = 1.D0
A(2*N+I) = 2.DO
Y(I) = 0.DO

1 CONTINUE
F(1) = -8.DO 
F(2) = -6.DO 
F(3) = -4.DO 
F(4) = -2.DO 
F(5) = 0.D0
F(6) = 22.DO 
F(7) = 24.DO 
F(8) = 26.DO 
F(9) = 28.DO 
F(10) = 41.DO

ОБРАЩЕНИЕ К ПОДПРОГРАММЕ SBAND5 ДЛЯ РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ:

EPSR = 1 .D -6  
EPSA = 1 .D -7
CALL SBAND5 ( N , L , A, Y, F , EPSR, EPSA )

ПЕЧАТЬ ВЕКТОРА РЕШЕНИЯ:

WRITE (0 6 , *  ) ’ S O L U T I O N : ’
DO 2 I  = 1, 10

WRITE (0 6 , * ) Y ( I )
2 CONTINUE 

END
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Приведем полный текст подпрограммы SBAND5.

с

с

с

с

с

с

с

с

с

с

с

Подпрограмма SBAND5
SUBROUTINE SBAND5 ( N, L , A, Y, F, EPSR, EPSA )

IM PLICIT REAL*8 ( А-Н, 0 -Z  )
DIMENSION А( 1 ) ,  Y (N ) , F(N)

COMMON /  SB5 /  IDEFAULT,
*  H R , I2 R ,
*  IFREE

COMMON /  CONTROL /  IREPT, NITER

IF  ( IDEFAULT .EQ. О ) THEN 
I1R = N 
I2R  = 2*N 
IG = 3*N

ELSE IF  ( IDEFAULT .NE. О ) THEN 
IG = IFREE + L 

END IF

IT  = IG + N 
IT L  = IT  + L 
IQ = IT L  + N

IF  ( IREPT .EQ. О ) THEN

ACIIR+N) = O.DO 
DO 9 J = 1, L

A (I2R +J+N -L) = O.DO 
A (IT + J ) = O.DO

9 CONTINUE

DO 10 J = 1, N
G = A( J ) -  A ( I1 R + J -1 )* A ( IT L + J -1 )

*  -  A ( I2 R + J -L )* A ( IT L + J -L )
G = 1 .DO /  G
ACIG+J) = DSQRT(G)
A (IT L + J ) = G *(A (I1 R + J) + A (I2R + J) )

10 CONTINUE

DO 20 J = 1 , N
A (J ) = A (IG + J )*A (J )*A (IG + J ) -  2 . DO
A U 1R +J) = A (IG + J )*A (I1 R + J )*A (IG + J + 1 )
ACI2R+J) = A (IG + J )*A (I2 R + J )*A (IG + J + L )

20 CONTINUE

IREPT = 1

C
END IF
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DO 30 J = N, 1, -1
A U T L+ J) = Y (J ) /  ACIG+J)
Y (J ) = A (IT L + J ) -  A (I1 R + J )*A (IT L + J + 1 ) -  A (I2 R + J )*A (IT L + J + L )
A C ITL+J-L) = 0 .DO 

30 CONTINUE 
C

RRO = O.DO 
DO 40 J = 1 ,N 

G = ACITL+J)
A U T L+ J) = F (J )* A ( IG + J ) -  A (J )*G  -  Y (J )

*  + A (U R + J -1 ) *A ( IT L + J -1 )  + A (I2 R + J -L ) *A ( IT L + J -L )
F (J )  = A (IT L + J ) -  G
RRO = RRO + F ( J ) * F ( J )

40 CONTINUE 
C

NIT = 0 
EPSNIT = l.D O  
RR = RRO 

C
50 CONTINUE 

C
IF  ( EPSNIT .GE. EPSR .AND. RR .GE. EPSA ) THEN 

C
IF  ( NIT .EQ. 0 ) THEN 

RRI = l.D O  /  RR 
DO 60 J = N, 1, -1  

ACIQ+J) = F (J )
A (IT L + J ) = ACIQ+J) + A ( I1 R + J )* A( IT L + J + l) + A (I2 R + J )*A (IT L + J + L ) 
A C ITL+J-L) = O.DO

60 CONTINUE
ELSE IF  C NIT .GE. 1 ) THEN 

BK = RR*RRI 
RRI *  l.D O  /  RR 
DO 61 J = N, 1, -1

ACIQ+J) = FCJ) + BK*ACIQ+J)
ACITL+J) = ACIQ+J) + A U 1R +J)*A C IT L+J+1) + ACI2R+J)*ACITL+J+L) 
AC ITL+J-L) = O.DO

61 CONTINUE 
END IF

C
TQ = O.DO 
DO 70 J = 1 , N 

G = ACITL+J)
ACITL+J) = ACIQ+J) + ACJ)*G + A C U R + J-1 )*A C IT L+ J-1 )

*  + A C I2 R + J-L )*A U T L + J-L )
ACIT+J) = G + ACITL+J)
TQ = TQ + AC IT+J)*AC IQ +J)

70 CONTINUE 
C

AK = RR /  TQ 
C

RR = O.DO 
C
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DO 80 J = 1 ,N
Y (J ) = Y (J ) + AK*A(IQ +J)
F (J )  = F (J )  -  A K *A (IT +J)
RR = RR + F ( J ) * F (J )

80 CONTINUE 
C

NIT = NIT + 1 
EPSNIT = DSQRTCRR/RRO )

C
GO TO 50 

C
END IF  

C
DO 90 J = N, 1, -1

A U T L+J) = Y ( J) + A (I1 R + J )*A (IT L + J + 1 ) + A (I2 R + J )*A (IT L + J + L ) 
Y (J ) = A (IG + J )*A (IT L + J )

90 CONTINUE 
NITER = NIT 

C
RETURN
END

3.4.3. Программа

Для приближенного решения краевой задачи (3.60), (3.61) использу
ется следующая программа.

Программа PR0BLEM2 

с
С PR0BLEM2 -  КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ
С С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ С

IM PLICIT REAL*8 ( А-Н, 0-Z  )
С

PARAMETER ( N1 = 101, N2 = 101 )
С

DIMENSION A (7 *N 1 *N 2 ), Y (N 1 ,N 2 ), F (N 1 ,N 2 ),
*  B L (N 2 ), BR (N 2), B B (N 1), BT(N1)

COMMON /  SB5 /  IDEFAULTC4)
COMMON /  CONTROL /  IREPT, NITER

ДЛИНА МАССИВА А ДОЛЖНА БЫТЬ ДОСТАТОЧНОЙ ДЛЯ 
РАЗМЕЩЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ СИММЕТРИЧНОЙ МАТРИЦЫ 
РАЗНОСТНОЙ ЗАДАЧИ, ЗАДАННОЙ ГЛАВНОЙ АО,
СОСЕДНЕЙ ВЕРХНЕЙ А1 И УДАЛЕННОЙ ВЕРХНЕЙ А2 
ДИАГОНАЛЯМИ, ВЕКТОРОВ РЕШЕНИЯ Y И ПРАВОЙ 
ЧАСТИ F, А ТАКЖЕ ВЕКТОРОВ, УЧАСТВУЮЩИХ В 
ИТЕРАЦИОННОМ АЛГОРИТМЕ РЕШЕНИЯ РАЗНОСТНОГО 
УРАВНЕНИЯ (СМ. ПОДПРОГРАММУ SBAND5 ) .



о
 о

 о
 о

 о
 

о
 о

 о
 о

 о
3.4. Программная реализация и примеры расчетов 95

С
л

ВВОД ДАННЫХ ЗАДАЧИ:

С X1L, X2L -  КООРДИНАТЫ ЛЕВОГО НИЖНЕГО УГЛА
с РАСЧЕТНОЙ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ОБЛАСТИ;
с X1R, X2R -  КООРДИНАТЫ ПРАВОГО ВЕРХНЕГО УГЛА;
с X1D, X2D -  КООРДИНАТЫ ПРАВОГО ВЕРХНЕГО УГЛА
с ПОДОБЛАСТИ D2;
с N1, N2 -  ЧИСЛО УЗЛОВ СЕТКИ ПО СООТВЕТСТВУЮЩИМ
с НАПРАВЛЕНИЯМ;
с EPSR -  ТРЕБУЕМАЯ ОТНОСИТЕЛЬНАЯ ТОЧНОСТЬ ИТЕРАЦИОННОГО
с ПРИБЛИЖЕНИЯ К РЕШЕНИЮ;
с EPSA -  ТРЕБУЕМАЯ АБСОЛЮТНАЯ ТОЧНОСТЬ ИТЕРАЦИОННОГО
с
с

ПРИБЛИЖЕНИЯ К РЕШЕНИЮ.

X1L = О.DO 
X1R = 1.DO 
X2L = O.DO 
X2R = 1.DO 
EPSR = 1 .D -6  
EPSA = O.DO 

С
N = N1*N2 
DO I  = 1, 7*N 

A ( I )  = O.DO 
END DO 

C
С ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ 
С

DO J = 1 , N2 
B L (J ) = O.DO 
BR(J) = O.DO 

END DO
DO I  = 1, N1 

B B ( I)  = O.DO 
B T ( I )  = O.DO 

END DO

В ПОДПРОГРАММЕ FDS_EL ОПРЕДЕЛЯЮТСЯ ЦЕНТРАЛЬНЫЙ АО,
ПРАВЫЙ А1 И ВЕРХНИЙ А2 КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ 
СХЕМЫ НА ПЯТИТОЧЕЧНОМ ШАБЛОНЕ И ПРАВАЯ ЧАСТЬ F.

CALL FDS_EL ( X1L, X1R, X2L, X2R, N1, N2, BL, BR, BB, ВТ, 
*  H I,  H2, A( 1 ) ,  A (N +1), A (2 *N + 1 ), F )

В ПОДПРОГРАММЕ SBAND5 НАХОДИТСЯ РЕШЕНИЕ РАЗНОСТНОЙ 
ЗАДАЧИ ИТЕРАЦИОННЫМ ПОПЕРЕМЕННО-ТРЕУГОЛЬНЫМ МЕТОДОМ 
ПРИБЛИЖЕННОЙ ФАКТОРИЗАЦИИ -  СОПРЯЖЕННЫХ ГРАДИЕНТОВ.

ID EFAU LT(l) = О 
IREPT = О

С

С НАЧАЛЬНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ 
С
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DO I  = 1, N1 
DO J = 1 , N2 

Y ( I , J ) = О.DO 
END DO 

END DO
CALL SBAND5 ( N, N1, A, Y, F , EPSR, EPSA )

C
OPEN ( 01 , FILE  = ’ RESULT.DAT’ )
WRITE ( 01 , *  ) NITER
WRITE ( 01 , *  ) ( ( Y ( I , J ) ,1 = 1 ,N 1 ) ,J = 1 ,N2)
CLOSE ( 01 )

C
STOP
END

Среди ее основных составляющих выделим подпрограмму FDS_EL 
для задания коэффициентов сеточной задачи.

SUBROUTINE FDS.EL ( X1L, X1R, X2L, X2R, N1, N2, BL, BR, ВВ, ВТ, 
*  H I,  Н2, АО, A l,  А2, F )

ФОРМИРОВАНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ 
ДЛЯ РЕШЕНИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ 
ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ

С
С
С
С
С
С
С
С
с
с
с
с
с
с
с
с
с
с
с
с
с
с
с

IM PLICIT REAL*8 (А -Н , 0 -Z  )
DIMENSION АО(N1,N2), A1(N1,N2), A2(N1,N2), F(N1,N2), 
* BL(N2), BR(N2), BB(N1), BT(N1)

ПАРАМЕТРЫ ЗАДАЧИ

НА ВХОДЕ:

X1L, X1R
X2L, X2R
N1, N2
BL(N2)
BR(N2)
BB(N1)
BT(N1)

ЛЕВЫЙ И ПРАВЫЙ КОНЕЦ ОТРЕЗКА (ПЕРВАЯ ПЕРЕМЕННАЯ); 
ЛЕВЫЙ И ПРАВЫЙ КОНЕЦ ОТРЕЗКА (ВТОРАЯ ПЕРЕМЕННАЯ); 
ЧИСЛО УЗЛОВ ПО ПЕРВОЙ И ВТОРОЙ ПЕРЕМЕННОЙ;
ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ НА ЛЕВОЙ ГРАНИЦЕ (ПРИ X I = X 1 L ); 
ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ НА ПРАВОЙ ГРАНИЦЕ (ПРИ X I = X1R L); 
ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ НА НИЖНЕЙ ГРАНИЦЕ (ПРИ Х2 = X 2 L ); 
ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ НА ВЕРХНЕЙ ГРАНИЦЕ (ПРИ Х2 = X2R L).

НА ВЫХОДЕ:

H I, Н2 -  ШАГИ РАВНОМЕРНОЙ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ СЕТКИ;
АО, A l , А2 -  КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ

(НА ПЯТИТОЧЕЧНОМ ШАБЛОНЕ С УЧЕТОМ СИММЕТРИИ); 
F -  ПРАВАЯ ЧАСТЬ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ.

ЗАМЕЧАНИЯ:

КОЭФФИЦИЕНТЫ И ПРАВАЯ ЧАСТЬ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ЗАДАЮТСЯ



О
О

О
 

О
О

О
 

О
О

О
3.4. Программная реализация и примеры расчетов 97

ПОДПРОГРАММАМИ-ФУНКЦИЯМИ АК, AQ, AF

Н1
Н2
Н12
Н21
НН

(X1R-X1L) 
(X2R-X2L) 
HI / Н2 
Н2 / Н1 
HI * Н2

(N1 - 
(N2 -

ВНУТРЕННИЕ УЗЛЫ

DO J = 2, N2 - 1 
Х2 = X2L + (J-1)*H2 
DO I = 2, N1 - 1
XI = X1L + (I - 1)*H1
A1(I - 1,J) = H21*AK(X1 - 0.5D0*H1,X2)
A1(I,J) = H21*AK(Xl+0.5D0*H1,X2)
A2(I,J-l) = H12*AK(X1,X2 - 0.5D0*H2)
A2(I,J) = H12*AK(X1,X2+0.5D0*H2)
AO(I.J) = A K I  - l.J) + A1(I,J) + A2(I,J-l) + A2(I,J) 

* + HH*AQ(X1,X2)
F(I,J) = HH*AF(X1,X2)

END DO 
END DO

ЛЕВАЯ И ПРАВАЯ ГРАНИЦЫ: КРАЕВОЕ УСЛОВИЕ ПЕРВОГО РОДА

DO J = 2, N2 - 1 
А1(1,J) = 0.D0 
А2(1,J) = О.DO 
АО(1,J) = 1.DO 
F(1,J) = BL(J)
A1(N1 - 1,J) = 0.DO 
A2(N1,J) = O.DO 
AO(Nl,J) = 1.DO 
F(N1,J) = BR(J)

END DO

НИЖНЯЯ И ВЕРХНЯЯ ГРАНИЦЫ: КРАЕВОЕ УСЛОВИЕ ПЕРВОГО РОДА

DO I  = 2 , 
A l ( I . l )  
A 2 ( I ,1 ) 
АО( 1 ,1 ) 

F ( I ,1 )

N1 -  1 
= O.DO 
= O.DO 
= 1 .DO 
= B B ( I)  

A 1 ( I , N2) = O.DO 
A 2 (I,N 2  - 1) = O.DO 
A 0 ( I ,N2) = 1.DO 

F ( I ,N 2 )  = B T ( I )
END DO

ЛЕВЫЙ НИЖНИЙ УГОЛ 

А1(1,1) = O.DO
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А 2 (1 ,1 ) = О.DO 
АО(1 ,1 )  = 1 .DO

F ( 1 ,1 )  = 0 .5 D 0 *(B L (1 ) + В В (1 ))

ЛЕВЫЙ ВЕРХНИЙ УГОЛ

А 1 (1 ,N2) = О.DO 
АО( 1 ,N2) = 1 .DO

F (1 ,N 2 ) = 0 .5 D 0*(B L (N 2) + B T (1 ))

ПРАВЫЙ НИЖНИЙ УГОЛ

A2(N 1,1 ) = 0.D0 
АО(N 1,1 ) = 1 .DO

F (N 1 ,1 ) = 0 .5D 0*(BB (N 1) + B R (1 )) 

ПРАВЫЙ ВЕРХНИЙ УГОЛ 

A0(N1,N2) = 1 .DO
F(N 1,N 2) = 0 .5D 0*(B T (N 1) + BR (N 2))

RETURN
END

DOUBLE PRECISION FUNCTION AK ( X I ,  X2 ) 
IM PLICIT REAL*8 (A -H , 0 -Z  )

КОЭФФИЦИЕНТ ПРИ СТАРШИХ ПРОИЗВОДНЫХ

AK = 1 .DO
IF  (X I .LE . 0.5D0.AND. X2 .LE . 0.5D0 ) AK = 1 0 .DO

RETURN
END

DOUBLE PRECISION FUNCTION AQ (X I ,  X2 ) 
IM PLICIT REAL*8 (A -H , 0 -Z  )

КОЭФФИЦИЕНТ ПРИ МЛАДШИХ ЧЛЕНАХ УРАВНЕНИЯ

AQ = О.DO
IF (XI .LE. О.5D0.AND. Х2 .LE. 0.5D0 ) AK = O.DO 

C
RETURN
END

DOUBLE PRECISION FUNCTION AF (X I ,  X2 ) 
IM PLIC IT REAL*8 (A -H , 0 -Z  )

C
С ПРАВАЯ ЧАСТЬ УРАВНЕНИЯ
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с
AF = 1 .DO
IF  (X I .LE . 0.5D0.AND. Х2 .LE . 0.5D0 ) AF = 0.D0 

C
RETURN
END

В данном примере рассматривается задача для эллиптического урав
нения с кусочно-постоянными коэффициентами.

3.4.4. Результаты расчетов
Приведем некоторые данные экспериментов по численному ре

шению модельной краевой задачи. Рассматриваемая задача моделирует 
процессы в кусочно-однородной среде, когда коэффициенты уравнения 
постоянны в отдельных подобластях. В расчетной области П выделен 
прямоугольник Oi (см. рис. 3.3). Краевая задача (3.60), (3.61) решается 
в условиях, когда

fc(x),g(x),/(x) = { KU9U{'
х G
x G tl2.

Приведенный выше листинг 
программы соответствует базовому 
варианту, когда

h =  1,25, J2 =  l,
51 =  0,5, 5 2 =  0,5,
К\ =  1, =  10,
q\ = 0 , q2 =  0,
/ i  =  l, /2 =  0,

а граничные условия однородны 
(р(х) =  0).

Первый вопрос, который нас 
интересует, касается эффективно
сти используемого вычислительного алгоритма. Речь идет, прежде всего, 
о скорости сходимости итерационного метода, о сходимости прибли
женного решения к точному. В табл. 3.1 представлены результаты рас
четов на последовательности сгущающихся сеток от N  = N\ = N2 ~ 25 
до N  = 400. Здесь п — число итераций (выход по достижению относи
тельной точности е =  10~6), a t/max — максимальное значение прибли
женного решения.

Для задачи с переменными коэффициентами выдерживается зависи
мость n =  0 ( N l/1) y которая характерна для наиболее быстрых итераци-
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Таблица 3.1
Расчеты на последовательности сеток

N 25 50 100 200 400

n 17 22 32 47 69

У max 0,06161 0,06240 0,06266 0,06278 0,06284

онных методов. Для рассматриваемой задачи с разрывными коэффици
ентами мы не можем рассчитывать на сходимость разностного решения 
со скоростью (Л2), которая имеет место в задачах с гладкими решениями. 
Реально достигаемую скорость сходимости отчасти иллюстрируют данные 
по максимальному значению приближенного решения.

На рис. 3.4 представлено приближенное решение задачи для базового 
варианта. Интересно проследить влияние отношения коэффициентов 
К2 /к \. Зафиксируем К\ =  I и будем менять К2 . Два случая (относительно 
большого и малого коэффициента кг) представлены на рис. 3.5, 3.6.

Использование больших (малых) коэффициентов при старших про
изводных соответствует применению метода фиктивных областей. При 
больших коэффициентах (см. рис. 3.5) на границе нерегулярной обла
сти реализуются однородные граничные условия Дирихле. Второй

Рис. 3.4. Решение задачи на сетке N  = N\ =  N2 = 100
0.00 1.25
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Рис. 3.5. Решение задачи с к2 =  100

1.00

0.75

0.50

0.25

0.00
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Рис. 3.6. Решение задачи с к2 =  0,01
1.25
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предельный случай (малый коэффициент к2) дает приближенные одно
родные граничные условия Неймана (рис. 3.6).

3.5. Задачи и упражнения

3.1. В нерегулярной области П рассматривается краевая задача 
2

-  £  + «(х )“  = /(*)> х  € (3-64)

w(x) =  /с(х), х G dQ (3.65)
при

k(x) ^  ас > 0, q(x) ^ 0 ,  xGO.
В методе фиктивных областей расчетная область П погружается в об
ласть По- Вместо приближенного решения задачи (3.64), (3.65) рассма
тривается краевая задача

2 Q / $11 \
-  faT  +  ъ(*)и‘ = /*(*)> х € (3-66)

ие(х) =  0, х 6 #По. (3.67)
Рассмотрите вариант метода фиктивных областей с продолжением по 
старшим коэффициентам, когда

М х),?е(х),Д (х)
Г *(х),д (х),/(х), х е  П,

0, 0, х Е Hi =  По\П.

Покажите, что ||и£(х) -  и (х ) ||^ 1^  0 при е -» 0.

3.2. Рассмотрите вариант метода фиктивных областей с продолжением 
по младшим коэффициентам для приближенного решения задачи (3.64), 
(3.65), когда в (3.66), (3.67)

М х ),? е(х),Л(х)
*(х),д (х ),/(х ), хе П,
1, е 0, х Е Hi =  По\П.

3.3. Покажите, что разностная схема

h] +  h\ __
Ух|Х| ~ УхгХ2 |2  УХ1Х1Х2Х2 ^(х)> X € U7, 

у ( х )  =  ц(х), X е dw,
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в которой

»>(*) =  /(* ) +  J + ^ f x 2x2,

аппроксимирует краевую задачу (3.2), (3.3) с четвертым порядком.
3.4. Аппроксимируйте граничное условие третьего рода

du
-&(°> +  сг{х2)и(Ъ, x 2) =  p(x2),

которое задано на одной стороне прямоугольника П (на других участках 
границы — граничные условия первого рода) при численном решении 
уравнения (3.1).
3.5. Постройте разностную схему для решения краевой задачи (3.1), (3.3) 
с условиями сопряжения при Х\ =  х*:

и(х\ +  0, х 2) -  и(х\ -  0, х 2) =  0, 
du du

к дзГ^Х* + ° ’ Хг) ~ к дзГ^Х* ~ ° ’ *2̂  =  х ^ ‘
3.6. Рассмотрите аппроксимацию эллиптического уравнения второго по
рядка со смешанными производными

Д *  д (  д и \
- Е й ; ( % ) = «  1 € 0 '

в котором
=  kpa(\) ,  а, Р =  1, 2.

3.7. Уравнения Пуассона в круговом цилиндре при использовании ци
линдрических координат записывается в виде

1 д (  д ч \  1 д2и д2и
~ г д г \ Г д г )  ~  H V

Постройте разностную схему для этого уравнения с граничными услови
ями первого рода на поверхности кругового цилиндра.
3.8. Пусть разностная схема записывается в виде

причем

А ( \ ) у ( \ )  -  В(х, £)у(£) =  <р(х), х е ш ,
£ € W '( x )

А(х) >  0, В(х, О  >  0, £ € W '(x),

D(x) =  Л(х) -  ^ 2  В(х, £) > 0, х е ш .
<ен”(х)
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Покажите, что для решения задачи справедлива оценка

V’W
НУ(Х)||0; < D(x) С ш

3.9. Пусть в итерационном методе (метод переменных направлений)

г,Ук+1 Ук » » л 1В ------------+  Аук = <рч к =  0, 1, . . .

имеет место
А = А \+  Аъ А \А 2 -  А2А {у

причем

6aE  ^  Аа ^  А аЕ, Аа = А*а, 6а > 0, а  = 1 , 2 ,

а оператор В  представлен в факторизованном виде

В  =  (Е +  i/A\)(E  +  vAt).
Найдите оптимальное значение параметра v.
3.10. Для решения сеточной задачи

Ау = <р9 А = А* > 0

используется треугольный итерационный метод

/ тл , j \Ук+1 Ук а(D +  тА\)------------+  Аук =  <р,
т

где 2? — произвольный самосопряженный оператор, а

А = А\ +  Л2, -Ai =  А2.
Найдите оптимальное значение итерационного параметра г , когда апри
орная информация задана в виде

1 АSD ^  A, A {D~lA2 ^  —А.

3.11. Получите расчетную формулу

Ч+\ =
(Wk, Гк) wk =  в  'гк, Гк =  Аук -  <р

(Awk,w k) ’

для итерационного параметра в итерационном методе скорейшего спуска 
>Ук+\ ~ УкВ- + Аук = р у & =  0, 1 , . . . ,

П + ]

А =  А* > 0, В = В* > 0,
из условия минимума нормы погрешности в На на новой итерации.
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3.12. С использованием программы PR0BLEM2 проведите исследования 
зависимости скорости сходимости используемого итерационного процес
са от переменного коэффициента к(х) (в простейшем случае зависимость 
числа итераций от К2 ).
3.13. Проведите численные экспе
рименты с использованием про
граммы PR0BLEM2 по решению за
дачи Дирихле в ступенчатой обла
сти Q\ (рис. 3.3) на основе ис
пользования варианта метода фик
тивных областей с продолжением 
по младшим коэффициентам.
3.14. Модифицируйте программу 
РВ0ВЬЕМ2для решения третьей кра
евой задачи (граничные условия
(3.4)) для уравнения (3.60).

х 2

Рис. 3.7. К постановке 
видоизмененной задачи Дирихле3.15. Рассмотрите видоизменен

ную задачу Дирихле для уравне
ния (3.1) в двухсвязной области 
(рис. 3.7). На внешней границе задаются условия (3.1), а на внутрен
ней решение постоянно, но само оно определяется из дополнительного 
интегрального условия:

u(x) =  const, х е dfy ,

du
dn

dx =  0.
0П,

Используйте для приближенного решения метод фиктивных обла
стей, программную реализацию которого проведите с использованием
PR0BLEM2.



Глава 4

Краевые задачи
для параболических уравнений

В качестве типичной нестационарной задачи математической фи
зики рассматривается краевая задача для одномерного по про
странству параболического уравнения второго порядка. После 
аппроксимации по пространству приходим к задаче Коши для 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Аппрокси
мация по времени проводится, как правило, с использованием 
двух слоев по времени. Реже применяются трехслойные раз
ностные схемы. Основой теоретического исследования сходимо
сти разностных схем для нестационарных задач является теории 
устойчивости (корректности) операторно-разностных схем, рас
сматриваемых в гильбертовых пространствах сеточных функций. 
Приведены условия устойчивости двухслойных и трехслойных раз
ностных схем в различных условиях. Проведены численные экспе
рименты по приближенному решению модельной краевой задачи 
для одномерного параболического уравнения.

4.1. Разностные схемы

Строятся разностные схемы для модельного одномерного параболи
ческого уравнения второго порядка. Аппроксимация по времени прове
дена с использованием двух и трех временных слоев.

4.1.1. Краевые задачи

Рассматривается простейшая краевая задача для одномерного пара
болического уравнения. Расчетная область представляет собой прямо
угольник

QT =  П  х [О, Г ], П =  {ж | 0 <  ж < Z}, 0 ^  < Г.
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Решение определяется из уравнения

ди д (  . . ди \  t ч
s i  = a i \ k W a i )  + '><х<‘• 0 < t « T' <4 ')

когда коэффициент к зависит только от пространственной переменной, 
причем к(х) ^  а с  > 0 .

Рассматривается первая краевая задача (граничные условия предпо
лагаются однородными), когда уравнение (4.1) дополняется условиями

u(0, t) =  0, и(1, *) =  0, 0 < t < Г. (4.2)

Заданы также начальные условия:

и(х , 0) =  ад0(ж), 0 ^ х  ^1 . (4.3)

В более общей ситуации необходимо ориентироваться на исполь
зование граничных условий третьего рода. В этом случае вместо (4.2)
имеем

du
- к (0)— (0, t) + о \(t)u( 0, t) = ^  (t) , 

du
k(l)— (ly t) +  (T2(t)u(l, t) = fjL2(t), 0 < t < T.

(4.4)

Краевая задача (4.1)—(4.3) рассматривается как задача Коши для диф
ференциально-операторного уравнения первого порядка в гильбертовом 
пространстве % =  £г(^) для функций, заданных в области П =  (0,1) 
и обращающихся в нуль в граничных точках (на dQ). Для нормы и ска
лярного произведения использованы обозначения

(v,w) =  /  v(x)w(x) dx , 
n

||v||2 =  (v , V) -  J  у2(Х) dx-
Q

Определим оператор

5 (  d u \
A v =  - a i\ M x )d~x}’ 0 < x < ‘■ (45)

для функций, удовлетворяющих краевым условиям (4.2).
Краевая задача (4.1)-(4.3) записывается как задача нахождения 

u(t) е Я  из дифференциально-операторного уравнения

—  + Ли =  /(<), 0 < t ^ T ,
at

(4.6)
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дополненного начальным условием

Ц0) =  щ. (4.7)

Оператор А  является самосопряженным и положительно определен
ным в Я , т. е.

7Г2
А* = А  ^  тЕ, т  =  к — > 0. (4.8)

С учетом этого (см. доказательство теоремы 1.1) устанавливается следую
щая априорная оценка для решения задачи (4.6)—(4.8):

IM0II < exp { -m t}  ^lluoll +  J  exp {m 0}||/(0)|| de'j . (4.9)

Более грубая оценка с привлечением только лишь неотрицательности 
оператора А  получена ранее (в теореме 1.1) и имеет вид

t

N * ) I K I M  + J  \\m\\d$. (4.10)
о

Оценки (4.9), (4.10) выражают устойчивость решения задачи (4.6)- 
(4.8) по начальным данным и правой части. Такие основные свойства 
дифференциальной задачи должны наследоваться (передаваться) при пе
реходе к дискретной задаче.

4.1.2. Аппроксимация по пространству
Как обычно, обозначим через ш равномерную сетку с шагом h 

на интервале П =  [0,1]:

ш =  {х  | х = Xi =  ih 4 i =  0, l , . . . ,  N , N h — l}

и пусть ш — множество внутренних узлов, а дш — множество граничных 
узлов.

Во внутренних узлах дифференциальный оператор (4.5) аппрокси
мируем со вторым порядком разностным оператором

Ау — -{аух)х> х е ш ,  (4.11)

где, например, а(х) — к(х -  0,5К).
В сеточном гильбертовом пространстве Я  норму введем соотноше- 

нием У |  =  (у, у )'12, где

(у, w) = ^ 2  y(x)w(x)h.
х е ш
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На множестве функций, обращающихся в нуль на дш, для самосопря
женного оператора А при ограничениях к(х) ^  к > 0, верна оценка

А = А* ^  асЛоЕ, (4.12)

где
. 4 2 nh 8
A t = / ? sin

— минимальное собственное значение разностного оператора второй 
производной на равномерной сетке.

После аппроксимации по пространству задаче (4.6), (4.7) ставится 
в соответствие задача

dy
dt

+ Ay = f , х е ш , t>  о, (4.13)

у(х, 0) =  щ(х), х € ш .  (4.14)

В силу (4.12) для решения задачи (4.13), (4.14) имеет место оценка

||у(®, ОН < ехр {-кАоО ^||«о(*)|| +  J  ехр {кА0й}||/(а;) 0)|| йв^  , (4.15)

которая согласована с оценкой (4.9).

4.1.3. Аппроксимация по времени
Следующий шаг состоит в аппроксимации по времени при при

ближенном решении задачи Коши для системы обыкновенных диффе
ренциальных уравнений (4.13), (4.14). Определим равномерную сетку 
по времени

шт =  шт U { Г }  =  { t n =  пт, п =  0, 1 , . . .  ,JV0, t N q =  Т } .

Обозначим через А, В: Н  -> Я  линейные операторы в Я , зависящие, 
вообще говоря, от т, tn. Будем пользоваться безындексными обозначе
ниями теории разностных схем

У = Уп, У = Уп+ь У = Уп- ь

Vi =
У -У

>т yt у - у
т

В двухслойной разностной схеме при решении нестационарного урав
нения переход на новый временной слой t = tn+\ осуществляется с ис
пользованием решения уп на предыдущем временном слое.
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При использовании двухслойной схемы уравнение (4.13) аппрокси
мируется разностным уравнением

— ----— + А(<ту„+[ + (1 -  <т)уп) =  tpn,
т

в  =  0, 1, . . . ,ЛГ0 -  1,
(4.16)

где <т — числовой параметр (вес), который обычно удовлетворяет условию 
0 ^  <т ^  1. Для правой части можно, например, положить

4>п =  fffn+\ +  (1 -o )fn -  

Аппроксимация начального условия (4.14) дает

У о  = и0(х)у х £ и .  (4.17)

Схема (4.16) носит название схемы с весами.
Для погрешности аппроксимации первой производной по времени 

имеем
Уп+1 -  Уп

т
dv
М ( 0  +  0 ( 0 ,

где v — 2 при t* — t n + \ / 2  и v =  1 в других случаях. В силу этого разностное 
уравнение (4.16) аппроксимирует уравнение (4.13) со вторым порядком 
по времени, если a — 0,5, и с первым, если а Ф 0,5.

Приведем также трехслойную разностную схему с весами для уравне
ния (4.13), когда задействованы три слоя по времени (tn+\, tn и tn~\):

е Уп+Х_Уп + {1 _ е)Уп

+ Л(<Т|2/п+1 + (1 - <*\ ~ <тг)уп + <тгуп-\) =  <Рп, 
п =  1,2, . . . ,ЛГ0 -  1 .

(4.18)

Для правой части естественно использовать аппроксимации 

<Рп = 0\fn+\ +  (1 -<Т, -  <Т2)/„  +<Т2/п-1.

Расчеты по трехслойной схеме мы можем начать при известных у0
и У\ :

Уо = Щ> У \= щ - (4.19)
Для уо используется начальное условие (4.14), а для нахождения у\ 
привлекается двухслойная разностная схема. Например,
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В разностной схеме (4.18), (4.19) присутствует весовой параметр 0 
для аппроксимации производной по времени и два весовых параметра ст\ 
и сг2 для аппроксимации других членов уравнения. Приведем некото
рые типичные наборы весовых параметров, которые нашли применение 
в вычислительной практике.

Увеличение числа используемых слоев при аппроксимации нестаци
онарного уравнения направлено, прежде всего, на повышение порядка ап
проксимации. Поэтому при рассмотрении трехслойных схем (4.18), (4.19) 
естественно ограничиться схемами, которые аппроксимируют по времени 
исходную задачу (4.13), (4.14) с порядком не ниже второго.

Прежде всего выделим однопараметрическое семейство симметрич
ных разностных схем второго порядка аппроксимации

Чп?\ 1*-}. +  A (ayn+\ +  (1 -  2<т)уп + <ryn-i) = <рп, (4.20)

когда в (4.18)

<Т\ = (Т2.

Отдельного внимания заслуживает также схема

Зуп+i ~4Уп + Уп-1 
2т

+ Ауп+Х =  <рп, (4.21)

которая аппроксимирует уравнение (4.13) с точностью 0(т2) при соот
ветствующем задании правой части (например, ipn = f n+\)- Схема (4.21) 
соответствует выбору

3
0 = - ,  (Т\ = 1, <72 = 0

в (4.18).

4.2. Устойчивость двухслойных 
разностных схем

Центральное место в исследовании корректности приближенных ме
тодов решения нестационарных задач занимает теория устойчивости. 
Вводятся основные понятия теории устойчивости операторно-разност
ных схем, рассматриваемых в конечномерных гильбертовых простран
ствах, формулируются критерии устойчивости двухслойных разностных 
схем по начальным данным, приводятся типичные оценки устойчивости 
по начальным данным и правой части.
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4.2.1. Основные понятия
Условия устойчивости формулируются для разностных схем, запи

санных в единой общей (канонической) форме. Любую двухслойную 
схему можно записать в виде

+  A(tn) yn — Уп' tn e w T, (4.22)
Т

Уо = Щ, (4.23)
где yn = y(tn) Е Я  — искомая функция, а <рп,Щ £ Я  заданы. Запись
(4.22), (4.23) будем называть канонической формой двухслойных схем.

Для разрешимости задачи Коши на новом временном слое пред
полагается, что В~х существует. Тогда уравнение (4.22) можно записать 
в виде

Уп+ 1  = Sy„ + т!р„, S = Е  -т В ~ 1А, у„ = В~1<рп. (4.24)

Оператор S  называется оператором перехода двухслойной разностной 
схемы (со слоя на слой).

Двухслойная схема называется устойчивой, если существуют такие 
положительные постоянные гп\ и m 2 , не зависящие от г  и выбора щ , 
что при любых U Q € H , < p € H , t € £ j T для решения задачи (4.22), (4.23) 
справедлива оценка

НУп+iII < W i lN I  +  m 2 шах |И 0)||* , tn e w T, (4.25)
o ^ t n

где || • || и || • ||* — некоторые нормы в пространстве Я . Неравен
ство (4.25) отражает свойство непрерывной зависимости решения задачи
(4.22), (4.23) от входных данных.

Разностная схема

Д(*я)У"+'~  УП +  A(tn)yn = 0, f „ e  шт, (4.26)Т

Уо = Щ (4.27)
называется устойчивой по начальным данным, если для решения задачи 
(4.26), (4.27) выполняется оценка

llifo+ill < m i |M I ,  ^ € o ; r . (4.28)

Двухслойная разностная схема

В(1п) Уп+]~ Уп + A(tn)y„ = <р„, f„ 6 w r , (4.29)
т

2/о —  0 (4.30)
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устойчива по правой части, если для решения выполняется неравенство

IlS/n+ill < m 2 шах ||у>(0)||*, tn € шт. (4.31)
о

Разностная схема (4.26), (4.27) называется /9 -устойчивой (равномерно 
устойчивой) по начальным данным в Я д, если существуют постоянная 
р > 0 и постоянная m i, не зависящая от г , п, такие, что при любых п 
и при всех уп € Н  для решения уп+\ разностного уравнения (4.26) 
справедлива оценка

ИУп+1 ||д <  р\\УпЫ, *n €uv ,  (4-32)

причем рп ^  тп\,
В теории разностных схем в качестве константы р выбирается обычно 

одна из величин

/ 9 = 1 ,  / 9 = 1 +  ст, /9 = ехр{ст}, с > О,

где постоянная с не зависит от г , п.
Перепишем уравнение (4.26) с учетом (4.24) в виде

yn+i = Sy„. (4.33)

Требование /9-устойчивости эквивалентно выполнению двустороннего 
операторного неравенства

-  p R ^ R S  ^  pR, (4.34)

если RS  — самосопряженный оператор (RS  =  S*R). Для любого опера
тора перехода в (4.33) условие /9-устойчивости имеет вид

S 'R S  <  p2R. (4.35)

Сформулируем разностный аналог леммы 1фонуолла (см. лемму 1.1)

Лемма 4.1. Из оценки разностного решения на слое

ИУп-mII </»1Ы1 +  т |Ы | ,  (4.36)

следует априорная оценка
п

llv»+ill <  />П+,|Ы1 + £  трп~к\Ы 1 .  (4.37)
к=О

Тем самым из послойной оценки решения мы получаем априорную 
оценку разностного решения на любой момент времени.
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4.2.2. Устойчивость по начальным данным
Сформулируем основные критерии устойчивости двухслойных опе

раторно-разностных схем по начальным данным. Наиболее важной явля
ется следующая теорема о точных (совпадающих необходимых и доста
точных) условиях устойчивости в НА.
Теорема 4.1. Пусть в уравнении (4.26) оператор А является самосопря
женным положительным оператором и постоянным (не зависит от п). 
Условие

В ^ ~ А ,  t 6 шТ, (4.38)

необходимо и достаточно для устойчивости в НА, т. е. для выполнения 
оценки

Ilyn+ilU < INIU, t e u T. (4.39)
Доказательство. Умножая уравнение (4.26) скалярно на yt, получим то
ждество

(Byt, yt) +  (Ay, yt) = 0. (4.40)
Пользуясь представлением

1, ~ч 1
У= Tjfo + W -  J ТУ*>

перепишем (4.40) в виде

( ( в _ + ^ : ( а (у  + у )>у - у ) =  °- (4-41)

Для самосопряженного оператора А имеем (А у , у) =  (у, Ау) и 

(А(у + у), у -  у) = (Ау, у) -  (Ау, у).

Подставляя в (4.41) и используя условие (4.38), приходим к неравенству

ПУп+ilU < 1Ы1д. (4-42)
из которого следует доказываемая оценка (4.39).

Для доказательства необходимости неравенства (4.39) предположим, 
что схема устойчива в НАу т. е. выполнено неравенство (4.39). Дока
жем, что отсюда следует операторное неравенство (4.38). Будем исходить 
из тождества (4.41) на первом слое п = 0

2т ( ( в  -  ^ л )и ; ,  w ) +  (Ау\, у \) =  (Ау0,у 0), w =  У' ^ У° .

В силу (4.39) это тождество может быть выполнено только при
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Так как уо =  щ  Е Я  — произвольный элемент, то и элемент w =  
- В ~ 1Ащ  Е Я  произволен. В самом деле, задавая любой элемент w Е Я , 
находим гго =  - Л -1 Яга Е Я , так как А~{ существует. Таким образом, 
неравенство выполнено при любых гя Е Я , т. е. имеет место операторное 
неравенство (4.38). ■

Условие (4.38) является необходимым и достаточным для устойчиво
сти не только в На , но и в других нормах. Не обсуждая всех возможностей 
в этом направлении, сформулируем без доказательства только результат 
об устойчивости в Нв-
Теорема 4.2. Пусть в (4.26), (4.27) операторы А и В постоянны и

В = В* > О, А = А* > 0. (4.43)

Тогда условие (4.38) необходимо и достаточно для устойчивости схемы 
(4.26), (4.27) по начальным данным в Нв с р — 1.

При рассмотрении общих нестационарных задач необходимо ориен
тироваться на условия /9-устойчивости.

Теорема 4.3. Пусть А и В — постоянные операторы и

А = А \  В = В*>  0.

Тогда условия

< А <  Х- ^ - В  (4.44)
Т т

необходимы и достаточны для р-устойчивости в Нв схемы (4.26), (4.27), 
т. е. для выполнения

llifo+llla < р\\уп\\в-
Доказательство. Записывая схему (4.26) в виде (4.33), из (4.34) получим 
условия устойчивости в Нв

-р В  ^  В -т А  ^  рВ.

Это двухстороннее операторное неравенство формулируется в более при
емлемой форме в виде неравенств (4.44) на операторы рассматриваемой 
двухслойной разностной схемы. ■

Специально подчеркнем, что в условиях теоремы не предполагает
ся положительность (или хотя бы неотрицательность) оператора А. При 
дополнительном предположении о положительности оператора А устана
вливается необходимость и достаточность условий (4.44) для /9-устойчи
вости схемы (4.26), (4.27) в На -

При р ^  1 устойчивость, как и в теореме 4.1, устанавливается для 
Двухслойных разностных схем с несамосопряженным оператором В.
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Теорема 4.4. Пусть оператор А является самосопряженным, положитель
ным и постоянным. Тогда при

в  А (4.45)
1 +Р

разностная схема (4.26), (4.27) p -устойчива в НА.

Доказательство. Добавим и вычтем из основного энергетического тожде
ства (см. (4.41))

2т ^ ( в  -  ^ А^ yt, yt ĵ + (Ay, у) -  (Ay, у) = 0 (4.46)

выражение

2т-2т- |— (Ayt, yt)
1 + Р

и получим

2т (  ( В  ~ УТр'4)  У и  у‘)  + А̂ у ’ ® ~ А̂у’ ^  _ ТТрт2̂ Уь у ^ = °'
С учетом условия (4.45) и самосопряженности оператора А после про
стейших выкладок получим

(Ау, у) -  р(Ау, у) + ( р -  1 )(Ау, у) 0.

Применяя неравенство

\(Ау, у) \ ^ \ \ у\\а -Ы \а

и вводя обозначения

придем к неравенству

т)2 - ( р - 1 ) т ]  + р ^  0 .

Оно верно при всех 1 ^  rj ^  р и тем самым выполнена искомая оценка

II0IU ^ IMU.

обеспечивающая устойчивость в НА. ■

Перейдем к получению априорных оценок, выражающих устойчи
вость по правой части. На такого типа результатах базируется исследова
ние сходимости разностных схем для нестационарных задач.
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4.2.3. Устойчивость по правой части
Прежде всего покажем, что из устойчивости по начальным данным 

в H r , R = R* > О, следует и устойчивость схемы по правой части при 
использовании нормы ||^||* =  \\B~[(p\\R.

Теорема 4.5. Пусть разностная схема (4.22), (4.23) p-устойчива в HR 
по начальным данным, т. е. имеет место оценка (4.42) при <рп =  0. Тогда 
разностная схема (4.22), (4.23) устойчива по правой части и для решения 
справедлива априорная оценка

п

lllfa+.Ид < />П+,|М 1л +  £  Tpn- k\\B-'<pk\\R. (4.47)
k=0

Доказательство. Так как В~] существует, то уравнение (4.22) можно 
записать в виде

Уп+1 =  Syn + T$n>
S — Е  — тВ  ̂А , (рп =  В  * <рп.

Из (4.48) находим

112/п-иНд <  Н З Д л  +  тЦв-'рпЦл.

Требование p -устойчивости схемы по начальным данным эквивалентно 
ограниченности нормы оператора перехода S

11%п||л < р||Уп|1я. t € шт.
В силу этого из (4.49) получим

Цуп+ilU <р1Ы 1д +  Н |в -1рп||л-
Применяя разностный аналог леммы Гронуолла, получаем требуемую 
оценку (4.47), выражающую устойчивость схемы по начальным данным 
и правой части. ■

В частности, если D = A или D = B  (при А = А* > 0 или В = В* > 0), 
то из (4.47) следуют простейшие оценки устойчивости в энергетическом 
пространстве НА или # д .

Некоторые новые оценки для двухслойной разностной схемы (4.22),
(4.23) можно получить при загрублении критерия устойчивости (4.48).

Теорема 4.6. Пусть А — постоянный самосопряженный и положительный 
оператор, а В удовлетворяет условию

(4.48)

(4.49)

2
(4.50)
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с некоторой постоянной е > 0, не зависящей от г. Тогда для разностной 
схемы (4.22), (4.23) справедлива априорная оценка

\ \ У п +1\\2А  <  \ Ы \ 2Л  +  ^  Е  Г № Н в -  <4 -51>
6 к=О

Доказательство. Умножая уравнение (4.22) скалярно на 2ryty аналогично
(4.46) получим энергетическое тождество

2т (  ( в  -  уи y^j  +  (Ay, у) = (Ay, у) + 2 т(<р, yt). (4.52)

Оценим правую часть последнего выражения следующим образом:

2r( tp,yt) < 2r||v?||B-. • ||j/(||B 2T£X\\yt\\2B +
Z£\

с пока неопределенной положительной постоянной е\. Подставляя эту 
оценку в (4.52), получим

2 г ( ( ( 1  - £ \ ) В -  ^ A j y t,y^j  + (Ay, у) (Ay, у) +

Если выполнено условие (4.50), то можно выбрать е\ так, чтобы

и поэтому

(1 -  ех)В -  ^ А  = (1 -  е,) ( в  -  > 0,

(Ау, у) <  (Ау, у) +  •

Последнее неравенство дает оценку (4.51). ■
Теорема 4.7. Пусть А — постоянный самосопряженный и положительный 
оператор, а В удовлетворяет условию

B ^ G + ^ A ,  G = G* > 0. (4.53)

Тогда для (4.22), (4.23) верна априорная оценка

цуп+.||2̂ ы 1 л  +  ^ Е г 11^||с-'-
1 А;=0

(4.54)
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Доказательство. В тождестве (4.52) используем оценку 

2т(р, yt) < 2T(Gyt, yt) + <Р)-

Подставим эту оценку в (4.52) и с учетом (4.53) получим

(Ау, у) <  (А у , у) +  ^ т |М1 с - .  ,

что на основании разностного аналога леммы Гронуолла дает (4.54). ■

Исследование сходимости разностных схем проводится в различных 
классах гладкости решения исходной дифференциальной задачи, и по
этому мы должны иметь достаточно широкий спектр оценок, в которых, 
в частности, правая часть оценивается в различных и просто вычисляемых 
нормах. Мы ограничились только некоторыми типичными априорными 
оценками решений операторно-разностных схем.

4.3. Трехслойные
операторно-разностные схемы

Проведено исследование трехслойных операторно-разностных схем. 
Основой рассмотрения является переход к эквивалентной двухслойной 
операторно-разностной схеме. Получены оценки устойчивости по на
чальным данным и правой части в различных нормах.

4.3.1. Устойчивость по начальным данным

При исследовании устойчивости трехслойных разностных схем ис
пользуется следующая каноническая форма трехслойных разностных схем:

B(tn) y + ------V R(tn)(yn+1 “  tyn +  Уп-\) +  A(tn)yn =  Ч>П, ^  ^

П =  1, 2 , . . .

при заданных
Уо — У\=и\-  (4.56)

Получим условия устойчивости по начальным данным при посто
янных, не зависящих от п, самосопряженных операторах A, B yR,  т. е. 
вместо общей схемы (4.55) будем рассматривать

^ Уп+\ Уп- 1 + R(yn+, -  2уп + уп-\) + Ауп = 0.
2 т

(4.57)
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Приведем простейшую априорную оценку для схемы (4.56), (4.57), 
которая выражает устойчивость по начальным данным. Положим

ип = Х-{уп + Уп-1), wn = yn - y n-\ (4.58)

и с учетом тождества

Уп =  ^{Уп+1 +  2%in +  Уп-\) -  ^(j/n+i -  2%/„ +  Уп-\) 

перепишем схему (4.57) в виде

В ------------ +  R(wn+\ -  wn) -  A(wn+i -  wn) + A ------------ =  0. (4.59)
AT A

Домножим скалярно уравнение (4.59) на

2(m„+i - t t „ )  =  «)„+! + wn,

что дает равенство

2 -(B (w n+l + w n),wn + 1 + wn) +  (R(wn+i - w n),w n+\ + w n) -
AT

-  X-  (Д(и) „ + 1  -  wn), Wn+ 1  +  wn) + (i4(«n+i + «„), u „ + 1 -  Un) =  0. (4.60)

Для самосопряженных операторов R  и А и неотрицательного опе
ратора В (В ^  0) из (4.60) следует неравенство

£п+1 ^  (4.61)

где с учетом обозначений (4.58) имеем

£n+\ = X-(A (y n+l +  yn), yn+i +  уп) +

+ (R(yn+ l -Уп),  Уп+1 -  JIn) -  ^  (А(уп+ \-Уп),Уп+\-Уп)-  (4.62)

При некоторых ограничениях величина £п, определяемая согласно 
(4.62), задает норму, и поэтому неравенство (4.61) обеспечивает устойчи
вость операторно-разностной схемы по начальным данным. Более точно, 
имеет место следующее утверждение.

Теорема 4.8. Пусть в операторно-разностной схеме (4.57) операторы R 
и А являются самосопряженными. Тогда при выполнении условий

В  ^  0, А > 0, R  > -А  
4

(4.63)
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имеет место априорная оценка

^ \ \ У п - г \  +  У п \\а  +  lls/n+l ~  У п \ \ я  -  ~ \ \ У п + \  -  У п \\а  ^

<  ^ \ \ У п  +  У п - i Wa +  Пз/п -  J/n-i||fl -  ̂ \ \ У п  -  У п - \ \ \ 2а , (4.64)

т. е. операторно-разностная схема (4.57) устойчива по начальным данным.
Особенностью рассматриваемых трехслойных схем является именно 

сложная конструкция нормы (см. (4.62)). В некоторых важных случаях 
при сужении класса разностных схем, загрублении условий устойчивости 
удается использовать более простые нормы.

4.3.2. Переход к двухслойной схеме
Исследование многослойных разностных схем удобно проводить 

на основе перехода к эквивалентной двухслойной схеме. Для двухслойных 
схем получены наиболее глубокие (в частности, совпадающие необходи
мые и достаточные условия устойчивости) результаты.

Обозначим через Я 2 прямую сумму пространств Н: Н 2 = Н @ Н . 
Для векторов U =  { и \ и 2} сложение и умножение в Я 2 определяется 
покоординатно, а скалярное произведение

(U,V) = (ul, v l) + ( u \ v 2).

На Я 2 определим операторы (операторные матрицы)

элементы которых Gap являются операторами на Я . С самосопряжен
ным положительно определенным оператором G свяжем гильбертово 
пространство Я ^, в котором скалярное произведение и норма есть

(U,V)g = (GU,V),  \\U\\c = y/(GU,U).

Трехслойную операторно-разностную схему (4.57) запишем в виде 
двухслойной векторной схемы

у П - И  _  у П

В -------------- +  A Yn = 0, п =  1 ,2 , . . .  (4.65)
т

при соответствующем определении векторов Уп, п = 1 , 2 , . . . .
Исходя из вышеизложенного, для каждого п = 1 ,2 , . . .  определим 

вектор

У П =   ̂“ (Уп + Уп-1)> Утг ~ Уп- 1 (4.66)
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В условиях теоремы 4.8 полученной выше оценке устойчивости по на
чальным данным (4.64) в этих обозначениях можно придать вид

i r * +' i i G < i m i G ,
где

Gп — А , G12 — С?21 =  0, Gn — R •
1

(4.67)

(4.68)

С учетом (4.58) двухслойная векторная схема (4.65), (4.66) расписы
вается следующим образом:

ТУ u n+1 ~  Un . ту w n +1 Wn . Л , Л _  ЛВ \\---------------ь #12----------------Ь A\\Un + A\iWn — О,

#21

Г
un+1 ~

+  #22 "”+'~---- - +  ^21 +  A2 2 W71 — 0.

(4.69)

(4.70)
г  г

Равенство (4.69) сопоставляется с трехслойной операторно-разностной 
схемой в форме (4.57). Принимая во внимание тождества

un+1 “Ь 7̂1+1 ■” Un ~/ ч----- ------ =  ггп + ------------- , 2{un+\ -  Un) = wn+ j +  wn>

перепишем (4.57) в более удобном виде

r , U n + \  “  ryW n + 1  ■”  1 w  V# ------------ +  # -------------------A{w n+X -  % )+
T T 4

, r ̂ n + l “ Wn , ^ _ Л+ —i4---------------h Awn — 0.
2 т

(4.71)

(4.72)

Для того чтобы от (4.69) перейти к (4.71), положим

В\ 1 =  В  Н— А, В\2 — тR  — тА, А 11 =  А, А\2 — 0.
2 4

Уравнение (4.70) не влияет на трехслойную схему (4.57). Ориентируясь 
на двухслойные операторно-разностные схемы (4.65) с самосопряженным 
оператором А, определим

# 2 1  =  -TQ, # 2 2  =  ~Qy ^ 2 1  —  0 , А22 —  Q , (4.73)

где Q — некоторый самосопряженный положительный оператор.
При выборе (4.72), (4.73) для операторов двухслойной разностной 

схемы (4.65) имеем представление

где

Q1

В  =  —А  +  Q,

By Q 12 =  tR -  -A , Q2\ — - t Q, Q22 =  0.

(4.74)

(4.75)
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На основе такой записи в условиях теоремы 4.8 устанавливается 
устойчивость операторно-разностной схемы (4.57), т. е. оценка (4.67), 
(4.68). Двухслойная векторная операторно-разностная схема (4.65) при 
самосопряженном и положительном операторе А устойчива по начальным 
данным в Яд, если

В ^  Т- к .  (4.76)

Принимая во внимание (4.74), условие (4.76) будет справедливо при

Q ^  о.
Оно будет всегда выполнено для оператора Q, определяемого (4.75), при 
В  ^  0 и выборе

Q = R - X-A.  (4.77)

При (4.77) устойчивость в Яд соответствует выполнению (4.67), (4.68).

4.3.3. p -устойчивость трехслойных схем
Допуская уменьшение или рост нормы разностного решения задачи, 

будем ориентироваться на /9-устойчивые схемы, когда условие устойчи
вости по начальным данным имеет вид

||УП+1 ||G c l i n i c ,  (4.78)
где р > 0.
Теорема 4.9. Пусть в разностной схеме (4.57) операторы R и А являются 
самосопряженными. Тогда при выполнении условий

в  +  т - О О ,  А >  0, R - \ a > 0 (4.79)
2 /9 + 1  4

с р > 1 имеет место априорная оценка (4.78), (4.68), т. е. операторно
разностная схема (4.57) p -устойчива по начальным данным.
Доказательство. Двухслойная векторная разностная схема (4.65) р-ус
тойчива с р > 1 при (см. теорему 4.4) выполнении неравенства

В ^  А. (4.80)
Р +  1

Принимая во внимание (4.74), неравенство (4.80) переписывается в виде

д + : ^ А ^ ° .  (4.81)
2 /9+1

В условиях теоремы выполнение неравенства (4.81) проверяется непо
средственно. ■
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В несколько более общих условиях устанавливаются оценки р-устой
чивости (4.78) с произвольным р > 0 при использовании норм, зависящих 
от р. В операторно-разностной схеме (4.57) введем новые неизвестные 
Уп =  pnzn , что дает

B PZn+1 £  Zn~- +  R(pz n + 1 -  2Zn +  /»_lzn_i) +  Az„ = 0. (4.82)

Схему (4.82) запишем в канонической форме

В —— -------- 1- R(zn+1 — 2zn + 2 n_i) +  Az„ — 0.
I T

Непосредственные выкладки дают

5 Р2 +  1 D , -1 J-

(4.83)

В =

R =
4т

В + т(р -  l)R, 

1 р2 + 1
- в  + -̂ — - Л , (4.84)

i - ' z i
2 г

На основании теоремы 4.8 при

В  -j- (р — \)^R  -j- рА.

0, 4 > 0 ,  # - - 4 > 0
4

имеет место устойчивость схемы (4.83) по начальным данным и верна 
оценка

7 П-+-1 1

цяп+111с <  П ,

z n  =  ^ ( z „  +  Z n - i ) ,  Z „ -Z „ -ij .

(4.85) 

верна

(4.86)
где (см. (4.66))

С учетом этого определим теперь вектор

^ “ { г  ( / п + 2п- ' ) ’ / "  2"_1} '
Тогда оценка (4.86) примет вид

11̂ п+1И б</»1^П11с- 
т.е. исходная разностная схема (4.57) p -устойчива по начальным данным. 

Норма в (4.88) определяется оператором G, для которого

(4.87)

(4.88)

Gn = A, G 12 =  (?21 =  0, G2 2  = R — -  А.4
Условия устойчивости формулируются на основе (4.84), (4.85).

(4.89)
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Теорема 4.10. Пусть в разностной схеме (4.67) операторы В, R и А 
являются самосопряженными. Тогда при выполнении условий

р2 + 1 9
~ Y ~ B  +  т (р ~ ])R  ^  °>

В + ( р -  1 )2Я + > 0, (4-90)2 т
Р2 — 1 9

— Б  +  (р +  1)2Д - р Л  > О 2т
с р > 0 имеет место априорная оценка (4.87)-(4.89), т. е. разностная схема 
(4.57) р-устойнива по начальным данным в

4.3.4. Оценки в более простых нормах

Устойчивость рассматриваемых операторно-разностных схем уста
новлена в гильбертовых пространствах со сложной составной нормой 
(см. (4.61), (4.62)). При исследовании устойчивости трехслойных раз
ностных схем получены также оценки устойчивости в более простых, чем 
(4,67), нормах. Достигается это за счет несколько более жестких условий 
устойчивости. Сформулируем соответствующий результат.

Теорема 4.11. Пусть в операторно-разностной схеме (4.57) операторы R 
и А являются самосопряженными. Тогда при выполнении условий

0, 4 > 0 ,  R > X- ^ - A  (4.91)

с е > 0 имеют место априорные оценки

Il2/n+illi ^ 2——  (H2/0 IIл + \\у\ -  2/о|1л), И-92)

||0»+.Нд +  IIУп -  2/п-|||д ^ ^ ^ ( \ \ У о \\2а  + lllfi -  stolid). (4.93)

Доказательство. В используемых безындексных обозначениях уп =  у , 
уп+х у -  у — Tyt для £п+\ , определяемого согласно (4.62), имеем

1 т 2
5„+1 = -  (А ( у  +  у ) ,  у +  у )  +  T 2 ( R y t , y t )  -  — ( A y t , yt) =

= (A§, у) +  T 2( R y t , y t ) . (4.94)
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Подстановка у =  у +  ryt в (4.94) дает

Еп+\ = { Л у .  у) + т { А у ,  y t ) + T 2( R y t , y t ) <

<  \\у \\а +  T'llj/IU • \Ы а + r 2\\yt\\2R.
Принимая во внимание третье неравенство (4.93), получим

г»+. < lltrlfi + llviu • \ M r + т 2Ы \н < Ч\\у \\а + т 2\Ы\2н).

Тем самым установлена оценка снизу для составной нормы

£n+x < 2 ( ||у п||^ +  ||рп+, - у „ | Й ) .  (4.95)

Оценка сверху устанавливается аналогично. Положим в (4.94)

У = У - r y t
и с учетом (4.91) имеем

En+ 1 =  Щ ,  у) -  r ( A y , y t )  +  T 2( R y t , y t )  >  \ \ у \ \ 2А -  т \ Ш а  • ||yt|U +  т21М1я >

> \ m 2A - J ^ ^ 2 \ \ y \ \ A - \ \ y t \ \ R + r 2 \ \y t \ \ 2R.

Для произвольного /3 > О получим

£n+l >  (1 -  Р)М\л  +  ( l  -  T*M |2д- (4%)

Полагая /3 — 1/(1 +  г), из (4.96) имеем

£n+\ > (4-97)

Принимая во внимание (4.95) и (4.97), из оценки устойчивости (4.61) 
получим доказываемую оценку (см. (4.92)) устойчивости трехслойной 
разностной схемы (4.57) в Я^.

Для доказательства оценки (4.93) положим /3 =  (1 +  е)~^2, так что

(1 + £) '/ * - 1  g

Р  (1 + е)'/2 1 +е  + (1 + е)'/2-

С учетом неравенства (1 +  е)1̂2 < 1 +  0,5£ от (4.96) приходим ко второй 
оценке составной нормы снизу

£п+\ > ( \ \ У п +\\ \ а  + \\Уп+\ -  Уп\\я)- (4.98)

Из (4.61), (4.95) и (4.98) вытекает оценка (4.93). ■



4.3. Трехслойные операторно-разностные схемы 127

Оценки типа (4.92) естественны при рассмотрении трехслойных схем 
для эволюционных уравнений первого порядка (параболическое уравне
ние второго порядка), а оценки типа (4.93) — для уравнений второго 
порядка (гиперболическое уравнение второго порядка).

4.3.5. Устойчивость по правой части
Приведем некоторые простейшие оценки устойчивости трехслойных 

операторно-разностных схем по начальным данным и правой части. 
Вместо (4.57) рассматривается схема

В УП+' I t " '  +  R (yn+y ~ 2уп +  У п +  Ауп = ^п- (4" )

Теорема 4.12. Пусть в разностной схеме (4.99) операторы R и А являются 
самосопряженными. Тогда при выполнении условий

В ^ е Е ,  А >  О, R > X~A (4.100)

с постоянной е > 0 для разностного решения справедливы априорные оценки

£п+1 ^  £ 1 +  тг 5 3  ГИ̂ *112» (4.101)
2е ы \

1 п
£п+1 ^  £\ +  г  5 3  г 11^Ив-1* (4.102)

1 Л=1
Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 4.8 (см. (4.62)) по
лучим равенство

(B{wn + 1 +  wn), wn + 1 +  wn) +  £n+i =  (<pn, wn + 1 +  wn) +  £n.
2 т

Для получения оценки (4.101) при с > 0 в условиях (4.100) привлекается 
неравенство

(<р„, wn+l + w„) <  2-e\\wn+i +  wn||2 +

Неравенство
1 j т 7

(<pn, w n+l +  wn) ^  —  ||tfln+l +  Wn\\B +  -||^n||jj-i

используется при доказательстве оценки (4.102). ■
Некоторые другие оценки устойчивости трехслойных разностных 

схем (4.99) по правой части можно получить, ориентируясь на оценки 
(4.92), (4.93), при несколько более сильных ограничениях на оператор R.
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4.4. Исследование разностных схем 
для модельной задачи

Общие результаты теории устойчивости операторно-разностных схем 
применяются для исследования устойчивости и сходимости разностных 
схем для модельной краевой задачи для одномерного параболического 
уравнения.

4.4.1. Условия устойчивости двухслойной схемы

Для приближенного решения краевой задачи (4.1)—(4.3) будем ис
пользовать двухслойную разностную схему (4.16), (4.17). Эта схема за
писывается в канонической форме двухслойных разностных схем (4.22),
(4.23) при

В = Е  + <ттА, А > 0 .  (4.103)

Сформулируем условия устойчивости схемы (4.22), (4.103) в достаточно 
общих условиях, не предполагая самосопряженности оператора А.

Теорема 4.13. Для устойчивости по начальным данным разностной схемы 
с весами (4.16), (4.17) в Н  необходимо и достаточно выполнения оператор
ного неравенства

А* + (<т -  0  тА*А >  0. (4.104)

Доказательство. В силу А > 0 существует А~х. Домножая (4.16) на А ~ \  
придем от (4.22), (4.103) к разностной схеме

п У п + 1 ~  Уп гг ~  ,В ------------ +  Ауп =  (рп, tn € шт,т
в которой

В  =  А~] +  сгтЕ. А — Е.

Необходимые и достаточные условия устойчивости этой схемы по на
чальным данным в Н = Нд (теорема 4.1) имеют вид неравенства

А~1 +  ^  тЕ ^  0.

Домножая его слева на А*, справа — на А (неравенство при этом остается 
в силе), получим (4.104). ■

Для весов а ^  0,5 операторно-разностная схема (4.22), (4.103) без
условно устойчива (устойчива при любых т >0 ) .
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При 0 ^  a < 0,5 можно рассчитывать на условную устойчивость. 
Для получения ограничений на шаг сетки по времени в этом случае 
привлекается оценка оператора А сверху (см. лемму 2.2):

Для самосопряженного оператора А неравенство (4.Ю4) можно за
писать в виде

Поэтому условие устойчивости при 0 ^  a < 0,5 будет выполнено, если

Тем самым (см. (4.105)) для схем с весовым множителем 0 ^  a < 0,5 
имеются жесткие ограничения на шаг по времени. В этом случае, как

И это является наиболее серьезным препятствием к использованию таких 
схем в вычислительной практике.

4.4.2. Сходимость разностных схем

Основной вопрос теоретического обоснования используемых раз
ностных схем состоит в доказательстве сходимости приближенного ре
шения к точному при измельчении расчетной сетки. Основой такого 
рассмотрения является использование априорных оценок устойчивости 
по начальным данным и правой части.

Для исследования точности разностной схемы (4.16), (4.17) при 
приближенном решении задачи (4.1 )—(4.3) запишем соответствующую 
задачу для погрешности. Для погрешности на временном слое t =  tn 
положим zn = уп -  un и подставим уп = zn +  un в (4.16), (4.17). Это 
приводит нас к задаче

(4.105)

С учетом (4.105) имеем

(4.106)

следует из (4.106), максимально допустимый шаг по времени rmax =  0(h2).

— 1 Zn + A(azn+i + (\-<r)zn) = '0 n> п =  0 ,1,...,Л Го- 1, (4.107)

z0 =  0, x € cv. (4.108)
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В (4.107) правая часть есть погрешность аппроксимации уравне
ния (4.1):

'фп = Цп+'г  +  A(<TUn+i + (1 -  <т)и„).

Аппроксимация по пространству и по времени обсуждалась выше. Для 
гладких коэффициентов, правой части уравнения (4.1) и начальных усло
вий имеем

1pn = 0 (h2 + Tm =  (4.109)

Для оценки нормы погрешности привлекаются априорные оценки, 
выражающие устойчивость разностной схемы для погрешности (4.107),
(4.108) по правой части. Схема (4.107), (4.108) записывается в канониче
ском виде

В — — — + A z n =ipn, п =  0, 1 , . . .  , Щ -  1, (4.110)
т

где оператор В  определяется согласно (4.103).
С учетом (4.103) получим оценку разностного решения задачи (4.108),

(4.110) на основе использования теоремы 4.7. В нашем случае неравенство
(4.53) будет выполнено с G = Е  при выборе а ^  0,5. Соответствующая 
оценка для погрешности (см. (4.54)) будет иметь вид

ikn+> i i u | E * i i 2- (4." о
1 к=0

Принимая во внимание (4.108), на основе оценки (4.111) мы можем 
сделать вывод о том, что разностная схема с весами (4.16), (4.17) сходится
со скоростью 0 { h 2 +  тт{(т)) в На при а ^  0,5.

4.4.3. Устойчивость трехслойных схем с весами

Для приближенного решения задачи (4.1)—(4.3) можно использовать 
трехслойную схему с весами (4.18), (4.19). Приведем условия устойчивости 
подобных схем, ограничившись случаем в = 0,5 — схема (4.19), (4.20). 

Схема (4.19), (4.20) записывается в каноническом виде (4.55), (4.56)
при

В  =  Е  +  т((Г\ -  (т2)А, R  =  — А. (4.112)

Будем рассматривать случай непостоянного положительного оператора А 
(в модельной задаче (4.13), (4.14) А =  А* > 0).
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Теорема 4.14. Если А > 0 и выполнены условия

<Г\^(Т2, (Т\+(т2 > (4. ИЗ)

тогда схема (4.19), (4.20) устойчива по начальным данным и для разностного 
решения (при (р = 0 ) верна оценка

Г " +1| | . < № ,  (4.114)

где

1|ГП+'||' =  ^НУп+1 +  J/n||2 +  \  (<7, +  «72 -  I )  -  УпII2.

Доказательство. Непосредственное использование результатов об устой
чивости трехслойных операторно-разностных схем затруднительно из-за 
несамосопряженности оператора А. Поэтому начнем с предварительного 
преобразования разностной схемы.

Действуя на (4.19), (4.20) оператором А~х, получим

В Уп+\  Уп~' + R(yn+i -  2у„ +  У п - i )  + Ауп = $п, 
1т

п =  1 , 2 , . . . ,
(4.115)

где с учетом (4.112)
В = А + т(<т\ -  а2)Е,

R = ^ E ,

А = Е,
(4.116)

<р = А 1(р.
Применим к схеме (4.115), (4.116) теорему 4.8. При предположениях
(4.113) справедливы неравенства

R - ( +  ai 
V  2

I )  тгЕ  > 0,

В  =  А 1 +  (<Т1 -  сг2) т Е  ^  0,
которые обеспечивают устойчивость по начальным данным. Причем для 
решения задачи с однородной правой частью (при = 0 ) верна оценка
(4.114). ■

На основе оценок устойчивости по начальным данным и правой 
части исследуется сходимость трехслойных разностных схем типа (4.19),
(4.20).
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4.5. Программная реализация 
и примеры расчетов

Рассматривается краевая задача для квазилинейного параболичес
кого уравнения с нелинейной правой частью. При численном решении 
подобных задач основное внимание уделяется использованию линейных 
разностных схем. Представлены примеры численного решения модельных 
задач, которые иллюстрируют некоторые эффекты нелинейности.

4.5.1. Постановка задачи

Будем рассматривать краевые задачи для квазилинейного параболи
ческого уравнения

в котором коэффициенты зависят не только от пространственной пе
ременной, но и от самого решения. Ограничимся случаем однородных 
краевых условий первого рода, так что

Прежде всего отметим условия, при выполнении которых решение 
задачи (4.117)-(4.119) единственно. Исследование подобных проблем 
опирается на результаты о единственности решения соответствующей 
линейной задачи.

Пусть u(x , t) при 0 < ж < Z, 0 < £ < Г , удовлетворяет параболичес
кому уравнению

с непрерывными коэффициентами, причем a(x,t)  > 0. На основе прин
ципа максимума можно показать, что решение линейной задачи (4.118)- 
(4.120) единственно. Заметим, что это имеет место независимо от знака 
коэффициента с(ж, t).

Предположим, что существуют два решения ua(x, £), a ~  1 , 2 , задачи 
(4.117)-(4.119):

u(0 ,f) =  0 , u(l , t )=  0 , 0 < ^ Г ,

и(х , 0 ) =  щ(х),  0  ^  х < /.

(4.118)

(4.119)
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с соответствующими граничными и начальными условиями. Для разности 
решений w(x) =  u2(x) -  щ(х)  получим краевую задачу

dw
dt

О <х<1,  0  < t ^ T y
(4.121)

(4.122)
(4.123)

|^ (ж , u) = J  |^ (ж , ие) d$, щ = ви2 +  ( 1  -  в)щ. 
о

гу(0 , t) =  0 , w(lyt )= O y 0 < t ^ T y 
w(xy 0 ) =  0 , 0  ^  х ^  /.

Здесь использованы обозначения

Линейная краевая задача (4.121)—(4.123) принадлежит к отмечен
ному выше классу задач (4.118)—(4.120). Поэтому тривиальное решение 
w(xyt) — 0 задачи (4.121)—(4.123) будет единственным при достаточ
ной гладкости коэффициента к(хуи), правой части f ( x ytyu) и решений 
задачи (4.117)—(4.119).

4.5.2. Линеаризованные разностные схемы
Выше мы рассматривали разностные схемы для линейного парабо

лического уравнения. Среди них выделены абсолютно устойчивые двух- 
и трехслойные неявные разностные схемы. При использовании анало
гичных схем для нелинейных задач мы можем сталкиваться с проблемой 
вычислительной реализации. При неявных аппроксимациях мы прихо
дим к нелинейным разностным уравнениям на новом временном слое. 
Для нахождения приближенного решения приходится использовать те 
или иные итерационные методы решения систем нелинейных уравнений. 
Чтобы этого избежать, в вычислительной практике широко используют
ся линеаризованные разностные схемы, в которых решение на новом 
слое находится из системы линейных уравнений. Некоторые возможно
сти в этом направлении мы проиллюстрируем на примере построения 
разностных схем для нелинейной задачи (4.117)—(4.119).

На множестве сеточных функций, заданных на о; и обращающихся 
в нуль на дшу по аналогии с (4.11) определим оператор

A(v)y = - ( a(x,v)yx)x, х е ш .

Здесь коэффициенты a(xy v) задаются, например, в виде 

a(xy v) = к{х -  0,5ft, 0,5(и(ж) +  v(x -  ft))),
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или

а(ж, v) =  ~(k(x  -  h , v(x -  h)) +  &(ж, v)).

Исходной дифференциальной задаче (4.117)—(4.119) ставится в соот
ветствие дифференциально-разностная задача

~  + А(у)у =  f (x ,  t, у), t >  О, (4.124)
at

у(х90) = щ(х), х € и. (4.125)

Приведем некоторые разностные схемы для задачи (4.124), (4.125). 
Начнем с нелинейных разностных схем, в которых решение на каждом 
временном слое находится как решение нелинейной разностной задачи. 
Такие схемы строятся аналогично разностным схемах для линейного 
параболического уравнения. Например, чисто неявная разностная схема 
для (4.124), (4.125) имеет вид

— ----“  + МУп+0Уп+\ = f (x ,  tn+\,yn+\),т (4.126)
п =  0 ,1 , . . . ,ЛГ0 — 1,

У о  = щ(х)9 х Е и .  (4.127)
В рассматриваемой нелинейной схеме (4.126), (4.127) для нахождения 

разностного решения на новом временном слое необходимо решать не
линейную разностную задачу. Для определения уп+\ используются те или 
иные итерационные процессы. Необходимо отметить некоторые важные 
особенности соответствующих нелинейных сеточных задач.

Первая особенность связана с тем, что при итерационной реализа
ции неявных разностных схем имеется хорошее начальное приближение. 
В качестве начального приближения естественно брать решение на пре
дыдущем слое. Второй и также благоприятный момент обусловлен тем, 
что сеточная задача для определения уп+\ содержит малый параметр — 
шаг по времени г. Этот параметр существенно влияет на скорость схо
димости итерационного процесса (чем меньше г , тем выше скорость 
сходимости соответствующего итерационного процесса).

Можно также выделить класс линеаризованных разностных схем, 
которые характеризуются тем, что решение на новом временном слое 
находится из решения линейной разностной задачи. Простейшая из них 
характеризуется тем, что коэффициенты берутся с предыдущего времен
ного слоя. Примером может служить разностная схема

Уп+ 1 “  Уп + А{уп,Уп+\) = f ( x , t n, y n).
т

(4.128)
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Эта разностная схема имеет, очевидно, погрешность аппроксимации 
0 ( r  + \h\2).

Основной недостаток схемы (4.128) часто связан с тем, что правая 
часть (источник) берется с нижнего временного слоя. Развитием разност
ной схемы (4.128) может служить схема с квазилинеаризацией правой 
части:

Уп+ 1 Уп 
т + М уп,Уп+\) =

= /(ж, £п+ь Уп) +  ^n+i> Уп){Уп+ 1 ~ Уп)• (4.129)

Схема (4.129), оставаясь линейной, имеет больший запас устойчивости 
по нелинейной правой части.

Линеаризованные схемы могут строиться на основе разностных схем 
предиктор-корректора, которые в идейном плане примыкают к аддитив
ным разностным схемам (схемам расщепления). Ограничимся простей
шим вариантом схемы предиктор-корректор.

— — — + А(Уп, Уп) =  f (x ,  tn> Уп)- (4.130)Т
Схема (4.130) используется для вычисления коэффициентов и правой 
части и поэтому этап коррекции может соответствовать использованию 
схемы:

Ь А(уп+1 , уп+\) = / ( ж> %п+ ь Уп+\)- (4.131)т
Этап коррекции может осуществляться, например, и на основе схемы 
линеаризации (4.129).

Приведенные схемы демонстрируют большие возможности по по
строению линеаризованных разностных схем. При прикладном математи
ческом моделировании требуется проведение специальных методических 
исследований по выбору разностных схем для определенного класса не
линейных краевых задач. Теоретическое рассмотрение дает в нелинейных 
задачах зачастую лишь слабые ориентиры.

Естественно, что линеаризованные разностные схемы для задачи
(4.124) , (4.125) можно построить и на основе трехслойных разностных 
схем. Не останавливаясь на подробном описании, ограничимся лишь 
простейшими примерами. Для приближенного решения задачи (4.124),
(4.125) будем использовать трехслойные симметричные разностные схемы

Уп+| уп-\ _|-А (уп, <туп+\ +  (1 — 2<т)уп +  <rj/n_i) =  f ( x , t n,yn) (4.132)
IT

с соответствующими начальными и граничными условиями. Эти лине
аризованные схемы имеют второй порядок аппроксимации как по про
странству, так и по времени.
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4.5.3. Программа
Представим текст программы, в которой реализованы две линеари

зованные схемы: (4.128) и (4.129). Для нахождения решения на новом 
временном слое применяется стандартный алгоритм прогонки.

с
с
с
с

с
с
с
с
с
с
с
с

с

Программа PR0BLEM3
PR0BLEM3 - ОДНОМЕРНАЯ НЕСТАЦИОНАРНАЯ ЗАДАЧА 
КВАЗИЛИНЕЙНОЕ 1D ПАРАБОЛИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ

IMPLICIT REAL*8 ( А-Н, 0-Z )
PARAMETER ( ISCHEME = О, N = 1000, М = 1000 )
DIMENSION X(N+1), Y(N+1), A(N+1), B(N+1), C(N+1), F(N+1)
+ ,ALPHA(N+2), BETACN+2)

ПАРАМЕТРЫ ЗАДАЧИ:

XL, XR - ЛЕВЫЙ И ПРАВЫЙ КОНЕЦ ОТРЕЗКА;
ISCHEME - ПАРАМЕТР ДЛЯ ВЫБОРА СХЕМЫ,
N + 1 - ЧИСЛО УЗЛОВ СЕТКИ ПО ПРОСТРАНСТВУ;
М + 1 - ЧИСЛО УЗЛОВ СЕТКИ ПО ВРЕМЕНИ;

XL = 0.D0 
XR = 10.DO 
TMAX = 2.5D0

OPEN ( 01, FILE = уRESULT.DAT * ) ! ФАЙЛ С РЕЗУЛЬТАТАМИ РАСЧЕТОВ

СЕТКА

Н = (XR - XL) / N 
TAU = TMAX / М 
DO I = 1, N+1
X(I) = XL + (1-1)*Н 

END DO

НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ

T = О.DO 
XD = 2.5D0 
DO I = 1, N+1 

Y(I) = 0 .D0

IF (X(I).LT.XD) Y(I) = 1.DO 
END DO
WRITE ( 01, * ) T
WRITE ( 01, * ) (Y(I),1=1,N+1)

НОВЫЙ ВРЕМЕННОЙ СЛОЙ

DO К = 1, M 
T = K*TAU
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с
С КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ 
С

IF (ISCHEME.EQ.0) THEN 

ЛИНЕАРИЗОВАННАЯ СХЕМА С ЯВНОЙ ПРАВОЙ ЧАСТЬЮ 

DO I = 2, N
XI = (X (I) + X(1 -1 )) /  2 
Х2  = (Х(1+1) + Х ( 1 ) ) /  2 
Ul = (Y( I ) + Y ( I -D )  /  2 
U2 = (Y(I+1) + Y ( I) )  /  2 
А ( I ) = А К С Х 1 ,U1) /  (H*H)
B(I) = AK(X2,U2) / (H*H)
C (I) = A( I ) + B (I) + 1 .DO /  TAU 
F (I)  = Y (I) /  TAU + A F (X (I) ,T ,Y (I))

END DO 
END IF
IF (ISCHEME.EQ.1) THEN

ЛИНЕАРИЗОВАННАЯ СХЕМА С КВАЗИЛИНЕАРИЗАЦИЕЙ ПО ПРАВОЙ ЧАСТИ 

DO I = 2, N
XI = (X (I) + X U -1 )) /  2 
Х2  = (XCI+1) + Х ( П )  /  2 
Ul = (Y (I) + Y ( I -D )  /  2 
U2 = (Y(I+1) + YCI)) /  2 
А ( I ) = AK(X1,U1) /  ( Н * Н )
BCD = AK(X2,U2) / (Н*Н)
С(1) = А(I) + B(I) + 1.DO / TAU - ADF(X(I),T,Y(I))
F(I) = Y(I) / TAU + AF(X(I),T,Y(I)) - ADF(X(I),T,Y(I))*Y(I) 

END DO 
END IF

ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ЛЕВОМ КОНЦЕ

BCD = O.DO 
C(l) = 1.DO 
F(l) = 1.DO

ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ПРАВОМ КОНЦЕ

ACN+1) = О.DO 
CCN+l) = 1.DO 
F(N+1) = O.DO

С
С РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НА НОВОМ ВРЕМЕННОМ СЛОЕ 
С

CALL PROG ( N+l, А, С, В, F, ALPHA, BETA, Y )
С
С
С

ЗАПИСЬ РЕШЕНИЯ В ФАЙЛ
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IF (К/200*200.EQ.К) THEN 
WRITE ( 01, * ) Т 
WRITE ( 01, * ) (Y(I),1=1,N+1)

END IF 
END DO 

C
CLOSE ( 01 )
STOP
END

C
SUBROUTINE PROG ( N, A, С, B, F, AL, BET, Y )
IMPLICIT REAL*8 ( A-H, 0-Z )

МЕТОД ПРОГОНКИ

DIMENSION A(N), C(N), B(N), F(N), Y(N), AL(N+1), BET(N+1)

AL(1) = B(l) / C(l)
BET(1) = F(1) / C(l)
DO I = 2, N
SS = C(I) - AL(I-1)*A(I)
AL(I) = B(I) / SS
BET(I) = (F(I) + BET(I-1)*A(I)) / SS 

END DO
Y(N) = BET(N)
DO I = N-l, 1, -1
Y(I) = AL(I)*Y(I+1) + BET(I)

END DO 
RETURN END

DOUBLE PRECISION FUNCTION AK ( X, U ) 
IMPLICIT REAL*8 ( A-H, 0-Z )

КОЭФФИЦИЕНТ ПРИ СТАРШИХ ПРОИЗВОДНЫХ

AK * 0.2D0 
С

RETURN END

DOUBLE PRECISION FUNCTION AF ( X, T, U ) 
IMPLICIT REAL*8 ( A-H, 0-Z )

C
С ПРАВАЯ ЧАСТЬ УРАВНЕНИЯ
С

AF * 5.D0*U*(1.DO - U)
С

RETURN END

DOUBLE PRECISION FUNCTION ADF ( X, T, U ) 
IMPLICIT REAL*8 ( A-H, 0-Z )
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с
С ПРОИЗВОДНАЯ ПРАВОЙ ЧАСТИ УРАВНЕНИЯ
С

ADF = 5.D 0-10.D0+U  
С

RETURN
END

Приведенный текст программы соответствует решению уравнения
(4.117) с коэффициентами

к(х , гг) = к, f ( x , t , гг) =  *гг(1 -  гг), (4.133)
причем к = 0,2, х  =  5- Такое нелинейное уравнение диффузии-реак
ции известно как уравнение Фишера (уравнение Колмогорова—Петров
ского— Пискунова) .

4.5.4. Примеры расчетов
Нелинейность порождает многие новые эффекты, связанные с не

обычным поведением решения задачи. Это относится и к квазилинейно-
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му параболическому уравнению (4.117). В качестве характерного примера 
выступает уравнение Фишера (4.117), (4.133).

Для линейного уравнения параболического типа (4.1) характерна 
бесконечная скорость распространения возмущений. При рассмотрении 
уравнений с нелинейными коэффициентами и правыми частями можно 
выделить решения с конечной скоростью возмущений. Для уравнения 
Фишера (4.117), (4.133) существуют решения типа бегущей волны, когда

u(x , t) =  -0 (£), £ =  х -  d ,

где с =  const — скорость волны.
А. Н. Колмогоров, И. Г. Петровский и Н. С. Пискунов показали, на

пример, что при
х < х*, 
х > ж*,

решение задачи Коши для уравнения (4.117), (4.133) единственно и это 
решение имеет вид волны, бегущей со скоростью с =  2у/кх-
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На рис. 4.1 представлено решение краевой задачи для уравнения
(4.117), (4.133) при /с =  0,2, х  =  5 с краевыми и начальными условиями

u(0yt) =  1 , u(\09t) = 1 ,

u(x,0) = \ 1’ X<̂ Xt ’ 0  < ж < 1 0 ,
1 0 , х > х ,

с х* =  2,5.
Использовалась достаточно подробная расчетная сетка с h =  0,01, 

т = 0,0025 и схема (4.129). Наблюдается перестройка первоначально 
прямоугольного начального профиля и формирование уединенной волны, 
распространяющейся вправо.

Некоторые особенности схем с линеаризацией по нелинейной пра
вой части и без линеаризации показаны на рис. 4.2, 4.3. Здесь пред
ставлены расчеты с использованием более крупного шага по времени 
(г =  0,025) при использовании линеаризованных схем (4.128) (рис. 4.2) 
и (4.129) (рис. 4.3). Схема с явной правой частью дает более точные
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результаты, в то время как схема с частичным выносом правой части 
на новый временной слой приводит к тому, что фронт приближенного 
решения движется несколько быстрее. Необходимо отметить, что этот 
вывод о некоторых преимуществах схемы без линеаризации относится 
только к рассмотренной задаче — в других условиях может лучше работать 
схема с линеаризацией.

4.6. Задачи и упражнения
4.1. Рассмотрите задачу Коши для эволюционного уравнения второго 
порядка:

^  +  Аи =  /(<), t >  О, (4.134)

du
и(0) =  щ , — (0) =  v0. (4.135)

dt
Покажите, что при А — А* > 0 для решения задачи (4.134), (4.135) верна 
априорная оценка

4.2. Постройте двухслойную разностную схему с весами для задачи с гра
ничными условиями третьего рода (4.1), (4.3), (4.4).
4.3. Ищется приближенное решение уравнения

ди д2и
—  =  ^ 2 + / ( ж , о ,  о < ж < г ,  о < и г ,

дополненное условиями (4.2), (4.3). Постройте двухслойную схему с по
грешностью аппроксимации 0(т2 +  /&4).
4.4. В классе трехслойных схем с весами

1 ^ 1 )  +

+ A{axyn+l + (1 -  (7 , -  (Т2)Уп + 022/n-l) =  <Рп,

выделите схему с погрешностью аппроксимации 0 (т3) .
4.5. Докажите теорему 4.2.
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4.6. Установите условия устойчивости схемы
Зуп+i -4уп + уп-\

2т + Ау п + 1 — ^

при А = А* > 0.
4.7. Пусть при исследовании схем с весами

Уп+'т Уп +  A(ayn+i +  (1 -  <т))у„ =  <Рп (4.136)

установлена устойчивость по начальным данным и правой части чисто 
неявной схемы (сг =  1 ). Покажите, что в этом случае устойчивыми будут 
все схемы с сг > 1 .
4.8. Пусть в схеме

ъУп+Х Уп лВ ----------- +  Л у п =  рп, tn Е
т

Уо =  Щ
с постоянным оператором А =  А* > 0  выполнено неравенство

В > Г-А .

Покажите, что для решения имеет место оценка устойчивости по началь
ным данным и правой части

п

Ilyn+ilU <  ll«olU +  1 Ы Ь - '  +  IKIU-' +  X ] т
к-1

<Рк ~ 4>k- 1

Т

4.9. На основе принципа максимума для разностных схем установите 
условия устойчивости в С(ш) схемы с весами (4.136) с

Ау = ~(аух)х, х€ш,

при решении краевой задачи (4.1)-(4.3).
4.10. Исследуйте сходимость трехслойной симметричной схемы

Уп+\  У~~- +  А(<гуп+1 +  (1 -  2а)уп +  (гуп- \ )  =  <рп,
2 Т

при решении краевой задачи (4.1)—(4.3).
4.11. При решении задачи (4.134), (4.135) естественно использовать схе
му с весами

— ' ~ 2У" + Уп~' + А{<тхуп+х + (1 - <>\ - <т2)у„ + <г2Уп-\) = <Рп. 

п =  1 , 2 , . . . ,  N q — 1 .
Получите условия устойчивости этой схемы.
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4.12. Модифицируйте программу PR0BLEM3, включив в нее реализацию 
трехслойной разностной схемы (4.132). Проведите вычислительные экс
перименты по использованию такой схемы для приближенного решения 
модельной задачи для уравнения (4.117), (4.133).
4.13. Постройте автомодельное решение типа бегущей волны для урав
нения (4.117) с коэффициентами

Проведите численные эксперименты по моделированию таких режимов 
с использованием программы PR0BLEM3.
4.14. Проведите численные эксперименты по развитию локализованных 
возмущений в задаче Коши для уравнения (4.117), когда

4.15. На основе программы PR0BLEM2 для численного решения сеточных 
эллиптических уравнений напишите программу для численного реше
ния линейной краевой задачи Дирихле для двумерного параболического 
уравнения

k(x, и) =  и*, /(ж, t , и) =  0 .

к(х , и) =  и° , /(ж, t , и) =  иа+].

x GO,  t > 0 ,

в прямоугольнике

П =  |х  | х =  (жь ж2), 0  < жа < /а , а  =  1 , 2 }.



Глава 5

Методы решения 
некорректных задач

Основные подходы к приближенному решению некорректных за
дач связаны с тем или иным возмущением исходной задачи, 
переходом к некоторой «близкой», но уже корректной задаче. 
На этом пути мы получаем различные алгоритмы регуляризации. 
На примере операторного уравнения первого порядка отмечаются 
основные подходы к решению неустойчивых задач. В частности, 
переход к корректной задаче может осуществляться за счет воз
мущения исходного уравнения, перехода к вариационной задаче 
и т. д. Важнейшее значение имеет проблема выбора параметра 
регуляризации, его согласование с погрешностями во входных 
данных. Иллюстративные расчеты проведены для интегрального 
уравнения первого рода.

5.1. Метод регуляризации А. Н. Тихонова

Рассматривается общий подход к построению устойчивых вычисли
тельных алгоритмов приближенного решения некорректных задач, пред
ложенный А. Н. Тихоновым. Метод основан на переходе от исходного 
уравнения первого рода к задаче минимизации функционала с дополни
тельным стабилизирующим слагаемым.

5.1.1. Постановка задачи
Изложение методов численного решения некорректных задач обыч

но проводится применительно к линейному операторному уравнению 
первого рода

Au =  f .  (5.1)

Правая часть и само решение принадлежат тем или иным метричес
ким пространствам. Для того чтобы не усложнять наше рассмотрение 
техническими деталями, ограничимся случаем линейного оператора А,
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действующего в гильбертовом пространстве Н  (будем считать для про
стоты, что и € Н, f  € Н,  т. е. А: Н  —» Я ).

В Я  введено скалярное произведение (u , v) и норма ||u|| для элемен
тов и, v Е Я . Предположим, что оператор Л самосопряжен, положителен 
и, вообще говоря, неограничен, а его область определения Я(Л) плотна 
в Я . Будем для простоты считать, что спектр оператора А дискретный 
и состоит из собственных значений А*, стремящихся к нулю при к -» оо 
(А, >  Л2 ^  . . .  >  А* ^  . . .  > 0 ), а соответствующая система собственных 
функций {Wk}, wk € D(A), /г =  1 , 2 , . . . ,  ортонормирована и полна в Я . 
Поэтому для каждого v € Я  справедливо

00

v = ^ 2 v kwk, vk = (v,wk).
к= 1

В прикладных исследованиях типичной является ситуация с заданием 
входных данных с погрешностью. Эту общую ситуацию промоделируем 
предположением, что правая часть уравнения (5.1) задана с погрешно
стью 6. Вместо /  нам известно f$ такое, что

НЛ -  /II <  S. (5.2)
В более общем случае мы должны ориентироваться на задачи (5.1), 
в которых приближенно задана не только правая часть, но и оператор 
задачи А.

Ставится задача нахождения приближенного решения уравнения
(5.1) с приближенно заданной правой частью fo. Это приближенное 
решение будем обозначать иа , причем параметр а  естественно связать 
с уровнем погрешностей в задании правой части, т. е. а =  а(5).

5.1.2. Вариационный метод
Основная идея построения устойчивых методов решения некоррект

ных задач базируется на использовании априорной информации о неточ
ности во входных данных. Раз правая часть задана с погрешностью, то 
и не нужно пытаться решить уравнение

Аиа = fs (5.3)
точно. Неопределенность в правой части можно попытаться компенсиро
вать, например, за счет перехода к некоторой другой, но уже корректной 
задаче

AccUqc —
в которой оператор Аа обладает лучшими свойствами, чем А.

В вариационных методах вместо решения уравнения (5.3) миними
зируется норма невязки г = Av -  f s , т. е. минимизируется функционал 
невязки

J0(v) =  \\Av -  fs\\2.
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Существует много решений такой вариационной задачи, которые с точ
ностью 6 удовлетворяют уравнению (5.3). Необходимо только разумно 
распорядиться информацией о погрешности в задании правой части с тем, 
чтобы выделить наиболее приемлемое решение.

В соответствии с методом регуляризации А. Н. Тихонова вводится 
сглаживающий функционал

Ja(v) = \ \ A v - f s\\2 + a\\v\\2. (5.4)

Приближенное решение Ua исходной задачи (5 . 1 ), (5.2) есть экстремаль 
этого функционала:

Ja(ua) =  min Ja(v). (5.5)
veH

В (5.4) a > 0 — параметр регуляризации, величина которого согла
суется с погрешностью задания правой части 6. Для выделения огра
ниченного решения в функционал невязки добавлен стабилизирующий 
функционал ||г;||2.

Основной вопрос теоретического исследования приближенных ал
горитмов связан с доказательством сходимости приближенного решения 
к точному. Необходимо указать, при каких условиях приближенное ре
шение ua, определяемое из (5.4), (5.5), сходится к точному решению 
задачи (5.1). В идеале, необходимо не только установить факт сходимо
сти, но и указать скорость сходимости.

Представим приближенное решение в операторном виде

ua = R(a)fs. (5.6)

Если это приближенное решение сходится к точному при стремлении 
к нулю погрешности правой части, то в этом случае говорят, что опе
ратор R(a) является регуляризирующим. При выбранной конструкции 
оператора R(a) необходимо указать и выбор параметра регуляризации a 
в зависимости от 6.

5.1.3. Сходимость метода регуляризации
При исследовании условно корректных задач необходимо выделить 

класс искомых решений, явно указать априорные ограничения на реше
ние. В задаче (5.1), (5.2) нас будут интересовать ограниченные решения, 
тем самым априорные ограничения на решение есть

INI < (5.7)

где М  =  const > 0. Основной результат формулируется в виде следующего 
утверждения.
Теорема 5 . 1 . Пусть для погрешности правой части выполнена оценка (5.2). 
Тогда приближенное решение иа , определяемое как решение задачи (5.4), (5.5),
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при а(6) -э 0, ——  -э О при 6 —> О сходится в Н к ограниченному точному
а{8)

решению и при д —> О.
Доказательство. При наших предположениях об операторе А точное ре
шение уравнения (5.1) представляется в виде

U = y 2 — ( f , w k)wk.
т ?\Xk

(5.8)

Пусть
00

v = ^ 2 c kwk, ck = {v,wk),
k = \

тогда функционал Ja(v) принимает вид
00

Лг(«) =  ( (А*с* -  (/«>w*))2 + ас*)-
Л = 1

Условие (5.5) эквивалентно

dJ
= 2Xk(Xkck -  ( f s, wk)) +  2ak =  0 , A =  1,2, . . .  . 

Отсюда следует представление для решения задачи (5.4), (5.5)

« « =  У  72——•(/<*> w*)»*- (5-9)
А* + а

Для погрешности z = иа - и  используем представление

z =  zi +  2:2, Zi =  -  R ( a ) f , ^ 2 =  R(®)f ~ и. (5.10)

Здесь R{a)f  есть решение задачи минимизации сглаживающего функци
онала при точном задании правой части.

С учетом (5.8), (5.9) получим

1Ы 12 =  Ё
4

*=i (Afc +  а )
Для неотрицательных х имеем

х 1

((fd,wk) -  ( f , w k))2.

X2 + 2 у/ a ’
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и поэтому при предположениях (5 .2 )

1 00 82

II2! И2 < ^  “  ( / • » * ) ) 2 <
к- 1

4а
(5.11)

Оценка (5.11) выражает устойчивость решения задачи (5.4), (5.5) по от
ношению к малым возмущениям правой части.

Оценим теперь z2 в представлении (5.10) для погрешности прибли
женного решения. В этом случае речь идет об условиях близости решений 
уравнения (5.1) и задачи минимизации сглаживающего функционала при 
одной и той же точной правой части. Из (5.8), (5.9) имеем

IN I2 = £
a

к= 1 *jfeWfc+a )
Близость R(a) f  к и установим для функций из класса (5.7). Покажем, 

что для любого е > 0  можно указать а(е) такое, что | | ^ 2 | | 2 ^  £ для всех 
0 < а  ^  а(е). Для функций из класса (5.7) ряд

00

N 1
2 -  V " 1

2 ^ 7 2 ^ ’ ®*)
* = 1  Л *

сходится, и поэтому найдется п(е) такое, что
00 . 

k=n(e) + 1 k

В этих условиях получим неравенство

ап(е)

"2!"! *  £  №  + а ) 1

00 .

( f , m ) 2+ £  (f>wk)2-
к=п(е)+\

За счет выбора достаточно малого а(е) для первого слагаемого получим

n(e) а 2

^  + а)
(f,Wk)2 < y

Это неравенство будет иметь место для всех 0  < а  ^  а(е). Тем самым 
s(a) =  ||z2 || -> 0 , если a  0 .

Подстановка в (5.10) дает

+  «(о). (5.12)

В силу этого, если а(6) —> О,

N K I W I  +  I M K  

s2
а(6)

2 \ /а

О  п р и  <5 0 , т о  ||.:|| - »  0.
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Доказанная теорема имеет место и в более общих условиях. Принци
пиальным обобщением является рассмотрение задачи (5.1), (5.2) в усло
виях, когда оператор А не является самосопряженным.

5.2. Скорость сходимости 
метода регуляризации

В классе ограниченных решений выше установлен факт сходимости 
приближенного решения к точному в методе регуляризации А. Н. Ти
хонова. При более жестких априорных ограничениях на точное реше
ние удается получить оценки скорости сходимости метода регуляри
зации.

5.2.1. Уравнение Эйлера
для сглаживающего функционала

Вместо экстремальной задачи (5.4), (5.5) можно решать соответству
ющее уравнение Эйлера. В этом случае приближенное решение опреде
ляется из решения уравнения второго рода:

A* Aua +  auQ =  A* f§. (5.13)

Переход к корректной задаче (5.13) от некорректной (5.3) осуще
ствляется за счет перехода к задаче с самосопряженным оператором А*А, 
домножая (5.3) слева на А*, и его последующем возмущении операто
ром аЕ.

Отмеченная эквивалентность задачи минимизации (5.4), (5.5) и урав
нения (5.13) дает определенную свободу при вычислительной реализации. 
Вариационный подход имеет большую общность, он позволяет с единых 
методологических позиций рассмотреть различные классы задач. Для 
нахождения численного решения часто удобнее ориентироваться на со
ответствующее уравнение Эйлера.

При А = А* ^  0 можно ограничиться возмущением самого опера
тора:

Aua +  aua = f§. (5.14)

Задача (5.14) соответствует использованию алгоритма упрощенной регуля
ризации.

Фактически можно говорить, что помимо вариационных методов 
решения некорректных задач можно выделить второй класс приближен
ных методов, которые (см., например, (5.13), (5.14)) характеризуются 
возмущением оператора исходной или преобразованной задачи.
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5.2.2. Классы априорных ограничений на решение
Мы рассмотрели метод регуляризации А. Н. Тихонова в предполо

жении (5.7) о точном решении некорректной задачи (5.1), (5.2). Для 
погрешности решения получена оценка (5 . 1 2 ), в которой 5 (a) 0 , если
параметр регуляризации a  -» 0 . Заметим, что сходимость устанавливает
ся в той же норме, в которой формулируются априорные ограничения 
на решение. Хотелось бы получить оценку, которая конкретизировала бы 
скорость сходимости приближенного решения при а(б) 0  и б 0 .

Для того чтобы прояснить ситуацию, рассмотрим задачу прибли
женного вычисления производной. Будем использовать разностное отно
шение

_  ф  +  -  ф  -  л)
* 2 ft 1 ;

предполагая, что функция и(х) дифференцируема для всех х. Нас интере
сует вопрос о том, как хорошо разностная производная (5.15) приближает 
du/dx  в точке х.

Для доказательства сходимости, получения оценок скорости сходи
мости центральной разностной производной (5.15) к du/dx  сформули
руем более жесткие ограничения на функцию и(х). Если, например, 
функция и(х) дважды дифференцируемая, то из (5.15) получим

du Л/ , ч
=  Т х + т '

для трижды дифференцируемой функции
du о 

u* = d i +0{h
Тем самым, с уменьшением гладкости дифференцируемых функций по
грешность аппроксимации падает.

Аналогичная ситуация имеет место и при исследовании скорости 
сходимости метода регуляризации. Вместо (5.17) сформулируем более 
сильные ограничения на точное решение задачи (5.1). Требования повы
шенной гладкости точного решения естественно связать с оператором А. 
Будем считать, что точное решение принадлежит классу

р - 'и Ц ^ М . (5.16)

В рассматриваемом случае самосопряженного и положительного опера
тора А промежуточное (между (5.7) и (5.16)) положение занимает класс 
априорных ограничений на решение типа

N U -  < М .  (5.17)
В условиях (5.16), (5.17) можно попытаться конкретизировать зависи
мость 5 (a) в оценке погрешности типа (5.12) для метода регуляризации.
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5.2.3. Оценки скорости сходимости
Оценки для погрешности метода регуляризации А. Н. Тихонова мы 

получим на основе априорных оценок для операторного уравнения (5.13), 
которое с учетом А =  А* > 0 принимает вид

А2иа + аиа -  Af$. (5.18)

Теорема 5.2. Для погрешности приближенного решения задачи (5.1), (5.2), 
определяемого из (5.13), справедлива априорная оценка

(5.19)

для точных решений из класса (5.16) и

1И 1! <  -  +а 2
(5.20)

для решений удовлетворяющих (5.17). 
Доказательство. Вычитая из (5.18) уравнение

Аги = A f ,
получим следующее уравнение для погрешности z = иа -  и:

A2z +  otz — A(fs -  f )  -  от.
Скалярно домножим его на z, что дает

\\Az\\2 + a\\z\\2 = ((f s -  / ) ,  Az) -  a(u , z).
Подстановка неравенства

{(fs - f ) , A z )  ^ l-\\Az\\2+ l- \ \ f s - f \ \ 2

дает

l-\\Az\\2 +  a | |z | | 2 <  i | | / ,  -  /Ц2 -  «(«, г). (5.21)

Рассмотрим вначале случай априорных ограничений (5.16). Исполь
зование неравенства

1 а 2

- а(и , z) — - a(A~lu , Az) ^  -||Л;г: | | 2 +  —  \\А~1и\\2 

в (5.21) приводит нас к оценке

а |И | 2 < ^ | | / # - / | | 2 +  у 1И - 1и||2.

С учетом (5.2) и (5.16) приходим к доказываемой оценке (5.19).
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В случае (5.17) последнее слагаемое в правой части (5.21) оцениваем 
следующим образом:

-а (и ,  z) =  -a (A ~ ' /2u, A i/2z) ^  ^/a\\A42z\\2 +  <̂^ - \ \A ~ xl2u\\2. 

Принимая во внимание, что

l-\\Az\\2 + a\\z\\2 - V Z \ \ A l/2z\\2 =
t

~Ti
A z - ^ ,

V2 + \ м \ \

получим

\ ы Ы \ \ \ и - П \ 2^ \ \ А - х12и\\2.

С учетом (5.2), (5.17) имеем оценку (5.20). ■

Повышение требований на гладкость точного решения приводит 
к повышению скорости сходимости приближенного решения к точному 
(см. оценки (5.19), (5.20)).

5.3. Выбор параметра регуляризации

Отмечаются некоторые основные способы выбора параметра регу
ляризации, который должен согласовываться с погрешностью входных 
данных.

5.3.1. Выбор в классе априорных 
ограничений на решение

В теории методов приближенного решения некорректных задач во
просу выбора параметра регуляризации уделяется значительное внимание. 
Наибольшее распространение получили: выбор параметра регуляризации 
по невязке, обобщенной невязке (при учете погрешности в задании 
не только правой части, но и оператора А ), квазиоптимальный выбор 
и т. д. Выбор оптимального значения параметра регуляризации во многом 
определяет работоспособность вычислительного алгоритма.

Параметр регуляризации а  согласовывается с погрешностью входных 
данных, и чем меньше погрешность, тем меньшим берется параметр 
регуляризации, т. е. а  =  а(<5). В соответствии со структурой погрешности 
(см. (5 . 1 2 ), (5.19), (5 .2 0 )) мы не можем брать слишком малый параметр 
регуляризации — поскольку при уменьшении параметра регуляризации 
растет погрешность и проявляется некорректность задачи. Тем самым, 
имеется некоторый оптимум для параметра регуляризации, при котором 
погрешность приближенного решения минимальна.
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Оптимальный параметр регуляризации зависит не только от величины 
погрешности в задании правой части, но и от класса априорных ограниче
ний на точное решение. Так например, для ограниченных решений (класс
(5.7)) полученная выше оценка (5.12) для погрешности приближенного 
решения в методе А. Н. Тихонова не позволяет явно указать оптимальное 
значение параметра регуляризации.

При сужении класса точных решений мы имеем возможность кон
кретизировать выбор параметра регуляризации. В классе точных решений
(5.16) для погрешности имеет место априорная оценка (5.19) и для опти
мального значения параметра регуляризации получим выражение

«opt = ^ ,  М ~ 'И||^ М . (5.22)

При таком выборе параметра регуляризации достигается следующая ско
рость сходимости приближенного решения к точному:

р | |  ^  у /Ш.
Аналогичное рассмотрение выбора параметра регуляризации в классе 

априорных ограничений на точное решение (5.17) приводит нас к

/  в2 \ 2 / 3

а°р1=( 4м 0  ’ М ^ М; (5-23)
при этом

Подводя итоги, можем сформулировать следующее утверждение.
Теорема 5.3. При выборе оптимального значения параметра регуляризации 
по правилу (5.22) в классе точных решений (5.16) и по правилу (5.23) в классе
(5.17) для погрешности приближенного решения имеем

11*11 -  О(60), р = <

1

2 ’
1

3 ’

\\А~'и\\ < М , 

IM U- < М.
(5.24)

Оптимальный выбор параметра регуляризации проводится при усло
вии, что известен уровень погрешности в задании правой части (посто
янная д в (5.2)) и класс априорных ограничений на точное решение 
(постоянная М  в оценке (5.16) или (5.17)). При решении практических 
задач такая априорная информация частично или даже полностью отсут
ствует. Поэтому приходится ориентироваться и на другие способы выбора 
регуляризации. Отметим некоторые возможности в этом направлении.
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5.3.2. Метод невязки
При выборе параметра регуляризации по невязке в качестве определя

ющего уравнения выступает равенство
IIAua -  М  =  8. (5.25)

Обоснование такого выбора параметра регуляризации, т. е. сходимость 
приближенного решения ua с а  =  а(<5) при 8 -» 0  к точному решению 
уравнения (5.1), дано для многих классов задач. Мы отметим лишь 
особенности вычислительной реализации такого способа определения 
параметра регуляризации.

Невязка зависит некоторым образом от параметра регуляризации а . 
Обозначим

<р{<х) =  I\Aua -  fs\\,
тогда нахождение параметра регуляризации состоит в соответствии с 
принципом невязки (5.25) в решении уравнения

<р(а) = 8. (5.26)
В достаточно общих условиях функция (р(а) является неубывающей 
и уравнение (5.26) имеет решение.

Для приближенного решения уравнения (5.26) применяются различ
ные вычислительные процедуры. Например, используется последователь
ность

otk = a0qk, q > 0, (5.27)
и вычисления проводятся начиная с к =  0  до некоторого к =  К,  
при котором равенство (5.26) с приемлемой точностью выполняется. При 
таком определении параметра регуляризации требуется К  + 1  вычислений 
невязки (решений вариационных задач типа (5.4), (5.5) или уравнений 
Эйлера (5.13)).

Для приближенного решения уравнения (5.26) можно использовать 
и более быстрее сходящиеся итерационные методы. Установлено, что 
функция tp(J3) =  (р{\/Р) является убывающей и выпуклой функцией. 
Поэтому для решения уравнения

■ФФ) = 6
можно использовать итерационный метод Ньютона, когда

■ФШ -
f i f ik )

Этот метод будет сходиться при любом начальном приближении /?о > 0 . 
Для того чтобы не вычислять производную функции 'ф(Р), можно ис
пользовать итерационный метод секущих, когда

Рк+ 1 =  Рк ~
Р к - Р к - 1

“Ф(Рк) -
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Использование подобных итерационных процедур позволяет сократить 
общие вычислительные затраты на определение параметра регуляриза
ции а.

5.3.3. Другие способы выбора 
параметра регуляризации

В силу того что оценки погрешности задания входных данных (типа
(5 .2 )) часто не известны, плохо контролируемы, использование хорошо 
апробированного и теоретически отработанного метода невязки затрудни
тельно. Поэтому в вычислительной практике широкое распространение 
получили другие способы определения параметра регуляризации.

Выбор квазиоптималыюго значения параметра регуляризации напря
мую не связан с уровнем погрешностей S. Выбирается значение a > О, 
которое минимизирует функцию

х(«) = (5.28)

Для нахождения квазиоптимального значения чаще всего использу
ется последовательность (5.27). Минимизация (5.28) на таких значениях 
параметра регуляризации соответствует поиску минимума

*(<**+■) =  IK * +,
Тем самым необходимо проводить оценку лишь нормы разности прибли
женных решений на двух соседних итерациях.

Имеются и другие способы выбора параметра регуляризации. От
метим лишь тот общий момент, что выбор параметра регуляризации 
приводит к существенному увеличению вычислительной работы и носит 
в той или иной степени итерационный характер. При каждом значении 
итерационного параметра решается задача (5.4), (5.5) или эквивалентное 
ей уравнение (5.13). Понятное дело, что при промежуточных значениях 
параметра регуляризации нет большого смысла в очень точном реше
нии таких задач. Поэтому можно комбинировать нахождение решения 
задачи (5.13) с выбором параметра регуляризации. Близкая идея факти
чески реализована в итерационных методах решения некорректных задач 
за счет объединения функций итерационного параметра и параметра 
регуляризации.

5.4. Итерационные методы решения 
некорректных задач

При решении некорректных задач с большим успехом применяются 
итерационные методы. В этом случае в качестве параметра регуляриза
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ции выступает число итераций. На примере решения задачи (5.1), (5.2) 
обсуждаются основные особенности применения итерационных методов.

5.4.1. Особенности применения 
итерационных методов

Отметим некоторые основные особенности применения итераци
онных методов для решения некорректных задач. Будем рассматри
вать модельную задачу (5.1), (5.2), в которой оператор А самосо
пряженный и положительный. Некорректность задачи связана с тем, 
что собственные значения оператора А , упорядоченные по убыванию 
(Ai ^  А2 ^  ^  А* ^  . . .  > 0), стремятся к нулю при к -э оо.

Общий двухслойный итерационный метод для решения уравне
ния (5.3) с приближенно заданной правой частью записывается в виде

B U k + 1 ~ Uk +  Auk =  fs, k = 0 , 1 , . . . .  (5.29)
Tk+\

Здесь В: H  -> H  и В~х существует.
Если в исходной задаче (5.1), (5.2) оператор А не является самосопря

женным и положительным, то проводится предварительная симметриза
ция по Гауссу. Применение итерационного метода для симметризованной 
задачи соответствует использованию

B Uk+' ~ Щ +  А*Ащ = A*fs, * =  0, 1 , . . . .  (5.30)
Тк+ 1

В зависимости от контекста итерационный метод (5.30) может интер
претироваться и как итерационный метод решения вариационной задачи 
минимизации функционала невязки

J0(v) = \\Av -  f s \\2.

Итерационный метод (5.29), его скорость сходимости характеризует
ся выбором оператора В  и итерационных параметров r^+i, к =  0, 1, . . .  . 
Краткое обсуждение этих вопросов применительно к решению сеточ
ных задач, которые возникают при использовании разностных методов 
для эллиптических краевых задач, приведено в главе 3. Однако прямое 
использование ранее приведенных результатов о скорости сходимости 
итерационных методов мало что дает при рассмотрении итерационных 
методов для решения некорректной задачи (5.3).

Остановимся вначале на случае явных итерационных методов, когда 
оператор В = Е , и постоянного итерационного параметра (метод простой 
итерации), т. е.

-------------- Ь Аи^ — fdi к — 0 , 1 , . . .  .
т

(5.31)
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Скорость сходимости итерационного метода (5.31) (см. теорему 3.3) 
определяется постоянными 7 1 , 7 2  в неравенстве

А ^ 7 2 Я. (5.32)

При 7 i > 0  итерационный метод (5.31) сходится в Н ЧНА при всех

О < т <
2_
72

(5.33)

а для числа итераций п, необходимых для достижения точности 
справедлива оценка

/ Ч 1пеп ^  щ(е) =  ------ ,
In ро

где

Ро = LzA
i + r

е,

В случае задачи (5.3) при наших предположениях об операторе 
задачи А для постоянных в неравенстве (5.32) имеем 7 2  =  Aj, а 7 1  =  О, 
и тем самым £ =  0. В силу этого, мы не может конкретизировать скорость 
сходимости итерационного метода.

Вторая основная особенность применения итерационных методов 
для приближенного решения некорректных задач связана с критерием 
останова. При решении сеточных эллиптических уравнений итерации 
продолжаются до тех пор, пока начальная невязка не упадет в е~~1 раз. 
Параметр е задается из тех или иных соображений. При итерационном 
решении некорректной задачи (5.3) с учетом неточного задания правой 
части (оценка (5.2)) мы можем выбирать условие окончания итераций, 
согласуясь с этим уровнем погрешности, т. е. итерации продолжаются 
до некоторого п(6).

5.4.2. Итерационное решение некорректной задачи
Сформулируем условия, при которых итерационный метод (5.31) 

дает приближенное решение задачи (5.1), (5.2).
Теорема 5.4. Пусть в итерационном методе (5.31)—(5.33) число итераций 
п(д) -э оо и п(д)д -> 0 при д -э 0. Тогда ||ип^) -  и\\ -э 0, если (5-^0.
Доказательство. Обозначим через zn — ип -  и погрешность на гг-ой 
итерации. Из (5.31) непосредственно получаем

п -1

ип = ( Е -  тА)пи0 + ^ 2 ( Е  -  TA)krf i ,
k=0

где щ  — некоторое заданное начальное приближение.

(5.34)
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Для
влением

точного решения можно воспользоваться аналогичным предста-

п- 1

и = ( Е -  тА)пи +  ~ r A f r f .
k= О

Оно соответствует итерационному решению уравнения (5.1), когда на
чальное приближение совпадает с точным решением задачи.

С учетом (5.34) для погрешности получим выражение
2  _ J D  , J2)**п — **п ' **п > (5.35)

где

4 °  = ( Е -  rA)nz0, 4 2) = J 2 &  -  TA)kT(ft -  f),
k= О

причем z0 = щ -  u — начальная погрешность. Первое слагаемое 
в (5.35) является стандартным для итерационных методов, слагаемое z ^  
в правой части (5.35) связано с учетом погрешности в задании правой 
части уравнения (5.1).

При сформулированных (см. (5.33)) ограничениях на итерационный 
параметр г  имеем

\ \Е-тА\\ < 1 . (5.36)
Для доказательства перейдем от неравенства (5.36) к эквивалентному 
неравенству

(Е -  тА*)(Е -  тА) < Е.
С учетом самосопряженности и положительности оператора А и оценки 
А <  7 2 Е  (см. (5.32)) получим

(Е -  тАг)(Е -  тА) -  Е  — т А 1/2(т А -  2Е)А' /2 <  t A 1/2(t j 2 -  2)ЕА1/2 < О

при выполнении (5.33).
Принимая во внимание (5.36) имеем

п— 1
||z<2) || <  ^  \\Е -  TA\\kT\\fs -  / | |  <  птд. (5.37)

к=0

Более подробного обсуждения заслуживает оценка z„K
Будем считать, что zq Е  Н .  Э т о  имеет, например, место при на

чальном приближении щ  =  0 при решении задачи (5.1), (5.2) в классе
(5.7). Покажем, что s(n) =  0 при п оо. Воспользуемся
представлением

00

s2(n) =  ^ ( 1  -  7-Aj)2n(zo, щ)2-
!= I



160 Глава 5. Методы решения некорректных задач

Для любого малого е > 0 найдется достаточно большое N такое, что

5Z щ )2
i=N + 1

С учетом |1 -  тА,-| < 1 имеем
N

г= 1

s2(n) < 53(1 -  T\i)2n(z0, Wi)2 + 5 3  (z°> Wi">
i=N + 1

Для первого слагаемого при достаточно больших п

N £
53(1 - r X i ) 2n( z o , W i ) 2 ̂  - .
г=  1

Подстановка (5.37) в (5.35) приводит нас к оценке

||z„|| ^  птб +  s(n)y (5.38)

где s(n) 0 при п -» оо. Из полученной оценки (5.38) непосредственно 
следует доказываемое утверждение. ■

В случае применения итерационного метода (5.31)—(5.33) в качестве 
параметра регуляризации выступает число итераций, которое согласуется 
с погрешностью в задании правой части. Первый член в правой части
(5.38) растет с числом итераций, а второй — падает. Для минимизации 
погрешности необходимо выбирать число итераций не слишком большим 
и не слишком малым.

5.4.3. Оценки скорости сходимости
Как и при доказательстве теоремы 5.1 мы установили факт схо

димости без конкретизации скорости сходимости. При сужении класса 
априорных ограничений на решение можно получить (см. теорему 5.2) яв
ную зависимость погрешности приближенного решения от погрешности 
в задании правой части. Аналогичная ситуации наблюдается и при ис
пользовании итерационных методов решения некорректных задач. Сфор
мулируем типичный результат в этом направлении.

Будем рассматривать итерационный метод (5.31), (5.32) при более 
жестких, чем (5.33), ограничениях на итерационный параметр

О < т ^  . (5.39)
72

Теорема 5.5. Пусть точное решение задачи (5.3) принадлежит классу

\\А~ри\\ < М , 0 < р < оо. (5.40)
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Тогда для погрешности итерационного метода (5.31), (5.32), (5.39), в котором 
щ = О, справедлива оценка

||z„|| ^  пт<5 + М[П р, М\ =  М\{т,р,М). (5.41)

Доказательство. Достаточно в условиях (5.40) конкретизировать зависи
мость s(n) в оценке (5.38) от числа итераций.

При щ  =  0 имеем zo = и и с учетом ранее введенных обозначений 
получим

4 °  =  “ т Л 0

п («.»<)

1 = 1 А?
-Wi

Принимая во внимание (5.40), получим

s(n) ^  тахА ? | 1  -  гЛ»|п • \\А ри\\.
л,

(5.42)

При ограничениях на итерационный параметр (5.39) О < т А, <  1 

и поэтому

шах А?|1 -  г  А, Г < max x(v)> x(v) = »f(l -  Ч)"-
A, TV 0<|J<1

Максимум функции x(v) достигается в точке

V
Т) =  Т1 =

причем
р + п

р+п

Подстановка в (5.42) приводит к оценке (5.41), в которой постоянная

тР
Mi =  — exp { - р } М

зависит от р, т и М , но не зависит от числа итераций п. Ш
Минимизацией правой части оценки (5.41) формулируется критерий 

для окончания итераций

l,opt
=

\ / ( р + \ )

s-i/(p+i) (5.43)

т.е. п(д) =  0(д  В этом случае для погрешности приближенного
решения получим оценку

i l* J I  < (5.44)
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с постоянной

Оценка (5.44) демонстрирует прямую зависимость скорости сходи
мости приближенного решения к точному от погрешности в задании 
правой части S и гладкости точного решения (параметр р).

5.4.4. Обобщения
Выше мы отметили возможность оптимального выбора числа итера

ций в случае известного класса априорных ограничений на точное реше
ние задачи (постоянная М  в (5.40)). При практическом использовании 
итерационных методов решения некорректных задач класс априорных 
ограничений часто не удается явно сформулировать. Поэтому вместо 
(5.43) число итераций выбирается по невязке, т. е. итерационный процесс 
продолжается до тех пор, пока не будет выполнено неравенство

I I  Aun{S)- f §\ \ ^ 6 .  (5.45)
При обсуждении итерационных методов решения сеточных элли

птических уравнений выделены итерационные методы вариационного 
типа. Они характеризуются использованием явных расчетных формул для 
итерационных параметров. Например, итерационный метод скорейшего 
спуска характеризуется использованием итерационного метода

— — + Atik = f6, * =  0 , 1 , . . . ,  (5.46)
Ч+\

в котором

П+, =  ( М ^ ’ гк = А щ - и  (5.47)

В этой связи необходимо отметить также метод сопряженных гради
ентов. Он относится к классу трехслойных итерационных методов, когда 
при решении задачи (5.3)

ик+\ = ак+\{Е -  тк+1А)ик + (1 -  а*+!)«*_! + a k+iTM fs,

к = 1 , 2 , . . . ,  (5.48)
щ  = (Е -  T\A)u0 + T\fs.

Для итерационных параметров ajt+i и тк+\ используются расчетные фор
мулы

Тк+ 1

Ofc+ 1

(rk,r k)
{ A r k , r k y

k =

П +i (гк,гк) 1 \
4 (rj-iJi-ilaJ

к = 1 , 2 . . . ,  a,  =  1 .
(5.49)
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Мы не будем останавливаться на рассмотрении регуляризирующих 
свойств таких итерационных методов, отсылая заинтересованного чита
теля к специальной литературе. Отметим только, что для вариационных 
итерационных методов (5.46), (5.47) и (5.48), (5.49) для решения некор
ректной задачи (5.1), (5.2) получены аналогичные результаты, что и для 
метода простой итерации (5.31).

Отдельного обсуждения заслуживает проблема использования неяв
ных итерационных методов при решении некорректных задач: итераци
онных методов типа (5.29), (5.30), в которых В Ф Е. В общем кон
тексте есть проблема выбора оператора В  при решении некорректных 
задач.

При решении сеточных задач для корректных задач математичес
кой физики выбор оператора В  подчинен исключительно ускорению 
скорости сходимости итерационного метода. При решении некорректных 
задач итерационный процесс обрывается до достижения невязки, величи
на которой определяется погрешностью входных данных. Для нас важно 
не только с какой скоростью сходится итерационный процесс на этом 
участке убывания, но и в каком классе гладкости этот итерационный про
цесс сходится, в какой норме необходимый уровень невязки достигается. 
Наиболее важная особенность приближенного решения некорректных 
задач итерационными методами состоит в том, что выделение прибли
женного решения из необходимого класса гладкости может достигаться 
именно выбором оператора В.

5.5. Программная реализация 
и примеры расчетов

В качестве типовой некорректной задачи обычно выступает инте
гральное уравнение первого рода. Мы не отступаем от традиций и рас
сматриваем вопросы численного решения интегрального уравнения, ко
торое используется при продолжении аномальных гравитационных по
лей, заданных на земной поверхности, в сторону возмущающих масс. 
Программная реализация базируется на применении итерационных ме
тодов при решении задачи со случайными погрешностями во входных 
данных.

5.5.1. Задача продолжения потенциала
В грави- и магниторазведке, а также в электроразведке постоянным 

током важнейшей является задача продолжения потенциальных полей 
с поверхности Земли вглубь. На основе решения такой задачи идентифи
цируются в той или иной степени положения аномалий гравитационного
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и электромагнитных полей. Мы ограничимся здесь формулировкой дву
мерной задачи продолжения гравитационных полей.

Обозначим через U гравитационный потенциал аномалии, располо
женной в толще Земли. Пусть х — горизонтальная координата, ось z 
направим вертикально вверх, причем на земной поверхности z = 0. Рас
сматривается задача определения гравитационного потенциала при z <0  
вплоть до аномалий, глубина залеганий которых есть Я .

Рис. 5.1. К задаче продолжения

Мы рассматриваем задачу продолжения гравитационного потенциала 
от возмущающих масс (D\ ,D2 на рис. 5.1). Этот потенциал U(x,z)  
удовлетворяет уравнению Лапласа в зоне вне аномалий, так что

d2U d2U
^  + s r = ° ,  *>-Н. (5.50)

На земной поверхности по данным натурных измерений (наблюда
ется вертикальная первая производная потенциала) ставятся условия

9U
— (*, 0) =  ¥>(*). (5.51)

Еще одно краевое условие имеет вид

Щх,  оо) -  0. (5.52)

На функцию р(х) накладываются естественные ограничения на поведе
ние при \х\ оо, обеспечивающие ограниченность решения.

Задача (5.50)—(5.52), рассматриваемая при z > 0 , есть обычная кра
евая задача. Ставится проблема продолжения решения этой корректной 
задачи в прилегающую область, в которой - Я  < z < 0.
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Задача продолжения (5.50)—(5.52) при z < 0 не совсем удобна для 
исследования из-за граничного условия (5.52). Ее можно переформули
ровать как задачу продолжения для u =  dU/dz\

д2и д2и
(5.53)

дх2 +  а ?  =  0’ 2 > _ Я )

и(ху 0 ) =  <р(х)у (5.54)

и(х, оо) =  0 . (5.55)

В случае (5.53)—(5.55) мы имеем задачу продолжения решения задачи 
Дирихле для уравнения Лапласа.

Приведем некоторые простейшие соображения относительно необ
ходимости решения задач продолжения гравитационных полей в сторону 
аномалий. В проведенных расчетах рассматривалась модельная задача 
с двумя аномалиями кругового сечения с центрами ( х \  z x) =  (0 ,8 , -0 ,3 ),
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(x2, z 2) =  (1,1, -0 ,4). Точное решение задачи (5.53)-(5.55) имеет вид

Пусть С\ =  0,3, С2  =  1,2, т. е. более глубокая аномалия имеет в четыре 
раза большую мощность.

Точное решение задачи на различных глубинах Я  показано на 
рис. 5.2. При Я  =  0 и Я  =  0,1 по данным измерений плохо иденти
фицируются два источника возмущений гравитационного потенциала. 
При больших глубинах (при приближении к источникам) происходит 
разделение аномалий (при Я  =  0,2 и особенно при Я  =  0,25). Именно 
с этим обстоятельством связывается необходимость продолжения потен
циальных полей в сторону аномалий.

5.5.2. Интегральное уравнение
Для приближенного решения задачи продолжения (5.53)—(5.55) мож

но использовать различные вычислительные алгоритмы. Мы остановимся 
на применении метода интегральных уравнений. Гравитационный по
тенциала от аномалий будем приближать потенциалом простого слоя 
с носителем, расположенным на отрезке О ^ ж ^ Ь и  глубине z =  - Я .  
С точностью до множителя

Для определения неизвестной плотности из (5.54) и (5.56) получим 
интегральное уравнение первого рода

u(x ,z) с, (д. _ Хху. + (z _ 2 | ) 2  +  Сг(х -  х 2)2 +  (z -  z2)r

L

U(x,z)  — J \ n r f i ( s ) d s ,  r =  yj(x -  s)2 + (z + Я )2, z > - H .
о

Для производной по вертикальной переменной получим
L

0

L

(5.57)
о

с симметричным ядром

Уравнение (5.57) запишем в виде уравнения первого рода
Ар =  <р, (5.58)
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в котором

К ( х , s)p(s) ds.

Интегральный оператор А: Н  -э # ,  где Я  =  Ь2(О, L) является само
сопряженным (Ар, v) =  (р, Av). Кроме того, он является ограниченным, 
так как

L  L

(Ац, ц) = I I  К(х,  s)/i(s)ft(x) ds dx
о о

«г

✓  L  L  \ 1/2 /  L  L

i f f  K 2( x , s ) d s d x \  I f f  V2(s)v2(x)
' О  О '  ' 0  0

ds dx
1/2

< 7 2 l l M l | 2 ,

где 7 2  < L/H.
Рассматриваемый интегральный оператор самосопряжен и ограни

чен. Однако применение итерационного метода непосредственно для 
уравнения (5.58) неправомерно в силу того, что оператор А, вообще 
говоря, не является положительным (неотрицательным). Поэтому необ
ходимо использовать симметризацию уравнения (5.58):

А* Ар =  А*<р, (5.59)

после которой уже используется итерационный метод.

5.5.3. Вычислительная реализация

При численном решении интегрального уравнения (5.59) использу
ется равномерная сетка

ш =  {х  | ж =  (г -  0,5)Л, г =  1, 2 , . . . ,  N, N h  =  £}.

Приближенное решение обозначим yi — y(xi), г =  1 , 2 , . . . ,  iV.
Интегральному оператору А поставим в соответствие сеточный опе

ратор
N

(Ahy)(xi) =  К (х{, Sj)yjh. (5.60)
з=i

Такая аппроксимация соответствует применению квадратурной формулы 
прямоугольников. Сеточным аналогом уравнения (5.59) является

Ry = f , R = A*hAh, f  =  A*htp. (5.61)
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Для приближенного решения (5.61) применяется итерационный 
метод

Ук+' ~ Ук +  Ryk = f ,  Л =  0 , 1 , . . .  . (5.62)
п + 1

Рассматривались два способа выбора итерационных параметров:
1. Метод простой итерации — т к  =  т  = const.
2. Метод скорейшего спуска, когда

Ч+\
{г к, г к)

(Rrk,rk) ’
Гк = Ryk -  /•

Погрешности в задании входных данных моделировались тем, что 
точное решение в узлах сетки возмущалось по закону:

<ps(x) = <р(х)+ 2( (a (x )  -  x = Xi, t =  1,2, . . .  ,ЛГ,

где <т(х) — нормально распределенная от 0  до 1 случайная величина. 
Параметр (  определяет уровень погрешности в задании правой части 
уравнения (5.58), причем

1М * ) - р ( ® ) | |  <<5 =  (VZ.
Выход из итерационного процесса проводится по невязке. Некоторые 
другие особенности вычислительного алгоритма отмечаются ниже.

5.5.4. Программа
Для приближенного решения модельной двумерной задачи продол

жения гравитационных полей используется следующая программа.

Программа PR0BLEM4 
с
с
п

PR0BLEM4 - П Р О Д О Л Ж Е Н И Е  А Н О М А Л Ь Н О Г О  Г Р А В И Т А Ц И О Н Н О Г О  П О Л Я

PARAMETER ( Н Н  = 0.225, DELTA = 0 .1 , ISCHEME = 1, N = 100 )
DIMENSION Y(N), X(N ), PHI(N), PHID(N), F (N ), A(N,N),

Q
+ V(N), R(N), AR(N), U(N), UY(N), UY1(N)

С
п

П А Р А М Е Т Р Ы З А Д А Ч И :

с XL, XR -  Л Е В Ы Й  И  П Р А В Ы Й  К О Н Е Ц  О Т Р Е З К А ;
с Н Н - Г Л У Б И Н А  Р А С П О Л О Ж Е Н И Я  Н О С И Т Е Л Я ;
с Н О - Г Л У Б И Н А  П Р О Д О Л Ж Е Н И Я ;
с ISCHEME - М Е Т О Д  П Р О С Т О Й  И Т Е Р А Ц И И  (ISCHEME = 0 ),
с М Е Т О Д  С К О Р Е Й Ш Е Г О  С П У С К А  (ISCHEME = 1);
с N - Ч И С Л О  У З Л О В  С Е Т К И ;



О
О

О

5.5. Программная реализация и примеры расчетов 169

с
с
с
с
с
с
с
с
с

с

с
с
с

с
с
с

Y(N) -  РЕШЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ;
U(N) -  ТОЧНОЕ АНОМАЛЬНОЕ ПОЛЕ НА ГЛУБИНЕ Z = НО;
UY(N) -  РАССЧИТАННОЕ ПОЛЕ НА ГЛУБИНЕ Z = НО;
UY1(N) -  РАССЧИТАННОЕ ПОЛЕ НА ЗЕМНОЙ ПОВЕРХНОСТИ;
PH I(N ) -  ТОЧНОЕ АНОМАЛЬНОЕ ПОЛЕ НА ЗЕМНОЙ ПОВЕРХНОСТИ;
PHID(N) -  ВОЗМУЩЕННОЕ ПОЛЕ НА ЗЕМНОЙ ПОВЕРХНОСТИ;
DELTA -  УРОВЕНЬ ПОГРЕШНОСТИ ВО ВХОДНЫХ ДАННЫХ;
A(N ,N ) -  МАТРИЦА ЗАДАЧИ;

XL = О.
XR = 2 .

OPEN ( 01 , F ILE  = ’ RESULT. DAT’ ) ! ФАЙЛ С РЕЗУЛЬТАТАМИ РАСЧЕТОВ 

СЕТКА

Н = (XR -  X L)/N  
DO I  = 1, N

X ( I )  = XL + ( I - 0 .5 ) * H  
END DO

ДАННЫЕ НА ЗЕМНОЙ ПОВЕРХНОСТИ

C l = 0 .3  
X I = 0 .8  
Z1 = -  0 .3  
C2 = 1 .2  
X2 = 1 .1  
Z2 = -  0 .4  
DO I  = 1 ,N

P H I( I )  = -  С 1 /( ( X ( I ) - X l ) * * 2  + Z l* * 2 )  *  Z1 
*  -  С 2 /( ( X ( I ) - X 2 ) * * 2  + Z 2 **2 ) *  Z2

P H ID (I)  = P H I( I )  + 2 . *DELTA*(RAND( 0 ) - 0 . 5 ) /SQRT(XR-XL)
END DO

ТОЧНЫЕ ДАННЫЕ НА ГЛУБИНЕ

НО = 0 .2  
DO I  = 1 ,N

U ( I )  = -  C 1 / ( ( X ( I ) - X 1 ) * * 2  + (H 0 + Z 1 )**2 ) *  (H0+Z1) 
*  -  C 2 / ( ( X ( I ) - X 2 ) * * 2  + (H 0+ Z 2 )**2 ) *  (H0+Z2)

END DO 
C
С ПРАВАЯ ЧАСТЬ 
С

DO I  = 1 ,N 
SUM = 0 .
DO J = 1 ,N

SUM = SUM + A K (X ( I) ,X (J ) ,H H )  *  P H ID (J)
END DO
F ( I )  = SUM *  H 

END DO 
C
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С ЭЛЕМЕНТЫ МАТРИЦЫ
с

DO I  = 1,N 
DO J = 1 ,N 

SUM = 0.
DO К = 1,N

SUM = SUM + A K (X ( I) ,X (K ),H H ) *  A K (X (K ),X (J ),H H ) 
END DO
A ( I , J ) = SUM *  H **2 

END DO 
END DO 

C
С ИТЕРАЦИОННЫЙ ПРОЦЕСС 
С

IT  = 0 
ITMAX = 100 
DO I  = 1 ,N 

Y ( I )  = 0 .
END DO

100 IT  = IT+1

ВЫЧИСЛЕНИЕ V = R Y

DO I  = 1 ,N 
SUM = 0 .
DO J = 1 ,N

SUM = SUM + A ( I , J ) *  Y ( J ) 
END DO 
V ( I )  = SUM 

END DO

ИТЕРАЦИОННЫЙ ПАРАМЕТР

DO I  = 1,N
R ( I )  = V ( I )  -  F ( I )

END DO
IF  (ISCHEME.EQ.0 ) THEN

МЕТОД ПРОСТОЙ ИТЕРАЦИИ

TAU = 0 .1  
END IF
IF  (ISCHEME.EQ.1) THEN 

МЕТОД СКОРЕЙШЕГО СПУСКА

DO I  = 1 ,N
R ( I )  = V ( I )  -  F ( I )

END DO 
DO I  = 1,N 

SUM = 0 .
DO J = 1,N

SUM = SUM + A ( I , J )  *  R (J )
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END DO 
A R (I) = SUM 

END DO 
SUM1 = 0.
SUM2 = 0 .
DO I  = 2 ,N -1

SUM1 = SUM1 + R ( I ) * R ( I )
SUM2 = SUM2 + A R ( I ) * R ( I )

END DO
TAU = SUM1/SUM2 
END IF  

C
С НОВОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ 
С

DO I  = 1 ,N
Y ( I )  = Y ( I )  -  T A U *R (I)

END DO

ВЫХОД ИЗ ИТЕРАЦИОННОГО ЦИКЛА

SUMO = 0 .
DO I  = 1 ,N 

SUM = 0 .
DO J = 1 ,N

SUM = SUM + A K (X ( I) ,X (J ) ,H H )  *  Y (J )
END DO
SUMO = SUMO + (SUM *  H -  P H ID ( I ) ) * * 2  * H 

END DO
SL2 = SQRT(SUMO)
WRITE ( 0 1 ,*  ) IT ,  TAU, SL2 
IF  (SL2.GT.DELTA .AND. IT .L T .IT M A X ) GO TO 100 
CLOSE ( 01 )

C
С ВЫЧИСЛЕНИЕ НАЙДЕННОГО ПОЛЯ НА ГЛУБИНЕ Z = НО 
С

DO I  = 1 ,N 
SUM = 0 .
DO J = 1 ,N

SUM = SUM + A K (X (I) ,X (J ) ,H H -H O ) *  Y (J )
END DO
U Y (I) = SUM *  H 

END DO 
C
С ВЫЧИСЛЕНИЕ НАЙДЕННОГО ПОЛЯ ЗЕМНОЙ ПОВЕРХНОСТИ 
С

DO I  = 1 ,N 
SUM = 0.
DO J = 1 ,N

SUM = SUM + A K (X ( I) ,X (J ) ,H H )  *  Y (J )
END DO
U Y l( I )  = SUM * H 

END DO 
STOP
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END
с
с

FUNCTION AK(X,S,HH)
С
С ЯДРО ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
С

АК = Н Н /((X -S )* *2  + НН**2)
RETURN
END

5.5.5. Результаты расчетов

Приведем некоторые примеры решения задачи продолжения в слу
чае, когда Я  =  0,225. Используется расчетная сетка с N  =  100 узлами. 
Наиболее интересной представляется зависимость точности восстановле
ния гравитационного аномального поля в зависимости от погрешности 
во входных данных 6.
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На рис. 5.3 представлены данные, полученные при решении задачи 
с погрешностью 8 = 0 , 1  во входных данных (поля на земной поверхности 
z = 0). Приведены точное и найденное поля на глубине z =  -2 . Анало
гичные данные при большем уровне погрешностей (8 =  0 ,2 ) приведены 
на рис. 5.4. При таком уровне погрешностей сложно идентифициро
вать наличие двух аномалий (не наблюдается двухгорбовая конфигура
ция). И даже уменьшение 8 до S = 0,01 не намного спасает ситуацию 
(см. рис. 5.5).

Несколько слов об использовании тех или иных итерационных ме
тодов. В программе PR0BLEM4 предусматривается возможность использо
вания метода простой итерации (постоянный итерационный параметр) 
и метода скорейшего спуска. Небольшой модификацией можно реали
зовать вариант итерационного метода сопряженных градиентов, который 
необходимо использовать в задачах с очень малыми погрешностями 
в правых частях, когда скорости сходимости метода скорейшего спуска 
не хватает.
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Рис. 5.5. Решение задачи продолжения при 6 =  0,01

Для решения задачи с S = 0,1 методом скорейшего спуска требуется 
п — 6 итераций. Зависимость числа итераций в методе простой итерации 
от итерационного параметра иллюстрируется данными табл. 5.1.

Таблица 5.1
Число итераций в методе простой итерации

т 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3

п 43 21 14 11 9 32

Для оценки оптимального итерационного параметра т =  го =  2 / 7 2 , 
где

А* А ^  7 2 # ,

при итерационном решении интегрального уравнения (5.59) можем при
влечь оценку 7 2  < l 2/ h 2.
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5.6. Задачи и упражнения

5.1. Покажите, что в методе регуляризации А. Н. Тихонова для решения 
верна априорная оценка

I M  ^  2 j 5 m ’
которая выражает устойчивость по правой части.

5.2. Сформулируйте условия (аналог теорем 5.1, 5.2) сходимости прибли
женного решения в Я р, D = D* > 0, которое определяется из минимума 
функционала

Ja(v) =  I M v - / i||2 +  a||w||o.

5.3. Постройте пример, показывающий необходимость условия

при S -> 0  (теорема 5.1) для сходимости приближенного решения к точ
ному в методе А. Н. Тихонова.

5.4. Пусть точное решение задачи (5.1) ищется в классе

Р"2«Н < м,
где М  =  const > 0, и для погрешности правой части выполнена оцен
ка (5.2). Тогда для приближенного решения wa , определяемого как реше
ние задачи (5.4), (5.5), справедлива априорная оценка

И < ^ = + « М .

5.5. Получите оценку скорости сходимости метода А. Н. Тихонова при 
априорных ограничениях

| |Л " ^ | |^ М ,  0  < р < 2 ,

на точное решение задачи (5.1), (5.2).

5.6. Пусть ua — решение задачи (5.4), (5.5) и

m(a) = \\Aua -  f 6\\2 + a ||tta ||2, <р(а) = \\Aua -  f s\\2, ip(a) = | | « J 2.

Покажите, что при / § ф О и О < а \  < a 2 имеют место неравенства 

m(ai) < т ( а 2), ^(a ,) < <р(а2), ip(ai) > гр(а2).
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5.7. Покажите, что для любого 8 Е (0, \\fs\\) существует единственное 
решение а  =  а((5) уравнения

¥>(«) =  U u a -  f t \ | 2 =  д \
причем a(8) 0  и ||̂ а(<*) — t/|| — 0  при <5 0  (обоснование выбора
параметра регуляризации по невязке).
5.8. Алгоритм упрощенной регуляризации при решении задачи (5.1),
(5.2) с А  = А *  > 0 связан с использованием уравнения

Aua + aua = fs (5.63)

для нахождения приближенного решения. Сформулируйте соответствую
щую вариационную задачу.
5.9. Докажите, что при

IMU-' <  м
для погрешности приближенного решения задачи (5.1), (5.2), определяе
мого из (5.63), справедлива априорная оценка

N1 Ч -  +  ^ м 2.
а  2

5.10. Для приближенного решения задачи (5.1), (5.2) используется ите
рационный метод

uk+i - u k
В -------------- h Auk = fs, * =  0, 1, . . .

т
с В = В* > 0 и

2
7 i В  ^  А  ^  7 2Б, 7 i > 0, 0 < т  < — .

72

Покажите, что в этом итерационном методе ||мП(̂ ) -  и\\в 0 при <5 О, 
если п(8) оо и п(8)8 -» 0  при <5 0 .
5.11. Пусть число итераций в методе (5.31)—(5.33) при решении задачи 
(5.1), (5.2) выбирается из условия

\\АиП(д) -  f s II ^ 8  < \\Aun(s)-\ -  fs\\,
причем \\Auq -  fs\\ > 8. Покажите, что в этом случае ||ипу) -и\\  -> 0, если 
<5->0.
5.12. Покажите некорректность решения интегрального уравнения 
Фредгольма первого рода

ъ
/  К ( х , s)p(s) ds =  <р{х), с ^  х ^  d
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с непрерывно дифференцируемым по обеим переменным ядром К ( х , s) 
при fi(x) Е С[а, ft], у?(ж) Е С[с, с?].
5.13. Рассмотрим задачу продолжения гравитационного поля, обусло
вленного локальными аномалиями с неотрицательной аномальной (из
быточной по отношению в окружающей породе) плотностью. Будем 
искать решение задачи продолжения (5.53)—(5.55) в виде (см. (5.57))

00

J  K(x,s)n(s)ds  =  <р(х),
- 0 0

причем аномалии локализованы на глубинах больших, чем Я . Покажите, 
что р(х) ^  0 , -оо  < х < оо.
5.14. Реализуйте в программе PR0MLEM4 метод сопряженных градиентов. 
Исследуйте его эффективность при решении задач с небольшими по
грешностями в задании аномального гравитационного поля на земной 
поверхности, 8 ^  0 ,0 1 .
5.15. Модифицируйте программу PR0MLEM4 для случая, когда прибли
женное решение задачи продолжения ищется в виде потенциала двойного 
слоя. На основе решения модельной задачи проведите анализ возможно
стей такого подхода.



Глава 6

Идентификация правой части

Важный класс обратных задач математической физики связан 
с определением неизвестной правой части уравнения. Допол
нительная информация о решении задается во всей расчетной 
области или же в ее некоторой части, в частности, на границе. 
Если решение известно во всей области с некоторой погрешно
стью, то задача восстановления правой части фактически состоит 
в вычислении дифференциального оператора для функции, за
данной приближенно. Необходимо также отметить особенности 
определения правой части для нестационарных задач, которые 
связаны с возможностью последовательного нахождения правой 
части на заданные моменты времени. Задача восстановления 
правой части часто решается в приближении, что неизвестна 
зависимость только от части переменных. В нестационарных за
дачах может определяться зависимость только от времени или 
только от пространственных переменных. В этом случае мож
но ограничиться дополнительной информацией о решении только 
в части расчетной области. Рассмотрены вычислительные алгорит
мы решения подобных обратных краевых задач для стационарных 
и нестационарных уравнений математической физики. Приведе
ны результаты вычислительных экспериментов по приближенному 
решению рассматриваемых обратных задач.

6.1. Восстановление правой части 
стационарных задач 
по известному решению

Рассматривается задача восстановления правой части обыкновен
ного дифференциального уравнения второго порядка в условиях, когда 
с заданной точностью известно решение во всей расчетной области. 
Простейший вычислительный алгоритм базируется на использовании 
стандартных разностных аппроксимаций, при этом в качестве параметра
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регуляризации выступает шаг сетки. Отмечаются возможности использо
вания других подходов.

6.1.1. Постановка задачи
В качестве простейшей математической модели будем использовать 

обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка
d (  d u \

~ -j^ + q(x )u = f ( x )’ 0 < x < l ,  (6 . 1 )

при обычных ограничениях на его коэффициенты:

к(х) ^  ас > 0, q(x) ^  0.
Прямая задача состоит в определении функции и(х) из уравне

ния (6 . 1 ) с заданными коэффициентами k(x),q(x), правой частью f (x)  
и дополнительных условий на границе. В простейшем случае заданы 
однородные граничные условия первого рода:

и(0 ) -  0, u(l) =  0. (6 .2 )

Сформулируем теперь обратную задачу. Будем считать, что правая 
часть f (x)  неизвестна. Для ее определения требуется задать некоторую 
дополнительную информацию о самом решении. Нам необходимо найти 
функцию от х у поэтому дополнительную информацию желательно задать 
также в виде функции от х. Тем самым будем считать, что известно 
решение u(x)9 х Е [0, /].

При известном точном u(x)y х Е [0,/], правая часть определяется 
однозначно, из уравнения (6 . 1 ) следует, что

d (  d u \
/(я )  =  ~dx  \ k^ d x )  + q^ U’ 0 < X < L  (6-3)

Использование формулы (6.3) предполагает, например, что f (x)  Е С (0 ,1), 
если решение u(x) Е С 2 [0 ,/] при к(х) Е С ![0,/], q(x) Е С [0 ,1].

Проблема состоит в том, что входные данные (в нашем случае реше
ние и(х)у х Е [0, /]) заданы приближенно и не принадлежат отмеченному 
классу гладкости. Типичная ситуация состоит в том, что вместо точного 
решения u(x)y х Е [0,/], известна функция щ(х)9 х Е [0,/], причем 
Щ(х) Е С[0, Z] и

||«г(ж )-и (ж ) ||с|0(| <<5, (6.4)
где

||ф)Нс[<и| =  тах  М ж) 1- 
*€|0 ./|

Задача (6 .3 ), (6 .4 ) есть задача вычисления значений дифференциаль
ного оператора. Она относится к классу некорректных в классическом
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смысле, и для ее решения необходимо использовать регуляризирующие 
алгоритмы. Отметим некоторые основные возможности в этом напра
влении.

6.1.2. Разностные алгоритмы
Наиболее естественно использовать разностные методы для вычи

сления правой части /(ж ), 0 < х < I. На интервале П =  [0,/] введем 
равномерную сетку с шагом h\

и  =  { х  | х  =  Х {  — ih, i  =  0, 1 , . . . ,  N,  N h  =  l } ,

где и  — множество внутренних узлов, а ди — множество граничных 
узлов.

Приближенное решение задачи (6.3), (6.4) во внутренних узлах обо
значим Д(ж). С использованием стандартных обозначений теории раз
ностных схем положим

fh{x) = ~(аух)х + су, х е ш ,  (6.5)

где сеточная функция у определяется по

у(х) =  и8(х), х е м .

Для Us соотношением коэффициентов положим

а(х) = k(x -  0,5й), ж, х +  h Gw, с(х) = д(ж), ж Е о;.

Разностный алгоритм (6.5) будет регуляризирующим, если мы укажем 
правило выбора шага дискретизации h — h(d) в зависимости от погреш
ности 6 такое, что норма погрешности z — f ^ - f  стремится к нулю при 
д 0. Нас интересует также вопрос о скорости сходимости приближен
ного решения к точному.

С целью оптимизации выбора шага дискретизации и минимизации 
погрешности выделим два класса точных решений. Будем считать, что

ИФ)Нс«|о,/| <  М, (6 .6 )

или же
1К * ) 1И о л  ^  М ’ (6.7)

где
dkv

IMz)llc»|o,(| =  max шах -тт(х) жб|о,/| dxk
В случаях (6 .6 ), (6.7) на коэффициенты накладываются ограничения

k ( x ) e c 3 [ o , i } ,  д(х) е  с 2 [ о ,  г]
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или
k { x ) e C 2 [ o , i ] ,  9 ( * ) б С ' [ о , / ]

соответственно.
Рассмотрим задачу для погрешности z(x) = Д(ж) -  /(ж ), х е ш .  

Из (6.3), (6.5) непосредственно получим

z(x) = z (l)( х) + z (2)(x), ХЕШ, (6 .8 )

z (l)(x) -  ~(aux)x + c u -  f (x),  х е ш , (6.9)

z{2)(x) -  fn(x) + (a,Ux)x — cu, x e  Ш . (6 .1 0 )
Оценим слагаемые в представлении погрешности (6 .8 ) отдельно в за

висимости от априорных предположений о точном решении задачи (6.3).
Первое слагаемое (г^(ж )) представляет собой погрешность аппрок
симации дифференциального оператора разностным, второе слагаемое 
(z^2\ x ) )  отражает влияние неточного задания входных данных.

Для погрешности аппроксимации непосредственные выкладки дают

s(*
d u \

z [ )(x) = -  (aux)x +  я* +  —  ( k (x )- j -J  ~ v(x )u =

0>i-1-1 flj du . dj+l "t" d U j ^
~'{Xi)  ̂ dx*(Xi)~h dx 

ai+1 — a,i .d*u dk du dru
6  +  «  + 0(h?) + ~  + -  ,<*)».

Здесь /3 = 1 в предположении (6.7) и /3 =  2, если выполнено (6 .6 ). 
Для погрешности из подобных представлений получим оценку

||2 (1)(х)|| < М , / Д (6 .11)

где использованы обозначения

| |ф ) | |  =  НФ)Нс(и) =  max \г(х)\.
х е ш

Постоянная М х в (6 . 1 1 ) зависит не только от решения, но и от коэффи
циента к(х), его производных, т. е. М\ =  М\(и , к).

Для второй составляющей погрешности из (6.5), (6.10) имеем

||z(2)(x)|| = ||-  (<*(»-и)*), + ф -« ) ||  <

^шах {||а(ж)||, ||а(ж + Л )||}^  + НФОн) шах \\у(х) -  «(*)||.
хеш
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Принимая во внимание (6.4), получим

||z (2)(z)|| < М 2 <5. (6 . 1 2 )

Постоянная

М2 = шах {||о(*)||, ||а(ж + Л )||}-^ + НФОН

зависит от шага дискретизации, т. е. М2 =  M2(h), причем с уменьшени
ем h она растет.

С учетом (6.11), (6.12) из (6 .8 )—(6 .10) получим искомую оценку для 
погрешности

||z(s)|| <  м У  + M2(h)6. (6.13)
Отсюда следует, что для сходимости приближенного решения при 8 -» 0 
необходимо, чтобы 8h~ 2 -э 0 .

В классах априорных предположений о решении (6 .6 ) и (6.7) из оцен
ки (6.13) получим оптимальный выбор шага дискретизации и скорость 
сходимости

Лор. = 0 ( S ' 14) ,  ||ф)|| = 0(<5I/2)
при условии (6 .6 ) (/3 =  2 ) и

Лор, = 0(<5|/3), ||z(z)|| = 0(<51/3)
при условии (6.7) (/3 = 1).

Тем самым показано, что шаг дискретизации h при разностном 
вычислении правой части выступает в качестве параметра регуляриза
ции. Его величина должна быть согласована с погрешностью во входных 
данных 8. Оптимальное значение шага дискретизации зависит от посто
янных М \ ,М 2) т. е. hopt = hopt(M\, М2). Чаще всего прямое вычисление 
этих постоянных не представляется возможным, поэтому в таких случаях 
можно ориентироваться на использование выбора шага дискретизации 
по критерию невязки.

При численном решении неустойчивых задач дискретизация (пере
ход к конечномерной задаче) всегда привносит эффект регуляризации. 
Это замечание относится как к сеточным методам, так и к проекционным 
методам. При этом в качестве параметра дискретизации выступает раз
мерность задачи (шаг дискретизации). Можно говорить, что численные 
методы обладают свойством саморегуляризации. Однако при попытке 
увеличить размерность задачи для получения приближенного решения 
с большей точностью мы с некоторого момента получаем все более и бо
лее плохие результаты — проявляется некорректность задачи. Поэтому 
нужно вовремя остановиться, ограничиться приближенным решением 
при некоторой оптимальной дискретизации.
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Возможности регуляризации за счет дискретизации достаточно огра
ниченные. В вычислительной практике обычно идут по другому пути. 
Используются методы, в которых регуляризирующие свойства имеют 
место для непрерывной задачи. При дискретизации явно не отслежива
ется близость дискретной задачи к регуляризованной дифференциальной 
задаче за счет, например, использования достаточно подробных сеток. 
В этом случае дополнительные регуляризирующие свойства за счет дис
кретизации не учитываются по причине их незначительного влияния. 
Возможен и более аккуратный учет погрешностей дискретизации, когда 
влиянием погрешностей аппроксимации нельзя пренебречь. В частности, 
выбор параметра регуляризации согласуется не только с погрешностью 
в задании правой части, но и с погрешностью в задании оператора при 
приближенном решении операторного уравнения первого рода — принцип 
обобщенной невязки.

6.1.3. Регуляризация по А. Н.Тихонову
Будем рассматривать задачу (6.2)-(6.4) на операторном уровне. 

На множестве функций, обращающихся в нуль на концах отрезка [0,1] 
(см. (6.2)) определим оператор V  по правилу

Тогда задачу (6.2), (6.3) при точных входных данных можно записать 
в виде

Это дает возможность от уравнения (6.14) перейти к уравнению

где Л =  X  =  Т>~\
Вместо точной правой части (6.15) известна щ,  причем уровень 

погрешности контролируется неравенством

f  = V u . (6.14)

В Ч  = £ 2 (0 > 0  оператор

В силу этого V  1 существует и

О < Т>~1 <  — Е.m

A f  = u, (6.15)

||«,s -  «II <  <5. (6.16)
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где
е

||и(ж)||2 =  J  u2(x)dx.
О

Задача (6.15), (6 . 1 6 ) рассматривалась нами ранее. Для ее устойчивого 
решения можем применить метод регуляризации А. Н. Тихонова. В этом 
случае приближенное решение / а , а  =  а(<5) определяется из

Ja(fa) = min Ja(v), (6.17)
ven

Ja(v) =  11Л» -  иг | | 2 +  a||i>||2. (6.18)
Функционал (6.18) с учетом введенных обозначений можно записать 

в виде
Ja(v) = | | P _id -  +  а ||и ||2.

Его неудобство связано с тем, что вычислять значения оператора V  
проще, чем его обращать. Можно вместо (6.18) использовать несколько 
более общий функционал

Ja{v) = \ \ D - ' v - u dtfg +a\\v\\l 

с Я = в* > 0. Положим Q — V*V , тогда
Ja(v) = \ \ v - V u s\\2 + a\\Vv\\2. (6.19)

Тем самым мы приходим к варианту метода регуляризации А. Н. Тихо
нова для приближенного решения задачи (6.14), (6.16), который основан 
на решении вариационной задачи (6.17), (6.19). Для того чтобы про
яснить ситуацию с этим алгоритмом, мы рассмотрели промежуточную 
задачу (6.15), (6.16).

Обоснование метода (6.17), (6.19) при приближенном решении за
дачи (6.14), (6.16) проводится по той же схеме, как это делается при 
приближенном решении задачи (6.15), (6.16) методом (6.17), (6.18). Это 
позволяет нам не останавливаться на этом вопросе.

Уравнение Эйлера для (6.17), (6.19) имеет вид
(E + aV*V)fa = Vu8. (6.20)

В рассматриваемом примере (6.2)-(6.4) уравнение (6.20) дает краевую 
задачу для обыкновенного дифференциального уравнения четвертого по
рядка. Для решения уравнения (6.20) справедлива типовая априорная 
оценка

ИДИ < ^ = 1 М ,  (6.21)

выражающая устойчивость приближенного решения к малым возмуще
ниям правой части.
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6.1.4. Другие алгоритмы

Отметим некоторые другие возможности по приближенному реше
нию задачи (6.14), (6.16). Прежде всего можно дать несколько иную 
интерпретацию метода регуляризации А. Н. Тихонова, когда приближен
ное решение находится из уравнения (6 .2 0 ).

На первом шаге определим вспомогательную функцию

f  = Vu§. (6.22)

Тем самым /  есть решение задачи при зашумленной правой части. Второй 
шаг связан с обработкой этого найденного решения. Такой обработкой 
служит сглаживание, наиболее естественный вариант которого состоит 
в минимизации функционала

М * )  =  II»-  f\\2 + M\l-  (6.23)

Условие минимума этого функционала дает

(Е +  aQ)fa = / .  (6.24)

При такой интерпретации метод (6.17), (6.19) соответствует выбору 
g = V*V в (6.17), (6.22), (6.23).

При выборе
б ^  V*V

для решения задачи (6.22), (6.24) справедлива оценка (6.21). Укажем 
одну такую возможность, которая может быть интересной прежде всего 
с вычислительной точки зрения. В рассматриваемом нами случае Q — V 2, 
g = т>*Т> > 0 и реализация связана с обращением оператора E + olQ. В на
шей модельной задаче необходимо решать краевую задачу для уравнения 
четвертого порядка. При

Q = V 2 + 2-4=2)
v «

уравнение (6.24) принимает вид

{E + ^ V ) 2f a = J. (6.25)

Тем самым можно ограничиться двукратным обращением оператора 
Е  +  y/aV (решением двух краевых задач для уравнения второго по
рядка). Отметим, что алгоритм (6.22), (6.25) можно рассматривать как 
двухкратное сглаживание с оператором Q =  V.

Отдельного и подробного обсуждения заслуживают итерационные 
методы. Здесь мы ограничимся лишь небольшим комментарием. Для
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нахождения приближенного решения f n^) задачи (6.15), (6.16) можно 
применить метод простой итерации

fk+ 1 “  fk . л - , Л .------------+ A f k = u6, Л =  0 , 1 , ,
т

который подробно рассматривался нами выше. Возвращаясь к задаче
(6.14), (6.16) перепишем итерационный процесс в виде

v f k , ~ fk +  Д  = Vus, k = 0 , 1 , . . . .  (6.26)
т

Тем самым для решения задачи на новом итерационном шаге необходимо 
обращать оператор V.  Эффект регуляризации обеспечивается выбором 
переобуславливателя В = Т>.

6.1.5. Вычислительная и программная реализация
Вычислительный алгоритм для решения задачи (6.14), (6.16) по

строим на основе использования метода регуляризации А. Н. Тихонова
(6.17), (6.19). Сначала перейдем к дискретной задаче, считая, что шаг 
дискретизации достаточно мал.

На множестве сеточных функций, заданных на сетке ш и обращаю
щихся в нуль на дш, определим сеточный оператор

Dy =  - ( ауш)х + су, х е ш .

После дискретизации от задачи (6.14) придем к задаче

V =  Dy.  (6.27)

Вместо сеточной функции у(х), х е ш ,  задана функция уз(х), х е ш .  
Уровень погрешности определяется величиной д:

\ \ У б  -  у \ \  <  <5, (6.28)
где || • || — норма в Я  =  Ьг{ш):

1Ы1 =  (У, У)'12, («/, «) =  ^ 2  y(x)v{x)h.
х € ы

В Н  оператор

. 4 2 nh 8

D = D ^  иХ0Е, А0 =  ^  sin —  ^

Метод А. Н. Тихонова, примененный к задаче (6.27), (6.28), приводит 
(см. (6 .2 0 )) к уравнению

(Е  +  a D 2)ipa =  D ys (6.29)
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для нахождения приближенного решения <ра(х), % € ш. Параметр регу
ляризации а = а(6) находится в соответствии с принципом невязки:

\\ys -D-'<pa\\=d.  (6.30)
Отметим некоторые особенности вычислительной реализации рассматри
ваемого метода.

Уравнение (6.29) есть сеточное уравнение с пятидиагональной ма
трицей. Для ее решения используется м е т о д  п р о г о н к и  ( а л г о р и т м  Т о м а с а ) .  
Приведем расчетные формулы метода прогонки для решения следующей 
пятидиагональной системы уравнений

СоУо ~ A )2/i + ЕоУ2 =  Fq,
~В\уо +  С\У\ -  D\y2 +  Е {у3 = F j,

M y i- l  -  В г У г - х  +  Q yi  -  DiyM  +  Е{ум  =  Fi,

г =  2 , 3, . . .  ,ЛГ -  2 ,

An -Wn - i ~ Вх-.\ух-2 +  Cn -Wn - x -  F>n - \ Уи — Fn - ь 

ANyN- 2  -  BNyN - 1 +  СпУи — FN.
Метод прогонки для системы уравнений (6.31)—(6.35) основан на 

представлении решения в виде
Vi =  a i + xyi + 1 - Р м У м  +  7м-ь

* =  0 , 1 , . . . , Л Г - 2 ,

yN-\ = ос^Уы + 7 лг. (6.37)
Как и в обычной трехточечной прогонке сначала найдем прого- 

ночные коэффициенты. Выразим, используя (6.36), у^х и у м  через 
и ум :

yi—x — &iyi -  Piyi+ 1 + 7 i. г =  1 , 2 , . . .  , N  -  1 , (6.38)

Vi- 2 =  (OfiOfi-i -  Pi-\)Vi -  PiOLi-хУМ +  Oti-xli +  7t-l, 
г =  2,3, 1 .

Подстановка (6.38), (6.39) в (6.33) дает 

(Сг — AiPi-x +  fti(-A,-a,*_i — B{))yi =  (77* +  ft(-AjOfi-i — -®i))y»+i “  EiyM  -f 
+  Fi -  Arfi-x -  ji(AiOii-x ~ B{), i =  2, 3 , . . . ,  N  -  2.

С учетом представления (6.36) получим

a *+ i =  5 , 1 (77* — -® i)) »

A+i =  5,- 7£t-,

(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.39)

7*4-1 S',- 1 (Fi -  Aiji-x -  1i(AiOti-x -  В{)),

(6.40)
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где

Si = (Ci-Aipi.i+ai{Aiai-i-Bi)),  * =  2, 3 , ,  JV -  2. (6.41)

Для того чтобы воспользоваться рекуррентными соотношения (6.40), 
(6.41), необходимо задать коэффициенты а г, /3*, 7 ,- при г =  1,2. Из (6.31) 
и (6.36) следует

C4 = Co'D0, f a = C o lE0, 7 i =  Co'Fo. (6.42)

Подставляя (6.38) при г =  1 в (6.32), получим

(Ci -  B\Ot\)y\ =  (Dx -  В\Р\)у2 -  Е хуг + Fi +  5 ,7 i .

Поэтому можем положить

« 2  =  S \ l(D{ -  Вф\),  S\ —С\ -  B\ot\,

fc = Si ' Ei ,  (6.43)

72 = 5I- ,(F1+ B l7 l).

Для определения коэффициентов aN, 7 ^  в представлении (6.37) 
подставим (6.38), (6.39) при г =  N  -  1 в (6.34). Это дает те же формулы
(6.40) , (6.41) при г =  N  — 1. Тем самым, по рекуррентным формулам (6.40),
(6.41) с учетом (6.42), (6.43) находятся все прогоночные коэффициенты. 

Для нахождения решения по (6.36), (6.37) нужно найти ун.  Для этого
используется уравнение (6.35). Подставляя (6.36) при г =  N  -  2, получим

Уы = 7-/V+I. (6.44)

где 7 л> 1  определяется согласно (6.40), (6.41) при i = N.  Равенство (6.44) 
позволяет по (6.36), (6.37) найти решение системы (6.31)—(6.35). 

Описанный алгоритм реализован в подпрограмме PR0G5.

Подпрограмма PR0G5
SUBROUTINE PR0G5 ( N, А, В, С, D, Е, F , Y, ITASK )
IM PLIC IT REAL*8 ( А-Н, 0 -Z  )

С
С МЕТОД ПРОГОНКИ
С ДЛЯ ПЯТИДИАГОНАЛЬНОЙ МАТРИЦЫ
С
С ITASK = 1: ФАКТОРИЗАЦИЯ И РЕШЕНИЕ;
С
С ITASK = 2 : ТОЛЬКО РЕШЕНИЕ
С

DIMENSION A (N ), В (N ) , С(N ) , D (N ), E (N ) , F ( N ) , Y(N)
IF  (ITASK .EQ. 1) THEN 

C
D(1 ) = D(1 ) /  C (1)
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Е (1 ) = Е (1 ) /  С(1 )
С(2) = С(2) - D(l)*В(2)
D(2) = (D(2) - Е(1)*В(2)) / С(2)
Е(2) = Е(2) / С(2)

С
DO I = 3, N
С(I) = C(I) - E(I-2)*A(I) + D(I-1)*(D(I-2)*A(I) - В(1))
D(I) = (D(I) + E(I-1)*(D(I-2)*A(I) - В(I))) / С(1)
Е ( I ) = Е ( I ) /  С (1)

END DO 
С

ITASK = 2 
END IF 

С
F (1) = F (1) / С (1)
F(2) = (F(2) + F(1)*B(2)) / C(2)
DO I = 3, N
F(I) = (F(I) - F(I-2)*A(I)

* - F(I-1)*(D(I-2)*A(I) - B(I))) / C(I)
END DO 

C
Y(N) = F(N)
Y(N-l) = D(N-1)*Y(N) + F(N-l)
DO I = N-2, 1, -1
Y(I) = D(I)*Y(I+1) - E(I)*Y(I+2) + F(I)

END DO 
RETURN 
END

Задача идентификации решалась в рамках квазиреального экспери
мента. Сначала численно решалась прямая задача (6.1), (6.2) при заданных 
коэффициентах и правой части, после чего в это сеточное решение вно
сились случайные возмущения и потом решалась уже обратная задача. 
Для нахождения разностного решения прямой задачи использовался ме
тод прогонки для трехдиагональных матриц. В подпрограмме PR0G3 как 
и в случае PR0G5 элементы матрицы не сохраняются на выходе (на их 
месте находятся прогоночные коэффициенты).

Подпрограмма PR0G3 
SUBROUTINE PR0G3 (N,A,C,B,F,Y, ITASK ) 
IMPLICIT REAL*8 ( A-H, 0-Z )

C
С МЕТОД ПРОГОНКИ
С ДЛЯ ТРЕХДИАГОНАЛЬНОЙ МАТРИЦЫ
С
С ITASK = 1: ФАКТОРИЗАЦИЯ И РЕШЕНИЕ;
С
С ITASK = 2: ТОЛЬКО РЕШЕНИЕ
С

DIMENSION A(N), C(N), В(N), F(N), Y(N)
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IF (ITASK .EQ. 1) THEN 
С

В (1) = В (1) / С (1)
DO I = 2, N

c m  = c m  - b (i-i)*a (i )
В т  = b (i ) / c m

END DO 
C

ITASK = 2 
END IF 

C
F(l) = F(l) / С(1)
DO I = 2, N

F(I) = (F(I) + F(I-1)*A(I)) / C(I) 
END DO 

C
Y(N) = F(N)
DO I = N-l, 1, -1

Y(I) = B(I)*Y(I+1) + F(I)
END DO 
RETURN 
END

Для нахождения параметра регуляризации по невязке использовалась 
последовательность

ak = a0qk, q > 0 ,
с заданными начальным значением «о и множителем q.

Программа PR0BLEM5

PR0BLEM5 - ИДЕНТИФИКАЦИЯ ПРАВОЙ ЧАСТИ
СТАЦИОНАРНАЯ ОДНОМЕРНАЯ ЗАДАЧА

С
С
С
С
С
С
С
С
С
С
С
С
С

IMPLICIT REAL*8 ( А-Н, 0-Z )
PARAMETER ( DELTA = 0.001D0, N = 201 )
DIMENSION Y(N), X(N), YD(N), F(N), FA(N), FT(N),

+ A(N), B(N), C(N), D(N), E(N), FF(N)

ПАРАМЕТРЫ ЗАДАЧИ:

XL, XR - ЛЕВЫЙ И ПРАВЫЙ КОНЕЦ ОТРЕЗКА;
N - ЧИСЛО УЗЛОВ СЕТКИ;
DELTA - УРОВЕНЬ ПОГРЕШНОСТИ ВО ВХОДНЫХ ДАННЫХ;
ALPHA - НАЧАЛЬНОЕ ЗНАЧЕНИЕ ПАРАМЕТРА РЕГУЛЯРИЗАЦИИ;
Q - МНОЖИТЕЛЬ ПРИ ОПРЕДЕЛЕНИИ ПАРАМЕТРА РЕГУЛЯРИЗАЦИИ;
Y(N) - ТОЧНОЕ РАЗНОСТНОЕ РЕШЕНИЕ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ;
YD(N) - ВОЗМУЩЕННОЕ РАЗНОСТНОЕ РЕШЕНИЕ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ;
F(N) - ТОЧНАЯ ПРАВАЯ ЧАСТЬ;
FA(N) - РАССЧИТАННАЯ ПРАВАЯ ЧАСТЬ;
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XL = 0 .
XR = 1.

С
OPEN ( 0 1 ,  F ILE  = ’ RESULT.DAT’ ) ! ФАЙЛ С РЕЗУЛЬТАТАМИ РАСЧЕТОВ 

СЕТКА

Н = (XR -  XL) /  (N -  1)
DO I  = 1 , N

X ( I )  = XL + (1 -1 )* Н  
END DO

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ В ПРЯМОЙ ЗАДАЧЕ

В (1 ) = 0.D 0
С (1) = 1 .D0
F F (1 ) = O.DO 
A (N) = 0.D0
C(N) = 1 .DO 
FF(N) = O.DO 
DO I  = 2 ,N -1

A ( I )  = A K (X ( I)-0 .5 D 0 *H ) /  (H*H)
B ( I )  = A K (X ( I)+ 0 .5D0*H) /  (H*H)
C ( I )  = A ( I )  + B ( I )  + A Q (X (I) )
F F ( I )  = A F (X ( I ) )

END DO

РЕШЕНИЕ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ 

ITASK1 = 1
CALL PR0G3 ( N, A, С, B, FF, Y, ITASK1 )

ЗАШУМЛЕНИЕ РЕШЕНИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

YD(1) = O.DO
YD(N) = O.DO
DO I  = 2 ,N -1

Y D (I)  = Y ( I )  + 2 . *DELTA*(RAND( 0 ) - 0 . 5 )
END DO

ПРАВАЯ ЧАСТЬ

F T (1 ) = O.DO
FT(N) = O.DO
DO I  = 2 .N -1

F T ( I )  = -  A K (X (I)-0 .5 D 0 *H ) *  Y D ( I - l )  /  (H*H) +
+ ( (A K (X (I) -0 .5 D 0 *H ) + A K (X ( I)+ 0 .5D0*H)) /  (H*H) +
+ A Q (X ( I) ) )  *  Y D (I) -
+ A K (X (I)+ 0 .5 D 0 *H ) *  Y D (I+ 1 ) /  (H*H)

END DO
WRITE ( 0 1 ,*  ) ( X ( I ) ,  I  = 1 ,N)
WRITE ( 0 1 ,*  ) ( Y ( I ) ,  I  = 1 ,N )
WRITE ( 0 1 ,*  ) ( Y D ( I ) , I  = 1 ,N)
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WRITE ( 0 1 ,*  ) ( FT( I ) ,  I  = 1 ,N)
c
С ИТЕРАЦИОННЫЙ ПРОЦЕСС ПО ПОДБОРУ ПАРАМЕТРА РЕГУЛЯРИЗАЦИИ 
С

IT  = О
ITMAX = 1000 
ALPHA = 0.001D0 
Q = 0.75D0 

100 IT  = IT  + 1 
С
С КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ В ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ 
С

С (1) = 1 .DO 
D(1 ) = 0.D0 
Е (1 ) = 0.D0 
В(2 ) = О.DO
С(2 ) = ALPHA*(А К (Х (2 )+ 0 .5D0*H) /  (Н * * 2 ) ) * * 2  +

+ ALPHA*( ( АК(X( 2 ) —О. 5D0*H) +
+ А К (Х (2 )+ 0 .5D 0)) / (Н **2 ) + A Q (X (2 ) ) ) * *2  + 1.D0

D(2 ) = ALPHA*AK(X(2)+0. 5D0*H) /  (Н **2 ) *
+ ( (А К (Х (2 )+ 0 . 5D0*H) +
+ A K (X (2 )+ 1 .5 D 0 *H ))/(H **2 ) + A Q (X (3 )) +
+ (AK (X ( 2 ) -О . 5D0*H) +
+ A K (X (2 )+ 0 . 5 D 0 * H )) /(H ** 2 )  + A Q (X (2 )))

E (2 ) = ALPHA*AK(X(2)+0. 5D 0*H )* A K(X (2)+1 .5D 0*H ) /  (H **4 )
A (N - l)  = A LP H A *A K (X (N -1)-0 .5D 0*H )* A K (X (N -1 )-1 .5 D 0 *H ) /  (H **4 ) 
B (N - l)  = ALPHA*AK(X(N-1)- 0 .5D0*H) /  (H **2 ) *

+ ( (A K (X (N - l) -O . 5D0*H) + A K (X (N -1 )-1 .5 D 0 *H )) /(H * *2 )  +
+ AQ (X(N-2) ) +
+ (АК( X ( N - l ) - 0 . 5D0*H) + A K (X (N -1 )+ 0 .5 D 0 *H ))/(H **2 ) +
+ A Q (X (N -1 )) )

C (N - l)  = A LP H A*(A K (X (N -1)-0 .5D 0*H ) /  (H * * 2 ) )  * * 2  +
+ A LP H A *((A K (X (N -1 )-0 .5D 0*H ) +
+ A K (X (N -1 )+ 0 .5 D 0 *H ))/(H **2 ) + A Q (X (N -1 )))* * 2  + l.D O

D (N - l)  = 0 .DO
A(N) = O.DO 
B(N) = O.DO 
C(N) = l.D O  
DO I  = 2 ,N -2

A( I ) = A LP H A*A K(X(I)- 0 .5D 0 *H )*  A K (X (I)-1 .5 D 0 *H ) /  (H **4 )
B ( I )  = ALPHA*AK(X( I ) - 0 . 5D0*H) /  (H **2 ) *

+ ( (A K (X ( I) -O . 5D0*H) + A K ( X ( I ) -1 .5 D 0 * H ) ) / ( H * * 2 )  +
+ A Q (X ( I-1 ) )  +
+ (A K (X ( I) -O . 5D0*H) + A K (X ( I)+ 0 .5 D 0 * H ) ) /(H * *2 )  + A Q (X ( I) ) )

C ( I )  = A LP H A *(A K (X (I)- 0 . 5D0*H) /  (H * *2 ) )  * * 2  +
+ A LP H A*(A K (X (I)+0 .5D 0*H ) /  (H * *2 ) )  * *2  +
+ A L P H A *((A K (X (I)-0 .5 D 0 *H ) +
+ A K (X ( I)+ 0 .5 D 0 ) ) /(H * * 2 )  + AQ(X( I ) ) ) * * 2  + l.D O

D ( I )  = A LP H A*A K(X(I)+0. 5D0*H) /  (H **2 ) *
+ ( (A K (X ( I)+ 0 . 5D0*H) + A K (X ( I)+ 1 . 5D 0*H )) / (H **2 ) +
+ A Q (X (I+ 1 )) +
+ (A K (X (I)-0 .5 D 0 *H ) + A K (X ( I)+ 0 .5 D 0 * H ) ) /(H * *2 )  + A Q (X ( I) ) )

E ( I )  = A LP H A *A K (X (I)+0 .5D 0*H )*  A K (X (I)+ 1 .5 D 0 *H ) /  (H **4 )
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END DO 
С
С РЕШЕНИЕ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ 
С

ITASK2 = 1 
DO I  = 1,N 

F F ( I )  = FT( I )
END DO 

C
CALL PR0G5 ( N, А, В, C, D, E, FF, FA, ITASK2 )

НЕВЯЗКА

B ( l )  = 0 .DO 
C ( l )  = 1 .DO 
F F (1 ) = 0.D0 
A(N) = О.DO 
C(N) = 1 .DO 
FF(N) = 0 .DO 
DO I  = 2 , N - l

A ( I )  = A K (X (I)-0 .5 D 0 *H ) /  (H*H)
B(I) = AK(X(I)+0.5D0*H) / (H*H)
C ( I )  = A( I ) + B ( I )  + AQ(X( I ) )
F F ( I )  = F A ( I )

END DO 
C

ITASK1 = 1 
C

CALL PR0G3 ( N, A, С, B, FF, D, ITASK1 )
C

SUM = 0 .DO 
DO I  = 2 , N - l

SUM = SUM + ( D ( I ) - Y D ( I ) ) **2 *H  
END DO
SL2 = DSQRT(SUM)

C
IF  ( IT .E Q . l )  THEN 

IND = 0
IF  (SL2.LT.DELTA) THEN 

IND = 1 
Q = l.D O /Q  

END IF
ALPHA = ALPHA+Q 

GO TO 100 
ELSE

ALPHA = ALPHA*Q
IF  (IND.EQ.O .AND. SL2.GT.DELTA) GO TO 100 
IF  (IN D .E Q .l .AND. SL2.LT.DELTA) GO TO 100 

END IF  
C
С РЕШЕНИЕ 
C

WRITE ( 0 1 ,*  ) ( F A ( I ) , 1 = 1 ,N)



194 Глава 6. Идентификация правой части

WRITE ( 0 1 ,*  ) IT ,  ALPHA, SL2 
CLOSE ( 01 )

С
STOP END

DOUBLE PRECISION FUNCTION AK ( X )
IM PLIC IT REAL*8 ( A -H, 0 -Z  )

C
С КОЭФФИЦИЕНТ ПРИ СТАРШИХ ПРОИЗВОДНЫХ
С

AK = 0.05D0 
С

RETURN END

DOUBLE PRECISION FUNCTION AQ ( X )
IM PLIC IT REAL*8 ( A -H, 0 -Z  )

C
С КОЭФФИЦИЕНТ ПРИ МЛАДШИХ ЧЛЕНАХ
С

AQ = О.DO 
С

RETURN END

DOUBLE PRECISION FUNCTION AF ( X )
IM PLICIT REAL*8 ( A-H, 0 -Z  )

C
С ПРАВАЯ ЧАСТЬ УРАВНЕНИЯ
С

AF = X
IF  (X .G E .0 .5D 0) AF = 0.5D0 

C
RETURN
END

Коэффициенты уравнения и правая часть задаются в подпрограммах- 
функциях AK, AQ, AF.

6.1.6. Примеры расчетов
Рассматривалась модельная задача (6.1), (6.2) с

/ч  /ч  / ч Г ж> 0 < ж ^  0,5,
*(х) = 0,05, ?(*) = <>, /<*) = { „  5 0,5 < 1 < |

Погрешности в задании входных данных моделировались возмущением 
разностного решения задачи при точной правой части в узлах сетки:

Уб(х) = у(х) + 26 (*(ж) -  ^ , x = Xi, 1 =  0, 1,

где <т(х) — нормально распределенная от 0 до 1 случайная величина.
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Сначала отметим некоторые возможности прямого разностного диф
ференцирования при вычислении правой части уравнения (6.1). На 
рис. 6.1 представлены результаты при использовании различных разност
ных сеток. Данные получены при возмущении решения прямой задачи 
на сетке с N  =  512, уровень зашумления задавался параметром 8 =  0,001. 
Приемлемые результаты можно получить при использовании численного 
дифференцирования на достаточно грубых сетках h ^  1/16.

Решение той же задачи идентификации с использованием мето
да А. Н. Тихонова показано на рис. 6.2. Использовалась расчетная сетка 
с N  =  200. Влияние уровня погрешности можно проследить по резуль
татам расчетов с погрешностью 8 =  0,01 во входных данных, которые 
представлены на рис. 6.3 (с. 197). Необходимо отметить наиболее силь
ную потерю точности вблизи правой границы х  =  I. Это связано с тем, 
что оператор D, значения которого вычисляются, определен на множе
стве функций, удовлетворяющих краевым условиям (6.2). Если этим же 
условиям удовлетворяет и искомая правая часть, то можно рассчиты
вать на большую точность приближенного решения. Иллюстрацией этого
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Рис. 6.2. Решение задачи идентификации при S =  0,001

служит рис. 6.4 (с. 198), на котором показано решение задачи идентифи
кации несколько другой правой части.

6.2. Идентификация правой части 
параболического уравнения

Рассматривается обратная задача восстановления правой части од
номерного параболического уравнения по известному решению. Отмеча
ются особенности такой задачи, связанные с эволюционностью задачи, 
с возможностью последовательного определения правой части при воз
растании времени.

6.2.1. Модельная задача
В качестве модельной рассмотрим задачу восстановления правой 

части одномерного параболического уравнения. Начнем с постановки 
прямой задачи.



X
Рис. 6.3. Решение задачи идентификации при 6 = 0,01

Решение и(х , t) определяется в прямоугольнике

QT = 0,х  [0, Г], Q =  {х | 0 ^  х ^  /}, 0 ^  < Г.

Функция u(x9t) удовлетворяет уравнению

¥  =  ^  ( * ^ 3 * )  +  0 < ж 0 < < <  т> (6.45)

при стандартных ограничениях к(х) ^  /с > 0.
Граничные и начальные условия для простоты возьмем однородными

и(09 t) = 0, и(19 «) =  0, 0 < t ^ T 9 (6.46)

гг(ж, 0) =  0, O ^ x ^ l .  (6.47)

В прямой задаче (6.45)-(6.47) решение и(х91) определяется по из
вестным коэффициенту к(х) и правой части f ( x 9t). В рассматривае
мой обратной задаче неизвестной будет правая часть f ( x 91) (мощность
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Рис. 6.4. Решение задачи идентификации при 5 = 0,01

источников), но само решение u(x,t)  предполагается известным. Для 
вычисления правой части имеем из (6.45) явную формулу

/(* .< ) =  0 < ж < / ’ 0 < t ^ T .  (6.48)

Входные данные заданы с погрешностью, и поэтому прямое исполь
зование (6.48) затруднительно. Наиболее принципиальным является вли
яние неточного задания решения. Пусть вместо точного решения задачи
(6.45)-(6.47) и(х , t) известна функция щ ( х , £), причем в некоторой норме 
параметр 6 определяет уровень погрешностей в задании решения, т. е.

||u*(®, t) -  и(х, <)|| <  <5. (6.49)

Необходимо использовать специальные вычислительные алгоритмы 
устойчивого численного дифференцирования. Для приближенного реше
ния можно использовать алгоритмы конечно-разностной регуляризации, 
когда в качестве параметра регуляризации выступают шаги дискретиза
ции. Подробное обсуждение такого метода дано выше при рассмотрении
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стационарной задачи для обыкновенного дифференциального уравнения 
второго порядка. При решении обратной задачи (6.46)-(6.49) необходи
мо согласовывать с погрешностью в задании u(x , t) шаг дискретизации 
по пространству и по времени.

Эволюционные задачи обладают определенной и весьма существен
ной спецификой. Решение задачи на текущий момент времени зависит 
только от предыстории, от решения на предшествующие моменты време
ни и не зависит от решения на последующие моменты времени. Такая осо
бенность эволюционных задач может (и часто просто обязана) учитывать
ся при построении вычислительных алгоритмов. Это абсолютно оправ
дано при рассмотрении прямых задач типа (6.45)-(6.47), это может быть 
также важно при рассмотрении обратных задач, подобных (6.46)-(6.49).

При решении эволюционных задач в общем контексте мы можем 
говорить о двух типах вычислительных алгоритмов. Первые из них осно
ваны на определении решения по решению на предшествующие моменты 
времени. В этом случае мы будем говорить о локальных алгоритмах ре
шения эволюционных задач. В глобальных алгоритмах для нахождения 
решения на заданный момент задействованы будущие моменты времени.

6.2.2. Глобальная регуляризация
Будем использовать общую схему регуляризации по А. Н. Тихоно

ву для приближенного решения обратной задачи (6.46)-(6.49). Начнем 
с того, что введем некоторые обозначения.

В гильбертовом пространстве Ci(£l) норму и скалярное произведение 
введем обычным образом:

(v,w) = J  v(x)w(x)dx,  |М |2 =  (v, v) =  J  v2(x)dx.

Для функций v(x,t),  w(x , t) E W, где 4  =  Ci {Qt) положим

T T

(« ,»)* =  J ( v ,  w) dt =  j  J  v(x)w(x)dxdt,  Ц»||* =  ((«,t>)’) l/2.
o o n

Определим оператор

Ли -s(*(i>£)
на множестве функций, удовлетворяющих (6.46). В £гФ ) оператор

Л  = А* 2  тпЕ, m = к -р .
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Обратная задача (6.46)-(6.48) записывается в виде

/  =  Vu,  (6.50)

где оператор
du

Vu = —  + A u  (6.51)
dt

определен на множестве функций, удовлетворяющих начальному условию
(6.47). Для входных данных (см. (6.49)) имеем

И»,? -  «|Г <  6. (6.52)

При использовании метода регуляризации А. Н. Тихонова прибли
женное решение / а задачи (6.50)—(6.52) определяется как решение сле
дующей вариационной задачи:

(E + aV*V)fa = Vu6. (6.53)

Специфика применения метода регуляризации к решению рассматрива
емой обратной эволюционной задачи проявляется в операторе задачи D, 
определяемом согласно (6.51). В частности, необходимо явно определить 
оператор D*.

т т
(Vv , w)* — J  dt + J ( A v ,  w) dt =

о  о

T T

= (v, w)  ̂-  J  w'j dt + J (Aw, и) dt = (v, Vw)*

при условии, что v(®, 0) =  0, a w(x,T)  =  0. Тем самым оператор V* 
определяем как

V*w =  -  ^  +  Aw (6.54)
dt

на множестве функций

w(x , Г) =  0, 0 ^  х < /. (6.55)

С учетом (6.47), (6.51), (6.54), (6.55) уравнение (6.53) для нахожде
ния приближенного решения / а есть эллиптическое уравнение, которое 
включает вторые производные по времени и четвертые по пространству. 
Для f a реализуются следующие граничные условия при t =  0, Т:

f a ( x ,  0) =  0, O ^ X ^ l ,  

V f a { x , T )  =  0, O ^ X ^ L

(6.56)

(6.57)
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Эти моменты должны аккуратно отслеживаться при численной реализа
ции рассматриваемого подхода.

При рассмотрении задачи идентификации правой части обыкновен
ного дифференциального уравнения второго порядка отмечены две основ
ные возможности. Первая из них связана с применением схемы регуляри
зации А. Н. Тихонова при интерпретации рассматриваемой задачи иден
тификации правой части как задачи решения операторного уравнения 
первого рода, вторая — как задачи вычисления значений неограничен
ного оператора. Эта последняя возможность реализована в схеме (6.52),
(6.53) при приближенном решении задачи (6.46)-(6.49). Имеет смысл так
же остановиться на стандартном варианте регуляризации А. Н. Тихонова.

По заданной правой части /(ж, t) из решения краевой задачи
(6.45)-(6.47) однозначно определяется u(x, t). Это соответствие отобра
зим введением оператора Q:

Qf  =  и. (6.58)
Вместо u(x , t) задана функция щ ( х , £), причем выполнена оценка (6.52).

Приближенное решение f a задачи (6.49), (6.58) определяется как 
решение следующей задачи:

Ja(fa) =  min Ja(v), (6.59)

где
Ja(v) =  (II0® -  Will’ ) 2 +  a ( |N ‘ ) 2. (6-60)

Необходимо отметить следующее важное обстоятельство. При ис
пользовании алгоритма (6.52), (6.53), построенного на основе интерпре
тации задачи идентификации как задачи вычисления значений неогра
ниченного оператора, ставятся дополнительные ограничения на искомую 
функцию (граничные условия типа (6.56), (6.57)). Это не совсем оправда
но (см. результаты численных экспериментов по идентификации правой 
части обыкновенного дифференциального уравнения в предыдущем па
раграфе). При использовании (6.59), (6.60) такие проблемы не возникают.

6.2.3. Локальная регуляризация
При приближенном решении задачи идентификации правой части 

нестационарного уравнения по известному решению часто удобнее ориен
тироваться на алгоритмы определения правой части на заданный момент 
времени с использованием входной информации только на предшествую
щие моменты времени. По сравнению с алгоритмами глобальной регуля
ризации в этом случае мы, вообще говоря, теряем в точности приближен
ного решения, но приобретаем в плане оперативности. Отметим неко
торые основные возможности по построению алгоритмов локальной ре
гуляризации для приближенного решения обратной задачи (6.46)-(6.49). 
Мы остановимся на локальном аналоге регуляризации типа (6.59), (6.60).
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Основная идея связана с тем, что правая часть определяется по ре
шению на каждый фиксированный момент времени. Другими словами, 
регуляризация процедуры численного дифференцирования проводится 
только по пространственным переменным. Фактически сглаживаются 
входные данные только по части переменных. Такого типа алгоритмы 
реализуются при предварительной дискретизации по времени.

Введем равномерную сетку по времени

шт =  шт U {Г} =  { t n = n r , n — 0, 1........ЛГ0, tN o =  Т}.
Будем использовать следующие основные безындексные обозначения 
теории разностных схем:

У=У

Vi =

У = У 
У~У

7Н-1

Уь =

У = У 
У~У

п-1

Г Г
Сформулируем обратную задачу идентификации правой части пара

болического уравнения после частичной дискретизации. Для основных 
величин сохраним те же обозначения, что и для непрерывного случая. 
Для простоты рассмотрения ограничимся чисто неявной аппроксимацией 
по времени, когда правая часть определяется (ср. с (6.48)) из дифферен
циально-разностного соотношения

/ "  =   ------ — + A u n, n = \ , 2 , . . . , N 0. (6.61)т
Входные данные (решение прямой задачи un) заданы с погрешностью. 
Будем считать, что уровень погрешностей определяется постоянной S , 
причем

| |« " - « п|| « =  1,2........ЛГ0. (6.62)
Приближенное решение задачи (6.61), (6.62) на момент времени 

t =  tn обозначим . Рассмотрим вопрос о восстановлении функции /£  
по заданным п”, п”-1, / ”-1. Будем считать, что приближенной правой 
части / ” соответствует решение краевой задачи

w -  wп-1

+ Awn =  fa,  n = l , 2 , . . . , J V 0,

Uj = 0.
Сначала определяется / "  как решение задачи

-/«” ( / " ) =  m in/ в» ,
»6 н

где % =  £ 2(Ф  и

КЬ>) = Ж  -  «>(*>) ||2 +  а ||» ||2.

(6.63)

(6.64)

(6.65)

(6.66)
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Здесь с учетом (6.63), (6.64) w(v) есть решение сеточной задачи

w — w
--------+  Aw =  v.т

Это позволяет записать (6.66) в виде

(6.67)

J »  = щ ---- QTib -  gTv
т + < ф | |2,

где

gT = g;= (J-E + Aj .
Тем самым приближенное решение на каждый момент времени t = tn 

определяется из уравнения

Q r Q r f a  + a f c t  = --- Q t Q t W - (6.68)т
С учетом (6.67) и введенных обозначений получим задачу

gr 'w  =  f a +  ~t6 (6.69)
Т

для определения wn.

6.2.4. Итерационное решение задачи идентификации
При решении обратных задач математической физики наибольшего 

внимания заслуживают итерационные методы, которые наиболее четко 
реализуют идею нахождения решения обратной задачи через последо
вательное решение набора прямых задач. При приближенном решении 
задачи (6.46)-(6.49) итерационными методами остановимся на случае 
глобальной регуляризации в варианте (6.58)-(6.60).

После симметризации уравнения (6.58) двухслойный итерационный 
метод запишем в виде

b+izh + g*gfk = g*Uj, k = 0 , 1 , . . . .  (6.70)
n+1

Итерационные параметры при использовании метода скорейшего спуска 
рассчитываются по формуле

=  гк = д ' д и - д ' и * ,  * =  о, i, —  (6.7i)

Число итераций в (6.70), (6.71) согласуется с погрешностью 5 (см. (6.52)).
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Реализация такого подхода связана с возможностью вычисления 
значений оператора Q и Q*. Напомним, что v =  Qfk есть решение 
прямой задачи

^ +  .4»  =  Л , 0 < t ^ T ,  (6.72)at
t>(0) =  0. (6.73)

При нахождении значений сопряженного оператора w = Q*v решается
прямая задача

dw
— — + Aw -  v, 0 < < < Г, (6.74)

dt
w(T) = 0. (6.75)

Тем самым, при заданном итерационном параметре переход на новую
итерацию в соответствии с (6.70) связан с решением двух прямых задач 
(6.72), (6.73) и (6.74), (6.75).

Отметим некоторые основные особенности вычислительной реали
зации рассматриваемого итерационного метода, которые связаны, прежде 
всего, с дискретизацией по времени. Сохраним за сеточными функциями 
те же обозначения, что и для функций непрерывного аргумента.
__ Будем использовать равномерную сетку w с шагом h на интервале
П =  [0, /]:

w =  {х  | х =  Xi = ih , i =  0, 1 , . . . ,  N, N h  =  /},

где w — множество внутренних узлов, а dw — множество граничных 
узлов.

Во внутренних узлах дифференциальный оператор А  аппроксими
руем со вторым порядком разностным оператором

Ау = ~(аух)х, х е ш ,  (6.76)

где, например, а(ж) =  к(х -  0,5Л).
В сеточном гильбертовом пространстве Ьг(ш) норму введем соотно

шением ||у|| =  (у, у)1/2, где

(У, ff(*M®)A.
x € oj

Напомним, что на множестве функций, обращающихся в нуль на dw, для 
самосопряженного оператора А при ограничениях к(х) ^  ас > 0, q(x) ^  0 
верна оценка

А — А ^  kXqE,

% 4 2 nh 8
A" = P sin Ti>P

где
(6.77)
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Прямой задаче (6.72), (6.73) поставим в соответствие симметричную 
разностную задачу

1 1
-- --- + 2 ^ n+l+ 0  = 2 ( / Г 1+/*"), « =  1,2, —  JV0, (6.78)

v° =  0, х е ш .  (6.79)

В этом случае погрешность аппроксимации имеет второй порядок как 
по времени, так и по пространству. Аналогично рассматриваются и другие 
двухслойные разностные схемы. Задаче (6.78), (6.79) в операторной записи 
придадим форму v =  С Д , которая определяет оператор G.

Для двумерных сеточных функций определим гильбертово простран
ство Я  =  L j^Qt ) > в которой скалярное произведение и норма определены 
следующим образом:

Щ - \ ____

(v,w)* = ^ 2 ( v n,w n)r + ^(v° ,w0) +  vN\ w Nl>), ||t»ir =  y / (v ,v ) \
n=  1

Сопряженной в Я  к задаче (6.78), (6.79) будет сеточная задача 
(см. (6.74), (6.75))

wn — wn 1 1
+ ^A{wn +  ю"_ |) =  - (v n +  t;n- 1), n=  1,2.......N0, (6.80)

го^° =  0, х £ ш .  (6.81)

В этом можно убедится, если домножить скалярно уравнение (6.78) на wn. 
Задаче (6.80), (6.81) соответствует компактная запись w =  G*v.

В соответствии с (6.70) итерационный метод записывается в виде

— — -  + G’Gfk = G*ud, * =  0 , 1 , . . . .  (6.82)
Tk+\

На первом этапе проводится расчет правой части G* щ  — с этой 
целью решается краевая задача типа (6.80), (6.81). Вычисление невязки 
rk =  G*Gfk ~ G*u$ требует на каждом шаге решения двух краевых 
задач ((6.78), (6.79) и (6.80), (6.81)). Расчет итерационных параметров 
проводится (см. (6.71)) по формуле

* =  0 , 1 , . . . (6.83)

Определение Gr* связано с решением дополнительной задачи типа (6.78),
(6.79).
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В качестве параметра регуляризации выступает число итераций К(д) 
в (6.82). Критерием выхода из итерационного процесса является

||£/#(*) ~ Mj|| ^  д. (6.84)
Отметим, что рассматриваемый алгоритм используется при опреде

ленных ограничениях на правую часть. В соответствии с применяемой 
симметризацией за счет оператора G на правую часть накладываются 
ограничения

/"•  = 0 ,  х е ш ,
fa = 0, п =  0, 1 , . . . ,  N, х £ дш.

Описанный алгоритм (6.78)—(6.84) реализован в программе PR0BLEM6. 
Ниже приведен полный текст этой программы.

Программа PR0BLEM6

PR0BLEM6 -  ИДЕНТИФИКАЦИЯ ПРАВОЙ ЧАСТИ
НЕСТАЦИОНАРНАЯ ОДНОМЕРНАЯ ЗАДАЧА

С
С
С
С
С
С
С
С
С
С
С
С
С

С

IM PLIC IT REAL*8 ( А-Н, 0-Z  )
PARAMETER ( DELTA = 0 .05D 0, N = 101, М = 101 )
DIMENSION X(N ) , Y (N ,M ), Y D (N ,M ), F (N ,M ), F A (N ,M ),

+ V (N ,M ), W (N,M), GU(N,M ), R K (N ,M ), Y Y (N ),
+ A (N ), B (N ) , C (N ), D (N ), E (N ) , FF(N)

ПАРАМЕТРЫ ЗАДАЧИ:

XL, XR -  ЛЕВЫЙ И ПРАВЫЙ КОНЕЦ ОТРЕЗКА;
N -  ЧИСЛО УЗЛОВ СЕТКИ ПО ПРОСТРАНСТВУ;
ТМАХ -  МАКСИМАЛЬНОЕ ВРЕМЯ;
М -  ЧИСЛО УЗЛОВ СЕТКИ ПО ВРЕМЕНИ;
DELTA -  УРОВЕНЬ ПОГРЕШНОСТИ ВО ВХОДНЫХ ДАННЫХ;
Y(N,M) -  ТОЧНОЕ РАЗНОСТНОЕ РЕШЕНИЕ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ;
YD(N,M) -  ВОЗМУЩЕННОЕ РАЗНОСТНОЕ РЕШЕНИЕ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ;
F(N,M ) -  ТОЧНАЯ ПРАВАЯ ЧАСТЬ;
FA(N,M -  РАССЧИТАННАЯ ПРАВАЯ ЧАСТЬ;

XL = О.DO 
XR = 1.D0 
ТМАХ = 1.D0

OPEN ( 01, FILE  = ’ RESULT. DAT ’ ) ! ФАЙЛ С РЕЗУЛЬТАТАМИ РАСЧЕТОВ
С
С
С

СЕТКА
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TAU = ТМАХ /  (М -1)
С
С ПРЯМАЯ ЗАДАЧА
С
С НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ
С

Т = О.DO 
DO I  = 1, N 

Y C I . l )  = O.DO 
YD( I ,1 )  = O.DO 

END DO 
C
С НОВЫЙ ВРЕМЕННОЙ СЛОЙ
С

DO К = 2 , М 
Т = Т + TAU 

С
С КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ
С

DO I  = 2 , N-1
X I = ( X ( I )  + X(1 — 1 ) )  /  2 
Х2 = (Х (1 +1) + Х ( П )  /  2 
А( I ) = А К (X I) /  (2*Н *Н )
В (1 ) = АК(Х2) /  (2*Н *Н )
C ( I )  = A ( I )  + B ( I )  + 1 .DO /  TAU 
F F ( I )  = A ( I )  *  Y ( I - 1 ,K - 1 )

+ + ( 1 .DO /  TAU -  A ( I )  -  B ( I ) )  *  Y ( I ,K - 1 )
+ + B ( I )  *  Y (1 + 1 ,K -1 )
+ + ( A F ( X ( I ) ,T )  + A F (X (I) ,T -T A U ))  /  2

END DO 
C
С ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ЛЕВОМ И ПРАВОМ КОНЦЕ 
С

В (1 ) = O.DO
С (1) = 1 .DO
F F (1 ) = O.DO 
A(N) = O.DO 
C(N) = 1 .DO 
FF(N) = O.DO 

C
С РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НА НОВОМ ВРЕМЕННОМ СЛОЕ 
С

ITASK = 1
CALL PR0G3 ( N, А, С, В, FF, YY, ITASK )
DO I  = 1, N 

Y ( I ,K )  = YY( I )
END DO 

END DO 
C
С ЗАШУМЛЕНИЕ РЕШЕНИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
С

DO К = 2 , М 
Y D (1 ,К) = O.DO
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YD(N,K) = 0.D0 
DO I  = 2 .N -1

Y D (I,K ) = Y ( I , К)
+ + 2 . D0*DELTA*(RAND( 0 ) - 0 . 5D0) /  DSQRT(TMAX*(XR-XL))

END DO 
END DO 

C
С СИММЕТРИЗАЦИЯ (РЕШЕНИЕ СОПРЯЖЕННОЙ ЗАДАЧИ)
С
С НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ
С

Т = ТМАХ 
DO I  = 1, N 

G U (I,M ) = O.DO 
END DO 

C
С НОВЫЙ ВРЕМЕННОЙ СЛОЙ
С

DO К = М -1, 1, -1  
Т = Т -  TAU 

С
С КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ
С

DO I  = 2 , N
X I = ( X ( I )  + X C I-1 ) )  /  2 
Х2 = (Х (1 +1) + Х (1 ) )  /  2 
А( I ) = А К (X I) /  (2*Н *Н )
В (1 ) = АК(Х2) /  (2*Н *Н )
C ( I )  = A ( I )  + B ( I )  + 1 .DO /  TAU 
F F ( I )  = A ( I )  *  G U (I-1 ,K + 1 )

+ + (1 .DO /  TAU -  A ( I )  -  B ( I ) )  *  G U U .K + l)
+ + B ( I )  *  G U (I+1 ,K+1)
+ + (Y D (I.K )  + Y D U .K + l) )  /  2

END DO 
C
С ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ЛЕВОМ И ПРАВОМ КОНЦЕ 
С

В (1 ) = О.DO
С (1) = 1 .DO
F F (1 ) = O.DO 
A(N) = O.DO 
C(N) = 1 .DO 
FF(N) = O.DO 

C
С РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НА НОВОМ ВРЕМЕННОМ СЛОЕ 
С

ITASK = 1
CALL PR0G3 ( N, А, С, В, FF, YY, ITASK )
DO I  = 1, N

G U (I,K ) = Y Y ( I)
END DO 

END DO 
C
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С ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ИДЕНТИФИКАЦИИ ПРАВОЙ ЧАСТИ 
С

IT  = О
ITMAX = 1000 

С
С НАЧАЛЬНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ
С

DO К = 1, М 
DO I  = 1, N 

F A ( I ,K )  = О.DO 
END DO 

END DO
100 IT  = IT+1 

C
С РЕШЕНИЕ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ЗАДАННОЙ ПРАВОЙ ЧАСТИ
С
С НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ
С

Т = 0.D0 
DO I  = 1, N 

V ( I , 1 )  = О.DO
END DO 

С
С НОВЫЙ ВРЕМЕННОЙ СЛОЙ
С

DO К -  2 , М 
Т = Т + TAU 

С
С КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ
С

DO I  = 2 , N
X I = ( X ( I )  + X( 1 - 1 ) )  /  2 
Х2 = (Х (1+1) + Х ( 1 ) ) /  2 
А( I )  = А К (X I) /  (2*Н *Н )
BCI) = АК(Х2) /  (2*Н *Н )
С (1) = А( I )  + BCI) + 1 .DO /  TAU 
F F ( I )  = A ( I )  *  V ( I - 1 ,K - 1 )

+ + ( 1 .DO /  TAU -  A ( I )  -  B ( I ) )  *  V ( I ,K - 1 )
+ + B ( I )  *  V ( I+ 1 ,K -1 )
+ + (F A ( I ,K )  + F A ( I . K - l ) )  /  2

END DO 
C
С ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ЛЕВОМ И ПРАВОМ КОНЦЕ 
С

В (1 ) = О.DO
С (1) = 1 .DO
FF(1 ) = О.DO 
A(N) = О.DO
C(N) = 1 .DO 
FF(N) = 0 .DO 

С
С РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НА НОВОМ ВРЕМЕННОМ СЛОЕ 
С
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ITASK = 1
CALL PR0G3 ( N, А, С» В, FF, YY, ITASK )
DO I  = 1, N 

V ( I ,K )  = YY( I )
END DO 

END DO

РЕШЕНИЕ СОПРЯЖЕННОЙ ЗАДАЧИ

НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ

Т = ТМАХ 
DO I  = 1, N 

W (I,M ) *  0 .DO 
END DO

НОВЫЙ ВРЕМЕННОЙ СЛОЙ

DO К = М -1, 1 , -1  
Т = Т -  TAU

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ 

DO I  = 2 , N
XI = ( X ( I )  + X(1 —1 ) )  /  2 
Х2 = (XC I+1) + Х ( П )  /  2 
А ( I )  = АКСХ1) /  (2*Н *Н )
В (1 ) = АК(Х2) /  (2*Н *Н )
С (1) -  А ( I ) + В Ц )  + 1 .DO /  TAU 
FF( I ) = A( I ) *  W (I-1 ,K + 1 )

+ + ( 1 .DO /  TAU -  A ( I ) -  B ( I ) )  *  W (I,K + 1 )
+ + B ( I )  *  W (I+1,K +1)
+ + ( V ( I ,K )  + V ( I ,K + 1 ) )  /  2

END DO

ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ЛЕВОМ И ПРАВОМ КОНЦЕ

В (1 ) = 0.D0
С (1) = 1 .DO
FF(1 ) = 0.D0 
A(N) = 0.D0 
C(N) = 1 .DO 
FF(N) = 0.D0

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НА НОВОМ ВРЕМЕННОМ СЛОЕ 

ITASK = 1
CALL PR0G3 ( N, А, С, В, FF, YY, ITASK )
DO I  s 1, N 

W (I,K ) = Y Y (I)
END DO 

END DO 
C
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С НЕВЯЗКА 
С

DO К = 1, М 
DO I  = 1, N

R K (I,K )  = W (I,K ) -  G U (I,K )
END DO 

END DO

ИТЕРАЦИОННЫЙ ПАРАМЕТР

НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ

Т = О.DO 
DO I  = 1 , N 

W (I,1 )  = 0.D0
END DO

НОВЫЙ ВРЕМЕННОЙ СЛОЙ

DO К = 2 , M 
Т = Т + TAU

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ 

DO I  = 2 , N
X I = ( X ( I )  + X ( I - l ) )  /  2 
Х2 = (X ( I+ 1 )  + X ( I ) )  /  2 
A ( I )  = AK(X1) /  (2*H *H )
B ( I )  = AKCX2) /  (2*H *H )
C ( I )  = A ( I )  + B ( I )  + 1 .DO /  TAU 
F F U ) = A ( I )  *  H ( I - l . K - l )

+ + (1 .DO /  TAU -  A ( I )  -  B ( D )  *  W (I,K -1 )
+ + B ( I )  *  W C I+ l.K -1 )
+ + (R K (I,K )  + R K U . K - l) )  /  2

END DO

ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ЛЕВОМ И ПРАВОМ КОНЦЕ

B U )  = 0.D0 
С (1 ) = 1 .DO
F F (1 ) = O.DO 
A(N) = O.DO 
C(N) = 1 .DO 
FF(N) = O.DO 

C
С РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НА НОВОМ ВРЕМЕННОМ СЛОЕ 
С

ITASK = 1
CALL PR0G3 ( N, А, С, В, FF, YY, ITASK )
DO I  = 1, N 

W (I,K ) = YY( I )
END DO 

END DO
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с
с МЕТОД СКОРЕЙШЕГО СПУСКА
с

SUM1 = 0.D0 
SUM2 = 0.D0 
DO К = 1, М 

DO I  = 1, N
SUM1 = SUM1 + R K ( I ,K )* R K ( I ,K )
SUM2 = SUM2 + W (I,K )* W (I,K )

END DO 
END DO
TAUK = SUM1/SUM2 

C
С НОВОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ
С

DO К = 1, M 
DO I  = 1, N

F A ( I ,K )  = F A ( I ,K )  -  TAUK * R K (I ,K )  
END DO 

END DO

ВЫХОД ИЗ ИТЕРАЦИОННОГО ЦИКЛА

SUM = О .DO 
DO К = 1, M 

DO I  = 1, N
SUM = SUM + ( V ( I ,K )  -  Y D ( I ,K ) ) * * 2  

END DO 
END DO
SL2 = DSQRT( SUM*TAU*H)
WRITE ( 0 1 ,*  ) IT ,  TAUK, SL2 
IF  (SL2.GT.DELTA .AND. IT .L T .IT M A X ) GO TO 100 

C
С ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ 
С

SUM = O.DO 
DO К = 1, M 

T = (K -1)*TAU  
DO I  = 1, N

F ( I ,K )  = A F (X ( I ) ,T )
SUM = SUM + (F A ( I ,K )  -  F ( I , K ) ) * * 2  

END DO 
END DO
STL2 = DSQRT(SUM*TAU*H)
WRITE ( 0 1 ,*  ) ( ( F A ( I ,K ) , I  = 1 ,N ) , К = 1,M) 
WRITE ( 0 1 ,*  ) ( ( F ( I , К ) , I  = l . N ) ,  К = 1,M) 
WRITE ( 0 1 ,*  ) STL2 
CLOSE ( 01 )
STOP END

DOUBLE PRECISION FUNCTION AK ( X ) 
IM PLIC IT REAL*8 ( A-H, 0 -Z  )
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с
с КОЭФФИЦИЕНТ ПРИ СТАРШИХ ПРОИЗВОДНЫХ
с

АК = 1 .DO
С

RETURN END

DOUBLE PRECISION FUNCTION AF ( X, T ) 
IM PLICIT REAL*8 ( A-H, O-Z )

C
С ПРАВАЯ ЧАСТЬ УРАВНЕНИЯ
С

AF = 1 0 .* Т * ( 1 .DO -  Т ) * Х * ( 1 .DO-X)
С

RETURN
END

Коэффициент уравнения, зависящий от пространственной перемен
ной, и правая часть задаются в подпрограммах-функциях АК, AF.

6.2.5. Результаты расчетов

Расчеты выполнялись на равномерной сетке с числом узлов N  = 100, 
No = 100, когда расчетная область представляет собой единичный квадрат 
(/ =  1, Т = 1). Обратная задача решалась в рамках квазиреального 
эксперимента при

k(x) =  1, /(ж, t) =  10£(1 -  £)ж(1 -  ж).

Решение задачи при уровне погрешностей д = 0,001 показано 
на рис. 6.5 (число итераций равно 3). Изображены линии уровня с шагом 
Д =  0,1 точного (штриховые линии) и приближенного решений. Влияние 
погрешности на точность восстановления правой части иллюстрируется 
рис. 6.6, 6.7, где представлены результаты решения с большими и меньши
ми погрешностями во входных данных. Для решения задачи с д = 0,0001 
потребовалось сделать 23 итерации.

Естественно, что точность идентификации существенно зависит 
от точного решения. В частности, мы отмечали выше необходимость 
сужения класса искомых правых частей в связи с выполнением однород
ных условий на частях границы расчетной области. На рис. 6.8 показаны 
результаты решения задачи с правой частью

f ( x , t )  = 2х(1 - х )

при 6 =  0,001.
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6.3. Восстановление зависимости 
правой части от времени

В теории обратных задач теплообмена рассматриваются и задачи 
по восстановлению неизвестных источников тепла по дополнительным 
измерениям температуры в отдельных точках. Аналогично формулиру
ются и некоторые важные прикладные проблемы гидрогеологии. Для 
единственности решения необходимо сузить класс допустимых правых 
частей параболических уравнений. Во многих случаях естественно счи
тать, что неизвестной является зависимость правой части от времени.

6.3.1. Обратная задача
В данной части работы строится вычислительный алгоритм при

ближенного решения простейшей одномерной по пространству обратной 
задачи по восстановлению зависимости правой части параболического 
уравнения от времени при известном распределении по пространству. 
Такая линейная обратная задача относится к классу корректных в класси
ческом смысле задач математической физики при специальных предпо
ложениях о точках дополнительных измерений — при условии действия 
источника в точках наблюдения.

Будем считать, что состояние системы описывается уравнением
du д (  д и \
Hi  = дх г ' ^ д х )  + Д а;’ <)’ 0 < х  <1, 0 < t ^ T ,  (6.85)

с достаточно гладким положительным коэффициентом к(х). Ограни- 
чимся рассмотрением задачи с простейшими однородными граничными 
условиями первого рода:

t t (0,*)=0,  u(l,t) = 0, O ^ t ^ T .  (6.86)
Задано также начальное условие:

и(х , 0) =  щ(х ), 0 < х < I. (6.87)
В виде (6.85)—(6.87) формулируется прямая задача.

Нами рассматривается обратная задача, в которой неизвестной по
мимо u(x,t)  является и правая часть f (x , t )  уравнения (6.85). Будем 
считать, что функция /(ж, t ) представляется в виде

f ( x , t )  = Tj(t)ip(x), (6.88)

где функция t/>(x) задана, а неизвестной является зависимость источника 
от времени — функция rj(t). Эта зависимость восстанавливается по до
полнительному наблюдению за u(x , t) в некоторой внутренней точке 
0 < х* < I:

u(x*, t) =  <p(t). (6.89)
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Приходим к простейшей задаче идентификации правой части параболи
ческого уравнения (6.85)—(6.89).

6.3.2. Краевая задача для нагруженного уравнения
Решение задачи идентификации рассматривается при следующих 

ограничениях:
1. гр(х*) Ф О,
2. гр(х) — достаточно гладкая функция (гр Е С2[0, 1]),
3. гр(х) =  0 на границе расчетной области.

Особого внимания заслуживает первое предположение, которое связано 
с тем, что в точке наблюдения х* действует восстанавливаемый источник. 
Именно это обуславливает корректность рассматриваемой задачи иден
тификации — непрерывную зависимость решения от начальных данных, 
правой части и измерений во внутренней точке.

Последнее из сформулированных предположений не носит принци
пиального характера, а формулируется для простоты изложения.

Будем искать решение обратной задачи в виде

u(x , t) = 6(t)tp(x) +  w(x , t), (6.90)

0(t) = I rj(s) ds. (6.91)
о

Подстановка (6.88), (6.90), (6.91) в (6.85), дает следующее уравнение для 
w(x £) *

<«*>
С учетом представления (6.90) условие (6.89) приводит к следующему 
представлению для неизвестной 0(t) :

0(<) =  -  w ( x \  <)) • (6 93)

Подстановка (6.93) в (6.92) дает искомое нагруженное параболичес
кое уравнение

dw
dt (*(I)s) (6.94)

Граничное условие с учетом наших предположений о правой части на гра
нице области имеет вид

гу(0, t) — 0, w(l , t) — 0, 0 ^  t Т. (6.95)
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Как следует из (6.91); для вспомогательной функции 0(t) имеем

0(0) =  0. (6.96)

Это позволяет использовать начальное условие

w(x , 0) =  щ(х ), 0 < х <1. (6.97)

Тем самым обратная задача (6.85)—(6.89) формулируется как краевая 
задача для нагруженного уравнения (6.94)-(6.97) с представлением (6.91), 
(6.93) для неизвестной зависимости источника от времени.

6.3.3. Разностная схема
Отметим некоторые основные моменты численного решения задачи 

идентификации. Вычислительный алгоритм базируется на приближенном 
решении краевой задачи для нагруженного уравнения. Численные методы 
решения таких неклассических краевых задач математической физики 
разработаны в настоящее время недостаточно.

Будем считать, что по переменной х введена равномерная сетка ш 
с шагом h. Через ж, =  ih, г = 0, 1 , . . . ,  N,  N h  = 1 обозначим узлы сетки 
и пусть v =  =  v(x{). Для простоты будем считать, что точка наблюдения
х =  х* совпадает с внутренним узлом отвечающим номеру i = к.

При переходе с одного временного слоя tn =  пт (п =  0, 1 , . . . ,  No, 
Nor — Т, г  > 0) на другой временной слой tn+\ будем использовать 
чисто неявную разностную схему для уравнения (6.94). Во внутренних 
узлах сетки по пространству имеем

— -  w"+')(atpT)x. (6.98)

Для задач с достаточно гладким коэффициентом к(х) положим, напри
мер, а, =  к • 0,5(ж: + z :_i). Аппроксимируя (6.95), (6.97), получим

М>Г'= 0 ,  w%+' = 0 ,  n — 0 , \ , . . . , N o - \ ,  (6.99)

to® =  u0(xi), i = 1, 2 , . . . ,  N  -  1. (6.100)

Из решения разностной задачи (6.98)—(6.100) в соответствии с (6.93) 
определим

e n+ ' =  ± - ( < p n+l - w nk+ l ) , n =  0.1... ЛГ0 - 1. (6.101)

дополнив эти соотношения условием (см. (6.96)) 0° =  0. Принимая 
во внимание (6.91), для искомой зависимости правой части от времени
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будем использовать простейшую процедуру численного дифференциро
вания:

дП+\  __ дП

Vn+' = -----------, n = 0, 1. (6.102)

Есть необходимость отдельно остановиться на вопросе решения сеточной 
задачи для реализации рассматриваемой неявной схемы.

6.3.4. Сеточная нелокальная задача 
и программная реализация

Никаких особых проблем с вычислительной реализацией схемы 
(6.98)—(6.100), несмотря на нестандартность (нелокальность) сеточной 
задачи на новом временном слое, не возникает. Запишем уравнение
(6.98) во внутренних узлах в виде

У)П+1 1
- 7 -  -  +  7 ; И * к , Ч +' =  9i (6.103)

с заданной правой частью у” и граничными условиями (6.99). Решение 
системы (6.99), (6.103) ищется в виде

< + 1  =  Vi + w nk +xZi, i = 0 , \ , . . . , N .  (6.104)

Подстановка (6.104) в (6.103) позволяет сформулировать следующие се
точные задачи для вспомогательных функций у,-, z*:

- ~ ( a y s)x.i = 9 i ,  i = 1 , 2 , . . . ,  TV- 1, (6.105)т
3 / 0  =  0 , yN =  0 , (6.106)

— -  (azs)x,i + 7 - (aipx)x,i = 0 ,  * =  1, 2, . . . ,  N  -  1 , (6.107)
т  Щ

Zq — 0 , zn = 0 . (6.108)

После этого с учетом представления (6.104) находится го"+ |:

=  ^ L _ . (6.109)

Корректность алгоритма обеспечивается необращением знаменателя
(6.109) в нуль. Для сеточной задачи (6.107), (6.108) на основе принципа 
максимума для разностных схем устанавливается априорная оценка

max \zi\ ^  г  шах —  (афх)х,{ •
0<i<N tyk

Поэтому \zi\ < 1 при достаточно малых т =  0(1), т. е. необходимо 
использовать малые шаги по времени.
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Сеточные задачи (6.105), (6.106) и (6.107), (6.108) являются стандарт
ными и их численное решение не представляет проблем. В рассматри
ваемом нами одномерном случае мы можем воспользоваться привычным 
алгоритмом трехточечной прогонки.

Вычислительная сложность используемого вычислительного алго
ритма фактически эквивалентна двукратному решению прямой задачи. 
В силу этого можно отнести данный метод к классу оптимальных. При
ведем текст программы, которая используется для численного решения 
рассматриваемой обратной задачи.

Программа PR0BLEM7
С
с PR0BLEM7 -  ИДЕНТИФИКАЦИЯ ПРАВОЙ ЧАСТИ
с НЕСТАЦИОНАРНАЯ ОДНОМЕРНАЯ ЗАДАЧА
с
п

НЕИЗВЕСТНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ ОТ ВРЕМЕНИ

п
IM P L IC IT REA L*8  ( А -Н , 0 -Z  )

\j

PARAMETER ( DELTA = 0 .0 0 0 5 D 0 , N = 1 0 1 , М = 101 ) 
DIMENSION V T(M ), V Y(M ), V P(M ), V V (M ),

п
+ ACN) , B ( N ) ,  C (N ), FC N ), Y ( N ) ,  V B (N ), F B ( N ) , W (N ), Z (N )

V/
С ПАРАМЕТРЫ ЗАДАЧИ:
с
с X L , XR -  ЛЕВЫЙ И ПРАВЫЙ КОНЕЦ ОТРЕЗКА;
с XD -  ТОЧКА НАБЛЮДЕНИЯ;
с N -  ЧИСЛО УЗЛОВ СЕТКИ ПО ПРОСТРАНСТВУ;
с TMAX -  МАКСИМАЛЬНОЕ ВРЕМЯ;
с M -  ЧИСЛО УЗЛОВ СЕТКИ ПО ВРЕМЕНИ;
с DELTA -  УРОВЕНЬ ПОГРЕШНОСТИ ВО ВХОДНЫХ ДАННЫХ;
с VY (M) -  ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ В ТО ЧКЕ НАБЛЮДЕНИЯ;
с VP(M) -  ВОЗМУЩЕННОЕ РЕШЕНИЕ В ТО ЧКЕ НАБЛЮДЕНИЯ;
с VT(M ) -  ТОЧНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ ПРАВОЙ ЧАСТИ ОТ ВРЕМЕНИ;
с V B (N )) -  ЗАВИСИМОСТЬ ПРАВОЙ ЧАСТИ ОТ ПРОСТРАНСТВА;
с
с

VV(M) -  РАССЧИТАННАЯ ЗАВИСИМОСТЬ ПРАВОЙ ЧАСТИ ОТ ВРЕМ ЕНИ;;

X L = 0 . DO
XR = 1. DO
XD = 0 .3D 0

с
TMAX = 1. DO

с
OPEN ( 0 1 , F I L E  = ’R E S U L T .D A T ’ ) ! ФАЙЛ С РЕЗУЛЬТАТАМИ РАСЧЕТОВ

с СЕТКА
с

Н = (XR  -  X L )  / (N -  1)
TAU = ТМАХ / (М -1)
ND = 1 + (XD + 0 . 5D0*H) /  Н 

С
С ПРЯМАЯ ЗАДАЧА
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с
с источник 
с

DO К = 1, М
Т = (K -0 .5 D 0 )*  TAU 
VT(K) = (K -0 .5 D 0 )*  TAU 
IF  (T .G E .0 .6D 0 ) VT(K) = 0 . DO 

END DO 
C
С ЗАВИСИМОСТЬ ПРАВОЙ ЧАСТИ ОТ ПРОСТРАНСТВА
С

DO I  = 1, N
V B (I)  = DSIN(3 .1 4 1 5 9 2 6 *( I - 1 )*Н )

END DO 
C
С РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ
С
С НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ
С

Т = О .DO 
DO I  = 1, N 

Y ( I ) = 0 . DO
END DO
VY(1) = Y(ND)

C
С НОВЫЙ ВРЕМЕННОЙ СЛОЙ
С

DO К = 2 , М 
Т = Т + TAU 

С
С КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ
С

DO I  = 2 , N-1
А( I )  = 1.DO /  (Н*Н)
В ( I )  = 1 .DO /  (Н*Н)
С (1) = 2 . DO /  (Н*Н) + 1 .DO /  TAU 

END DO 
С
С ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ЛЕВОМ И ПРАВОМ КОНЦЕ
С

В (1 ) = О .DO 
С (1) = 1 .DO 
F (1 ) = О .DO 
A(N) = О .DO 
C(N) = 1 .DO 
F(N ) = 0 . DO 

С
С ПРАВАЯ ЧАСТЬ СЕТОЧНОГО УРАВНЕНИЯ
С

DO I  = 2 , N-1
F ( I ) = V B ( I)*V T (K ) + Y ( I )  /  TAU 

END DO 
C
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С РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НА НОВОМ ВРЕМЕННОМ СЛОЕ 
С

ITASK = 1
CALL PR0G3 ( N, А, С, В, F , У, ITASK )
VY(К) *  Y(ND)

END DO

ВОЗМУЩЕНИЕ ИЗМЕРЯЕМЫХ ВЕЛИЧИН 

DO К *  1,М
VP(K) = VY(К) + 2 . D0*DELTA*(RAND( 0 ) - 0 . 5D0)

END DO

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА

ВСПОМОГАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ

DO I  = 2 , N-1
FB( I )  *  ( 1 .DO /  VB(ND))

+ * (V B (I+ 1 ) -2 .D 0 *V B (I)  + V B ( I - l ) )  /  (H*H)
END DO

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ

Т = О.DO 
DO I  = 1, N 

У ( I )  = О.DO
END DO

НОВЫЙ ВРЕМЕННОЙ СЛОЙ

DO К = 2 , М 
Т *  Т + TAU

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ

DO I  -  2 , N-1
А( I )  = 1.D0 /  (Н*Н)
B ( I )  = 1.D0 /  (Н*Н)
С Ц ) = 2 . DO /  (Н*Н) + 1.D0 /  TAU 

END DO

ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ЛЕВОМ И ПРАВОМ КОНЦЕ

В (1 ) = О.DO 
С (1) = 1 .DO 
F (1 ) = О.DO 
АСЮ = О .DO 
C(N) = 1 .DO 
F(N) = О.DO
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С ПРАВАЯ ЧАСТЬ СЕТОЧНОГО УРАВНЕНИЯ 
С

DO I  = 2 , N-1
F ( I ) = F B (I)*V Y (K ) + Y( I )  /  TAU 

END DO

РЕШЕНИЕ ПЕРВОЙ ПОДЗАДАЧИ НА НОВОМ ВРЕМЕННОМ СЛОЕ 

ITASK = 1
CALL PR0G3 ( N, А, С, В, F , W, ITASK )

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ

DO I  = 2 , N-1
А ( I )  = 1 .DO /  (Н*Н)
B ( I )  = 1 .DO /  (Н*Н)
С (1) = 2 . DO /  (Н*Н) + 1.D0 /  TAU 

END DO

ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ЛЕВОМ И ПРАВОМ КОНЦЕ

В (1) = О.DO 
С (1) = 1 .DO 
F ( l )  = О.DO 
A(N) = 0.D0 
С(N) = 1 .DO 
F(N ) = О.DO

ПРАВАЯ ЧАСТЬ СЕТОЧНОГО УРАВНЕНИЯ

DO I  = 2 , N-1 
F ( I ) = -  F B ( I )

END DO

РЕШЕНИЕ ВТОРОЙ ПОДЗАДАЧИ НА НОВОМ ВРЕМЕННОМ СЛОЕ 

ITASK = 1
CALL PR0G3 ( N, А, С, В, F , Z , ITASK )

VV(K) = (V P (K )-V P (K - l)
-  (W(ND) /  (1 -  Z(ND)) -  Y(ND) ) )  /  (TAU *  VB(ND)) 

DO I  = 1, N
Y ( I ) = W (I) + Z ( I )  *  W(ND) /  (1 -  Z(N D))

END DO 
END DO

ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ

WRITE ( 0 1 ,*  ) (V V (K ), К = 2,M )
WRITE ( 0 1 ,*  ) (V T (K ), К = 2,M )
CLOSE ( 01 )
STOP 
END
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6.3.5. Примеры расчетов
Здесь представлены результаты расчетов, которые выполнены для 

простейшей модельной обратной задачи (6.84)-(6.89). В рамках кон
цепции квазиреального эксперимента рассматривается прямая задача
(6.84)—(6.87) с некоторой заданной правой частью. Для коэффициен
та уравнения и начального условия положим

к(х) =  1, щ(х)  =  0, 0 ^  х ^  1.

Правая часть задается соотношением (6.88), где

гр(х) =  sin (tix) , 0 ^  х ^  1,

/А __ Г 0 <  t < 0,6,
^  \ 0 ,  0,6 < t < T = \ .

Такая задача решается численно на сетке с N  =  100, ЛГ0 =  100.
Ниже приведены результаты восстановления такой правой части 

по наблюдениям в точке х* = 0 , 3 .  По результатам расчетов задается 
сеточная функция (рп.

Рис. 6.9. Восстановление зависимости правой части от времени при 8 =  0,001
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При решении обратной задачи сеточная функция (p(t) зашумляется 
случайными погрешностями. Положим

Vd = tPn +  -  0  ,
где сгп — случайная функция, нормально распределенная на интервале 
[О, 1 ]. Величина д задает уровень погрешности. На рис. 6.9 представлены 
точная и восстановленная зависимость правой части от времени по опи
санному выше алгоритму при уровне погрешности д =  0 ,0 0 1 .

Иллюстрацией корректности рассматриваемой обратной задачи явля
ются данные расчетов при различном уровне погрешностей. На рис. 6.10 
дано решение задачи при д =  0,0025, а на рис. 6.11 — при д =  0,0005. 
При уменьшении уровня погрешности решение восстанавливается более 
точно.

Рассматриваемый вычислительный алгоритм решения обратной зада
чи может быть использован и при решении более общих задач. В частно
сти, переход к многомерным задачам, задачам с многими точками наблю
дения и т. д. носит редакционный характер. Принципиальные сложности

numerical
..... ..  exact

1.0 -

—0.4 ------1---- 1 1 1 1— I--- 1 1 1— | 1-----1 “т | I > | | I | 1 1 1 г
0.2 0.4 0.6 0.8

Рис. 6.10. Решение обратной задачи при д =  0,0025
0 . 0 1.0



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Рис. 6.11. Решение обратной задачи при S = 0,0005

(некорректность задачи) возникают при переходе к задаче с локализован
ными источниками, при отказе от предположения гр(х*) Ф 0 .

6.4. Идентификация постоянной 
во времени правой части 
параболического уравнения

Рассматривается обратная задача по восстановлению правой части 
параболического уравнения, которая не зависит от времени. Дополни
тельные измерения проводятся на конечный момент времени.

6.4.1. Постановка задачи

Рассматривается процесс, описываемый одномерным параболичес- 
ким уравнением второго порядка. Предполагается, что динамика опреде
ляется постоянным во времени, распределенным по пространству источ
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ником, так что
du д (  ди \
«  =  0 < I < 1 - 0 < , « г ' (6Л' 0>

Дополним это уравнение однородными граничными условиями первого 
рода:

w(o,*) = o, u(i,t) = о, (6.1И)
Начальное состояние определяется условием

и(ж,0 ) = 0 , 0  < х < I. (6 . 1 1 2 )
При заданных коэффициенте к(х) и правой части f (x)  (6 .110)—(6 .112) 
определяет прямую задачу.

Будем рассматривать обратную задачу, в которой неизвестной являет
ся правая часть f (x)  уравнения (6.110). Будем считать, что функция f (x)  
восстанавливается по известному решению на конечный момент времени, 
т. е. представляется в виде

и(х,Т)  = (р(х)9 0 < х < I. (6.113)
Исследование этой задачи начнем с того, что получим априорную 

оценку для решения u(x9t ), выражающую его устойчивость по отноше
нию к малым возмущениям <р(х).

6.4.2. Оценка устойчивости
Наиболее простой подход к исследованию обратной задачи (6.110)- 

(6.113) связан с исключением неизвестной функции f (x).  С этой целью 
продифференцируем уравнение (6 . 1 1 0 ) по времени:

д2и
0  < х < Z, 0 < t < T . (6.114)

Для этого уравнения по переменной t задаются два краевых условия 
(6.112) и (6.113).

Для рассматриваемой задачи (6.111)-(6.114) будем использовать опе
раторную формулировку, которую можно применять при исследовании 
более общих задач. Введем гильбертово пространство £г(^) со скалярным 
произведением и нормой

(v,w) = J  v(x)w(x)dx,  ||v | | 2 =  (v, v) =  J  v2(x)dx , 

n n
Для функций v(x , t )9 w(x,t) ИзН — Ci (Qt ) п о л о ж и м

T T

(v9w)* = J (v, w) dt =  J  J  v(x , t )w(x, t )dxdt ,  ||v||*

n  =  (o ,o
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На множестве функций, удовлетворяющих условиям (6.11 1), опреде
лим оператор

Среди основных свойств оператора А  в C i ( Q )  отметим 
А  =  А *  ^  г п Е ,  m  >  0.

С учетом введенных обозначений переформулируем (6.111)—(6.114) 
как краевую задачу

d2u du
г + Д - = 0 ,  О < t < T ,  (6 .15)

и(0) =  0, u(T) =  <р. (6.116)
Перейдем от (6.115), (6.116) к задаче с однородными краевыми усло

виями. Для этого представим решение в виде

д II Д еч
- +

^
1

(6.117)

Для w(t) получим задачу

d2w dw- + А -  = Ч>, 0 < t < T , (6.118)

w(0) = 0 , w(T) =  0 , (6.119)
где

■ф=-А<р.

Для получения простейшей априорной оценки для решения задачи
(6.118), (6.119) домножим уравнение (6.118) скалярно в % на w:

(w -w) + (A% W) <6I2°)
Имеем с учетом постоянства оператора А  и однородных граничных 
условий (6.119)

Для первого слагаемого в (6.120) получим
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принимая во внимание (6.119). Подстановка в (6.120) дает

d w \ 2 \  .
— J dt, 1 1 =  (ip,w) . (6 . 1 2 1 )

Для оценки левой части (6.121) привлекается неравенство Фридрихса

о  о

В силу этого

Для правой части (6.121) используется оценка

(i>,w)* <  |м г  • 1И Г -

Это позволяет из (6.121) получить искомое неравенство

1МГ <Мо1№1Г, (6.122)

выражающее устойчивость решения задачи (6.118), (6.119) по правой 
части.

С учетом оценки (6.122) и представления (6.117) для решения задачи
(6.115) , (6.116) получим

1 МГ<1МГ +  ^ 1 И И Г -  (6.123)

Тем самым в обратной задаче (6.115), (6.116) есть непрерывная зависи
мость решения u(t) от условий при t — T.

После определения u(t) из решения корректной задачи (6.115),
(6.116) искомая правая часть /  дается формулой

f  = di +Au• <6л24>
Полное исследование корректности обратной задачи по определению
пары функций {иу /}  подразумевает рассмотрение вопроса непрерывной 
зависимости от входных данных (от функции <р) не только и у но и / .  Мы 
ограничились получением простейшей оценки (6.123) только для и.
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6.4.3. Разностная задача
Рассматриваемая обратная задача (6.110)—(6.113) сводится к неклас

сической краевой задаче (6.111)—(6.114). Имеет смысл рассмотреть осо
бенности вычислительного алгоритма, обратив особое внимание на дис
кретизацию по времени. Для сеточных функций используются те же 
обозначения, что и для функций непрерывного аргумента.

Для дискретизации по^ространству применяется равномерная сетка 
ш с шагом h на интервале О =  [0 , /]:

ш — {х \ х — Xi — ih, i = 0, 1 , . . . ,  N, N h  =  /}

где, как обычно, ш — множество внутренних узлов, а дш — множество 
граничных узлов. В сеточном гильбертовом пространстве Ь^ш) норму
введем соотношением ||jf|| =  (у ,у) 1̂2, где

(у, w) = ^2 y(x)w(x)h-
хеш

Во внутренних узлах дифференциальный оператор А  аппроксими
руем со вторым порядком разностным оператором

Ay = - (a y s)x, х е ш ,  (6.125)

где, например, a(x) = к(х -  0,5h).
На множестве функций, обращающихся в нуль на дш (см. (6.111)), 

для самосопряженного оператора А при ограничениях к(х) ^  к > 0, 
q(x) ^  0  верна оценка

А = А* ^  лсЛоЕ  (6.126)
с постоянной

% 4 2 nh 8

^  = ; p sin а
По времени используется равномерная сетка

шт =  шт U {Г} =  {tn =  пт, п -  0, 1 , . . . ,  No, tNq - Т }

и пусть уп = y(tn).
Для аппроксимации уравнения (6.114) со вторым порядком по вре

мени и пространству естественно использовать разностное уравнение

in+l — 2  un +  un 1

+ А
un + 1 -  un ~ 1

2 r
=  0 , х е ш ,

n =  1 , 2 , . . . ,  iV0 — 1 .
(6.127)

Это уравнение дополняется граничными условиями (см. (6.112), (6.113)) 

и0 = 0 , uN°=(p, х е ш . (6.128)
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Исследование разностной задачи (6.127), (6.128) проводится анало
гично дифференциальному случаю. Представим (см. (6.117)) разностное 
решение в виде

un =  wn +  ~  ф у  п  -  0, 1 , . . . ,  No.

Аналогом (6.118), (6.119) будет задача

+ А
wn+\ _  2 wn -b wn 1 гуп + 1  — wn 1

2 r
=  —0 , x G w ,

в которой

n = 1 , 2 , . . . ,  iVo -  1 , 

w° =  0 , wN° = 0 , х е ш ,

1

(6.129)

(6.130)

(6.131)

^  A(p.

Для двумерных сеточных функций определим гильбертово простран
ство, в которой скалярное произведение и норма есть

Ло- 1  _____
(v, w)* = Y ^ ( v n, Wn) r , 1М Г  =  у / (V, v)*

n= 1

соответственно.
Домножая скалярно в Н  — LiiQr)  уравнение (6.130) на w , получим 

(wn. wY  +  {Awi> WY  -  wY ■ (6.132)

Здесь использованы стандартные обозначения теории разностных схем

wn -  wn 1

W-t = щ  =
1 т

wn+] -  2 wn +  Wn~]
<|#1 о --Wtt -  т2 ’ Ш о --t

wn+] — wn

wn+l — wn 1

2 r
Дальнейшее рассмотрение базируется на непосредственно проверя

емом свойстве кососимметричности оператора центральной разностной 
производной, так что

(Awо, w)* =  0.

Аналогично (6.121), из (6.132) получаем
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Принимая во внимание разностное неравенство Фридрихса, получим
N0-\ No

w 2T ̂  M 0 ̂  (w-t f  T, 

n= 1 n—1

где постоянная

С учетом неравенства

из (6.133) получаем оценку

1Н Г  ^  Мо\Ш\*. (6.134)

Из (6.129) и (6.134) следует искомая оценка

Ы Г < М Г  + ^ Р ? 1Г (6.135)

Оценка (6.135) полностью согласуется с априорной оценкой (6.123) для 
решения дифференциальной задачи.

Для нахождения правой части из решения задачи (6.127), (6.128) 
в полуцелых узлах используется выражение

un+' - u n un+' + u n 
Ли-1 / 2  — + АТ А

(6.136)

которое согласовано с разностной аппроксимацией (6.127) уравнения 
(6.114).

6.4.4. Решение сеточной задачи
С привлечением полученной априорной оценки (6.135) при рассмо

трении задачи для погрешности устанавливается сходимость разностного 
решения, полученного из (6.127), (6.128), к решению краевой задачи
(6.111)—(6.114) со вторым порядком по времени и пространству. При 
вычислительной реализации рассматриваемого подхода возникают опре
деленные проблемы с нахождением решения сеточной задачи (6.127), 
(6.128). Для задач с постоянным коэффициентом к(х) можно строить 
быстрые алгоритмы на основе метода разделения переменных. Для более 
общих задач (в частности, при к(х) Ф const) необходимо ориентироваться 
на использование итерационных методов. На рис. 6.12 показан шаблон 
сеточной задачи (6.127), (6.128).

Рассмотрим один из возможных подходов к решению рассматрива
емой сеточной задачи. С использованием представления (6.129) задача

Т 2
Мо =  т

(■ф, w)* ^  |Ы|* • i n i *
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сводится к нахождению сеточной функции w как решения (6.130), (6.131). 
Эту сеточную задачу запишем в виде

Aw = ф, А = Ао + А\.

Операторы A q и  А\ определены согласно

. п wn+l -  2wn +  wn~x 
A0W = --------------- =----------- ,

TL
. n wn+] -  wn~l

A xw n =  - A -----------------, n =  1,2,.. . ,ЛГ0 -  1,
A T

(6.137)

(6.138)

(6.139)

на множестве сеточных функций, удовлетворяющих условиям (6.131).
Особенностью сеточной задачи (6.137) является то, что оператор 

задачи А является несамосопряженным. Это существенно затрудняет 
построение эффективных итерационных методов. Как показано выше, 
оператор А\,  определяемый соглас
но (6.139), является кососимметрич
ным (A\w,w)  =  0. Среди основных _____ 0 ____ 0 ____ и_____ п + 1

свойств оператора A q ( с м . (6.138)) 
отметим

А0 = А*0 > М 0-'Е.  °  ”

Тем самым, операторы Aq и А\ пред
ставляют собой самосопряженную и 
кососимметричную часть оператора 
А соответственно:

Л> =  1 (1  + 1*), А Х= 1- ( А - Т ) .

- п — 1

г -  1 г + 1

Рис. 6.12. Шаблон сеточной задачи

Среди общих подходов к решению сеточных задач с несамосопря
женным оператором отметим класс методов с предварительной сим
метризацией — переходом от исходной задачи с несамосопряженным 
оператором к задаче с самосопряженным оператором. Примером служит 
симметризация Гаусса, когда вместо (6.137) решается уравнение

A* Aw =  А*ф. (6.140)

Вторая активно эксплуатируемая в вычислительной практике идея 
при приближенном решении задач с несамосопряженным оператором 
(плохая задача) связана с выбором в качестве переобуславливателя ите
рационного метода самосопряженной части оператора задачи {В — A q )  

(хорошая задача на каждом итерационном шаге). При решении зада
чи (6.137) будем использовать итерационный метод, который базируется
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на отмеченном переходе к задаче с самосопряженным оператором с вы
бором А0 в качестве переобуславливателя.

Первый этап преобразования связан с переобуславливанием исход
ной задачи:

«4о !(-4о +  A\)w =  Aq

На втором этапе проводится симметризация оператором Aq + А], 
А\ =  -  А\ (ср.с (6.140)):

Aw =  / ,

-4 =  (Aq -f А\)А0 \ A q +  A \), /  =  (j4o +  -4i)-4q V-
(6.141)

Для решения задачи (6.141) естественно использовать итерационный 
метод сопряженный градиентов, который при нашем выборе оператора 
переобуславливания (В =  4 0)> принимает вид

А о wk + 1 =  a k + 1 (4о ~ П+11 ) Щ +  (1 -  a k+,) A0wk _, +  a k+, r * + 1  / ,

k = 1 , 2 , , (6.142)

A 0wi  =  ( j40 -  n A ) w 0 +  T \ f .

Для итерационных параметров ak+1 и тк+\ используются расчетные фор
мулы

= (№>>г*)

* + 1  {Awk,wk) '

otk+i =

k = 0 , 1 , . . . ,

Tk+\ (Wk,rk) 1 

г* («?*-!, i) a t ) " •

(6.143)

As =  1 , 2 . . . ,  « 1  =  1 ,

где Гк = Awk -  f  — невязка, а « 1  =  Aq 'r* — поправка.
Итерационный метод (6.142), (6.143) реализован в программе 

PR0BLEM8.

Программа PR0BLEM8

PR0BLEM8 -  ИДЕНТИФИКАЦИЯ ПОСТОЯННОЙ ПРАВОЙ ЧАСТИ 
НЕСТАЦИОНАРНАЯ ОДНОМЕРНАЯ ЗАДАЧА 
(НЕИЗВЕСТНое ПРОСТРАНСТВЕННОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ)

IM PLIC IT REAL*8 ( А -Н, 0 -Z  )
С

PARAMETER ( DELTA = 0 .D 0 , N = 51 , М = 51 )
DIMENSION X (N ), Y (N ) , F T (N ), F Y (N ), P H I(N ), P H ID (N ),

+ A (M ), B (M ), C (M ), F (M ), ! M ,GE. N
+ V (N ,M ), P S I(N ), FP (N ,M ), FR (N ,M ), W0RK(N,M),
+ W (N,M), WOLD(N.M), R K(N ,M ), ARK(N.M), FTILDE(N.M)



О
О

О
 

О
О

О
 

о
о

о
о

о
 

о
о

о
о

о
6.4. Идентификация постоянной правой части 235

С
с ПАРАМЕТРЫ ЗАДАЧИ:
с
с XL, XR -  ЛЕВЫЙ И ПРАВЫЙ КОНЕЦ ОТРЕЗКА;
с N -  ЧИСЛО УЗЛОВ СЕТКИ ПО ПРОСТРАНСТВУ;
с ТМАХ -  МАКСИМАЛЬНОЕ ВРЕМЯ;
с М -  ЧИСЛО УЗЛОВ СЕТКИ ПО ВРЕМЕНИ;
с DELTA -  УРОВЕНЬ ПОГРЕШНОСТИ ВО ВХОДНЫХ ДАННЫХ;
с PH I(N ) -  ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ НА КОНЕЧНЫЙ МОМЕНТ ВРЕМЕНИ;
с PHID(N) -  ВОЗМУЩЕННОЕ РЕШЕНИЕ НА КОНЕЧНЫЙ МОМЕНТ ВРЕМЕНИ;
с FT(N) -  ТОЧНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ ПРАВОЙ ЧАСТИ ОТ ПРОСТРАНСТВА;
с F Y (N )) -  РАССЧИТАННАЯ ЗАВИСИМОСТЬ ПРАВОЙ ЧАСТИ ОТ ПРОСТРАНСТВА;
с EPS -  ТРЕБУЕМАЯ ОТНОСИТЕЛЬНАЯ ТОЧНОСТЬ ИТЕРАЦИОННОГО
с
с

ПРИБЛИЖЕНИЯ К РЕШЕНИЮ.

XL = О.DO 
XR = 1 .DO 
ТМАХ = 1.D0 

С
OPEN ( 01 , FILE  = *RESULT. DAT * ) ! ФАЙЛ С РЕЗУЛЬТАТАМИ РАСЧЕТОВ 

С
С СЕТКА 
С

Н = (XR -  XL) /  (N -  1)
TAU = ТМАХ /  (М -1)

ПРЯМАЯ ЗАДАЧА

ТОЧНАЯ ПРАВАЯ ЧАСТЬ

DO I  = 1, N
X(I) = (1-1) * н
F T ( I )  = A F ( X ( I ) )

END DO

РЕШЕНИЕ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ

НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ

Т = О.DO 
DO I  = 1, N 

Y ( I )  = О.DO 
END DO

НОВЫЙ ВРЕМЕННОЙ СЛОЙ

DO К = 2 , М 
Т = Т + TAU

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ

DO I  = 2 , N-1
X I = (Х (1 ) + Х ( 1 - 1 ) ) /  2
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Х2 = (Х (1 + 1) + Х ( 1 ) ) /  2 
А ( I ) = А К (X I) /  ( 2 .D0*H*H)
В (1 ) = АК(Х2) /  ( 2 .D0*H*H)
C ( I )  = А ( I ) + B ( I )  + 1 .DO /  TAU 
F(I ) = А(I) * Y(1-1)

+ + ( 1 .DO /  TAU -  А( I )  -  B ( I> )  * Y ( I )
+ + B ( I )  * Y ( I+ 1 )
+ + A F (X ( I ) )

END DO 
C
С ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ЛЕВОМ И ПРАВОМ КОНЦЕ

В (1 ) = 0.D0 
С (1) = 1 .DO 
F ( l )  = О.DO 
A(N) = О.DO 
C(N) = 1 .DO 
F(N ) = 0 .DO

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НА НОВОМ ВРЕМЕННОМ СЛОЕ 

ITASK = 1
CALL PR0G3 ( N, А, С, В, F , Y, ITASK )

END DO

РЕШЕНИЕ НА КОНЕЧНЫЙ МОМЕНТ ВРЕМЕНИ

DO I  = 1, N 
P H I( I )  = Y ( I )

END DO

ВОЗМУЩЕНИЕ ИЗМЕРЯЕМЫХ ВЕЛИЧИН 

DO I  = 2 , N - l
P H ID (I)  = P H I( I )  + 2 . DO*DELTA*(RAND( 0 ) - 0 . 5D0) 

END DO
P H ID (l)  = 0 .DO 
PHID(N) = 0 .DO

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА

EPS = l .D - 8

ВСПОМОГАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ И ИНИЦИАЛИЗАЦИЯ

DO I  = 1, N 
DO К = 1, M

V ( I ,K )  = (K -1 )*P H ID ( I)  /  (M - l)
F P ( I ,K )  = 0 .DO 
F R ( I,K )  = 0 .DO 
R K (I,K ) = 0 .DO 
A R K (I,K ) = O.DO 
WORK(I,K) = O.DO
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FTILD E C I, К) = О.DO 
END DO 

END DO

ПРАВАЯ ЧАСТЬ СИММЕТРИ30ВАНН0Г0 УРАВНЕНИЯ

DO I  = 2 , N - l
X I = ( X ( I )  + X ( I - l ) )  /  2 
X2 = (X C I+1) + X ( I ) )  /  2 
A ( I )  = AK(X1) /  (H*H)
B ( I )  = AK(X2) /  (H*H)
P S I ( I )  = -  A ( I ) * P H ID ( I - 1 )  + ( A( I ) + B ( I ) ) * P H ID ( I )  

+ -  B ( I) * P H ID ( I+ 1 )
P S I ( I )  = P S I ( I )  /  TMAX 

END DO
DO I  = 2 , N - l 

DO К = 2 , M -l 
F P ( I ,K )  = P S I ( I )

END DO 
END DO
CALL AOI ( N, M, TAU, FR, FP, А, В, C, F, Y )
DO I  = 2 , N - l 

DO К = 2 , M -l 
X I = ( X ( I )  + X ( I - l ) )  /  2 
X2 = (X ( I+ 1 )  + X ( I ) )  /  2 
AA = AK(X1) /  (H*H)
BB = AK(X2) /  (H*H)
W 0RK(I,K) = -  A A *(F R (I-1 ,K + 1 ) -  F R ( I - l . K - l ) )

+ + (AA + B B )* (F R (I,K + 1 ) -  F R ( I ,K - 1 ) )
+ -  B B *(F R (I+ 1 ,K + 1 ) -  F R C I+ 1 .K -1 ))

WORK(I.K) = W 0RK(I,K ) /  (2.D0+TAU)
END DO 

END DO
DO I  = 2 , N - l  

DO К = 2 , M - l
FT ILD E C I,K ) = F P ( I ,K )  + WORK(I,K)

END DO 
END DO

С ИТЕРАЦИОННЫЙ МЕТОД СОПРЯЖЕННЫХ ГРАДИЕНТОВ
С

NIT = О 
NITMAX = 5000 
AL = 1 .DO 

С
С НАЧАЛЬНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ
С

DO I  = 1, N 
DO К = 1, М

W (I,K ) = О.DO 
WOLD( I , К )  = О.DO 

END DO 
END DO
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с
С ИТЕРАЦИОННЫЙ ЦИКЛ
с

100 NIT = NIT + 1
с
С НЕВЯЗКА
с

CALL ATILDE ( N, М, Н, TAU, W, RK, WORK, А, В, С, F , Y )
DO I  = 2 , N-1 

DO К = 2 , М-1
R K (I,K ) = R K (I,K ) -  F T IL D E (I,К)

END DO 
END DO 

C
С ПОПРАВКА
C

CALL AOI ( N, M, TAU, ARK, RK, А, В, C, F, Y )

ИТЕРАЦИОННЫЕ ПАРАМЕТРЫ

CALL ATILDE ( N, M, H, TAU, ARK, FR, WORK, А, В, C, F , Y ) 
RR = 0 .DO 
RA = 0 .DO 
DO I  = 2 , N-1 

DO К = 2 , M -l
RR = RR + R K (I,K )*A R K (I,K )
RA = RA + F R ( I,K )*A R K (I,K )

END DO 
END DO
IF  (N IT .E Q .l)  RRO = RR 
TAUK = RR /  RA 
IF  (N IT .G T .l)

+ AL = l.DO  /  (l.D O  -  TAUK * RR /  (TAUKOLD * RROLD * ALOLD)) 
C
С НОВОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ 
С

DO I  = 2 , N-1 
DO К = 2 , M -l

AA = AL *  W (I,K ) + (l.D O  -  AL) *  W OLD(I,K)
+ -  TAUK *  AL * A R K (I,K )

WOLD(I,K) = W (I,K )
W (I,K ) = AA 

END DO 
END DO
RROLD = RR 
TAUKOLD = TAUK 
ALOLD = AL 

C
С ОКОНЧАНИЕ ИТЕРАЦИЙ 
С

IF  (RR .GE. EPS*RRO .AND. N IT .LT . NITMAX) GO TO 100 
C
С ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ
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с

с

с
с

DO I  = 1, N 
DO К = 1, М

W (I,K ) = W (I,K ) + V ( I ,K )
END DO 

END DO
DO I  = 2 , N - l

X I = ( X ( I )  + X ( I - l ) )  /  2 
X2 = (X ( I+ 1 )  + X ( I ) )  /  2 
A( I ) = AK(X1) /  (2 .D 0*H *H )
B ( I )  = AK(X2) /  (2 .D 0*H *H )
F Y ( I )  = (W ( I ,2 )  -  W ( I ,1 ) )  /  TAU 

+ -  A ( I ) * ( W ( I - 1 ,2 )  + W ( I-1 ,1 ) )
+ + ( A ( I ) + B ( I ) ) * ( W ( I ,2 ) + W ( I ,1 ) )
+ -  B ( I ) * ( W ( I+ 1 ,2 )  + W (I+ 1 ,1 ))

END DO

WRITE
WRITE
WRITE
WRITE
WRITE
CLOSE
STOP
END

0 1 ,* ) NIT
0 1 ,* ) (F T ( I )  , I  = 2,,N -1 )
0 1 ,* ) (F Y ( I)  , I  = 2,,N -1)
0 1 ,* ) ( P H I ( I ) ,  I  == 1L, N)
0 1 ,* ) ( P H ID ( I ) , I = 1 ,N)
01 )

DOUBLE PRECISION FUNCTION AK ( X ) 
IM PLICIT REAL*8 ( A-H, 0-Z  )

КОЭФФИЦИЕНТ ПРИ СТАРШИХ ПРОИЗВОДНЫХ

AK = l .D - 1
С

RETURN
END

C
C

DOUBLE PRECISION FUNCTION AF ( X )
IM PLIC IT REAL*8 ( A -H, O-Z )

C
С ПРАВАЯ ЧАСТЬ УРАВНЕНИЯ 
С

AF = 1 .DO
IF  (X .G T .0 .5D 0 ) AF = O.DO 

C
RETURN
END

C
SUBROUTINE AOI ( N, M, TAU, V, F, А, В, C, FF, YY ) 
IM PLIC IT REAL*8 ( A -H, O-Z )

C
С РЕШЕНИЕ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ АО V = F
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с
DIMENSION V (N ,М ), F (N ,M ),

+ А (М ), С (М ), В (М ), FF (M ), YY(M)
С

DO I  = 2 , N - l

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ

D0 К = 2 , М-1
А(К) = 1.D0 /  (TAU*TAU)
В(К) = А(К)
С(К) = А(К) + В(К)
FF(K) = F ( I , К)

END DO

ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ЛЕВОМ И ПРАВОМ КОНЦЕ

В (1 ) = 0.D0
С (1) = 1 .D0
FF(1 ) = 0.D0 
А(М) = 0.D0
С(М) = 1 .D0 
FF(M) = 0 .DO

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

ITASK = 1
CALL PR0G3 ( М, А, С, В, FF, YY, ITASK )
D0 К = 2 , М-1 

V ( I ,K )  = YY(К)
END DO 

END DO 
RETURN 
END

SUBROUTINE ATILDE ( N, M, H, TAU, V, F, WORK, А, В, C, FF, YY ) 
IM PLIC IT REAL*8  ( A -H, 0 -Z  )

ВЫЧИСЛЕНИЕ ЗНАЧЕНИЙ F = ATILDE V

DIMENSION V (N ,M ), F (N ,M ), W0RK(N,M),
+ A (M ), C (M ), B (M ), F F (M ), YY(M)

DO I  = 2 , N - l 
DO К = 2 , M - l

X I = ( I -0 .5 D 0 )  * H 
X2 = (I+ 0 .5 D 0 ) * H 
AA = AK(X1) /  (H*H)
BB = AK(X2) /  (H*H)
F ( I ,K )  = -  AA*( V( I —1 ,K+1) -  V ( I - 1 , K - 1 ) )

+ (AA + B B )* (V ( I,K + 1 )  -  V ( I ,K - 1 ) )
-  B B *(V (I+ 1 ,K + 1 ) -  V C I+ l .K - l ) )

F ( I ,K )  = F ( I ,K )  /  ( 2 .DO*TAU)

+
+
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END DO 
END DO
CALL АОI  ( N, M, TAU, WORK, F , А, В, C, FF, YY )

DO I  = 2 , N - l 
DO К = 2 , M -l

X I = (I-0 .5 D O ) *  H 
X2 = (I+ 0 .5 D 0 ) *  H 
AA = AK(X1) /  (H*H)
BB = AK(X2) /  (H*H)
F ( I ,K )  = -  A A *(W O R K (I- l,K + l) -  W 0 R K (I-1 ,K -1 ))

+ + (AA + BB)*(W O RK(I,K+1) -  W O R K (I.K -l))
+ -  BB*(W ORKCl+l,K+1) -  WORKCI+1,K-1))

F ( I ,K )  = F ( I ,K )  /  (2.D0*TAU)
END DO 

END DO

AA = l.D O  /  (TAU*TAU)
DO I  = 2 , N - l 

DO К = 2 , M -l
F ( I ,K )  = -  A A*( V ( I , К—1) -  2 .D 0 *V ( I ,K )  + V ( I ,K + 1 ) )  

+ -  F ( I ,K )
END DO 

END DO 
RETURN 
END

В подпрограмме AOI решается уравнение A qV =  / ,  в  подпрограмме 
ATILDE по заданному v вычисляется /  =  Av.

6.4.5. Результаты расчетов
Представленный листинг программы PR0BLEM8 соответствует реше

нию обратной задачи (6.110)—(6.113) при

к(х) = 0 , 1 ,
О < х < 0,5, 
0,5 < х < 1 ,

1 =  1, Т =  1.
Задача решается на равномерной сетке с h =  0 ,0 2 , г  =  0 ,0 2 .

Иллюстрацией корректности рассматриваемой задачи являются дан
ные расчетов с возмущением граничного условия при t =  Т  (функции 
<р(х) в (6.113)). В рамках квазиреального эксперимента полученное ре
шение при t =  Т  возмущалось по закону

<Рб(х) =  <р(х) +  26 (о(х)  -  -  ) ,  х е ш ,

где а(х) — случайная функция, нормально распределенная на интервале 
[0 , 1 ], а 6 задает уровень погрешности.



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

х
Рис. 6.13. Решение задачи при д  =  0,0005

На рис. 6.13 представлены точная и восстановленная зависимость 
правой части от пространственной переменной, разностное решение 
(точное и возмущенное) прямой задачи на конечный момент времени 
при уровне погрешности д =  0,0005. Аналогичные данные при увеличе
нии погрешности до д =  0,001 показаны на рис. 6.14, а при д = 0,0002 — 
на рис. 6.15 (с. 244). Следует заметить достаточно большую чувствитель
ность восстановления правой части от погрешности в задании решения 
при t =  Т: при относительной погрешности в 0,1 % при задании <р(х) 
правая часть определяется с точностью приблизительно в 25 %.

6.5. Восстановление правой части 
эллиптического уравнения 
по данным граничных наблюдений

Рассматривается классическая обратная задача теории потенциала 
по определению неизвестной правой части эллиптического уравнения
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в условиях, когда дополнительные данные заданы на границе расчет
ной области.

6.5.1. Постановка обратной задачи
Будем рассматривать модельную обратную задачу по определению 

неизвестной правой части по результатам наблюдений на границе области. 
Для простоты изложения ограничимся двумерным уравнением Пуассона. 
Начнем с формулировки прямой задачи.

В ограниченной области О функция и(х), х =  (жь xi) удовлетворяет 
уравнению

д2и

а = \

х £ О. (6.144)

Будем рассматривать задачу, когда уравнение (6.144) дополняется одно
родными граничными условиями первого рода:

гг(х) =  0, х G ЗП. (6.145)
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В виде (6.144), (6.145) формулируется прямая задача, когда в уравнении
(6.144) правая часть /(х) известна.

Среди обратных задач для эллиптических уравнений выделим задачу 
идентификации правой части. Будем считать, что дополнительные изме
рения доступны на границе области. Дополнительно к условиям (6.145) 
заданы также граничные условия второго рода, т. е.

Qu
—  (х )=ц( \) ,  x € d f i ,  (6.146)

где n — внешняя по отношению к О нормаль.
В такой общей постановке обратная задача по определению пары 

функций (и(х),/(х)}  из условий (6.144)—(6.146) имеет неединственное 
решение. Это утверждение не требует специальных пояснений, достаточ
но рассмотреть обратную задачу для круга с правой частью, зависящей 
от расстояния до центра этого круга. Такая неединственность обусловлена 
тем, что мы пытаемся восстановить двумерную функцию (правую часть 
/(х) по функции меньшей размерности /г(х), х Е 30).
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6.5.2. Единственность решения обратной задачи
Возможность однозначного определения правой части существует 

в случае, когда неизвестная правая часть не зависит от одной пере
менной. Подобная ситуация фактически имела место при исследовании 
задач идентификации правой части параболического уравнения, когда 
восстанавливалась неизвестная зависимость правой части от времени, 
либо от пространственных переменных.

Не пытаясь рассмотреть максимально общий случай, обратимся к ха
рактерному примеру. Будем полагать, что правая часть (6.144) предста
вляется в виде

! ( \ )  = 4>\{хг) + х х<р2(хг). (6.147)
Ставится задача определения двух функций (ра(х2 ), а = 1, 2, не завися
щих от одной переменной (от Х\) из (6.144)—(6.146).

Переформулируем обратную задачу (6.144)—(6.147), исключив неиз
вестные (ра(х2 ), а  =  1,2. Двукратное дифференцирование уравнения
(6.144) по Х\ с учетом (6.147) дает

дх]
Аи = О, х Е О. (6.148)

Тем самым, приходим к краевой задаче для уравнения составного типа
(6.145), (6.146), (6.148).

Покажем, что решение задачи (6.145), (6.146), (6.148) единственно. 
Для этого достаточно установить, что решение задачи с однородными 
граничными условиями

ди
дп

(х) = 0 , х Е 30 , (6.149)

есть и(х) =  0, х Е О.
Домножим уравнение (6.148) на и(х) и проинтегрируем по всей 

области О, что дает
а 2 А и udx = 0.

I дх]

Принимая во внимание однородные граничные условия (6.145) и пере
становочность операторов д/дх\  и Д , получим

/ v Av dx — 0 ,
ди 
дх\ ‘

Пара однородных граничных условий (6.145), (6.149) обеспечивает

v(x) = 0 , х Е ЗП.
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В этих условиях

J  v A v dx —
п

dx = О

и, тем самым, v(x) =  0 во всей области О. Из условия
du
дх\

= 0 , х £ О

и краевых условий (6.145) следует, что единственным решением задачи
(6.145), (6.148), (6.149) является и(х) = 0 ,  х £ О.

Можно получить и более содержательные априорные оценки реше
ния краевой задачи (6.145), (6.146), (6.148) и доказать единственность 
в более слабых предположениях. Эту проблему мы рассмотрим ниже 
на сеточном уровне.

6.5.3. Разностная задача
Предположим, что расчетная область является прямоугольником: 

О = {х I X = (#1 , Ж2) ,  0 <  Xa <  l a , OL = 1, 2}.
Для сторон прямоугольника О ис
пользуем обозначения, приведен
ные на рис. 6.16, так что

д$1  —  Г1 и Г 2 U Г3 и Г 4.
Правую часть уравнения (6.144) 

будем искать в классе (6.147) при 
дополнительных условиях на частях 
границы Г2, Г4:

—  (0 ,* 2) =A*l(*2 ).

Р ^ ( 1 \ , х 2) = Цг(хг). 
ОХ 1

(6.150)

Задание дополнительных краевых условий на Г ь Гз (см. (6.146)) пере
определяет задачу.

По каждому направлению жа , а  =  1 , 2  введем равномерную сетку

(л) (х —  | Х ( х —  Ъ  ос > ^ а —  0,1,..., iVflr, N qHqi —  Iq ̂ ,

^a — {%a I %a — — 1 > 2, . . . , Na 1 , Naha — la },
д(л)а =  {Х а  | Xa =  0 , Iq} .

причем



6.5. Восстановление правой части эллиптического уравнения 247

Для сетки в прямоугольнике О используются обозначения

ш = а?! X ш2 = {х I X =  (xu х 2), Ха €ша, а =  1, 2},
07 =  Ш \  X 072.

В стандартных обозначениях теории разностных схем для внутренних 
узлов определим разностный оператор Лапласа

Л У  =  У х 1Х1 "Ь У х 2 Х 29 X G 0 7 .

Прямой задаче (6.144), (6.145) ставится в соответствие разностная задача

- Л  j/ =  /(x ), х G а;, (6.151)

у(х) = 0 ,  х G дш. (6.152)
В обратной задаче правая часть ищется в классе (6.147) по дополни

тельным условиям (6.150). Для того чтобы перейти к разностному аналогу 
задачи (6.144), (6.145), (6.147), (6.150), определим сеточную функцию 
v =  - Л у не только для внутренних узлов (см. (6.151)), но и на множестве 
граничных узлов.

Удобно ввести фиктивные узлы с i\ =  -1  и i\ =  N\ +  1, расширив 
сетку по переменной Х\ на один узел с обеих сторон. Аппроксимируем 
краевые условия (6.150) на этой расширенной сетке. С погрешностью 
0 ( h \ ) имеем

(6|53)

у{1\ +  h\,xj )  -  yil\ - h \ , x 2)
2 hi =  Pl{X2). (6.154)

С учетом краевых условий (6.145) на левой границе получим

y(h i ,x 2) -  2 2 /(0 , х 2) + y ( - h u x 2)
v(0, х 2) =  -A j/(0 , х 2) - ~ - h]

Принимая во внимание (6.153), приходим к выражению
2 2

v(0, х 2) = - - ^ y ( h i , x 2) +  — Ц\(х2). (6.155)

Аналогично на Г4  получим
2 . 2 . ч

v(lu х 2) = - ц y(l\ -  h \ , x 2) -  — fi\(x2). (6.156)

Двукратное разностное дифференцирование (6.151) дает уравнение 

vStx ,= 0 ,  х е ш .  (6.157)
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Граничные условия для него имеют вид (6.155), (6.156). При известной v 
решение определяется (см. (6.151), (6.152)) из

- A y  = v(x), х G ш, (6.158)

у(х) =  0, х G дш. (6.159)
Тем самым приходим к системе из двух сеточных уравнений Пуассона для 
определения пары {y>v}. Эти два уравнения завязываются посредством 
граничных условий (6.155), (6.156).

Удобно переформулировать краевую задачу с неоднородными гра
ничными условиями (6.155)—(6.157) как задачу с однородными гранич
ными условиями для неоднородного уравнения во внутренних узлах. 
Принимая во внимание (6.155), в приграничных узлах имеем

2v{hx, x 1) - v ( 2 h \ , x 1) v{0,xi} 2 2
---------- ц ---------- --  —  ■  +

Из (6.156) получим

2 v(l\ -  h \ , xi) -  v(l\ -  2hu xi)
ц  »,

Определим сеточные операторы Aa, a  =  1 ,2 , на множестве сеточных 
функций обращающихся в нуль в граничных узлах:

2 2 
- ^ y ( l i - h и хг) ~ !ф ъ ) .

А аУ=-Ухах„, Х£ш.
Тогда краевую задачу (6.155)—(6.157) можно записать в виде 

A\V = - А 0у +  ф, х е ш .
Здесь сеточный оператор Ао определяется выражением

742/(Ль Я2),
ft)

АоУ = < 0, fti < х\ < h ~ h\,

-7у{1 \ -Нх>хг), х\ = l\ -  h\.
I  Л ,

Правая часть ф не равна нулю только в приграничных узлах:

х \ — h\

0 ,

(6.160)

Ф =  < hx < х х <l\ -  h\, 

х | — 11 h \.
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Во введенных обозначениях краевая задача (6.158), (6.159) принимает
вид

(А\ +  А2)у =  v, х е ш .  (6.161)

Тем самым от (6.155)—(6.159) переходим к системе (6.160), (6.161). Ее 
удобно записать в виде одного операторного уравнения

Ау — ф, (6.162)

где
A = (Ax+ A 2)Al + A i>. (6.163)

Шаблон этой разностной схемы показан на рис. 6.17.
В гильбертовом пространстве Н = Ь2(ш) введем обычным образом 

скалярное произведение и норму:

(у, w) = ^2 У(хМ х)Л |Й 2 > \\у\\ = (у, у)'12-
\£0J

В Я  операторы
Aa =  A*q > 0 , j40 =  А*0 ^  0

и поэтому в (6.162) А =  А* > 0. В силу этого сеточная задача (6.162) 
имеет единственное решение.

Мы привели доста-

■ iy 4- 1

точно общую схему по
строения дискретного ана
лога неклассической крае
вой задачи (6.145), (6.148),
(6.150), которая пригодна - 
при решении и более 
сложных задач. В нашем 
случае задача может быть 
существенно упрощена за 
счет того, что решение за
дачи (6.155)—(6.157) мож
но выписать явно. Необ
ходимо отметить, что та
кое преобразование наиболее полно учитывает специфику рассматривае
мой обратной задачи и особенно прозрачно именно на сеточном уровне.

Общим решением сеточного уравнения (6.157) является линейная 
функция переменной х х\

2  г, — 1 + 1 i\ 4- 2
Рис. 6.17. Шаблон разностной схемы
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Принимая во внимание граничные условия (6.155), (6.156), получим

Х\ 2
-  - г г *  V(h ~ h i , x 2)+  ip(xu x 2), (6.164)1\ Л,

где
. . (  Х[\  2 / . Х\ 2

Щ Х \ 9х 2) =  ( 1 - у - )  — Р \ { х г ) ~  у у у -  ^ ( * 2).

Подстановка (6.164) в (6.151) приводит нас к сеточному уравнению

+ Т Т 2  у(1' ~ ftb®2) = # 0 ,  хеш. (6.165)h Ц
Тем самым решение обратной задачи по идентификации правой 

части уравнения (6.151) в классе (6.147) свелось к решению краевой 
задачи (6.152), (6.165). Уравнение (6.165) является сеточным нагруженным 
уравнением.

6.5.4. Решение сеточной задачи
Для нахождения решения сеточной задачи мы используем метод раз

деления переменных. Такой подход можно применять для сеточной зада
чи (6.152) с составным сеточным оператором А , определяемым согласно 
(6.153). Остановимся на второй возможности, когда ищется решение 
краевой задачи для нагруженного сеточного эллиптического уравнения 
(6.152), (6.165).

Задачу (6.152), (6.165) запишем в виде уравнения 

(Ai + A 2) y + qt(xi) y(hu x 2) + q2 (xt) y ( l \ - h u x 2) = i>(x), хеш,  (6.166) 

в котором qa ^  0 , а  =  1 , 2 .
Обозначим через A*, v*(cc2), k = 1 , 2 , . . . ,  ЛГ2 -  1 собственные значе

ния и собственные функции разностного оператора А2\

A2v = Xv.

Решение этой сеточной спектральной задачи хорошо известно:

А*
kn h2 
~ 2 h ’

2

v m
кжх2

h
vk(x2) =
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Собственные функции ортонормированы:

( « ь  Vm) (2} =  Skm , 8km
- { ' о ,

k = га, 
к ф т ,

где
n2- i

(v,w)(2) = ^ 2  v(x2)w(x2)h2  

*2=1

есть скалярное произведение в L2(w2).
Решение задачи (6.166) будем искать в виде разложения по собствен

ным функциям оператора А2

n2-  1

у (х \ , х 2) = ck(xi)vk(x2).
к=\

Подстановка в (6.166) приводит нас к необходимости решения сеточных 
задач

(At + \ к)ск(х\) + q\(x{)ck(ht) + q2(xt)ck(lt - Л , )  =  1/>к(х\), (6.167)

где
Ы я \ )  = (1>, Vk){2), k = l , 2 , . . . , N 2 - \ .

Специального внимания заслуживают вопросы решения этих N 2- 1 
одномерных сеточных задач. В случае (6.167) необходимо найти решение 
сеточной краевой задачи

-  iUx\X\ +  Лw + qiix^wiht)  +  qi(x\)w(l\ -  hx) = r(x 1), (6.168)

w(0) =  0 , w(l\) =  0 . (6.169)

Представим решение задачи (6.168), (6.169) в следующем специаль
ном виде

w(x\) = s(x 1) +  5 ^^(^i)ty(/ii) +  5 ^(Ж})гу(/] -  h\). (6.170)

Подставим это выражение в (6.168) и выберем функции sa, a  =  1 , 2 , со
бирая и приравнивая нулю члены с w(h\), w(l\ - h \ ) .  Это дает три трехто
чечных сеточных уравнения для вспомогательных функций $(ж,), $а(ж,), 
a = 1,2. Граничные условия с учетом (6.169) возьмем однородными, 
так что

- * x lXl + A s  =  r(® ,), 

5(0) = 0 , *(/,) =  0 ,

(6.171)

(6.172)
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-«Г,*, + As0> =  -9 i(* i). (6.173)

o'II

"“«оо"IIg

(6.174)

-  , +  Л .»  = - 9 ;(х,). (6.175)

<i<!,(0 ) =  0 , sm (li) =  0 . (6.176)
После решения трех стандартных задач (6.171)—(6.176) находятся 

w(h\) и w(l 1 -  h\). Из представления (6.170) непосредственно вытекает

w(h\) = s(h\) + (h\)w(h\) + s(2\h\)w(l\ - h \ ) ,  (6.177)

—*,) =  «(«, — Л,) +  s(l)(Z|-Л,)го(Л|) H-S(2)( / , -Л ,)« ;(/| — Л,). (6.178)
Разрешимость этой системы связана с определителем

D = (1 -  s(1)(ft,)) (1 -  s(2) (h -  ft,)) -  s(2)(ft,) s(l)(Z, -  ft,).

Е го отличие от нуля легко можно гарантировать при определенных огра
ничениях. С учетом того, что А > 0 и ^  0, а  =  1,2, имеем s^a)(x\) > 0, 
0 ^  Х\ Поэтому D > 0, например, при достаточно малых 1\ .

На самом деле положительность определителя системы (6.177), 
(6.178) имеет место всегда. Чтобы показать это, необходимо вспо
мнить (см. (6.164)) конкретные выражения для сеточных функций qa(x i), 
а =  1,2:

В силу этого для решений краевых задач (6.173), (6.174) и (6.175), (6.176) 
имеют место соотношения

s ^ ( x i) = s ^ ( l \  -  х \), 0 < Х\ ^  1\.

Это означает, в частности, что мы можем и не решать (при используемой 
равномерной разностной сетке) одну из сеточных краевых задач (6.173), 
(6.174) и (6.175), (6.176). В силу этого

D =  1 -  2s(1)(ft,) +  (s 0 )(ft, ) ) 2 -  (5 -  ft, ) ) 2

и с учетом s^(h\)  > s^( l\  -  h\) получим D > 1.
После определения сеточных функций s(a?j), a  =  1,2, из 

(6.171)—(6.176) и нахождения w(h\) и w(l\ -  h\) из системы уравне
ний (6.177), (6.178) решение задачи (6.168), (6.169) находится в виде
(6.170). Программная реализация такого алгоритма обсуждается ниже.



6.5. Восстановление правой части эллиптического уравнения 253

6.5.5. Программа
Используемый вычислительный алгоритм базируется на быстром 

преобразовании Фурье по переменной х 2. При реализации удобно ори
ентироваться на ненормированные собственные функции

При этом любая сеточная функция / , * 2 , заданная при г2 =  1, 2 , . . . ,  N 2 -  1 
(на ш2), разлагается в ряд

Воспользуемся подпрограммой SINT из библиотеки программ 
SLATEC. Мы приведем лишь описание этой подпрограммы, которая явля
ется частью большого пакета FFTPACK по алгоритмам быстрого преобра
зования Фурье. Вы можете использовать и другие имеющиеся подпро
граммы быстрого преобразования Фурье, доступные для использования 
на вашем компьютере.

♦DECK SINT
SUBROUTINE SINT (N, X, WSAVE)

C***BEGIN PROLOGUE SINT
C***PURP0SE Compute th e  s in e  tra n s fo r m  o f  a r e a l ,  odd sequence. 
C***LIBRARY SLATEC (FFTPACK)
^♦♦CATEGORY J1A3
C***TYPE SINGLE PRECISION (S IN T-S)
^♦♦KEYWORDS FFTPACK, FOURIER TRANSFORM 
C***AUTH0R S w a rz tra u b e r, P. N .,  (NCAR)
^♦♦D E SC R IP TIO N
C
C S u b ro u tin e  SINT com putes th e  d is c r e te  F o u r ie r  s in e  tra n s fo rm  
C o f  an odd sequence X ( I ) .  The tra n s fo rm  is  d e f in e d  be low  a t  
C o u tp u t p a ra m e te r X.
C
C SINT is  th e  u n n o rm a liz e d  in v e rs e  o f  i t s e l f  s in c e  a c a l l  o f  SINT 
C fo l lo w e d  by a n o th e r c a l l  o f  SINT w i l l  m u l t ip ly  th e  in p u t  sequence 
С X by 2 * ( N + l ) .
C
C The a r ra y  WSAVE w h ich  is  used by s u b ro u t in e  SINT must be 
C i n i t i a l i z e d  by c a l l in g  s u b ro u t in e  S IN T I(N , WSAVE).

sin ——  =  sin —— , = hhj-
h  N 2

knx2 . kni2

где

Подпрограмма SINT
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In p u t P aram ete rs

WSAVE

С 
С 
С 
С 
С 
С 
С 
С 
С 
С 
С 
С 
С 
С 
С 
С 
С 
С 
С 
С 
С 
С 
С 
С 
С 
Сс с с с с с
С* PREFERENCES Р. N. S w a rz tra u b e r, V e c to r iz in g  th e  FFTs, in  P a r a l le l  
C C om puta tions (G. R o d rig u e , e d . ) ,  Academic P re s s ,
C 1982, pp . 5 1 -8 3 .
COROUTINES CALLED RFFTF
c o r e v i s i o n  h is t o r y  ( yymmdd)

DATE WRITTEN
M o d if ie d  to  use SLATEC l ib r a r y  sou rce  f i l e  fo rm a t.
M o d if ie d  by Ron B o is v e r t  to  adhere to  F o r t ra n  77 by
(a ) cha ng ing  dummy a r ra y  s iz e  d e c la ra t io n s  (1 ) to  ( * ) ,
(b ) cha ng ing  d e f in i t i o n  o f  v a r ia b le  SQRT3 by u s in g  

FORTRAN i n t r i n s i c  fu n c t io n  SQRT in s te a d  o f  a DATA 
s ta te m e n t.

M o d if ie d  by D ic k  V a le n t to  meet p ro lo g u e  s ta n d a rd s .
Removed u n re fe re n c e d  s ta te m e n t la b e l .  (WRB)
REVISION DATE fro m  V e rs io n  3 .2  
P ro lo g u e  c o n v e rte d  to  V e rs io n  4 .0  fo rm a t.  (BAB)
R e fo rm a tte d  th e  REFERENCES s e c t io n .  (WRB)

C***END PROLOGUE SINT

Вспомогательная подпрограмма SINTI используется для инициал и 
зации подпрограммы SINT.

th e  le n g th  o f  th e  sequence to  be tra n s fo rm e d . The method 
is  most e f f i c i e n t  when N+l i s  th e  p ro d u c t o f  s m a ll p r im e s .

an a r ra y  w h ich  c o n ta in s  th e  sequence to  be tra n s fo rm e d

a work a r ra y  w i th  d im e n s io n  a t  le a s t  IN T (3 . 5*N+16) 
in  th e  program  th a t  c a l l s  SINT. The WSAVE a r ra y  must be 
i n i t i a l i z e d  by c a l l in g  s u b ro u t in e  SINTI(N,W SAVE), and 
d i f f e r e n t  WSAVE a r ra y  must be used f o r  each d i f f e r e n t  
v a lu e  o f N. T h is  i n i t i a l i z a t i o n  does n o t have to  be 
re p e a te d  so lo n g  as N re m a ins  unchanged. Thus subsequent 
tra n s fo rm s  can be o b ta in e d  f a s t e r  th a n  th e  f i r s t .

O utpu t P aram eters

X F o r 1=1...... N

X ( I ) =  th e  sum fro m  K=1 to  K=N

2 * X ( K ) * S IN ( K * I* P I / ( N + l) )

A c a l l  o f  SINT fo l lo w e d  by a n o th e r c a l l  o f 
SINT w i l l  m u l t ip ly  th e  sequence X by 2 * (N + 1 ). 
Hence SINT is  th e  u n n o rm a liz e d  in v e rs e  
o f i t s e l f .

WSAVE c o n ta in s  i n i t i a l i z a t i o n  c a lc u la t io n s  w h ich  must n o t be 
d e s tro y e d  between c a l ls  o f  SINT.

c 790601c 830401c 860115ccccc 881128c 891009c 891009c 891214c 920501
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Подпрограмма SINTI
★DECK S IN TI

SUBROUTINE S IN TI (N , WSAVE)
C***BEGIN PROLOGUE S IN TI
(^★★★PURPOSE I n i t i a l i z e  a w ork a r ra y  f o r  SINT.
C***LIBRARY SLATEC (FFTPACK)
^★★CATEGORY J1A3
(^★★★TYPE SINGLE PRECISION (S IN T I-S )
О ★★KEYWORDS FFTPACK, FOURIER TRANSFORM 
(^★★★AUTHOR S w a rz tra u b e r, P. N .,  (NCAR)
(^★★★DESCRIPTION
C

S u b ro u tin e  S IN TI i n i t i a l i z e s  th e  a r ra y  WSAVE w h ich  is  used in  
s u b ro u t in e  SINT. The p r im e  f a c t o r i z a t io n  o f  N to g e th e r  w i th  
a ta b u la t io n  o f  th e  t r ig o n o m e tr ic  fu n c t io n s  a re  computed and 
s to re d  in  WSAVE.

In p u t P ara m ete r

N th e  le n g th  o f  th e  sequence to  be tra n s fo rm e d . The method
is  most e f f i c i e n t  when N+l is  a p ro d u c t o f  s m a ll p r im e s .

O u tpu t P ara m ete r

WSAVE a w ork a r ra y  w i th  a t  le a s t  IN T (3 .5 *N + 1 6 ) lo c a t io n s .
D i f f e r e n t  WSAVE a r ra y s  a re  re q u ire d  f o r  d i f f e r e n t  v a lu e s  
o f  N. The c o n te n ts  o f  WSAVE must n o t be changed between 
c a l ls  o f  SINT.

C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C
О ★★REFERENCES P. N. S w a rz tra u b e r, V e c to r iz in g  th e  FFTs, in  P a r a l le l  
C C om p uta tio ns  (G. R o d rig u e , e d . ) ,  Academic P re s s ,
C 1982, pp . 5 1 -8 3 .
^ ★ ★R O U T IN E S  CALLED RFFTI 
^ ★ ★R E V IS IO N  HISTORY (YYMMDD)

DATE WRITTEN
M o d if ie d  to  use SLATEC l i b r a r y  sou rce  f i l e  fo rm a t.
M o d if ie d  by Ron B o is v e r t  to  adhere to  F o r t ra n  77 by
(a ) ch a n g in g  dummy a r ra y  s iz e  d e c la ra t io n s  (1 ) to  ( ★ ) ,
(b )  ch a n g in g  re fe re n c e s  to  i n t r i n s i c  fu n c t io n  FLOAT 

to  REAL, and
(c )  ch a n g in g  d e f in i t i o n  o f  v a r ia b le  P I by u s in g  

FORTRAN i n t r i n s i c  fu n c t io n  ATAN in s te a d  o f  a DATA 
s ta te m e n t.

M o d if ie d  by D ic k  V a le n t t o  meet p ro lo g u e  s ta n d a rd s .
Changed a l l  s p e c i f i c  i n t r i n s i c s  to  g e n e r ic .  (WRB)
REVISION DATE fro m  V e rs io n  3 .2  
P ro lo g u e  c o n v e rte d  to  V e rs io n  4 .0  fo rm a t.  (BAB)
R e fo rm a tte d  th e  REFERENCES s e c t io n .  (WRB)

C***END PROLOGUE S IN TI

Для приближенного решения обратной задачи используется про
грамма PR0BLEM9.

с 790601
с 830401
с 860115
с
с
с
с
с
с
с 881128
с 890531
с 890531
с 891214
с 920501
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Программа PR0BLEM9 
с
С PR0BLEM9 -  ИДЕНТИФИКАЦИЯ ПРАВОЙ ЧАСТИ
С УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ
С 
С

PARAMETER ( DELTA = О.О, N1 = 257, N2 = 257 )
С

DIMENSION U (N 1 ,N 2), Y (N 1 ,N 2 ), F (N 1 ,N 2 ), X 1 (N 1 ), X 2 (N 2),
+ F IT1CN2), F IT2C N 2), F I1 (N 2 ) , F I2 (N 2 ) ,
+ AMI(N 2 ), AM2(N2), AMD1(N 2 ), AMD2(N2),
+ A (N 1 ), B (N 1 ), C (N 1), F F (N 1 ), Y Y(N 1), S (N 1 ), S 1 (N 1),
+ WSAVE(4*N2), WWCN2-2)

C 
C
С ПАРАМЕТРЫ ЗАДАЧИ:
С
C X1L, X2L
С
С X1R, X2R
С N1, N2
С
С U(N1,N2)
С F IC N 2),
С FI2CN2)
С AM1CN2),
С AM2CN2)
С DELTA
С AMD1CN2),
С AMD2CN2)
С F IS K N 2 ) ,
С FIS2CN2)
С

X1L = 0 .
X1R = 1.
X2L = 0 .
X2R = 1.
P I = 3 .1415926 

С
OPEN ( 01 , FILE  = RESULT.DAT’ ) ! ФАЙЛ С РЕЗУЛЬТАТАМИ РАСЧЕТОВ 

С
С СЕТКА
С

HI = (X1R -  X1L) /  (N 1-1)
Н2 = (X2R -  X2L) /  (N 2-1)
DO I  = 1, N1

X I ( I )  = X1L + (1 -1 )*Н 1  
END DO
DO J = 1, N2

X 2 (J ) = X2L + ( J - l) * H 2  
END DO 

C
С ПРЯМАЯ ЗАДАЧА

-  КООРДИНАТЫ ЛЕВОГО НИЖНЕГО УГЛА 
РАСЧЕТНОЙ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ОБЛАСТИ;

-  КООРДИНАТЫ ПРАВОГО ВЕРХНЕГО УГЛА;
-  ЧИСЛО УЗЛОВ СЕТКИ ПО СООТВЕТСТВУЮЩИМ 

НАПРАВЛЕНИЯМ;
-  СЕТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ;

-  ТОЧНЫЕ СОСТАВЛЯЮЩИЕ ПРАВОЙ ЧАСТИ;

-  ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ;
-  УРОВЕНЬ ПОГРЕШНОСТИ ВО ВХОДНЫХ ДАННЫХ;

-  ВОЗМУЩЕННЫЕ ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ;

-  НАЙДЕННЫЕ СОСТАВЛЯЮЩИЕ ПРАВОЙ ЧАСТИ;
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сс ТОЧНАЯ ПРАВАЯ ЧАСТЬ 
С

DO J = 2 , N2-1
F I T l ( J )  = AF1(Х 2( J ) )
F IT 2 (J )  = A F 2 (X 2 (J ))
DO I  = 2 , N1-1

F ( I , J ) = F I T l ( J )  + X 1 ( I)  * F IT 2 (J )
END DO 

END DO

ПРЯМОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ

CALL SINTIC N 2-2 , WSAVE )
DO I  = 2 , N1-1 

DO J = 2 , N2-1 
W W (J-l) = F ( I , J )

END DO
CALL S INT( N 2-2 , WW, WSAVE)
DO J = 2 , N2-1 

F ( I , J ) = W W (J-l)
END DO 

END DO

РЕШЕНИЕ ОДНОМЕРНЫХ (ПО ПЕРЕМЕННОЙ X I)  ЗАДАЧ 

DO J = 2 , N2-1

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ

ALAM = 4 . / H 2 * * 2 * ( S I N ( P I * ( J - l ) / ( 2 . * (N 2 -1 ) ) ) ) * * 2  
DO I  = 2 , N1-1

A ( I )  = 1. /  (Н1*Н1)
B ( I )  = 1. /  (Н1*Н1)
C ( I )  = A ( I )  + B ( I )  + ALAM 
F F ( I )  = F ( I , J )

END DO

ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ЛЕВОМ И ПРАВОМ КОНЦЕ

В (1 ) = О.
С (1) = 1.
F F (1 ) = О.
A(N1) = О.
C(N1) = 1.
FF(N1) = О.

РЕШЕНИЕ ОДНОМЕРНОЙ ЗАДАЧИ 

ITASK = 1
CALL PR0GS3 ( N1, А, С, В, FF, YY, ITASK )
DO I  = 1, N1 

F ( I , J )  = Y Y ( I)
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END DO 
END DO

ОБРАТНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ

DO I  = 2 , N1-1 
DO J = 2 , N2-1 

W W (J-l) = F ( I , J)
END DO
CALL S IN K  N 2-2 , WW, WSAVE )
DO J = 2 , N2-1

U ( I , J )  = l . / ( 2 . * ( N 2 - l ) ) * W W ( J - l )
END DO 

END DO

ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ ДЛЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ

DO J = 1 , N2
AM I( J ) = U (2 ,J )  /  HI 
AM2(J) = -  U (N 1 -1 , J ) /  HI 

END DO

ВОЗМУЩЕНИЕ ИЗМЕРЯЕМЫХ ВЕЛИЧИН 

DO J = 1, N2
AM Dl(J) = AM1(J) + 2 . *DELTA*(RAND( 0 ) - 0 . 5 )  
AMD2CJ) = AM2(J) + 2 . *DELTA*(RAND(O)-O.5 ) 

END DO

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА

ПРАВАЯ ЧАСТЬ НАГРУЖЕННОГО УРАВНЕНИЯ

DO I  = 2 , N1-1
Q1 = 2 . * (N 1 -1 ) /  (X1R -  X1L)
Q2 = 2 . * ( 1 - 1 )  /  (X1R -  X1L)
DO J = 2 , N2-1

F ( I , J )  = Q1 * AMD1(J) -  Q2 * AMD2(J)
END DO 

END DO 
C
С ПРЯМОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ 
С

CALL S IN T I( N 2-2 , WSAVE )
DO 1 = 2 ,  N1-1 

DO J = 2 , N2-1 
W W (J-l) = F ( I , J )

END DO
CALL SINT( N 2-2 , WW, WSAVE)
DO J = 2 , N2-1 

F ( I , J ) = W W (J-l)
END DO 

END DO
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с
с РЕШЕНИЕ ОДНОМЕРНЫХ (ПО ПЕРЕМЕННОЙ X I)  ЗАДАЧ
С

DO J = 2 , N2-1 
С
С ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ
С
С КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ
С

ALAM = 4 . / H 2 * * 2 * ( S I N ( P I * ( J - l ) / ( 2 . * ( N 2 - l ) ) ) ) * * 2  
DO I  = 2 , N1-1

А ( I ) = 1. /  (Н1*Н1)
B ( I )  = 1. /  (Н1*Н1)
С (1) = А( I ) + BCI) + ALAM
F F ( I)  = F ( I , J )

END DO

ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ЛЕВОМ И ПРАВОМ КОНЦЕ

В (1 ) = 0 .
С (1) = 1.
FF(1 ) = 0 .
А(N1) = 0 .
С(N1) = 1.
F F (N l) = 0.

РЕШЕНИЕ ОДНОМЕРНОЙ ЗАДАЧИ 

ITASK = 1
CALL PR0GS3 ( N1, А, С, В, FF, S, ITASK )
DO I  = 2 , N1-1

FF( I ) = -  2 . * ( N 1 - I )  /  ( ( N 1 - 1 . )*H 1*H 1)
END DO 
ITASK = 2
CALL PR0GS3 ( N1, A, С, B, FF, S I ,  ITASK )

РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ ИЗ ДВУХ УРАВНЕНИЙ

DD = (1 . -  S l( 2 ) ) * * 2  -  ( S I ( N l - 1 ) ) * * 2  
W1 = ( ( 1 .  -  S I ( 2 ) ) * S ( 2 )  + S I(N 1 -1 )*S (N 1 -1 ))/D D  
W2 = ( ( 1 .  -  S I ( 2 ) )*S (N 1 -1 ) + S I(N 1 -1 )* S (2 )) /D D  
DO I  = 2 , N1-1

F ( I , J )  = S ( I )  + W 1*S 1(I) + W2*S1(N 1+1-1)
END DO 

END DO

ОБРАТНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ

DO I  = 2 , N1-1 
DO J = 2 , N2-1 

W W (J-l) = F ( I , J )
END DO
CALL S INT( N 2-2 , WW, WSAVE)
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DO J = 2 , N2-1
Y ( I , J )  = 1 . / (2 .* (N 2 -1 ))*W W (J -1 )

END DO 
END DO

ПРАВАЯ ЧАСТЬ

DO I  = 2 , N1-1 
DO J = 2 , N2-1
F(I,J) = - (Y(I+1,J) - 2.*Y(I,J) + Y(I-1,J)) / (H1*H1) 

+ - (Y(I,J+l) - 2.*Y(I,J) + Y(I,J-1)) / (H2*H2)
END DO 

END DO

DO J = 2 , N2-1
F I1 ( J) = 2 . + A M D 1 (J ) /H l-2 .*Y ( 2 , J )/(H 1 *H 1 )
F I2 (J )  = -  2 . *(AMD2(J)+AMD1( J ) ) / ( (X1R-X1L)*H1)

+ -  2 .* (Y (N 1 -1 ,J ) -Y (2 ,J ) ) / ( (X 1 R -X 1 L )* H 1 * H 1 )
END DO
WRITE ( 01 , *  ) ( F I 1 ( J ) , J= 2 ,N 2 -1 )
WRITE ( 01 , * ) ( F IT 1 ( J ) , J= 2 ,N 2 -1 )
WRITE ( 01 , *  ) ( F I 2 ( J ) , J= 2 ,N 2 -1 )
WRITE ( 01 , *  ) (F IT 2 C J ),J = 2 ,N 2 -1 )
CLOSE ( 01 )

STOP END

FUNCTION AF1 ( X2 )

ПЕРВАЯ СОСТАВЛЯЮЩАЯ ПРАВОЙ ЧАСТИ УРАВНЕНИЯ 

AF1 = 1.
IF  (X 2 .G T .0 .5 ) AF1 = 0.

RETURN END 

FUNCTION AF2 ( X2 )

ВТОРАЯ СОСТАВЛЯЮЩАЯ ПРАВОЙ ЧАСТИ УРАВНЕНИЯ

AF2 = Х2 
С

RETURN END

SUBROUTINE PR0GS3 ( N , A , C , B , F , Y ,  ITASK )
C
С МЕТОД ПРОГОНКИ
С ДЛЯ ТРЕХДИАГОНАЛЬНОЙ МАТРИЦЫ
С
С ITASK = 1: ФАКТОРИЗАЦИЯ И РЕШЕНИЕ;
С
С ITASK = 2 : ТОЛЬКО РЕШЕНИЕ
С
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DIMENSION A (N ), C (N ), В ( N ) , F ( N ) , Y(N)
IF  (IT A SK .E Q .1) THEN 

С
В (1 ) = В (1 ) /  С (1)
DO I  = 2 , N

C ( I )  = С (1) -  В (1 -1 )* А (1 )
В (1 ) = В (1 ) /  С (1)

END DO 
С

ITASK = 2 
END IF  

С
F (1 ) = F (1 ) /  C ( l )
DO I  = 2 , N

F ( I )  = ( F ( I )  + F ( I - 1 ) * A ( I )  ) / С( I )
END DO 

C
Y(N) = F(N)
DO I  = N - l ,  1, -1

Y( I ) = B ( I ) * Y ( I+ 1 )  + F ( I )
END DO 
RETURN 
END

Назначение дополнительных программ не требует пояснений.

6.5.6. Результаты расчетов
В приведенном тексте программы PR0BLEM9 решается обратная за

дача (6.144), (6.145), (6.150), когда ищется правая часть (6.147) с
J  1, 0 < х 2 < 0,5,

Задача решается в единичном квадрате (l\ = l2 =  1), входные данные 
для обратной задачи формируются на основе предварительного решения 
прямой задачи (6.144), (6.145) при заданной правой части.

Приведем вначале результаты решения обратной задачи без возму
щения входных данных. Интерес представляют данные по численному 
решению задачи на последовательности расчетных сеток (рис. 6.18-6.20, 
с. 262-264). Наблюдается сходимость приближенного решения к точному. 
Для достижения достаточно высокой точности необходимо использовать 
подробные сетки.

Большую чувствительность к погрешностям во входных данных де
монстрируют результаты расчетов при различных уровнях возмущений 
в граничных условиях (6.150). Погрешности имитировались обычным 
образом, например,

£ 1(^ 2 ) = Р\(хг) + 2б(<т(х2) -  ^ ) , х 2 € ^ 2 ,



( Г О  0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
х

Рис. 6.18. Решение задачи на сетке N\ = N2 = 65

где <т(х2 ) — случайная функция, нормально распределенная на интерва
ле [0, 1], а д задает уровень погрешности. На рис. 6.21 (с. 265) приведен 
результат решения рассматриваемой обратной задачи при д = 0,0003. Та
кой уровень соответствует относительной погрешности примерно в 0 , 1  %. 
Использовалась расчетная сетка N\ = N 2 = 129.

6.6. Задачи и упражнения

6 . 1 . Сформулируйте условия сходимости приближенного решения, опре
деляемого из (6.16), (6.17), (6.19), к решению задачи (6.14).

6 .2 . Дайте обоснование итерационного метода (6.26) для приближенного 
решения задачи (6.14), (6.16).

6.3. Модифицируйте программу PR0BLEM5 для решения обратной задачи
(6.14), (6.16) итерационным методом (6.26). Проведите сравнительный 
анализ методов.
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6.4. Рассмотрите основные особенности применения метода регуляри
зации А. Н. Тихонова для обратной задачи идентификации правой части 
параболического уравнения с младшими членами

О < х < 1 ,  0  < t ^ T ,

по заданной функции u(x , t).

6.5. Постройте итерационный алгоритм локальной регуляризации при 
идентификации правой части параболического уравнения (6.45) при при
ближенно заданном решении краевой задачи (6.45)-(6.47).

6.6. С использованием программы PR0BLEM6 проведите эксперименталь
ное исследование скорости сходимости приближенного решения обрат
ной задачи в зависимости от точности входных данных.
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6.7. Рассмотрите первую краевую задачу для нагруженного параболиче
ского уравнения:

du d (  du \
Ж  =  д х \ ^ ^ х )  +  с(а;)м(ж*,<) + /(ж ,«), 0  < х < I, 0  < х* < I,

w(0 , t ) =  0, u(l, t ) =  0, O ^ t ^ T ,  

u(x, 0 ) =  щ(х),  0  < x < l.
Сформулируйте условия применимости принципа максимума для этой 
задачи и на его основе установите единственность решения.

6.8. Исследуйте сходимость решения разностной задачи (6.98)-(6.100) 
к решению дифференциальной задачи (6.94), (6.95)

6.9. На основе расчетов на последовательности сгущающихся сеток с ис
пользованием программы PR0BLEM7 проведите исследование точности 
восстановления зависимости от времени правой части параболического 
уравнения (6.84), (6 .8 8 ) при выполнении условий (6 .8 6 ), (6.87), (6.89).
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Рис. 6.21. Решение задачи при уровне погрешностей 6 =  0,0003

6.10. Исследуйте скорость сходимости разностной схемы (6.127), (6.128) 
при решении задачи (6.111)-(6.114).

6.11. Пусть решается уравнение

Ау =  / ,

в котором
А =  А$ +  А \ , Aq = А0 > 0 , А\ =  — А \ .

Для преобразования исходной задачи применяется симметризации:

Ау = / ,

причем
А = А*Ао'А, f  = A*Av' f.

Используется итерационный метод

А , У м  —  + А у к =  / ,  * =  0 . 1 , . . . .
Ч + \



266 Глава 6. Идентификация правой части

Исследуйте скорость сходимости этого метода при условии, что 

P i y | | 2 ^  М(у, Айу), М  =  const > 0.

6.12. С использование программы PR0BLEM8 проведите эксперименталь
но исследование сходимости восстанавливаемой правой части в различ
ных нормах.
6.13. Рассмотрите обратную задачу (6.144)—(6.146) при условии, что пра
вая часть

/(х) = tp(x\ + x\).
В каком случае решение этой задачи единственно?
6.14. Получите априорную оценку для решения сеточной задачи (6.162), 
(6.163).
6.15. Предложите процедуры предварительной обработки зашумленных 
входных данных при решении обратной задачи идентификации правой 
части (6.144), (6.145), (6.147), (6.150) для получения более гладкого реше
ния. Для практического исследования их возможностей модифицируйте 
программу PR0BLEM9.



Глава 7

Эволюционные обратные задачи

В данной главе рассмотрены обратные задачи для нестационарных 
уравнений математической физики, основная специфика которых 
обусловлена тем, что не задано состояние системы на началь
ный момент времени. Наиболее характерным примером задач 
такого класса выступает задача с обратным временем для пара
болического уравнения второго порядка. Такие задачи относятся 
к классу некорректных в классическом смысле и для их приближен
ного решения применяются в различных вариантах все основные 
регуляризирующие алгоритмы. Среди них можно выделить вари
ационные методы, тесно связанные с нелокальным возмущением 
начальных условий. Второй класс методов характеризуется тем 
или иным возмущением уравнений, для которого ставится кор
ректная задача —  метод квазиобращения. Регуляризирующие 
алгоритмы решения неустойчивых эволюционных задач строят
ся с использованием принципа регуляризации —  общего мето
дологического принципа получения операторно-разностных схем 
заданного качества. Большие перспективы имеют итерационные 
алгоритмы решения эволюционных обратных задач, которые хо
рошо учитывают специфику рассматриваемых задач и базируются 
на последовательном решении ряда прямых задач. Рассмотре
ние ведется на дифференциальном и разностном уровнях, тео
ретическое рассмотрение подкрепляется результатами решения 
модельных задач.

7.1. Нелокальное возмущение 
начальных условий

Рассматривается обратная задача для параболического уравнения 
с обратным временем. Для ее приближенного решения используется 
регуляризирующий алгоритм с нелокальным возмущением начального 
условия. Устанавливается тесная связь данного алгоритма с вариацион
ными методами решения таких некорректных задач.
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7.1.1. Постановка задачи
В качестве модельной будем рассматривать задачу с обратным вре

менем для одномерного параболического уравнения. Функция и(хЛ),  
заданная в прямоугольнике

QT = Ox[0,T], Й = {ж|0 O ^ t ^ T ,

удовлетворяет уравнению

I +1 (адЭ =/<м)' о<1<'’ 0<,<г' (7|)
в котором к(х) ^  к > 0. Ограничимся рассмотрением краевой задачи 
с однородными граничными условиями первого рода

u(0,t) = 0, u(l,t) = 0, 0 < t ^ T ,  (7.2)
и начальными условиями

и(х , 0) =  щ(х),  0 ^  х ^  I. (7.3)
Задачу (7.1)-(7.3) удобно рассматривать как задачу Коши для диф

ференциально-операторного уравнения первого порядка. Для функций, 
заданных в области О =  (0 , 1) и обращающихся в нуль в граничных точках 
(на 3 0 ), определим гильбертово пространство Ч =  в котором
скалярное произведение определено следующим образом

(v,w) = I  v(x)w(x) dx.
п

Для нормы в Ч используются обычные обозначения

N1 = (v, v) 'n  = { ^ J  v2(x) dx j  ■

f t

На множестве функций, удовлетворяющих краевым условиям (7.2), 
определим оператор

A“ = - k ( k^ ) -  ° < х < ‘ <74>
Оператор А  является самосопряженным и положительно определенным 
в Ч:

А* = А  ^  гпЕ, га > 0 . (7 .5 )
Уравнение (7.1), дополненное условиями (7.2) на границе, запи

сывается как дифференциально-операторное уравнение для нахождения 
u(t) Е Ч :

du
—  -  =  f(t),  0 < t ^ T .
at

(7.6)
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Начальное условие (7.3) дает

t*(0) =  Щ. (7.7)

Задача (7.6), (7.7) является некорректной ввиду отсутствия непрерывной 
зависимости от входных данных (начальных условий).

7.1.2. Общие методы решения некорректных 
эволюционных задач

Для приближенного решения эволюционных обратных задач (7.6),
(7.7) могут использоваться в тех или иных вариантах все ранее отмеченные 
подходы к решению некорректных задач, которые подробно обсуждались 
нами применительно к решению операторного уравнения первого рода

Аи = / .

Правая часть этого уравнения задана с погрешностью, причем

ИЛ - /II < «5-

В методе А. Н. Тихонова приближенное решение иа определяется 
следующим образом:

Ja(ua) = min Ja(v), Ja(v) = ||i4t> -  /all2  +  a |M |2.
veH

Применительно к эволюционной задаче (7.6), (7.7) методу А. Н. Тихо
нова соответствует решение задачи оптимального управления для уравне
ния (7.6). Речь в данном случае идет о стартовом управлении и финальном 
наблюдении.

Соответствующая задача оптимального управления для (7.6), (7.7) 
может формулироваться следующим образом. Пусть v Е % — управление, 
и ограничений на управление нет. Определим иа =  ua(t; v) как решение 
корректной задачи:

du
- £ - Л и а = f(t),  0 < t < Т, (7.8)
at

иа(Т; v) = V. (7.9)
Квадратичный функционал качества (сглаживающий функционал) 

возьмем в простейшем виде

Ja(v) = ||«e (0; v) -  «о | | 2 +  а||г>||2. (7.10)

Оптимальное управление w определяется из условия минимума функци
онала Ja(v)\

Ja(w) = min Ja(v),
v€#

(7.11)
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а соответствующее решение ua(t„w) задачи (7.8), (7.9) рассматривается 
как приближенное решение некорректной задачи (7.6), (7.7).

Для приближенного решения вариационной задачи (7.8)—(7.11) ис
пользуются различные численные методы. В градиентных методах ми
нимизирующая последовательность {г;*}, к =  1 , 2 , строится по
правилу

Vk+l =  Vk+lkPic,
где pk — направление спуска, 7 * — параметр спуска. В простейшем случае 
направление спуска связывается непосредственно с градиентом функци
онала (7.10): = -  grad Ja(vk). Нестандартный элемент такого подхода
заключается именно в вычислении градиента функционала. Поэтому при 
решении прикладных обратных задач вариационными методами этому 
вопросу уделяется повышенное внимание.

В методе А. Н. Тихонова вместо экстремальной задачи можно ре
шать соответствующее уравнение Эйлера. В этом случае приближенное 
решение определяется из решения уравнения второго рода:

A* Aua +  aua = A* f

Тем самым переход к корректной задаче осуществляется за счет пере
хода к задаче с самосопряженным оператором А*А, домножая исходное 
уравнение слева на А*, и его последующем возмущении оператором аЕ,  
Е  — единичный оператор.

Рассмотрим класс методов приближенного решения некорректных 
эволюционных задач типа (7.6), (7.7), которые основаны на переходе 
к некоторой возмущенной корректной задаче, — методы квазиобращения. 
Отметим основные используемые варианты метода квазиобращения для 
задачи (7.6), (7.7), основанные на возмущении исходного уравнения (7.6).

Классический вариант метода квазиобращения связан с определени
ем приближенного решения ua(t) задачи (7.6), (7.7) при /  =  0 из урав
нения

-  Aua +  аА*Аиа = 0 . (7.12)
at

В классе ограниченных решений устанавливаются регуляризирующие 
свойства данного варианта метода квазиобращения — сходимость при
ближенного решения к точному в классе ограниченных решений при 
соответствующем выборе а.

Используется также вариант метода квазиобращения для устойчивого 
решения задачи (7.6), (7.7) с А = А*, основанный на псевдопараболиче- 
ском возмущении уравнения:

^ - А и а + аЛ  
at

diiiQ
dt

=  0. (7.13)
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При приближенном решении обратных задач математической физи
ки (задача (7.1)—(7.3)) первый вариант метода квазиобращения (см. (7.12)) 
основан на повышении порядка дифференциального оператора по про
странству (А* А  вместо Л). Второй вариант метода квазиобращения 
(см. (7.13)) не связан со столь кардинальным изменением задачи.

Можно отметить и некоторые другие возможности регуляризации 
задачи за счет дополнительных слагаемых. В контексте общей теории 
приближенного решения некорректных задач эти варианты примыкают 
к варианту упрощенной регуляризации, когда в задаче с А = А* ^  О 
решается уравнение

Aua +  OiUQ =  f 6,
т. е. можно ограничиться возмущением оператора исходной задачи.

7.1.3. Возмущение начальных условий
Важнейший класс приближенных методов решения некорректных 

эволюционных задач основан не на переходе к некоторому новому урав
нению, как в обычном варианте метода квазиобращения, а на возмущении 
начальных условий. Такой подход может представляться более естествен
ным и оправданным в задачах, в которых именно начальные условия 
задаются с погрешностью.

В методах с возмущением начальных условий наиболее широко ис
пользуется экстремальная формулировка задачи. Для соответствующей 
задачи оптимального управления системами, описываемыми рассматри
ваемыми эволюционными уравнениями, применяются те или иные мето
ды регуляризации. К рассматриваемому классу методов приближенного 
решения неустойчивых эволюционных задач относятся и методы с не
локальным возмущением начальных условий. В этом случае регуляри- 
зирующий эффект обуславливается связыванием решения на начальный 
и конечный моменты времени.

Особого внимания заслуживает эквивалентность экстремальной фор
мулировки некорректной эволюционной задачи и нелокальной задачи. 
Это позволяет рассматривать методы с нелокальным возмущением и экс
тремальные методы решения эволюционных задач с единых позиций. 
Кроме того, эквивалентность этих методов позволяет строить вычисли
тельные алгоритмы на основе той или иной формулировки. Например, 
в некоторых задачах вместо решения соответствующей задачи функци
ональной минимизации можно использовать простые вычислительные 
алгоритмы решения нелокальных разностных задач. Можно указать при
меры и обратного порядка, когда предпочтительнее строить вычислитель
ный алгоритм на основе экстремальной формулировки.

Для приближенного решения некорректной задачи (7.6), (7.7) (при 
f ( t ) = 0 ) применим метод нелокального возмущения начального условия.
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Приближенное решение ua(t) определим из решения уравнения 

dun
- J L - A u a =  О, О < ^ Т ,  (7.14)
dt

а начальное условие (7.7) заменим на простейшее нелокальное

иа(0) + aua(T) = щ. (7.15)

Здесь параметр регуляризации a  > 0.
Приведем некоторые оценки для решения нелокальной задачи, при

нимая во внимание сформулированные выше ограничения на оператор А  

( Л  = Х  > 0). Прежде всего нас интересует устойчивость приближенного 
решения ua(t) по начальным данным.

Наше рассмотрение базируется на использовании разложения реше
ния по собственным функциям оператора А .  Не ограничиваясь случаем
(7.4), (7.5), через А  обозначим линейный постоянный (не зависит от t )  

оператор с областью определения V(A ), которая плотна в Ч. Предпо
ложим, что А  самосопряжен, положительно определен в Ч  и, вообще 
говоря, неограничен. Будем для простоты считать, что спектр операто
ра А  дискретный и состоит из собственных значений 0  < Л) ^  Л2 ^  . . . ,  
а соответствующая система собственных функций {ги*}, wk Е D(A), 
к  — 1 ,2 , . . . ,  ортонормирована и полна в Ч. Поэтому для каждого v Е Ч 
справедливо

ос

V = Y ^ vkWk, vk = (v,wk).
к— 1

Теорема 7.1. Для решения задачи (7.14), (7.15) справедливы оценки

I M 0 K - I N I ,  о ( 7 . 1 6 )а

И « о ( Г ) | |  ^  — J — | | « о | | .  ( 7 . 1 7 )

1 -Ь ot
Доказательство. Чтобы показать это, запишем решение задачи (7.14),
(7.15) в виде

ua — R(t , а)щ.  (7-18)
Для задачи (7.14), (7.15) оператор R(t , а) записывается следующим обра
зом:

R(t , а) =  exp {At} (E  + а  exp {АТ})~]. (7.19)
Решение рассматриваемой нелокальной задачи с учетом (7.18), (7.19) 

представляется в виде
00

М О  =  ^ 2 ( u 0,wk) c x p { \ kt}(\  + a c \ p { X kT})~'wk.
k=i

(7.20)
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В силу (7.20) имеем
00

li«a(<)ll2 =  Y l ( Uo’Wk)2 ехР{2\.<}(1 + а  ехр {Л*Г}) ~2.
k= 1

Отсюда с учетом А* > 0, к = 1,2 , . . . ,  с очевидностью вытекают доказы
ваемые неравенства (7.16), (7.17). ■

Замечание 1. Оценка (7.16) обеспечивает устойчивость решения по на
чальным данным (оценка сверху), а (7.17) есть оценка решения нелокаль
ной задачи снизу.

Замечание 2. Отметим, что оценка снизу (7.17) может быть получена 
непосредственно из (7.14), (7.15) в предположении, что постоянный опе
ратор А  не обязательно самосопряженный, но неотрицательный (А  ^  0 ). 
Для доказательства домножим уравнение (7.14) скалярно на ua(t) и полу
чим естественную для параболического уравнения с обратным временем 
оценку

IM 0 I I  < 1М Т )Ц . (7.21)
Принимая во внимание (7.21), из нелокального условия (7.15) следует

IM I =  |К (0 )  + oi»e(T)|| < ||«а(0)|| +  а||и«(Г)|| < (1 + а ) |М Т )||.

Мы показали корректность задачи с нелокальными условиями по вре
мени (7.14), (7.15). Теперь можно остановиться на рассмотрении наибо
лее принципиального вопроса: в каких условиях решение задачи (7.14),
(7.15) дает приближенное решение некорректной задачи (7.6), (7.7) 
(при f(t) = 0 )?

7.1.4. Сходимость приближенного решения к точному
Сформулируем соответствующий результат о сходимости прибли

женного решения к точному решению задачи (7.6), (7.7). Пусть теперь 
начальное условие (7.7) задано с погрешностью

| | 4  -  «о|| <  6. (7.22)

Вместо нелокального условия (7.15) рассматривается условие

«„(0) +  aua(T) = u l  (7.23)

Теорема 7.2. Пусть для погрешности начального условия выполнена оценка 
(7.22). Тогда приближенное решение ua(t), определяемое как решение задачи 
(7.14), (7.23), при <5 0 , а(д) -¥ 0 , д/а  -> 0  сходится к ограниченному в %
точному решению u(t) задачи (7.6), (7.7) с f(t) = 0.



274 Глава 7. Эволюционные обратные задачи

Доказательство. В операторном виде приближенное решение ua(t), ко
торое соответствует неточному начальному условию uq, запишем следу
ющим образом

uQ(t) = R(t, a )u t  (7.24)
В такой записи #(£,0) определяет точное решение задачи и поэтому 
u(t) = R(t,0)uo. В соответствии с введенными обозначениями для по
грешности v получим:

||«а ( 0  - « ( 0 || =  ||Д(<,а)(«о -  «о) -  (R(t,a)  -  Д(<, 0 ))и0|| ^

<  ||R(t, а) || • \ \4  -  1ю|| +  || {R(t, а ) -  R(t, 0))«ю||. (7.25)

Первое слагаемое в (7.25) соответствует устойчивости по начальным 
данным (ограниченности оператора R(t,a)).  Второе слагаемое в правой 
части (7.25) требует близости решения возмущенной задачи при точ
ных входных данных к точному решению (R(t,a)uo к u(t)). С этой 
целью и выделяется некоторый класс решений (класс корректности) при 
использовании регуляризирующего оператора R(t , а).

В силу доказанной оценки устойчивости по начальным данным (7.16) 
и оценки (7.22) имеем

| |Д ( < ,а ) | |- | |и $ - и о | |< - * .  (7.26)a
Рассмотрим второе слагаемое в правой части (7.25).

Для приближенного решения, определяемого из (7.14), (7.23), с уче
том (7.19) получим представление

00

IM 0 II 2 =  У  (ио> wk)2 exp {2 Afc£}(l +  exp {А*Г})~2. (7.27)
k= 1

В силу (7.27) имеем

Х(<) =  | | ( Д ( г , а ) - Д М ) ) и о | | 2 =
00

=  ^ 2  exp {2Afc<}(1 -  (l + aex p {A A.r } ) “ l) 2 («o)wfc)2. (7.28)
*=i

Устойчивость рассматривается в классе ограниченных в И решений: 

Н О Н ^ М , O ^ t ^ T .  (7.29)

С учетом (7.29) для любого е > 0 существует г(е) такое, что 
00 е2 

У  exp {2 Aji}(tto, w* ) 2 < у .
k-r{e)+\
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Поэтому из (7.28) получим
г(е)

X(t) <  ^ e x p { 2 A fc<}(l -  (1 + a e x p { A * r} )" l) 2 (w0 ,to ;t ) 2 +
k= 1

0 0  r(e) 2

+ ^ 2  txp{2Xkt}(u0,wk)2 <  M 2 ] T ( l  -  (l +  аехр{Л*Г } ) “ 1) 2 +
fc=r(£)+l k= 1

Для каждого r(e) можно указать ao такое, что при a  ^  a 0

r(e) 2

M 2 5 3 ( l  -  (1 +  aexp{Afcr} )  ‘ ) 2 <  —.
*=! 8

Поэтому (7.29) дает

||(Л (< ,а ) -Д (* ,0 ) ) |ю ||<  (7.30)

Принимая во внимание (7.26), (7.30), из (7.25) получим оценку

| | в в ( 0 - « ( « ) | | < ^ + | .  (7.31)

При любом е > 0 существует a = a(S) ^  a0 и достаточно малое (5(г), при
котором д/ a  <  е/2. Поэтому (7.31) принимает вид

| | « < * ( 0  — «(0 || <  е.
Тем самым приближенное решение сходится к точному. ■

Для установления факта сходимости приближенного решения к 
точному нам достаточно предположить ограниченность решения в И 
(см. (7.29)). При более сильных предположениях о гладкости точного ре
шения можно рассчитывать на получение оценок скорости сходимости. 
Такая ситуация обсуждалась нами подробно при рассмотрении методов 
устойчивого решения уравнений первого рода. Отметим аналогичные 
возможности при приближенном решении некорректной задачи Кощи 
для эволюционного уравнения первого порядка (7.6), (7.7).

Естественным сужением класса точных решений задачи (7.6), (7.7) 
выступает

М и (< )||< М ,
или же

1М 2 «(0 Н < м
для всех t Е [О,Г]. Однако при этом не удается напрямую получить 
оценку скорости сходимости приближенного решения, определяемого 
согласно (7.14), (7.23).
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В условиях теоремы ограниченность точного решения будем пред
полагать на удвоенном временном отрезке [0 , 2 Г], а сходимость прибли
женного решения, определяемого из решения нелокальной задачи (7.14),
(7.23), рассматривать только при t Е [О, Т]. Пусть априорные условия 
имеют вид

НОН < М , ( К  < < 2Т. (7.32)
В этих условиях (см. (7.28)) имеем

00

x{t) =  a 2 ^ e x p { 2 A fc(< +  r ) } ( l  +  a e x p {Аа..Г})_2 (що, wk)2 sj M 2 a 2.
jt=i

Для погрешности получим явную оценку
с

||we (f) -  «(O il < -  +  <*М. (7.33)II II a
Имеет смысл привести оценки скорости сходимости при менее жест

ких, чем (7.32), ограничениях на точное решение. Пусть для решения 
задачи (7.6), (7.7) имеет место

НОН ^  м > <К  * < (1 + 0)Т, 0 < 0 < 1. (7.34)
В условиях (7.34) получим

00

*(O =  « 2 ]£ e x p { 2 A fc(* +  0T)}x
к=\

х ехр {2А*(1 -  0)Г} (1 + a  exp {А*Г})- 2 (и0) wk)2 < 

^  M 2a2 шах ехр { 2 А* ( 1  -0 )Т } (1  + aexp  {Ад,Г})-2.
l̂ fcCoo

Обозначим г} = ехр {А^Т} и рассмотрим максимум функции

vin) =
1 +  Щ

, 7/ > О, О < 0 < 1 .

Он достигается при

и равен

7 1 - 0

*?opt =  - ,  7  =
0  ’

¥ > ( % p t )  =  o i
в - \  7

1 - 0

1 +  7  *
С учетом этого имеем
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и поэтому при априорных предположениях о точном решении (7 .3 4 ) для 
погрешности справедлива оценка

д Л ч'~в
| |иа ( 0 - « ( 0 | | < - + «  7 ---- М.  (7.35)

Оценка (7.35) демонстрирует зависимость точности приближенного ре
шения ua(t) от гладкости точного решения задачи (7.6), (7.7).

Кратко отметим возможности использования более общих, чем (7.23) 
нелокальных условий. Пусть, например, вместо (7.23) используются 
условия

иа(0) +  aSua(T) = u60. (7.36)
Ha оператор S  накладывается естественное ограничение самосопряжен
ности и положительной определенности.

Не останавливаясь на формулировании каких-либо общих резуль
татов, отметим особо случай нелокального условия (7.36) с оператором 
S  =  А. В этих условиях нетрудно получить для решения нелокальной 
задачи (7.14), (7.36) оценку устойчивости в Нт> следующего вида:

I M O l b  < - I M I ,  (7.37)a

где V  =  Л2. Тем самым устойчивость имеет место при пониженной 
гладкости начальных условий. В 4 V доказывается и сходимость прибли
женного решения к точному (аналог теоремы 7.1) при априорном пред
положении об ограниченности точного решения в этом же пространстве.

7.1.5. Эквивалентность нелокальной задачи 
и задачи оптимального управления

Остановимся на эквивалентности нелокальной задачи и задачи опти
мального управления. Обозначим управление через v £ % (ограничения 
на управление отсутствуют). Определим uQ =  ua(t\v) как решение кор
ректной задачи

du
— “ -  Aua = 0 , 0  ^ t < T ,  (7.38)
dt

ua(T\v) = v. (7.39)
Зададим квадратичный функционал качества (функцию стоимости) 

в виде
Ja(v) = ||tttt(0; v) -  «о | | 2 +  a{Sv, v), (7.40)

где <S — самосопряженный положительно определенный оператор. Выбор 
(7.40) соответствует стартовому наблюдению. Оптимальное управление w
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доставляет минимум функционалу Ja(v)\

Ja(w) =  min Ja(v), (7.41)
v£H

а соответствующее решение ua(t; w) задачи (7.38), (7.39) рассматривается 
как приближенное решение некорректной задачи (7.6), (7.7) (f ( t ) =  0).

Покажем, что нелокальная задача (7.14), (7.36) при некоторых усло
виях есть уравнение Эйлера для функционала (7.40) на множестве огра
ничений, определяемых (7.38), (7.39). С этой целью удобно ввести сопря
женное состояние. Введем обозначение

т

(u,p)* = J ( u ,p ) d t .
о

Для уравнения (7.38) с учетом самосопряженности оператора Л имеем

( ( Ц - - 4® ')-* ')  =  ( л  р)

= (у(Т),р(Т)) -  (у(0),р(0)) -  (у ,  ^  -  (у, Ар)*. (7.42)

С учетом (7.42) будем считать, что p(t) определяется из уравнения 

dv
+ Ар = 0, 0 ^  t < Т. (7.43)

dt
Начальное условие для (7.43) выбирается ниже.

Для рассматриваемого оптимального управления w справедливо 
уравнение Эйлера

(ua(0; w ) - u $ ,  ua( 0; v) -  иа (0; w)) +  a(Sw , v - w ) = 0  Vv e W.  (7.44) 

Принимая во внимание равенство

(ua(T,v),p(T)) = (ua(0;v),p(0)), 

которое следует из (7.38), (7.42), (7.43), и полагая

р(0) =  М О ) -  «0 , (7.45)

где ua(t) =  ua(t\w), из (7.44) получим

(р(Т) + a Sw , v -  w) = 0 V v 6 И.

Отсюда вытекает
р (Т ) +  aS ua(T ) =  0. (7.46)
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Равенство (7.46) хорошо известно в теории управления параболическими 
уравнениями.

Таким образом, задача отыскания оптимального управления w и со
ответствующего ему решения ua(t) свелась к решению системы уравнений
(7.38), (7.43) со связанными условиями (7.45), (7.46).

Для постоянного оператора S , который перестановочен с операто
ром А , имеет место равенство

р(Т -  в) +  aSua(T +  в) = 0 (7.47)

с постоянной 0 , где p(t) и uQ(t) удовлетворяют уравнениям (7.43) и (7.14) 
соответственно, а при t = Т  связаны соотношениями (7.46).

Действительно, полагая g(t) =  - aSua(t), перепишем (7.46) в виде

р(Т)=д(Т) .  (7.48)

Для S  ф S(t) и <S.4 =  A S  функция g(t) удовлетворяет уравнению

! - • * = о- <7-49>
Уравнение (7.49) совпадает с уравнением (7.43) для p(t) при замене знака 
у переменной t . Принимая во внимание равенство (7.48), получим

р ( Т - 6 ) = д { Т  + в)

для любого в. Отсюда и следует доказываемая связь (7.47) решений сопря
женного уравнения (7.43) и решения задачи оптимального управления. 

Полагая в (7.47) в =  Т, придем к равенству

р(0) +  aSu(2T)  =  О,

которое с учетом начального условия (7.45) принимает вид

««(0) +  aSua(2T) = «о- (7.50)

Тем самым исключается вспомогательная функция p(t), которая опреде
ляет сопряженное состояние, и мы приходим к нелокальному условию 
для приближенного решения. Это позволяет сформулировать следующее 
утверждение.
Теорема 7.3. Пусть самосопряженные, постоянные и положительно опре
деленные операторы S  и Л перестановочны друг с другом. Тогда решение 
вариационной задачи (7.38)—(7.41) удовлетворяет уравнению

^  -  Аиа = 0 , 0  < < < 2Т,
at

и нелокальному условию (7.50).

(7.51)
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Уравнения (7.50), (7.51) есть уравнения Эйлера для вариационной 
задачи (7.38)—(7.41). Установленная связь нелокальной задачи и задачи 
оптимального управления представляется чрезвычайно важной и полез
ной. В пользу этого утверждения достаточно повторить аналогичные 
соображения относительно уравнений Эйлера для классических вариаци
онных задач.

При рассмотрении некорректных эволюционных задач типа (7.6),
(7.7) мы показали фактическую эквивалентность двух различных подхо
дов к нахождению приближенного решения. Методы, которые основаны, 
во-первых, на нелокальном возмущении начальных условий и, во-вто
рых, на использовании экстремальной формулировки задачи, порождают 
одни и те же регуляризирующие алгоритмы. Принципиальное различие 
этих подходов проявляется лишь в способе нахождения приближенного 
решения — в вычислительной реализации.

7.1.6. Разностные нелокальные задачи

Покажем, что при определенных условиях для разностных аналогов 
нелокальной задачи (7.14), (7.15) имеют место утверждения, аналогичные 
теоремам 7.1 и 7.3. Здесь мы ограничимся рассмотрением аппроксимаций 
по времени. Оператор Л аппроксимируется стандартным образом раз
ностным оператором, самосопряженным и положительным в соответству
ющем сеточном пространстве. По переменной t вводится равномерная 
сетка

шт=шти {Г} = {*„ = пт, п = 0, 1,..., N0, t N0 = Т}

с шагом г  > 0. Приближенное решение нелокальной задачи (7.14), (7.15) 
на момент времени t = tn обозначим, как обычно, уп. Для его опреде
ления используем простейшую явную схему, которая для неустойчивых 
задач чаще является более предпочтительной, чем неявные. Из (7.14),
(7.15) имеем

- п- ~ п— Луп = 0, п — 0, , No -  1, (7.52)
т

Уо + аущ =  «о- (7.53)
Для решения разностного уравнения (7.52) имеет место представление

00

Уп = ^ 2 0 + T \ k)n(yo,wk)wk, п =  0, 1 , . . . ,  N0. (7.54)
Л- 1

Исходя из (7.54) нетрудно установить следующий прямой аналог тео
ремы 7.1.
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Теорема 7.4. Для решения разностной нелокальной операторно-разностной 
задачи (7.52), (7.53) справедливы оценки

I W K - W I ,  п =  0 , 1 , . . . ,  N0, (7.55)а '

lljtoJI ^  ^  ^ 1|Цо11» (7.56)

Доказательство. Из (7.53), (7.54) следует представление для решения не
локальной задачи (7.52), (7.53):

00

Уп =  5 ^ 0  + + «О + ^ ) Л°)"'(ио, щ ) щ .  (7.57)
к=\

Для нормы в И из (7.57) следует

00 1 

1Ы12 =  5 2 ( 1 + тХкГ " ( 1 + а(1+ тХк) " Г 2(«о,щ)2 <  - I N I 2,
к= 1 а

так как Лл > О, Л: =  1, 2........Тем самым доказана оценка (7.55).
Оценка снизу (7.56) по аналогии с непрерывным случаем (см. тео

рему 7.1) может быть доказана в более общих предположениях относи
тельно оператора А. Пусть А  ^  0 , тогда, домножая разностное уравнение 
(7.52) скалярно в % на уп, получим

(Уп+1 .Уп) =  Il2/nl| 2 +  т(Лу„, уп) >  1Ы12. (7.58)
Для левой части (7.58) имеем

(Уп+ь Уп) ^  ЦУп+ill * Il2/n||>
и поэтому

tlVntt <  l l y»+i l l  < <  llVJVbll- (7 .5 9 )

Неравенство (7.59) является сеточным аналогом неравенства (7.21). При
нимая во внимание нелокальное условие (7.53), с учетом (7.59) получим

IN I = llifo + ауль11 < НУо|| + orlltfjv'.H ^ (1 + л)||удо11»
что и дает оценку (7.56). ■

Специально отметим, что при использовании явной схемы (7.52) 
оценки разностного решения получены без каких-либо ограничений 
на временной шаг. В то же самое время лишь условная устойчивость 
имеет место при использовании схем с весами.

Рассмотрим теперь разностную задачу, которая соответствует задаче 
оптимального управления (7.38)-(7.40). Приближенное решение на мо
мент времени tn при управлении v обозначим yn(v) и уп = yn(w) 
соответственно.
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Задаче (7.38), (7.39) поставим в соответствие разностную задачу

Уп+1 Уп лп, ___ А ап _ Л 1 ЛГ- 1 ^7 £0)

(7.61)

Ауп = 0 , п = 0 , 1 , . . .  ,N 0 -  1 , 

VnM  = v -
Функционал качества в соответствии с (7.40) имеет вид

Ja(v) = |||fo(») -  «о | | 2 +  a(Sv, v) (7.62)
с некоторым положительным и самосопряженным оператором S. Опти
мальное управление w определяется условием

Ja(w) =  min Ja{v). (7.63)
ven

Для формулировки сопряженной задачи получим разностный аналог 
тождества (7.42). Для этого удобно рассмотреть расширенную на один 
узел сетку

йт = { tn -пт, п = -1,0,..., No, tN0 = T}.

Используем следующие обозначения теории разностных схем. Пусть 
на расширенной сетке

Nq-\ No Nn-\

{у,»} = y»vnT> {У. ®] = ynvnT, [y,«} = ^2 Уп̂пТ.
n=0 n=0 П-— 1

Разностные формулы суммирования по частям дают равенство

{У. щ] +  \yt, V } = yN,vNo - (7.64)

где, напомним,

Vi =
Уп ~ Уп- 1

Vt =
Уп+ 1 ~  Уп

Используя (7.64) и очевидное тождество

{ У ,  ®] - IУ ,  ®} =  yN0v Nl>T -  y - \ V - i T ,

получим

{у, Pi + Ap] + [y + t -  Ay, р} =

= Ум„ Олги +  тАрк0 ) -р - \ { у - \+ т А у - \ ) .  (7.65)

Равенство (7.65) выступает в качестве сеточного аналога равенства (7.42). 
По аналогии с непрерывной задачей сопряженное состояние будем с уче
том (7.65) определять из разностного уравнения

Р п - Р п - 1 + Лрп = 0 , п = 0 , 1 , . . .  ,ЛГ0. (7.66)
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Тогда в силу (7.65) будем иметь равенство

yN„(PN„ +  тАрщ) =  р_,(з / _ 1  +  тАу- 1). (7.67)

Из (7.66) непосредственно следует

PNo +  тАрм, = Рлго- 1 . (7.68)

Будем считать, что разностное уравнение (7.60) справедливо и при п =  - 1 . 
Тогда получим

У-\ +  тАу-\ = 2/0. (7.69)
С учетом (7.68), (7.69) равенство (7.67) записывается в виде

VNvPNo- 1 =УоР-1 . (7.70)

Для функционала (7.62) имеем (см. (7.44))

(2/o(w) “  Щ, Vo(v) -  y(w)) +  a(Sw , v - w )  (7.71)

для Vv G 7/. Выберем теперь

P-i = y 0( w ) - u 0, (7.72)

тогда с учетом (7.70) из (7.71) следует

ЛУо- 1  +  a^VN0 = 0. (7.73)

Пусть постоянный оператор S  перестановочен с оператором А. Тогда 
для любого целого га справедливо равенство

PN()-\-m +  ®SyNQ+m — 0, (7.74)

при условии, что рп и уп удовлетворяют уравнениям (7.66) и (7.60) 
соответственно и связаны соотношениями (7.73). Доказательство данного 
утверждения проводится аналогично непрерывному случаю (см. (7.47)).

Для того чтобы перейти к нелокальной задаче, положим в (7.74) 
га =  No и, принимая во внимание (7.72), приходим к условию

у0 +  aSy2N0 =  ио- (7.75)

Это позволяет нам сформулировать следующий результат.
Теорема 7.5. Пусть самосопряженные, постоянные и положительно опре
деленные операторы S  и А  перестановочны друг с другом. Тогда решение 
разностной задачи оптимального управления (7.60)-(7.63) удовлетворяет 
уравнению

Уп+' У* _  Л у п  = о, п =  0 , 1 , . . . ,  27Уо -  1 ,
Т

дополненному нелокальным условием (7.75).

(7.76)
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Таким образом, и для разностной задачи оптимального управления 
установлена связь с задачами с нелокальными условиями по времени 
на удвоенном временном интервале. Указанная связь между нелокаль
ными задачами и задачами оптимального управления получена в пред
положениях, что исходный оператор Л самосопряжен, постоянен и по
ложительно определен в И. Такие ограничения не связаны с существом 
задачи, и для более общих задач оптимального управления аналогично 
строится уравнение Эйлера в виде нелокальной задачи.

7.1.7. Программная реализация
При использовании методов с нелокальным возмущением началь

ных условий есть проблема вычислительной реализации таких регуля- 
ризирующих алгоритмов. Необходимо отметить, что в настоящее время 
отсутствуют простые и удобные вычислительные схемы для численного 
решения общих нелокальных краевых задач для уравнений математиче
ской физики. Для того чтобы вычислительные сложности реализации 
не заслоняли существо рассматриваемой проблемы, будем рассматривать 
простейшую обратную задачу для одномерного параболического уравне
ния с постоянными коэффициентами. Решение сеточной задачи строится 
с использованием метода разделения переменных при применении мето
дов быстрого преобразования Фурье.

В рамках квазиреального эксперимента сначала решается прямая 
начально-краевая задача:

du d2u
—-  -  7 - 7  = 0 ,  0 < х <1, 0 < $ < Т,
оъ ох1

tt((U) =  0 , u( l , t )=  0 , 0  < t ^ T ,

u(x, 0 ) =  щ(х),  0  ^  х ^  I.
Решение этой задачи на конечный момент времени (и(хчТ )) воз

мущается и эта функция используется в качестве входных данных при 
решении обратной задачи по восстановлению решения на начальный 
момент времени t = 0 .

Реализация базируется на быстром преобразовании Фурье (подпро
граммы SINT и SINTI). Более подробное описание приведено выше 
(программа PR0BLEM9).

Выбор параметра регуляризации проводился по невязке. Вычисли
тельная реализация основана на использовании последовательности

=  <*ъЧк, Q > 0 .

с заданными начальным значением «о и множителем q.
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Программа PR0BLEM10
С
С PR0BLEM1O -  ЗАДАЧА С ОБРАТНЫМ ВРЕМЕНЕМ
С ОДНОМЕРНАЯ ЗАДАЧА
С НЕЛОКАЛЬНОЕ ВОЗМУЩЕНИЕ НАЧАЛЬНОГО УСЛОВИЯ
С

PARAMETER ( DELTA = 0 .0 0 5 , N = 65 , М = 65 )
DIMENSION U 0 (N ), U T (N ), UTD(N), U T1(N ), U (N ), U 1(N ),

+ X (N ), ALAMCN-2), W (N -2 ), W l(N -2 ) , WSAVE(4*N)
C
С ПАРАМЕТРЫ ЗАДАЧИ:
С
C XL, XR -  ЛЕВЫЙ И ПРАВЫЙ КОНЕЦ ОТРЕЗКА;
С N -  ЧИСЛО УЗЛОВ СЕТКИ ПО ПРОСТРАНСТВУ;
С ТМАХ -  МАКСИМАЛЬНОЕ ВРЕМЯ;
С М  -  ЧИСЛО УЗЛОВ СЕТКИ ПО ВРЕМЕНИ;
С DELTA -  УРОВЕНЬ ПОГРЕШНОСТИ ВО ВХОДНЫХ ДАННЫХ;
С Q -  МНОЖИТЕЛЬ ПРИ ОПРЕДЕЛЕНИИ ПАРАМЕТРА РЕГУЛЯРИЗАЦИИ;
С UO(N) -  ВОССТАНАВЛИВАЕМОЕ НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ;
С UT(N) -  РЕШЕНИЕ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ НА КОНЕЧНЫЙ МОМЕНТ ВРЕМЕНИ;
С UTD(N) -  ВОЗМУЩЕННОЕ РЕШЕНИЕ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ;
С U(N) -  ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ;
С

XL = 0 .
XR = 1 .
ТМАХ = 0 . 1  
P I = 3 .1415926 

С
OPEN ( 0 1 ,  FILE  = >RESULT.DAT’ ) ! ФАЙЛ С РЕЗУЛЬТАТАМИ РАСЧЕТОВ 

СЕТКА

H = (XR -  XL) /  (N -  1)
TAU = ТМАХ /  (M - l)
DO I  = 1, N

X ( I )  = XL + ( I - 1 ) * H  
END DO

ПРЯМАЯ ЗАДАЧА

НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ

DO I  = 1, N
U O (I) = A U (X ( I ) )

END DO

СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ СЕТОЧНОГО ОПЕРАТОРА 

DO I  = 1, N-2
ALAM (I) = 4 . / H * * 2 * ( S I N ( P I * I / ( 2 . * ( N - l ) ) ) ) * * 2  

END DO 
C
С ПРЯМОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ
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с
CALL SINTIC N -2 , WSAVE )
DO I  = 2 , N - l 

W(I-l) = U0 (I)
END DO
CALL S IN K  N -2 , W, WSAVE )

C
С ОБРАТНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ 
С

DO I  = 1, N-2
QQ = 1. /  (1 . + TAU*ALAM (I))
W 1(I) = Q Q**(M -1) * W (I)

END DO
CALL S IN K  N -2 , W l, WSAVE )
DO I  = 2 , N - l

U T ( I)  = 1 . / ( 2 . * ( N - 1 ) ) * W 1 ( I - 1 )
END DO 
U T(1) = 0.
UT(N) = 0 .
DO I  = 1, N-2

QQ = 1. /  (1 . + TAU*ALAM (I))
W 1(I) = Q Q * * ( (M - l) /2 )  *  W (I)

END DO
CALL S IN K  N -2 , W l, WSAVE )
DO I  = 2 , N - l

U T l ( I )  = 1 . / ( 2 . * ( N - 1 ) )*W 1(1 -1 )
END DO 
U T l( l )  = 0.
UT1(N) = 0.

C
С ВОЗМУЩЕНИЕ ИЗМЕРЯЕМЫХ ВЕЛИЧИН 
С

DO I  = 2 , N - l
U TD (I) = U T ( I)  + 2 . *DELTA*(RAND( 0 ) - 0 .5 )

END DO 
U T D (l) = 0 .
UTD(N) = 0.

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА

ФУРЬЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ВХОДНЫХ ДАННЫХ

DO I  = 2 , N - l 
W ( I - l )  = U TD (I)

END DO
CALL S IN K  N -2 , W, WSAVE )

ИТЕРАЦИОННЫЙ ПРОЦЕСС ПО ПОДБОРУ ПАРАМЕТРА РЕГУЛЯРИЗАЦИИ 

IT  = О
ITMAX = 1000 
ALPHA = 0.001 
Q = 0 .7 5
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100 IT  = IT  + 1
с
С ОБРАТНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ 
С

DO I  = 1, N-2
QQ = 1. + TAU*ALAM(I)
W 1(I) = W (I) /  (1 . + ALPHA*QQ**(M-1))

END DO
CALL SINT( N -2 , W l, WSAVE )
DO I  = 2 , N - l

U ( I )  = 1 . / ( 2 . * ( N - 1 ) ) * W 1 ( I - 1 )
END DO

НЕВЯЗКА

SUM = 0.D0 
DO I  = 2 , N - l

SUM = SUM + ( U ( I ) -U T D ( I) ) * * 2 * H  
END DO
SL2 = SQRT(SUM)

C
IF  ( IT .E Q . l )  THEN 

IND = 0
IF  (SL2.LT.DELTA) THEN 

IND = 1 
Q = l.D O /Q  

END IF
ALPHA = ALPHA*Q 

GO TO 100 
ELSE

ALPHA = ALPHA*Q
IF  (IND.EQ.O .AND. SL2.GT.DELTA) GO TO 100 
IF  ( IN D .E Q .l .AND. SL2.LT.DELTA) GO TO 100 

END IF  
C
С РЕШЕНИЕ 
C

DO I  = 1, N-2
QQ = 1. + TAU*ALAM(I)
W 1(I) = Q Q * * ( (M - l) /2 )  *  W (I) /  (1 . + ALPHA*QQ**(M-1)) 

+ * Q Q * * ( (M - l) /2 )
END DO
CALL SINTC N -2 , W l, WSAVE )
DO I  = 2 , N - l

U ( I )  = 1 . / ( 2 . * ( N - 1 ) ) * W 1 ( I - 1 )
END DO 
U(l) = 0 .
U(N) = 0.
DO I  = 1, N-2

QQ = 1. + TAU*ALAM(I)
W 1(I) = Q Q * * ( (M - l) /2 )  * W (I) /  (1 . + ALPHA*QQ**(M-1)) 

END DO
CALL SINTC N -2 , W l, WSAVE )
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с

DO I  = 2 , N-1
U 1 ( I )  = l . / ( 2 . * ( N - l ) ) * W l ( I - l )  

END DO 
U l ( l )  = 0 .
U1(N) = 0.

WRITE ( 01 , *  ) 
WRITE ( 01 , *  ) 
WRITE ( 01, * ) 
WRITE ( 01 , *  ) 
WRITE ( 01 , * ) 
WRITE ( 01, *  ) 
WRITE ( 01 , *  ) 
WRITE ( 01 , *  ) 
CLOSE ( 01 ) 
STOP END

(UO( I ) ,1 = 1 ,N) 
( U T ( I ) ,1 = 1 ,N) 
( U T l( I ) , I= 1 ,N )  
(U T D ( I) ,1 = 1 ,N) 
( U ( I ) , 1 = 1 ,N) 
( U 1 ( I ) ,1 = 1 ,N) 
(X ( I ) ,1 = 1 ,N) 
IT ,  ALPHA

FUNCTION AU ( X )
C
С НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ
С

AU = X /  0 .3
IF  (X .G T .0 .3 ) AU = (1 . -  X) /  0 .7  

C
RETURN
END

Задание начального условия проводится в подпрограмме AU. С учетом 
рассмотрения вопросов сходимости приближенное решение вычисляется 
на конечный момент времени (t = Т) и на момент времени t = Т /2.

7.1.8. Результаты расчетов
Решалась модельная задача, входные данные для которой соответ

ствовали разностному решению прямой задачи (I =  1 , t =  0 , 1 ) с началь
ным условием

Ио(ж) =  <

X
03  ’

1 -  X
~ о Т '

0 < х <  0,3,

0,3 < х < 1.

Расчеты выполнены на равномерной сетке с h =  1/64, т =  1/640. 
Результаты решения прямой задачи показаны на рис. 7.1.

Влияние погрешностей моделировалось за счет возмущения входных 
данных (решение прямой задачи на момент времени t =  Т ):

u(x, Т) = u(x , Т) +  2<5 х е ш ,



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
х

Рис.7.1. Сеточное решение прямой задачи

где а(х) — случайная функция, нормально распределенная на интервале 
[О, 1]. На рис. 7.2 (с. 290) представлены точное и приближенное решения 
обратной задачи на два характерных момента времени: t — Т  и t =  Т / 2 
при д = 0,005. Аналогичные данные при большем (<5 =  0,015) и меньшем 
(д = 0,0025) показаны на рис. 7.3 и 7.4 (с. 291, 292) соответственно.

Приведенные данные демонстрируют существенную зависимость 
точности восстановления решения от момента времени. Решение на ко
нечный момент времени восстанавливается плохо, сходимость при умень
шении погрешности во входных данных наблюдается слабо. Значительно 
более благоприятная ситуация имеет место при t =  Т/2. Именно до этого 
момента, как показано выше при теоретическом исследовании проблемы, 
скорость сходимости приближенного решения к точному максимальна.

7.2. Регуляризованные разностные схемы

Важный класс методов решения некорректных эволюционных задач 
связан с возмущением исходного уравнения. В методе квазиобращения
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такое возмущение может проводиться для исходной дифференциальной 
задачи. Более естественный подход исключает рассмотрение вспомога
тельной дифференциальной задачи и базируется на возмущении сеточной 
задачи. На этом пути строятся регуляризованные разностные схемы.

7.2.1. Принцип регуляризации разностных схем
В настоящее время принцип регуляризации разностных схем рассма

тривается как основной методологический принцип улучшения разност
ных схем. Для общих двух- и трехслойных схем формулируются рецепты 
улучшения качества (устойчивости, точности, экономичности) разност
ных схем. На его основе проводится исследование устойчивости и сходи
мости широкого класса разностных схем для краевых задач математичес
кой физики, строятся итерационные алгоритмы решения сеточных задач.

Принцип регуляризации разностных схем традиционно широко ис
пользуется для построения устойчивых разностных схем при численном 
решении корректных задач для уравнений с частными производными. 
На такой единой методологической основе строятся также разностные
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схемы для условно корректных нестационарных задач математической 
физики. За счет малых возмущений операторов задачи удается контро
лировать рост нормы решения при переходе с одного временного слоя 
на другой.

Построение безусловно устойчивых разностных схем на основе прин
ципа регуляризации реализуется следующим образом:

1. Для исходной задачи строится какая-то простейшая разностная схема 
(производящая разностная схема), не обладающая необходимыми 
свойствами, т. е. схема является условно устойчивой, либо даже 
абсолютно неустойчивой.

2. Разностная схема записывается в единой (канонической) форме, для 
которой условия устойчивости известны.

3. Качество разностной схемы (ее устойчивость) улучшается за счет 
возмущения операторов разностной схемы.
Тем самым принцип регуляризации разностных схем базируется 

на использовании уже известных результатов об условиях устойчиво
сти. Такие критерии дает общая теория устойчивости разностных схем.
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С этой точки зрения мы можем рассматривать принцип регуляризации 
как элемент конструктивного использования общих результатов теории 
устойчивости разностных схем. Это достигается за счет записи разност
ных схем в достаточно общей канонической форме и формулировкой 
критериев устойчивости, удобных для проверки.

Для иллюстрации больших возможностей, которые предоставляет 
принцип регуляризации разностных схем, будем использовать этот об
щий подход для построения безусловно устойчивых схем для прямых 
задач математической физики. Модельной задачей может рассматривать
ся первая краевая задача для параболического уравнения. В качестве 
производящей берется условно устойчивая явная схема. Для получения 
абсолютно устойчивой схемы возмущаются операторы явной разностной 
схемы. Отдельно выделены варианты аддитивного (стандартного) и муль
типликативного (нестандартного) возмущения операторов производящей 
разностной схемы.

Рассмотрим двумерную задачу в прямоугольнике

П  =  {х | х =  (#ь  ®2)> 0 < х а  <  1а , а  =  1,2}.
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В О ищется решение параболического уравнения

ди
dt

^  д (  . . д и \
(7.77)

дополненного простейшими однородными граничными условиями пер
вого рода:

и(х, 0 = 0 ,  х G 30 , 0 < t < Т. (7.78)
Задается также начальное условие

и(х, 0) =  м0(х), х G О. (7.79)

Будем считать, что коэффициент к уравнения (7.77) достаточно гладкий 
и к(х) ^  а с , а с  > 0, х G О.

Поставим в соответствие дифференциальной задаче (7.77)-(7.79) 
дифференциально-разностную задачу, проведя дискретизацию по про
странству. Будем считать для простоты, что в области О введена равно
мерная по каждому направлению сетка с шагами fte , а  =  1, 2. Пусть, как 
обычно, ш — множество внутренних узлов.

На множестве сеточных функций у(х) таких, что у(х) = 0, х $ о;, 
определим сеточный оператор Л соотношением

положив, например,

2

Лу = -  ^(ваУг-Л.,
а=1

aj(x) =  к(х\ -  0,5/&ь ж2),

(7.80)

а2(х) =  fc(a?i, а?2 -  0,5/&2).

В сеточном гильбертовом пространстве Я  =  L2(oa) скалярное произведе
ние и норму введем соотношениями

(у, w ) = ^ T  у(х)и>(х)М2, ||у|| =  \ / (у, у ) .

В Я  имеем Л =  Л* ^  m E , тп > 0. От (7.77)-(7.79) перейдем к диффе
ренциально-операторному уравнению

0 < t< T ,  (7.81)

х € w. (7.82)
Будем строить безусловно устойчивые двухслойные разностные схемы 
для (7.81), (7.82) на основе принципа регуляризации.

л + Л 9  =  0’
при заданном

у(0) =  «о,
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В соответствии с принципом регуляризации выберем вначале какую- 
нибудь разностную схему, от которой мы и будем отталкиваться. В ка
честве такой производящей схемы естественно рассмотреть простейшую 
явную схему

Уп+' Уп +  Луп =  0. n =  0 , l , . . . , J V o - l ,  (7.83)
т

У о  = щ, х €  ш, (7.84)
где N ot = Т.

Запишем разностную схему (7.83), (7.84) в канонической форме 
двухслойных операторно-разностных схем

В — —  +  АУп = 0, t n e w T ,  (7.85)
т

с операторами
В = Е, А = Л.

В соответствии с теоремой 4.1 условие

В > T- A t (7.86)

необходимо и достаточно для устойчивости схемы (7.84), (7.85) в На , т. е. 
для выполнения оценки

Нз/n+ilU  ̂IMU.
С учетом неравенства Л ^  \\M\E из необходимых и достаточных 

условий устойчивости (7.86) получим следующие ограничения на шаг 
по времени для явной схемы (7.83), (7.84)

2

В нашем случае ||Л|| =  0(|Л | 2), где |А|2 =  h] +  h\, и максимально 
допустимый шаг го =  0 (|А |2).

В соответствии с (7.86) повышение устойчивости может достигаться 
двояко. В первом случае — за счет увеличения энергии (B y , у) опе
ратора В  (левой части неравенства (7.86)) или же за счет уменьшения 
энергии оператора А (правой части неравенства (7.86)). Рассмотрим 
вначале возможности, связанные с добавлением операторных слагаемых 
в операторы В  и А. В этом случае будем говорить об аддитивной регуля
ризации.

Наиболее естественно начать с аддитивного возмущения операто
ра В , т. е. с перехода В \— > В  +  aR, где R  — регуляризирующий
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оператор, a a  — параметр регуляризации. Принимая во внимание, что 
для нашей производящей схемы В = Е, положим

В = Е + aR. (7.87)

Для того чтобы сохранить первый порядок аппроксимации 
(7.87), достаточно выбрать а = 0(т).

в схеме (7.85),

В качестве характерных рассмотрим два способа выбора регуляризи-
рующего оператора:

R = А, (7.88)

R = А2. (7.89)
Непосредственно устанавливается, что регуляризованная разностная 

схема (7.85), (7.87) устойчива в На при a  > г / 2 в случае (7.88) и а ^  г 2/ 16 
при (7.89).

Регуляризованная схема (7.85), (7.87), (7.88) соответствует использо
ванию стандартной схемы с весами

— — — +А(<туп+1 +  (1 -(т)у„) — О, п = 0, 1,
т

при выборе a = (тт.
Стандартный подход к построению устойчивых схем базируется 

на основе использования аддитивной регуляризации. Вторая возмож
ность связана с мультипликативным возмущением сеточных операторов 
производящей схемы. Рассмотрим некоторые простейшие примеры ис
пользования такого подхода, часть из которых можно рассматривать как 
новую интерпретацию уже рассмотренных выше регуляризованных схем.

При мультипликативной регуляризации оператора В  произведем, 
например, замену В \— > B (\ + aR) или В \— > (1 - faR)B. При таком воз
мущении мы остаемся в классе схем с самосопряженными операторами, 
если R = R *. При этом мы имеем регуляризованную схему (7.85), (7.87), 
которая исследовалась выше.

Пример более сложной регуляризации дается преобразованием 

В  I— > (Е +  aR*)B(E  +  aR).

В случае R  =  А условие устойчивости имеет вид а  ^  г /8 . Другой ин
тересный пример такой регуляризации соответствует попеременно-тре
угольному методу, когда A = R* + R u a  ^  г / 2.

Аналогично проводится мультипликативная регуляризация за счет 
возмущения оператора А. С учетом неравенства (7.86) можно осуще
ствить преобразование А \— > А (I +  aR)~l или А \— > (1 +  aR)~xА. Для 
простейших двухслойных схем такая регуляризация может рассматри
ваться как новая редакция регуляризации оператора В. Для того чтобы
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остаться в классе схем с самосопряженными операторами, достаточно 
выбрать R  =  R(A). Большие возможности предоставляет регуляризация

А I—+ (Е +  aR*)~xA(E  +  aR)~l.

В этом случае регуляризирующий оператор R  может напрямую не свя
зываться с оператором А.

7.2.2. Задача с обратным временем
Большие возможности предоставляет принцип регуляризации для 

построения вычислительных алгоритмов приближенного решения некор
ректных задач для эволюционных уравнений. В прямоугольнике О будем 
искать решение параболического уравнения

х G О, О < t < г, (7.90)

которое отличается от (7.77) только знаком при производных по про
странству (соответствует использованию замены t на —t — уравнение 
с обратным временем). Граничные и начальные условия остаются преж
ними (см. (7.78), (7.79)).

Дифференциальной обратной задаче (7.78), (7.79), (7.90) поставим 
в соответствие задачу Коши для дифференциально-операторного уравне
ния

^ - A y  = 0, 0 < t ^ T .  (7.91)
at

Построим безусловно устойчивые разностные схемы для (7.82), (7.91) 
на основе принципа регуляризации разностных схем.

Используем принцип регуляризации для построения разностных схем 
для рассматриваемой некорректной задачи. Начнем с простейшей явной 
разностной схемы

— — — ~ А уп = о, х е ш ,  п =  0, N o -  1, (7.92)т
которую дополним начальным условием (7.84).

В соответствии с принципом регуляризации запишем схему (7.92) 
в каноническом виде с

А =  -А , В = Е, (7.93)

т. е. А =  А* < 0.
Воспользуемся (см. лемма 3.2) оценкой разностного оператора А 

сверху:
A ^  M E  (7.94)
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с постоянной
4 a

М  = - j  max -
^1 x£cj

(»((x) + a(l)(x i + h , ,x 2)
+

+  - j  max
xGu>

a (2)(x) +  a <2)(a : i ,X 2 +  Л 2 )

Теорема 7.6. Явная схема (7.84), (7.92) p-устойчива в H  с
р = \+ М т .  (7.95)

Доказательство. Это результат следует из общих условий />-устойчиво- 
сти двухслойных операторно-разностных схем. Разностная схема (7.84),
(7.85) с самосопряженными и постоянными операторами В  > О, А 
будет />-устойчивой в Нв при (см. теорему 4.3)

-— - В  <  А <  ]- ^ - В . (7.96)
Г т

Для рассматриваемой схемы (7.84), (7.92) В > О, А < 0 для р > 1 
правая часть двустороннего операторного неравенства (7.96) очевидно 
выполнена при всех г  > 0. Левая часть (7.96) принимает вид

р -  1
тЕ ^  А

и с учетом (7.94) имеет место при выборе р согласно (7.95). ■
Замечание 1. При приближенном решении некорректных задач выбор 
параметра регуляризации должен быть согласован с уровнем погрешно
сти во входных данных. Здесь мы ограничились построением устойчивых 
вычислительных алгоритмов для некорректных эволюционных задач и ис
следованием влияния параметра регуляризации только на устойчивость 
соответствующей разностной схемы. При заданном параметре регуляри
зации а  указывается минимальное значение р согласно (7.95).

Исходя из явной схемы (7.84), (7.92) для задачи (7.82), (7.91) запишем 
регуляризованную схему в каноническом виде (7.85) с

А =  -А , В  =  Е  +  aR. (7.97)
Теорема 7.7. Рееуляризованная схема (7.85), (7.97) p-устойчива в Нв с

г
р =  1 +  -  а

при выборе регуляризирующего оператора согласно (7.88) и

' -  + 25S-

(7.98)

(7.99)

если используется (7.89).
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Доказательство. Для доказательства можно ограничиться проверкой вы
полнения левой части двустороннего неравенства (7.96), которое для 
(7.97) принимает вид

(Е +  aR) ^  Л. (7.100)

При R  =  Л и выборе р в виде (7.98) неравенство (7.100) выполнено.
При R  =  Л2 неравенство (7.100) преобразуется следующим образом:

2 / 7
Е  +  а Л -

Р -  1
=  у/аА -

2 у /а (р -  1) Е ) +( ' - з ^ Ы ^ °
Это неравенство будет выполнено при выборе р в виде (7.99). ■

Аналогично строятся и другие регуляризованные разностные схемы. 
В частности, можно рассмотреть эволюционные задачи второго поряд
ка, задачи с несамосопряженными операторами, аддитивные схемы для 
многомерных обратных задач и т. д. С построенными регуляризованны- 
ми разностными схемами можно связать те или иные (стандартные или 
нестандартные) варианты метода квазиобращения.

7.2.3. Метод квазиобращения
Рассмотрим прежде всего методы приближенного решения некор

ректных задач для эволюционных уравнений, которые основаны на не
котором возмущении исходного уравнения, причем для возмущенного 
уравнения задача уже корректна. Здесь параметр возмущения выступает 
в качестве параметра регуляризации. Такие методы известны как мето
ды квазиобращения. Приведем априорные оценки решения возмущенной 
задачи в различных вариантах метода квазиобращения для задач с самосо
пряженным и положительным оператором. Сходимость приближенного 
решения uQ к точному решению и имеет место в некоторых классах 
корректности. Имеет смысл рассмотреть вопросы приближенного реше
ния неустойчивых эволюционных задач разностными методами на основе 
использования различных вариантов метода квазиобращения. Основное 
внимание необходимо уделить проблеме устойчивости соответствующих 
разностных схем.

Вначале остановимся на исследовании основного варианта метода 
квазиобращения. Рассматривается некорректная задача Коши для эволю
ционного уравнения первого порядка

du
dt

- Л и  — 0,

и(0) =  и0

(7.101)

(7.102)
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в гильбертовом пространстве %. В рассматриваемой модельной обратной 
задаче (7.78), (7.79), (7.90) можно положить Н = £ 2 (0 ) и

Ли =  -

на множестве функций, удовлетворяющих (7.78). Будем считать, что 
оператор Л самосопряжен, положительно определен в Н. Пусть 
0 < Ai ^  Л2 ^  . . .  — собственные значения оператора Л. Соответ
ствующая система собственных функций {го*}, Wk G D(A ), к — 1,2, . . .  
ортонормирована и полна в И.

Для устойчивого приближенного решения некорректной задачи
(7.101), (7.102) применим метод квазиобращения. Принимая во вни
мание самосопряженность оператора Д, определим ua(t) как решение 
уравнения

du„ о
-  Лиа +  аЛ 2иа = 0 (7.103)

at
с начальным условием

иа(0) = и0. (7.104)

Сформулируем характерный результат об устойчивости приближенного 
решения.

Теорема 7.8. Для решения задачи (7.103), (7.104) справедлива оценка

|К (< )|| < exp{ f/(4a)} ||ue(0)||. (7.105)

Доказательство. Для доказательства (7.105) домножим уравнение (7.103) 
скалярно в U на ua(t). Это приводит нас к равенству

“ 1 М |2 +  а ||Л “а1|2 =  (Aua,u a).
2 at

Правая часть (7.106) оценивается следующим образом:

? 1 9 
(Aua, ua) ^  e\\Aua\\ +  — llttelf.

Подстановка (7.107) при е = а  в (7.106) дает

s»“ j2  <

(7.106)

(7.107)

Отсюда в силу неравенства Гронуолла и вытекает доказываемая оценка
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Коротко коснемся вопроса сходимости приближенного решения 
uQ(t) к точному решению u(t). Для погрешности v(t) =  ua(t) -  u(t) 
из (7.101), (7.103) получим уравнение

- —  Av +  a A 2v =  - а л и . (7.108)
dt

Некорректность задачи (7.101), (7.102) обусловлена неустойчивостью 
решения по начальным данным. Вместо точного начального условия 
(7.104) используется условие

t»e (0) =  t4. (7-109)

Для погрешности задания начальных условий естественно использовать 
оценку типа

||« о -« о || <<5. (7.110)

С учетом этого уравнение (7.108) дополняется начальным условием

»(0) =  ti$ -  «о, (7.Ш )

причем ||г>(0)|| ^  д.
Сходимость приближенного решения к решению некорректной за

дачи устанавливается в некоторых выбранных классах корректности. 
Априорные ограничения на решение неустойчивой задачи связываются 
чаще всего с предположением об ограниченности решения. Примени
тельно к изучаемой нами задаче (7.101), (7.102) можно рассматривать 
следующие классы решений:

M t» (f) ||< M , (7.112)

||Д 2и ( 0 1 и М  (7.113)
для всех t Е [0, Т ].

Исследуя устойчивость по начальным данным и правой части, мож
но установить оценки погрешности в классах априорных ограничений
(7.112), (7.113). При ограничениях (7.112) получим

||v(0ll ^  <5 exp {t/(2a)} +  (exp {t/a} -  l ) 1/2M. (7.114)

В классе (7.113) соответствующая оценка имеет вид

||v(i)|| ^  Jexp{£/(2a)} + \/2(ехр {t/a} -  1 ) 1/2аМ . (7.115)

Приведенные оценки (7.114), (7.115) не оптимальны. В частности,
из них не вытекает, вообще говоря, сходимость приближенного реше
ния ua(t), определяемого из уравнения (7.103) и начального условия
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(7.109), к точному решению u(t) при ё -» 0. Требуются более тонкие рас
суждения. Покажем, например, сходимость в R  в классе ограниченных 
в И решений.

Рассмотрение проведем по схеме, которая повторяет в основных чер
тах доказательство сходимости приближенного решения к точному при 
нелокальном возмущении начального условия. В операторном виде при
ближенное решение ua(t), которое соответствует неточному начальному 
условию (7.109), запишем следующим образом

ua(t) = R{t, a )u l  (7.116)

В такой записи R (t, 0) определяет точное решение задачи и поэтому 
u(t) =  R(t,0)uo. В соответствии с введенными обозначениями для по
грешности v получим:

||«а (0 -  «(«)|| =  ||Д (0 а)(«о ~ «о) -  (R (t,a ) -  R(t, 0))м0|| <

< 1|Л(<. а)|| • ||<4 -  «о|| +  || (R(t, a) -  R(t, 0))«o||. (7.117)

Первое слагаемое в правой части (7.117) соответствует устойчиво
сти по начальным данным (ограниченности оператора R (t,a)). Второе 
слагаемое в правой части (7.117) требует близости решения возмущен
ной задачи при точных входных данных к точному решению (R (t, а)щ  
к u(t)). С этой целью и выделяется некоторый класс решений (класс 
корректности).

В силу доказанной оценки устойчивости по начальным данным 
(7.105) и оценки (7.110) имеем

||Д(<,а)|| • ||«о -  «о|| <  ехр{</(4а)}<5. (7.118)

Рассмотрим второе слагаемое в правой части (7.117).
Оператор R (t, а) имеет вид

R (t, а) = ехр {(Л -  а Л 2)£}. (7.119)

Для приближенного решения, определяемого из (7.103), (7.109), с учетом
(7.119) получим представление

ОО
ua(t) = («о’ wk) exp { (х к -  a \ l ) t} w k. (7.120)

к= 1
В силу (7.120) имеем

%( < ) = | | ( Д ( < , а ) - Д М ) Н |2 =
ОО

=  ]Рехр{2А*<}(1 _ ехр { - а А ^ } ) 2(и0, wk)2.
к= I

(7.121)
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Устойчивость рассматривается в классе ограниченных в И решений:

N *)ll ^  М , О ^ К Г .  (7-122)

С учетом (7.122) для любого е > 0 существует г(е) такое, что

00 £2 
exp {2\kt}(uo, wk)2 ^  .

k=r(e)+1

Поэтому из (7.121) получим

r(e)
X(t) ^  ^ ex p { 2 A * £ }(l -  exp { - a \ kt } ) 2(u0,w k)2 +

k= 1
00 r(£) 2̂

+  Y 2  exp{2\kt}(u0,w k)2 <  M 2 -  exp { - a \ 2kt } ) 2 +  j .
fc=r(e)+ l &=1

Для каждого r(e) можно указать с*о такое, что при а  < ао

Г(е) , р*
М 2£ ( 1 - е х р { - а А Ю )  у -

к= 1

Поэтому (7.122) дает

II (Л(*. в) -  Л(«, 0))*ю|| <  (7.123)

Принимая во внимание (7.118), (7.123), из (7.117) получим оценку

||иа (<) -  и(<)|| <  ехр {</(4а)}<5 + у  (7.124)

При любом е > 0 существует a = a(d) ^  с*о и достаточно малое J(e), при 
котором

£ехр {t/(4a)} ^  Е~.

Поэтому (7.124) принимает вид

Ц М 0  -  «(*)|| <  е-
Тем самым можем сформулировать следующее утверждение.
Теорема 7.9. Пусть для погрешности начального условия выполнена оцен
ка (7.110). Тогда приближенное решение ua(t), определяемое как решение 
задачи (7.103), (7.109) при д -> 0, а(д) -> 0, д exp {t/(4a)} -> 0 сходится 
к ограниченному точному решению u(t) задачи (7.101), (7.102) в %.
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Замечание 1. Доказанное утверждение допускает обобщения в различ
ных направлениях. Например, в более узком классе априорных ограни
чений (7.113) можно получить непосредственную оценку

|| (R(t, a) -  R(t, 0))w0||

через параметр регуляризации а. Из (7.121) и (7.113) следует
00

II (R(t, а) -  R(t, 0))«о||2 ^  X )  А* ехР {2А*<}а2<2(«0, wk)2 ^  a2t2M 2,
к= 1

и поэтому будет иметь место неравенство

||ua(t) -  u($)|| ^  exp {t/(4a)}8 +  atM .

Второй рассматриваемый вариант метода квазиобращения связан 
с переходом к псевдопараболическому уравнению. Для самосопряженного 
и положительного оператора А  вместо неустойчивой задачи (7.101),
(7.102) решается уравнение

dU/y dU/y . .
— г -  Aua +  0 tA -£  =  0, (7.125)at at

дополненное начальным условием (7.104).

Теорема 7.10. Для решения задачи (7.104), (7.125) справедлива оценка

IM 0 I I  < ехр {</а}||иа(0)||. (7.126)

Доказательство. Чтобы доказать это, уравнение (7.125) перепишем в виде

^  -  (E + aA)~'Aua =  0. (7.127)
at

Домножим (7.127) скалярно в Н на ua(t) и получим

“ I M  2 = ((Е + а А У 'А и а,и а). (7.128)

Нетрудно видеть, что для правой части (7.128) справедлива оценка

({Е +  OtA) Aua,Ua) ^  {Ua^Ua). 
v a

Это неравенство на операторном уровне соответствует неравенству

(Е + аЛ)~'Л  <  - В .
а (7.129)
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Для доказательства неравенства (7.129) перейдем к эквивалентному не
равенству, домножив (7.129) справа и слева на (Е +  аА). Получим 
неравенство

(Е +  аЛ)Л  <  - { Е  + 2аЛ + а 2Л2), 
а

которое при а > 0 выполняется с очевидностью.
Принимая во внимание (7.129), из (7.128) получим неравенство

| l K I I  ^  - I K I I ,at а
из которого и следует доказываемая оценка (7.126). ■

Сходимость приближенного решения к точному устанавливается при 
д -> 0, а(д) -> 0, д exp {t/a}  -> 0 при ранее обсуждавшихся ограничениях.

Кратко обсудим вопросы построения и исследования численных 
методов решения некорректных эволюционных задач при возмущении 
самого уравнения. В качестве модельной рассматривается задача (7.78),
(7.79), (7.90) —задача с обратным временем в прямоугольнике П. После 
дискретизации по пространству приходим к задаче Коши для дифферен
циально-операторного уравнения (7.82), (7.91).

Разностный аналог основного варианта метода квазиобращения 
(см. (7.103)) имеет вид

Уп+'т Уп -  Л(ег,уп + 1 +  ( I -  (г, )уп) + а Л 2 (а2Уп+ 1 +  (1 -  <т2)у„) = 0, ^  

п = 0,1, . . . ,  N{) -  1.

Исследование устойчивости этой схемы с весами проведем на осно
ве использования результатов общей теории устойчивости операторно
разностных схем. Критерии устойчивости формулируются в виде опе
раторных неравенств для разностных схем, записанных в канонической 
форме.

Исследуемая схема (7.130) записывается в каноническом виде (7.85),
если

А = -Л  + аЛ2,

В  =  Е -  <т\тА +  <т2таЛ 2.
(7.131)

Теорема 7.11. Схема (7.85), (7.131) p-устойчива в Н  =  Ьг{ш) при любых 
г  > 0 с

^ 1  +  j L r ,  (7.132)

если <j\ ^  0, <т2 ^  1/2.
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Доказательство. Отметим прежде всего, что величина р полностью со
гласуется с оценкой (7.105) для решения непрерывной задачи. Доказа
тельство (7.132) основывается на проверке необходимых и достаточных 
условий /^-устойчивости.

Прежде всего убеждаемся, что при сформулированных ограничениях 
на веса разностной схемы (7.130) оператор В = В* > 0. Правая часть 
неравенства (7.96) с учетом (7.131) преобразуется следующим образом:

т

=  Л -  аА2 +   ̂ +~-Е  -  (1 +  р)сг\А +  (1 +  р)аа2А2 =  
т

=  + (1 -  (1 + р)«Г|)Л + а((1 +р)<72 -  1)Л2.

Это неравенство при указанных ранее ограничениях на веса будет выпол
нено для всех р > 1.

Оценку для р получим из левого неравенства в (7.96). При р =  1 + с г  
оно приобретает вид

с В ^ - А .  (7.133)
Подстановка (7.131) в (7.133) дает

с ( Е  -  <т \ т А  +  сг2т а А 2) ^  Л -  а А 2 — -  ( = Е  -  \ /а Л ^  +  — Е .
4 ' \  2у/а )  4а

При <У\ ^  0, сг2 ^  1/2 для выполнения неравенства мы можем положить 
с =  \/(4а). Это дает для р выражение (7.132). ■

Аналогично строятся разностные схемы и для других вариантов 
метода квазиобращения. Например, исследуем двухслойные разностные 
схемы для варианта псевдопараболического возмущения. Для прибли
женного решения уравнения (7.91) с начальным условием (7.82) будем 
использовать разностную схему

Уп+'~  Уп -  А(<гуп + 1 + (1 -  о ) у я ) +  аА Уп+1~ Уп = 0. (7.134)

Схема (7.134) имеет канонический вид (7.85) с

А = - А, В = Е  + ( а -  <тт)А. (7.135)

Теорема 7.12. Разностная схема (7.85), (7.135) p-ycmomuea в Н при 
любых г  > 0 с

р =  1 +  -  г, (7.136)а
если а ^  0.
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Доказательство. В данном случае условие В  = В* > 0 и правое нера
венство (7.96) выполнены с очевидностью. Левое неравенство в (7.96) 
с учетом (7.135) принимает вид

с(Е  +  (а -  ат)Л) ^  Л,

и поэтому можно положить с = 1 /а, а для р будем иметь в (7.136). ■

Замечание 1. Оценка разностного решения схемы (7.134) с р, кото
рое определяется выражением (7.136), полностью согласуется с оценкой 
решения дифференциальной задачи (см. оценку (7.126)).

Замечание 2. С точностью до обозначений схема метода квазиобращения 
(7.134) совпадает с обычной схемой с весами, которая выписывается 
непосредственно для задачи (7.82), (7.91):

- -  ~ У~ -  Л ( ^ „ +1 + (1 -  *')?») =  0. (7.137)т

Достаточно положить в (7.137) а =  а -  а/т. Существенно лишь то, что 
в схеме (7.137) вес а отрицательный.

Приведенные схемы, а равно и другие известные, могут быть по
лучены на основе регуляризации неустойчивых разностных схем. Более 
того, легко строятся и новые варианты метода квазиобращения на основе 
анализа регуляризованных разностных схем.

Разностная схема псевдопараболического варианта метода квази
обращения (7.134) есть не что иное как регуляризованная схема ти
па (7.85), (7.88), (7.97). Разностная схема основного варианта метода 
квазиобращения (7.130) соответствует использованию регуляризованных 
разностных схем с возмущением как оператора А , так и оператора В 
(см. (7.131)). С использованием регуляризованной разностной схемы
(7.85), (7.89), (7.97) можно связать новый вариант метода квазиобраще
ния, в котором приближенное решение находится как решение задачи 
Коши для уравнения

~ - Л и а + аЛ 2^  =  0. (7.138)
dt dt

При построении регуляризованных разностных схем сама возмущен
ная дифференциальная задача становится излишней. Заметим также, что 
для разностных задач построение устойчивых схем на основе принципа 
регуляризации существенно облегчено, так как имеются общие результаты 
о необходимых и достаточных условиях р-устойчивости разностных схем.
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7.2.4. Регуляризованные аддитивные схемы
При вычислительной реализации построенных разностных схем ме

тода квазиобращения могут возникать определенные сложности. Это 
связано прежде всего с тем, что возмущенная задача является сингу
лярно возмущенной (при старших производных стоят малые параметры 
возмущения). Необходимо подчеркнуть, что возмущенное уравнение — 
это уравнение более высокого порядка. При обсуждении этой проблемы 
будем ориентироваться на стандартный вариант метода квазиобращения
(7.103), (7.104).

При приближенном решении задачи (7.77)-(7.79) естественно ис
пользовать разностную схему

Уп±1' . Уп _  Ауп + aA2(ayn+l +  (1 -  a)yn) =  0. (7.139)

Это означает, что <7\ =  0, сг2 =  а в двухпараметрической схеме (7.130). 
Схема (7.139) /р-устойчива (см. теорему 7.11) при сг ^  1/2.

Выше мы показали, что разностные схемы метода квазиобращения 
могут быть получены двояко. Первый подход связан с аппроксимаци
ей возмущенной дифференциальной задачи. Второй подход базируется 
на использовании принципа регуляризации операторно-разностных схем. 
В связи с рассмотрением (7.139) может оказаться полезной и еще одна 
интерпретация схем метода квазиобращения как схем со сглаживанием 
сеточного решения.

Схему (7.139) будем рассматривать как схему типа предиктор-коррек
тор. Ограничимся рассмотрением простейшего случая сг = 1. В этом 
случае на этапе предиктора ищется сеточное решение уп+\ , определяемое 
по явной схеме: _

Уп±' ~ Уп -  Ауп = 0. (7.140)
т

Этап корректора в соответствии с (7.139) при a = 1 есть

Уп+Х ~-У—  + aA2yn+l = 0. (7.141)
т

Явная схема (7.140) неустойчива и для получения устойчивого реше
ния применяется (7.141). Само уравнение (7.141) можно рассматривать 
как уравнение Эйлера для задачи сглаживания сеточной функции уп+\'

М Уп+i) = min J a ( v ) ,  (7.142)
veH

J a ( v )  = II® -  Уп+ ill2 +  ra ||A v ||2. (7.143)
В такой интерпретации можно говорить о методе квазиобращения в форме 
(7.140), (7.141) (или (7.140), (7.142), (7.143)) как об алгоритме локальной 
регуляризации. Такая связь особенно прозрачна на сеточном уровне.
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Реализация разностной схемы (7.139) связана с решением сеточного 
эллиптического уравнения четвертого порядка

acrA v + - v  = f .  
т

В настоящее время это является достаточно сложной вычислительной 
проблемой. Поэтому хотелось бы иметь возможность построения более 
простых с точки зрения вычислительной реализации регуляризованных 
разностных схем. В этой связи заслуживают внимания аддитивные схе
мы расщепления по пространственным переменным, в которых переход 
на новый временной слой связывается с решением одномерных сеточных 
задач.

Будем строить аддитивные операторно-разностные схемы, оттал
киваясь от схемы (7.139). Начнем с интерпретации схемы (7.139) как 
регуляризованной схемы. В качестве производящей, как обычно, рассма
тривается явная схема, которая для метода квазиобращения есть

Уп+' Уп + (а А2 - А ) у п = 0. (7.144)
т

Варианту аддитивной регуляризации соответствует запись схемы (7.139) 
в виде

(Е + а а т А + (ад2 _ л)з/„ = о. 
т

В этом случае переход от (7.144) интерпретируется как

В = Е  »-> В  +  аатА2.
Можно придать схеме (7.139) несколько другой эквивалентный вид

Уп+' ~ Уп + (Е  + аатА2у \ а А 2 -  А)уп = 0. (7.145)
т

Схема (7.145) соответствует применению варианта мультипликативной 
регуляризации

А = аА2 -  А »-> (Е +  аатА2)~1 А. (7.146)
Именно вариант регуляризации (7.145), (7.146) положим в основу при 
построении аддитивных регуляризованных операторно-разностных схем. 

Для оператора А в силу (7.80) имеет место аддитивное представление
2

Л =  Х ) Л^ ’ АРУ = -(о-рУхУхр' £ = 1 , 2 .
/?=1

Каждое из этих операторных слагаемых положительно:

Л ^ = Л ; > 0 ,  / 3 = 1 , 2 ,

(7.147)
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и они в общем случае неперестановочны:

Л 1Л2 ф Л2 Л 1 .

Для трехмерных задач оператор Л разбивается на три одномерных попар
но неперестановочных положительных оператора.

Аддитивную схему будем строить, используя аналогичные (7.145) 
конструкции, которые применяются для каждого операторного слагаемо
го в (7.147). Это дает регуляризованную схему

— — — +  Х  (Е + а<гт \}у1 (аА} -  Ар)уп = 0. (7.148)
Г /?=1

Для того чтобы получить условия устойчивости, схему (7.148) запи
шем в виде

Уп+' ~ Уп +  X  AeVn =  0, (7.149)
Т

где
Ар =  (Е +  аогтАр)~'(аАр - Ар ) ,  / 3=1 , 2 .  (7.150)

В рассматриваемом случае Ар = Ар, Д =  1, 2, и поэтому

2

A = Y ^ A p  = A*. (7.151)
/3=1

Схема (7.149), (7.151) будет /р-устойчивой при выполнении двухсто
роннего неравенства (7.96), которое в рассматриваемом случае принимает 
вид

— - Е  <  А ^  (7.152)
г т

Неравенство (7.152) будет выполнено, например, при

/3 =  1,2.
2 т 2т

С учетом (7.150) перепишем это неравенство следующим образом:

— (Е  + аатАр) <  аАр -  Ар ^  (Я  +  аатАр) . (7.153)
2 т /т

Принимая во внимание, что
1
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для выполнения левого неравенства (7.153) достаточно положить

Р=  1 +  ^ -  (7-154)2а
Правое неравенство (7.153) будет всегда выполнено при а ^  1. Это 
позволяет сформулировать следующее утверждение.
Теорема 7.13. Регуляризованная аддитивная схема (7.148) р-устойчива 
с р, определяемым согласно (7.154), в Н при любых г  > 0, если а ^  1.

Реализация аддитивной схемы (7.148) связана с обращением одно
мерных сеточных операторов Е  + аатАр, р  =  1,2. Можно предложить 
следующую организацию вычислений, которая демонстрирует тесную 
связь рассматриваемых регуляризованных схем с аддитивно-усредненны
ми разностными схемами.

Будем определять вспомогательные сеточные функции , р  =  1,2, 
из решения уравнений

Уф) -  V
п+'2т +  (Е +  а с г т А ( а А }  -  Ар)уп = 0, /3 =  1.2. (7.155)

После этого решение на новом слое дается формулой

0»+i =  ^ S > £ V  (7-156)
Р = \

Уравнению (7.155) можно придать вид, аналогичный (7.139)
(/?)

Уп* \т Уп -  КРУп + аК1{аУп1\ +  0  -  °)Уп) =  0.

Тем самым нахождение у^1\> /3 =  1,2, соответствует применению метода 
квазиобращения для каждого операторного слагаемого в (7.147).

Выше (см. (7.140), (7.141)) мы отмечали тесную связь метода квази
обращения с алгоритмами локальной регуляризации (сглаживания на ка
ждом временном слое — (7.140), (7.142), (7.143)). В такой интерпретации 
регуляризованная схема (7.148) соответствует применению алгоритма ло
кальной регуляризации со сглаживанием по отдельным направлениям 
(см. (7.155)) и последующем усреднении в соответствии с (7.156).

С регуляризованной аддитивной схемой (7.148), с аддитивно-усред
ненной схемой (7.155), (7.156) естественно связать метод квазиобращения, 
который применяется для решения задачи (7.101), (7.102) при

р
А  = '^2  Ар, Ар = Ар ^  0, р = \ , 2 , . . . , р .

р=\
(7.157)
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В рассматриваемом нами случае двухкомпонентного расщепления р = 2. 
Приближенное решение задачи (7.101), (7.102), (7.157) определяется как 
решение задачи Коши для уравнения

Для решения задачи (7.104), (7.158) справедлива оценка устойчивости 
по начальным данным

С этой оценкой полностью согласуется полученная выше оценка ^-устой
чивости (см. (7.154)) для регуляризованной разностной схемы (7.148).

7.2.5. Программа
При приближенном решении задачи с обратным временем будем ис

пользовать регуляризованную аддитивную схему (7.148). Вычислительная 
реализация базируется на ее интерпретации как аддитивно-усредненной 
схемы (7.155), (7.156). Для решения сеточных пятидиагональных задач 
используется подпрограмма PR0G5, реализующая алгоритм пятиточечной 
прогонки. Подробное описание алгоритма и подпрограммы дано в п. 6.1.

Входные данные для задачи с обратным временем формируются 
из решения прямой задачи (7.77)-(7.79). Приближенное решение нахо
дится с использованием чисто неявной аддитивно-усредненной схемы

Разностное решение прямой задачи на конечный момент времени воз
мущается, и эта функция используется в качестве входных данных при 
решении обратной задачи.

Выбор параметра регуляризации проводился по невязке с использо
ванием последовательности

при заданных начальном значении ао =  0,001 и множителе q = 0,75. Для 
вычисления невязки дополнительно решается прямая задача, в которой 
в качестве начальных данных выступает решение обратной задачи.

(7.158)

а* =  <*оЯк, Я > 0,
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В нижеприведенной программе мы для простоты ограничились про
стейшим случаем постоянных коэффициентов, когда в (7.77) к(х) = 1, 
а в регуляризованной аддитивной схеме (7.155), (7.156) весовой параметр
(7=1.

Программа PROBLEM 11
с
С PR0BLEM11 - ЗАДАЧА С ОБРАТНЫМ ВРЕМЕНЕМ
С ДВУМЕРНАЯ ЗАДАЧА
С АДДИТИВНАЯ РЕГУЛЯРИЗОВАННАЯ СХЕМА
С

IMPLICIT REAL+8 ( А-Н, 0-Z )
PARAMETER ( DELTA = 0.01, N1 = 101, N2 = 101, М = 101 )
DIMENSION U0(N1,N2), UT(N1,N2), UTD(N1,N2), U(N1,N2),
+ X1(N1), X2(N2), Y(N1,N2), Y1(N1,N2), Y2(N1,N2), YY(N1),
+ A(N1), B(N1), C(N1), D(N1), E(N1), F(N1) ! N1 >= N2

C
С ПАРАМЕТРЫ ЗАДАЧИ:
С
C X1L, X2L
С X1R, X2R
С N1, N2
С HI, Н2
С TAU
С DELTA
С Q
С U0(N1,N2)
С UT(N1,N2)
С UTD(N1,N2)
С U(N1,N2)
С

X1L = 0.D1 
X1R = 1.D'
X2L = 0.D 
X2R = 1.D 
TMAX = 0.025D0 
PI = 3.1415926D0 

С
OPEN ( 01, FILE = гRESULT.DATг ) ! ФАЙЛ С РЕЗУЛЬТАТАМИ РАСЧЕТОВ 

СЕТКА

HI = (X1R-X1L) / (N1-1)
Н2 = (X2R-X2L) / (N2-1)
TAU = TMAX / (М-1)
DO I = 1, N1
XI(I) = X1L + (1-1)*Н1 

END DO
DO J = 1, N2
X2(J) = X2L + (J-l)*H2 

END DO

-  КООРДИНАТЫ ЛЕВОГО УГЛА;
-  КООРДИНАТЫ ПРАВОГО УГЛА;
-  ЧИСЛО УЗЛОВ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ СЕТКИ;
-  ШАГИ СЕТКИ ПО ПРОСТРАНСТВУ;
-  ШАГ ПО ВРЕМЕНИ;
-  УРОВЕНЬ ПОГРЕШНОСТИ ВО ВХОДНЫХ ДАННЫХ;
-  МНОЖИТЕЛЬ ПРИ ОПРЕДЕЛЕНИИ ПАРАМЕТРА РЕГУЛЯРИЗАЦИИ;
-  ВОССТАНАВЛИВАЕМОЕ НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ;
-  РЕШЕНИЕ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ НА КОНЕЧНЫЙ МОМЕНТ ВРЕМЕНИ;
-  ВОЗМУЩЕННОЕ РЕШЕНИЕ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ;
-  ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ;
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с
С ПРЯМАЯ ЗАДАЧА
С АДДИТИВНО-УСРЕДНЕННАЯ РАЗНОСТНАЯ СХЕМА
С
С НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ
С

DO I  = 1, N1 
DO J = 1, N2

U O (I,J )  = A U (X 1 ( I ) ,X 2 (J ) )
Y ( I , J )  = U O (I,J )

END DO 
END DO 
DO К = 2 , M 

C
С ПРОГОНКА ПО XI
C

DO J = 2 , N2-1 
C
С КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ В ПРЯМОЙ ЗАДАЧЕ
С

В (1 ) = О .DO
С (1) = 1 .DO
F ( l )  = О .DO 
А(N1) = О .DO 
С( N1) = 1 .DO 
F (N1) = О .DO 
DO I  = 2 , N1-1

А ( I ) = 1 .DO /  (H1*H1)
B ( I )  = 1 .DO /  (H1*H1)
C ( I )  = A( I ) + B ( I )  + 0.5D0 /  TAU 
F ( I )  = 0.5D0 *  Y ( I , J ) /  TAU 

END DO 
C
С РЕШЕНИЕ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ 
С

ITASK1 = 1
CALL PR0G3 ( N1, A, С, B, F, YY, ITASK1 ) 
DO I  = 1, N1 

Y1 ( I , J ) = Y Y (I)
END DO 

END DO 
C
С ПРОГОНКА ПО X2
C

DO I  = 2 , N1-1 
C
С КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ В ПРЯМОЙ ЗАДАЧЕ
С

В (1 ) = О .DO
С (1) = 1 .DO
F (1 ) = О .DO
A(N2) = О .DO 
C(N2) = 1 .DO
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F(N2) = 0.D0 
DO J = 2 , N2-1

А( J) = 1.D0 /  (H2*H2)
B (J ) = 1.D0 /  (H2*H2)
C (J ) = A (J ) + B (J ) + 0.5DO /  TAU 
F (J )  = 0.5D0 *  Y ( I , J ) /  TAU 

END DO

РЕШЕНИЕ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ 

ITASK1 = 1
CALL PR0G3 ( N2, A, С, B, F , YY, ITASK1 )
DO J = 1, N2 

Y 2 ( I , J ) = YY(J)
END DO 

END DO

АДДИТИВНОЕ УСРЕДНЕНИЕ

DO I  = 1, N1 
DO J = 1, N2

Y ( I , J) = 0.5D0 *  ( Y 1 ( I ,J )  + Y 2 ( I , J ) )
END DO 

END DO 
END DO

ВОЗМУЩЕНИЕ ИЗМЕРЯЕМЫХ ВЕЛИЧИН

DO I  = 1, N1 
DO J 8 1, N2

U T ( I ,J )  = Y ( I , J )
UTD( I , J ) = Y ( I , J )

END DO 
END DO
DO I  = 2 , N1-1 

DO J = 2 , N2-1
UTD( I , J ) = U T ( I ,J )  + 2 . *DELTA*(RAND( 0 ) - 0 . 5 )

END DO 
END DO

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА

ИТЕРАЦИОННЫЙ ПРОЦЕСС ПО ПОДБОРУ ПАРАМЕТРА РЕГУЛЯРИЗАЦИИ

IT  = О 
ITMAX = 100 
ALPHA = 0.001D0 
Q = 0.75D0 

100 IT  = IT  + 1

АДДИТИВНО-УСРЕДНЕННАЯ РЕГУЛЯРИЗОВАННАЯ СХЕМА

НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ
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DO I  = 1, N1 
DO J = 1, N2

Y ( I , J ) = UTD( I , J )
END DO 

END DO 
DO К = 2 , M

ПРОГОНКА ПО X I

DO J = 2 , N2-1

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ В ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ

DO I  = 2 , N1-1
А( I ) = ALPHA /  (Н 1 **4 )
В (1 ) = 4 . DO *  ALPHA /  (H l* * 4 )
С Ц ) = 6 . DO *  ALPHA /  (H l* * 4 )  + 0.5D0 /  TAU
D( I ) = 4 . DO *  ALPHA /  (H l* * 4 )
E ( I )  = ALPHA /  (H l* * 4 )
F ( I ) = 0.5D0 *  Y ( I , J) /  TAU

-  (Y ( I+ 1 ,J )  -  2 .D 0 * Y ( I , J) + Y ( I - 1 , J ) )  /  (H l* * 2 )
END DO
C ( l )  = 1 .DO
D(1 ) = 0 .DO
E ( l )  = 0.D0
F(1) = 0.D0
B (2 ) = 0 .DO
C (2) = 5 . DO *  ALPHA /  ( H l* * 4 )  + 0.5D0 /  TAU
C (N 1-1) = 5 . DO *  ALPHA /  ( H l* * 4 )  + 0.5D0 /  TAU
D (N 1-1) = 0 .DO
A(N1) = 0 .DO
B(N1) = 0.D0
C(N1) = 1 .DO
F(N1) = 0 .DO

РЕШЕНИЕ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ 

ITASK2 = 1
CALL PR0G5 ( N1, А, В, C, D, E, F, YY, ITASK2 ) 
DO I  = 1, N1 

Y 1 ( I , J ) = Y Y ( I)
END DO 

END DO

ПРОГОНКА ПО X2 

DO I  = 2 , N1-1

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ В ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ

DO J = 2 , N2-1
А( J ) = ALPHA /  (Н 2 **4 )
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+

В (J) = 4 . DO *  ALPHA /  (Н 2 **4 )
C (J) = 6 . DO * ALPHA /  (H 2 **4 ) + 0.5D0 /  TAU
D (J) = 4 . DO * ALPHA /  (H 2 **4 )
E (J ) = ALPHA /  (H 2 **4 )
F (J )  = 0.5D0 *  Y ( I , J ) /  TAU

-  ( Y ( I , J + l )  -  2 .D 0 * Y ( I ,J )  + Y ( I , J - 1 ) )  /  (H 2 **2 )
END DO 
C ( l ) _ 1 .DO
D ( l) = 0 .DO
E d ) = 0 .DO
F d ) = 0 .DO
B (2 ) = O.DO
C (2) = 5 . DO * ALPHA / (H 2 **4 ) + 0.5D0 /  TAU
C (N 2-1) = 5 . DO * ALPHA / (H 2 **4 ) + 0.5D0 /  TAU
D (N 2-1) = O.DO
A(N2) = O.DO
В (N2) = O.DO
C(N2) = 1 .DO
F(N2) = O.DO

РЕШЕНИЕ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ 

ITASK2 = 1
CALL PR0G5 ( N2, А, В, C, D, E, F , YY, ITASK2 ) 
DO J = 1, N2 

Y 2 ( I , J ) = Y Y(J)
END DO 

END DO

АДДИТИВНОЕ УСРЕДНЕНИЕ

DO I  = 1, N1 
DO J = 1, N2

Y ( I , J )  = 0.5D0 *  ( Y l ( I . J )  + Y 2 ( I , J ) )
END DO 

END DO 
END DO
DO I  = 1, N1 

DO J = 1, N2 
U ( I , J )  = Y ( I , J )

END DO 
END DO

ПРЯМАЯ ЗАДАЧА

DO К = 2 , M

ПРОГОНКА ПО X I

DO J = 2 , N2-1 
С
С КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ В ПРЯМОЙ ЗАДАЧЕ 
С
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В (1 ) = 0.D0
С (1) = 1 .DO
F ( l )  = О.DO 
А(N1) = 0.D0 
C(N1) = 1 .DO 
F (N1) = 0.D0 
DO I  = 2 , N1-1

A( I ) = 1 .DO /  (H1*H1)
B ( I )  = 1 .DO /  (H1*H1)
C ( I )  = A ( I ) + B ( I )  + 0.5D0 /  TAU 
F ( I )  = 0.5D0 *  Y ( I , J ) /  TAU 

END DO

РЕШЕНИЕ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ 

ITASK1 = 1
CALL PR0G3 ( N1, A, С, B, F , YY, ITASK1 ) 
DO I  = 1, N1 

Y K I . J )  = Y Y ( I)
END DO 

END DO

ПРОГОНКА ПО X2 

DO I  = 2 , N1-1

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ В ПРЯМОЙ ЗАДАЧЕ

В (1 ) = О .DO
С (1) = 1 .DO
F (1 ) = О.DO
A(N2) = О.DO 
C(N2) = 1 .DO 
F (N2) = 0 .DO 
DO J = 2 , N2-1

A( J ) = l.D O  /  (H2*H2)
B (J ) = l.D O  /  (H2*H2)
C (J ) = A ( J ) + B (J ) + 0.5D0 /  TAU 
F (J )  = 0.5D0 *  Y ( I , J) /  TAU 

END DO

РЕШЕНИЕ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ 

ITASK1 = 1
CALL PR0G3 ( N2, A, С, B, F , YY, ITASK1 ) 
DO J = 1, N2 

Y 2 ( I , J ) = Y Y(J)
END DO 

END DO

АДДИТИВНОЕ УСРЕДНЕНИЕ

DO I  = 1 , N1
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DO J = 1, N2
Y ( I , J )  = 0.5D0 *  ( Y 1 ( I , J ) + Y 2 ( I , J ) ) 

END DO 
END DO 

END DO

КРИТЕРИЙ ВЫХОДА ИЗ ИТЕРАЦИОННОГО ПРОЦЕССА

SUM = 0.D0 
DO I  = 2 , N1-1 

DO J = 2 , N2-1
SUM = SUM + ( Y ( I , J ) -  U T D (I, J ) ) **2*H 1*H 2 

END DO 
END DO
SL2 = DSQRT(SUM)

IF  ( IT .E Q . l )  THEN 
IND = 0
IF  (SL2.LT.DELTA) THEN 

IND = 1 
Q = 1.D0/Q 

END IF
ALPHA = ALPHA*Q 

GO TO 100 
ELSE

ALPHA = ALPHA*Q
IF  (IND.EQ.O .AND. SL2.GT.DELTA) GO TO 100 
IF  (IN D .E Q .l .AND. SL2.LT.DELTA) GO TO 100 

END IF

РЕШЕНИЕ

WRITE ( 01, *  ) ( ( U T D ( I ,J ) , I= 1 ,N 1 ) , J=1,N 2) 
WRITE ( 01, *  ) ( ( U ( I , J ) ,1 = 1 ,N 1 ), J=1,N 2) 
CLOSE ( 01 )
STOP END

DOUBLE PRECISION FUNCTION AU ( X I ,  X2 ) 
IM PLIC IT REAL*8 ( A-H, 0-Z  )

НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ

AU = O.DO
IF  ((X 1 -0 .6 D 0 )* *2  + (X 2 -0 . 6 D 0 )* * 2 . LE . 0 . 04D0) AU = l.D O  

C
RETURN
END

7.2.6. Примеры расчетов
Представленные ниже результаты получены при использовании рав

номерной сетки с h\ = 0,01, /1 2  =  0,01 для задачи в единичном квадрате.
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Рис. 7.5. Решение прямой задачи при t =  Т
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В качестве входных данных берется решение прямой задачи на момент 
времени Т = 0,025, шаг сетки по времени т =  0,00025. Для прямой за
дачи начальное условие, которое и есть точное решение обратной задачи 
на конечный момент времени, задается в виде

, nv /  !. (*i -  0,6)2 + (Х2 -  0,6)2 < 0,04,tt0(x, 0) =  < . '
} 0, (*, -  0,6)2 + (*2 -  0,6)2 > 0,04.

Решение прямой задачи на конечный момент времени (точное на
чальное условие для прямой задачи) показано на рис. 7.5. Представлены 
изолинии с шагом Аи = 0,05.

На рис. 7.6 представлено решение обратной задачи при уровне по
грешностей, определяемом величиной <5 =  0,01 (здесь Аи = 0,1). В нашем 
примере восстанавливается разрывная функция. В силу этого рассчиты
вать на большую точность не приходится. Влияние уровня погрешностей 
прослеживается на рис. 7.7, 7.8.

7.3. Итерационное решение 
ретроспективной задачи

Отмечаются основные особенности приближенного решения зада
чи с обратным временем при использовании итерационных методов 
уточнения начального условия. Рассматривается модельная задача для 
двумерного нестационарного параболического уравнения.

7.3.1. Постановка задачи
При решении обратных задач для уравнений математической физики 

широко используются градиентные итерационные методы при вариаци
онной формулировке обратной задачи. Здесь рассматривается наиболее 
простой итерационный метод при приближенном решении ретроспектив
ной обратной задачи для параболического уравнения второго порядка. 
Для поставленной обратной задачи итерационно уточняется начальное 
условие, т. е. на каждой итерации решается обычная прямая краевая 
задача для параболического уравнения.

На основе общей теории итерационных методов решения оператор
ных уравнений устанавливаются достаточные условия сходимости итера
ционного процесса, проводится выбор итерационных параметров. В таких 
задачах оператор перехода на новое итерационное приближение позво
ляет выделить приближенное решение искомого класса гладкости.

Рассмотрим в качестве модельной двумерную задачу в прямоуголь-

П =  {х | х =  {Х[,хг), 0 <хр <1р, (3= 1,2}.
нике
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В Q, ищется решение параболического уравнения
2dtl г~л

T t ~ h

д
дхр (в д £ ) =

О, X G O ,  0 ^ t < T , (7.159)

дополненного простейшими однородными граничными условиями пер
вого рода:

и(х, 0  =  0, х Е д£1, 0 ^ t < T .  (7.160)
В рассматриваемой обратной задаче вместо задания решения на на
чальный момент времени t =  0 задается решение на конечный момент 
времени:

u(x, Т)=(р(х),  х Е П .  (7.161)
Такая обратная задача корректна, например, в классах ограниченных 
решений.

7.3.2. Разностная задача
Поставим в соответствие дифференциальной задаче (7.159)—(7.161) 

дифференциально-разностную задачу, проведя дискретизацию по про
странству. Будем считать для простоты, что в области П введена равно
мерная по каждому направлению сетка с шагами hp, (3 =  1,2, и пусть 
ш — множество внутренних узлов.

На множестве сеточных функций у(х) таких, что у(х) = 0 ,  х £ а;, 
определим сеточный оператор Л соотношением

2

Л» =  - ' E ' t o V s J x f ,  (7.162)
0= I

положив, например,

ai(x) =  к(х\ -  0,5h \ , x 2), 

a2(x) =  к(х \ , х 2 -  0 ,5 /1 2 ).

В сеточном гильбертовом пространстве Н  скалярное произведение и нор
му введем соотношениями

(у, «О =  y(\)w(x)hih2, lli/ll =  {у, у)' /г.
х е ш

В Н  имеем Л =  Л* > 0. От (7.159)—-(7.161) перейдем к дифференциально
операторному уравнению
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при заданном
у(Т) = <р, х е ш .  (7.164)

Ранее мы обсуждали возможности построения регуляризирующих 
алгоритмов для приближенного решения задачи (7.163), (7.164) на основе 
возмущения уравнения или же начального условия. Здесь для реше
ния обратной задачи (7.163), (7.164) будем использовать итерационные 
методы.

7.3.3. Итерационное уточнение начального условия
Будем ориентироваться на применение методов, в которых на ка

ждой итерации соответствующие корректные задачи решаются на основе 
использования стандартных двухслойных разностных схем.

Пусть вместо обратной задачи (7.163), (7.164) рассматривается прямая 
задача для уравнения (7.163), когда вместо (7.164) используется начальное 
условие

y(0) = v , xGw.  (7.165)
Обозначим через уп разностное решение на момент времени tn =  пт, 

где т > 0 — шаг по времени, причем Щт =  Т. При использовании 
обычной двухслойной схемы с весами переход на новый временной слой 
в задаче (7.163), (7.165) осуществляется в соответствии с

— — — + A((Tj/n+1 +  (1 -  a)yn) =  0, n =  0, 1, (7.166)
т

yo = v, x E u (7.167)
Как хорошо известно, схема с весами (7.166), (7.167) безусловно 

устойчива при сг ^  1/2, и справедлива следующая оценка устойчивости

| | ! Г п + | | |  <  Ш I <  . . .  <  \Ы\ =  I N I ,  П  =  о ,  1 , . . . ,  No -  1 .  ( 7 . 168)

Тем самым норма решения со временем убывает.
Для приближенного решения обратной задачи (7.163), (7.164) будем 

использовать простейший итерационный процесс, основанный на по
следовательном уточнении начального условия и решения на каждой 
итерации прямой задачи. Придадим этой задаче соответствующую опера
торную формулировку.

Из (7.166), (7.167) для заданного уо на конечный момент времени 
получим

VNo = SNv, (7.169)

где S  — оператор перехода с одного временного слоя на другой:

S -  (Е + <ттА)~1 (Е + ( а -  1)тЛ). (7.170)
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С учетом (7.163), (7.164) и (7.169) приближенному решению обратной 
задачи естественно сопоставить решение следующего сеточного опера
торного уравнения

Av = <p, х е ш ,  А = SN. (7.171)
В силу самосопряженности оператора Л самосопряженным является 

оператор перехода S  и оператор А в (7.171). Однозначная разреши
мость сеточного уравнения (7.171) будет иметь место, например, при 
положительности оператора А. Это условие будет выполнено для поло
жительного оператора перехода S. Принимая во внимание представление
(7.170), получим S > 0 при

<т>1.  (7.172)
Условие (7.172) на вес схемы (7.166), (7.167) является более жестким, 
чем обычное условие устойчивости. В нашем случае для оператора А , 
определяемого согласно (7.171), при ограничениях (7.172) имеем

0 < А  = А*< Е.  (7.173)
Для решения уравнения (7.171), (7.173) можно использовать явный 

двухслойный итерационный метод, который записывается в виде
Vk + \ - V k
--------------\-Avk = ( f4 (7.174)

sk+\
где sk + 1 — итерационные параметры. Разностное решение, которое со
ответствует начальному условию vk обозначим

Рассматриваемый итерационный метод соответствует следующей ор
ганизации вычислений при приближенном решении ретроспективной 
обратной задачи (7.159), (7.160).

Сначала при заданном vk решается прямая задача с использованием 
разностной схемы

(к) _  (к)
Уп+'т Уп + Л ( с г ^ ,+ ( 1 - < т ) ^ )) = 0 , « =  0 ,1.......JV o-I, (7.175)

Уок) = Щ, х е ш ,  (7.176)
(к)для определения .

После того как найдено решение прямой задачи на конечный момент 
времени в соответствии с (7.174) уточняется начальное условие:

vk+i= v k - s k+l(yM-<p).  (7.177)
Как следует из общей теории итерационных методов, скорость схо

димости метода (7.174) при решении уравнения (7.171) определяется 
постоянными энергетической эквивалентности 7 ^, /3 =  1 , 2 :

7 \Е ^ А ^  7 2  Е ,  7 i  >  0 . (7.178)
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Принимая во внимание (7.173), можно положить 7 2  =  1. Положительная 
постоянная 7 1  зависит от сетки и лежит вблизи нуля.

Для стационарного итерационного метода ($*,. =  $о =  const в (7.174)) 
условия сходимости имеют в наших условиях вид 5 о ^  2. Для опти
мального постоянного значения итерационного параметра имеем sq «  1 . 
Для ускорения сходимости необходимо ориентироваться на применение 
итерационных методов вариационного типа. При использовании итера
ционного метода минимальных невязок для итерационных параметров 
имеем

(Ark, r k)

В этом случае на каждой итерации минимизируется норма невязки, т. е. 
верна оценка

Iht+ill < \ \ Ы \  < . . .  < ||г0||.
При использовании более общего неявного итерационного метода 

вместо (7.174) имеем

n Vk+\ -  vk
В ------------+ Avk = <Pn (7.179)

Sfc+\

где В = В* > 0. В методе минимальных поправок для итерационных 
параметров используются расчетные формулы

(Awk,wk)
(B~lAwk,Awk) ’

Щ — В ]rk.

Для этого случая минимизируется поправка ŵ +i на каждой итерации, 
т. е. верна оценка

I K + i l l  <  11*0*11 <  . . .  <  I K I I -
Аналогично рассматриваются и более быстрые трехслойные вариацион
ные итерационные методы.

Отметим некоторые особенности выбора оператора В  при решении 
некорректных задач. В обычных итерационных методах выбор операто
ра В  подчинен исключительно ускорению скорости сходимости итераци
онного метода. При решении некорректных задач итерационный процесс 
обрывается до достижения невязки, величина которой определяется по
грешностью входных данных. Для нас важно не только с какой скоростью 
сходится итерационный процесс на этом участке убывания, но и в каком 
классе гладкости этот итерационный процесс сходится, в какой норме не
обходимый уровень невязки достигается. Принципиальная особенность 
приближенного решения некорректных задач итерационными методами 
состоит в том, что выделение приближенного решения из необходимого 
класса гладкости достигается выбором оператора В .
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7.3.4. Программа
Рассматриваемый итерационный метод базируется на уточнении на

чального условия для решения хорошо изученной прямой задачи. Для 
реализации неявных разностных схем (7.175), (7.176) приходится на ка
ждом временном шаге решать двумерные сеточные эллиптические задачи. 
С этой целью мы используем итерационные методы (внутренний итера
ционный процесс).

Программа PR0BLEM12

PROBLEM12 -  ЗАДАЧА С ОБРАТНЫМ ВРЕМЕНЕМ 
ДВУМЕРНАЯ ЗАДАЧА
ИТЕРАЦИОННОЕ УТОЧНЕНИЕ НАЧАЛЬНОГО УСЛОВИЯ

51, М = 101 )
IM PLIC IT REAL*8 ( А-Н, 0-Z  )
PARAMETER ( DELTA = 0 .01D 0, N1 = 51 , N2 
DIMENSION A (1 7 *N 1 *N 2 ), X I (N 1 ), X2(N2) 
COMMON /  SB5 /  IDEFAULTC4)
COMMON /  CONTROL /  IREPT, NITER

ПАРАМЕТРЫ ЗАДАЧИ:

X1L, X2L -  КООРДИНАТЫ ЛЕВОГО УГЛА;
X1R, X2R -  КООРДИНАТЫ ПРАВОГО УГЛА;
N1, N2 -  ЧИСЛО УЗЛОВ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ СЕТКИ;
H I, Н2 -  ШАГИ СЕТКИ ПО ПРОСТРАНСТВУ;
TAU -  ШАГ ПО ВРЕМЕНИ;
DELTA -  УРОВЕНЬ ПОГРЕШНОСТИ ВО ВХОДНЫХ ДАННЫХ;
U0(N1,N2) -  ВОССТАНАВЛИВАЕМОЕ НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ;
UT(N1,N2) -  РЕШЕНИЕ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ НА КОНЕЧНЫЙ МОМЕНТ ВРЕМЕНИ;
UTD(N1,N2) -  ВОЗМУЩЕННОЕ РЕШЕНИЕ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ;
U(N1,N2) -  ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ;
EPSR -  ОТНОСИТЕЛЬНАЯ ТОЧНОСТЬ РЕШЕНИЯ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ;
EPSA -  АБСОЛЮТНАЯ ТОЧНОСТЬ РЕШЕНИЯ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ;

С EQUIVALENCE (А (1 ) , AO )
с * (A (N + 1), A1 )
с * (A (2 *N + 1 ), A2 )
с * (A (9 *N + 1 ), F )
с * (A (1 0 *N + 1 ), UO )
с * (A (1 1 *N + 1 ), UT )
с * (A (1 2 *N + 1 ), UTD )
с * (A (1 3 *N + 1 ), U )
с * (A (1 4 *N + 1 ), V )
с * (A (1 5 *N + 1 ), R )
с * (A (1 6 *N + 1 ), BW )
с

X1L = 0 .DO
X1R = 1 .DO
X2L = O.DO
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X2R = 1.D0 
ТМАХ = 0.025D0 
P I = 3 . 1415926D0 
EPSR = 1 .D -5  
EPSA = 1 .D -8  

С
OPEN ( 01 , FILE  = ’ RESULT.DAT’ ) ! ФАЙЛ С РЕЗУЛЬТАТАМИ РАСЧЕТОВ 

С
С СЕТКА 
С

HI = (X1R-X1L) /  (N 1-1)
Н2 = (X2R-X2L) /  (N 2-1 )
TAU = ТМАХ /  (М -1)
DO I  = 1, N1

X I ( I )  = X1L + Ц -1 )* Н 1  
END DO
DO J = 1, N2

X 2 (J ) = X2L + ( J -1 )*H 2  
END DO 

C
N = N1*N2 
DO I  = 1, 17*N 

A ( I )  = 0 .0  
END DO 

C
С ПРЯМАЯ ЗАДАЧА
С ЧИСТО НЕЯВНАЯ РАЗНОСТНАЯ СХЕМА
С
С НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ
С

Т = 0.D0
CALL IN IT  ( A (1 0 *N + 1 ), X I,  Х2, N1, N2 )
DO К = 2 , М

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ В ПРЯМОЙ ЗАДАЧЕ

CALL FDST ( А ( 1 ) , A (N + 1), A (2 *N + 1 ), A (9 *N + 1 ), A (10 *N + 1),
+ H I, H2, N1, N2, TAU )

C
С РЕШЕНИЕ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ
С

ID EFAU LT(l) = О
IREPT = О
CALL SBAND5 ( N, N1, A ( l ) ,  A (1 0 *N + 1 ), A (9 *N + 1 ), EPSR, EPSA ) 

END DO 
C
С ВОЗМУЩЕНИЕ ИЗМЕРЯЕМЫХ ВЕЛИЧИН
С

DO I  = 1, N
A (1 1 *N + I) = A (1 0 *N + I)
A (1 2 *N + I) = A (1 1 *N + I) + 2 . *DELTA*(RAND( 0 ) - 0 .5 )

END DO 
C
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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА 
ИТЕРАЦИОННЫЙ МЕТОД

IT  = О

НАЧАЛЬНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ

DO I  = 1, N
A (1 4 *N + I) = О.DO 

END DO

100 IT  = IT  + 1

ПРЯМАЯ ЗАДАЧА

T = 0.D0

НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ

DO I  = 1, N
A (1 0 *N + I) = A (1 4 *N + I)

END DO 
DO К = 2 , M

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ В ПРЯМОЙ ЗАДАЧЕ

CALL FDST ( А ( 1 ) ,  A (N +1), A (2 *N + 1 ), A (9 *N + 1 ), A (10 *N + 1),
+ H I, H2, N1, N2, TAU )

РЕШЕНИЕ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ

IDEFAULT(l) = О 
IREPT = О
CALL SBAND5 ( N, N1, A ( l ) ,  A (10 *N + 1), A (9 *N + 1 ), EPSR, EPSA ) 

END DO

НЕВЯЗКА

DO I  = 1, N
A (1 5 *N + I) = A (1 0 *N + I) -  A (1 2 *N + I)

END DO

ПОПРАВКА

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ В ПРЯМОЙ ЗАДАЧЕ

CALL FDSB ( А ( 1 ) , A (N +1), A (2 *N + 1 ), A (9 *N + 1 ), A (15 *N + 1),
+ H I, H2, N1, N2 )

C
С РЕШЕНИЕ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ 
С

IDEFAULT(l) = О
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IREPT = О
CALL SBAND5 ( N, N1, A ( l ) ,  A (13 *N + 1), A (9 *N + 1 ), EPSR, EPSA ) 

ИТЕРАЦИОННЫЕ ПАРАМЕТРЫ 

Т = 0.D0 

НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ

DO I  = 1, N
A (1 0 *N + I) = A (1 3 *N + I)

END DO 
DO К = 2 , M

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ В ПРЯМОЙ ЗАДАЧЕ

CALL FDST ( А ( 1 ) , A (N + 1), A (2 *N + 1 ), A (9 *N + 1 ), A (10 *N + 1),
+ H I,  H2, N1, N2, TAU )

РЕШЕНИЕ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ

ID EFAU LT(l) = О 
IREPT = О
CALL SBAND5 ( N, N1, A ( l ) ,  A (10 *N + 1), A (9 *N + 1 ), EPSR, EPSA ) 

END DO

МЕТОД МИНИМАЛЬНЫХ НЕВЯЗОК

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ В ПРЯМОЙ ЗАДАЧЕ

CALL FDSB ( А ( 1 ) ,  A (N + 1), A (2 *N + 1 ), A (9 *N + 1 ), A (10 *N + 1),
+ H I, H2, N1, N2 )

РЕШЕНИЕ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ

ID EFAU LT(l) = О 
IREPT = О
CALL SBAND5 ( N, N1, A ( l ) ,  A (1 6 *N + 1 ), A (9 *N + 1 ), EPSR, EPSA )

SUM = O.DO 
SUM1 = O.DO 
DO I  = 1, N

SUM = SUM + A (1 0 *N + I)*A (1 3 *N + I)
SUM1 = SUM1 + A (1 6 *N + I)*A (1 0 *N + I)

END DO
SS = SUM /  SUM1 

НОВОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ

DO I  = 1, N
A (1 4 *N + I) = A (1 4 *N + I) -  S S *A (13*N + I) 

END DO
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С ВЫХОД ИЗ ИТЕРАЦИОННОГО МЕТОДА ПО НЕВЯЗКЕ
с

SUM = 0.D0 
DO I = 1, N

SUM = SUM + A (1 5 *N + I)**2 *H 1 *H 2  
END DO
SL2 = DSQRT(SUM)
IF  (SL2.GT.DELTA) GO TO 100 

C
С РЕШЕНИЕ
C

DO I  = 1, N
A (1 3 *N + I) = A (1 4 *N + I)

END DO
WRITE ( 01 , *  ) (A (1 1 * N + I) , 1 = 1 ,N)
WRITE ( 01 , *  ) (A (1 3 * N + I) , 1 = 1 ,N)
CLOSE ( 01 )
STOP
END

C
SUBROUTINE IN IT  ( U, X I ,  X2, N1, N2)

C
С НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ
С

IM PLICIT REAL*8 ( A-H, 0-Z  )
DIMENSION U (N 1,N 2 ), X I (N 1 ), X2(N2)
DO I  = 1, N1 

DO J = 1, N2 
U ( I , J )  = O.DO
IF  ( ( X 1 ( I ) -0 .6 D 0 ) * * 2  + (X 2 ( J ) - 0 . 6 D 0 )* * 2 . LE . 0 . 04D0)

+ U ( I , J )  = 1 .DO
END DO 

END DO 
C

RETURN
END

C
SUBROUTINE FDST ( AO, A l,  A2, F , U, H I,  H2, N1, N2, TAU )

ФОРМИРОВАНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ 
ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
ПРИ ИСПОЛЬЗОВАНИИ ЧИСТО НЕЯВНОЙ СХЕМЫ

IM PLICIT REAL*8 ( A-H, 0-Z  )
DIMENSION A 0(N 1,N 2 ), A 1 (N 1 ,N 2 ), A 2 (N 1 ,N 2 ), F (N 1 ,N 2 ), U(N1,N2) 

C
DO J = 2 , N2-1 

DO I  = 2 , N1-1
A 1 ( I - 1 ,J )  = 1 .D 0/(H 1*H 1)
A l ( I , J ) = 1 .DO/(H1*H1)
A 2 ( I , J - l )  = 1 .DO /(H2*H2)
A 2 ( I , J) = 1 .DO/(H2*H2)
A O (I,J )  = A l ( I , J ) + A 1 ( I - 1 , J )  + A 2 ( I , J ) + A 2 ( I , J - l )
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+ + 1.D0/TAU
F(I, J) = U(I,J)/TAU 

END DO 
END DO 

C
С ОДНОРОДНЫЕ ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ ПЕРВОГО РОДА 
С

DO J = 2, N2-1 
АО(1,J) = 1.DO 
A1(1,J) = О.DO 
A2(1,J) = О.DO 
F(1,J) = О.DO

END DO 
С

DO J = 2, N2-1 
AO(Nl.J) = 1.DO 
A1(N1-1,J) = O.DO 
A1(N1, J) = O.DO 
A2(N1,J) = O.DO 
F(N1, J) = O.DO 

END DO 
C

DO I = 2, N1-1 
AO(I,1) = 1.DO 
A1(1,1) = O.DO 
A2(I,1) = O.DO 
F(I,1) = O.DO

END DO 
C

DO I = 2, N1-1 
A0(I,N2) = 1.DO
AKI,N2) = O.DO
A2(I,N2) = O.DO
A2(I,N2-1) = O.DO 
Fa,N2) = O.DO

END DO 
C

AOd.l) = 1 .DO 
A1 (1,1) = O.DO 
A2(l,1) = O.DO 
F(1,1) = O.DO

C
AO(Nl,1) = 1.DO 
A2(N1,1) = O.DO 
F(N1,1) = O.DO

C
A0(1,N2) = 1.DO 
AKI,N2) = O.DO 
Fa,N2) = O.DO

C
A0(N1,N2) = 1.DO 
F(N1,N2) = O.DO
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RETURN
END

С
SUBROUTINE FDSB ( АО, Al, А2, F, U, HI, H2, N1, N2 )

ФОРМИРОВАНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ 
ДЛЯ СЕТОЧНОГО ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

С

С
С
С

С

С

С

IMPLICIT REAL*8 ( А - Н ,  0-Z )
DIMENSION A0(N1,N2), A1(N1,N2), A2(N1,N2), F(N1,N2), U(N1,N2)

DO J = 2, N2-1 
DO I  = 2, N1-1

A l( I —1, J) = 1.D0/(H1*H1)
A l ( I , J) = 1.DO/(H1*H1)
A 2 (I, J - l)  = 1.DO/(H2*H2)
A 2 (I, J) = 1.D0/(H2*H2)
AO(I,J) = A l ( I , J) + A 1(I-1 ,J ) + A 2 (I, J) + A 2 (I,J - l)

+ 1 .DO
F ( I , J) = U (I,J )

END DO
END DO

О Д Н О Р О Д Н Ы Е  Г Р А Н И Ч Н Ы Е  У С Л О В И Я  П Е Р В О Г О  Р О Д А

DO J = 2, N2-1 
А О (1 ,J) = 1.DO 
A l( l ,J )  = О .DO 
A 2 (l, J) = O.DO 
F (1 , J) = O.DO

END DO

DO J = 2, N2-1 
AO(Nl,J) = 1 .DO 
A l(N1-1,J) = O.DO 
A l(N1,J) = O.DO 
A2(N1, J) = O.DO 
F(N1, J) = O.DO

END DO

DO I  = 2, N1-1 
AO(I,1) = 1.DO 
A l ( I ,1) = O.DO 
A 2 (I,1) = O.DO 
F (1 ,1) = O.DO

END DO

DO I  = 2, N1-1 
A0(I,N2) = 1.DO
A 1 (I,N2) = O.DO
A2(I,N2) = O.DO
A 2 (I,N2-1) = O.DO 
F U ,N2) = O.DO
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END DO 
С

АО(1,1) = 1.DO 
А1 (1,1) = О.DO 
А2(1,1) = О.DO 
F(1,1) = О.DO

С
AO(Nl,1) = 1.DO 
A2(N1,1) = 0.DO 
F(N1,1) = O.DO

C
A0(1,N2) = 1.DO 
Al(l,N2) = O.DO 
F(1,N2) = O.DO

C
A0(N1,N2) = 1.DO 
F(N1,N2) = O.DO

C
RETURN
END

В подпрограмме FDST формируются коэффициенты сеточной элли
птической задачи, которая решается на новом шаге по времени. В под
программе FDSB задаются коэффициенты сеточного эллиптического опе
ратора В  в итерационном процессе (7.179), причем

2

Ву = -  ^ 2  У ьч  + У-

Для решения сеточных эллиптических задач используется подпрограмма 
SBAND5.

7.3.5. Результаты расчетов
Как и при рассмотрении регуляризованных разностных схем для 

приближенного решения задачи с обратным временем использовалась 
равномерная сетка с h\ = 0,02, h2 =  0,02 для модельной задачи с k(x) =  1 
в единичном квадрате. В рамках квазиреального эксперимента решается 
прямая задача при Т  =  0,025, при использовании сетки по времени 
с т = 0,00025. Использовалась чисто неявная разностная схема (a = 1). 
Для прямой задачи начальное условие (точное решение обратной задачи 
на конечный момент времени) снова задается в виде

J  1, (*| -  °>6)2 + (*2 -  0,6)2 < 0,04,
И° Х’ \ о ,  (ж, -  0,6)2 + ( * 2  -  0,6)2 > 0,04.

Решение прямой задачи на конечный момент времени показано на 
рис. 7.5.
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Рис.7.10. Решение обратной задачи при е  = 0,0001
о.оо 1.00
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Для иллюстрации возможностей по восстановлению кусочно-разрыв
ного начального условия приведем данные расчетов при невозмущенных 
входных данных (разностном решении прямой задачи при t = Г). Ите
рационный процесс прерывался при достижении невязкой гk =  Avk -  <р 
оценки \\гк\\ ^  е. Приближенное решение при е =  0,001 и е = 0,0001 
показано на рис. 7.9 и 7.10 соответственно (нарисованы изолинии с ша
гом Аи = 0,05). Существенное (в 10 раз) изменение в точности решения 
обратной задачи приводит к небольшому уточнению приближенного ре
шения. В рассматриваемом примере мы не можем рассчитывать на более 
точное воспроизведение кусочно-разрывного начального условия.

При возмущении входных данных необходимо ориентироваться на 
выделение гладкого начального решения обратной задачи с помощью 
выбора оператора В ф Е  в итерационном процессе (7.179). На рис. 7.11 
(с. 336) представлено решение обратной задачи при погрешностях д =  0,01. 
Решение задачи при большем и меньшем уровне погрешностей иллю
стрируется рис. 7.12, 7.13 (с. 336, 337).

7.4. Эволюционное уравнение 
второго порядка

Классическим примером некорректной задачи является задача Ко
ши для эллиптического уравнения (пример Адамара). Рассматриваются 
основные возможности по построению устойчивых алгоритмов реше
ния такого типа эволюционных обратных задач. Кратко обсуждаются 
методы с возмущением начальных условий и исходного эволюционного 
уравнения второго порядка, представлена программа, в которой для при
ближенного решения задачи Коши для уравнения Лапласа используются 
регуляризованные разностные схемы.

7.4.1. Модельная задача
Будем рассматривать простейшую обратную задачу для двумерного 

уравнения Лапласа. Начнем с формулировки прямой задачи. В прямо
угольнике

QT = И х [0, Г], П =  {х | 0 < ж < I}, 0 <  « < Г
функция и(х , t) удовлетворяет уравнению 

д^и д^и
— г + — т = 0 ,  0 < х < 1  0 < t < T .  (7.180)
otL ox1

Дополним это уравнение некоторыми граничными условиями. На боко
вых частях границы положим

tt(0,*) =  0, u(l,t) = 0, 0 < £ < Г . (7.181)
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На верхнем и нижнем основаниях считаем заданными граничные условия 

du
—  (ж, 0 ) =0 ,  O ^ x ^ l ,  (7.182)
ot

u(x,T)  =  Ut {x), O ^ x ^ l .  (7.183)

Среди обратных эволюционных задач для уравнения (7.180) можно 
выделить задачу Коши и задачу продолжения решения краевой задачи. 
Задача Коши формулируется следующим образом. Пусть граничное усло
вие при t = Т  не задано, но известно решение при t = 0, т. е. вместо
(7.183) задано условие

и(х, 0) =  щ(х), O ^ x ^ L  (7.184)

При решении практических задач интерес может представить и задача 
продолжения решения прямой задачи (7.180)—(7.183) за границу расчет
ной области. Например, нас интересует решение u(x , t) в области Qt+at 
при Д Т > 0, т. е. решение продолжается в область, прилегающую к верх
нему участку границьг Задача продолжения после решения задачи внутри 
расчетной области Qr сводится к задаче Коши типа (7Л 80)—(7.182),
(7.184) . Интерес представляет также и возможность перехода от задачи 
Коши к задаче продолжения. С учетом этого замечания в дальнейшем мы 
сосредоточимся на задаче Коши.
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Задачу (7.180)—(7.182), (7.184) будем рассматривать с несколько бо
лее общих позиций как задачу Коши для дифференциально-операторного 
уравнения второго порядка. Для функций, заданных в П = (0, 1), опре
делим обычным образом гильбертово пространство % = С2($1). На мно
жестве функций, обращающихся в нуль на 0П, определим оператор

d2u
дх2 ’

0 <  х  < I.

Среди основных свойств этого оператора отметим, что в %

(7.185)

А* = А  ^  гпЕ, га > 0. (7.186)

Уравнение (7.180), дополненное условиями (7.181) на границе, запи
сывается как дифференциально-операторное уравнение для нахождения 
u(t) £ П:

d2u
—т -  Au = 0, 0 < $ < Т.
at1

(7.187)

Начальные условия (7.182) и (7.184) дают

и( 0) =  щ, (7.188)

du
—  (0) =  0. (7.189)

В (7.187) оператор А  самосопряжен и положительно определен. Некор
ректность задачи (7.187)—(7.189) обусловлена отсутствием непрерывной 
зависимости от входных данных (начальных условий). Условная коррект
ность имеет место в классе ограниченных в % решений.

7.4.2. Эквивалентное уравнение первого порядка
При построении регуляризирующих алгоритмов для приближенного 

решения задачи (7.187)—(7.189) может оказаться полезным переход к за
даче Коши для эволюционного уравнения первого порядка. В этом случае 
мы можем ориентироваться на использование ранее рассмотренных под
ходов к решению некорректных задач для эволюционных уравнений, 
связанных с возмущением начальных условий и (или) самого уравнения.

Простейшее преобразование, связанное с обычным введением век
тора неизвестных U = {u \ ,u2}> U\ =  u, u2 =  du/dt  приводит к системе 
уравнений первого порядка с несамосопряженным оператором. Такой 
подход более подробно обсуждается ниже.

Для задачи (7.187)—(7.189) можно учесть самосопряженность и поло
жительность оператора А. Сделаем замену переменных

<40 -  \  ( « -  А - ' ^ ) , »<<> =  j  ( « + (7.190)
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Тогда из (7.187) следует, что новые неизвестные v(t) и w(t) удовлетворяют 
уравнениям первого порядка:

~ + A ll2v = 0, ^ - Д ' /2то =  0. (7.191)
at at

С учетом (7.188), (7.189) и введенных обозначений (7.190) для уравнений 
(7.191) ставятся начальные условия

w(0) =  ^и 0, w(0) =  ^и0- (7.192)

Таким образом, от некорректной задачи (7.187)—(7.189) мы прихо
дим к корректной задаче для определения v(t) и некорректной задаче для 
w(t). Поэтому регуляризирующие алгоритмы для задачи (7.187)—(7.189) 
могут строиться на основе регуляризации расщепленной системы уравне
ний (7.191). Ниже при рассмотрении метода квазиобращения для задачи
(7.187)—(7.189) мы отметим некоторые возможности в этом направлении. 
В плане практической реализации естественно ориентироваться на вари
анты возмущения, которые не связаны с вычислением квадратного корня 
оператора А.

Определим вектор U =  {u\ ,u2} и пространство Ч 2 как прямую сумму 
пространств Ч: V 2 =  ЧФЧ.  Сложение в Ч 2 проводится покоординатно, 
а скалярное произведение определяется следующим образом:

(U,V)  =  ( u u v l) + (u2,v2).

Пусть Mi = v, u2 = w, тогда система уравнений (7.191) принимает 
вид

1 II о (7.193)

о1

{ 0 д | / 2Г
(7.194)

Уравнение (7.194) дополняется начальным условием (см. (7.192))

£7(0) =  Uo, Uo = |^ « о ,  ^«0 j  • (7.195)

Задача (7.193), (7.195) принадлежит к рассмотренному ранее классу 
некорректных задач для уравнений первого порядка. Особенность задачи 
обусловлена тем, что оператор С (см. (7.194)) не знакоопределен.

Отметим некоторые возможности перехода к эквивалентной системе 
уравнений первого порядка в более общих условиях, когда, например,
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оператор А  несамосопряжен. Пусть компоненты вектора U = {1*1 , 1 4 2}

Тогда исходная задача (7.187)—(7.189) записывается в виде (ср. с (7.193)- 
(7.195)) уравнения (7.193), которое дополняется начальным условием

Тем самым от задачи Коши для эволюционного уравнения второго по
рядка мы снова перешли к задаче Коши для эволюционного уравнения 
первого порядка.

7.4.3. Возмущение начальных условий
Дадим краткую характеристику возможностей использования мето

дов, основанных на нелокальном возмущении начальных условий, для 
приближенного решения некорректной задачи Коши для эволюционных 
уравнений второго порядка. При ориентации на общие задачи требует
ся, вообще говоря, возмущение двух начальных условий. Пусть вначале 
ставится некорректная задача определения u = u(t) Е И из уравнения
(7.187), дополненного начальными условиями (7.188), (7.189).

Приближенное решение uQ(t) определяется как решение следующей 
нелокальной задачи:

Нелокальная задача (7.199)—(7.201) характеризуется тем, что возму
щается только одно начальное условие (см. (7.200)). Оценка устойчивости 
дается следующим утверждением.
Теорема 7.14. Для решения нелокальной задачи (7.199)—(7.201) имеет ме
сто оценка

9
из И~ определяются следующим образом:

du
U\ =  и ,  Щ  =  — (7.196)

U(0) = UQ, и 0 = {щ,0}.  

Для оператора С получим представление

(7.197)

(7.198)

(7.200)

(7.201)

(7.199)

1М*)Н < 11̂0lift (7.202)
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Доказательство. Решение задачи (7.199)—(7.201) записывается в обычном 
операторном виде

ua(t) =R(t,a)uo  (7.203)
при

R(t,a)  = c h (A l/2t)(E + a c h ( A l/2T ) y ' .  (7.204)
Считаем, что спектр оператора А  дискретный и состоит из собственных 
значений 0 < Ai ^  Л2 ^  . . . ,  а соответствующая система собственных 
функций {wk}, wk Е D(A), k — 1,2, . . .  ортонормирована и полна в Ч. 
В этих условиях для решения задачи (7.199)—(7.201) имеем представление

00

u<x(t) =  5 > .  wk) Ch (A]/2t) ( 1  +  a c h  ( \ lk/2T))~'wk.
k=  1

Отсюда и следует оценка устойчивости (7.202). ■
Можно установить регуляризирующие свойства рассматриваемого 

алгоритма возмущения начального условия, полностью аналогичные слу
чаю уравнения первого порядка (см. теорему 7.2). Пусть вместо точного 
начального условия щ  задано приближенное и*. Как обычно считаем, 
что имеется оценка погрешности вида

| К - « о | | < * .  (7-205)

Приближенное решение, соответствующее неточным начальным услови
ям, определяется из уравнения (7.199), условия (7.201) и нелокального 
условия

иа( 0) +  аиа(Т) = и60. (7.206)
Теорема 7.15. При выполнении (7.205) решение задачи (7.199), (7.201), 
(7.206) сходится к ограниченному в Ч решению задачи (7.187)—(7.189), если 
8 -> 0, a((J) -> 0, 8/а  -> 0.

Покажем связь нелокальной задачи (7.199)—(7.201) с некоторой за
дачей оптимального управления. Здесь решение задачи оптимального 
управления, как и нелокальной задачи, мы получаем на основе исполь
зования метода разделения переменных.

Пусть v Е Ч — искомое управление, и ua(t; v) определяется как 
решение задачи:

Аиа = 0, 0 < t <  Т, (7.207)

иа(Т ; v) =  v, (7.208)

ОIIg

(7.209)
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Функционал качества возьмем в простейшем виде:

Ja(v) = ||«а (0; v) -  u0||2 + <*|М|2. (7.210)

Оптимальное управление w соответствует

Ja(w) = min Ja(v). (7.211)
ven

Решение задачи оптимального управления (7.207)—(7.211) записыва
ется в виде (7.203) при

R(t, a) = ch (A U4 ) ( E  + ach2(A' /2T ) y \  (7.212)

Сравнивая (7.204) и (7.212), можно установить следующее утверждение.

Теорема 7.16. Решение задачи оптимального управления (7.207)—(7.211) 
совпадает с решением нелокальной задачи для уравнения (7.199) на удвоенном 
интервале (0, 2Т) с начальным условием (7.201) и нелокальным

М 0 ) + : г ^ - М 2  Т) = - 2 — щ. (7.213)2 + а 2 +  а
Доказательство. Для получения (7.213) используется представление ре
шения в виде (7.212) с учетом формулы 2ch2(x) =  ch (2х) +  1. ■

Некоторые другие нелокальные условия можно получить, ориенти
руясь на запись рассматриваемой задачи Коши (7.187)—(7.189) в виде 
задачи Коши для эволюционного уравнения первого порядка. Примером 
является задача (7.193)—(7.195).

Приближенное решение задачи (7.193)—(7.195) будем определять как 
решение нелокальной задачи

~ - C U a =:0, (7.214)

Ua(0) + aUa(T) = U0. (7.215)
Для того чтобы сформулировать соответствующую нелокальную за

дачу для уравнения второго порядка, совершим в задаче (7.214), (7.215) 
обратный переход. По аналогии с (7.190) решение системы уравнений 
(7.214) представим в виде

« 1 (0 -  2 («о Л 1/2 Л“ )>
(7.216)
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Из (7.216) вытекает

Ua(t) =  Ui(t) + U2(t),

Тогда нелокальное условие (7.215) с учетом (7.195) дает

(7.217)

щ(0) + ащ(Т) = ~и0, 

м2(0) +  au2(T) -  —tt0.

(7.218)

Принимая во внимание (7.216), (7.217), из (7.218) получим

ua(t) +  aua(T) = щ,
(7.219)

Приходим к двум нелокальным условиям для решения ua(t) уравнения
(7.199). В этом случае (ср. с (7.200), (7.201)) проводится нелокальное 
возмущение не одного, а двух начальных условий.

7.4.4. Возмущение уравнения
Отметим возможности построения регуляризирующих алгоритмов 

решения эволюционных обратных задач для уравнения второго порядка 
на основе возмущения исходного уравнения. При этом мы можем ори
ентироваться на ранее рассмотренные варианты метода квазиобращения 
для эволюционных уравнений первого порядка.

Для приближенного решения задачи (7.187)—(7.189) будем использо
вать вариант метода квазиобращения, аналогичный основному варианту 
метода квазиобращения для уравненйй первого порядка. Приближенное 
решение ua(t) определяется из уравнения

——-г— — *Aua -f* ct*A ua — 0, 0 t ^  Т .
at1

Начальные условия задаются неточно. Пусть

ма(0) =  t*o,

dua
dt (о) = о.

(7.220)

(7.221)

(7.222)

Считаем, что для погрешности в начальном условии справедлива оценка 
(7.205).
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Решение задачи (7.220)-(7.222) записывается в операторном виде:

На основе метода разделения переменных доказывается сходимость при
ближенного решения к точному.
Теорема 7.17. Пусть для погрешности начального условия выполнена оцен
ка (7.205). Тогда приближенное решение ua(t), определяемое как решение
задачи (7.220)—(7.222), при д -» 0, а(д) -» 0, д ехр {Т/(Аа)^2} -> 0 схо
дится к ограниченному в Ч точному решению u(t) задачи (7.187)—(7.189) 
и справедлива оценка устойчивости по начальным данным

Доказательство. Для того чтобы установить сформулированные утвер
ждения, в частности, показать справедливость оценки (7.224), можно 
опираться на схему доказательства соответствующих результатов для урав-

Вариант метода квазиобращения для уравнения (7.187), аналогичный 
псевдопараболическому возмущению уравнения первого порядка, состоит 
в определении приближенного решения из уравнения

дополненного начальными условиями (7.221), (7.222).
Приближенное решение сходится к точному при согласовании па

раметра регуляризации с погрешностью входных данных, и для решения 
задачи (7.221), (7.222), (7.225) справедлива оценка устойчивости по на
чальным данным

Варианты метода квазиобращения для приближенного решения не
корректной задачи Коши (7.187)-(7.189) можно строить на основе перехо
да к эквивалентной задаче Коши для системы уравнений первого порядка. 
Вместо (7.187)—(7.189) рассмотрим задачу (7.193)—(7.195), в которой

где

ua(t) = R(t , a)ul%

R(t, a) — ch ((.A - a A 2) l/2t).

(7.223)

(7.224)

нения первого порядка (см., например, теорему 7.9).

(7.225)

(7.226)

(7.227)
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С учетом того, что оператор С самосопряжен и не знакоопределен, 
приближенное решение Ua(t) задачи (7.193), (7.195) определим из урав
нения

^ - C U a + aC2Ua = О (7.228)
at

и начальных условий
Ua( 0) =  U0. (7.229)

На основе ранее полученных результатов (см. теорему 7.8) получим 
следующее оценку устойчивости приближенного решения UQ(t) по на
чальным данным.

I M ) l l < e x p M 4 a ) } | | t 7 a(0)||. (7.230)

Получим уравнение для определения приближенного решения ua(t), 
соответствующее системе уравнений (7.228). Принимая во внимание 
(7.194), имеем

С2

С учетом (7.228) для va(t), wa(t) (при Ua =  {va, wa}) получим следующую 
систему уравнений:

—jj- +  A l/1va +  aAva = 0, at

-  A x/1wa +  aAwQ =  0. 
at

(7.231)

Приближенное решение ua(t) по аналогии с точным решением u(t) 
(см. (7.227)) определим равенством

u a (t) =  Va (t)  +  Wa (t).  (7.232)

Из (7.231), (7.232) непосредственно следует, что ua(t) удовлетворяет 
уравнению

-  Лиа +  2aA -jj-  +  a 2A 2ua =  0, 0 < < <  Г. (7.233)
at1 at

Принимая во внимание (7.232), для решения уравнения (7.233) с соот
ветствующими начальными условиями получим

НМ2 < (IM  + НМ)2  ̂20Ы12 + НМ2) = 2||М2 <
< 2 ехр (</(2а)} ||£/а (0)||2 <  ехр {</(2а)}||«а (0)||2.

Конечно, эта же оценка может быть получена на основе соответствующих 
оценок для vQ(t) и wa(t), определяемых из уравнений (7.231).
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Уравнение (7.233) получено за счет двух возмущающих слагаемых. 
Регуляризация за счет одного из них (a2A 2uQ) нами уже рассматривалась 
(см. уравнение (7.220)). Представляет интерес рассмотреть в чистом виде 
регуляризацию за счет второго слагаемого. В этом случае приближенное 
решение ищется из уравнения (см. (7.233))

d2u„ dun,
— у  -  Aua +  a A - ±  = 0 , 0 < t ^ T 4 (7.234)
dtz dt

дополненного начальными условиями (7.221), (7.222). Такая регуляриза
ция при рассмотрении корректных задач для эволюционных уравнений 
носит название «параболической» регуляризации.

Аналогично теореме 7.17 доказывается соответствующее утверждение 
о регуляризирующих свойствах метода квазиобращения в варианте «па
раболической» регуляризации. Мы приведем лишь оценку устойчивости 
по начальным данным:

||и„(<)|| < ex p { * /a} |K (0 )||.
Мы ограничились применением метода квазиобращения в стандарт

ном варианте (7.228), (7.229) для задачи (7.193)—(7.195). Определенные 
возможности предоставляет также использование варианта псевдопара- 
болического возмущения уравнения (7.193).

7.4.5. Регуляризованные разностные схемы
Обратимся теперь к построению регуляризованных разностных схем 

при приближенном решении некорректной задачи Коши для эволюци
онного уравнения второго порядка. _

Введем равномерную сетку с шагом h на интервале П =  [0 ,1]
ш = {х  | х — Х{ = ihy i — 0 , 1 , . . . ,  7V\ Nh = l}<

причем и — множество внутренних узлов, а дш — множество граничных 
узлов.

Во внутренних узлах дифференциальный оператор (7.185) аппрокси
мируем со вторым порядком разностным оператором

ку  = -Ухх, х £ ш. (7.235)
В сеточном гильбертовом пространстве Н  норму введем соотноше- 

нием ||у|| =  (у ,у )1/2, где

(у, w) = ^ 2  y(x)w(x)h.
x€u

На множестве функций, обращающихся в нуль на дш, для самосопря
женного оператора Л верна оценка

Л  =  Л  ^  Л 0я , (7.236)
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в которой
. 4 2 nh 8
А° = » sin ¥  > Р-

После аппроксимации по пространству задаче (7.187)—(7.189) ста-
вится в соответствие задача

d2y
^ 2  -  Лз/ =  0, х £ и, t>  0, (7.237)

J/(®,0) =  tt0(x), ж Е w, (7.238)

— (ж, 0) =  0, ж Е о;. 
dt

(7.239)

Регуляризованные разностные схемы для задачи (7.237)—(7.239) стро
ятся на основе принципа регуляризации разностных схем. В качестве про
изводящей (исходной) возьмем явную симметричную разностную схему

У п + 1 2 у п  +  У п - 1 д л ~ л т  1 / н  ~>лп\------------г------------- Ауп = О, Хбо; ,  п =  1,2......... ЛГ0 — 1 (7.240)
т1

с некоторыми начальными условиями.
С учетом (7.238) имеем

З/о =  и 0( х) ,  х  £ ш .

Решение на момент времени t =  т аппроксимируется при (7.238), (7.239) 
на решениях уравнения (7.237). Принимая во внимание, что

dv т 2 d2?/ 1
!/,= !> . +  r ^ ( 0 ) + y 5 ; r (0) + O(r  ),

для аппроксимации (7.239) воспользуемся разностным соотношением

3/1 -  З/о 
т +  -Луо =  0.

Схема (7.240) записывается в каноническом виде трехслойных раз
ностных схем

В Уп+\  Уп' 1 + Щуп+i -  2Уп +  Уп-1) +  Ауп = 0 (7.241)
2 т

с операторами

В =  0, Я = ^  Е, А = -Л , (7.242)

т.е. при А = А* < 0.
Теорема 7.18. Явная схема (7.240) p-устойчива с

р  — ехр {М 1//2т}. (7.243)
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Доказательство. Проверим выполнение условий р-устойчивости (см. те
орему 4.10)

? - р - В  + т(р2 -  1 )R > 0, (7.244)

2

^ - B  + ( p - \ ) 2R  + рА > 0, (7.245)

1-В +  (р +  1)2Д -  рА > 0 
2 т

(7.246)

для схемы (7.240). При Б  ^  0, А ^  0, Б  ^  0 и р > 1 (см. (7.242)) 
неравенства (7.244), (7.246) при всех т > 0 с очевидностью выполняются. 
Неравенство (7.245) при учете (7.242) дает

(р _  1 f E  -  т2рА ^  ((р -  1 )2Л Г 1 -  т2р)А > 0.

Получение оценок базируется на следующем полезном результате. 
Лемма 7.1. Неравенство

{ р - \ ) 2Х - г 2р > 0  (7.247)

для положительных г и р > 1 выполнено при

р > е х р {х~1/2т}.

Доказательство. Неравенство (7.247) будет выполнено для р > р2 , где

/>2=1 +  2т2Х ' +ТХ 1/2 ( 1 +  j r * x
1 2 - 1

1/2

Принимая во внимание

получим

2* а ^ ' л N ^  и   ̂ т }-

Тем самым лемма доказана. ■
В нашем случае х  =  М ~х, и поэтому для р получим доказываемую 

оценку (6.18) для явной схемы (6.16). ■

0 + r v )
1/2 1

< ' + 8r V '-

-1/2 , 1  2 -  
К +  2 Г  X ' +  [т 'х - '1'  <

-1/2 1 2 -  
К 7 + 2r  х ' +  \ т \ - 2/2 < ехр {х
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С учетом ограниченности сеточного оператора Л (при исследова
нии задачи Коши для эллиптических уравнений) можно заключить, что 
шаг сетки по пространству ограничивает рост решения, т. е. выступает 
в качестве параметра регуляризации.

Построим за счет введения регуляризирующих добавок в сеточные 
операторы разностной схемы безусловно устойчивые разностные схемы 
для приближенного решения задачи (7.237)—(7.239). Отталкиваясь от яв
ной схемы (7.240), запишем регуляризованную схему в каноническом 
виде (7.241) с

В = 0, R =  \ { E  + ocG), А = -  А. (7.248)

Теорема 7.19. Регулярызованная схема (7.241), (7.248) 
регулярызаторе G = А с

р = exp { r /v /a } ,

а при G = А2 с

р -устойчива при

(7.249)

(7.250)

Доказательство. От (7.245) для (7.248) придем к неравенству

(р -  \ f ( E  +  aG) -  т2рА ^  0. (7.251)

При G = А аналогично доказательству теоремы 7.18 (х =  а  +  М  ') 
получим для р выражение

р =  ехр { («  +  ||Л ||-1)~ 1/2г}.

Загрубляя р, придем к оценке (7.249).
При G = А2 из неравенства (7.245) имеем

Е + аЛ2 -  Т Р--2А = ( VaA -  - ■■■?  Р~ п2е ) + f  1 -  J  Р ) е .
(р~  I)2 V 2 ^ { р ~ \ ) 2 J V 4а(р -  I)4/

Это неравенство будет выполнено при заданном ру если параметр регу
ляризации

т4/р2

( 7 '2 5 2 )

Оценим теперь величину р при заданном а из неравенства (7.252), 
которое перепишем в виде

(р -  1)22у/ a  ^  т2/9.

В силу леммы (х = 2у/a )  неравенство будет выполнено при значениях р , 
определяемых согласно (7.250). ■
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Регуляризованная схема (7.241), (7.248) при ре гул яри заторе G = А 
записывается в виде схемы с весами

— — +Уп~' -  А{<гуп+\ +  (1 -  2<г)уп +  <туп-\) =  0 (7.253)

при выборе веса a = - a /т2. Тем самым в качестве параметра регуляри
зации выступает отрицательный вес в схеме с весами (7.253). Эту схему 
можно связать также с вариантом метода квазиобращения (7.225) для 
приближенного решения некорректной задачи (7.187)—(7.189).

Построение регуляризованной разностной схемы базируется на таком 
возмущении операторов производящей разностной схемы (7.241), (7.242), 
чтобы выполнялось операторное неравенство (7.245). В теореме 7.19 это 
достигается за счет аддитивного возмущения (увеличения) оператора R. 
Есть масса других возможностей. В частности, отметим возможность 
аддитивного возмущения оператора В:

B = aC , R = Дг Е, А = -А . (7.254)
т1

Теорема 7.20. Регуляризованная схема (7.241), (7.254) при G =  А р-ус
тойчива с

р =  exp {t/a}.  (7.255)
Доказательство. Неравенство (7.245) преобразуется следующим образом:

— — В + ( р -  1 )2Д + рА > ^—^ о с А  -  рА^О .
2т 2т

Оно будет выполнено при рг, где

т (  т2\ 1̂2 т 1 т 2
/» 2 =  -  + (1 +  — ) < 1 +  -  +  - — < ехр {</«}.a \  а 1)  а 2 а 1

Отсюда и следует выражение (7.255) для р в разностной схеме (7.241), 
(7.254). ■

Регуляризованная схема (7.241), (7.254) непосредственно связывается 
с использованием метода квазиобращения в варианте (7.234). Подобным 
образом строятся регуляризованные схемы, которые связываются с основ
ным вариантом метода квазиобращения (7.225).

7.4.6. Программа
Мы не ставим своей целью проверку работоспособности всех от

меченных методов приближенного решения модельной задачи Коши 
для эллиптического уравнения (7.180)—(7.182), (7.184). В плане вычисли
тельной реализации наиболее простой подход связан с использованием
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регуляризованных схем типа (7.241), (7.248) (или (7.241), (7.254)) при 
регуляризаторе G — А.

В случае (7.241), (7.248) приближенное решение находится из раз
ностного уравнения

(Е +  аА)
Уп+1 ~ 2уп + уп_1 

т2 -  Ауп = О,

а в случае (7.241), (7.254) — из

А Уп+ 1 У п- 1 Уп+ 1 
а А ------ :---------- f--------- 2 Уп + уп- 1

2т -  Ауп = 0.

Для таких схем вычислительная реализация ненамного сложнее, чем для 
прямых задач.

В этом случае контролируется (ограничивается) рост нормы решения, 
что чаще всего недостаточно для получения удовлетворительного прибли
женного решения. Последнее обстоятельство связано с тем, что никакой 
дополнительной обработки приближенного решения с неточными вход
ными данными, например, фильтрации высокочастотных возмущений, 
фактически не проводится. Поэтому необходимо ориентироваться на ре
гул яри зованные разностные схемы с более сильными регуляризаторами.

В программе PROBLEM 13 реализована регуляризованная разностная 
схема (7.241), (7.248) с G = А2:

/ Л  А  2\ Уп-\-1 2 Уп "I- Уп~\ » л  / п(Е +  аА ) ------------г------------- Ауп =  0. (7.256)
т1

Д л я  рассматриваемой модельной задачи (7.180)—(7.182), (7.184) реа
лизация (7.256) основана на использовании алгоритма пятиточечной 
прогонки.

Отметим некоторые возможности по выбору параметра регуляриза
ции. Наиболее естественный подход связан с выбором параметра регу
ляризации по невязке, когда идет сравнение при t = 0 решения прямой 
задачи типа (7.180)—(7.183), в которой граничное условие (7.183) форму
лируется по решению обратной задачи. Необходимо отметить два обсто
ятельства, которые делают не очень естественным такой подход при ис
пользовании регуляризованных разностных схем типа (7.256). Во-первых, 
используемый алгоритм в этом случае становится алгоритмом глобаль
ной регуляризации (мы вынуждены решать задачу сразу при всех t). 
Во-вторых, в рассматриваемой задаче вычислительная реализация пря
мой задачи (краевой задачи для эллиптического уравнения) значительно 
сложнее, чем для обратной (задача для эволюционного уравнения второго 
порядка).

В силу этого необходимо использовать алгоритмы выбора параметра 
регуляризации, которые сохраняли бы свойство локальной регуляризации
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(последовательного определения приближенного решения на новом вре
менном слое). Простейший вариант реализован в программе PR0BLEM13.

Раньше (см. (7.140)—(7.143)) мы отмечали связь регуляризованных 
схем с алгоритмами сеточного сглаживания. Перепишем схему (7.256) 
в виде

wn -  Ауп =  0, (Е + aA2)wn = wn,
где

Уп+ 1 ty n  ~t" Уп— 1
Wn =  ------------------- 5-----------------*

T L

Тем самым сначала определяется вторая разностная производная по явной 
формуле, а затем проводится ее сглаживание:

Ja(wn) = min Ja(v),
veH

Ja(v) =  II» -  wn\\2 +  a||A v||2.

Регуляризация в нашем случае связывается со сглаживанием сеточных 
функций.

Указанную процедуру сглаживания необходимо провести прежде все
го для входных данных, заданных с погрешностью. В нашем случае это 
сеточная функция yQ. Параметр регуляризации (сглаживания) в соответ
ствии с принципом невязки естественно определить из условия

||ifo -  «о|| =<*.
причем

Ja(yo) =  min Ja(v),
veH

Ja(v) = | |г > -Wo||2 + a||At>||2.

Программа PROBLEM 13
С
C PROBLEM13 -  ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА 
С ДВУМЕРНАЯ ЗАДАЧА
С РЕГУЛЯРИЗОВАННАЯ СХЕМА
С

IM PLICIT REAL*8 ( А-Н, 0-Z  )
PARAMETER ( DELTA = 0 .005D 0, N = 65 , М = 65 )
DIMENSION U 0(N ), UOD(N), U T (N ), U (N ), U 1(N ), Y (N ), Y 1 (N ), 

+ X (N ), A (N ), B (N ) , C (N ), D (N ), E (N ), F(N)
C
С ПАРАМЕТРЫ ЗАДАЧИ:
С
C XL, XR -  ЛЕВЫЙ И ПРАВЫЙ КОНЕЦ ОТРЕЗКА;
С N ЧИСЛО УЗЛОВ СЕТКИ ПО ПРОСТРАНСТВУ;
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С ТМАХ -  МАКСИМАЛЬНОЕ ВРЕМЯ;
с м -  ЧИСЛО УЗЛОВ СЕТКИ ПО ВРЕМЕНИ;
с DELTA -  УРОВЕНЬ ПОГРЕШНОСТИ ВО ВХОДНЫХ ДАННЫХ;
с Q -  МНОЖИТЕЛЬ ПРИ ОПРЕДЕЛЕНИИ ПАРАМЕТРА РЕГУЛЯРИЗАЦИИ;
с UO(N) -  НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ;
с UOD(N) -  ВОЗМУЩЕННОЕ НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ;
с UT(N) -  ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НА КОНЕЧНЫЙ МОМЕНТ ВРЕМЕНИ;
с
с

U(N) -  ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ;

XL = 0.D0
XR = 1 .DO
ТМАХ = 0.25D0 

С
OPEN ( 01 , F ILE  = ’ RESULT.DAT* ) ! ФАЙЛ С РЕЗУЛЬТАТАМИ РАСЧЕТОВ 

С
С СЕТКА 
С

Н = (XR -  XL) /  (N -  1)
TAU = ТМАХ /  (М -1)
DO I  = 1, N

X ( I )  = XL + (1 -1 )* Н  
END DO

ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

DO I  = 1, N
U O (I) = A U C X (I), 0 .D 0)
U T ( I)  = AU(X ( I ) , ТМАХ)

END DO

ВОЗМУЩЕНИЕ ИЗМЕРЯЕМЫХ ВЕЛИЧИН 

DO I  = 2 , N-1
UOD(I) = U O (I) + 2 . *DELTA*(RAND( 0 ) - 0 .5 )

END DO
UO D(l) = U 0(1)
UOD(N) = UO(N)

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА

СГЛАЖИВАНИЕ НАЧАЛЬНЫХ УСЛОВИЙ

IT  = О 
ITMAX = 100 
ALPHA = 0.00001D0 
Q = 0.75D0 

100 IT  = IT  + 1

С КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ В ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ 
С

DO I  = 2 , N-1
A ( I )  = ALPHA /  (Н **4 )
В (1 ) = 4 . DO *  ALPHA /  (Н **4 )
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С (1) = 6 . DO * ALPHA / (H **4 ) + 1 .DO
D ( I ) = 4 . DO * ALPHA / (H **4 )
Е (1 ) = ALPHA /  (H **4 )

END DO
C ( l) = 1 .DO
D (1 ) = O.DO
Е (1 ) = O.DO
F ( l ) = O.DO
В (2) = O.DO
С(2) = 5 . DO * ALPHA / (H **4 ) + 1 .DO
C (N - l) = 5 . DO * ALPHA / (H **4 ) + 1 .DO
D (N - l) = O.DO
A(N) = O.DO
В (Ы) = O.DO
C(N) = 1 .DO
F(N) s O.DO
DO I  = 2,, N - l

F ( I ) = UOD(I)
END DO

РЕШЕНИЕ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ 

ITASK = 1
CALL PR0G5 ( N, А, В, С, D, Е, F , U l , ITASK )

КРИТЕРИЙ ВЫХОДА ИЗ ИТЕРАЦИОННОГО ПРОЦЕССА

WRITE ( 0 1 ,*  ) IT ,  ALPHA 
SUM = 0.D0 
DO I  = 2 , N - l

SUM = SUM + ( U l ( I )  -  U O D (I) )**2 *H  
END DO
SL2 = DSQRT(SUM)

IF  (IT .G T.ITM A X ) STOP 
IF  ( IT .E Q . l )  THEN 

IND = 0
IF  (SL2.LT.DELTA) THEN 

IND = 1 
Q = l.D O /Q  

END IF
ALPHA = ALPHA*Q 
GO TO 100 

ELSE
ALPHA = ALPHA*Q
IF  (IND.EQ.O .AND. SL2.GT.DELTA) GO TO 100 
IF  (IN D .E Q .l .AND. SL2.LT.DELTA) GO TO 100 

END IF

РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ ПРИ ВЫБРАННОМ ПАРАМЕТРЕ РЕГУЛЯРИЗАЦИИ 
РЕГУЛЯРИЗОВАННАЯ СХЕМА

НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ
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DO I  = 1, N 
Y 1 ( I )  = U 1 (I)

END DO
DO I  = 2 , N - l 

Y ( I ) = Y 1 ( I)
+ + 0 .5D0*TAU**2/H**2 * (Y1(I+1)-2.D0*Y1(I) + Y l ( I - l ) )
END DO 
Y(l)  = O.DO 
Y(N) = O.DO 
DO К  = 3, M 

C
С КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ В ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ 
С

DO I  = 2 , N - l
A d ) = ALPHA /  (H **4 )
B ( I ) = 4 . DO *  ALPHA / (H **4 )
C ( I ) = 6 . DO *  ALPHA / (H **4 ) + 1 .DO
D ( I ) = 4 . DO *  ALPHA / (H **4 )
ECI) 

END DO
= ALPHA /  (H **4 )

C ( l ) = 1 .DO
D ( l ) = O.DO
E ( l ) = O.DO
F ( l ) = O.DO
B (2 ) = O.DO
C (2) = 5 . DO *  ALPHA / (H **4 ) + 1 .DO
C (N - l) = 5 . DO * ALPHA / (H **4 ) + 1 .DO
D (N - l) = O.DO
A(N) = O.DO
B(N) = O.DO
C(N) = 1 .DO
F(N) = O.DO
DO I  = 3,, N-2

F ( I ) = A ( I ) * ( 2 .D 0 * Y ( I - 2) -  Y1( 1 - 2 ) )
- B ( I ) * ( 2 .D 0 * Y ( I - 1) -  Y K I - D )
+ C ( I ) * ( 2 .D 0 * Y ( I ) -  Y l ( I ) )

+ - D(I)*(2.D0*Y(I+1) - YKI+1))
+ + E(I)*(2.D0*Y(I+2) - Y1(1+2))
+ - TAU**2/(H*H) * (Y(I+1)-2.D0*Y(I) + Y(I-l))

END DO
F(2) = - B(2)*(2.D0*Y(1) - Yl(l))

+ + C(2)*(2.D0*Y(2) - Y1(2))
+ - D(2)*(2.D0*Y(3) - Yl(3))
+ + E(2)*(2.D0*Y(4) - Yl(4))
+ -  TA U **2 /(H *H ) *  (Y (3 )-2 .D 0 *Y (2 )  + Y ( l ) )

F ( N - l )  = A (N - l)* (2 .D O * Y (N -3 )  -  Y l( N - 3 ) )
+ - B(N-l)*(2.D0*Y(N-2) - Yl(N-2))
+ + C(N-1)*(2.D0*Y(N-l) - Y1(N-l))
+ - D(N-1)*(2.D0*Y(N) - Y1(N))
+ - TAU**2/(H*H) * (Y(N)-2.DO*Y(N-l) + Y(N-2))

C
С РЕШЕНИЕ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ
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с
DO I  = 1, N 

Y l ( I )  = Y ( I )
END DO 
ITASK = 1
CALL PR0G5 ( N, А, В, C, D, E, F , Y, ITASK ) 

END DO 
DO I  = 1, N 

U ( I )  = Y ( I )
END DO 

C
С РЕШЕНИЕ 
C

WRITE ( 0 1 , * ) ( U 0 ( I ) ,1 = 1 ,N )
WRITE ( 0 1 , * ) ( U T ( I ) , I = 1 , N )
WRITE ( 0 1 , * ) ( U 0 D ( I ) ,1 = 1 ,N )
WRITE ( 0 1 , * ) (X ( I ) ,  1=1 ,N )
WRITE ( 0 1 , * ) ( U ( I ) , 1 = 1 ,N )
CLOSE ( 01 )
STOP
END

DOUBLE PRECISION FUNCTION AU ( X, T )
IM PLIC IT REAL*8 ( A-H, 0-Z  )

C
С ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ 
С

P I = 3 . 1415926D0 
C l = O.IDO 
C2 = 0.5D0 * C l
AU = C l *  (DEXP(PI*T) + D E X P (-P I*T )) *  D S IN (P I*X )

+ + C2 * (D E X P(2*P I*T) + D E X P (-2 *P I*T )) *  D S IN (2 *P I*X )
C

RETURN
END

7.4.7. Примеры расчетов
Представленные ниже результаты получены при использовании рав

номерной сетки с h = 1/64, Z =  1 . Обратная задача решается до момента 
времени Т = 0,25 с шагом сетки по времени г =  Т/64. Точное решение 
обратной задачи есть

u(x , t) = ch (irt) sin (тгх) +  ^ ch (2nt) sin (27гж).

На рис. 7.14 представлено решение обратной задачи при уровне по
грешностей, определяемом величиной д = 0 ,0 0 2 , показаны точное и воз
мущенное начальные условия, точное и приближенное решения обратной 
задачи на конечный момент времени. Решение задачи при изменении 
уровня погрешностей показано на рис. 7.15, 7.16 (с. 358, 359). Результаты
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расчетов демонстрируют возможность восстановления гладкого решения 
при ошибках порядка одного процента.

7.5. Продолжение нестационарных полей 
по данным точечных наблюдений

Рассматривается обратная задача для модельного нестационарного 
параболического уравнения при неизвестных начальных условиях и за
данной информации о решении в отдельных точках двумерной расчетной 
области. Дается описание вычислительного алгоритма, который базирует
ся на использовании вариационной формулировки задачи и применении 
метода регуляризации А. Н. Тихонова.

7.5.1. Постановка задачи
Рассматривается задача определения нестационарного поля u(x, t) , 

которое удовлетворяет параболическому уравнению второго порядка
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в ограниченной двумерной области П, некоторым граничным услови
ям при условии, что имеется информация о решении в некоторых точках 
области. При этом начальное состояние и(х, 0) считается неизвестным. 
Такая задача является некорректной, в частности, мы никак не можем 
рассчитывать на единственность решения. Такая обратная задача ти
пична, например, для гидрогеологии, когда фактически вся доступная 
информация о решении — измерения в наблюдательных скважинах.

В ограниченной двумерной области П (х =  (жь хг)) мы ищем реше
ние параболического уравнения

х е П, 0 < t < Т. (7.257)

Оно дополняется однородными граничными условия первого рода:
tt(x, 0  =  0 , х е д П ,  0 < t < Т. (7.258)

Чтобы сформулировать корректную задачу необходимо задать начальное 
состояние (функцию и(х, 0 )).
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В рассматриваемой обратной 
задаче начальное состояние неиз
вестно. Дополнительная информа
ция обусловлена наблюдениями за 
решением в отдельных точках рас
четной области — в задании функ
ции u(x,t) в точках zm Е П, 
га =  1, 2 , . . . ,  М  (рис. 7.17). При
нимая в учет погрешности в изме
рениях, положим

u i Z m J )  И  < p m ( t ) ,

О < t < Т, (7.259)
m — 1 , 2 , . . . ,  М.

Рис. 7.17. К постановке задачи

Необходимо найти м(х, t) из уравнения (7.257), граничных условий (7.258) 
и дополнительных измерений (7.259).
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При заданных измерениях в отдельных точках (см. (7.259)) можно 
ставить задачу обработки этих данных. На каждый момент времени можно 
пытаться интерполировать (экстраполировать) эти данные на все точки 
расчетной области. С этой точки зрения поставленная выше обратная 
задача (7.257)—(7.259) может рассматриваться как задача такой обработки 
при максимальном учете априорной информации о решении — задача 
интерполяции решается в классе функций, удовлетворяющих уравнению 
(7.257) и граничным условиям (7.258).

7.5.2. Вариационная задача
При рассмотрении обратной задачи (7.257)-(7.259) мы ограничимся 

рассмотрением проблем приближенного решения таких задач. Будем ее 
решать на основе метода регуляризации А. Н. Тихонова. С этой целью 
будем использовать формулировку обратной задачи как задачи оптималь
ного управления.

В качестве управления г;(х) естественно выбрать начальное состоя
ние. Соответствующее решение обозначим u(x, t ; г;). Состояние системы 
u(x, t\ v) определяется уравнением (7.257), граничными условиями (7.258) 
и начальным условием

м(х, 0; v) = v(x), х Е Q. (7.260)

Будем считать, что управление г;(х) принадлежит гильбертову про
странству

Ч = (г;(х) | г;(х) Е ^ 2 (П), v(x) =  0, х Е 9П},
в котором скалярное произведение и норма определены следующим 
образом:

(V, w) = J  v(x)w(x) dx, ||t>|| =  yj(v,v).
n

В соответствии с (7.259) выберем сглаживающий функционал в виде 

м т
Ja{v) = 'YL I  <Pm(t))2 dt + a\\v\\2, (7.261)

m = l  {

где a  > 0 — параметр регуляризации. Выбор параметра регуляризации 
проводится с учетом погрешности в измерениях (7.259).

Оптимальное управление w(x) выбирается из минимума функцио
нала (7.261), т. е.

Ja(w) = min Ja(v). (7.262)
ven

Решение обратной задачи есть u(x, t) = u(x, t; w).
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Для вариационной задачи (7.257), (7.258), (7.260)-(7.262) будем ис
пользовать несколько более общую дифференциально-операторную фор
мулировку, рассматривая ее в И, так что u(x,t;v)  =  u(t;v) Е И. Урав
нение (7.257) с граничными условиями (7.258) запишем в % в виде 
эволюционного уравнения первого порядка

du
—  + Ли = 0, 0 < t < Т. (7.263)
dt

Оператор А , определяемый согласно

самосопряжен и положительно определен в

А = А* ^  кЛ0Е, (7.264)

где &(х) ^  к > 0, Ао > 0  — минимальное собственное значение оператора 
Лапласа.

Введем функцию \  следующим образом

м
X = ]T ]< J(x -zm),

тп- 1

где д(х) — д-функция, и пусть <p(t) Е И такая, что

м
X4>{t) =  X I  S(X ~

m= 1

С учетом введенных обозначений функционал (7.261) может быть пере
писан в виде

т

Ja(v) = J ( х ,  («(<; «) -  <p(t))2) dt +  “ IMP- (7.265)
О

Уравнение (7.263) дополняется начальным условием (см. (7.260))

и(0) =  v. (7.266)

Тем самым мы приходим к задаче минимизации (7.262), (7.265) на реше
ниях задачи (7.263), (7.266).
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7.5.3. Сеточная задача
Для простоты ограничимся случаем, когда П — прямоугольник:

П =  {х | х =  (х\, х2), 0  < хр <lp, (3 = 1 , 2 }.

В области П введем равномерную по каждому направлению сетку с ша
гами ha, a = \,2. Пусть, как обычно, ш — множество внутренних узлов.

На множестве сеточных функций у(х) таких, что у(х) =  0, х ^ и, 
определим сеточный оператор Л соотношением

2

Л» =  -  (7.267)
(3=1

где, например,
а,(х) =  А(ж| — 0 ,5 * 1 , ж2), 

й2 (х) =  к(х\, х 2 -  0,5h2).
В сеточном гильбертовом пространстве Н = L2(uj) скалярное произведе
ние и норму введем соотношениями

(У. «О =  X )  y(x)to(x)A1A2, Hj/II =

В Я  имеем Л =  Л* ^  7 Я, m > 0, где

T = ,iG7 + l) -
От (7.263), (7.266) перейдем к дифференциально-операторному урав

нению
dy
i + A * = 0’

0 < t  <т (7.268)

при заданном начальном условии:

з II СЗ х € ш. (7.269)

Обозначим через разностное решение на момент времени tn = пт, 
п = 0, 1 , ,  7V0, iVoT =  Т, где т > 0 — шаг по времени. Для задачи 
(7.268), (7.269) будем использовать двухслойную схему с весами

^ ±1̂ + А ( а у п+1+(1-(т)у„) = 0 , n =  0, 1 ,---- АЪ -  I. (7.270)

дополненную начальным условием

Уо(х) =  »(х), х € ш. (7.271)
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Запишем схему (7.270) в канонической форме

В — — — + Ауп =0, n = 0 , \ , . . . , N 0 - l .  (7.272)
т

Для сеточных операторов В  и А имеем

В = Е  + атА, А = А .  (7.273)

Схема с весами (7.272), (7.273) с Л =  Л* > 0 устойчива (см. теоре
му 4.13) в Я  при (необходимое и достаточное условие)

Е  + т^сг-

Это условие выполнено при всех а ^  0,5, т. е. в этом случае мы имеем 
безусловно устойчивую разностную схему. При a < 0,5 схема (7.272),
(7.273) условно устойчива. Для разностного решения задачи (7.270),
(7.271) при сг >  0,5 верна априорная оценка

Ш \  < ||*||, п =  1 , 2 , . . .  ,N 0,
выражающая устойчивость по начальным данным.

Будем считать, что точки наблюдения zm , га = 1 , 2 , . . . ,  М  совпадают 
с некоторыми внутренними узлами расчетной сетки. Подобно непрерыв
ному случаю определим сеточную функцию хн € Н  следующим образом

1 М Г
Xh(х) =  —  X )  у  s(* -  z™) dx>

' 2 m=l n
т. e. Хл G H  представляет собой сумму соответствующих сеточных 
6-функций. Аналогично мы можем ввести <рп(х, tn), х Е ш, п = 1,2,. . .  ,2Уо 
так что

Функционалу (7.265) поставим в соответствие следующий сеточный 
функционал

Ja(v) = Х )(х л , ы * .  <»; ») -  Ы х- <„)) )т  +  а |М |2. (7.274)
П= 1

Задача минимизации
Ja(w) =  min J a (v)

veH
решается при ограничениях (7.270), (7.271).

dx.

(7.275)
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7.5.4. Численное решение сеточной задачи
Для приближенного решения рассматриваемой дискретной вариа

ционной задачи будем применять градиентные итерационные методы. 
Сначала получим уравнение Эйлера (условия оптимальности) для ис
следуемой вариационной задачи, для приближенного решения которого 
применяются итерационные методы.

Чтобы сформулировать условия оптимальности для задачи (7.271),
(7.272) , (7.274), (7.275) рассмотрим задачу для приращений. Из (7.271),
(7.272) имеем

В 6уп+' ~ 6уп +  А6уп =  0, п =  0, 1 , . . . ,  ЛГ0 -  1, (7.276)
т

dyo = 5v. (7.277)
Для того чтобы сформулировать задачу для сопряженного состоя

ния r/>n, домножим уравнение (7.276) (скалярно в Я ) на тфп+\ и просум
мируем по п от 0 до No -  1. Это дает

N0- l

^ ( ( В 6 у п+и11>я+1) + ( (т А -В )6уп,1>п+1) ) =  0. (7.278)
71 = 0

Принимая во внимание постоянство и самосопряженность операторов А 
и Я, имеем для первого слагаемого

АЬ-1 Wo
^ 2 (B d y n+i,i>n+1) =
72=0 72=1

Сеточную функцию ij)n будем рассматривать при п = 0 , 1 , . . . ,  N q 
и следующих дополнительных условиях:

^ „ + 1 =  0. (7.279)

Второе слагаемое в (7.278) преобразуется подобным образом:
W0-l Nq

X )  ( М  -  В)5уп, 1pn+l) = X )  ((тА -  В )6Уп’ ^п+|) =
72=0 72 =  0

N0

=  £  (буп, (тА -  B)i>n+]) + (буо, (тА -  B)i>,). (7.280)
72=1

Подстановка (7.279), (7.280) в (7.278) дает равенство
N0

$ 3  ( % >  ( ^ п  +  (тА ~  5 ) ^ n + l ) )  =  (<*»> B lPo)• 
n=0

(7.281)
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Принимая во внимание вид функционала (7.274), будем определять со
пряженное состояние из разностного уравнения

в ‘Фп_^п+1 +  Афп+] _  Xh(yn _  ¥>Л(Х) tn)),

n =  No, iVo — 1 , . . . »  О,
(7.282)

дополнив его условиями (7.279). Схема (7.279), (7.282) устойчива при 
тех же условиях, что и схема (7.271), (7.272) для основного состояния.

Из (7.281) мы можем получить для градиента функционала (7.274) 
представление

J'a(v) = 2 ( ^  BipQ + a v ) .  (7.283)

Необходимое и достаточное условие минимума функционала (1.214) 
в соответствии с (7.283) записывается в виде

Вгр о +  rav = 0. (7.284)

Строится итерационный метод для того, чтобы решить уравнение (7.284).
Итерационный алгоритм коррекции начального условия состоит 

в следующей организации вычислительного процесса.
• При заданном wk (к — номер итерации) решается задача для опре

деления основного состояния:

В Уп+' ~ У" + A y t =  0, п =  0, 1,..., ЛГ0 -  1,
Т

Уо(х)=юк(х), Х Е Ш .

• Затем мы рассчитываем сопряженное состояние:

Б — — 2̂±i- + At/>t+1 =  2Xh(y» ~ Ы М п)), n = N0,N 0 -  1 , . . . ,  1, 
т

~ — +  Aipl = о, ^ в+1 = о ,  х е ш .
Т

• Проводится уточнение начального условия:

+  в *о +  <*wk =  °> Х Е  w.

Тем самым алгоритм основан на решении двух нестационарных разност
ных задач и уточнении начального условия на каждой итерации.

Вторая более привлекательная возможность связана с построением 
итерационного метода минимизации функционала невязки (в (7.274)
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параметр a = 0). Это соответствует применению итерационного метода 
для решения уравнения (см. (7.284))

Вгро -  0. (7.285)

В случае (7.285) используется та же организация вычислений, что и при 
решении (7.284). Однако (это основное преимущество итерационных 
методов перед методом регуляризации А. Н. Тихонова) нет проблем в спе
циальном определении параметра регуляризации.

7.5.5. Программа
В приведенной ниже распечатке программы реализован итераци

онный метод минимизации функционала невязки (решается уравнение 
(7.285)). Для того чтобы не усложнять программу, мы ограничились 
итерационным методом простой итерации, когда

wk+l -  wk u
-------------- ь в щ  =0, х е w,

S
и значение итерационного параметра s задается явно.

Программа PR0BLEM14 
с
С PROBLEM14 -  ПРОДОЛЖЕНИЕ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ПОЛЕЙ 
С ПО ТОЧЕЧНЫМ НАБЛЮДЕНИЯМ
С ДВУМЕРНАЯ ЗАДАЧА
С ИТЕРАЦИОННОЕ УТОЧНЕНИЕ НАЧАЛЬНОГО УСЛОВИЯ
С

IM PLIC IT REAL*8 ( А-Н, 0 -Z  )
PARAMETER ( DELTA = 0 .02D 0, N1 = 51, N2 = 51 , М = 101, L = 10 ) 
DIMENSION A (1 3 *N 1 *N 2 ), X I (N 1 ), X 2(N 2),

+ X P (L ), Y P (L ) , IM (L ) ,  J M (L ),
+ F F (L ) , F I ( L ,M ) , F ID (L ,M ) , F IK (L ,M )

COMMON /  SB5 /  IDEFAULTC4)
COMMON /  CONTROL /  IREPT, NITER

c
c
n

ПАРАМЕТРЫ ЗАДАЧИ:

c X1L, X2L -  КООРДИНАТЫ ЛЕВОГО УГЛА;
c X1R, X2R -  КООРДИНАТЫ ПРАВОГО УГЛА;
c N1, N2 -  ЧИСЛО УЗЛОВ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ СЕТКИ;
c H I, H2 -  ШАГИ СЕТКИ ПО ПРОСТРАНСТВУ;
c TAU -  ШАГ ПО ВРЕМЕНИ;
c DELTA -  УРОВЕНЬ ПОГРЕШНОСТИ ВО ВХОДНЫХ ДАННЫХ;
c U0(N1,N2) -  ВОССТАНАВЛИВАЕМОЕ НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ;
c
c

X P (L ),
YP(L)

-  КООРДИНАТЫ ТОЧЕК НАБЛЮДЕНИЯ;

c F I(L .M ) -  РЕШЕНИЕ В ТОЧКАХ НАБЛЮДЕНИЯ;
c F ID (L ,M ) -  ВОЗМУЩЕННОЕ РЕШЕНИЕ В ТОЧКАХ НАБЛЮДЕНИЯ;
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c
c EPSR -  ОТНОСИТЕЛЬНАЯ ТОЧНОСТЬ РЕШЕНИЯ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ
c
n

EPSA -  АБСОЛЮТНАЯ ТОЧНОСТЬ РЕШЕНИЯ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ;
к/
c EQUIVALENCE ( A ( l ) , АО ) ,
c * (А (Ы + 1), А1 ) ,
c * (A (2 *N + 1 ), А2 ) ,
c * (A (9 *N + 1 ), F ) ,
c * (A (1 0 *N + 1 ),, uo ) ,
c * (A (1 1*N + 1 ),, V ) ,
c
c

* (A (1 2*N + 1 ),, в ) ,

X1L = 0.D0
X1R = 1 .DO 
X2L = 0.D0 
X2R = 1.D0 
ТМАХ = 0.025D0 
P I = 3 . 1415926D0 
EPSR = 1 .D -5  
EPSA = 1 .D -8  
SS = -  2 . DO 

С
OPEN ( 01 , F ILE  = ’ RESULT.DAT* ) ! ФАЙЛ С РЕЗУЛЬТАТАМИ РАСЧЕТОВ 

С
С СЕТКА 
С

HI = (X1R-X1L) /  (N 1-1)
Н2 = (X2R-X2L) /  (N 2-1)
TAU = ТМАХ /  (М -1)
DO I  = 1, N1

X K I )  = X1L + Ц -1 )* Н 1  
END DO
DO J = 1, N2

X 2 (J ) = X2L + ( J - l ) * H 2  
END DO 

C
N = N1*N2 
DO I  = 1, 13*N 

A ( I )  = 0 .0  
END DO 

C
С ПРЯМАЯ ЗАДАЧА
С ЧИСТО НЕЯВНАЯ РАЗНОСТНАЯ СХЕМА
С
С НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ
С

Т = 0.D0
CALL MEGP ( ХР, YP, IM , JM, L , H I,  Н2 )
CALL IN IT  ( A (1 0 *N + 1 ), X I,  Х2, N1, N2 )
CALL PU ( IM , JM, A (1 0 *N + 1 ), N1, N2, FF, L )
DO IP  = 1 ,L

F I ( I P , 1) = F F (IP )
END DO
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do к = 2 , м 
с
С КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ В ПРЯМОЙ ЗАДАЧЕ
с

CALL FDS ( A ( l ) ,  A (N +1), A (2 *N + 1 ), A (9 *N + 1 ), A (10 *N + 1),
+ H I, H2, N1, N2, TAU )

C
С РЕШЕНИЕ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ
С

IDEFAULT(l) = О
IREPT = О
CALL SBAND5 ( N, N1, A ( l ) ,  A (10 *N + 1), A (9 *N + 1 ), EPSR, EPSA )

C
С РЕЗУЛЬТАТЫ НАБЛЮДЕНИЯ
С

CALL PU ( IM , JM, A (1 0 *N + 1 ), N1, N2, FF, L )
DO IP  = 1, L

F I ( IP ,K )  = F F (IP )
END DO 

END DO

ВОЗМУЩЕНИЕ ИЗМЕРЯЕМЫХ ВЕЛИЧИН

DO К = 1, M 
DO IP  = 1 ,L

F ID ( IP ,K )  = F I ( IP ,K )  + 2 . *DELTA*(RAND( 0 ) - 0 . 5 )
END DO 

END DO

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА 
ИТЕРАЦИОННЫЙ МЕТОД

IT  = О

НАЧАЛЬНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ

DO I  = 1, N
A (1 1 *N + I) = 0.D0 

END DO

100 IT  = IT  + 1

ОСНОВНОЕ СОСТОЯНИЕ

T = 0 .DO

НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ

DO I  = 1, N
A (1 0 *N + I) = A (1 1 *N + I)

END DO
CALL PU ( IM , JM, A (1 0 *N + 1 ), N1, N2, FF, L )
DO IP  = 1, L
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F I K ( I P . l )  = F F (IP )
END DO 
DO К = 2 , M 

С
С КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ В ПРЯМОЙ ЗАДАЧЕ
С

CALL FDS ( А ( 1 ) , A (N +1), A (2 *N + 1 ), A (9 *N + 1 ), A (10 *N + 1),
+ H I, H2, N1, N2, TAU )

С
С РЕШЕНИЕ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ
С

ID EFAU LT(l) = О
IREPT = О
CALL SBAND5 ( N, N1, A ( l ) ,  A (10 *N + 1), A (9 *N + 1 ), EPSR, EPSA )

РЕШЕНИЕ В ТОЧКАХ НАБЛЮДЕНИЯ

CALL PU ( IM , JM, A (1 0 *N + 1 ), N1, N2, FF, L )
DO IP  = 1, L

F IK ( IP ,K )  = F F (IP )
END DO 

END DO

СОПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ

T = TMAX + TAU

НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ

DO I  = 1, N
A U O +N +I) = 0 .DO 

END DO
DO К = 2 , M+l

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ

CALL FDS ( A ( l ) , A (N + 1), A (2 *N + 1 ), A (9 *N + 1 ), A (10 *N + 1),
+ H I, H2, N1, N2, TAU )

CALL RHS ( A (9 *N + 1 ), N1, N2, H I, H2, F ID , F IK , IM , JM, L , M, К ) 
C
С РЕШЕНИЕ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ
С

ID EFAU LT(l) = О
IREPT = О
CALL SBAND5 ( N, N1, A ( l ) ,  A (10 *N + 1), A (9 *N + 1 ), EPSR, EPSA )

END DO 
C
С МЕТОД ПРОСТОЙ ИТЕРАЦИИ
С НОВОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ
С

CALL BS ( A (1 0 *N + 1 ), A ( l ) ,  A (N +1), A (2 *N + 1 ), A (12 *N + 1), N1, N2 )
DO I  = 1, N

A (1 1 *N + I) = A (1 1 *N + I) -  S S*A (12*N +I)
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END DO

ВЫХОД ИЗ ИТЕРАЦИОННОГО МЕТОДА ПО НЕВЯЗКЕ

SUM = 0 .DO 
DO К = 1, М 

DO IP  = 1, L
SUM = SUM + (F ID ( IP .K )  -  F IK ( IP ,K )) * * 2 * T A U  

END DO 
END DO
SUM = SUM/(L*TMAX)
SL2 = DSQRT(SUM)
WRITE ( * , *  ) IT ,  SL2 
IF  (SL2.GT.DELTA) GO TO 100

РЕШЕНИЕ

WRITE ( 01 , *  ) (A (1 1 * N + I) , 1 = 1 ,N)
WRITE ( 01 , *  ) ( ( F I ( I P , K ) , IP = 1 ,L ) ,  K=1,M)
CLOSE ( 01 )
STOP
END

SUBROUTINE IN IT  ( U, X I,  X2, N1, N2 )

НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ

IM PLIC IT REAL*8 ( A -H, 0 -Z  )
DIMENSION U (N 1,N 2 ), X 1 (N 1), X2(N2)
DO I  = 1, N1 

DO J = 1, N2 
U ( I , J )  = O.DO
IF  ( ( X 1 ( I ) -0 .6 D 0 ) * * 2  + (X 2 ( J ) - 0 . 6 D 0 )* * 2 . LE . 0 . 04D0)

+ U ( I , J )  = 1 .DO
END DO 

END DO

RETURN
END

SUBROUTINE FDS ( AO, A l,  A2, F , U, H I,  H2, N1, N2, TAU )

ФОРМИРОВАНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ
ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ
ПРИ ИСПОЛЬЗОВАНИИ ЧИСТО НЕЯВНОЙ СХЕМЫ

IM PLIC IT  REAL*8 ( A-H, 0 -Z  )
DIMENSION A 0(N 1 ,N 2 ), A 1 (N 1 ,N 2 ), A 2 (N 1 ,N 2 ), F (N 1 ,N 2 ), U(N1,N2)

DO J = 2 , N2-1 
DO I  = 2 , N1-1

A l ( 1 - 1 , J ) = 1 ,D 0/(H 1*H 1)
A 1 ( I , J )  = 1 .D 0/(H 1*H 1)
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с

с

А2( I , J - l )  = l.D 0 /(H 2 *H 2 )
A 2 ( I , J) = l.D 0 /(H 2 *H 2 )
АО( I , J ) = A 1 ( I , J )  + A 1 C I-1 .J )  + A 2 ( I , J )

+ 1.D0/TAU
F ( I , J ) = U ( I , J)/T A U  

END DO 
END DO

ОДНОРОДНЫЕ ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ ПЕРВОГО РОДА

DO J = 2 , N2-1 
АО( 1 , J ) = 1 .DO 
A 1 U .J )  = O.DO 
A 2 ( l , J ) = O.DO 
F ( 1 , J ) = O.DO 

END DO

DO J = 2 , N2-1 
A O (N l,J ) = 1 .DO 
A 1 (N 1 -1 ,J ) = O.DO 
A 1 (N 1 ,J ) = O.DO
A 2(N 1, J ) = O.DO 
F (N 1 , J) = O.DO 

END DO

DO I  = 2 , N1-1 
A O (I,1 ) = 1 .DO 
A 1 (1 ,1 ) = O.DO 
A 2 ( I ,1 )  = O.DO 
F ( I , 1) = O.DO

END DO

DO I  = 2 , N1-1 
A 0 (I,N 2 ) = 1 .DO
A K I , N2) = O.DO
A 2C I.N 2) = O.DO 
A 2 ( I ,N 2 -1 ) = O.DO 
F U , N2) = O.DO

END DO

AO(1 ,1 )  = 1 .DO 
A l ( l , l )  « O.DO 
A 2 ( l ,1 )  = O.DO 
F (1 ,1 )  = O.DO

A O (N l, l)  = 1 .DO 
A 2(N 1,1 ) = O.DO 
F (N 1 ,1 )  = O.DO

A 0(1 ,N 2) = 1 .DO 
A K I , N2) = O.DO 
F (1 ,N 2 ) = O.DO

+ A 2 d ,  J - l )
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A0CN1.N2) = 1 .DO 
F(N 1,N 2) = О.DO

С
RETURN
END

С
SUBROUTINE RHS ( F , N1, N2, H I, H2, F I ,  F IK , IM , JM, L , M, К ) 

C
С ПРАВАЯ ЧАСТЬ В УРАВНЕНИИ ДЛЯ СОПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ 
С

IM PLIC IT REAL*8 ( А-Н, 0 -Z  )
DIMENSION F (N 1 ,N 2 ), F I (L ,M ) ,  F IK (L ,M ) , IM ( L ) , JM(L)

C
DO J = 2 , N2-1 

DO I  = 2 , N1-1 
DO IP  = 1, L

IF  ( I.E Q .IM (IP ).A N D .J .E Q .J M (IP ))  THEN 
F ( I , J) = F ( I , J )  + ( F IK ( IP , M + 2 -K )-F I( IP ,M + 2 -K )) / (H1*H2) 

END IF  
END DO 

END DO 
END DO 

C
RETURN
END

C
SUBROUTINE MEGP ( XP, YP, IM , JM, L , H I,  H2 )

ТОЧКИ НАБЛЮДЕНИЯ

IM PLICIT REAL*8 ( A-H, O-Z ) 
DIMENSION IM ( L ) , J M (L ), X P (L ), YP(L) 

C
XP(1) = 0.17D0 
YP(1) = 0.53D0 
XP(2) = 0.36D0 
YP(2) = 0.87D0 
XP(3) = 0.42D0 
YP(3) = 0.39D0 
XP(4) = 0.58D0 
YP(4) = 0.48D0 
XP(5) = 0.83D0 
YP(5) = 0.25D0 
XP(6) = O .llD O  
YP(6) = 0.15D0 
XP(7) = 0.76D0 
YP(7) = 0.71D0 
XP(8) = 0.28D0 
YP(8) = 0.33D0 
XP(9) = 0.35D0 
YP(9) = 0.65D0 
XP(IO ) = 0.49D0 
YP(IO ) = 0.24D0
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DO IP  = 1, L
IM ( IP ) = X P (IP )/H 1  + 1
IF  ( (X P (IP ) -  IM (IP )*H 1 ).G T . 0.5D 0*H 1) IM ( IP ) = IM (IP )+ 1  
JM (IP ) = Y P (IP )/H 2  + 1
IF  ( (Y P (IP ) -  JM (IP )*H 2 ).G T . 0.5D 0*H 2) JM (IP ) = JM (IP )+1 

END DO

RETURN
END

SUBROUTINE PU ( IM , JM, U, N1, N2, F , L )

РЕШЕНИЕ В ТОЧКАХ ИЗМЕРЕНИЯ

IM PLIC IT REAL*8 ( A -H, O-Z )
DIMENSION IM (L ) ,  J M (L ), F ( L ) ,  U(N1,N2)

DO IP  = 1 ,L  
I  = IM ( IP )
J = JM (IP )
F ( IP )  = U ( I , J )

END DO

RETURN
END

SUBROUTINE BS ( U, AO, A l,  A2, B, N1, N2 )

ГРАДИЕНТ ФУНКЦИОНАЛА 

IM PLIC IT  REAL*8 ( A -H, O-Z )
DIMENSION U (N 1 ,N 2 ), A 0 (N 1 ,N 2 ), A 1 (N 1 ,N 2 ), A 2 (N 1 ,N 2 ), B (N1,N2)

DO

*
*
*

J = 2 , N2-1 
DO I  = 2 , N1-1

B ( I , J )  = A O ( I , J ) * U ( I , J )
-  A l ( 1 - 1 , J ) * U ( I - 1 , J)
-  A 1 ( I , J ) * U ( I+ 1 , J )
-  A 2 d , J - l ) * U d , J - l )
-  A 2 ( I , J ) * U ( I , J + l )

END DO 
END DO

RETURN
END

Мы ограничились случаем, когда в уравнении (7.257) к(х) =  1 и ис
пользованием чисто неявной схемы (коэффициенты разностной схемы 
для основного состояния формируются в подпрограмме FDS, для сопря
женного — в FDS и RHS.
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7.5.6. Примеры расчетов

В качестве основной использовалась равномерная сетка с h\ =  0,02, 
h2 = 0,02 для задачи в единичном квадрате. При реализации квазиреаль- 
ного эксперимента в качестве входных данных берется решение прямой 
задачи в некоторых точках расчетной области. Задача решается до мо
мента времени Т = 0,025, шаг сетки по времени т =  0,00025. Для прямой 
задачи начальное условие задается в виде

На рис. 7.18 показано расположение точек наблюдения и отмече
на часть расчетной области, в которой начальное условие локализова
но. В качестве входных данных берутся решения в точках наблюдения 
(см. рис. 7.19).

Представим некоторые результаты расчетов, которые демонстрируют 
возможности восстановления начального условия по данным точечных 
наблюдений. На рис. 7.20 представлено решение обратной задачи при 
уровне погрешностей, определяемом величиной д = 0 , 0 2  (представле
ны линии уровня с шагом Аи  =  0,1). Влияние уровня погрешностей 
иллюстрируется на рис. 7.21, 7.22 (с. 376).

1, (х{ -  0,6) 2 +  (х2 -  0,6) 2 ^  0,04,
0, (xi -  0,6) 2 +  (х2 -  0,6) 2 > 0,04.

1.00

0 .5 0 -

0 .7 5 -

♦

♦

♦
♦

0 .2 5 - ♦ ♦

♦

0.00
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Рис. 7.18. Точки наблюдения и начальное условие в прямой задаче
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Рис. 7.19. Решение в точках наблюдения

100 ...........................>---------1—|---------------1---------------F--------------1-------------- 1-------------- 1---------- г
0 .00  0 .25  0 .50  0 .75  1.00

Рис. 7.20. Решение обратной задачи при ё  =  0,02
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7.6. Задачи и упражнения

7.1. Исследуйте сходимость приближенного решения, определяемого
из (7.14), (7.36), к точному решению задачи (7.6), (7.7) в 4 v , =  S 2.

7.2. Сформулируйте нелокальную задачу, которая соответствует задаче 
оптимального управления (7.38)—(7.41) в случае несамосопряженного 
оператора Л.

7.3. С использованием программы PROBLEM 10 исследуйте зависимость 
точности приближенного решения от времени и сопоставьте получен
ные экспериментальные данные с результатами теоретического анализа 
(см. оценку (7.35)).

7.4. Проведите исследование варианта метода квазиобращения (7.109), 
(7.138) при приближенном решении некорректной задачи (7.101), (7.102).

7.5. Рассмотрите аддитивную схему покомпонентного расщепления (схе
му суммарной аппроксимации)

— —  - A i y „  +  a A i ( < 7 y n+1/2 +  ( l  - а ) у п )  = 0 ,  
т

— — -  A 2j/„ + i /2 +  aAl ( ayn+\ +  (1 -  <r)yn+i/2) =  0 
т

для решения задачи Коши для уравнения (7.158).

7.6. На основе расчетов по программе PR0BLEM11 исследуйте влияние 
на точность восстановления начального условия гладкости точного ре
шения задачи.

7.7. Рассмотрите возможность использования итерационных методов ре
шения задачи с обратным временем (7.159)—(7.161), построенных на осно
ве минимизации функционала невязки.

7.8. Постройте итерационный метод уточнения начального условия в схе
ме (7.166), (7.167) для приближенного решения ретроспективной обрат
ной задачи при несамосопряженном положительно определенном опера
торе Л.

7.9. При использовании программы PR0BLEM12 проведите эксперимен
тальное исследование влияния выбора оператора В  в (7.179) на возмож
ность выделения решения искомой гладкости.
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7.10. Постройте разностную схему для нелокальной краевой задачи

Модифицируйте алгоритм прогонки для решения соответствующей не
локальной сеточной задачи.
7.11. Постройте и исследуйте на устойчивость разностные схемы для 
метода квазиобращения (7.220)-(7.222) для приближенного решения не
корректной задачи (7.187)—(7.189).
7.12. Проведите вычислительные эксперименты (программа PR0BLEM13) 
по изучению зависимости точности решения задачи Коши для уравнения 
Лапласа от гладкости точных начальных условий.
7.13. Сформулируйте условия оптимальности для задачи минимизации
(7.274) , (7.275) при ограничениях (7.270), (7.271).
7.14. Получите условия оптимальности для сеточной задачи (7.271)—
(7.275) , когда оператор А > 0 не является самосопряженным.
7.15. Модифицируйте программу PR0BLEM14 так, чтобы для уточнения 
начального условия использовался не метод простой итерации, а метод 
минимальных невязок.

м(0 ) +  au(l) =

- f c ( ° ) g ( ° ) = /,2.
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Другие задачи

Выше рассмотрены два класса обратных задач для уравнений 
математической физики, связанных с идентификацией правых ча
стей уравнений и начального условия. Среди других важных для 
приложений отметим граничные обратные задачи, когда восста
навливаются граничные условия. Для их приближенного решения 
применяются методы с возмущением как самого уравнения, так 
и методы с нелокальным возмущением граничных условий. При 
решении граничной обратной задачи методом квазиобращения 
при рассмотрении пространственной координаты как эволюцион
ной можно выделить метод г и п е р б о л и ч е с к о й  регуляризации —  
переход от параболического уравнения к гиперболическому. Воз
можности метода квазиобращения при возмущении граничных 
условий обсуждаются на примере граничной обратной задачи для 
одномерного параболического уравнения второго порядка. Для 
более общей двумерной задачи применяется алгоритм итераци
онного уточнения граничного условия. Наиболее трудными для 
исследования являются коэффициентные обратные задачи для 
уравнений математической физики. Мы ограничились рассмотре
нием вопросов численного решения двух коэффициентных задач. 
Первая из них связана с определением зависимости старше
го коэффициента от решения для одномерного параболического 
уравнения. Описан вычислительный алгоритм решения коэффици
ентной обратной задачи для двумерного эллиптического уравне
ния в случае, когда неизвестный коэффициент не зависит от одной 
координаты.

8.1. Продолжение по пространственной
переменной в граничной обратной задаче

Рассматривается граничная обратная задача для одномерного пара
болического уравнения второго порядка (уравнения теплопроводности),
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которая состоит в восстановлении граничного режима по данным из
мерений внутри расчетной области. Такая задача принадлежит к классу 
условно корректных и для ее устойчивого решения привлекаются методы 
регуляризации. Здесь применяется метод квазиобращения в условиях, 
когда задача рассматривается как эволюционная по пространственной 
переменной. Использование метода квазиобращения ведет, в частности, 
к известной гиперболической регуляризации граничной обратной задачи.

8.1.1. Постановка задачи
Среди обратных задач математической физики особенно важное 

прикладное значение имеет граничная обратная задача. Она связана 
с проблемами диагностики, когда по дополнительным измерениям внутри 
расчетной области необходимо восстановить граничный режим там, где 
прямые измерения невозможны.

Такая задача принадлежит к классу условно корректных и для ее 
приближенного решения разрабатываются специальные методы регуля
ризации. Одним из общих подходов к решению неустойчивых задач для 
уравнений с частными производными является метод квазиобращения. 
Он основан на некотором возмущении исходного уравнения, причем для 
возмущенного уравнения задача уже корректна. Здесь параметр возмуще
ния выступает в качестве параметра регуляризации.

При рассмотрении граничной обратной задачи для одномерного па
раболического уравнения второго порядка метод квазиобращения может 
быть основан на рассмотрении исходной задачи как задачи для эво
люционного уравнения первого порядка. Вторая возможность связана 
с рассмотрением исследуемой граничной обратной задачи как задачи 
с начальными данными для эволюционного уравнения второго поряд
ка. В качестве эволюционной переменной выступает пространственная 
переменная. Поэтому мы и говорим в этом случае о продолжении по про
странственной переменной в граничной обратной задаче.

Рассмотрим граничную обратную задачу для параболического урав
нения при продолжении решения по пространственной переменной, 
которая выступает в качестве временной переменной. Задача ставится 
следующим образом. Решение v(x,t)  определяется из уравнения

dv d2v
— 0 < x < U  0 < t < T y (8.1)

дополненного начальными условиями по переменным х и t следующего 
вида:

v(0,t) = <p(t), 0  < t < Т,

dv—(о,о = о, о < t <т,

(8.2)

(8.3)
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v(x, 0 ) =  0 , 0  < х < 1. (8.4)

Сделаем в граничной обратной задаче (8 .1)—(8.4) замену переменных: 
х заменяется на £, t — на х (1 -> Г , Т  -> Z), искомое решение обозначим 
и(х , t) (= г;(£, ж)). Для нахождения и(х , t) получим задачу:

д2и
~дё

ди
-  —  = 0 , 0 < х < 1, 0  < < < Г, 

дх
(8.5)

и(0 , t) =  0 , 0  < t < Г, (8 .6 )

и(х , 0 ) =  щ(х), 0  < х < Z, (8.7)

ди
—  (ж, 0 ) =  0 , 0  < х < 1 , (8 .8 )

где в новых обозначениях функции <p(t) соответствует щ(х).
Задача (8.5)-(8.8) записывается в виде операторного уравнения

dru
~dP

-  Ли = О (8.9)

с начальными условиями (8.7), (8 .8 ). Оператор Л определяется выраже
нием

ди
Ли = —  (8 . 1 0 )

ох
с областью определения

V(A) = { и \ и  = и(х , t), х £ [0 ,1], и( 0, t) = О}.

Введенный оператор А  не является самосопряженным и не знакоопре
делен в Ч = £ 2 (0 , I).

8.1.2. Метод квазиобращения
Для приближенного решения обратной задачи (8.7)—(8.9) применим 

метод квазиобращения. Используем вариант метода квазиобращения, 
когда приближенное решение ua(x,t)  определим из возмущенного урав
нения

d2ua
~dF

-  Aua +  aA*Aua =  0,

дополненного начальными условиями

иа(х , 0 ) =  щ(х), 0  < х  <1,
duQi
dt

(ж, 0 ) =  0 , 0  < х < I.

(8 . 11)

(8.12)

(8.13)
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Сопряженный в Ч = £ 2 (0,/) к Л оператор на основании (8 . 1 0 ) 
определяется выражением

л *и = ~ (8Л4)
причем

Т>(А*) = { u \ u  = u(x , £), ж £ [0 ,/], u(l, t) =  О}.

Вариант метода квазиобращения (8.11)—(8.13) с учетом (8.10), (8.14) 
соответствует решению следующей задачи:

д2иа диа 
dt2 дх

д2иа
-  =  о, 0  < х < 1 , 0  < t < т, (8.15)

иа(0 , t) =  0, 0 < t < Т, (8.16)

^ ( М )  =  0, о < t < T , (8.17)

иа(х, 0 ) =  щ(х), 0  < х < 1, (8.18)

дип
-— -(ж, 0 ) =  0 , 0  <х < 1 .  
dt (8.19)

Тем самым, метод квазиобращения приводит нас к известному в вычи
слительной практике гиперболическому возмущению (уравнение (8.15)) 
исходного параболического уравнения (8.5).

Теорема 8.1. Для решения краевой задачи (8.15)—(8.19) справедлива апри
орная оценка

д и а  , .V

« - (м >
+  а

диа
дх О М ) ^  a  exp { t / ' / a } £<■> (8.20)

Доказательство. Доказательство этого утверждения проведем в более об
щих условиях (для задачи (8.11)-(8.13)). Домножим скалярно уравнение 
(8 . 1 1 ) на du/dt и получим

2 d t \
dua
И Г

+  а ||Д и а ||

Для правой части имеем

Лиа,
dua \
И Г  ) ’

(8.21)
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Подстановка (8.22) в (8.21) приводит к оценке

dua
~dt

+ a\\Aua\\2 ^  a exp { t / \ fa }  ||Лгг0||2 . (8.23)

Из (8.23) непосредственно следует более простая оценка

\\Aua\\ ^  aexp  {t/2y/a}  ||Л^0|| •

Доказываемая оценка (8.20)) для возмущенной задачи (8.15)—(8.19) есть 
простое следствие оценки (8.23). ■

Можно использовать и некоторые другие варианты метода квази
обращения. Например, определим приближенное решение из уравнения

^  Q̂ А I А Л /О-17Г “  Aua +  аЛЛ —  =  0, (8.24)at1 at
дополнив его условиями (8.12), (8.13).

Поэтому приближенное решение ua(x,t)  в соответствии с (8.10), 
(8.14) определяется из уравнения

d2ua
dt2

9Ug _ 83Ug
dx °  dx2dt

0  < x < l, 0 < t < T, (8.25)

и условий (8.16)—(8.19). Аналогично теореме 8.1 формулируется следую
щее утверждение.
Теорема 8.2. Для решения краевой задачи (8.16)—(8.19), (8.25) справедлива 
априорная оценка

1К0М )Н2 +
диа
dt

(x, t) ^  exp 1М * ) | |2. (8.26)

Доказательство. Рассмотрение снова проведем для общего возмущенного 
эволюционного уравнения. Уравнение (8.24) удобно переформулировать 
в виде системы уравнений первого порядка.

Определим вектор U = {^ь ^ 2 } и пространство Ч 2 как прямую сумму 
пространств Ч: У 2 =  Ч®Ч.  Сложение в Ч2 проводится покоординатно, 
а скалярное произведение определяется следующим образом:

(17, V) = (u{,vi) + (u2,v2).

Определим щ = ua , и2 = dua/dt и запишем уравнение (8.24) в виде 
системы уравнений первого порядка (Ua =  {^ь ^ 2 })*
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Г = { - А  о А А ' ) ’ <8-28>

Уравнение (8.27) дополняется (см. (8.12), (8.13)) начальными условиями

Eb(0) =  tfo =  {t*>,0}. (8.29)

В силу введенных обозначений

M 2 =  l l« .H2 +  l l«2l |2 =  l | e J 2 +

Для задачи (8.27)—(8.29) справедлива априорная оценка

1 | £ Ш 1 2  <  е х Р  { ^ Г  4 •  ( 8 - 3 0 )

Принимая во внимание (8.28), имеем

VUa =  { -  « 2 , - А щ  +  aAA*v,i).

Домножая уравнение (8.27) скалярно на Ua, получим

dua
I f

1 d 
2 d t 1

||И|||2 + ||и2||2) +  а||Д*гг2||2 =  (A u , ,u 2) +  (u , ,u 2). (8.31)

Для правой части используются оценки

{А щ , щ )  < а||Д*м2||2 +  —  ||«i||2,

(«1.«2) < е | М | 2 + j - I M I 2-4е

(8.32)

Выбирая е = 1/2 и подставляя (8.32) в (8.31), придем к оценке (8.30).
Из (8.30) и следует оценка (8.26) для решения задачи (8.16)—(8.19), 

(8.25). ■

8.1.3. Разностные схемы метода квазиобращения
Рассмотрим теперь предложенные варианты метода квазиобрашения 

на сеточном уровне. Ограничимся для простоты изложения одномерной 
граничной задачей. Для перехода к разностной задаче введем равномер
ную сетку

w = { x \  x = X i = i h ,  i  = 0, l , . . . ,  N, N h  = l } 4
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где ш — множество внутренних узлов, а дш — множество граничных узлов. 
Операторы А , А* вводятся обычным образом. Пусть в безындексных 
обозначениях

i = °’
I t o  1 = 1 .2 ........N

с областью определения

D (A) = {У I У(х), х € ш, уо =  0}.
Скалярное произведение и норму в сеточном гильбертовом про

странстве Н = L 2 (k>) зададим в виде

(*. У) = ^ 2  z{x)y{x)h, IIj/H =  у/(у, у).
хеш

Для сопряженного оператора А* получим

А*у =
i = 0,1,... , N  -  1 , 
i = N,

причем
D(A*) = {у  | у(х), х € ш ,  yN = 0}. 

Для оператора А*А имеем

А*Ау =

1

- ТУх, 
< - У х х ч

i = 0 ,

* =  1 > 2 , . . . ,  ЛГ -  1 ,
i = N.

Остановимся вначале на варианте метода квазиобращения (8.11). 
Разностное решение задачи (8.11)—(8.13) определим из уравнения

-  Ау + <хА*Ау =  0 (8.33)

для у(х , t) 6  Н , дополненного начальными условиями

у(х, 0) =  щ(х), х €ш,  (8.34)

5 ( * , 0 ) = 0 ,  х (8.35)

При приближенном решении задачи (8.33)—(8.35) будем использовать 
равномерную сетку по времени с шагом т. Рассмотрим разностную схему

Уп+\ -  2уп + уп-\ 1
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+ -^А* А(уп+\ +  2уп + уп-\)  =  0, п =  1 , 2 , . . . .  (8.36)

Для исследования схемы (8.36) на устойчивость введем обозначения:

v„ = \ {уп +Уп-\), wn = ~(Уп ~ Уп-\)- (8.37)
I  т

Тогда разностная схема (8.36) записывается в виде

^ 7 1 + 1  W ji , ^  Л *  Л /  \  Г \  / О  ' 1 0 \---------------- Avn +  —A A(vn+\ +  vn) = 0 . (8.38)
т  I

Домножим разностное уравнение (8.38) скалярно на

2 ( ® п + 1  -  v„) =  уп+1 -  Уп-1 =  r ( w n + i +  Wn)
и получим

Ikn+ill2 -  Iknll2  +  «1И« „ + | | | 2 -  а ||Д » „ | | 2 =  t (Av„, «>„+, +  wn). (8.39) 
Правая часть (8.39) оценивается следующим образом:

2 1 2(Avn,wn+i+wn) ^p \ \Avn\\ +  —  ||ton+i + wn\\ <

< PUvn  II2 +  - ^ I K + i l l 2 +  i ^ l k n l l 2-

Выберем e =  1/2 и подставим это неравенство в (8.39). Это дает

(* “  § д ) Ikn+ill2 +  <A\Avni \ \ t  <

< ( i  +  " ) l k nll2 +  « ( 1 +  0 IM » n ll2- (8.40)

Используя при г  ^  4у0/3 оценку

( ' - Id)  <ехрШ
и выбирая /3 =  (За /2 )1у/2, из (8.40) получаем априорную оценку

(1_̂)l|Wn+il|2+aPt,n+il|2<
+  (8.41)

где

',=exp{rv J } ' (8.42)
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Тем самым доказано следующее утверждение.

Теорема 8.3. Для разностной схемы (8.36) при т ^  2(2а/3 ) 1//2 справедлива 
оценка (8.37), (8.40).

Вариант метода квазиобращения (8.24) соответствует решению урав
нения

d2y
dt2

-  Ay + аАА*
dy
dt

=  0

с начальными условиями (8.34), (8.35). При численной реализации ис
пользуется схема

У „ + 1 2уп+Уп-\ _ А  АА*Уп+х-Уп-1 = 0  п = 1 ) 2 ) . . . .
т1 2т

Теорема 8.4. Разностная схема (8.43) p -устойчива с

f 1 +  4а 1 
р — вхр ^ —  T j

и для нее справедлива априорная оценка

(8.43)

Иг/nll2 +
Уп+ 1 -  Уп

( | | у я - ill2 +
Уп -  У п -  1

)■
(8.44)

Доказательство. Для получения априорной оценки домножим скалярно 
разностное уравнение (8.43) на

Уп+ l  Уп - 1 

Vt ~  2т
и, используя стандартные безындексные обозначения теории разностных 
схем, придем к равенству

Ы> У;) ~ (АУ> у;) +  «1М >;1 | 2 =  °-

Для первых двух членов левой части (8.45) имеем

(Уи> У;) = \(Уй Vdt,

(Ау,у°)  <  a||i4*j/ « | | 2 +  ^~11у112-

(8.45)

(8.46)

Подставляя (8.46) в (8.45), приходим к неравенству
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Добавим в правую и левую части неравенства (8.47) слагаемое

(Ы12),- = (̂Ы12-11г/п-|||2) =
=  ( у п  +  Уп- ь  = 2 ( у п - ь У * - ) + r | | y t- | |2.

Принимая во внимание соотношение

Нг/Н2 = Цу»-1 + Т У 1 II2 < (1 + e)llj/n-ill2 + (> + i )  t 2IIwII2

и неравенство

(Уп-1 ,уд <  P\\yn-i\\2 +  -^рШ\2’ 

из (8.47) получим неравенство

(iij/n-iii2 +  i i r f ) t ^

(̂ +2/3)ll!ft,-,l|2+(̂+ т +
т 2 1 +  4е 
2а 4е ) ы 2. (8.48)

справедливое при любых положительных е и /3. 
Выберем е = т /2 , /3 = 1  /2 и получим

1 -f* £ 1 Т  1 т
— + 2/3 = 1 +  -  +  - < —(р — 1),
2а 2а 4а т

1 т 2 1 +  4£ т т 2 1 , 2

2/3+ Т + 2 а 4е
=  1 +  г +  —  + —  < - ( р 1 -  1 ), 

4а 2а т
где величина р определена в условиях теоремы. С учетом этих неравенств 
из (8.48) и следует необходимая оценка (8.44). ■

8.1.4. Программа
Численно решается граничная обратная задача (8.1)-(8.4). В рам

ках квазиреального вычислительного эксперимента для формулирования 
граничного условия (8 .2 ) рассматривается прямая задача для определения 
v(x,t)  из уравнения (8.1), начального условия (8.4), граничного условия
(8.3) на левой границе и условия

= 0 < t  <Т ,

на правой границе. Для нахождения приближенного решения использу
ется чисто неявная разностная схема.
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Приближенное решение обратной задачи находится с использовани
ем метода квазиобращения в варианте (8.24). В исходных переменных это 
соответствует решению задачи (см. (8.16)—(8.19), (8.25))

d2Vg 
дх 2

8vtt
dt

o
'II

* 
« 

^
 

£1

0  < x < l,

va(0,t) = ip(t), 0 < t < T,
«

Ur
 

я II о 0 < t < T,

va(x, 0 ) =  0 , 0  < x < l,
II О 0  < x < l.

Эта краевая задача решается с использованием разностной схемы (8.43).
Параметр регуляризации а определяется по невязке. Считается, что 

погрешность во входных данных (в задании <p(t)) играет определяющую 
роль и поэтому погрешности аппроксимации при выборе параметра 
регуляризации не учитываются.
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Программа PR0BLEM15

PROBLEM15 - ИДЕНТИФИКАЦИЯ ГРАНИЧНОГО УСЛОВИЯ 
НЕСТАЦИОНАРНАЯ ОДНОМЕРНАЯ ЗАДАЧА

IMPLICIT REAL*8 ( А-Н, 0-Z )
PARAMETER ( DELTA = 0.01D0, N = 101, M = 101 )
DIMENSION X(N), Y(N,M), F(N,M), YY(M),
+ FI(M), FID(M), FIY(M), Q(M), QA(M),
+ A(M), B(M), C(M), FF(M) ! M >= N

ПАРАМЕТРЫ ЗАДАЧИ:

XL, XR - ЛЕВЫЙ И ПРАВЫЙ КОНЕЦ ОТРЕЗКА;
N - ЧИСЛО УЗЛОВ СЕТКИ ПО ПРОСТРАНСТВУ;
TMAX - МАКСИМАЛЬНОЕ ВРЕМЯ;
М - ЧИСЛО УЗЛОВ СЕТКИ ПО ВРЕМЕНИ;
DELTA - УРОВЕНЬ ПОГРЕШНОСТИ ВО ВХОДНЫХ ДАННЫХ;
FI(M) - ТОЧНОЕ РАЗНОСТНОЕ ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ;
FID(M) - ВОЗМУЩЕННОЕ РАЗНОСТНОЕ^ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ;
Q(М) - ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ (ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ);
QACM) - ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ;

С

XL = 0.D0 
XR = 1.DO 
TMAX = 1.D0
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390 Глава 8. Другие задачи

OPEN ( 01 , F ILE  = 7 RESULT. DAT7 ) ! ФАЙЛ С РЕЗУЛЬТАТАМИ РАСЧЕТОВ 

СЕТКА

Н = (XR -  XL) /  (N -  1)
DO I  = 1, N

X ( I )  = XL + ( I - 1 ) * H  
END DO
TAU = TMAX /  (M - l)

ПРЯМАЯ ЗАДАЧА

ГРАНИЧНЫЙ РЕЖИМ

DO К = 1, М
Т = (K -1)*TAU  
Q(К) = AF(T, ТМАХ)

END DO

НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ

Т = 0.D0 
DO I  = 1, N 

Y (1 ,1 ) = 0 .DO
END DO

НОВЫЙ ВРЕМЕННОЙ СЛОЙ

DO К = 2 , М 
Т = Т + TAU

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ 
ЧИСТО НЕЯВНАЯ СХЕМА

DO I  = 2 , N-1
А ( I ) = 1.D0 /  (Н*Н)
B ( I )  = 1.D0 /  (Н*Н)
C ( I )  = А( I )  + В Ц )  + 1 .DO /  TAU 
F F ( I )  = Y ( I ,K - 1 )  /  TAU 

END DO

ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ЛЕВОМ И ПРАВОМ КОНЦЕ

В (1 ) = 2 . DO /  (Н*Н)
С (1) = В (1 ) + 1 .DO /  TAU
FF(1 ) = Y ( 1 , К—1) /  TAU 
A(N) = 0.D0 
C(N) = 1 .DO 
FF(N) = Q(K)

С РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НА НОВОМ ВРЕМЕННОМ СЛОЕ 
С

ITASK = 1
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8.1. Продолжение по пространственной переменной 391

CALL PR0G3 ( N, А, С, В, FF, YY, ITASK )
DO I  = 1, N 

Y( I , К) = YY( I )
END DO 

END DO

РЕШЕНИЕ НА ЛЕВОЙ ГРАНИЦЕ

DO К = 1, М
F I(K )  = Y ( 1 , К)
F ID (K ) = F I(K )

END DO

ЗАШУМЛЕНИЕ РЕШЕНИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 

DO К = 2 , М
F ID (К) = F I(K )  + 2 . D0*DELTA*(RAND( 0 ) - 0 . 5D0)

END DO

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА 

МЕТОД КВАЗИОБРАЩЕНИЯ
ПРОДОЛЖЕНИЕ ПО ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

IT  = О 
ITMAX = 100 
ALPHA = 0.001D0 
QQ = 0.75D0 

100 IT  = IT  + 1

НАЧАЛЬНЫЕ УСЛОВИЯ 
(ЛЕВАЯ ГРАНИЦА)

DO К = 2 , М
Y ( 1 , К) = F ID (K )
Y ( 2 , К) = FIDCK) + 0 . 5 D 0 *H **2 * (F ID (К )- F ID ( K - l ) ) /TAU 

END DO

НОВЫЙ СЛОЙ

DO I  = 3 , N

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ

DO К = 2 , М-1
А(К) = ALPHA /  (H *TAU **2)
В(К) = ALPHA /  (H *TAU**2)
С(К) = А(К) + В(К) + 1.D0 /  (Н*Н)
FF(K) = ( Y ( I - 1 ,K ) - Y ( I - 1 ,K - 1 ) ) /T A U

+ + ( 2 .D 0 * Y ( I -1 ,К) -  Y ( I - 2 ,K ) ) / ( H * H )
+ -  A ( K ) * ( Y ( I - 2 ,K + 1 ) - 2 .D 0 * Y ( I - 2 ,K ) + Y ( I - 2 ,K - 1 ) )

END DO 
C
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с
с

с
с
с

ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ СНИЗУ И СВЕРХУ

В (1 ) = О.DO
С (1) = 1 .DO
F F (1) = 0.D0
А(М) = ALPHA /  (H*TAU**2)
С(М) = А(М) + 1.D0 /  (Н*Н)
FF(M) = (Y ( I-1 ,M ) -Y ( I -1 ,M -1 ) ) /T A U  

+ + ( 2 .D 0 * Y ( I - 1 ,М) -  Y ( I -2 ,M ) ) / (H * H )
+ -  A (M ) * ( - Y ( I -2 ,M )+ Y ( I -2 ,M -1 ) )

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НА НОВОМ СЛОЕ

ITASK = 1
CALL PR0G3 ( М, А, С, В, FF, YY, ITASK )
DO К = 1, М 

Y ( I , К) = YYOO 
END DO 

END DO

РЕШЕНИЕ

DO К = 1, M 
QA(К) = Y (N ,K )

END DO

РЕШЕНИЕ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ С НАЙДЕННЫМ ГРАНИЧНЫМ УСЛОВИЕМ 

НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ

Т = 0.D0 
DO I  = 1, N 

Y ( I ,1 )  = 0.D0
END DO

НОВЫЙ ВРЕМЕННОЙ СЛОЙ

DO К = 2 , М 
Т = Т + TAU

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ 
DO I  = 2 , N-1

А( I ) = 1 .DO /  (Н*Н)
В Ц ) = 1.DO /  (Н*Н)
С Ц ) = А ( I )  + В Ц )  + 1 .DO /  TAU 
FF( I ) = Y ( I ,K - 1 )  /  TAU 

END DO

ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ЛЕВОМ И ПРАВОМ КОНЦЕ

В (1) = 2 . DO /  (Н*Н)
С (1) = В (1 ) + 1 .DO /  TAU
FF(1 ) = Y C l.K -1 ) /  TAU
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A(N) = О.DO
C(N) = 1 .DO 
FF(N) = QA(K)

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НА НОВОМ ВРЕМЕННОМ СЛОЕ 

ITASK = 1
CALL PR0G3 ( N, А, С, В, FF, YY, ITASK ) 
DO I  = 1, N 

Y ( I , К) = YY( I )
END DO 

END DO

КРИТЕРИЙ ВЫХОДА ИЗ ИТЕРАЦИОННОГО ПРОЦЕССА

SUM = 0.D0 
DO К = 1, М

F IY (К) = Y( 1 , К)
SUM = SUM + (F IY (K ) -  F ID (K ))**2 *T A U  

END DO
SL2 = DSQRT(SUM)

IF  (IT .G T.ITM A X ) STOP 
IF  ( IT .E Q . l )  THEN 

IND = О
IF  (SL2.LT.DELTA) THEN 

IND = 1 
QQ = l.DO/QQ 

END IF
ALPHA = ALPHA*QQ 
GO TO 100 

ELSE
ALPHA = ALPHA*QQ
IF  (IN D .E Q .0  .AND. SL2.GT.DELTA) GO TO 100 
IF  (IN D .E Q .l .AND. SL2.LT.DELTA) GO TO 100 

END IF

ЗАПИСЬ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТОВ

WRITE ( 0 1 ,*  ) (Q (K ), К = 1,M)
WRITE ( 0 1 ,*  ) (F ID (K ) , К = 1 ,M)
WRITE ( 0 1 ,*  ) (Q A (K ), К = 1,M)
WRITE ( 0 1 ,*  ) (F IY (K ) ,  К = 1,M)
CLOSE ( 01 )
STOP
END

DOUBLE PRECISION FUNCTION AF ( T, TMAX ) 
IM PLIC IT  REAL*8 ( A -H, 0-Z  )

C
С ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ПРАВОЙ ГРАНИЦЕ
С
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AF = 2.D0+T/TMAX
IF  ( Т . GT. (О . 5D0*TMAX)) AF = 2 . DO*(ТМАХ-Т)/ТМАХ

RETURN
END

8.1.5. Примеры расчетов
В качестве основной использовалась равномерная сетка с h = 0,01, 

г  =  0,01 для задачи с Z =  1, Т — 1 . При реализации квазиреального 
эксперимента для прямой задачи граничное условие на правом конце 
задается в виде

ш  = <

21 
Т ’

т
о < t < ~ ,

2(Т - t )  Т
< t < T .

На рис. 8 . 1  показаны линии уровня для решения прямой задачи при 
выбранных граничных условиях.

Нас интересует, прежде всего, влияние погрешностей в задании 
граничных условий на точность решения обратной задачи. На рис. 8.2
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Рис. 8.2. Решение обратной задачи при 6 =  0,01

Рис. 8.3. Решение прямой задачи при найденных краевых условиях
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Рис. 8.5. Решение обратной задачи при 5 =  0,02
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показано решение обратной задачи при уровне погрешностей, определя
емом величиной д = 0,01. Изображены точные и возмущенные решения 
на левой границе (при х = 0 ) — входные данные для решения обрат
ной задачи. По этим условиям восстанавливается решение при всех 
0  < х ^  I — представлены точные и найденные решения при х = 1 . 
Решение прямой задачи при найденном краевом условии при х = 1 
показано на рис. 8.3 (ср. с рис. 8.1). Влияние уровня погрешностей иллю
стрируется на рис. 8.4, 8.5.

8.2. Нелокальное возмущение 
граничных условий

Для приближенного решения граничной обратной задачи для одно
мерного параболического уравнения применяется вычислительный ал
горитм, основанный на нелокальном возмущении граничного условия. 
Такой подход можно связать с локальной регуляризацией по А. Н. Тихо
нову.

8.2.1. Модельная задача
Будем считать, что исследуемый процесс описывается одномерным 

параболическим уравнением второго порядка. Соответствующая прямая 
задача формулируется следующим образом.

Решение u(x , t) определяется в прямоугольнике

Qr  =  n x [ 0 ,T ], U = {x \  O ^ x ^ l } ,  O ^ t ^ T .
Функция u(x, t) удовлетворяет уравнению

ж =^ ( ад£)- 0<i<'' 0<t<iT- <̂u9,
при обычных ограничениях к(х) ^  к > 0. Граничные и начальные условия 
возьмем в виде

Й ( ° ) ^ ( М )  =  °. 0 < 1 < т , (8.50)

и(1,t) = о < t ^ T , (8.51)

u(x, 0 ) =  0 , 0  <  x  <  l. (8.52)
Будем рассматривать граничную обратную задачу, которая характери

зуется тем, что граничное условие на правой границе не задано (функция 
t) в (8.51) неизвестна). Вместо этого задано дополнительное условие 

на левой границе
и(0 , t) = <p(t), 0  < < < Т. (8.53)
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Причем, как это бывает на практике, это граничное условие задается 
с погрешностью.

8.2.2. Нелокальная краевая задача
Среди возможных подходов к приближенному решению обратных 

задач для эволюционных уравнений мы выделили методы с возмущением 
исходного уравнения и методы с возмущением начальных (граничных) 
условий. Вариант метода квазиобращения с переходом к корректной 
задаче для возмущенного уравнения мы реализовали выше, рассматривая 
пространственную переменную как эволюционную. Представляет интерес 
также варианте возмущением граничных (начальных, при интерпретации 
переменной х как эволюционной) условий.

Приближенное решение граничной обратной задачи (8.49), (8.50), 
(8.52), (8.53) обозначим uQ(x , t) и будем определять его из уравнения

dua d (  dua \
~дГ = д ^ \ к^  л г ) ’ 0 < х < 1 ' 0 < t < T - (8-54)

Граничное условие (8.50) и начальное (8.52) оставляем без изменений:

ди
к(0)—^-(0, t) — 0 , 0 < < < Г, (8.55)

ОХ

иа(х , 0) =  0, 0 ^  х ^  I. (8.56)
Граничное условие (8.53), с которым связана некорректность рассматри
ваемой обратной задачи (8.49), (8.50), (8.52), (8.53), заменим на нелокаль
ное:

иа( 0, t) +  aua(l, t) = (p(t), 0 < t ^ T .  (8.57)
В (8.54)—(8.57) переход к нелокальной краевой задаче осуществля

ется непосредственно. Вторая возможность формулирования подобной 
неклассической задачи может базироваться на рассмотрении метода ре
гуляризации А. Н. Тихонова для задачи (8.54)—(8.57), рассматривая ее как 
задачу граничного управления (граничное условие на правом конце — 
(8.51)) с граничным наблюдением (на левом конце — (8.53)). Далее 
можно попытаться сформулировать соответствующее уравнение Эйлера, 
которое, как мы видели, приводит к неклассическим краевым задачам. 
Необходимо только иметь в виду, что в рассматриваемом случае и для 
основного, и для сопряженного состояния мы имеем эволюционные 
задачи с несамосопряженными операторами.

8.2.3. Локальная регуляризация
Как мы уже неоднократно отмечали выше, при применении методов 

регуляризации для эволюционных задач имеются две возможности. В ме
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тодах глобальной регуляризации решение определяется на все моменты 
времени одновременно, в методах локальной регуляризации решение 
зависит только от предыстории и может определяться последовательно 
на отдельные моменты времени. Методы локальной регуляризации наи
более полно учитывают специфику обратных задач для эволюционных 
задач.

По времени введем равномерную сетку

и)т — =  пт» w =  0, 1 , . . . ,  iVo, тN q — Т )

и пусть un(x) = u(x , tn). При приближенном решении обратной задачи
(8.54)—(8.57) переход на новый временной слой будем осуществлять 
с использованием чисто неявной схемы для прямой задачи:

При использовании регуляризации А. Н. Тихонова на каждом вре
менном слое для определения граничного условия на правой границе 
(см. (8.60)) ищется минимум сглаживающего функционала

Покажем, что задача минимизации функционала (8.62) при ограничениях
(8.58)—(8.61) фактически эквивалентна решению сеточной задачи с нело
кальными краевыми условиями типа (8.57) на каждом временном слое. 

Представим решение задачи (8.58)—(8.60) в виде

(8.58)

п =  0 , 1 , . . . ,ЛГ0 -  1 ,

(8.59)

(8.60)

(8.61)

J a (vn+I) =  (щп+|(0 ) -  <ря+1У  +  а(ип+|)2. (8.62)

un+'(x) = zn+l(x) + wn+'(x).

В этом представлении zn+\ x )  есть решение сеточной задачи

(8.63)

(8.64)

*(0 ) - ^ - ( 0 ) =  0 , п = 0, 1 ........JV0  -  1 ,

п = 0 , 1 , . . . ,  Щ -  1 , 

dzn+' Л Л ,
(8.65)
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zn+l(l) = 0, 71 = 0, 1, . . . ,7V0 -  К (8 .6 6 )

z°(x) =  0, 0 ^  х ^  I. (8.67)

Тем самым гп+1(ж) есть решение прямой задачи с однородным условием 
первого рода на правой границе.

Из (8.63) и (8.64)-(8.67) для wn+{(x) имеем

wn+l d /  . Bwn+l\  л n 
Г " а х ( а д  а*  ) = 0 ’ 0 < 1 < i ' (8 .6 8 )

1

£сГIIв

dwn+i
J k ( 0 ) - ^ - ( 0 , t )  =  0, n =  0 , l , . . . , N 0 - l , (8.69)

Wn + '(l)  = vn+l, n = 0 , 1 , ,  Nq -  1, (8.70)

w°(x) = 0 , 0  ^  x ^  l. (8.71)
Принимая во внимание линейность и независимость коэффициента 

к(х) от времени, для решения сеточной задачи (8.68)—(8.71) получим 
представление

wn+l(x) = q(x)vn+l, 
где q(x) есть решение сеточной задачи

(8.72)

1 ~ Т х ( Н х ) Т ) = 0 ' 0 < 1 < 1 ’

* (0)^ (0) = °, 9(0 = 1-

Подстановка (8.63), (8.72) в (8.62) дает

Ja(vn+') =  (zn+'( 0 ) +  g(0)t»n+I -  v?n + l ) 2 +  a(vn+')2. 

Минимум (8.75) достигается при

(гп+|(0 ) +  q(0)vn+l -  / +l)g(0 ) +  a t’"+l =

Тем самым для граничного условия на правой границе получим

V?n+' - 2 nя-Ь 1 =  д(0 )
лП+\ _ ,y7l-t- 1

a  + g2 (0 )

(8.73)

(8.74)

(8.75)

(8.76)

(8.77)

В алгоритме локальной регуляризации при решении обратной задачи
(8.54)-(8.57) переход на новый временной слой основан на решении 
прямых задач (8.64)-(8.67) и (8.73), (8.74), вычислении постоянной d" t 1
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согласно (8.76) и использовании представления (8.63), (8.72) для решения 
обратной задачи.

В силу принципа максимума для задачи (8.64)-(8.67) имеем q(0) > 0 
и поэтому условию (8.76) можно придать (см. (8.70)) форму

иП+1(0)+^ ) и"+ 1(г)= ^ +' (8,78)

Тем самым задача минимизации функционала (8.62) при ограничениях 
(8.58)—(8.61) эквивалентна решению задачи с нелокальными граничными 
условиями (8.58), (8.59), (8.61), (8.77). Принимая все это во внимание, 
можно сказать, что алгоритм локальной регуляризации является дискрет
ным вариантом метода нелокального возмущения граничных условий
(8.54) —(8.57) для приближенного решения граничной обратной задачи 
(8.49), (8.50), (8.52), (8.53).

8.2.4. Разностная нелокальная задача
Дифференциальной задаче с нелокальным граничным условием

(8.54) —(8.57) поставим в соответствие разностную задачу. По простран
ственной переменной введем равномерную сетку ш с шагом h на интер
вале ft — [0 , /]:

о) = {х  | х = Xi = ih, i = 0, 1 , . . . ,  N, N h  = l},

в которой ш — множество внутренних узлов, а до) — множество гранич
ных узлов.

Во внутренних узлах при использовании чисто неявной схемы урав
нение (8.54) будем аппроксимировать разностным уравнением

уП+ I _ Я1̂

■ - - - ( о р Г ' ) , = 0 .  х€и>, п =0, No -  1 , (8.79)

где, например, a(x) = к(х -  0,5Л). Начальное условие (8.56) дает

у°(х) =  0 , х е ш .  (8.80)

Граничное условие второго рода (8.55) аппроксимируется на реше
ниях уравнения (8.54):

71П+1 _ 71П 9 7/П+1 -  7/П+1
Ъ.------y ± _ l ai l 1------- а°— = 0 ,  n =  0 , l , . . . , N 0 -  1. (8.81)

т h h
Нелокальному граничному условию (8.57) поставим в соответствие раз
ностное нелокальное условие

Уо+'+<*У%+' =<РП+', п = 0 ,1, . . .  , N q— 1 . (8.82)
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Реализация разностной схемы (8.79)—(8.82) связана с решением трех
точечной сеточной задачи на каждом временном слое с нелокальными 
граничными условиями (8.82). С этой целью можно использовать моди
фикацию стандартного алгоритма прогонки. Вторая возможность рассма
тривалась нами при обсуждении локальной регуляризации и связана с ис
пользованием специального представления решения (см. (8.63), (8.72)).

Будем искать решение разностной задачи (8.79)—(8.82) в виде

yn+l(x) =  zn+l(x) -Ь <7(ж)г/1+\  х в ш. (8.83)

Здесь аналогично (8.64)-(8.67) сеточная функция z n(x) определяется 
из решения следующей прямой задачи:

( а 4 +1) * = ° >  х е ш ,  п =  0, 1 , . . . ,  ЛГо ~ 1, 

z°(x) =  0 , x Gw,

zS+l- y S  2 z r - - z ,

r n+l _ ,.n
У - « -  -  -  « ■ • (8.84)

(8.85)

(8.86)

4 + l = 0 ,  n =  0, 1, . . . , JV0 - 1. (8.87)

Сеточная функция q(x) (см. (8.73), (8.74)) определяется как решение 
краевой задачи

-  “  { Щ х ) х  = 0 ,  х е ш ,  (8.88)

П+ 1  _  ^П-f 1
-  т  Я | J ------7— “ —  =  ° .  П =  0 , 1 , . . .  , N 0 -  1,п h

Оо _ 2 Я\ -  Яо 
т h h

Подстановка (8.83) в (8.82) дает

=  0 , qN = 1 -

,лп+\ _ п+1
vn+l = - ---------о _  п =  0 , 1 , . . . ,  JVo -  1 .

а  +  9о

(8.89)

(8.90)

Для нахождения решения сеточной задачи (8.79)—(8.82) решают
ся две стандартные задачи (8.84)—(8.87) и (8 .8 8 ), (8.89), находится vn, 
п =  1, 2,... , N  по формуле (8.90), после чего искомое решение предста
вляется в виде (8.83).

8.2.5. Программа

Описанный алгоритм решения граничной обратной задачи (8.49), 
(8.50), (8.52), (8.53) на основе нелокального возмущения граничного 
условия реализован в программе PR0BLEM16.
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Программа PROBLEM 16
PROBLEM16 -  ИДЕНТИФИКАЦИЯ ГРАНИЧНОГО УСЛОВИЯ 

НЕСТАЦИОНАРНАЯ ОДНОМЕРНАЯ ЗАДАЧА 
НЕЛОКАЛЬНОЕ ВОЗМУЩЕНИЕ ГРАНИЧНОГО УСЛОВИЯ

IM PLIC IT REAL*8 ( А -Н, 0 -Z  )
PARAMETER ( DELTA = 0 .01D 0, N = 101, M = 21 )
DIMENSION X (N ), Y (N ) , Z (N ), Q (N ),

+ F I (M ) ,  F ID (M ), F IY (M ), U (M ), UA(M),
+ A (N ) , B (N ), C (N ), F(N)

ПАРАМЕТРЫ ЗАДАЧИ:

XL, XR -  ЛЕВЫЙ И ПРАВЫЙ КОНЕЦ ОТРЕЗКА;
N -  ЧИСЛО УЗЛОВ СЕТКИ ПО ПРОСТРАНСТВУ;
ТМАХ -  МАКСИМАЛЬНОЕ ВРЕМЯ;
М -  ЧИСЛО УЗЛОВ СЕТКИ ПО ВРЕМЕНИ;
DELTA -  УРОВЕНЬ ПОГРЕШНОСТИ ВО ВХОДНЫХ ДАННЫХ;
F I(M ) -  ТОЧНОЕ РАЗНОСТНОЕ ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ;
FID(M ) -  ВОЗМУЩЕННОЕ РАЗНОСТНОЕ ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ;
U(M) -  ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ (ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ); 
UA(M) -  ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ;

XL = 0.D0 
XR = 1 .DO 
ТМАХ = 1.D0

OPEN ( 01 , FILE  = ’ RESULT.DAT’ ) ! ФАЙЛ С РЕЗУЛЬТАТАМИ РАСЧЕТОВ 

СЕТКА

Н = (XR -  XL) /  (N -  1)
DO I  = 1, N

X ( I )  = XL + ( I - 1 ) * H  
END DO
TAU = ТМАХ /  (M - l)

ПРЯМАЯ ЗАДАЧА 

ГРАНИЧНЫЙ РЕЖИМ

DO К = 1 , М
Т = (K -1)*T A U  
U(K) = AFCT, ТМАХ) 

END DO 
С
С НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ 
С

Т = О.DO 
DO I  = 1 , N 

Y( I ) = 0 .DO
END DO
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НОВЫЙ ВРЕМЕННОЙ СЛОЙ

D0 К = 2 , М 
Т = Т + TAU

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ 
ЧИСТО НЕЯВНАЯ СХЕМА

DO I  = 2 , N-1
А( I )  = 1.D0 /  (Н*Н)
B ( I )  = 1.D0 /  (Н*Н)
C ( I )  = А ( I )  + B ( I )  + 1 .DO /  TAU 
F ( I ) = Y ( I )  /  TAU 

END DO

ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ЛЕВОМ И ПРАВОМ КОНЦЕ

В (1 ) = 2 . D0 /  (Н*Н)
С (1) = В (1 ) + 1 .DO /  TAU
F (1 ) = Y (1 ) /  TAU
A(N) = 0 .DO
C(N) = 1 .DO
F(N ) = U(K)

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НА НОВОМ ВРЕМЕННОМ СЛОЕ 

ITASK = 1
CALL PR0G3 ( N, А, С, В, F , Y, ITASK )

РЕШЕНИЕ НА ЛЕВОЙ ГРАНИЦЕ

F I(K )  = Y(1 )
F ID (K ) = F I (К)

END DO

ЗАШУМЛЕНИЕ РЕШЕНИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 

DO К = 2 , М
F ID (K ) = F I (К) + 2 . DO*DELTA*(RAND( 0 ) - 0 . 5D0) 

END DO 
С
С ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА
С
С НЕЛОКАЛЬНОЕ ВОЗМУЩЕНИЕ ГРАНИЧНОГО УСЛОВИЯ
С
С ВСПОМОГАТЕЛЬНАЯ СЕТОЧНАЯ ФУНКЦИЯ
С
С КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ
С

DO I  = 2 , N-1
А( I )  = 1.D0 /  (Н*Н)
B ( I )  « 1.D0 /  (Н*Н)
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C ( I )  = А( I ) + B ( I )  + 1 .DO /  TAU 
F ( I ) = 0 .DO 

END DO 
С
С ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ЛЕВОМ И ПРАВОМ КОНЦЕ 
С

В (1 ) = 2 .DO /  (Н*Н)
С (1) = В (1 ) + 1 .DO /  TAU 
F (1 ) = О.DO 
A(N) = 0.D0 
C(N) = 1 .DO 
F(N) = 1 .DO

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

ITASK = 1
CALL PR0G3 ( N, A, С, B, F , Q, ITASK )

ИТЕРАЦИОННЫЙ ПРОЦЕСС ПО ВЫБОРУ ПАРАМЕТРА РЕГУЛЯРИЗАЦИИ

IT  = О 
ITMAX = 100 
ALPHA = 0.001D0 
QQ = 0.75D0 

100 IT  = IT  + 1

НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ

Т = О.DO 
DO I  = 1, N 

Y(I ) = 0 .D0

END DO 
UA(1) = Y(N)

НОВЫЙ ВРЕМЕННОЙ СЛОЙ

DO К = 2 , M 
Т = Т + TAU

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ 
ЧИСТО НЕЯВНАЯ СХЕМА

DO I  = 2 , N-1
А( I )  = 1 .DO /  (Н*Н)
B ( I )  = 1.D0 /  (Н*Н)
C ( I )  = А ( I )  + B ( I )  + 1.D0 /  TAU 
F ( I )  = Y ( I )  /  TAU 

END DO

ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ЛЕВОМ И ПРАВОМ КОНЦЕ

В (1 ) = 2 . DO /  (Н*Н)
С (1) = В (1 ) + 1 .DO /  TAU
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F (1 ) = Y (1 ) /  TAU 
A(N) = 0.D0 
С(N) = 1 .DO 
F(N ) = 0 .DO

РЕШЕНИЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНОЙ ЗАДАЧИ НА НОВОМ ВРЕМЕННОМ СЛОЕ 

ITASK = 1
CALL PR0G3 ( N, А, С, В, F , Z , ITASK )

РЕШЕНИЕ НА ПРАВОЙ ГРАНИЦЕ

UA(K) = (F ID (К) -  Z ( 1 ) )  /  (ALPHA + Q ( l ) )

РЕШЕНИЕ ВО ВСЕХ УЗЛАХ

DO I  = 1, N
Y( I )  = Z ( I )  + Q (I)*U A (K )

END DO 
END DO

РЕШЕНИЕ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ С НАЙДЕННЫМ ГРАНИЧНЫМ УСЛОВИЕМ 

НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ

Т = 0.D0 
DO I  = 1, N 

Y(I) = 0 .D0  

END DO
F I Y ( l )  = Y ( l )

НОВЫЙ ВРЕМЕННОЙ СЛОЙ

DO К = 2 , М 
Т = Т + TAU

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ 
DO I  = 2 , N-1

А ( I )  = 1 .DO /  (Н*Н)
B ( I )  = 1.D0 /  (Н*Н)
C ( I )  = А( I ) + BCD + 1 .DO /  TAU 
F ( I )  = Y ( I )  /  TAU 

END DO

ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ЛЕВОМ И ПРАВОМ КОНЦЕ

В (1 ) = 2 . DO /  (Н*Н)
С (1) = В (1 ) + 1 .DO /  TAU
F (1 ) = Y ( l )  /  TAU
A(N) = O.DO
C(N) = 1 .DO
F(N) = UA(K)
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С РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НА НОВОМ ВРЕМЕННОМ СЛОЕ 
С

ITASK = 1
CALL PR0G3 ( N, А, С, В, F , Y, ITASK ) 
F IY (K ) = Y(1 )

END DO 
С
С КРИТЕРИЙ ВЫХОДА ИЗ ИТЕРАЦИОННОГО ПРОЦЕССА 
С

SUM = 0.D0 
DO К = 1 , М

SUM = SUM + (F IY (K ) -  F ID (K ))**2 *T A U  
END DO
SL2 = DSQRT(SUM)

C
IF  (IT .G T .IT M A X ) STOP 
IF  ( IT .E Q . l )  THEN 

IND = 0
IF  (SL2.LT.DELTA) THEN 

IND = 1 
QQ = l.DO/QQ 

END IF
ALPHA = ALPHA*QQ 
GO TO 100 

ELSE
ALPHA = ALPHA*QQ
IF  (IND.EQ.O .AND. SL2.GT.DELTA) GO TO 100 
IF  (IN D .E Q .l .AND. SL2.LT.DELTA) GO TO 100 

END IF

ЗАПИСЬ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТОВ

WRITE ( 0 1 ,*  ) (U (K ), К = 1,M)
WRITE ( 0 1 ,*  ) (F ID (K ) , К = 1,M)
WRITE ( 0 1 ,*  ) (U A (K ), К = 1,M)
WRITE ( 0 1 ,*  ) (F IY ( K ) , К = 1,M)
CLOSE ( 01 )
STOP 
END

DOUBLE PRECISION FUNCTION AF ( T , TMAX ) 
IM P LIC IT  REAL*8 ( A -H , 0 -Z  )

ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ПРАВОЙ ГРАНИЦЕ

AF = 2.D0*T/TMAX
IF  ( Т . GT. (О . 5D0*TMAX)) AF = 2.D0*(TMAX-T)/TMAX 

C
RETURN
END
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В приведенной программе реализован алгоритм с нелокальным воз
мущением граничных условий для задачи (8.49), (8.50), (8.52), (8.53) 
с коэффициентом к(х) =  const =  1 при выборе параметра нелокального 
возмущения по невязке.

8.2.6. Примеры расчетов
Задача решалась с использованием равномерной сетки с h =  0,01, 

т  =  0,05 в расчетной области с I =  1, Т = 1. Входные данные для 
решения обратной задачи брались из решения прямой задачи, когда 
граничное условие на правом конце имеет вид

i>(t)

24
Г’
2(Т - 4)

0  < t <
Т
2 ’

Т
2

< t < T .

Такая же модельная задача рассматривалась нами выше при применении 
алгоритма с продолжением по пространственной переменной.

Результаты расчетов при различном уровне погрешностей во входных 
данных показаны на рис. 8 .6 - 8 .8 . Сравнение с данными по результатам 
применения алгоритма с продолжением по пространственной переменной

Рис. 8.6. Решение обратной задачи при 8 =  0,01
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Рис. 8.7. Решение обратной задачи при 6 =  0,005

Рис. 8.8. Решение обратной задачи при 6 =  0,0025

0.00 1.00
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Рис. 8.9. Решение при 6 =  0,0025 и г  = 0,025

(см. рис. 8.2, 8.4, 8.5) показывает, что алгоритм с нелокальным возму
щением граничного условия проигрывает в точности результатов. Это 
связано с тем, что алгоритм с локальной регуляризацией плохо учиты
вает специфику рассматриваемых граничных обратных задач. При таком 
подходе трудно рассчитывать на фильтрацию высокочастотных погреш
ностей во времени при фактической регуляризации по пространственной 
переменной.

Эффект регуляризации во многом обеспечивается за счет использо
вания грубых расчетных сеток по времени (эффект саморегуляризации). 
Иллюстрацией этого утверждения служат данные расчетов с использова
нием более подробной сетки по времени (рис. 8.9). Погрешности во вход
ных данных более сильно проявляются при уменьшении шага по времени. 
Это явно прослеживается по расчетной формуле для решения на правой 
границе, так как q0 -¥ 0  при г  -¥ 0 .

8.3. Идентификация граничного режима 
в двумерной задаче

Рассматривается граничная обратная задача для двумерного пара
болического уравнения второго порядка. По данным на одной части
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границы восстанавливается граничный режим на другой части границы. 
Для приближенного решения задачи применяется итерационный ме
тод. Основное внимание уделяется аккуратному формулированию соот
ветствующего симметризованного операторного уравнения первого рода 
на дифференциальном и сеточном уровнях.

8.3.1. Постановка задачи
К наиболее мощным методам приближенного решения обрат

ных задач для уравнений математической физики относятся итера
ционные методы, которые достаточно хорошо учитывают общую спе
цифику рассматриваемых проблем.
Их корректное применение часто 
сдерживается проведением опре
деленной аналитической работы, 
связанной, прежде всего, с тем, 
что необходимо провести симме
тризацию соответствующего опе
раторного уравнения первого ро
да. С аналогичными проблемами 
мы сталкиваемся при формулиров
ке необходимых условий миниму
ма при применении метода регу
ляризации А. Н. Тихонова при рас
смотрении соответствующей зада
чи оптимального управления для систем, описываемых уравнениями 
математической физики. Здесь вопрос о получении симметризованно
го операторного уравнения рассматривается как на дифференциальном 
уровне, так и на сеточном.

Рассмотрим в качестве модельной двумерную задачу в прямоуголь
нике

=  {х | х =  (x i , x2), 0  < хр < 1р, /3=1,  2 }.
Для сторон прямоугольника £2 используем обозначения (см. рис. 8.10) 

д П  =  ъ  U Ti U 7  U Г2, Г  =  Г \  U Г2.
В Q, ищется решение параболического уравнения

ди
~dt

2

- Е
/3=1

д
дхр(ад̂)=0>xefi, о < t < т. (8.91)

Будем считать, что к(х) ^  ас, к > 0, х в Q.
Отправной точной нашего исследования будет прямая начально

краевая задача для уравнения (8.91), когда краевые и начальное условия
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имеют вид
du

k(x) f a ( x’ 0 == 0 , x € 7 ,, (8.92)

du
= 0 , x € Г, (8.93)

du
= n (x u t), x € 7 , (8.94)

u(x, 0 ) == o , x € £2 . (8.95)
Рассматривается обратная задача по идентификации граничного 

условия на части границы (на 7 ). В этом случае вместо (8.94) задается
и(х, t) =<p(x\,t), х £ 7 *. (8.96)

Для приближенного решения граничной обратной задачи (8.91)—(8.93),
(8.95), (8.96) будем использовать итерационный метод, который связан 
с уточнением граничного условия типа (8.94).

8.3.2. Итерационный метод
Запишем рассматриваемую граничную обратную задачу как опера

торное уравнение первого рода. Заданному граничному условию (8.94) 
ставится в соответствие (8.96), т. е.

Ар  =  (р. (8.97)
Линейный оператор А  определен для функций, заданных на части гра
ницы 7 , а его значения суть функции, заданные на другой части границы 
(на 7 *). Для вычисления значений оператора решается краевая задача
(8.91)—(8.95).

Для приближенного решения некорректной задачи (8.97) применяем 
итерационный метод. Он основан на переходе к задаче с симметричным 
оператором, когда вместо (8.97) решается уравнение

А* Ар  =  А*<р. (8.98)
При использовании явного итерационного метода для (8.98) имеем

Цк+' -  A*A(ik =  А V , к = 0 , 1 , . . . .  (8.99)
*к+ 1

Для нестационарных функций, заданных на 7  и 7 * определим гильберто
вы пространства £( 7 , [0, Г]), £ ( 7 *, [0, Т]) со скалярными произведения
ми и нормами

т

(u, v) = J  J  и(х, t)v(x, t) dx dt, ||u|| =  (u, u),
0 7
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т

О ъ
соответственно. Итерационные параметры при применении метода ско
рейшего спуска вычисляются по правилу

Остановимся на наиболее важном моменте практического исполь
зования итерационного метода (8 .9 9 ), который связан с вычислением 
значений сопряженного к А  оператора. Для функций //, v, заданных 
на 7  и 7 * соответственно, имеем

где u(x,t) — решение краевой задачи (8.91)—(8.95) (функция Цх, t) 
определяет основное состояние системы). Значения сопряженного опе
ратора находятся по функции ^(х, t), которая определяется из решения 
вспомогательной краевой задачи (сопряженное состояние). Для форму
лирования этой краевой задачи домножим уравнение (8.91) на ip(x,t) 
и проинтегрируем по О, и времени:

'*+, = Ш Г  =
( 8. 100)

(Afi , I/), =  (fi, A*v).

Значения оператора А  мы получаем как

Afi = u(x, t), x 6  7 * ,

(8.101)

т

(8. 102)

о n
где

Для первого слагаемого в (8.102) имеем

т т

о fi о fi

если с учетом (8.95) потребовать, чтобы

■ф(х, т) = о, хеп. (8.Ю4)
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Подобные преобразования для второго слагаемого в (8.102) с учетом 
граничных условий (8.92)—(8.94) дают

т  т

Ii =  J  J  Cuip dxdt — -  J  j  pip dxdt +
о 0 0 7  

T

+ / / “ * ^ d x d ( + / /  uCipdxdt. (8.105)
о an o n

Граничные условия для сопряженного состояния выберем в виде
dip

k(x)-j^(x, t) =l / (xu t), X € 7», (8 .Ю6 )

dip
fc (x )^ (x , 0 = 0 , x € Г, (8.Ю7)

dtp
*(x)^ (M ) =  0’ x € 7 . (8 .Ю8 )

Подстановка (8.103), (8.105) при таких граничных условиях приводит 
к равенству

т т  т

I  f J - ^ + c ^ b a -  II pip dxdt +  J  J  uvdxdt — 0 . (8.109)
o n  0 7  0 7 ,

Будем считать, что функция ip(x, t) удовлетворяет уравнению 

dip
dt

+ Cip = 0, х  £ fi, 0 < t < Т. (8 .1 1 0 )

Тем самым сопряженное состояние определяется как решение прямой 
задачи (8.104), (8.106)-(8.108), (8.110).

В рассматриваемых условиях из (8.109) получим
т  т

J  J  pip dxdt  =  J  J  uvdxdt .
0 7 0 Ъ

Этому равенству можно придать вид (8.101), при этом для значений 
оператора Л* получаем представление

A*v =  ^ ( х ,  t), х  £  7 ,

где ip(x,t) — решение краевой задачи (8.104), (8.106)—(8.108), (8.110).
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8.3.3. Сеточная задача

Начнем с того, что сформулируем сеточную задачу, которая со
ответствует прямой задаче (8.91)-(8.95). С учетом того, что на границе 
расчетной области заданы граничные условия второго рода, будем исполь
зовать разностную сетку, узлы которой сдвинуты на полшага от границы 
области (рис. 8 . 1 1 ).

По каждому направлению хр, /3 = 1,2, сетка равномерна, и пусть

щ  = {хр | хр = (ip -  0,5)hp, ip — 1 , 2 , . . . ,  Np, Nphp = Ip} .

Для сетки в прямоугольнике Q используются обозначения ш =  u>i х uj2.
Дифференциальному оператору С с учетом граничных условий

(8.92)—(8.94) поставим в соответствие двумерный разностный оператор, 
как сумму одномерных:

Л —  Ai +  Л2. (8.111)
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При использовании сдвинутой на полшага сетки разностный оператор Ai 
естественно определить следующим образом:

а,(а:, +  hu x 2)yXl, 
Л1

Л|у =  < ( а \ У х ,)х> !

Л.
*, = т-
у  < х х <1\ h\

2  ’
1

Т ~ а \Ух{ ) П\

где, например, d\(x\,X 2 ) =  к(х\ - 0 , 5 ^ i , x 2) .  Аналогично определяется 
разностный оператор Л2:

1 , . v ^ 2

~ ~Г~0>2\£\ у %2 Н” ”,2)Ух2 у &2 — ~ > Л 2 2

МУ = { -  (а2Ух2)Х2 

1

< ^ 2

0>2Ух2 »

^ 2  .

I hlX2 = h - j

при а 2 (ж1 ,ж2) =  , ж2 -  0,5Л2).
В гильбертовом пространстве £ 2 (о>) сеточных функций, заданных 

на и), скалярное произведение зададим в виде

(y,v)u -  ^2 y(xMx)h\h2.
хеш

Нетрудно убедиться, что разностный оператор Л, определенный согласно 
(8 . 1 1 1 ), самосопряжен и неотрицателен в L2(oj) 1 т . е. Л =  Л* ^  0.

Обозначим через уп разностное решение на момент времени tn = пт, 
г  > 0 — шаг по времени, Nqt = Т. Приближенное решение прямой 
задачи (8.91)—(8.95) будет искать как решение разностной задачи

Уп+' Уп- +Л((туп+| +( \ —<т)уп) = f n, п = 0 , 1 , . . . ,ЛГо — 1 , (8 . 1 1 2 )
т

2/0 =  0, х е ш.  (8.113)

Разностная схема с весами (8.112), (8.113) безусловно устойчива 
при а ^  1/2. Мы ограничимся для простоты, чисто неявной схемой 
(сг =  1), когда для решения разностной задачи (8.112), (8.113) справедлива 
следующая оценка устойчивости

Ilfti+HKIlftill+rll/nll, п = 0, 1,..., АГ0 -  1.
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Неоднородность правой части разностной схемы (8.112) обусловлена 
граничными условиями (8.94), так что при a = 1 можно положить:

г
0, Х\ £ Ш\,

hi
Х2 = У ’

II<

0, Х\ G o;i, -J  < Х2 <12 -
hi 
2 ’

(8.114)

Т~ Цп+\{Х\)* 
1 ">2

х х е o>i, Х1 =  12- ~ .

Тем самым граничные условия на операторном уровне включены в сеточ
ное уравнение. С учетом вида неоднородной правой части приведенная 
выше оценка выражает устойчивость решения разностной задачи по на
чальным данным и граничным условиям.

Сформулируем теперь на сеточном уровне граничную обратную за
дачу. В рассматриваемом случае (см. (8.91)—(8.93), (8.95), (8.96)) в правой 
части (8.114) функция рп{х\), п =  1 , 2 , . . . ,  TVq не задана. Вместо нее 
считается известным решение в узлах, прилегающих к границе 7 *:

yn(xi,0,5h2) = <pn(xi), гг =  1 , 2 , . . . ,  iVo- (8.115)

Следовательно на сеточном уровне мы можем говорить о задаче иденти
фикации правой части специального вида (8.114) по граничным наблю
дениям (8.115).

8.3.4. Итерационное уточнение граничного условия
Подобно непрерывному случаю будем использовать формулировку 

рассматриваемой граничной обратной задачи в виде операторного урав
нения первого рода. По заданному граничному условию (правой части 
в форме (8.114) при известной сеточной функции рп{х\), п — 1 , 2 , . . . ,  N0) 
ставится в соответствие функция (рп(х 1), п = 1 , 2 , . . . ,  iVo (см. (8.115)):

Ар = ф. (8.116)

Для вычисления фп{х\), п =  1 , 2 , . . . ,  iVo, решается сеточная краевая за
дача (8.112)—(8.114). Операторное уравнение (8.116) есть сеточный аналог 
уравнения (8.97).

Итерационный метод применяется к симметризованному уравнению 
(см. (8.98))

А*Ар = А*(р. (8.117)
Явный итерационный метод для приближенного решения (8.117) запишем 
в виде

,.k+\ _  ..к
--------- — +  А*Ацк =  А*<р, к = 0 , \ ........

*<:+!
(8.118)
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Отдельного рассмотрения заслуживает проблема вычисления значений 
оператора А*. Для этого необходимо прежде всего указать сеточные 
аналоги гильбертовых пространств £ (7 , [О, Т]) и £ ( 7 *, [О, Г]), которые 
мы обозначим Я и Я *  соответственно. В Я и Я *  скалярные произведения 
и нормы зададим соотношениями

No
(u, v) =  Е Е  Un{Xl,h)vn{X\,h)h\T,

71=1 I|€W|

IN = у/(и, и).

(и , v)* = Е Е  Un(xi,0)vn(xi,0)hiT, Hull* =  yj{u,u) t .
п= 1  Z|€W|

Тогда в методе скорейшего спуска для итерационных параметров в (8.118) 
имеем

Ik  ’ll к 4 *  А  к А *  / О  1 1 П \

'* +| =  p r * i i r  r  = A A f i  ~ А<р• (8-|19)
Сопряженный к А оператор определяется из равенства

(Af i , v ) t = (fi ,A*v).  (8.120)

При этом сеточные функции

Цп{х\), п =  1 , 2 , . . . , N 0 и Рп(х\), n = l , 2 , . . . , N 0
заданы в узлах расчетной сетки и прилегающих к границам 7  и 7 * 
соответственно.

Для формулирования сеточной задачи для сопряженного состояния 
домножим разностное уравнение для основного состояния

—  1 Г- - + Л у п+, = / п (8.121)
т

на сеточную функцию t/)n+\h\h2 T и просуммируем по всем узлам х 6 и> 
и всем п =  0 , 1 , . . . ,  No -  1 :

N0 ,  _  V N0

E S " 7 ~ 1 +  Лу„ U n h ^ T  =  X )  D  fn -r tnh ih r .  (8.122)
n=l x£u '  '  n— 1 x€u>
Для правой части (8 .1 2 2 ) с учетом (8.114) и введенных обозначений 

непосредственно получаем
No

Е Е  а -  {•фп hih2r  =  (ц,1р).  (8.123)
П= 1  x€w

Тем самым правую часть можно связать с правой частью соотношения
( 8. 120) .
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Первое слагаемое в левой части (8.122) преобразуется с учетом 
начального условия (8.113) следующим образом

I, = Е  £  9- ^ ^ * , h , h 2г  = * ! ± i ^ Vnh,h2T, (8.124)
М=1 x€w 71= 1 x€w ^

если потребовать выполнения дополнительно условия

tpNo+1 = 0 , х е ш .  (8.125)

Для второго слагаемого в правой части (8.122) с учетом самосопряжен
ности оператора Л в имеем

No No

* 2  =  X }  X ]  АУп1>пЬ\Ь,2т =  X )  X ^  yn^i>nhih2T. (8.126)
n=i х е ш  n= i х е ш

Подставляя (8.123), (8.124), (8.126) в (8.122) получим

— —  +  Л ^„)Л |Л 2т =  (fi, i>). (8.127)
7 1 = 1  х е ш  ^ т  '

Выбор сеточной функции ^ п(х) подчиним условию, чтобы левую часть 
(8.127) можно было бы связать с левой частью (8.120).

Будем считать, что функция >̂п(х) удовлетворяет разностному урав
нению

-  Фп+1~ ‘Фп + \ipn = дп, п =  1 , 2 , . . . , N0, (8.128)
т

которое дополняется начальным условием (8.125). Следовательно сопря
женное состояние при заданной правой части дп(х) находится из чисто 
неявной схемы (8.125), (8.128) на сдвинутой на шаг сетке по времени.

Из (8.127), (8.128) получим
No

E E l W f c f t . f c r - ( , . * ) .  (8.129)
7 1 = 1  х е ш

Левая часть (8.129) с учетом (8.115), (8.116) будет совпадать с левой частью 
(8 . 1 2 0 ) при задании правой части разностного уравнения (8.128) в виде

vn (х | ), 
h2

Х\ € шх, * 2 =  у ,

(X) = < 0 , X] € 0 )1 ,
h2— < х 2 <12 - h2 

2  ’
(8.130)

, 0’ х\ € « 1 ,
, h2 х 2 = 12-



420 Глава 8. Другие задачи

Такой выбор правой части соответствует решению сеточной краевой 
задачи с краевыми условиями второго рода (см. (8.106)).

Для значений оператора А* из равенства правых частей (8.120) 
и (8.129) получим

- ^ n( x i , l 2), X i E v i ,  тг — 1,2 , ---- N0. (8.131)

Здесь сеточная функция >̂п(х) определяется как решение разностной 
задачи (8.125), (8.128), (8.130).

8.3.5. Программная реализация
В приведенной ниже программе реализован обсуждаемый итераци

онный метод решения граничной обратной задачи (8.91)—(8.93), (8.95),
(8.96) в случае, когда к(х) =  1 . Выход из итерационного метода прово
дится по невязке.

с
с
с
с
с

с
с
с
с
с
с
с
с
с
с
с
с
с
с
с
с
с
с
с

Программа PROBLEM 17

PR0BLEM17 - ГРАНИЧНАЯ ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА 
ДВУМЕРНАЯ ЗАДАЧА
ИТЕРАЦИОННОЕ УТОЧНЕНИЕ ГРАНИЧНОГО УСЛОВИЯ 

IMPLICIT REAL*8 ( А-Н, 0-Z )
PARAMETER ( DELTA = 0.005D0, N1 = 50, N2 = 50, М = 101 ) 
DIMENSION A(9*N1*N2), XI(N1), X2(N2), T(M),
+ Y(N1,N2), F(N1,N2), G(N1),
+ FI(N1,M), FID(N1,M), FS(N1,M), FIK(N1,M),
+ U(N1,M),UA(N1,M), UK(N1,M), R(N1,M), AR(N1,M)
COMMON / SB5 / IDEFAULTC4)
COMMON / CONTROL / IREPT, NITER

ПАРАМЕТРЫ ЗАДАЧИ:

X1L, X2L
X1R, X2R
N1, N2
HI, H2
TAU
DELTA
FI(N1,M)
FID(N1,M)
U(N1,M)
UA(N1,M)
EPSR
EPSA

КООРДИНАТЫ ЛЕВОГО УГЛА;
КООРДИНАТЫ ПРАВОГО УГЛА;
ЧИСЛО УЗЛОВ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ СЕТКИ;
ШАГИ СЕТКИ ПО ПРОСТРАНСТВУ;
ШАГ ПО ВРЕМЕНИ;
УРОВЕНЬ ПОГРЕШНОСТИ ВО ВХОДНЫХ ДАННЫХ;
ТОЧНОЕ РАЗНОСТНОЕ ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ;
ВОЗМУЩЕННОЕ РАЗНОСТНОЕ ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ;
ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ (ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ); 
ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ;
ОТНОСИТЕЛЬНАЯ ТОЧНОСТЬ РЕШЕНИЯ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ; 
АБСОЛЮТНАЯ ТОЧНОСТЬ РЕШЕНИЯ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ;

EQUIVALENCE (А(1),
* (A(N+1),
* (A(2*N+1),

АО
А1
А2

),
),
),
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с
X 1L = 0 .D 0  
X1R = 1 .DO 
X 2L = 0 .D 0  
X2R = 0 .5D 0  
ТМАХ = 1 .D 0  
P I  = 3 . 1415926D0 
EP SR  = 1 .D -5  
EPSA = 1 .D -8  

С
OPEN ( 01, FILE = ’RESULT.DAT’ ) ! Ф А Й Л  С  Р Е З У Л Ь Т А Т А М И  Р А С Ч Е Т О В  

С
С  С Е Т К А  
С

HI = (X1R-X1L) /  N1 
Н2  = (X2R-X2L) /  N2 
TAU = Т М А Х  /  ( М -1 )
DO I  = 1, N1

X I( I)  = X1L + (I-0.5D0)*H1 
END DO
DO J = 1, N2

X2(J) = X2L + (J-0.5D0)*H2 
END DO 
DO К  = 1, M

T(K) = (K-1)*TAU 
END DO 

C
N = N1*N2 
DO I  = 1, 9*N 

A(I ) = 0 . 0  

END DO

П Р Я М А Я  З А Д А Ч А
Ч И С Т О  Н Е Я В Н А Я  Р А З Н О С Т Н А Я  С Х Е М А

Н А Ч А Л Ь Н О Е  У С Л О В И Е

DO I  = 1, N1 
DO J = 1, N2 

Y ( I , J) = O.DO 
END DO 

END DO

Г Р А Н И Ч Н О Е  У С Л О В И Е

CALL FLUX ( U, X I, T, N1, M )
DO К  = 2, M

К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т Ы  Р А З Н О С Т Н О Й  С Х Е М Ы  В  П Р Я М О Й  З А Д А Ч Е

DO I  = 1, N1 
G(I) = U(I,K) 

END DO
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CALL FDS ( А (1 ), A(N+1), A(2*N+1), F, Y,
+ HI, H2, N1, N2, TAU, G )

Р Е Ш Е Н И Е  С Е Т О Ч Н О Й  З А Д А Ч И

IDEFAULT(l) = О
IREPT = О
CALL SBAND5 ( N, N1, A ( l) ,  Y, F, EPSR, EPSA )

В Х О Д Н Ы Е  Д А Н Н Ы Е  Д Л Я  О Б Р А Т Н О Й  З А Д А Ч И

DO I  = 1, N1
F I ( I , К )  = Y (I,1 )

END DO 
END DO

В О З М У Щ Е Н И Е  И З М Е Р Я Е М Ы Х  В Е Л И Ч И Н

DO I  = 1, N1 
DO К  = 2, M

F ID (I.K ) = F I ( I fK) + 2 .*DELTA*(RAND(0)-0 .5 ) 
END DO 

END DO

О Б Р А Т Н А Я  З А Д А Ч А

П Р А В А Я  Ч А С Т Ь  С И М М Е Т Р И 3 0 В А Н Н 0 Г 0  У Р А В Н Е Н И Я  

П Р Я М А Я  З А Д А Ч А
Ч И С Т О  Н Е Я В Н А Я  Р А З Н О С Т Н А Я  С Х Е М А

Н А Ч А Л Ь Н О Е  У С Л О В И Е  ( П Р И  t  = Т )

DO I  = 1, N1 
DO J = 1, N2 

Y ( I , J) = O.DO 
END DO 

END DO
DO К  = M ,2 ,-l

К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т Ы  Р А З Н О С Т Н О Й  С Х Е М Ы  В  П Р Я М О Й  З А Д А Ч Е

DO I  = 1, N1 
G( I )  = F I D ( I , K )

END DO
CALL FDSS ( A(1 ), A(N+1), A(2*N+1), F, Y,

+ HI, H2, N1, N2, TAU, G )

Р Е Ш Е Н И Е  С Е Т О Ч Н О Й  З А Д А Ч И

IDEFAULT(l) = О
IREPT = О
CALL SBAND5 ( N, N1, A ( l) ,  Y, F, EPSR, EPSA )
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с
С  П Р А В А Я  Ч А С Т Ь
С

DO I  = 1, N1
FS(I,K) = Y(I,N2)

END DO 
END DO 

C
С  И Т Е Р А Ц И О Н Н Ы Й  М Е Т О Д
С

IT = О  
С
С  Н А Ч А Л Ь Н О Е  П Р И Б Л И Ж Е Н И Е
С

DO I  = 1, N1 
DO К  = 2, М  

UK(I,K) = О . DO 
END DO 

END DO 
C

100 IT = IT + 1 
C
С  О С Н О В Н О Е  С О С Т О Я Н И Е
С
С  Н А Ч А Л Ь Н О Е  У С Л О В И Е
С

DO I  *  1, N1
DO J = 1, N2 

Y ( I , J) = O.DO 
END DO 

END DO 
DO К  = 2, M 

C
С  К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т Ы  Р А З Н О С Т Н О Й  С Х Е М Ы  В  П Р Я М О Й  З А Д А Ч Е
С

DO I  = 1, N1 
G ( I )  = UK(I,K)

END DO
CALL FDS ( A ( l) ,  A(N+1), A(2*N+1), F, Y,

+ H I, H2, N1, N2, TAU, G )
C
С  Р Е Ш Е Н И Е  С Е Т О Ч Н О Й  З А Д А Ч И
С

IDEFAULT(l) = О
IREPT = О
CALL SBAND5 ( N, N1, A ( l ) , Y, F, EPSR, EPSA )

C
С  В Х О Д Н Ы Е  Д А Н Н Ы Е  Д Л Я  С О П Р Я Ж Е Н Н О Й  З А Д А Ч И
С

DO I  = 1, N1 
FIK (I,K ) = Y ( I ,1)

END DO 
END DO
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С О П Р Я Ж Е Н Н О Е  С О С Т О Я Н И Е
Ч И С Т О  Н Е Я В Н А Я  Р А З Н О С Т Н А Я  С Х Е М А

Н А Ч А Л Ь Н О Е  У С Л О В И Е  ( П Р И  t  = Т )

DO I  = 1, N1 
DO J = 1, N2 

Y( I , J) = 0.D0 
END DO 

END DO
DO К  = M ,2 ,-l

К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т Ы  Р А З Н О С Т Н О Й  С Х Е М Ы  В  П Р Я М О Й  З А Д А Ч Е

DO I  = 1, N1 
G( I ) = F IK (I,K )

END DO
CALL FDSS ( A ( l ) , A(N+1), A(2*N+1), F, Y,

+ HI, H2, N1, N2, TAU, G )

Р Е Ш Е Н И Е  С Е Т О Ч Н О Й  З А Д А Ч И

IDEFAULT(l) = О
IREPT = О
CALL SBAND5 ( N, N1, A ( l) ,  Y, F, EPSR, EPSA )

Н Е В Я З К А

DO I  = 1, N1
R(I,K ) = Y ( I ,N2) - FS(I,K)

END DO 
END DO

М Е Т О Д  С К О Р Е Й Ш Е Г О  С П У С К А

В С П О М О Г А Т Е Л Ь Н А Я  З А Д А Ч А

Н А Ч А Л Ь Н О Е  У С Л О В И Е

DO I  = 1, N1 
DO J = 1, N2 

Y( I , J) = O.DO 
END DO 

END DO 
DO К  = 2, M

К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т Ы  Р А З Н О С Т Н О Й  С Х Е М Ы  В  П Р Я М О Й  З А Д А Ч Е

DO I  = 1, N1 
G( I ) = R(I,K)

END DO
CALL FDS ( A(1 ), A(N+1), A(2*N+1), F, Y,

+ HI, H2, N1, N2, TAU, G )
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С  Р Е Ш Е Н И Е  С Е Т О Ч Н О Й  З А Д А Ч И
С

IDEFAULT(l) = О  
IREPT = О
CALL SBAND5 ( N, N1, A ( l) ,  Y, F, EPSR, EPSA ) 
DO I  = 1, N1

AR(I,K) = Y ( I ,1)
END DO 

END DO 
C
С  И Т Е Р А Ц И О Н Н Ы Й  П А Р А М Е Т Р
С

SUM1 = 0 .DO 
SUM2 = 0 .DO 
DO I  = 1, N1 

DO К  = 2, M
SUM1 = SUM1 + R (I,K )*R (I,K )
SUM2 = SUM2 + AR(I,K)*AR(I,K)

END DO 
END DO
SS = SUM1/SUM2 

C
С  Н О В О Е  П Р И Б Л И Ж Е Н И Е
С

DO I  = 1, N1 
DO К  = 2, M

UK(I,K) = UK(I,K) -  SS*R(I,K)
END DO 

END DO 
C
С  В Ы Х О Д  И З  И Т Е Р А Ц И О Н Н О Г О  М Е Т О Д А  П О  Н Е В Я З К Е
С

SUM = О . DO 
DO I  = 1, N1 

DO К  = 2, М
SUM = SUM + (F ID (I,K ) - FIK(I,K))**2*H1*TAU  

END DO 
END DO
SUM = SUM/( (X1R-X1L)*TMAX)
SL2 = DSQRT(SUM)
IF (SL2.GT.DELTA) GO TO 100 

C
С  Р Е Ш Е Н И Е
C

WRITE ( 01, * ) ((U K (I,K ), 1=1,N1), K=2,M)
WRITE ( 01, * ) ( (F ID (I.K ), 1=1,N1), K=2,M) 
CLOSE ( 01 )
STOP
END

C
SUBROUTINE FLUX ( U, X I, T, N1, M )

C
С  Г Р А Н И Ч Н О Е  У С Л О В И Е
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IMPLICIT REAL*8 ( А - Н ,  0-Z )
DIMENSION U(N1, М ) , X I(N1), Т ( М )
DO I  = 1, N1 

DO К  = 1, М
U (I,K ) = Х 1 ( 1 ) * Т ( К ) / Т ( М )

С  IF ( Т ( К ) .GT.О .5D0*T( М ) ) U (I,K ) = 2.D0*X1(I)*(T(M )-T(K))
END DO 

END DO 
C

RETURN
END

C
SUBROUTINE FDS ( AO, Al, A2, F, U, HI, H2, N1, N2, TAU, G )

Ф О Р М И Р О В А Н И Е  К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т О В  Р А З Н О С Т Н О Й  С Х Е М Ы  
Д Л Я  П А Р А Б О Л И Ч Е С К О Г О  У Р А В Н Е Н И Я  С  П О С Т О Я Н Н Ы М И  К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т А М И  
П Р И  И С П О Л Ь З О В А Н И И  Ч И С Т О  Н Е Я В Н О Й  С Х Е М Ы

IMPLICIT REAL*8 ( А - Н ,  0-Z )
DIMENSION A0(N1,N2), A1(N1,N2), A2(N1,N2),

► F(N1,N2), U(N1,N2), G(N1)

DO J = 2, N2-1 
DO I  = 2, N1-1

A 1(I-1 ,J ) = l.D O /(H l*H l)
A l ( I , J) = 1 .DO/(H1*H1)
A 2 (I,J - l )  = l.D0/(H2*H2)
A 2 (I,J) = 1.D0/(H2*H2)
AO(I, J) = A l ( I , J) + A 1(I-1 ,J ) + A 2 (I, J) + A 2 (I, J - l)

► + l.DO/TAU 
F ( I , J) = U ( I , J)/TAU

END DO 
END DO

Г Р А Н И Ч Н Ы Е  У С Л О В И Я  В Т О Р О Г О  Р О Д А

DO J = 2, N2-1
A 2 (l, J) = 1.D0/(H2*H2)
A 2 (l, J - l)  = l.D0/(H2*H2)
AO(l, J) = A l( l ,J )  + A 2 (l, J) + A 2 (l, J - l)+  l.DO/TAU 
F (1 , J) = U(1, J)/TAU

END DO

DO J = 2, N2-1
A2(N1, J) = l.D0/(H2*H2)
A2(N1,J - l)  = 1.DO/(H2*H2)
AO(Nl, J) = AKN1-1, J) + A2(N1, J) + A2(N1,J-1)+ l.DO/TAU
F(N1,J) = U(N1,J)/TAU

END DO

DO I  = 2, N1-1
A l ( I ,1) = 1.DO/(H1*H1)
A 1(I-1 ,1 ) = l.D O /(H l*H l)
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А О  (1 ,1) = A K I, 1) + A K l-1 ,1 ) + А2  (1,1) + 1.D0/TAU
F (1,1) = U(1, 1)/TAU

END DO 
C

DO I  = 2, N1-1
A 1 (I,N2) = 1 .DO/(H1*H1)
A1(1-1,N2) = 1.D0/(H1*H1)
A0(I,N2) = A 1 (I,N2) + AK I-1 .N 2) + A2(I,N2-1) + 1.D0/TAU
F(I,N 2) = U(I,N2)/TAU + G (I)/H2

END DO 
C

A0(1,1) = A l ( l ,1) + A 2 (l,1) + 1.D0/TAU 
F (1,1) = U(1, 1)/TAU

C
A0(N1,1) = A1(N1-1,1) + A2(N1,1) + 1.D0/TAU 
F(N1,1) = U(N1, 1)/TAU

C
A0(1,N2) = A K I,N2) + A2(l ,N2-1) + 1.D0/TAU 
F(1,N2) = U(1 ,N2)/TAU + G(l)/H2

C
A0(N1,N2) = A1(N1-1,N2) + A2(N1,N2-1) + 1.D0/TAU 
F(N1,N2) = U(N1,N2)/TAU + G(N1)/H2

C
RETURN
END

C
SUBROUTINE FDSS ( AO, Al, A2, F, U, H I, H2, N1, N2, TAU, G )

Ф О Р М И Р О В А Н И Е  К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т О В  Р А З Н О С Т Н О Й  С Х Е М Ы  
Д Л Я  С О П Р Я Ж Е Н Н О Г О  С О С Т О Я Н И Я

IMPLICIT REAL*8 ( А - Н ,  0-Z )
DIMENSION А О (N1,N2), A1(N1,N2), A2(N1,N2),

+ F(N1,N2), U(N1,N2), G(N1)

DO J = 2, N2-1 
DO I  = 2, N1-1

A K I-1 , J) = l.D O /(H l*H l)
A 1(I,J ) « 1 .DO/(H1*H1)
A 2 (I,J - l)  = 1.DO/(H2*H2)
A 2 (I, J) = 1.DO/(H2*H2)
AO(I, J) = A1(I, J) + A K I-1 ,J ) + A 2 (I, J) + A 2 (I, J - l)

+ + l.DO/TAU
F (I,J )  = U ( I , J)/TAU 

END DO 
END DO

Г Р А Н И Ч Н Ы Е  У С Л О В И Я  В Т О Р О Г О  Р О Д А

DO J = 2, N2-1
А2 (1 , J) = 1.D0/(H2*H2)
A 2 (l, J - l)  = l.D0/(H2*H2)
AO(l, J) = A id , J) + A 2 (l, J) + A2(1,J-1)+ l.DO/TAU
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F(1 ,J) = U(1, J)/TAU
END DO 

С
DO J = 2, N2-1

A2(N1, J) = 1.DO/(H2*H2)
A2(N1, J - l)  = 1.DO/(H2*H2)
AO(Nl, J) = A1(N1-1,J) + A2(N1, J) + A2(N1,J-1)+ l.DO/TAU
F(N1,J) = U(N1,J)/TAU 

END DO 
C

DO I  = 2, N1-1
A 1 (I,1) = l.D O /(H l*H l)
A l ( I - l . l )  = 1.DO/(H1*H1)
AO(I,1) = A 1(I,1) + A 1(I-1 ,1 ) + A 2 (I,1) + l.DO/TAU
F ( I ,1) = U ( I , D/TAU + G (I)/H2

END DO 
C

DO I  = 2, N1-1
A 1 (I,N2) = 1.DO/(H1*H1)
A1(I-1,N2) = 1.D0/(H1*H1)
A0(I,N2) = A K I,N2) + A1 (1-1 ,N2) + A2(I,N2-1) + l.DO/TAU
F(I,N 2) = U(I,N2)/TAU

END DO 
C

AO(l,1) = A l ( l ,1) + A2(1,1) + l.DO/TAU 
F (1 ,1) = U(l,D /TAU + G (l)/H2

C
AO(Nl,1) = A1(N1-1,1) + A2(N1,1) + l.DO/TAU 
F(N1,1) = U(N1,D/TAU + G(N1)/H2

C
A0(1,N2) = A K I,N2) + A2(l ,N2-1) + l.DO/TAU 
F(1,N2) = U(1,N2)/TAU

C
A0(N1,N2) = A1(N1-1,N2) + A2(N1,N2-1) + l.DO/TAU 
F(N1,N2) = U(N1,N2)/TAU

C
RETURN
END

В подпрограмме FLUX задаются граничные условия второго рода для 
тестовой прямой задачи (точное решение обратной задачи). В подпро
граммах FDS и FDSS формируются коэффициенты разностных схем для 
основного и сопряженного состояний соответственно.

8.3.6. Примеры расчетов
Входные данные для обратной задачи получаются из решения прямой 

задачи (8.91)—(8.95) при задании граничного условия (8.94) в виде

t
v (x u t )  = x l~ .
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Прямая задача решается в прямоугольнике П с l\ =  1, Z2 =  0,5 при Т  =  1 
на сетке ш с N\ — N2 =  50 и г  =  0,01. Результаты решения прямой 
задачи на моменты времени t =  0,25,0,5,0,75, 1 показаны на рис. 8 . 1 2 -  
8.15 (с. 430, 431).

Результаты решения прямой задачи в ближайших к 7 * узлах сет
ки (функция ipn(x\) в (8.115)) на те же моменты времени показаны 
на рис. 8.16 (с. 432). Эти данные случайным образом возмущались и рас
сматривались как входные при решении обратной задачи:

где <т(х\, tn) — случайная функция, нормально распределенная на интер
вале [0 , 1 ].

Приближенное решение обратной задачи при уровне погрешностей, 
задаваемых параметром д =  0,005, показано на рис. 8.17 (с. 432). Здесь 
приведены точные и найденные граничные условия на моменты времени 
t — 0,25, 0,5, 0,75, 1. Видно, что на конечный момент времени (при t =  1) 
точность восстановления очень плохая. Да и рассчитывать на что-то 
другое никак нельзя, так как изменения в граничном режиме на моменты 
времени вблизи t =  Т  фактически не сказываются в точках наблюдения 
(на другой части границы расчетной области) — возмущения практически 
не доходят до точек наблюдения. Влияние точности задания входных 
данных прослеживается на рис. 8.18-8.19 (с. 433).

8.4. Коэффициентная обратная задача для 
нелинейного параболического уравнения

Рассматривается обратная задача идентификации коэффициента, 
зависящего от решения для одномерного параболического уравнения 
по наблюдениям решения во внутренней точке (точках). Обсуждаются 
алгоритмы функциональной и параметрической оптимизации. Основное 
внимание уделяется вопросам построения вычислительных алгоритмов 
и их реализации.

8.4.1. Постановка задачи
Во многих прикладных задачах возникает проблема идентификации 

коэффициентов уравнения с частными производными. Коэффициентные 
обратные задачи для параболических уравнений второго порядка типич
ны для задач тепло- и массопереноса, задач гидрогеологии. Обратные 
задачи идентификации коэффициентов для линейных уравнений явля
ются нелинейными. Это обстоятельство существенно осложняет пробле
мы построения вычислительных алгоритмов для приближенного решения
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1.0
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Рис. 8 .16. Невозмущенные входные данные для обратной задачи
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Рис. 8 .19 . Решение обратной задачи при S =  0,0025

о.оо 1.00
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коэффициентных задач, делает практически невозможным полное и стро
гое обоснование их сходимости. Поэтому упор делается на максимально 
широкую апробацию численных методов на содержательных примерах 
решения обратных задач.

Часто наибольший интерес имеют задачи определения нелинейных 
коэффициентов, зависящих от решения. Сформулируем простейшую за
дачу этого типа. Пусть в прямоугольнике

<?т  =  П х [ 0 , Г ] ,  Si = { x \ 0 ^ x ^ l } ,  O ^ t ^ T  

функция u(x, t) удовлетворяет уравнению

= 0 , 0 < х < 1 ’ (8.132)

Будем считать, что нелинейный коэффициент к удовлетворяет условию 
&(м) ^  к > 0. Рассматривается краевая задача с граничными условиями 
первого рода

и(0, t) = 0 , u{l t) =  g(t), 0  < t <  Г, (8.133)

и однородными начальными условиями

и(х, 0) =  0, 0 ^  х ^  I. (8.134)

В виде (8.132)—(8.134) формулируется прямая задача.
В коэффициентной обратной задаче зависимость к(и) неизвестна 

и ее необходимо найти, например, по дополнительным наблюдениям 
за решением в некоторых внутренних точках zm £ П, т  =  1 , 2 , . . . ,  М . 
С учетом задания этих данных с погрешностью положим

u(zm,t) «  0 < t ^ T ,  т = 1 ,2 , . . . ,  М.  (8.135)

Необходимо найти u(x, t ) и к(и) из условий (8.132)—(8.135).
При исследовании коэффициентных обратных задач, подобных рас

сматриваемой задаче (8.132)—(8.135), большое внимание уделяется про
блеме единственности решения при точных измерениях. В нашем случае 
в предположениях о достаточной гладкости коэффициента к(и) и самого 
решения достаточно дополнительно потребовать монотонности функ
ции g(t). Для определенности, пусть

^(<)>t tmto =  0, 0 < t < T ,  9(0) = 0, д(Т) =  « тах. (8.136)
at

В обратной задаче (8.132)—(8.135) естественно ставить вопрос об опреде
лении функциональной зависимости &(м) при umm ^  и ^  итах.



8.4. Коэффициентная обратная задача 435

8.4.2. Функциональная оптимизация

Для приближенного решения обратной задачи (8.132)—(8.135) можно 
использовать вариационную формулировку задачи. Будем использовать 
обозначения

Wmax

К  - ^ (^ m in »  ^m ax)>  {к, Т)к ~  k(%l)T{u) du, Ц&Ц.К' — (&> Щк•

Wmin

При применении градиентных итерационных методов минимизируется 
функционал невязки, который с учетом (8.135) имеет вид

(8.137)

при условиях (8.132)—(8.134). В методе регуляризации А. Н. Тихонова 
минимизируется сглаживающий функционал

При применении градиентных итерационных методов для миними
зации функционала J(k) необходимо вычислить его градиент. Некоторые 
осложнения связаны с тем, что рассматриваемый функционал не явля
ется квадратичным. Градиент функционала J'(k) при приращении dk 
определяется выражением

tfJ(lk) =  ( / ( * ) ,  Л ) ^  + в ,

где dJ(k) =  J(k  +  dk) -  J (к) — приращение функционала, а

Ы
----------- > 0  при 6к -> 0 .
\ \Щк

Как мы видели раньше, градиент функционала невязки выражается 
через решение некоторой сопряженной начально-краевой задачи. Наибо
лее общий подход к формулированию такой задачи связан с рассмотре
нием задачи условной минимизации функционала невязки на решениях 
краевой задачи для основного состояния как задачи безусловной мини
мизации с введением множителей Лагранжа. Применительно к рассма
триваемой задаче минимизации (8.137) при ограничениях (8.132)—(8.134) 
28*
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функционал Лагранжа имеет вид 
т I

G(k) - J ( k )  + J  j  5 x ( fc(u) 5a. ) )  d x d t ’ (8138)
0 0

где ip(x, t) — множители Лагранжа.
Пусть SG — приращение функционала G , которое соответствует 

приращению дк и
6G =  6J + 6Q. (8.139)

Обозначим через ди приращение и , тогда для 6J получим 

М т ,
6J = 2 ^ 2  6u(u-<pm) 6 ( x - z m)dxd t ,  (8.140)

m = 1  о о

где <?(ж) — (J-функция. Для второго слагаемого в (8.139), отбрасывая 
члены второго порядка малости, имеем

5Q‘ ]  I K ^ ~ T x { k̂ ) - b { skd0 ) dx'U (8Л41)о о

Для приращений решения из (8.133), (8.134) получим 

<fa(0 , t) =  0 , ди(1, t) = 0 , 0  < t ^ T ,

ди(х, 0 ) — 0 , 0  ^  х <  I.
С учетом этого

Т I Т I

/  f * w dxdt- - / f
д'ф

ди—  dx dt, 
at

о о о о
если потребовать

(8.142)^ ( 0 , Т ) = 0 , O ^ x ^ l .
Аналогично при задании граничных условий для t) в виде

^ ( 0 , 0 = 0 ,  ^ ( / , 0  =  0, 0 < « < Т ,  (8.143)

приходим к равенству 
т I

I h l  d°'л=f /St^ (адЮdx л -
0 0 0 0



8.4. Коэффициентная обратная задача 437

Кроме того при граничных условиях (8.143)

/ / * 1 х  ( " й 0  d z '*  = "  /  /  “ £ ^  1 г * '
0 0 0 0

Теперь мы имеем возможность переписать (8.141) в виде

SQ~ //'*“ (■- ж * i (*w ̂ ) ) 1(11м+1/'"  £  s i r “•
0 0 0 0

(8.144)
Принимая во внимание (8.140) и (8.144), будем определять функ

цию ф(Ху t) как решение уравнения
м

dt
д_

дх + 2  _  <Рт)Цх ~ Zm) =  0 ,
'  '  т — 1 (8.145)т - \

0 < х  <1, 0 ^ t < T .
Тем самым для определения сопряженного состояния решается коррект
ная начально-краевая задача (8.142), (8.143), (8.145).

Из (8.139), (8.144) получим
Т I

Я

ди дФ

о о
С учетом (8.138) это приращение функционала выражается через J f(k) :

6G = (J'(k),6k)K.
В расчетной обрасти QT введем новые независимые переменные и(х , t)

D(x, t) ,
и v(x,t),  для которых якобиан преобразования ^ ^ --у  ф 0. С учетом

наших предположений (8.136) о граничном режиме (функции g(t)) такое 
преобразование переменных возможно. В силу этого

Т I Urrnx V2(u)
Я дидгр ди dip D(x,t)

s k a i T x i x d t  = I i m  J T x T x D M d v d u
о о

и поэтому
Wmin

v2(u)

m .  /
v { ( и )

du dip D(x , t) 
дх дх D(u , v)

V\{u)

dv, ^min ^  ^ ^ (8.146)
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Полученное представление (8.146) не очень удобно использовать 
при практической реализации, при практическом построение итерацион
ных методов решения коэффициентной обратной задачи (8.132)—(8.135). 
В этом случае мы имеем достаточно технически сложную процедуру 
вычисления градиента функционала невязки.

8.4.3. Параметрическая оптимизация
При приближенном решении коэффициентных обратных задач осо

бого внимания заслуживают методы параметрической идентификации. 
В обсуждаемых ранее градиентных методах приближенное решение ищет
ся как функция непрерывного (или дискретного при сеточной аппрок
симации) аргумента. Поэтому мы и говорим о функциональной опти
мизации. Возможен и другой подход, который можно рассматривать как 
проекционный метод решения обратных задач, связанный с представле
нием приближенного решения в параметрическом виде и с нахождением 
параметров этого представления.

В пространстве функций К  выбирается конечномерное Кр с базисом 
rjp(u), /3 =  1,2, При приближенном решении коэффициентной
обратной задачи (8.132)—(8.135) искомый коэффициент представляется 
в виде

v
М “ ) =  Y L  aPVp(u)- (8.147)

/9=1

Неизвестные коэффициенты ар, /3 =  1,2, . . . , р  подлежат определению 
при решении обратной задачи.

Реализация алгоритмов параметрической идентификации возможна 
в двух вариантах. Будем считать, что точность задания входной информа
ции определяется величиной 6. В нашей модельной задаче (8.132)—(8.135)

u(zm,t) = <pdm(t), о < t ^ T ,  тп= 1 , 2 , . . . ,  М , (8.148)

М т.
X )  /  -  Ы О ) 2 dt < M TS2, (8.149)
m= 'о

Первый вариант реализации алгоритма параметрической иденти
фикации при решении коэффициентной задачи (8.132)—(8.134), (8.148), 
(8.149) связан с использованием достаточно большой размерности р 
подпространства Кр, когда погрешность аппроксимации k(u) функци
ей kp(u) приводит к гораздо меньшим погрешностям решения в точках на
блюдения, чем имеющиеся (см. (8.149)). Другими словами, погрешности 
приближения (8.147) можно не учитывать при решении обратной задачи. 
Аналогичная ситуации имеет место при сеточной дискретизации обратной
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задачи, когда при использовании достаточно подробных расчетных сеток 
мы не учитываем погрешности, которые обусловлены дискретизацией.

В рассматриваемом случае, как и при функциональной идентифика
ции, регуляризация приближенного решения (8.147) может достигаться 
минимизацией сглаживающего функционала А. Н. Тихонова для вектора 
а =  {ai, Л2, . . . ,  лр}*

v
t \ а) — ^m(O) dt OL ^   ̂dp

/ ? = 1

(8.150)

при согласовании параметра регуляризации а  с погрешностью входных 
данных (с d в (8.149)). Альтернативой может выступать итерационный 
метод для определения вектора а.

Второй вариант реализации алгоритмов параметрической идентифи
кации более полно учитывает специфику параметрической идентифика
ции, когда в качестве параметра регуляризации выступает размерность 
подпространства Кр — число элементов в разложении (8.147). Можно 
говорить о саморегуляризирующих свойствах алгоритма дискретизации 
(8.147).

В качестве типичного примера (8.147) рассмотрим кусочно-линейную 
аппроксимацию. Будем считать, что по переменной и введена равномер
ная сетка

, / Q  л \  ^шах ^min 0 л ^
Up —  Umin +  (Р 1) , Р — 1 > 2, . .. , р .

р -  1

В этом случае (см. рис. 8.20) кусочно-линейные финитные функции rjp(u) , 
Р — 1, 2 , . . . ,  р задаются в виде

О,

щ{и) = <

и -  Up- 1

Up -  Up _ 1 ’

ир+\ -  и
Up+ 1 -  Up ’

и < Up-и

up-\ < u < u p ,

0 = 2,3,...,p-l,
it/j+ 1  < и < Up+U 

U > Up+u

а коэффициенты dp = kp(up), /3 =  1,2, . . .  ,p.  В качестве параметра ре
гуляризации при таком представлении приближенного решения возьмем 
шаг сетки по и (число узлов р).

Вычислительные алгоритмы параметрической идентификации (8.147) 
при применении метода регуляризации (8.150) связаны с задачей миними
зации функции р переменных Jn(a). Сформулируем необходимое условие
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Рис. 8.20. Кусочно-линейное приближение

минимума, которое можно использовать при построении численных алго
ритмов для нахождения параметров ар, /3 =  1 , 2 , . . . , р. Непосредственно 
из (8.150) имеем

тdJ М р Л
-£Л  = 2 У ]  (u(zm,t;a) -  ipm( t ) ) ^  dt + 2aap. (8.151)
d<ip J da0

du
Из (8.132)—(8.134) и представления (8.147) для - — получим краевую 

задачу 9аР

dv 9 ( u  \ 9 v \  9 (  ( \ 9 и \
dt d x \ k^ d x )  d x y ^ d x ) '  (8.152)

0  < ж < Z, 0  <t  ^ Т ,

v(0, t) = 0, v(l,t) = 0, 0 < t ^ T ,  (8.153)

v(x, 0) =  0, O ^ x ^ l .  (8.154)

Для получения более удобного представления для первого члена 
в правой части (8.151) формулируется краевая задача для сопряженного 
состояния. Пусть функция <ф(х, t) при известном и(х , t) есть реше
ние краевой задачи (8.142), (8.143), (8.145). Домножая уравнение (8.152) 
на ,ф{x , t ) и интегрируя по ж и t, прямыми вычислениями получим
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искомую систему уравнений 

т I
Я  к дидф

^ ^ Ъ х д х  dx dt + 2aa0 = Р = 1 , 2 , . . . , р .  (8.155)
О о

На основе (8.155) можно строить вычислительные алгоритмы. В част
ности, можно ориентироваться на итерационные методы определения 
параметров ар, /3 =  1 , 2 , . . .  ,р. Необходимо при этом учитывать ослож
няющий фактор, который связан с нелинейной зависимостью основного 
состояния от искомого коэффициента (u(x , t) от k(u) =  кр(и)).

В условиях монотонности граничных режимов типа (8.136) мож
но строить алгоритмы последовательной идентификации. Аналогичная 
процедура локальной регуляризации обсуждалась нами выше при рас
смотрении эволюционных обратных задач по восстановлению начально
го условия и граничных режимов. В случае (8.132)—(8.136) при каждом 
t ^  < Т  можно найти зависимость к(и) при и ^  <?(£*). Наиболее просто 
проводится учет таких особенностей рассматриваемой коэффициентной 
задачи при параметрической оптимизации (8.147) в классе кусочно-по
стоянных функций. В этом случае (см. также рис. 8.21) при использовании 
равномерной сетки

Л ^max ^minUp — um ̂  H- /3
p
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пробные функции задаются в виде

{
О, u < u p - 1,
1, /3 =  1,2, . . .  ,р. (8.156)

О, u  >  u p ,
При такой параметризации при u p - \  ^ u p  необходимо найти только 
один числовой параметр ар, при этом параметры аи, и — 1 , 2 , . . . ,  /3 -  1 , 
определены ранее. Подобная процедура возможна не только при ку
сочно-постоянном восполнении неизвестного коэффициента, но и при 
использовании других аппроксимаций (8.147), например, при кусочно
линейной (рис. 8 .2 0 ).

8.4.4. Сеточная задача
Рассмотрим проблемы использования алгоритма параметрической 

оптимизации в варианте локальной регуляризации при приближенном 
решении коэффициентной обратной задачи (8.132)—(8.135). При пред
положениях (8.136) задачу идентификации коэффициента к(и) будем 
решать в классе (8.147), (8.156).

Начнем с построения сеточного аналога прямой задачи (8.132)- 
(8.134). По времени введем простейшую равномерную сетку

шт =  U)r U {Т} =  {tn = nr, п =  0, 1 , . . . ,  No, tNo = Т}

с шагом т > 0. Для приближенного решения на момент времени t =  tn 
используем обозначения уп(х) =  у(х, tn).

С равномерной сеткой по времени свяжем неравномерную сетку 
по и. С учетом (8.133), (8.136) определим

9n=9( tn), п =  0 , 1 , . . .  ,N 0,

^m in =  90 ^  9\ ^  Qn-\ ^  9п ^  ^  9 No =  ^та х*

По этим данным строится искомая более грубая сетка по и:

Up = U p - { + N 0 Т , ^p= ^max> /3 — \ , 2, . . . ,р.  (8.157)

Тем самым между узлами и р - \  и u p  делается шагов по времени.
_  Обозначим через ш равномерную сетку с шагом h на интервале
П =  [0 , /]:

и  =  {х  | х =  =  ih, i =  0 , 1 , . . . ,  N, N h  =  /},

где ш — множество внутренних узлов, а дш — множество граничных 
узлов. Определим сеточный оператор

A(v)y =  -(d(v)yz)x< х е ш .
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Коэффициент d(v) будем задавать, например, в виде 

d(v) = к (0,5(д(ж) +  v(x -  Л))),

d{v) =  ^ -  ft)) +  * ( ф ) ) ) .

Уравнению (8.132) во внутренних узлах сетки по пространству по
ставим в соответствие чисто неявную разностную схему 

у„ , 1  — уп
-  ■ + А(уп+1)уп + 1 = 0 , х G w, п =  0 , 1 , . . . ,  N0 -  1. (8.158)

т
Аппроксимация краевых условий (8.133) дает

J/«-ri(0) =  0 , yn+i(l) = 9 п+1 , п =  0, 1 , . . . ,  ЛГ0 -  1. (8.159)
Начальному условию (8.134) соответствует

2/о =  0 , х £ oj. (8.160)

Более подробно вопросы построения, вычислительной реализации раз
ностных схем для приближенного решения прямых начально-краевых 
задач типа (8.132)—(8.134) обсуждались ранее в главе 4. Нас сейчас инте
ресует вопрос о том, как, базируясь на разностной схеме (8.158)—(8.160), 
строить вычислительные алгоритмы численного решения коэффициент
ной обратной задачи (8.132)-(8.134).

При использовании кусочно-постоянной аппроксимации (8.147), 
(8.156), (8.157) неизвестного коэффициента к(и) можно ориентироваться 
на использование пошаговой идентификации. Будем считать, что прибли
жение для нелинейного коэффициента при 0  <  и < ир-\ нам известно. 
Найдено также и разностное решение до соответствующего момента 
времени. Будем искать решение обратной задачи при ир-\ ^ и  < up.

Обозначим через номер слоя по времени, который соответствует 
достижению решения up. Принимая во внимание (8.157), получим

L™ =  ^о<7)> -Ь<0) =  0, /3 =  1, 2 , . . . , р.
7=1

При решении обратной задачи известно решение yi , 0 
а также искомый коэффициент ки до этого же момента времени (при 
0 < и < up- 1 в соответствии с (8.147), (8.156), (8.157)).

Далее решается разностная задача

— — +  А(уп+\)уп+\ — 0, х Е ш, 
т

n = L(0- l)+ 1, L{0~') + 2, . . . ,  Lw ,
( 8. 161)
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уп+1(0 ) =  0, У п + \ Ц )  =  9 п + \ ,  

п — l P ~ x) +  1 , L ^ - ^  + 2, . . . ,  Lw . 8̂Л62^

В этом случае неизвестным является только коэффициент ар. Для 
его определения привлекается имеющаяся дополнительная информация 
(см. (8.148), (8.149)).

Будем считать, что точки наблюдения zm, т — 1, 2 , . . . ,  М  являют
ся некоторыми внутренними узлами расчетной сетки по пространству. 
В качестве критерия близости приближенного решения в этих точках к из
меренным при решении задачи (8.161), (8.162) в соответствии с (8.148) 
естественно взять

М
=  X  (yn(zm) -  <pdm(tn))2T. (8.163)

т =  1 п = Ц Р ~ ' ) + 1

С учетом того, что =  J ^ \a p ) ,  параметр ар находится из миниму
ма функции J^ \ap ) .  При вычислительной реализации для нахождения 
минимума (8.163) можно применить стандартные методы минимизации 
функции одной переменной (золотого сечения, парабол и др.).

При рассматриваемой локальной регуляризации согласование с по
грешностью задания входных данных может осуществляться путем выбора 
интервала [up-1 , up] (выбора N^  в (8.161), (8.162)). При
нимая во внимание (8.149) в соответствии с принципом невязки и будем
выбирать максимальное N ^ \  для которого

J W ^ M N ^ S 2. (8.164)

В некоторых критических случаях соотношение (8.164) может не выпол
няться ни при каких , тогда нам остается выбрать =  1 .

8.4.5. Программа

Вычислительный алгоритм последовательного определения нелиней
ного коэффициента к(и) реализован в программе PROBLEM 18. Отметим 
некоторые ее основные особенности.

Временной интервал делится на р — 2^, v — 0, 1 , . . . ,  i/nlax, рав
ные части (при No =  2*w ). Сгущение прекращается при достижения 
заданного уровня невязки или при условии, что дальнейшее сгущение 
приводит к ее увеличению. Для приближенного решения нелинейно
го уравнения по определению константы применяется метод золотого 
сечения.
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Программа PROBLEM 18 
с
С PR0BLEM18 -  КОЭФФИЦИЕНТНАЯ ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА
С КВАЗИЛИНЕЙНОЕ 1D ПАРАБОЛИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ
С

IM PLIC IT  REAL*8 ( A -H , 0 -Z  )
PARAMETER ( DELTA = 0 .02D 0, N = 100, M = 128 )
DIMENSION X (N + 1), Y (N + 1 ), Y K N + l) ,  Y T (N +1 ),

+ U(N +1,M +1), AKS(M+1), P H K M + l), PHID(M+1)
+ BR(M+1), U L(M +1),
+ A (N + 1 ), B (N + 1), C (N + 1), F (N + 1 ),

n
+ ALPHA(N+2), BETA(N+2)

о
c
n

ПАРАМЕТРЫ ЗАДАЧИ:
Kj
c XL, XR -  ЛЕВЫЙ И ПРАВЫЙ КОНЕЦ ОТРЕЗКА;
c N + 1 -  ЧИСЛО УЗЛОВ СЕТКИ ПО ПРОСТРАНСТВУ;
c M + 1 -  ЧИСЛО УЗЛОВ СЕТКИ ПО ВРЕМЕНИ;
c XD -  ТОЧКА НАБЛЮДЕНИЯ;
c РНИМ+1) -  ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ В ТОЧКЕ НАБЛЮДЕНИЯ;
c
c

Р Н Ш М +1) -  ВОЗМУЩЕННОЕ РЕШЕНИЕ В ТОЧКЕ НАБЛЮДЕНИЯ;

XL = О.DO 
XR = 1 .DO 
ТМАХ = 1 .D0  

XD = 0.6D0 
EPSA = 1 .D -4  
EPSH = 1 .D -4  

С
OPEN ( 01 , F ILE  = , RESULT. DAT’ ) ! ФАЙЛ С РЕЗУЛЬТАТАМИ РАСЧЕТОВ 

СЕТКА

Н = (XR -  XL) /  N 
TAU = ТМАХ /  М 
DO I  = 1, N+1

X ( I )  = XL + (1 -1 )* Н  
END DO

БЛИЖАЙШИЙ К ТОЧКЕ НАБЛЮДЕНИЯ XD УЗЕЛ СЕТКИ 

ND = (XD-XL) /  Н + 1
IF  ((XD -XL -  (N D -1 )*H ).G T .0 .5 *H ) ND = ND + 1

ПРЯМАЯ ЗАДАЧА

ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ

DO К = 1, М 
Т = K*TAU 
BR(K) = AG(T)

END DO 
C
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С НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ 
С

Т = 0.D0 
DO I  = 1, N+1 

Y ( I )  = О.DO
U ( I ,1 )  = Y( I )

END DO

НОВЫЙ ВРЕМЕННОЙ СЛОЙ

DO К = 1, M 
Т = K*TAU

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ 
ЧИСТО НЕЯВНАЯ ЛИНЕАРИЗОВАННАЯ СХЕМА

DO I  = 2 , N
U l = (Y ( I )  + Y ( I - l ) )  /  2 
U2 = (Y (I+ 1 )  + Y ( I ) ) /  2 
A( I ) = AK(U1) /  (H*H)
B ( I )  = AK(U2) /  (H*H)
C ( I )  = A ( I )  + B ( I )  + 1 .DO /  TAU 
F ( I )  = Y ( I )  /  TAU 

END DO

ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ЛЕВОМ КОНЦЕ

В (1 ) = 0.D0 
С (1) = 1 .DO 
F(1 ) = 0 .D0

ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ПРАВОМ КОНЦЕ

ACN+1) = О.DO 
C(N+1) = 1 .DO 
F(N+1) = AG(T)

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НА НОВОМ ВРЕМЕННОМ СЛОЕ

CALL PROG ( N+1, А, С, В, F , ALPHA, BETA, Y ) 
DO I  = 1, N + 1  

U (I,K + 1 ) = Y ( I )
END DO 

END DO

РЕШЕНИЕ В ТОЧКЕ НАБЛЮДЕНИЯ

DO К = 1, M+l
РН КК) = U(ND,K)
PHID(K) = P H I(К)

END DO 
С
С ВОЗМУЩЕНИЕ ИЗМЕРЯЕМЫХ ВЕЛИЧИН
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DO К = 2 , М+1
PHID(K) = P H I(К) + 2 . *DELTA*(RAND( 0 ) - 0 .5 )

END DO

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА

ВЫБОР ШАГА КУСОЧНО-ПОСТОЯННОЙ АППРОКСИМАЦИИ 

L = 1
100 CONTINUE 

ML = М /  L 
DO LK = 1, L + l 

T = (LK-1)*M L*TAU 
UL(LK) = AG(T)

END DO

НАЧАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ

T = 0 .DO 
SD = 0.D0 
DO I  = 1 , N+l 

Y 1 ( I )  = 0 .DO 
END DO
DO LK = 1, L

ОПРЕДЕЛЕНИЕ НЕИЗВЕСТНОГО КОЭФФИЦИЕНТА НА ПОДИНТЕРВАЛЕ 
ИТЕРАЦИОННЫЙ МЕТОД ЗОЛОТОГО СЕЧЕНИЯ

AS = 0.1D0 
BS = 1 0 .DO
R l = (D S Q R T (5 .0 D 0 )-l.D 0 )/2  
R2 = R l* * 2  
HS = BS -  AS

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ НА ПОДИНТЕРВАЛЕ ПРИ ЗАДАННОМ КОЭФФИЦИЕНТЕ

CALL STEPB ( N, ND, M, ML, LK, H, TAU, A, c, B, F, AL, BET,
+ Y, Y l ,  AS, AKS, UL, PHID, YA )

CALL STEPB ( N, ND, M, ML, LK, H, TAU, A, c, B, F, AL, BET,
+ Y, Y l ,  BS, AKS, UL, PHID, YB )

CS = AS + R2*HS
DS = AS + R1*HS
CALL STEPB ( N, ND, M, ML, LK, H, TAU, A, c, B, F, AL, BET,

+ Y, Y l,  CS, AKS, UL, PHID, YC )
CALL STEPB ( N, ND, M, ML, LK, H, TAU, A, c, B, F, AL, BET,

+ Y, Y l,  DS, AKS, UL, PHID, YD )
KS = О 
KS -  KS + 1 
IF  (YC.LT.YD) THEN 

BS = DS 
YB *  YD 
DS = CS

200
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YD = YC
HS = BS -  AS
CS = AS + R2*HS
CALL STEPB ( N, ND, M, ML, LK, H, TAU, A, c, B, F, AL

Y, Y l, CS, AKS, UL, PHID, YC )
ELSE

AS = CS
YA = YC
CS = DS
YC = YD
HS = BS -  AS
DS = AS + R1*HS
CALL STEPB ( N, ND, M, ML, LK, H, TAU, A, c, B, F , AL

Y, Y l, DS, AKS, UL, PHID, YD )
END IF
IF  (DABS(YB-YA).GT.EPSA.OR.HS.GT.EPSH) GO TO 200 

C
С НАЙДЕННОЕ РЕШЕНИЕ 
С

PS = AS 
YP = YA
IF  (YB .LT.YA) THEN 

PS = BS 
YP = YB 

ENDIF
DO I  = 1, N+l 

Y 1 ( I )  = Y ( I )
END DO

СУММАРНАЯ НЕВЯЗКА

SD = SD + YP 
END DO
WRITEC 0 1 ,*  ) L , KS, SD 

ВЫХОД ПО НЕВЯЗКЕ 

L = L*2
IF  (L .E Q .2 ) THEN 

SDO = SD
IF  (SD. GT. TMAX*DELTA**2 .AND. L .LE . M) GO TO 100 

ELSE
IF  (SD.LT.SDO) THEN

IF  (SD. GT. TMAX*DELTA**2 .AND. L .LE . M) GO TO 100 
END IF  

END IF

ЗАПИСЬ РЕШЕНИЯ В ФАЙЛ

WRITE ( 01 , * ) ( ( U ( I , К ) , 1 = 1 ,N + l) ,  К=1,M+1)
WRITE ( 01 , *  ) (P H I(K ) , К=1,M+1)
WRITE ( 01 , *  ) (P H ID (K ), К=1,M+1)
WRITE ( 01, *  ) (A K S (K ), K=1,M+1)

BET,

BET,
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CLOSE ( 01 )
STOP
END

SUBROUTINE PROG ( N, A, С, B, F , AL, BET, Y )
IM PLICIT REAL*8 ( A -H, 0 -Z  )

МЕТОД ПРОГОНКИ

DIMENSION A (N ), C (N ), B (N ) , F ( N ) , Y (N ), A L(N +1), BET(N+1)

A L U ) = B ( l )  /  C ( l )
BET(1) = F(1) / C(l)
DO I  = 2 , N

SS = C ( I )  -  A L ( I - 1 ) * A ( I )
A L ( I )  = B ( I )  /  SS
B E T (I) = ( F ( I )  + B E T ( I - 1 ) * A ( I )  ) /  SS 

END DO
Y(N) = BET(N)
DO I  = N - l ,  1 , -1

Y ( I )  = A L ( I ) * Y (1+1) + B E T (I)
END DO 
RETURN 
END

DOUBLE PRECISION FUNCTION AK ( U ) 
IM PLIC IT  REAL*8 ( A -H, 0 -Z  )

КОЭФФИЦИЕНТ ПРИ СТАРШИХ ПРОИЗВОДНЫХ

AK = 0.5D0 + U 
С

RETURN
END

DOUBLE PRECISION FUNCTION AG ( T )
IM PLIC IT  REAL*8 ( A-H, 0 -Z  )

C
С ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ПРАВОМ КОНЦЕ
С

AG = Т 
С

RETURN
END

С
SUBROUTINE STEPB ( N, ND, M, ML, LK, H, TAU, A, С, B, F , AL, BET, 

+ Y, Y l ,  AK, AKS, UL, P H I, FD )
IM PLIC IT  REAL*8 ( A -H, 0 -Z  )

C
С ВЫЧИСЛЕНИЕ НЕВЯЗКИ НА ПОДИНТЕРВАЛЕ
С ПРИ ЗАДАННОМ ПОСТОЯННОМ КОЭФФИЦИЕНТЕ
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с
DIMENSION A (N +1), C (N + 1), B (N + 1), F (N + 1 ), Y (N + 1 ), Y 1 (N + 1 ),

+ ALPHA(N+2), BETACN+2), P H K M + l), AKSCM+l), UL(M+1)
C

AKSCLK+l) = AK 
FD = 0.D0 
DO I  = 1, N+l 

Y ( I )  = Y 1 ( I)
END DO
T = (LK-1)*M L*TAU 
DO К = 1 , ML 

T = T + TAU

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ 
ЧИСТО НЕЯВНАЯ СХЕМА

DO I  = 2 , N
U l = ( Y ( I )  + Y( 1 - 1 ) )  /  2 
U2 = (Y (I+ 1 )  + Y ( I ) )  /  2 
А( I )  = AFKOJ1, LK+1, UL, АКБ, M) /  (H*H)
B ( I )  = AFKCU2, LK+1, UL, AKS, M) /  (H*H)
C ( I )  = A( I )  + B ( I )  + 1 .DO /  TAU 
F ( I )  = Y ( I )  /  TAU 

END DO

ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ЛЕВОМ КОНЦЕ

В (1 ) = 0.D0 
С (1) = 1 .DO 
F (1 ) = 0.D0

ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ НА ПРАВОМ КОНЦЕ

A(N+1) = 0.D0 
C(N+1) = 1 .DO 
F(N+1) = AG(T)

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НА НОВОМ ВРЕМЕННОМ СЛОЕ

CALL PROG ( N + l, А, С, В, F , ALPHA, BETA, Y )

НЕВЯЗКА В ТОЧКЕ НАБЛЮДЕНИЯ

FD = FD + ( Y(ND) -  P H I((L K -1 )*M L + K + 1 ))**2 *T A U  
END DO 
RETURN 
END

DOUBLE PRECISION FUNCTION AFK ( U, L , UL, AL, M ) 
IM PLIC IT REAL*8 ( A-H, 0-Z  )

C
DIMENSION UL(M+1), AL(M+1)
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с
С КУСОЧНО-ПОСТОЯННЫЙ КОЭФФИЦИЕНТ
с

AFK = A L(2)
DO IL  = 2 , L

IF  (U .L E .U L (IL ) .AND. U .G T .U L ( IL - l) ) AFK = A L (IL )  
END DO 

C
RETURN
END

В подпрограмме-функции AK задается нелинейный коэффициент 
при решении прямой задачи, данные по которой рассматриваются как 
входные при решении обратной задачи. В подпрограмме-функции AG 
определены граничные условия на правой границе. Кусочно-постоянное 
восполнение осуществляется в AFK.

8.4.6. Примеры расчетов

Для задания входных данных решается прямая задача при I =  1, 
Т  =  1 на равномерной сетке h =  0,01, т =  2“7. Используется простей
шая линеаризованная разностная схема, когда нелинейный коэффициент
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берется с предыдущего временного слоя, т. е.

— — — +  А(уп)уп+1 = 0, х € ш ,  п =  0, 1........Nq -  1.
т

Ниже приведены данные расчетов, когда точное решение соответствует 
выбору

к(и) = 0,5 + и,
тем самым искомый коэффициент меняется в три раза в расчетной 
области. Решение прямой задачи показано на рис. 8.22.

При решении обратной задачи мы ограничились только одной точкой 
наблюдения, причем

* i= 0 ,3 , М =  1 , <px(tn) =  yn(z\), п =  1 ,2 , . . .

где уп(х) — сеточное решение прямой задачи. Эти данные возмущались 
нормально распределенной функцией:

V>'(tn) = Ч>\(К) + 26 (a ( tn )~  ^  , n =  \ , 2 , . . . , N 0.

Решение обратной задачи при уровне погрешностей, задаваемых 
параметром 6 = 0,02, показано на рис. 8.23. С учетом задания гра
ничного режима в виде g(t) = t на одном графике приведены точные 
и приближенные входные данные для обратной задачи (решение в точке



0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Рис. 8.24. Решение обратной задачи при 6 =  0,04
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х =  Z\ = 0,6) и искомый коэффициент к(и). При выбранном уровне 
погрешностей для восстановления коэффициента достаточно два по
динтервала (р =  2 в (8.147), (8.156)). Влияние погрешностей зримо 
прослеживается на рис. 8.24 и 8.25.

8.5. Коэффициентная обратная задача 
для эллиптического уравнения

Рассматривается задача определения младшего коэффициента в эл
липтическом уравнении второго порядка по данным на границе расчет
ной области. Предполагается, что неизвестный коэффициент не зависит 
от одной переменной. На таком простейшем примере иллюстрируются 
возможности исследования единственности коэффициентных обратных 
задач. Вычислительный алгоритм строится для модельной задачи в пря
моугольнике.

8.5.1. Постановка задачи
Задача рассматривается в простейшем случае, когда расчетная область 

является прямоугольником:

Г2 =  {х  | х =  (® i, ®2), 0 < ж а < / а , а  = 1 , 2 } .
Для отдельных частей границы прямоугольника П используются обозна
чения (см. рис. 8.26)

д П  = Ti U Г2 U Г3 U Г4.
Как обычно, начнем с форму

лировки прямой задачи. Будем счи
тать, что функция и(х) , х  =  (Х\ , Xi) 
удовлетворяет уравнению

- А и  +  с ( х 2 ) и  — 0,

х £ П,
(8.165)

А« = ]С
д2и
дх\'

Уравнение (8.165) дополняется гра
ничными условиями первого рода:

и(х) =  (р(х), х £ (8.166)

В прямой задаче (8.165), (8.166) младший коэффициент предполагается 
зависящим только от переменной ж2-



8.5. Коэффициентная обратная задача 455

В рассматриваемой обратной задаче коэффициент с(х2 ) неизвестен. 
Он определяется по некоторым дополнительным данным. Будем рассма
тривать случай, когда дополнительные данные получены из измерений 
на границе области в виде

где п — внешняя по отношению к О нормаль.
Ранее мы рассматривали линейную обратную задачу по определе

нию неизвестной правой части, которая не зависит от одной перемен
ной. Поставленная обратная задача (8.165)—(8.167) по определению пары 
функций {Цх),с(ж 2 )} является более сложной. Проблемы ее исследова
ния порождены в значительной степени нелинейностью этой обратной 
задачи.

8.5.2. О единственности решения обратной задачи
Можно говорить об определенной переопределенности рассматрива

емой коэффициентной обратной задачи. В задаче (8.165)—(8.167) иденти
фикация неизвестного коэффициента с(х2 ) соответствует определению 
функции одной переменной на интервале (0 , 1\) по двум функциям 
переменной хг (функция tp(x) на сторонах Г2 ,Г 4 ) и двум функциям пе
ременной Х\ (функция ф(х) на сторонах Гь Гз). Поэтому в общем плане 
можно было бы ставить вопрос о достаточных дополнительных данных 
для определения коэффициента с(ж2)-

Для исследования единственности обратной задачи (8.165)—(8.167) 
используется обычный подход, который применяется как для прямых не
линейных краевых задач математической физики, так и для нелинейных 
обратных задач. Предположим, что существуют два решения обратной за
дачи (8.165)—(8.167), которые мы обозначим { ^ (х ) ,  Ср(х2), /3 = 1 ,2} ,т .е .

^ ( х )  =  1>(х), х € дС1у (8.167)

-  Аир + ср(хг)щ =  0 , х € €1, 
щ(х)  =  <р(х), х € дП,

(8.168)

(8.169)

(8.170)

Для разностей
V(x) =  U\ (х) -  и2 (х), 

9{хг) =  с,(х2) -  с2 (х2)

из (8.168)—(8.170) имеем

-  ДгН- Ci(x2 )i> +  0(х2 )« 2 (х) =  0, х € П, 

«(х) =  0 , х е д€1,

(8.171)

(8.172)
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—  (х) =  О, х £ д£2. (8.173)
дп

Мы докажем единственность решения обратной задачи (8.165)—(8.167), 
если покажем, что (8.171)-(8.173) будет верно только при v(x) =  О, 
в(х 2 ) =  0 , х £ £2.

Задача (8 .171)—(8 .173) рассматривается при заданных C\(x{) и uj(х). 
Это есть обратная задача (но уже линейная) по определению пары v(x), 
Q{xi) — задача идентификации правой части. Сформулируем некото
рые достаточные условия, при которых можно гарантировать v(x) =  О, 
в(х2 ) =  0, х £ П. Помимо обычных предположений о гладкости реше
ния и коэффициента будем считать, что в (8.165)—(8.167) решение и(х) 
является знакопостоянной функцией, например,

Цх) > 0 , х 6  £2 .

Это условие обеспечивается (принцип максимума) предположениями 

с(х2 ) > 0 , х € £2 , ifi(x) > 0 , х £ д£2.

При таких ограничениях из (8.171) получим уравнение составного
типа

дх 1

Av  + C\(x2 )v)^j =  0, х £ £2. (8.174)

Необходимо показать, что решение краевой задачи (8.172)—(8.174) есть 
v(x) =  0 . Тогда из (8.171) сразу же вытекает (t^ > 0), что и в(х 2 ) = 0 .

Домножим уравнение (8.174) на некоторую функцию ?/(х), для ко
торой

г)(х) =  0, х£д£2,  (8.175)

и проинтегрируем его по всей области £2. С учетом (8.175) получим

J  w(- Av  +  C\(x2 )v) dx —  0 , (8.176)

где использованы обозначения

w(x) =
1 дг}(х) 

и2(х) дх\

Принимая во внимание однородные граничные условия (8.172), 
(8.173), из (8.176) имеем

/ <
A w  -h С\ (х2)w) v dx —  0.
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Из этого равенства будет следовать v(x) =  0, х G О, если мы покажем, 
что мы можем выбрать rj(x) так, чтобы

-  Дм + C\(x2)w =  v(x), xGO.  (8.177)

Применительно к рассматриваемой расчетной области (рис. 8.26) 
рассмотрим следующую краевую задачу для уравнения (8.177) со смешан
ными краевыми условиями

w(x)=0,  х Е Г ^ Г з ,  (8.178)

dw . .
—  (х) =  0, х Е Г 2 и Г 4. (8.179)

С существованием решения стандартной краевой задачи (8.177)—(8.179) 
вопросов не возникает. В более общих задачах можно ориентировать
ся на использование результатов о существовании решения задачи для 
уравнения (8.177), когда краевые условия заданы в виде

dw
- — (х) =  0 , xedQ,
ОХ\

— краевая задача для эллиптического уравнения второго порядка с за
данной косой производной на границе.

Осталось только указать вид функции rj(x). По найденной из (8.177)- 
(8.179) функции w(x) для этого решается краевая задача

д /  1 дг)(х)\ _  dw
d x i \м 2 (х) d x i )  d x i

с граничными условиями (8.175).

8.5.3. Сеточная обратная задача
Сформулируем разностный аналог коэффициентной обратной задачи 

(8.165)—(8.167). В П введем равномерную по каждому направлению сетку 
с шагами Ла , a = 1,2. Определим множество внутренних узлов сетки

w =  {х I х =  (®1 ,®2). X(3 = iphp, ip =  1,2, . . .  ,Np -  1, Nphp=lp , /3=1,2},

и пусть dw — множество граничных узлов. Обозначим через dw* — 
множество приграничных узлов, т. е.

dw* =  {х | х е  w, хр =  hp, хр — Ip -  hp, / 3 = 1 , 2 } .

Аппроксимируем вначале прямую задачу (8.165), (8.166). Для вну
тренних узлов определим двумерный стандартный разностный оператор 
Лапласа Л на пятиточечном шаблоне:

Лз/ =  Ух1Х1 +Ух2х2, х в W.
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Краевой задаче (8.165), (8.166) ставится в соответствие разностная задача 
Дирихле

- Л у +  с(х2)у =  0 , х £ ш ,  (8.180)

?/(х) =  <р(х), х £ дш. (8.181)
В обратной задаче сеточная функция с(х2), х2 £ ш2, неизвестна, 

но заданы дополнительные условия, которые соответствуют (8.167). При 
переходе к дискретной задаче дополнительные условия можно сопоста
вить с заданием сеточного решения в узлах дш*. Это имеет место при 
использовании простейших аппроксимаций направленными разностями 
(погрешность аппроксимации имеет первый порядок). Аналогичная си
туации имеет место и при применении аппроксимаций граничного усло
вия (8.167) со вторым порядком. В качестве иллюстрации рассмотрим 
аппроксимацию краевых условий на Г2 .

Для приграничного узла имеем

u(h\, х 2) -  и(0 , х 2) 
hi

du , , h\ д2и , ч Л /.— (0,ат2) + — + 0(Л‘). (8.182)

С учетом граничных условий (8.166), (8.167) приходим к выражению

y(hu x 2) =  (p(hi,x2) -  h\i>(hu x 2).

Использование этого выражения соответствует аппроксимации краевых 
условий (8.167) с первым порядком. Более высокий (второй) порядок 
аппроксимации достигается на решениях краевой задачи (8.165), (8.166). 
В этом случае из (8.165) следует, что

д2и д2и д2Ф
щ (0, х 2) =  ДЦО, х 2) -  щ (0, х 2) = с(х2)(р(0 , х 2) -  щ (0 , х2).

Принимая во внимание (8.182) для приграничных узлов можно положить

y(h \ ,x2) =  (p(h\,x2) -  М ( Л Ь х 2) + с(х2)(р(0 , х 2) -  ®2 (0 , х 2).

Однако такие аппроксимации при решении обратной задачи нам не очень 
подходят, так как в этом случае значение в приграничном узле зависит 
от неизвестного (искомого) коэффициента с(х2). Поэтому будем ис
пользовать простейшие аппроксимации первого рода для того, чтобы 
сформулировать дополнительные условия в виде

у(х) = ф(х), х £ ди*. (8.183)

При решении прикладных задач входные данные задаются с погреш
ностью. Будем считать, что на фоне этих погрешностей погрешностями 
аппроксимации можно пренебречь (используются достаточно подробные
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расчетные сетки). В нашем примере (8.165)—(8.167) ограничимся слу
чаем, когда основные погрешности вносятся измерениями нормальной 
производной на границе. Поэтому при приближенном решении обратной 
задачи с погрешностями во входных данных граничное условие (8.181) 
оставим без изменения, а вместо (8.183) положим

у ( х ) к ф в(х), хедш*,  (8.184)
где параметр д задает уровень погрешностей.

8.5.4. Итерационное решение обратной задачи
Для приближенного решения обратной задачи (8.180), (8.181), (8.184) 

будем использовать градиентные итерационные методы. В этом случае 
искомая сеточная функция с(х2 ) уточняется на каждом итерационном 
шаге исходя из критерия минимизации функционала невязки (точности 
выполнения условия (8.184)).

Определим невязку в виде

J ( c )  =  X )  (г/(х) -  <ps(x))2h(x), (8.185)
х€дш*

X2 — Л 2 > ^ 2 ~ X j h  j , I j h  1,

Х\ —  Л | ,  1̂ h  1, 3/2 7*~ ^2> ^2 /&2>

, X) — 1\ ^1 > ® 2  — Л-2 > ^ 2 Л-2 *

Будем считать, что искомая функция с(ж2 ) принадлежит простран
ству сеточных функций £ 2 (^ 2 ), в котором для скалярного произведения 
и нормы используются обозначения

(с, d ) = ^ 2  c(x2)d(x2)h2, ||с|| =  yj [с, с).
хг€ш2

При получении выражения для градиента функционала J(c) примем, что 
приращению дс соответствуют приращения дJ  и ду для функционала
(8.185) и решения задачи (8.180), (8.181).

С точностью до членов второго порядка малости из (8.180), (8.181) 
получим

-  Аду + c(xi)dy +  дсу = 0, х Е о>, (8.186)
ду(х) = 0, х е д ш .  (8.187)

Для приращения функционала невязки непосредственно имеем

SJ(c) =  2  X I  Ы х) -  <i>i(x))8yh(x).
х£ди*

где

Л(х) =  <

h \ , 
h 2, 
1(Л, + h

(8.188)
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Градиент функционала J'(c) соответствует представлению приращения 
функционала в виде

6J(c) = (J'(c) ,6c).
Для того чтобы преобразовать правую часть (8.188), домножим урав

нение (8.186) на некоторую сеточную функцию ((x)h\h2, х £ u>, и про
суммируем его по всем узлам

Y 2  £ (х )(- М у  +  с{х2)6у + dcy)hlh2 =  0 . (8.189)
х е ш

Будем считать, что
£(х) =  0 , х € д ы .  (8.190)

При таких ограничениях из (8.189) следует

J 2  S y ( -  Л£ +  c(x2) i ) h th2 + X )  Scy ihxh2 = 0 . (8.191)
х е ш  х е ш

Для получения представления для J'(c) первый член (8.191) связывается 
с правой частью равенства (8.188).

Пусть функция £(х) определяется как решение уравнения

-  Л£ + c{x2)i  =  -F (x ) , х £ а;. (8.192)

Здесь правая часть F(x) имеет вид

F(x) = <

^-(у(х)-фц(х)), х 2 - h2, h ~ h2i X\ ф h\, l\ — h \,

2

— (у(\) -  Фз(\)), Х\ = h\, l\ ~ h\, x 2 Ф h2, h  -  h2,

\ *  < *> -*« *» ■
Х\ -  Л,, l\ -  h \ , x 2 — hi, l2 — h2,

0 , х е ш , x 0  duЛ

При таком задании правой части из (8.188), (8.191), (8.192) получим

6J(c) = ' ^2dcy£h]h2 = ^ 2  6c( Y l  y t h
х е ш  х 2е ш 2 ' х {е ш { /

В силу этого для градиента функционала имеем представление 

J'(c) =  X )  У £Л| ’
Z|€a/i

(8.193)
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Его вычисление связано с решением краевой задачи (8.180), (8.181) для 
основного состояния (сеточная функция у(х)) и краевой задачи (8.190), 
(8.192) для сопряженного состояния (сеточная функция £(х)).

При использовании двухслойного градиентного итерационного ме
тода уточнение ск(х2 ), к — номер итерации, проводится по схеме

САН-1 _  £&

----------- + J'(ck) = О, х 2€ ш 2, Л =  0, 1. ••• • (8.194)
Sk+\

Необходимо только учитывать, что решаемое уравнение J f(c) = 0 явля
ется нелинейным. Для выхода из итерационного процесса (8.194) можно 
использовать критерий невязки.

8.5.5. Программа
Описанный градиентный метод реализован нами в простейшем ва

рианте, когда итерационный параметр s^+i постоянный (метод простой 
итерации). При возмущении входных данных моделируется ситуации 
с возмущениями в граничном условии второго рода (8.167).

с
с
с
с
с

с
с
с
с
с
с
с
с
с
с
с
с
с
с
с

Программа PROBLEM 19
PR0BLEM19 -  ИДЕНТИФИКАЦИЯ МЛАДШЕГО КОЭФФИЦИЕНТА

ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
ДВУМЕРНАЯ ЗАДАЧА

IM PLIC IT  REAL*8 ( А-Н , 0 -Z  )
PARAMETER ( DELTA = 0 .0 2D 0, N1 = 51 , N2 = 51 ) 
DIMENSION A (1 2 *N 1 *N 2 ), X I (N 1 ), X 2 (N 2), CK(N2), GR(N2), 

Y G l( N l) , YG2CN2), YG3(N1), YG4(N2),
Y D K N l) ,  YD2CN2), YD3(N1), YD4(N2),
Y Y l( N l) ,  Y Y2(N 2), YY3(N 1), YY4(N2)

COMMON /  SB5 /  IDEFAULTC4)
COMMON /  CONTROL /  IREPT, NITER

ПАРАМЕТРЫ ЗАДАЧИ:

X1L, X2L 
X1R, X2R 
N1, N2 
H I,  H2 
TAU 
DELTA 
CK(N2) 
Y G l( N l) ,  
YG 2(N 2), 
YG3CN1), 
YG4CN2) 
Y D K N l) ,

КООРДИНАТЫ ЛЕВОГО УГЛА;
КООРДИНАТЫ ПРАВОГО УГЛА;
ЧИСЛО УЗЛОВ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ СЕТКИ; 
ШАГИ СЕТКИ ПО ПРОСТРАНСТВУ;
ШАГ ПО ВРЕМЕНИ;
УРОВЕНЬ ПОГРЕШНОСТИ ВО ВХОДНЫХ ДАННЫХ; 
ВОССТАНАВЛИВАЕМЫЙ КОЭФФИЦИЕНТ;

СЕТОЧНАЯ ФУНКЦИЯ В ПРИГРАНИЧНЫХ УЗЛАХ;
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С YD2CN2),
С YD3CN1),
С YD4CN2) -  ВОЗМУЩЕННАЯ СЕТОЧНАЯ ФУНКЦИЯ В ПРИГРАНИЧНЫХ УЗЛАХ;
С EPSR -  ОТНОСИТЕЛЬНАЯ ТОЧНОСТЬ РЕШЕНИЯ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ;
С EPSА -  АБСОЛЮТНАЯ ТОЧНОСТЬ РЕШЕНИЯ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ;
С

EQUIVALENCE ( А ( 1 ) , AO ) ,
* (A (N + 1 ), A1 ) ,
* (A (2 *N + 1 ), A2 ) ,
* (A (9 *N + 1 ), F ) ,
* (A (1 0 *N + 1 ), U ) ;
♦ (A (1 1 *N + 1 ), US )

С
X1L = О.DO 
X1R = 1.D0 
X2L = 0.D0 
X2R = 1.D0 
EPSR = l .D - 6  
EPSA = l .D - 9  
SS = -  4 0 .DO 

C
OPEN ( 01 , F ILE  = ’ RESULT. DAT’ ) ! ФАЙЛ С РЕЗУЛЬТАТАМИ РАСЧЕТОВ 

СЕТКА

HI = (X1R-X1L) /  (N 1-1)
H2 = (X2R-X2L) /  (N 2-1)
DO I  = 1, N1

X 1 ( I )  = X1L + ( I - 1 ) * H 1  
END DO
DO J = 1, N2

X 2 (J ) = X2L + (J -1 )*H 2  
END DO

N = N1*N2 
DO I  = 1, 12*N 

A ( I )  = O.DO 
END DO

ПРЯМАЯ ЗАДАЧА 

ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ

CALL BNG ( A (1 0 *N + 1 ), X I,  X2, N1, N2 )

МЛАДШИЙ КОЭФФИЦИЕНТ

DO J = 1, N2
CK(J) = A C (X 2 (J ))

END DO

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ В ПРЯМОЙ ЗАДАЧЕ
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CALL FDS ( A ( l ) ,  A (N +1), A (2 *N + 1 ), СК, A (9 *N + 1 ), A (10 *N + 1),
+ H I,  H2, N1, N2 )

РЕШЕНИЕ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ

ID EFAU LT(l) = О 
IREPT = О
CALL SBAND5 ( N, N1, A ( l ) ,  A (10 *N + 1), A (9 *N + 1 ), EPSR, EPSA ) 

РЕЗУЛЬТАТЫ НАБЛЮДЕНИЯ

CALL BNGDER ( A (1 0 *N + 1 ), H I,  H2, N1, N2, YG1, YG2, YG3, YG4 ) 

ВОЗМУЩЕНИЕ ИЗМЕРЯЕМЫХ ВЕЛИЧИН

DO I  = 2 , N1-1 
H = H2
IF  ( I .E Q .2  .OR. 
Y D 1 (I) = Y G l( I )  
Y D 3 (I) = Y G 3(I) 

END DO
DO J = 2 , N2-1 

H = HI
IF  (J .E Q .2  .OR. 
YD2(J) = YG2(J) 
YD4(J) = YG4(J) 

END DO

I.E Q .N 1 -1 ) H = (H1+H2) /  2 . DO 
+ 2 . *H*D ELTA*(R AND (0)-0.5 )
+ 2 . *H*DELTA*(RAND( 0 ) - 0 . 5 )

J .E Q .N 2-1 ) H = (H1+H2) /  2 . DO 
+ 2 . *H*DELTA*(RAND(O)- 0 .5 )
+ 2 . *H*DELTA*(RAND(O)- 0 .5 )

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА 
ИТЕРАЦИОННЫЙ МЕТОД

IT  = О

НАЧАЛЬНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ

DO J = 1, N2 
CK(J) = 0.D0 

END DO

100 IT  = IT  + 1

ОСНОВНОЕ СОСТОЯНИЕ

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ В ПРЯМОЙ ЗАДАЧЕ

CALL FDS ( А( 1 ) ,  A (N +1), A (2 *N + 1 ), СК, A (9 *N + 1 ), A (10 *N + 1),
+ H I,  H2, N1, N2 )

C
С РЕШЕНИЕ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ 
С

ID EFAU LT(l) = О 
IREPT = О
CALL SBAND5 ( N, N1, A ( l ) ,  A (10 *N + 1), A (9 *N + 1 ), EPSR, EPSA )
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с
С РЕШЕНИЕ В ТОЧКАХ НАБЛЮДЕНИЯ
С

CALL BNGDER ( A (10 *N + 1), H I,  Н2, N1, N2, YY1, YY2, YY3, YY4 ) 
С
С СОПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ
С
С КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ
С

CALL FDS ( А ( 1 ) , A (N +1), A (2 *N + 1 ), СК, A (9 *N + 1 ), A (10 *N + 1),
+ H I,  H2, N1, N2 )

ПРАВАЯ ЧАСТЬ

CALL RHS ( A (9 *N + 1 ), N1, N2, H I, H2, YD1, YD2, YD3, YD4,
+ YY1, YY2, YY3, YY4 )

РЕШЕНИЕ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ

ID EFAU LT(l) = О 
IREPT = О
CALL SBAND5 ( N, N1, A ( l ) ,  A (11 *N + 1), A (9 *N + 1 ), EPSR, EPSA ) 

МЕТОД ПРОСТОЙ ИТЕРАЦИИ 

ГРАДИЕНТ ФУНКЦИОНАЛА

CALL GRAD ( A (10 *N + 1), A (11 *N + 1), H I,  H2, N1, N2, GR )

НОВОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ

DO J = 2 , N2-1
CK(J) = CK(J) + SS*GR(J)

END DO

ВЫХОД ИЗ ИТЕРАЦИОННОГО МЕТОДА ПО НЕВЯЗКЕ

SUM = 0.D0 
SUMD = 0.D0 
DO I  = 3 , N1-2

SUM = SUM + (Y D 1 (I) -  Y Y 1 ( I ) ) * * 2  *  HI
SUM = SUM + (Y D 3 (I) -  Y Y 3 ( I ) ) * *2  * HI

END DO
SUMD = SUMD + 2 .D 0*(N 1-4)*H 1*H 2*D E LTA **2  
DO J = 3 , N2-2

SUM = SUM + (YD 2(J) -  Y Y 2 (J )) * *2  * H2
SUM = SUM + (YD 4(J) -  Y Y 4 (J )) * *2  * H2

END DO
SUMD = SUMD + 2 .DO *(N 2 -4 )*H1*H2*DELTA**2 
SUM = SUM + (YD1(2 ) -  YY1( 2 ) ) * * 2  *  (H1+H2) /  2 . DO
SUM = SUM + (YD4(2) -  Y Y 4 (2 ) )* * 2  *  (H1+H2) /  2 . DO
SUM = SUM + (YD3(2) -  Y Y 3 (2 ) )* * 2  *  (H1+H2) /  2 . DO
SUM = SUM + (YD3CN1) -  Y Y 3 (N 1 ))**2  *  (H1+H2) /  2 . DO
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SUMD = SUMD + 2 . DO*(Н1+Н2)*DELTA**2 
IF  (SUM.GT.SUMD) GO TO 100 

C
С РЕШЕНИЕ 
C

WRITE ( 01 , *  ) (A (1 0 *N + I) ,  1 = 1 ,N)
WRITE ( 01 , *  ) (C K (J ), J=1,N 2)
CLOSE ( 01 )
STOP
END

C
DOUBLE PRECISION FUNCTION AC ( X2 )
IM PLIC IT  REAL*8 ( A -H, 0 -Z  )

C
С МЛАДШИЙ КОЭФФИЦИЕНТ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
С

АС = 10.D0+X2 
С

RETURN
END

С
SUBROUTINE FDS ( АО, A l,  А2, СК, F , U, H I,  H2, N1, N2 )

ФОРМИРОВАНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ 
ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

IM PLICIT REAL*8 ( A -H, 0-Z  )
DIMENSION A 0(N 1 ,N 2 ), A 1 (N 1 ,N 2 ), A 2(N 1,N 2),

+ CK(N2), F (N 1 ,N 2 ), U(N1,N2)

DO J = 2 , N2-1 
DO I  = 2 , N1-1

A l ( I - l . J )  = 1 .D 0 /(H 1*H 1)
A l ( I . J )  = 1 .D 0 /(H 1*H 1)
A 2 ( I , J “ l )  = l.D 0 /(H 2 *H 2 )
A 2 ( I , J )  *  l.D 0 /(H 2 *H 2 )
A O (I, J) = A 1 ( I , J ) + A l ( 1 - 1 ,J ) + A 2 ( I , J ) + A 2 ( I , J - l )  

F ( I , J ) = O.DO 
END DO 

END DO

ОДНОРОДНЫЕ ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ ПЕРВОГО РОДА

DO J = 2 , N2-1 
АО( 1 , J ) = 1 .DO 
A l ( l , J ) = O.DO 
A 2 ( l , J ) = O.DO 

F ( 1 , J ) = U (1 , J)
F ( 2 ,J )  = F ( 2 ,J )  + U ( l . J )  /  (H1*H1)

END DO 
C

DO J = 2 , N2-1 
A0(N 1, J ) = 1 .DO

+ CK(J)
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А1(N 1 -1 , J ) = 0.D0 
А1(N 1, J ) = 0.D0 
A 2 (N 1 ,J ) = 0.D0

F (N 1 ,J ) = U (N 1, J )
F (N 1 -1 ,J )  = F (N 1 -1 ,J )  + U (N 1, J ) /  (H1*H1)

END DO 
C

DO I  = 2 , N1-1 
A 0 ( I ,1 )  = 1 .DO 
A1(1 ,1 )  = 0.D0 
A 2 ( I ,1 )  = 0.D0 

F ( I ,1 )  = U ( I ,1 )
F ( I ,2 ) = F ( I ,2 )  + U ( I ,1 )  /  (H2*H2)

END DO 
C

DO I  = 2 , N1-1 
A 0 (I,N 2 ) = 1 .DO
A 1 ( I , N2) = O.DO
A 2 (I,N 2 ) = O.DO
A 2 ( I ,N 2-1 ) = O.DO 

F U , N2) = U (I,N 2 )
F ( I ,N 2-1 ) = F ( I ,N 2 -1 ) + U ( I,N 2 ) /  (H2*H2)

END DO 
C

A 0 (1 ,1 ) = 1 .DO 
A l ( l . l )  = O.DO 
A 2 ( l ,1 )  = O.DO 

F ( 1 ,1 ) = U ( l , l )
C

A0(N 1,1 ) = 1 .DO 
A2(N 1,1 ) = O.DO 

F (N 1 ,1 )  = U (N1,1 )
C

A 0(1 ,N 2) = 1 .DO 
A l ( l , N2) = O.DO 

F a , N2) = U (1,N 2)
C

A0(N1,N2) = 1 .DO 
F(N 1,N 2) = U(N1,N2)

C
RETURN
END

C
SUBROUTINE RHS ( F , N1, N2, H I, H2, YD1, YD2, YD3, YD4,

+ YY1, YY2, YY3, YY4 )

ПРАВАЯ ЧАСТЬ В УРАВНЕНИИ ДЛЯ СОПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ

IM PLIC IT REAL*8 ( А-Н, 0 -Z  )
DIMENSION F (N 1 ,N 2 ), Y D l( N l) ,  YD2(N2), YD3(N1), YD4(N2), 

+ Y Y l( N l ) , Y Y 2(N 2), YY3(N 1), YY4(N2)

DO I  = 1, N1
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с

с

DO J = 1,N2 
F ( I , J) = 0.D0

END DO 
END DO
DO I  = 3 , N1-2

F ( I ,2 )  = 2 .D 0 *(Y D 1 (I) -  Y Y l ( I ) )  /  H2
F ( I ,N 1 -1 ) = 2 .D 0 *(Y D 3 (I) -  Y Y 3 ( I) )  /  H2 

END DO
DO J = 3 , N2-2

F ( 2 , J ) = 2 .D 0*(Y D 2(J) -  Y Y 2 (J )) /  HI 
F (N 2 -1 , J ) = 2 .DO *(YD4(J) -  Y Y 4 (J )) /  HI 

END DO
F ( 2 ,2 )  = (H1+H2)* (YD1(2) -  Y Y 1 (2 )) /  (H1*H2)
F ( 2 ,N 2 -1 ) = (H1+H2)* (YD4(2) -  Y Y 4 (2 )) /  (H1*H2)
F (N 1 -1 ,2 )  = (H1+H2)* (YD 3(2) -  Y Y 3 (2 )) /  (H1*H2)
F (N 1 -1 ,N 2-1 ) = (H1+H2)* (YD3CN1) -  YY3(N1)) /  (H1*H2)

RETURN
END

SUBROUTINE BNG ( U, X I ,  X2, N1, N2 )

ГРАНИЧНОЕ УСЛОВИЕ ПЕРВОГО РОДА

IM PLIC IT  REAL*8 ( A -H, 0-Z  )
DIMENSION U (N 1 ,N 2 ), X 1 (N 1), X2(N2)
DO I  = 1 , N1 

DO J = 1 , N2
U ( I , J )  = 1 .DO + X 1 ( I )

END DO 
END DO 

C
RETURN
END

C
SUBROUTINE BNGDER ( U, H I,  H2, N1, N2, YD1, YD2, YD3, YD4 ) 

C
С СЕТОЧНАЯ ФУНКЦИЯ В ПРИГРАНИЧНЫХ УЗЛАХ 
С

IM PLIC IT REAL*8 ( A -H, O-Z )
DIMENSION U (N 1 ,N 2 ), Y D l( N l) ,  YD2(N2), YD3(N1), YD4(N2)
DO I  = 2 , N1-1 

Y D l( I )  = U ( I ,2 )
Y D 3 (I) = U ( I ,N 2 -1 )

END DO
DO J = 2 , N2-1 

YD2(J) = U (2 , J)
YD4(J) = U (N 1 -1 ,J )

END DO 
C

RETURN
END

C
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SUBROUTINE GRAD ( U, X I,  H I,  Н2, N1, N2, GR ) 
C
С СЕТОЧНАЯ ФУНКЦИЯ В ПРИГРАНИЧНЫХ УЗЛАХ 
С

IM PLICIT REAL*8 ( А-Н, 0 -Z  )
DIMENSION U(N1 ,N 2 ) , X I(N 1 ,N 2 ), GR(N2)
DO J = 2 , N2-1 

SUM = O.DO 
DO I  = 2 , N1-1

SUM = SUM + U ( I , J ) * X I ( I , J ) * H 1  
END DO 
GR(J) = SUM 

END DO 
C

RETURN
END

При решении прямой задачи коэффициент с(х2) задается в подпро
грамме-функции АС. В подпрограмме BNG задается граничное условие 
(8.166). Коэффициенты сеточного уравнения формируются в подпро
грамме FDS. Сеточная задача для сопряженной состояния (8.190), (8.192) 
отличается от сеточной задачи для основного состояния (8.180), (8.181) 
только правой частью и граничными условиями (см. подпрограмму RHS).

8.5.6. Результаты расчетов
Входные данные при решении задачи идентификации младшего 

коэффициента брались из решения прямой задачи (8.165), (8.166) в еди
ничном квадрате П (l\ =  l2 = 1 ), в которой

с(х2) =  Юж2, <р(х) =  1 +  Х\.

Задача решалась на равномерной сетке с h\ =  h2 =  0,02. Линии уровня 
для разностного решения с шагом 0,05 показаны на рис. 8.27.

Из приближенного решения прямой задачи выделяются значения 
в приграничных узлах расчетной сетки — задаются условия вида (8.183). 
Эти входные данные для обратной задачи возмущаются некоторой случай
ной функцией. Моделируется ситуация, когда граничное условие первого 
рода (см. (8.166)) задано точно, а дополнительные граничные условия 
второго рода (см. (8.167)) заданы с погрешностью. В этих условиях, 
например, в ближайших к границе Г2 приграничных узлах

y{hx, x 2) = </>6((hu x 2)) = ф((Ни х 2)) + 2h\6(cr(h\,x2) -  Х-

где
Ф((к\,х2)) = <p(h\,x2) -  h\if>(hu x 2),

a a(hi, х 2) — случайная функция.
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Рис. 8.29. Линии уровня для решения обратной задачи при 6 =  0,02
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Результаты по восстановлению коэффициента при уровне погрешно
стей 6 =  0,02 приведены на рис. 8.28. Соответствующее решение прямой 
задачи с таким коэффициентом показано на рис. 8.29. Влияние погреш
ностей прослеживается на рис. 8.30 и рис. 8.31 (уменьшение и увеличение 
погрешностей в два раза соответственно).

8.6. Задачи и упражнения
8.1. Рассмотрите вопросы применения метода квазиобращения при про
должении по пространственной переменной, когда решается граничная 
обратная задача в прямоугольнике

Q  =  {х | х =  (жь ж2), 0 < ха <  1а , а =  1,2} 
для двумерного параболического уравнения:

du Д л  d2u
* - £ й Г » .  Х 6 П - 0 < , < т -

du
u(0,x2,t) = <p(x2 ,t), — (0,х2Л) = Ъ,

u(x\, 0, t) -  0, u{x\, l2,t) =  0, 0 < t < T ,

ш(х, t) =  0 , х € SX
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8.2. Исследуйте сходимость разностной схемы (8.43) при приближенном 
решении задачи Коши (8.12), (8.13), (8.25).
8.3. На основе программы PR0BLEM15 напишите программу для реали
зации метода квазиобращения в варианте, когда решается уравнение

d2va dva d2va _
dx2 dt + a  dt2 ~  ' 0 < x  <1, 0 < t  <T .

Проведите сравнительный анализ вариантов метода квазиобращения при 
приближенном решении модельных задач.
8.4. При использовании метода регуляризации А. Н. Тихонова для при
ближенного решения граничной обратной задачи для одномерного пара
болического уравнения минимизируется функционал

т т

Jq(v) = J  ('u(o, t) -  <ps(t))2 dt + a J v2(t) dt

при ограничениях 
du
Hi  =

d /  . . d u \
d i { k^ d i ) '  0 < x < 1 ’ 0 < t ^ T > 

du
o < ^ t ,

u( l , t )=v(t) ,  0  < t ^ T ,

u(x , 0 ) =  0 , 0  ^  x ^  l.
Получите условия оптимальности для этой задачи оптимального управле
ния (уравнение Эйлера).
8.5. Исследуйте устойчивость в равномерной норме разностной схемы
(8.79)—(8.82) при решении задачи с нелокальным граничным условием.
8.6. В программе PR0BLEM16 предусмотрите возможность сеточного сгла
живания входных данных для выделения более гладкого решения обрат
ной задачи. Проведите численные эксперименты по исследованию па
раметра сглаживания на точность приближенного решения модельных 
обратных задач.
8.7. Постройте градиентный итерационный метод для приближенного 
решения граничной обратной задачи

du . du 
d t + ^ d x

d u \
d x ) '

, 4 d u ,
*(0)̂ (M) = 0’

0  < x  <1, 0  < £ <  T,

0 < t ^ T ,
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u(0,t) =(p(t), 0  < t ^ T ,

u(x4 0 ) =  О, О ^  х ^  I,
при уточнении граничного условия (функции г;(£)) на правой границе: 

u(l,t) = v ( t ), 0  < t ^ T .
8 .8 . Постройте аддитивную разностную схему (схему расщепления) по 
пространственным переменным для реализации метода с нелокальным 
возмущением граничного условия при решении граничной обратной 
задачи в прямоугольнике П:

8.9. В программе PR0BLEM17 реализован алгоритм итерационного уточ
нения граничного условия второго рода. Модифицируйте эту программу 
для реализации алгоритма итерационного уточнения граничного условия 
третьего рода

Проведите вычислительные эксперименты по исследованию влияния чи
слового параметра а ^  0 .
8.10. Пусть в задаче

и(0,«) =  0, u(l, t )=g(t) ,  0 < £ ^  Т,

и(х< 0 ) =  0 , 0  ^  х ^  /,

коэффициент к(х , t) является кусочно-постоянным, но граница раздела 
сред неизвестна. В представлении

постоянные кр, /3 = 1 , 2  заданы, а функция j(t)  подлежит определению 
по дополнительным наблюдениям за решением во внутренних точках

— (0 , х2, t) =  0 , w(0 , х 2, <) +  au(l\, х2, t) =  <р(х2, t),

u ( x i ,0 , t )= 0 ,  u(xi, l2, t) =  0, 0 < t < T ,

u(x, t) = 0 , x € fi.

— (x,t) + <ru(x,t)=ii(xu t), x € 7 .

0  < x < 7 (f), 
7 (f) < x < l
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zm в П, т = К 2 , . . . ,  М:

u(zm,t) &<pm(t)9 0 < t ^ T % т — 1,2........М.
Рассмотрите возможность построения градиентных итерационных мето
дов для приближенного решения этой коэффициентной обратной задачи.
8.11. Рассмотрите возможности последовательной идентификации (ло
кальная регуляризация) нелинейного коэффициента к(и) при прибли
женном решении обратной задачи (8.132)—(8.136) при использовании 
параметрической идентификации (8.147) в классе кусочно-линейных 
функций.
8.12. Модифицируйте программу PR0BLEM18, используя градиентный 
итерационный метод для определения кусочно-постоянного коэффици
ента к(и) вместо метода золотого сечения для минимизации функционала 
невязки на отдельном подинтервале. Сравните вычислительную эффек
тивность этих подходов на примерах решения модельных задач.
8.13. Рассмотрите вопрос о единственности решения коэффициентной 
обратной задачи по нахождению пары функций (м(х), к(х 2 )} из условий

8.14. Рассмотрите на сеточном уровне сформулированную в предыдущем 
задании коэффициентную обратную задачу. Получите градиент функцио
нала невязки, считая, что граничные условия первого рода точно заданы, 
а граничные условия второго рода — приближенно.
8.15. С использованием программы PROBLEM 19 проведите численные 
эксперименты по определению младшего коэффициента с(х2 ) уравнения 
(8.165) при дополнительной информации не на всей границе дП, а ее 
отдельных частях (сторонах Гр, /3 — 1, 2, 3,4).

и(х) = (р(х), х Е dQ, 

ди
— (х) =  ip(x), х е д(1.
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