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Основные обозначения

A,B ,C ,D,S  
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А* 
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А >0  
А ^  0 

А ^ 8 Е ,  6> 0

А  = -(Л  + -А*)
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A M
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y(x + h ) -  y(x) 
h

y(x) -  y(x -  h)

2/° = 2 ^  + ^ )  
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у* г -  h
�  = � �  = у( х, <п)

а
6

разностные операторы; 
единичный (тождественный) оператор; 
сопряженный оператор; 
оператор, обратный оператору А; 
положительный оператор {{Ау, у) > 0, если у ф 0); 
неотрицательный оператор ((Ау,у) ^  0); 
положительно определенный оператор;
самосопряженная часть оператора А\

кососимметричная часть оператора А\
гильбертово пространство сеточных функций; 
скалярное произведение в Я; 
норма в Я;
скалярное произведение в НА (оператор А = А* > 0); 
норма в НА\
гильбертово пространство сеточных функций; 
норма в Ь2;
норма разностного оператора А\ 
положительные постоянные; 
расчетная область; 
граница О;
множество граничных узлов; 
шаги сетки по пространству; 
шаг сетки по времени; 
весовой параметр разностной схемы;

правая разностная производная в точке ж; 

левая разностная производная в точке ж;

центральная разностная производная в точке ж;

вторая разностная производная в точке ж;
значение сеточной функции в точке ж на момент 
времени tn = пт, п = 0 ,1 ,...; 
параметр регуляризации; 
уровень погрешностей во входных данных.
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9� !��)��"�� �)���)����"�� U� N � "�-���)�/� �-� 	)���� �)���"������
��)��� ���� � ��.37�/� ��)���/

1
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Для нормы в V  используется обозначение

IMI =  �  ! "#$%�& i f * * ) * 1)
4

���

Для функций, удовлетворяющих краевым условиям (1.10), определим 
оператор

�2 �!� C�2D#3&� !� ' � # 7 #  & � & � 0 <  � @�Q6 (1.18)

С учетом введенных обозначений уравнение (1.9), дополненное усло­
виями (1.10) на границе, запишем как дифференциально-операторное 
уравнение для нахождения =#/& Е

—  %��=� !�>#/&� 0 @ / � K 6 (1.19)
'(

Начальное условие (1.11) переписывается в виде

п(0) =  п0. (1.20)

Отметим основные свойства оператора ��  определяемого согласно 
(1.18). Оператор �  является самосопряженным и неотрицательным в WX

��� !� � � ? 6  (1.21)

Свойство самосопряженности следует из равенства

(,�Y , F&

L

/ �Y#$&F#$&�E$�Hj  Hx)̂ dx=(v-A'w)-

которое получено с учетом того, что функции Y#$&�F#$& обращаются 
в нуль при   Е E46 Для функций 2# & = 0 ,   Е E�A имеем

/

#�Y��Y& =  J  7# & 
о

и поэтому �  ^  0.
Получим простейшую априорную оценку для решения задачи (1.19),

(1.20). При рассмотрении задач для эволюционных уравнений большое 
значение имеет лемма Цюнуолла. Ограничимся ее формулировкой в про­
стейшем варианте.
Лемма 1.1. Z[�� +(	7<22� \#/ ) , (��][��]�^�_P�`� 	�^T]�	I�](
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с a —� `kZl^$�b(t)� \ �%$�верна оценка
t

g(t)� f �maF�{at} ^g(%L�O�J  maF�{-a9}b(0) do'j�$� t >� %��

�

D��)�/�� ����� Для решения задачи� K����L$� KV��%L�верна априорная оценка
t

� � � � � � ��� � � � � � � j � � � 	 � � � � d$, O ^ t ^ T . � �� �� � �
%

Доказательство.� G�/��:�	� .)�"������ K����L� �-� 	)��� ��� u(tL$� �� .��/�
)�"����"�

+(Ли,и)  =� KR$< L�

>�.����/� ��)�"����"����0���.�	-�"�-�9��K��)�"����"��n"�)*�L� �/��/

( f , « )  =  \ f tM 2 = M f t \\u\\, ( / ,« )  <  \\f\\ ■ IN I,

���� �� .����/� ����)�*��� !������ ���)���)�� Л� �)�"����� -� ��)�"����".

��� 5��9�� ��)�"����"�� "+��-���� ��-��+"��/�	� �*��-�� K����L� K"�  �//��
@)��.�  �� Y�N �%L�� o

��))�-�����!� ������� �"	�+"����	� �� �.7���"�"����/� ������"����9��
)�0���	� �� �9�� .���1��"���!3� ��� ����0���3� -� /� +/� "��/.7���	/�
",���+,�����+,�

Следствие 1. Решение задачи� K����L$� K���%L�единственно.
4.��!��/�3��	��"��)�0���	� u\(t)� �� v,� (t).� C������!�99KhL� N� U\(t)-U � (t)�

.��" ��"�)	��� .)�"����3� K����L� �� f(t) � N � %$� %� f�t� f � D$� �� ����)����/.�
���� !��/.� .� �"�3� K99�� N � %L�� ��� ��)��)��1� �*��-�� K����L� � ��.���
u(t)� N �%� � 	� "��,� %� \ � t� f � Т.

(� )���/��)�"��/�1� ������� "� -�����"�� ",���+,� ����+,� ����,���/��
)���/��)�"��!$� �)�:��� "��9�$� ���� !�+��.� �"�	�� (�5��/� � .���� /+� 9�"�6
)�/� ��� устойчивости по начальным данным. (,���+/�� ����+/�� 	" 	3��	�
-�522�*����+� .)�"����	� (коэффициентная устойчивость). (� ���������$�
�/���� �/+� � ��� ���"��!� ��"���/���!� )�0���	� ������� ��� �)�"�1� ������
.)�"����	� �� устойчивость по правой части. 4�-�:�/$����)�/�)$����� �� .6
�����	���)��)��	��*��-��K����L� ��������"����.���1��"���!���� ���� !�+/�
����+/� �� �)�"�1� ������
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1.3.2. Понятие условно корректной задачи
Необходимость решения неустойчивых задач, подобных приведенной 

выше, требует более точного определения решения задачи. В условно 
корректных задачах, задачах, корректных по А. Н. Тихонову, речь идет уже 
не просто о решении, а о решении, принадлежащем некоторому классу. 
Сужение класса допустимых решений позволяет в некоторых случаях 
перейти к корректной задаче.

Будем говорить, что задача поставлена корректно по Тихонову, если:
1) априори известно, что решение задачи существует в некотором классе,
2) в этом классе решение единственно,
3) решение задачи зависит непрерывно от входных данных.

Принципиальное отличие состоит именно в выделении класса до­
пустимых решений. Класс априорных ограничений на решение может 
быть разный. Сама постановка задачи при рассмотрении некорректных 
задач существенно меняется — в постановку задачи включается условие 
о принадлежности решения некоторому множеству.

1.3.3. Условная корректность задачи 
с обратным временем

Ранее мы установили непрерывную зависимость решения эволюци­
онной задачи (1.18)—(1.20). Будем теперь рассматривать некорректную 
задачу Коши (задано начальное условие (1.20)) для уравнения

E=
H � !� ? @ / � K �  (1.37)
E/

в котором оператор O определяется согласно (1.18).
Получим оценку решения задачи (1.18), (1.20), (1.37) при >#/& =  0, 

из которой вытекает условная корректность задачи. В своем исследовании 
мы опираемся на самосопряженность оператора O� 2� 	T то, что он 
не зависит от времени (оператор O — стационарный). Обозначим

Ф(<) =  IN I2 = («,«). (1.38)

Непосредственное дифференцирование выражения (1.38) с учетом урав­
нения (1.37) при >#/& =  0 дает

f = 2(”^ ) - 2(“-4“) <u9)
Принимая во внимание самосопряженность оператора O , при повторном 
дифференцировании получим

E9 Ф
!�p

E=
E/

�

(1.40)
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��� K���'L�K��&%L� �� ��)�"����"�� ��0���.�	-�"�-�9�� � ��.��

8�)�"����"�� K��&�L� 5-"�"� ������ ��)�"����".
2

\ � � J K % M % $� K��&�L

������ 2.�-*�	� qZ�JK<L� "+�.- ��� ��� K��&�L� �/��/

� � J Kf � \ � � J K@ LO � K V � \ L � qZ�JK%L�

;��3��� � ��.��
JKfL� f � KJK@LLfR�KJK%LL�rfR��

>�.����/� K���'L� �� .��/� ��-�/.3� �*��-.� )�0���	� ������� K���%L$� K����L�

���� �� �����	������ �� cc<K%Lcc$�PR�$�% f < f @ �� K��&�L

4.��!� ����)!� )���/��)�"����	� )�0����� ������� K���%L$� K����L� "� - �����
�9)�������+,� "� Q � )�0���1$� �����

‚ P Lcc� %�< t ^ T . � K��&&L

(� - ����� ��)��)�+,� �9)�������1� K��&&L� ��� K��&�L� �� .��/� �*��-.

���� f �#&ƒRDcc�K%Lcc�rfRD$�% f f f @ � � K��&?L

A��� ������$� ���� � 	� ������� K���%L$� K����L� �/���� /����� ���)�)+"��	�
��"���/���!� )�0���	� ��� ���� !�+,�����+,� �)�� %� f� t < Т � "� - ����� �9)�6
������+,�)�0���1�� 8�� ����"����� 5��9�� �/�����/+� � ��)���!�� 9�)��/+�
�)�� �:����9�� )�0���	� ��-�))�-���1� ������� K���%L$� K����L$� -���)+��
-�-�/� ���� ��)���/� "+�� 	 �� �+� - ���� �9)�������+,� )�0���1�� �)�6
/�� ��9�$� � 	� �)�� �:����9�� )�0���	� �� :��� �+�!� ,�)�-��)��1� �*��-��
����� K��&?L$� -���)�	� ���.�-����)���� ��)/+� )�0���	� "�� ")�/����

1.4. Классификация обратных задач 
математической физики

�)��"�	� �������� 	� .)�"����	� �� �����+/�� �)���"���+/�� ,�)�-��)�6
�.���	� �������/� ��)��� 	37�9�� .)�"����	$� )�������1� �� ����$� 9)����6
�+,������� !�+,�.� �"�1��4�5��/.��)������)���+,������� /�:���"+�� ��!�
-�522�*�����+�$�9��/��)����-��$�9)�����+����5"� 3*����+����)���+��
�������
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поставленную задачу к классу прямых задач математической физики. 
С другой стороны, мы должны компенсировать недостающую информа­
цию. Поэтому в обратных задачах необходимо выделить дополнительную 
информацию, которая позволяет рассчитывать на возможность однознач­
ного определения решения.

По этим отмеченным признакам можно классифицировать обратные 
задачи математической физики. Естественно ориентироваться, прежде 
всего, на те основные характеристики, которые выделяют обратную за­
дачу. Для прямых задач математической физики решение определяется 
уравнением (коэффициентами и правой частью), граничными и, в неста­
ционарных задачах, начальными условиями. Классификацию обратных 
задач удобно провести по признакам, что какие-то из отмеченных условий 
не заданы.

1.4.2. Коэффициентные обратные задачи
Мы выделим ��F!!�E����������������� ������� которые характеризу­

ется тем, что коэффициенты уравнения или (и) правая часть неизвестны. 
В качестве характерного примера будем рассматривать параболическое 
уравнение

du д (  ди \  . ч
= дх\к̂ дх) + 0<х<1’ 0 <t̂ T. (1.46)

Простейшая прямая задача состоит в нахождении функции u(x,t),  
удовлетворяющей уравнению (1.46) и условиям

tt(0,i) =  0, t t ( I , 0 = 0 ,  0 < ^ Т ,  (1.47)

и(х, 0) =  щ(х), O ^ x ^ l .  (1.48)
В прикладных проблемах часто свойства среды неизвестны и их 

нужно определять. В нашем случае можно поставить задачу иденти­
фикации коэффициента к(х). В простейшем случае однородной среды 
неизвестным является коэффициент к(х) =  const, для кусочно-одно­
родной среды — несколько констант. При зависимости свойств среды 
интерес может представлять коэффициентная обратная задача по восста­
новлению к = к(и).

Список возможных постановок коэффициентных обратных задач 
не исчерпывается выше отмеченными и легко может быть продолжен. 
Характерной является задача для уравнения (1.46) по нахождению па­
ры неизвестных функций {и(х, t)< к(х)}. Основная особенность рассма­
триваемой обратной задачи состоит в нелинейности коэффициентной 
обратной задачи.

Можно выделить как самостоятельную задачу определения неиз­
вестной правой части f (x , t )  параболического уравнения (1.46). Более
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частные постановки связаны, например, с выбором зависимости

>#$ � /& � !rL#/&/�#$&6 (1.49)

Интерес может представлять неизвестная зависимость источника (правой 
части) от времени при известном распределении по пространству — 
в представлении (1.49) функция rd#/& неизвестна, а функция +# & задана.

Если коэффициенты и (или) правая часть уравнения (1.46) неизвест­
ны, то помимо условий (1.47), (1.48) необходимо использовать некоторые 
дополнительные условия. Этих условий не должно быть мало, чтобы 
иметь возможность для однозначного определения решения обратной 
задачи. Если ищется коэффициент в классе одномерных функций (функ­
ций одной переменной), то и дополнительные данные должны задаваться 
в этом же классе.

Пусть, например, рассматривается обратная задача (1.46)—(1.49) по 
нахождению пары функций *=#$�/&�rd#/&b6 Помимо решения краевой 
задачи (1.46)—(1.48) нужно найти зависимость от времени правой части. 
В этом случае дополнительная информация может иметь вид

=#$��/&� !�#�#/&�� ?�@�  �� @�Q� О < * < Т ,  (1.50)

т. е. известно решение на каждый момент времени не только на границе, 
но и в некоторой внутренней точке  �  расчетной области П.

При рассмотрении обратных задач типа (1.46)—(1.50) особое вни­
мание должно уделяться проблемам единственности решения обратной 
задачи. Особенно это важно при рассмотрении нелинейных задач (при­
мер — задача нахождения пары функций *2#ж, /), J#$&b&6

1.4.3. Граничные обратные задачи
В условиях, когда прямые измерения на границе невозможны, мы 

имеем дело с граничными обратными задачами. В этом случае недостающие 
граничные условия идентифицируются, например, по измерениям внутри 
области. Приведем пример подобной обратной задачи для параболичес­
кого уравнения (1.46).

Будем считать, что измерения недоступны на правом конце отрезка 
[0, Q] , но зато известно решение во внутренней точке ж*, т. е. вместо (1.47) 
заданы условия

2* 0, /&� ! 0, = #$ , �/& =  #�#/&� 0 @ / � K 6 (1.51)

Типичная постановка граничной обратной задачи состоит в идентифика­
ции потока на части границы, недоступной измерению (в рассматрива­
емом примере — при   =  Q&6 Это соответствует нахождению из условий

>� E= ^
(1.46), (1.48), (1.51) функций A=#$�/&�J#A&�H �#A� /&,6
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('C'� 4.��!� А � \ � SE, d =�`kZl^� M� %��D�9���� 	�)�0���	�������� K����L$�K���%L�
�/���� /����

t
IK O IK  exp {-<«} ( |K I I  +  J  exp{<50}||/(0)||d0).

�
('3' � C���/��)���� �����.� ��0�� � 	� 5"� 3*�����9�� .)�"����	� "��)�9��
��)	�-�

d2u du l
+ Au = f (t), � %�< t ^ T ,  и (0 )=щ , � � �K%L� N�wW$dt2 '� … � ƒ� ,� pupR� dt

�)�� A �N �A*� M� %�� 4� .����� �*��-.� .���1��"����� ��� ���� !�+/� ����+/�
�� �)�"�1� �����

t

������� ������������������ +  �� ��� +  J   !"��#�������	���� $

9��
du
I t +� �+ 1

�� \\v\\x>�N �(Dv$�vL� � 	� ��/����)	:����9�� �� �� �:��� !��9�� ���)���)�� V.
(')' � G�-�:���� �)��*��� /�-��/./�� K���)�/.� ���L�

('B' � G�-�:���� P-���E�-� ������<��� ���� -������������:�� <��������Q�� ���
)�0����� -)��"�1� ������

ди
~т ■ и

ди \
к(х)— ], 0 < х < I,� %� f� h� f �D$

дх )
u(09t) =� %�< t ^ T ,

u(x$�%L� N�щ(х), � %� f �x� f �†$

�)���/���� /�-��/� !���� �� /���/� !���� �������	� "� 9)�����+,� ���-�,�
� �� ��� ���� !�+1� /�/���� ")�/���$� �����

sWZ�‡%� f�х < I,� %� f�t ^  T } { p Q(t), p\(t),uo(x)}� f � u(x,t) � f

\ � sYa
%f:fR$�%<t^T

('1'� C���/��)���� -)��".3� �����.

+«(»)“ =№>•

�K,L� N �%$� ,� „�дО.,
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где
7# & ^  ас > 0, 8#$& > 0 , х € П.

Привлекая неравенство Фридрихса (задача 1.2), получите оценку устой­
чивости решения по правой части

I N K  M l

1.10. На примере задачи

=  J  =9#$&�E$6

2 E9=, 2� =

t e T 0’- -1

=#?��u2 & =  0, n(Z, ж2) =  0,
�(

u(xt ,0) =  щ (х,), — (xh 0) =  u,(x,)
R$ 2

покажите некорректность задачи Коши для эллиптических уравнений 
(пример Ж. Адамара).
1.11. Исследуйте корректность граничной обратной задачи для парабо­
лического уравнения

E=� E9=
й  =  а Г  0 < 1 < ! ’ 0 < ( < т ’

E=
=#?�/& =  !� ? @ / � K �

=#$� 0) =  P# &� 0 ^  $ <  A6

1.12. Покажите, что для любого решения уравнения

E9=
H�  -  O2 =  0, ( К  4 ^  Г, 
E/v

с самосопряженным оператором Д справедлива оценка

Н < ) ||2 ^  ехр {2«(Т -  <)}(11«(Г)Ц2 + X)‘/T(IW 0)||2 +  $ & � ' /�K� ' �  �

х = 1 ( ( Д „ ( 0 ) , » , 0 ) ) - ( ^ ( 0 , , ^ ( 0 ) ) ) ,

из которой следует условная корректность задачи Коши для этого урав­
нения в классе ограниченных решений.
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A  �������-��� .)�"����	� "��)�9�� ��)	�-�$� �)�������/� -���)+,� 	" 	6
���	� .)�"������ K���L$� ���� !�.3��	� �)�� /��� �)�"����� /��9�,� 2���-�6
/�,������-�,� �)�*����"�

G 	� ����������9�� ��)��� ���	� ����"�����1� 2.�-*��� и(х)� .)�"��6
���� K���L� ���� �	���	� �"./	� 9)�����+/�� .� �"�	/�� ��� -��*�,� ��)��-��
d;$�Re�� B���"��!�	� /�:���2.�-*�	� и(х)� K9)�������� .� �"��� ��)"�9�� )���L$�

du
����-� w(x)� N �-k(x)  —  (x)� K9)�������� .� �"��� "��)�9�� )���L� � �� :�� �,�

dx
 ���1��	� -�/����*�	� K9)�������� .� �"��� �)��!�9�� )���L�

wK%L� N �RWc$�u(l) = fi2; ( 2 . 2 )

- к ( 0 ) - ( 0 )  = ^  к(1)— (1) = 1ы� K���L

du du
-  k(0)— (0) + a ]u(0) = Hu k(l) —  (l) + a2u(l) = ц2.� K��&L

(� ������,� �� )��)+"�+/�� -�522�*�����/�� K-����-���".,� �)��L� 2�)6
/. �).3��	� ���� ���� !�+�� .� �"�	�� 4)����10��� ��� ��,� K.� �"��� ���6
� !��9�� -����-��L� � 	� .)�"����	� K���L� �"	�+"����	� �� ���)�)+"����!3�
)�0���	� �� ����-�� "� ���-�� -����-��� х�N �х P�

\Ф ) \  =  О,
du

“*>s =  � , X =  ж*,

9��� ���� !��"��+� ����������	

[$(*)] =  Ф  + 0) -  Ф  -  0).
;��� !��9��)���/��)���	���� .:�"�3���������������/����)	:���+/�

���)���)�/$� -�9��$� ���)�/�)$

d� R� du \ du
-  — �Kк(х)— �L� O�v(x)— � O�q(x)u�N � RK:L$� %�< х < I.� K��?L

dx \ dx�R� dx
�)�"������ -��"�-*�����22.����)��-*��� K��?L� 	" 	���	� /��� !�+/� �)��
��� ���"����� �)�*����"� "� /�,���-�� �� �0��1� �)��+�

4)�� ��������� ��2�)/�*�1� � ������ �� ��� ���-$� ������ 9��)�����6
/�-�� /���/������-��� /��� �� "- 3��3�� 5  �������-��� .)�"����	� ��6
�"�)��9�� ��)	�-��� �,� )���/��)����� ����,���/�� �����!� �� -)��"�1� �������
� 	� ��+-��"����9�� ��22�)��*�� !��9�� .)�"����	� ���"�)��9�� ��)	�-���
4)����10�1� ��-�1� ������1� 	" 	���	� ������� � 	� .)�"����	

d^u
- ^ - ф )  = f (x) , � %�< х < 1 . � K���L

(� 5��/� � .���� ����3��	� ��� �"�� 9)�����+,� .� �"�	,� ��� -��*�,� ��)��-���
8��)�/�)$� .)�"������ K���L� ���� �	���	� .� �"�	/�� ��)"�9�� )����

и (  0) =  /и I , и{1) =  ц  2, K���L
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E= , v E=
z#?&� !�== - ( ! )  =  «*. ( � .� )

При формулировке других типов краевых задач для уравнения (2.6) 
в граничных точках могут участвовать вторая и третья производные.

2.1.2. Разностная схема
Обозначили через �  равномерную сетку, для простоты, с шагом �  

на интервале П =  [О, QDX

`  =  *$L | 3# = L�, г =  0, 1 , . . . ,  ЛГ, ЛГ/ь =  /},

причем а; — множество внутренних узлов, a EF� H множество граничных 
узлов.

Разложение по формуле Тейлора в окрестности произвольного вну­
треннего узла  �H�uL  дает:

E=� �9�E9=� �{�E9=� �
2 �  =  |� l �� ' # uL&  +  у  � # u L & ±  У  ^ 3  (*<) +  : # �  )

для достаточно гладкой функции 2# &6 Здесь использованы обозначения 
P  =  2# *&6 Поэтому для левой разностной производной (опуская индекс г) 
имеем

E = � v � E 9= � ч Л/, , Ч ЛЧ
(2.9)2  —

Щ — Ui- 1

Тем самым левая разностная производная 2  аппроксимирует первую 
производную E=}E$ с первым порядком (погрешность аппроксимации 
?#�& в каждом внутреннем узле) при 2# & Е С2(П).

Аналогично для правой разностной производной получим

h*%,� E= . -�E�h  Л /, 2\ /^ir\\
и1 =  -  = ^ ( ж‘) + 2 d ^ (a:i) +  0 ( f t ) ' (2Л0)

При использовании трехточечного шаблона (узлы жг_ 1 , жг-, 3*%,& можно 
использовать центральную разностную производную:

P%,� | - 1 E=� �� E� 2� 0/��,
* ; =  — Y r ' � !� y #uL&�� � � �?#�  >■

( 2. 11)

которая аппроксимирует производную E=}E$ со вторым порядком при 
2# & Е С3(П).

Для второй производной E92}E$9 подобные выкладки дают:

2  
2 ' 2   и,-+1 -  9P +  и,_|

�� �9
Этот разностный оператор аппроксимирует в узле  � !  ж* вторую произ­
водную со вторым порядком при 2# &� ~�mp#5&6
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4�������"-�� �)�����" ���	� �)�� �:����9�� )�0���	� K����L� �)�"�����
-��)�,�������/.�)��������/.�.)�"����3�K���%L��G 	����)���)�� � � �� .��/�
�)�����" ����� K����L$� "� -���)�/� �������	� 2.�-*�	� �P� ��"����� ��� �� !-��
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uL ��

� � 8#$&#$�' �uL',&#$L� ' �$&�E$6

0��

K����L

G 	� 9 ��-�,� -�522�*�����"� J#$&� �)�/������� �)����10�,� -"��)�6
�.)�+,�2�)/. � �)�"����� -� K����L�

G 	� -�522�*������ �9� �� �)�"�1� ������ )��������9�� .)�"����	� K����L�
�� .��/

�$� N � � � 8#$&#$ 'u L 'L&E $% �� � 8#$&#$L%A� ' � &�E$ K���&L

+,-.

@�L

1 uL� uL� �

� � > # $ & * $ ' $ L ' L & E $ % �� � >#$&#$L%,� ' �$&�E $ d

�� uL'�� ƒ

K���?L

G�:�� "� �)����10�/� � .���� �����	��+,� -�522�*�����"� 7# &� �� 8#$&�
/+� �)�,���/� -� ��� ��"��/� ��+���1� ���)�-��/�*��� / ��0�9�� � ����
��22�)��*�� !��9�� ���)���)�� �6

E�� �9����� ��)�	��	� )�������+�� �,�/+� �)�� "+��)�� ������+,�2.�-6
*�1� "� "���� -.����+,� �� ���/�"� �� ��� "+��-�1� �������� K-"��)����6
�+,$� -.�����-�,� �� �����L�� 4)�� )���/��)����� ������ -��"�-*�����22.����
K�/�� .)�"������ K��?LL� �� .�� �� )���)���)������� �,�/+� /������ -�����+,�
5 �/����"$� �� .����+�� �������"�� /������ 4��)�"��@� ”)-���$� "�-���)�/�
�)���+�� �� ��"�)���+��2.�-*���.:�������"����3���).9����).9�/�� 8��5��/�
�.��� ��)�	��	$� "� ���������$� -�������5 �/����+�� ��� �9�� ��+��+,� )��6
�����+,� �,�/� �� ���)�" ���+/�� )������	/��

:L7L4L� ��	*��G�)��1�
G�22�)��*�� !�+��.)�"����	���+������)�:�3������� �� ���1���-���

��,)�����	� � 	� ��-���)+,� 5 �/����)�+,� ��•�/�"� K����9)� !��	� 2�)/��
��-���"� ��,)�����	L� �)�� ��	9�"����� 5��,� ��•�/�"� -� �. 3�� 4���)������
���-)����1���������������������.�����)���+1���)�,��������22�)��*�� !6
��1� /��� �� -� ����9)� !��1�� H�����"����� �)���"��!� �)�� ��-�/� ��)�,���$�
����+���-��+� ��,)�����	� "+�� �	 ��!��C�������+���,�/+$� "+)�:�37���
��-��+� ��,)�����	� ��� ���-�$� ���+"�3��	� -����)"���"�+/�� )�������+/��
�,�/�/��
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G 	���-���)+,��).9�,����� !�+,������1����-�� � � ���� !�.�/�����������	��

�]O� N� ‡:� c� �N � !�L�� � 9� N ��$ �$ � � � $�W{$�ƒ� � ! �hg$

!� *  � ,�  � !�uL� ! �9R9$� 9� N�%$��$ � � �$�ƒ � � � �$� ƒ � � !�Ab6

8�� /��:���"�,� .� �"� �]$��]x� ��)��� �/� �-� 	)�+�� �)���"�����	

#(��<ML� N �? � �"#$&F#$&�@� K( $�<;P�N � "#$&F#$ &�'
���� ����

4)�"���/���-:��������+�� ��� �9��2�)/. ���22�)��*�)�"���	��)�6
��"�����	� 2.�-*�1� �� ����9)�)�"���	� ��� ����	/�� 8�� ����"�� ""�����+,�
)����� ��)��� ���1� ���)���)�"� �)�"�1� ��  �"�1� )�������+,� �)���"���+,�
�����)����"����� �)�"�)	���	� ��)�"�� �"���!� )�"����"�

� � � � � � � � �� � � 	 � � � � � � ��� � � � � ��� � � � � � � ��� � 	 � � � � � �

��� � � � � � ��� � � � � � � � � ��� � � � � ��� � � � � � � �� ��� � � � � � �

K���'L

A��� )�"����"�� 	" 	3��	� ������+/� ��� �9�/� 2�)/. +� ��22�)��*�)�6
"���	

E� EF� E"

E�� �9�/�� 2�)/. +� ����9)�)�"���	� ��� ����	/
�� �

3����������� � �� �������� ��� � � ��� ����

	" 	3��	� ������+�� ��:����"��

#� ��/Y&� N �'#( � �F$&%�O �"ƒFƒ� ' �",F?�

K�� $�/Y&� !� �K9R$�F$&S� O�"ƒ' ,Fƒ � � � "?F?6
K����L

B�/��		� "�K����L� 9R9� ��� ;L"$�L�� �� .��/� -���<H� �� �����<H�!���<�<�D����"

KK"�� & $�wL� N � � K � �(���F$&%�O�;ƒ"u>ƒFƒ� ' �;$"$�F� � K���%L

������� �� ��������!���<���D!���� �/����"��

##T�� & ��/Y&� ' � #(��#;�F$&$&� N

N �;ƒ#"$�ƒFƒ� ' �"ƒ/Y$�ƒ&� ' � ; *#"u>LV?� � � .�3P$�L�� K����L

J�)/. +� K���%L$� K����L� �)���/�3�� �� ��� �)����1� "��

##T�( & ��/Y&� !� '#T �( ��F$&%$� K����L

##T�� & $�/Y&� N � K.$�KY�ŠPLPL� K����L

� 	� ������+,� 2.�-*�1� "#$&�F#$&�� ��)�7�37�,�	� "� �. !� �)��  � ! � %�
��  � !�Q� K��� EjY&6
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2.2.2. Свойства разностного оператора А
G 	� /��� !��1� ������� K���L$� K���L� /+� ����)�� �� )�������.3� �,�/.

K���%L$� "� -���)�1� )�������+1� ���)���)� А� ��)��� 	���	� ��� /��:���"��
������+,�2.�-*�1� у(х) , х� H�ш,���)�7�37�,�	�"��. !���� дш$�"+)�:����/�
K�/�� K����LL

Ау�N �- (аух)х +су , х е�w$� K���&L

9��$� ���)�/�)$� а(х) = к(х� � �%$?R–L$�с(х)� N � �K:L$�х� H� �MO�� (� �������/� 9� !6
��)��"�/� �)���)����"�� Q � ��)/.� ""���/� ������0����/� \\у\\� N �(у ,у) 1̂2-�

C�������+1� ���)���)� #� "� Q $� -�-� �� "� ��22�)��*�� !��/� � .���$�
	" 	���	� ��/����)	:���+/�

А = А*. K���?L

C�"����"�� (Ay, w)� N �K9R$�G/L� �����)����"����� � ��.��� ��� K����L�
G 	� ���)���)�� А� �)�� ��+��+,� �9)�������	,� к(х)� \ � �� � M� %$�q(x)� \ �%�

"�)��� �*��-�� ����.
А� \ � R�#� Е,� K����L

9��� E�� �� /���/� !���� �����"������ ��������� )��������9�� ���)���)��
"��)�1� �)���"����1��G 	� )�"��/�)��1� ���-�� �/��/

—� &� уъЪ,� '

T=�N � W ˜ lVZ� �

4� .��/� ��-.3� �*��-.� ����.� � 	� ���)���)�� G� ��� ����"�� � ��.37�9��
разностного неравенства Фридрихса.
#�//�� ����� Для любых сеточных функций, обращающихся в нуль на дш,�
верно неравенство

llj/ll2 < М 0( Ы Г ) 2, 1 Н Г  =  � � � � � 	� 45' � 6 � �  (2.37)

Доказательство�� G 	� ��-�1� �������1� 2.�-*��� .$�� N �9RK:9L� �/��/

�f�N �z M 9 E � K���'L
* = 1

N

yi = -  Y ,  y**h-� K����L
•XǸWOV

G 	� �*��-�� �)�"+,� �����1� K���'L$� K����L� "���� !�.�/�	� ��)�"����"�/
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Полагая а̂ . =  г/^Л 1̂ 2, Ь* =  /ь1̂2, из (2.38), (2.39) получим
*

�b  ^  � # �  [ � . �  (2.40)
А:=1

N

(‡ <  #Q�' � *&� † & �#"$�J&9�6 (2.41)
k=i+1

Пусть п !� #ƒ  — 1)/2, если, например, ƒ  нечетное. Случай четного ƒ  
рассматривается отдельно. Из (2.40), (2.41) имеем

п

Vi ^  ^^(� �7 ) Л» 1 ^  ^  Т1,
* = 1

N

Vi < ( l -  Xi) ^ 2  (Vx,k)2h, п + \  < i ^ N .
k—n+l

Каждое из этих неравенств домножим на �  и сложим их:
N п п N N

X ] y*h ^ X IXih X ^ - * ) 2/i + X ] -  ж«)Л X I �� � �� � �
i=l t=l Л= 1 »=п+1 к-п+1

Принимая во внимание, что

£ ^ = � £ � ± � < *  £ > - * , ■ ) * <  � .
N

1 = 1
8 i=n+l

(2.42)

от (2.42) приходим к оценке (2.37). ■
Предложенное доказательство без принципиальных изменений пе­

реносится на случай неравномерной сетки. Это же замечание относится 
и к многомерным задачам при использовании прямоугольных или общих 
нерегулярных сеток.

Для разностного оператора (2.34) с ограниченными коэффициента­
ми J#$&�8#$& как оператора в конечномерном пространстве -  полезна 
также оценка сверху, которой нет, конечно, для дифференциального 
оператора �  (неограниченный оператор).
Лемма 2.2. Wk����k�I����<�	7T

# � ( � (& � i  # ( � (& � # � � i 3�&  (2.43)
I�1�I���		�̀

4 агЧ - а г+1
i,  =  H)  max -----------+ max сг.

Л KKJV-i 2 l ^ i v - i
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„g� �� W� : J� �\7
†•U„3f6� W� † • U3�6� \� : L x„ ƒswx3�wc„3< 6 ! < L9 6

 c„� „g

��������� S�™���

�}���� Ÿ�R�� �������!?��������›� �??�������š���

ƒ� W� 7
7<<� …gcsUc� �

Vƒ� W� �� . � ƒ�
„g� ƒf� W� 7J� ƒ \ %�

s� W� 3ƒf !76xV ƒxsw� �
�ƒ3ƒf6� W� w‚3s6

 c„� „g

�����•���� �������

s� W� < L„g�
�„� W� <L„<�
„g� U � W� 7J� c \%�

• 7 3U6 � W� < L„g�
 c„� „g
„g� ƒf� W� 7J� ƒ

�?��™������� ���S������R�� ��e]]�š������ ��� ?�™����������
�����š����}›� ����™� S�����R�� �������

w�� W� <L7„<�
•�� W� 7 < L„g
� %� W� 3„ � ˜ � s 39 L< „ < 6!%L„ < 6.: �
�:� W� � %xx : �
•�� W� •�� ! � w�

��Ÿ����� S�™��� ��� ?�™���������� ?��� S�™������ ��e]]�š�����

…wƒƒ �s †• 3 cJ c„J� VJ� VƒJ� ƒfJ� •J� sw�J wJ `$ •J vJ wƒJ • sJ
O •J • %J � w�J� wf�J� �ƒJ� †•U„J •w L

…wƒƒ� �s †• K cJ c„J� VJ� VƒJ� ƒfJ� •J� sw�J wJ `$ •J vJ wƒJ • sJ
O •J • %J � •�J� wf�J� �ƒJ� †•U„J •• 6

…�� W w�� \� �:x•�
„�� W w�� \� �7x•�
…wƒƒ� �s †• 3 cJ c„J� VJ� VƒJ� ƒfJ� •J� sw�J wJ `$ •J vJ wƒJ • sJ

\ •J • %J� …�J� wf�J� �ƒJ� †•U„J •… 6
…wƒƒ �s †• 3 cJ c„J� VJ� VƒJ� ƒfJ� •J� sw�J wJ `$ •J vJ wƒJ • sJ

\ •J • %J� „�J� wf�J� �ƒJ� †•U„J •„ 6
f�� W� ��
f�� ! � f�� \� 7�
Uv � 3•…LƒsL• „6� s• c�

•�� W� „��
••� x � •„�
„�� W� …�

Y!!



�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
448 Глава 8. h���	�� �����	

YD = YC
HS = BS -  AS
CS = AS + R2*HS
CALL STEPB ( N, ND, M, ML, LK, H, TAU, A, .' B, F, AL

Y, Y l, CS, AKS, UL, PHID, YC )
ELSE

AS = CS
YA = YC
CS = DS
YC = YD
HS = BS -  AS
DS = AS + R1*HS
CALL STEPB ( N, ND, M, ML, LK, H, TAU, A, .' B, F , AL

Y, Y l, DS, AKS, UL, PHID, YD )
END IF
IF  (DABS(YB-YA).GT.EPSA.OR.HS.GT.EPSH) GO TO 200 

C
С НАЙДЕННОЕ РЕШЕНИЕ 
С

PS = AS 
YP = YA
IF  (YB .LT.YA) THEN 

PS = BS 
YP = YB 

ENDIF
DO I  = 1, N+l 

Y 1 ( I )  = Y ( I )
END DO

СУММАРНАЯ НЕВЯЗКА

SD = SD + YP 
END DO
WRITEC 0 1 ,*  ) L , KS, SD 

ВЫХОД ПО НЕВЯЗКЕ 

L = L*2
IF  (L .E Q .2 ) THEN 

SDO = SD
IF  (SD. GT. TMAX*DELTA**2 .AND. L .LE . M) GO TO 100 

ELSE
IF  (SD.LT.SDO) THEN

IF  (SD. GT. TMAX*DELTA**2 .AND. L .LE . M) GO TO 100 
END IF  

END IF

ЗАПИСЬ РЕШЕНИЯ В ФАЙЛ

WRITE ( 01 , * ) ( ( U ( I , К ) , 1 = 1 ,N + l) ,  К=1,M+1)
WRITE ( 01 , *  ) (P H I(K ) , К=1,M+1)
WRITE ( 01 , *  ) (P H ID (K ), К=1,M+1)
WRITE ( 01, *  ) (A K S (K ), K=1,M+1)

BET,

BET,
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+
„UV c�Ugc� w 3c \76J� … 3c \76J� • 3c \76J� v 3c \ 7 6J� • 3c \ 7 6J� • 73c \ 76J

\� wƒ†•w3c\:6J� • sw…c\:6J� † • f V \ %6J� wf�…V\%6J� �ƒ3V\76
…

wf�…ƒf\%6� W� wf�
v„� W� <L„<�
„g� U � W� 7J� c\%�

• 3 U6 � W� • 7 3U6
 c„� „g
s� W� 3ƒf!76xVƒxsw� �
„g� �� W� 7J� Vƒ�

s� W� s� \� sw�

��e]]�š����}� ��S������›� �ž��}�
������ �������� �ž���

„g� U � W� : J� c
� %� W� 3 • 3 U 6 � \� •37 ! 7 6 6 � . � :�
�:� W� 3• 3U\ 7 6� \� • 3 U 6 6 � . � :�
� 3 U 6 � W� wvfg‘7J� ƒf\7J� �ƒJ� ���J� V6� . � 3•x•6
• 3 U6 � W� wvf…�:J� ƒf\7J� �ƒJ� wf�J� V6� . � 3•x•6
… 3U6 � W� w3 U 6 � \� • 3 U6 � \� 7 L„g� . � sw��
v 3 U6 � W� • 3 U6 � . � sw��

 c„� „g

R��������� �������� ��� ������ ���š�

� 376� W� <L„<�
� 376� W� 7 L„g�
v 37 6� W� <L„<

R��������� �������� ��� ?������ ���š�

w3c\76� W� <L„<�
…3c\76� W� 7 L„g�
v3c\76� W� w‚3s6

��Ÿ����� S�™���� ��� ������ ���������� ����

…wƒƒ� †�g‚� 3� c \ %J� �J� �J� �J� vJ� wƒ†•wJ� • swJ� •� 6

����S��� �� ������ ����=™����

v„� W� v„� \� 3 •3c„6� ! � † • U33ƒ f !76xV ƒ \ f \ 766xx: xs w � �
 c„� „g�
� s��c�
 c„

„g�•ƒ � †� …U�Ugc� v�c…sUgc� wvf� 3� �J� ƒ J� �ƒJ� wƒJ� V� 6�
UV †ƒU…Us� � wƒx>� 3� w!•J� < !—� 6

…
,���B^�-B�T�������� �������
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с
С КУСОЧНО-ПОСТОЯННЫЙ КОЭФФИЦИЕНТ
с

AFK = A L(2)
DO IL  = 2 , L

IF  (U .L E .U L (IL ) .AND. U .G T .U L ( IL - l) ) AFK = A L (IL )  
END DO 

C
RETURN
END

В подпрограмме-функции AK задается нелинейный коэффициент 
при решении прямой задачи, данные по которой рассматриваются как 
входные при решении обратной задачи. В подпрограмме-функции AG 
определены граничные условия на правой границе. Кусочно-постоянное 
восполнение осуществляется в AFK.

8.4.6. Примеры расчетов

Для задания входных данных решается прямая задача при I =  1, 
Т  =  1 на равномерной сетке h =  0,01, т =  2“7. Используется простей­
шая линеаризованная разностная схема, когда нелинейный коэффициент
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берется с предыдущего временного слоя, т. е.

— — — +  А(уп)уп+1 = 0, х € ш ,  п =  0, 1........Nq -  1.
т

Ниже приведены данные расчетов, когда точное решение соответствует 
выбору

к(и) = 0,5 + и,
тем самым искомый коэффициент меняется в три раза в расчетной 
области. Решение прямой задачи показано на рис. 8.22.

При решении обратной задачи мы ограничились только одной точкой 
наблюдения, причем

* i= 0 ,3 , М =  � , <px(tn) =  yn(z\), п =  1 , � , . . .

где уп(х) — сеточное решение прямой задачи. Эти данные возмущались 
нормально распределенной функцией:

V>'(tn) = Ч>\(К) + 26 (a ( tn )~  ^  , n =  \ , 2 , . . . , N 0.

Решение обратной задачи при уровне погрешностей, задаваемых 
параметром 6 = 0,02, показано на рис. 8.23. С учетом задания гра­
ничного режима в виде g(t) = t на одном графике приведены точные 
и приближенные входные данные для обратной задачи (решение в точке
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� � N�&�� ! � %$�L� �� ��-�/+1� -�522�*����� ��'�� � 4)�� "+�)����/� .)�"���
��9)�0�����1� � 	� "�������" ���	� -�522�*������ ����������� �"�� ��6
�����)"� �� # �̂ N � �� "� K'��&�L$� K'��?�LL�� ( �	���� ��9)�0�����1� �)�/��
�)�� �:�"����	� ��� )����'��&� �� '��?�

n�W�� %-f..�V��)()�9� -���()�9� +�,���  
,89� f88�;(����	-c-� :���)�)�9

C���/��)�"����	� ������� ��)��� ���	� / ��0�9�� -�522�*������ "� 5 6
 �������-�/� .)�"������ "��)�9�� ��)	�-�� ��� ����+/� ��� 9)���*�� )�����6
��1� �� ������ 4)���� �9����	$� ���� ����"����+1� -�522�*����� ��� ��"�����
��� ����1� ��)�/����1�� 8�� ��-�/� �)����10�/� �)�/�)�� �  3��)�).3��	�
"��/�:������ ��� ���"���	� ������"�������� -�522�*�����+,� ��)���+,�
������� (+��� ��� !�+1� � 9�)��/� ��)����	� � 	� /��� !��1� ������� "� �)	6
/�.9� !��-��

8.5.1. Постановка задачи
B������)���/��)�"����	�"��)����10�/�� .���$�-�9���)�������	��� ���!�

	" 	���	� �)	/�.9� !��-�/�

a�� � � {х  | х � � �† #�� †�� �� 0 _ ˜ @ _ 	 @ �� @ � �1 � 2 ™�
G 	� ���� !�+,� �����1� 9)���*+� �)	/�.9� !��-�� 4� ���� !�.3��	� ������6
����	� K�/�� )����'���L

A B ���>?� =�@��=�@��=�@'�

��-� ��+���$� �����/� �� 2�)/.6
 �)�"-���)	/�1��������� �.��/����6
���!$� ����2.�-*�	� '�� � �� > � � � �� W ��($� �
.��" ��"�)	��� .)�"����3

- А и  +  с ( х 2 ) и  — � ,

,�h� 4$
K'���?L

�a�A�_�
)*'

)��+

�)�"������K'���?L����� �	���	�9)�6
����+/�� .� �"�	/�� ��)"�9�� )����

'��� � � � ������� � � h� K'����L

(� �)	/�1� ������� K'���?L$� K'����L� / ��0�1� -�522�*����� �)���� �9����	�
��"��	7�/� �� !-�� ��� ��)�/����1� :��
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В рассматриваемой обратной задаче коэффициент с(х � ) неизвестен. 
Он определяется по некоторым дополнительным данным. Будем рассма­
тривать случай, когда дополнительные данные получены из измерений 
на границе области в виде

где п — внешняя по отношению к О нормаль.
Ранее мы рассматривали линейную обратную задачу по определе­

нию неизвестной правой части, которая не зависит от одной перемен­
ной. Поставленная обратная задача (8.165)—(8.167) по определению пары 
функций {Цх),с(ж � )} является более сложной. Проблемы ее исследова­
ния порождены в значительной степени нелинейностью этой обратной 
задачи.

8.5.2. О единственности решения обратной задачи
Можно говорить об определенной переопределенности рассматрива­

емой коэффициентной обратной задачи. В задаче (8.165)—(8.167) иденти­
фикация неизвестного коэффициента с(х � ) соответствует определению 
функции одной переменной на интервале (� , 1\) по двум функциям 
переменной хг (функция tp(x) на сторонах Г � ,Г $ ) и двум функциям пе­
ременной Х\ (функция ф(х) на сторонах Гь Гз). Поэтому в общем плане 
можно было бы ставить вопрос о достаточных дополнительных данных 
для определения коэффициента с(ж2)-

Для исследования единственности обратной задачи (8.165)—(8.167) 
используется обычный подход, который применяется как для прямых не­
линейных краевых задач математической физики, так и для нелинейных 
обратных задач. Предположим, что существуют два решения обратной за­
дачи (8.165)—(8.167), которые мы обозначим { ^ (х ) ,  ,���*���-�� = 1 ,2} ,т .е .

^ ( х )  =  1>(х), х € дС1у (8.167)

-  Аир + ср(хг)щ =  � , х € €1, 
щ(х)  =  <р(х), х € дП,

(8.168)

(8.169)

(8.170)

Для разностей
V(x) =  U\ (х) -  и � (х), 

9{хг) =  с,(х2) -  с� (х2)

из (8.168)—(8.170) имеем

-  ДгН- Ci(x� )i> +  0(х � )« � (х) =  0, х € П, 

«(х) =  � , х е д€1,

(8.171)

(8.172)
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Краевой задаче (8.165), (8.166) ставится в соответствие разностная задача 
Дирихле

- Л у +  с(х2)у =  0 , х £ ш ,  (8.180)

?/(х) =  <р(х), х £ дш. (8.181)
В обратной задаче сеточная функция с(х2), х2 £ ш2, неизвестна, 

но заданы дополнительные условия, которые соответствуют (8.167). При 
переходе к дискретной задаче дополнительные условия можно сопоста­
вить с заданием сеточного решения в узлах дш*. Это имеет место при 
использовании простейших аппроксимаций направленными разностями 
(погрешность аппроксимации имеет первый порядок). Аналогичная си­
туации имеет место и при применении аппроксимаций граничного усло­
вия (8.167) со вторым порядком. В качестве иллюстрации рассмотрим 
аппроксимацию краевых условий на Г � .

Для приграничного узла имеем

u(h\, х 2) -  и( � , х 2) 
hi

du , , h\ д2и , ч Л /.
K ���L.�����K ����CM�� (8.182)

С учетом граничных условий (8.166), (8.167) приходим к выражению

y(hu x 2) =  (p(hi,x2) -  h\i>(hu x 2).

Использование этого выражения соответствует аппроксимации краевых 
условий (8.167) с первым порядком. Более высокий (второй) порядок 
аппроксимации достигается на решениях краевой задачи (8.165), (8.166). 
В этом случае из (8.165) следует, что

д2и д2и д2Ф
щ (0, х 2) =  ДЦО, х 2) -  щ (0, х 2) = с(х2)(р(� , х 2) -  щ (� , х2).

Принимая во внимание (8.182) для приграничных узлов можно положить

y(h \ ,x2) =  (p(h\,x2) -  М ( Л Ь х 2) + с(х2)(р(� , х 2) -  ®� (� , х 2).

Однако такие аппроксимации при решении обратной задачи нам не очень 
подходят, так как в этом случае значение в приграничном узле зависит 
от неизвестного (искомого) коэффициента с(х2). Поэтому будем ис­
пользовать простейшие аппроксимации первого рода для того, чтобы 
сформулировать дополнительные условия в виде

у(х) = ф(х), х £ ди*. (8.183)

При решении прикладных задач входные данные задаются с погреш­
ностью. Будем считать, что на фоне этих погрешностей погрешностями 
аппроксимации можно пренебречь (используются достаточно подробные
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Его вычисление связано с решением краевой задачи (8.180), (8.181) для 
основного состояния (сеточная функция у(х)) и краевой задачи (8.190), 
(8.192) для сопряженного состояния (сеточная функция £(х)).

При использовании двухслойного градиентного итерационного ме­
тода уточнение ск(х � ), к — номер итерации, проводится по схеме

	����� � � ��

----------- + J'(ck) = О, � � � � �� � Л =  0, 1. ••• • (8.194)
Sk+\

Необходимо только учитывать, что решаемое уравнение J f(c) = 0 явля­
ется нелинейным. Для выхода из итерационного процесса (8.194) можно 
использовать критерий невязки.

>L9L9L� ?�*+��AA�
Описанный градиентный метод реализован нами в простейшем ва­

рианте, когда итерационный параметр s^+i постоянный (метод простой 
итерации). При возмущении входных данных моделируется ситуации 
с возмущениями в граничном условии второго рода (8.167).

с
с
с
с
с

с
с
с
с
с
с
с
с
с
с
с
с
с
с
с

������������>�����1/

†�<•ƒ V75� ! � �™����]���š��� ���™Ÿ�R�� ��e]]�š�����
e���?�������R�� ���������� �����R�� ?���™���
™��������� S�™���

UV †ƒU…Us� � wƒx>� 3� � !� J� < !—� 6
†w�wV s �� 3� „ ƒsw� W� <L< : „ <J� c7� W� 97J� c:� W� 97� 6�
„UV c�Ugc� w 37 : xc 7 xc : 6J� • U 3c 7 6J� • :3c :6J� …f3c :6J� ‚ �3c :6J�

• ‚ %3 c %6 J� •‚:…c:6J� • ‚ 83c76J� • ‚43c:6J
• „ f c %6J� •„:…c:6J� • „83c76J� • „43c :6J
• • %3 c %6 J� • • :3c :6J� • •83c 76J� ••43c:6

…gVVgc� . � �•9� . � U„ vw�ƒs…46
…gVVgc� . � …gcs�gƒ� . � U� †sJ� cUs �

?�������}� S�™���T

•7ƒJ� •:ƒ�
•7�J� •:��
c7J� c:�
• UJ� •:�
sw��
„ ƒsw�
…f3c:6�
• ‚ %3c %6J�
• ‚ :3c :6J�
•‚8…c76J�
•‚4…c:6�
• „ f c %6J

����™����}� ����R�� �R��œ
����™����}� ?����R�� �R��œ
������ �S���� ?��������������›� �����œ�
Ÿ�R�� ������ ?�� ?�����������œ
Ÿ�R� ?�� �������œ
������•� ?�R��Ÿ������ ��� �ž�™�}ž� ™���}žœ�
���������������}›� ��e]]�š����œ

��������� ]���š��� �� ?��R������}ž� �S��žœ
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462 Глава 8. Другие задачи

С YD2CN2),
С YD3CN1),
С YD4CN2) -  ВОЗМУЩЕННАЯ СЕТОЧНАЯ ФУНКЦИЯ В ПРИГРАНИЧНЫХ УЗЛАХ;
С EPSR -  ОТНОСИТЕЛЬНАЯ ТОЧНОСТЬ РЕШЕНИЯ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ;
С EPSА -  АБСОЛЮТНАЯ ТОЧНОСТЬ РЕШЕНИЯ СЕТОЧНОЙ ЗАДАЧИ;
С

EQUIVALENCE ( А ( 1 ) , AO ) ,
* (A (N + 1 ), A1 ) ,
* (A (2 *N + 1 ), A2 ) ,
* (A (9 *N + 1 ), F ) ,
* (A (1 0 *N + 1 ), U ) ;
♦ (A (1 1 *N + 1 ), US )

С
X1L = О.DO 
X1R = 1.D0 
X2L = 0.D0 
X2R = 1.D0 
EPSR = l .D - 6  
EPSA = l .D - 9  
SS = -  4 0 .DO 

C
OPEN ( 01 , F ILE  = ’ RESULT. DAT’ ) ! ФАЙЛ С РЕЗУЛЬТАТАМИ РАСЧЕТОВ 

СЕТКА

HI = (X1R-X1L) /  (N 1-1)
H2 = (X2R-X2L) /  (N 2-1)
DO I  = 1, N1

X 1 ( I )  = X1L + ( I - 1 ) * H 1  
END DO
DO J = 1, N2

X 2 (J ) = X2L + (J -1 )*H 2  
END DO

N = N1*N2 
DO I  = 1, 12*N 

A ( I )  = O.DO 
END DO

ПРЯМАЯ ЗАДАЧА 

ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ

CALL BNG ( A (1 0 *N + 1 ), X I,  X2, N1, N2 )

МЛАДШИЙ КОЭФФИЦИЕНТ

DO J = 1, N2
CK(J) = A C (X 2 (J ))

END DO

КОЭФФИЦИЕНТЫ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ В ПРЯМОЙ ЗАДАЧЕ
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…wƒƒ� v„�� 3� w 3 % 6 J � w 3c \76J� w 3:xc \ 76J� ��J� w 35xc \ 76J� w 37<xc \76J
\� • UJ� •:J� c7J� c:� 6

��Ÿ����� �������›� S�™���

U„  vw � ƒs3%6� W� ��
U� †s� W� �
…wƒƒ� �•wc„9� 3� cJ� c7J� w 3 % 6 J � w 37< xc \76J� w 35xc \ 76J�  †��J�  †�w� 6�

��S��•���}� ����=™����

…wƒƒ� •c‚„ �� 3� w 37< xc \ 76J� • UJ� •:J� c7J� c:J� •‚7J� •‚:J� •‚8J� •‚4� 6�

��S��¤����� �S������}ž� �������

„g� U � W� : J� c7!7�
•� W� •:
Uv � 3UL ˜ L: � Lg�L�
• „ 7 3U6� W� • ‚ %3U6�
• „ 8 3U6� W� • ‚ 83U6�

 c„� „g
„g� ‘� W� : J� c:!7�

•� W� •U
Uv � 3‘L ˜ L: � Lg�L�
• „ :3‘6� W� • ‚ :3‘6�
• „43‘6� W� • ‚43‘6�

 c„� „g

UL ˜ Lc 7 !7 6� •� W� 3•7\•:6� . � : L „g�
\� : L x•x„  ƒswx3� wc „ 3<6!<L9 6
\� : L x•x„ ƒswx3�wc„3 < 6 ! < L9 6

‘L ˜ Lc : !76� •� W� 3•7\•:6� . � : L „g�
\� : L x•x„ ƒswx3�wc„3g6! < L9 6
\� : L x•x„ ƒswx3�wc„3g6!< L9 6

��������� S�™����
�����š����}›� ����™

Us � W� �

�����•���� ?����� ����

„g� ‘� W� 7J� c:�
…f3‘6� W� <L„<�

 c„� „g

7<<� Us � W� Us � \� 7

��������� ���������

��e]]�š����}� ��S������›� �ž��}� �� ?����›� S�™���

…wƒƒ� v„�� 3� �3 7 6 J � w 3c \76J� w 3:xc \ 76J� ��J� w 35xc \ 76J� w 37<xc \76J
\� • UJ� •:J� c7J� c:� 6

…
�� ��Ÿ����� �������›� S�™����
�

U„  vw � ƒs3%6� W� ��
U� †s� W� �
…wƒƒ� �•wc„9� 3� cJ� c7J� w 3 % 6 J � w 37< xc \76J� w 35xc \ 76J�  †��J�  †�w� 6
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�73c 7 !7 J ‘6� W� <L„<�
�73c 7J ‘6� W� <L„<�
w :3c 7J‘6� W� <L„<

v 3c 7 J‘ 6� W� �3c 7J�‘6
v 3c 7 !7 J‘ 6� W� v 3c 7 !7 J‘ 6� \� � 3c 7J�‘6� . � 3•7x•76

 c„� „g�
…

„g� U � W� : J� c7!7�
w < 3 UJ7 6� W� 7 L„g�
w737 J7 6 � W� <L„<�
w : 3UJ7 6 � W� <L„<�

v 3 U J7 6� W� � 3 UJ7 6
v 3 U J: 6� W� v 3 U J: 6� \� � 3 UJ7 6 � . � 3• :x• :6

 c„� „g�
…

„g� U � W� : J� c7!7�
w < 3UJc : 6� W� 7 L„g
w 7 3 U J c:6� W� gL„g
w : 3UJc : 6� W� gL„g
w : 3 UJc : !76� W� gL„g�

v � J c:6� W� � 3UJc : 6
v 3 U Jc : !76� W� v 3 U Jc : !76� \� � 3UJc : 6� . � 3•:x• :6

 c„� „g�
…

w < 37 J7 6� W� 7 L„g�
w % 3 % L % 6 � W� gL„g�
w : 3 %J7 6� W� gL„g�

v 3 7 J7 6� W� � 3 % J % 6
…

w<3c 7J7 6� W� 7 L„g�
w :3c 7J7 6� W� gL„g�

v 3c 7J7 6� W� �3c7J7 6
…

w <37Jc :6� W� 7 L„g�
w % 3 % J c:6� W� gL„g�

v # J c:6� W� � 37Jc :6
…

w<3c7Jc:6� W� 7 L„g�
v3c 7Jc :6� W� �3c7Jc:6

…
� s��c
 c„

…
��•�g�sUc � �•�� 3� vJ� c7J� c:J� • UJ� •:J� •„7J� •„:J� •„8J� •„4J

\� ••7J� ••:J� ••8J� ••4� 6

?������ ����•� �� ���������� ™��� ��?�� ����R�� ���������

UV †ƒU…Us� � wƒx>� 3� � !� J� < !—� 6
„UV c�Ugc� v 3c 7 Jc : 6J� • „ %3 c %6J� • „ :3c :6J� • „83c76J� • „43c :6J�

\� • • %3 c %6 J� • • :3c :6J� • •83c 76J� ••43c:6

„g� U � W� 7J� c7
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;
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с

с

„g� ‘� W� 7Jc:�
v 3 U J ‘6� W� <L„<

 c„� „g�
 c„� „g
„g� U � W� 8J� c7!:

v 3 U J: 6� W� : L„ < x3• „ 7 3U6� ! � • • %3 U 6 6 � . � •:
v 3 U Jc 7 !76� W� : L„ < x3• „ 8 3U6� ! � • • 8 3U66� . � •:�

 c„� „g
„g� ‘� W� 8 J� c:!:

v 3 : J ‘6� W� : L„ <x3• „ :3‘6� ! � • • : 3‘66� . � •U�
v 3c : !7 J ‘6� W� : L„g x3• „43‘6� ! � • • 4 3‘66� . � •U�

 c„� „g
v 3 : J: 6 � W� 3•7\• :6x� 3• „73:6� ! � • • 73:66� . �3•7x•:6
v 3 : Jc : !76� W� 3•7\• :6x� 3• „43:6� ! � • • 43:66� . �3•7x•:6
v 3c 7 !7 J: 6� W� 3•7\• :6x� 3• „ 83:6� ! � • • 83:66� . �3•7x•:6
v 3c 7 !7 Jc : !76� W� 3•7\• :6x�3•„8…c76� ! � • •83c766� . � 3•7x•:6

� s��c
 c„

��•�g�sUc � •c‚� 3� �J� • UJ� •:J� c7J� c:� 6

R��������� �������� ?����R�� ��™�

UV †ƒU…Us� � wƒx>� 3� w !•J� < !—� 6
„UV c�Ugc� � 3c 7Jc :6J� • 73c 76J� •:3c:6
„g� U � W� 7J� c7�

„g� ‘� W� 7J� c:
� 3 UJ ‘ 6 � W� 7 L„g� \� • 7 3U6

 c„� „g�
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SUBROUTINE GRAD ( U, X I,  H I,  Н2, N1, N2, GR ) 
C
С СЕТОЧНАЯ ФУНКЦИЯ В ПРИГРАНИЧНЫХ УЗЛАХ 
С

IM PLICIT REAL*8 ( А-Н, 0 -Z  )
DIMENSION U(N1 ,N 2 ) , X I(N 1 ,N 2 ), GR(N2)
DO J = 2 , N2-1 

SUM = O.DO 
DO I  = 2 , N1-1

SUM = SUM + U ( I , J ) * X I ( I , J ) * H 1  
END DO 
GR(J) = SUM 

END DO 
C

RETURN
END

При решении прямой задачи коэффициент с(х2) задается в подпро­
грамме-функции АС. В подпрограмме BNG задается граничное условие 
(8.166). Коэффициенты сеточного уравнения формируются в подпро­
грамме FDS. Сеточная задача для сопряженной состояния (8.190), (8.192) 
отличается от сеточной задачи для основного состояния (8.180), (8.181) 
только правой частью и граничными условиями (см. подпрограмму RHS).

8.5.6. Результаты расчетов
Входные данные при решении задачи идентификации младшего 

коэффициента брались из решения прямой задачи (8.165), (8.166) в еди­
ничном квадрате П (l\ =  l2 = 1 ), в которой

� � � ��  =  Юж2, <р(х) =  1 +  ��	

Задача решалась на равномерной сетке с h\ =  h2 =  0,02. Линии уровня 
для разностного решения с шагом 0,05 показаны на рис. 8.27.

Из приближенного решения прямой задачи выделяются значения 
в приграничных узлах расчетной сетки — задаются условия вида (8.183). 
Эти входные данные для обратной задачи возмущаются некоторой случай­
ной функцией. Моделируется ситуация, когда граничное условие первого 
рода (см. (8.166)) задано точно, а дополнительные граничные условия 
второго рода (см. (8.167)) заданы с погрешностью. В этих условиях, 
например, в ближайших к границе Г2 приграничных узлах

y{hx, x 2) = </>6((hu x 2)) = ф((Ни х 2)) + 2h\6(cr(h\,x2) -  Х-

где
Ф((к\,х2)) = <p(h\,x2) -  h\if>(hu x 2),

a a(hi, х 2) — случайная функция.
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Результаты по восстановлению коэффициента при уровне погрешно­
стей �  =  0,02 приведены на рис. 8.28. Соответствующее решение прямой 
задачи с таким коэффициентом показано на рис. 8.29. Влияние погреш­
ностей прослеживается на рис. 8.30 и рис. 8.31 (уменьшение и увеличение 
погрешностей в два раза соответственно).

n�K�� $�,���� �� :;��X)�)�9

8.1. Рассмотрите вопросы применения метода квазиобращения при про­
должении по пространственной переменной, когда решается граничная 
обратная задача в прямоугольнике

4  =  {х | х =  (жь ж2), 0 <  T� @ � �T �� T !  1,2} 
для двумерного параболического уравнения:

E= Д л  E9=

* - £ й Г » .  Х 6 П - 0 < , < т -
E=

=#?�$9�/&� !�@�#$2 �/&�� H #?� 9O&�!�…�

=#$,� 0, /&� '  0, =*$,�A9�/& =  0, ? @ / @ K �

ш(х, /& =  0 , х € SX
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u(0,t) =(p(t), 0  < t ^ T ,

u(x4 0 ) =  О, О ^  х ^  I,
при уточнении граничного условия (функции г;(£)) на правой границе: 

u(l,t) = v ( t ), 0  < t ^ T .
8 .8 . Постройте аддитивную разностную схему (схему расщепления) по 
пространственным переменным для реализации метода с нелокальным 
возмущением граничного условия при решении граничной обратной 
задачи в прямоугольнике П:

8.9. В программе PR0BLEM17 реализован алгоритм итерационного уточ­
нения граничного условия второго рода. Модифицируйте эту программу 
для реализации алгоритма итерационного уточнения граничного условия 
третьего рода

Проведите вычислительные эксперименты по исследованию влияния чи­
слового параметра а ^  0 .
8.10. Пусть в задаче

и(0,«) =  0, u(l, t )=g(t) ,  0 < £ ^  Т,

и(х< 0 ) =  0 , 0  ^  х ^  /,

коэффициент к(х , t) является кусочно-постоянным, но граница раздела 
сред неизвестна. В представлении

постоянные кр, /3 = 1 , 2  заданы, а функция j(t)  подлежит определению 
по дополнительным наблюдениям за решением во внутренних точках

— (0 , х2, t) =  0 , w(0 , х 2, <) +  au(l\, х2, t) =  <р(х2, t),

u ( x i ,0 , t )= 0 ,  u(xi, l2, t) =  0, 0 < t < T ,

u(x, t) = 0 , x € fi.

— (x,t) + <ru(x,t)=ii(xu t), x € 7 .

0  < x < 7 (f), 
7 (f) < x < l
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ˆ‹� ]  П, � � !  К 2 , . . . ,  М:

=#ˆ‹�/&�Œ@�‹#/&c 0 @ / � K U� � H  1,2........ i6

Рассмотрите возможность построения градиентных итерационных мето­
дов для приближенного решения этой коэффициентной обратной задачи.
8.11. Рассмотрите возможности последовательной идентификации (ло­
кальная регуляризация) нелинейного коэффициента 7#2& при прибли­
женном решении обратной задачи (8.132)—(8.136) при использовании 
параметрической идентификации (8.147) в классе кусочно-линейных 
функций.
8.12. Модифицируйте программу PR0BLEM18, используя градиентный 
итерационный метод для определения кусочно-постоянного коэффици­
ента 7#2& вместо метода золотого сечения для минимизации функционала 
невязки на отдельном подинтервале. Сравните вычислительную эффек­
тивность этих подходов на примерах решения модельных задач.
8.13. Рассмотрите вопрос о единственности решения коэффициентной 
обратной задачи по нахождению пары функций (м(х), 7# 2 )} из условий

8.14. Рассмотрите на сеточном уровне сформулированную в предыдущем 
задании коэффициентную обратную задачу. Получите градиент функцио­
нала невязки, считая, что граничные условия первого рода точно заданы, 
а граничные условия второго рода — приближенно.
8.15. С использованием программы PROBLEM 19 проведите численные 
эксперименты по определению младшего коэффициента I# 2 ) уравнения 
(8.165) при дополнительной информации не на всей границе �5�  а ее 
отдельных частях (сторонах •^�� }€�H  1, 2, 3,4).

2# &� !�#^# ), х Е E4� 

�2
— (х) =  L�#$&��  ����#�6
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