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+ Х > ( | к ’Г )|1 + 1ЬГ)||) -  (2-9)

Доказательство. Исследование устойчивости основывается на 
неравенстве

|| (Е -  (1 -  a) tG) v|| < || (Е +  arG) v||. (2.10)

Имеем

(Я -  (1 -  о) tG*) {Е -  (1 -  <т) rG) -  {Е + (ttG*) (Я +  arG) =

=  - г  (G* +  G) +  ((1 -  <т)2 -  О-2) r 2G*G

и поэтому неравенство (2.10) справедливо для операторов G > 0 при 
сг > 0, 5.

Из (2.7), (2.8) непосредственно следует

II � � � � � � 	  yn+1/2|| <  II � � �  ^Л<2>) у„|| + г | | ^ ( 1) | | 1 (2.11)

|| (Е  + Т- А М )  уп+1|| < | |  ( Е -  у„+1/2|| + т\\<рМ\\. (2.12)

На основании (2.10) (сг =  0, 5) из (2.11), (2.12) получим

II ( я  +  \ А(2)) Vrt+ill < || ( е  + у„+1/2|| +  т | | ^ 2)|| <

< | |  ( £ ; - 1 л ( 2))у п|| +  г | | ^ 1)|| +  г | | ^ 2) | |<

< | |  ( Е + : л ( 2))у п|| +  г ||¥,(1)|| +  г | | ^ 2)||.

Из данного неравенства обычным образом получим искомую априор­
ную оценку (2.9). ■

Применим теперь полученную оценку (2.9) для исследования точ­
ности разностных схем переменных направлений. Определенные про­
блемы, характерные для многих аддитивных схем, связаны с интер­
претацией промежуточных функций — в схеме (2.5), (2.6) с yn+i/2- 3

� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� �
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Среди вариантов метода переменных направлений выделим слу­
чай самосопряженного оператора А, когда в (2.3)

При решении задачи Коши для систем линейных дифференциальных 
уравнений операторы а  =  1,2 связываются с нижней и верх­
ней треугольными матрицами. В этом случае об аддитивных схемах 
говорят как о попеременно-треугольных методах. Аддитивные схемы 
такого типа проанализированы нами отдельно.

H H � T�����	��������� �����

Рассматриваются возможности построения класса аддитивных 
разностных схем на основе представления оператора на верхнем вре­
менном слое в виде произведения более простых операторов. Двух­
компонентные варианты факторизованных схем тесно связаны с ад­
дитивными схемами переменных направлений. При построении фак­
торизованных аддитивных схем используется общий подход для полу­
чения разностных схем заданного качества — принцип регуляризации 
разностных схем.

2.2 .1 . О бщ ее рассмотрение

Решается модельная задача Коши для эволюционного уравнения 
первого порядка

Ни
—  + Ли =  /(< ), О  О, (2.22)

и (0) =  tt° (2.23)

при двухкомпонентном расщеплении на два постоянных неотрица­
тельных оператора

Л =  Л(1) +  Л(2), Л(а )> 0 , Of = 1 ,2 . (2.24)

Для приближенного решения задачи (2.22) — (2.24) построим двух­
слойную разностную схему, которая имеет канонический вид

D Уп+1 — У п  лВ -------------- +  Ayn =<pn, tn £ и т.
т

(2.25)
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=  5 В " ' ( r f ' +  * > ! ■ " ) .  ( 2 .3 0 )

Для промежуточных сеточных функций уп+1/2 из уравнения (2.28) 
имеем

В [1)Уп+1/2 =  ( Я  -  \ А(2))  Уп +  Т<р£К

Подстановка в (2.30) дает факторизованную схему (2.24) — (2.27) при 
сг =  0, 5 и

<Рп  = ( е -  \ а ^ )  №  +  ( б  + <р ? К

Еще более просто устанавливается, что схема Дугласа-Рекфорда 
(2.41), (2.42) записывается в виде (2.24) — (2.27) при сг =  1.

2.2 .3 . У стойчивость  и то чн о сть  ф акторизованны х 
схем

Факторизованная схема имеет канонический вид двухслойной схе­
мы (2.25) с операторами Л и В, которые определяются согласно (2.24) 
и (2.26), (2.27). Прямое исследование устойчивости на основе провер­
ки необходимых и достаточных условий затруднено в силу несамо- 
сопряженности операторов, неположительности оператора В. Поэто­
му можно пытаться доказывать устойчивость схемы (2.24) — (2.27) в 
более сложных нормах. Ориентиром может служить доказательство 
устойчивости схемы переменных направлений, проведенное выше.

Теорема 2.2. Пусть в факторизованной схеме (2.24) —  (2.27) �
> 0, а  =  1,2 —  постоянные операторы. Тогда при сг > 0,5 схема без­
условно устойчива и для решения имеет место априорная оценка

�

||В (2,Уп+1| | < | | 5 (2)Уо|| + ^ г | | ^ | | .  (2.31)
&�  О

Доказательство. Запишем (2.24), (2.25) в виде

В (2>уп+1 = в М Уп- т ( в М у 1 А у п + т ^ у 1 <рп . (2.32)

Добавим и вычтем из правой части (2.32) слагаемое, равное 
(2<т)-1 В*2'уП) что дает

* � � � � � � � � � ' � — * � & � �
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В соответствии с (2.41) повышение устойчивости может достигать­
ся двояко. В первом случае — за счет увеличения энергии (By, у) опе­
ратора В (левой части неравенства (2.41)) или же за счет уменьшения 
энергии оператора А (правой части неравенства (2.41)).

Рассмотрим возможности, связанные с добавлением операторных 
слагаемых в операторы В и Л, при построении безусловно устойчи­
вых факторизованных. В этом случае будем говорить об аддитив­
ной регуляризации. Регуляризацию проведем за счет перехода 
от единичного оператора В  в схеме (2.40) к факторизованной схеме 
(2.25), (2.26), в которой

=  E + fiR(a\  а  =  1,2, (2.42)

где R(a\  а  =  1,2 — некоторые регуляризирующие операторы.
При выбранной регуляризации необходимо остаться в классе само­

сопряженных положительных операторов В. При расщеплении (2.24) 
на самосопряженные неотрицательные операторы А^а\  а  =  1,2 фак­
торизованный оператор В, определяемый согласно (2.26), (2.27), бу­
дет самосопряженным и положительным для перестановочных опе­
раторов А^а\  а =  1,2. При общем расщеплении (2.24) рассчиты­
вать на выполнимость требования перестановочности не приходится. 
Тем самым будем при регуляризации (2.42) использовать операторы 

а  =  1,2, которые свойством перестановочности обладают.
Пусть

Я = Я*1» +  Я<2>, Я<а> = (RW)*  > 0 , а  =  1,2,
(2.43)

Я ^ Я ^ Я ^ Я * 1»,

тогда

В =  В* = Е +  /|Я  +  /? Я (1)Я(2) > Е +  /|Я.

Предположим, что регуляризирующий оператор Я такой, что

Я > 6А} в =  const > 0, (2.44)

тогда факторизованная схема (2.25), (2.42), (2.43) будет устойчива при 
ограничениях

Это следует из основного неравенства (2.41) при учете сформулиро­
ванных условий (2.44) на регуляризатор.
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«(0) =  ti°, ^ ( 0 )  =  ®°. (2.75)

Будем считать, что оператор А является постоянным (не зависит 
от <), самосопряженным и положительным (А =  А* > 0).

При построении разностных схем для задачи (2.74), (2.75) ориен­
тиром является оценка устойчивости по начальным данным и правой 
части

Для (2.74), (2.75) наиболее естественно использовать схему второго 
порядка аппроксимации

UsVW� + � iу п � V � U +W

г 2 +

+А (<туп+1 + (1 -  2а) уп +  сгуп- i )  =  <рп, п =  1,2 , . . . ,  (2.76)

Уо =  у° , у\  =  гх1 . ( 2 .7 7 )

Эта схема записывается в канонической форме трехслойных опера­
торно-разностных схем

В — L - J b z L  +  R (уп+1 -  2уп +  Уп—l) +  Ауп =<Рп, П =  1,2, . . .

при

В  =  0, jR — —тЕ & А. 
т1

При ограничениях сг > 0,25 (см. теорему 1.16) схема с весами устой­
чива. Соответствующая оценка устойчивости по начальным данным 
(<р =  0) имеет вид

ll* 'n+1li* < I N I . ,

\\У*+%  =  \\\Vn+l +  Уп||д +  ||Уп -  Уп-1||2Д_ ^ -

где
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Ф{а) (<)=?<*> ( t ) - A ^ u ( t ) - S al^ ,

где �j�  символ Кронекера. На решениях задачи (3.1) — (3.3)

и поэтому для суммарной погрешности аппроксимации имеем

Будем говорить, что (3.8), (3.9) аппроксимирует задачу (3.1) — (3.3) 
в суммарном смысле с первым порядком.

Для оценки точности будем считать, что выполнены следую­
щие условия: � � �  �  � � �  < М, а , /? =  1,2, . . . , р .  Как показывает 
углубленный анализ задачи для погрешности (3.10), (3.11), при та­
ких дополнительных условиях оценка близости имеет вид ||v(tn) — 
—+$34��� = 7$'��  Таким образом, на основе решения промежуточных 
задач (3.8), (3.9) можно получить приближенное решение исходной 
дифференциально-разностной задачи (3.1) -- (3.3) с первым поряд­
ком по времени.

Интересно отметить, что в случае, когда

а операторы ! � =  1 ,2 , . . .  ,р перестановочны друг с другом, т.е.

Д(а)4 (/3) = Д(«Д(«), а ,0  =  1 ,2 , . . . ,р,

то (3.8), (3.9) дает точное решение задачи (3.1) — (3.3).

3.1.4 . Схемы сум м арной аппроксим ации второго  
порядка

Для повышения точности приближенного решения задачи (3.1) — 
— (3.3) на основе решения промежуточных задач можно использовать 
идею симметризации (двуциклическая организация) [65, 68, 69, 70]. 
Для ее пояснения (см., например, [110, 111]) рассмотрим случай одно­
родного уравнения $6$3� =  0 в (3.1)) при двухкомпонентном расщеп­
лении, т.е.

�
(0 =  0 (г).

/ ( 0  =  0, / (о) (0 =  0, о = 1 , 2

3� �  0. (3.13)
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�  (0) =  �7�  (3.18)

Будем предполагать, что для постоянного оператора �  справедливо 
следующее общее аддитивное представление:

р

Л =  ]Г л < а), А(о> > 0, а  =  1 , 2 ( 3 . 1 9 )
а= 1

Попарная перестановочность операторов !  =  1, 2 ,. . .  ,р  не пред­
полагается.

Аддитивные разностные схемы для задач с расщеплением на три 
и более попарно некоммутируемых операторов традиционно строят­
ся на основе понятия суммарной аппроксимации -  схемы поком­
понентного расщ епления. При расщеплении по пространственным 
переменным такие схемы называются локально-одномерными схема­
ми [31, 90].

Схемы многокомпонентного расщепления соответствуют переходу 
от исходной задачи (3.17) — (3.19) к цепочке более простых задач (см.
(3.8), (3.9))

^  =  /(•>(<), * „ < * < * „ + ,,

! � �  1)2,.. �̃I� (3.20)

f1» (0 )= u ° , [ƒ $34 �= B ƒ  (<„),

(“> (<п) =  «(“-^ ( tn + O , а  =  2 ,3 ,.. .  ,р. (3.21)

Поставим каждой промежуточной задаче в соответствие схему с 
весами, что дает

Уп+а/р Уп+(а-1)/р �$!�� 6 , /1 \ \
------ ^ + � 17��� 1$?�E0�C!F�  +  (1 -  $?!� Уп + (ог-1)/р) =

=  ¥ # ,), « =  1.2..... ... п =  0 ,1 ,. . .  (3.22)

В этой разностной схеме правые части согласованы следующим обра­
зом:

=  (3-23) 
аг=1

При организации вычислений по схеме (3.22) реализуются условия 
согласования (3.21) решений промежуточных задач.
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��!� ��]����� �����S����� ��� ����!� Z8,.7[� *��������V��!� ����Y
�����&�� ���� �!� ����5�� ����,� ���X+����&�� �� ���������&�� ���� �!�
����5�� ����� �*�������� ��&�  � �������� /,0,� ˆ���S� �&� )�� ����� )�Y
���5��V� �$����� ����5�� ����� )�� �����S�&�� ����&�� �� )�� �5� ������
�+��&� ��  �����6� ��� ���� �� ������5� �����%������!� ������ ��!� �+����
��������)���������� ���W�)����!� Z8,..[,

����������� ��%������V� �+���� ��  �����

((((((i � 3 �А�Z�� �)m / � m � Z/� V���[� уп)� k � $!� �� tn� j � wT,� Z 8 , . _ [
�

 � ������5� А >� 7�  &)�����&� ������������ ���� ��� ����5�� ����� ��� h�
h� 76�2,� ��U�� ������������� X�%������!� ��� ������� ����� ����&� �)���Y
����� )���+���,

Л е м м а  3 .1 .  Пусть

C = t (E +  <t t D )~ 1 D, Z8,.2[

?��� Е� . � *�Z���*�����-� �$���*��#� p� D� M� �%� \�?��� �0��*� 0��*�� �>��@��

qqj �( �fiC\\ <� /6� wwh 7 � Z8,.3[

$��� а >� � !+%
Доказательство,� ���� ���� �� Z8,.3[� ^� � ��������  &)������V�

�)����������� ���� ���� �

� # � 	 � $ % � � # � 	 � $ � � � � #&

�,�,

цС*С < 2 С,

�� ������� ������������ )������ ����!� Z8,.2[� ��!� �)�������� �����

цт [Е +  <t t D ' ) ~ 1 D’ D (Е +  <t t D )~1 < 2D{E + arD )~ } .

�����]�!� ^��� ���� ���� �� ��� �� ��� Е�m�-1 � @6�6� �� �)�� �� ��� Е�m�arD �
Z���� ���� �� )��� ^���� ��+���!���![6� )������

�� � � � � � � � 2D�+  2crrD* D.

���� �� ��� ������SV�  &)���!���!� )��� сг� h� �w.,� •

f�)��S� ��]���  �����S�!� �� ��%������5� �+���� ��  �����,

�R
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��!� �+��&� )����)���������� ���W�)����!�  ����� �����VW��� �� ��Y
]�����,
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3.2. Схемы суммарной аппроксимации W\W

c�P!d!'U�TE'���  Для разностного решения используем выраже­
ние

0�C�EF�  — [4C8Fu "Ь ^n+ar/pj `  — 2, (3.30)

причем {% =  0. Определим функции {4C8Fu, a  =  1,2, ...,р из уравне­
ний

Un+Qf/p ^ n + ( a - l ) / p  _  o j a ) ____
----------------------------  [4  i a (3.31)

С учетом разложения (3.19) и наших предположений о начальном зна­
чении из данной системы уравнений получим

{4C 1 = {4  = • • • =  tu0 = 0. (3.32)

Рассмотрим теперь задачу для первого слагаемого в (3.30). Имеем

V n + a / p  —  У п  +  ( д - 1 ) / р � „2 (� ]� �� u� }
m�� A � '{24 У п + a / p � 'W� С Г д )  У п  +  ( д — 1 ) / р ) � ^

=  Х{п \  <* =  1,2, п =  0 ,1 . - , (3.33)

где

Y(«) -  Л(«) _  Ai«)w д. TAM Wn+a/P__ w*+{°-i)/p
Х п  —  Ф п � Y� { A �V�' 2 + H( ]E � �v� v]W

Принимая во внимание (3.31), получим 

р

w n  +  ( g - l ) / p  ~  т� { � {� ® � i �

Р - д

Поэтому для правой части уравнения (3.33) получим

x la) =  <Р{п ] + т А {а) ( (1 -<ra) f f l  +  Рп] ] . «  = 1 , 2 , - , р .
\  /3=«+1 /

Для разностного уравнения (3.33) при сформулированных ограни­
чениях на cra , !  = 1, 2, ...,р имеем оценку

I K  + a/pll <  ||«„ + (а-1)/,|| +  Г f l l ^ l l  +  Г||Л(“ ) › � �  J •
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*” +<*/? ~  * п + ( а - 1 ) / р  (а ) / , м  ^  „ \  _
^  +  K � �L � 	 � � �� �� C <  "Ь Z/� L)&�  ^п +  ( а - 1 ) / р /  —

= о  = 1,2, п =�7 6/ 6,,,� Z8,8_[
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мы ориентировались на соответствующие оценки устойчивости в се­
точных гильбертовых пространствах, а именно в Я  =  Для
многих прикладных задач математической физики часто не меньшее 
значение имеют оценки устойчивости и сходимости в банаховых про­
странствах — в Loo И  и в Li(w).

Будем рассматривать для примера схему покомпонентного рас­
щепления (3.22), (3.23) для приближенного решения задачи (3.17) — 
— (3.19). Здесь мы будем ориентироваться на схемы, в которых для 
промежуточных имеется устойчивость в Lqo(^) � � � � � � L i (o>), � � кото­
рых

т

IHloo =  max K I , �������  =  max V  |а<,|,
K K m  K K m r - '“ “ j = l

H l i  =  M ,  M i l l  =  max ^ 2  la*'jllv.7v.rni=l “ “ i= 1

для вектора �  =  +$3� =  {г^, г/2,. . . ,  +m} и матрицы L  =  {a*j}.
Предположим что при расщеплении (3.19) для элементов матриц 

! �=  1 ,2 ,.. . ,  �  выполнены условия диагонального преобладания 
по строкам

т

4 в) > la<i)l' * =  l ,2 , . . . ,m ,  (3.38)
� ��

или по столбцам
т

a j j ] >  }G  lal j )l' a  = 1 , 2 ( 3 . 3 9 )
j & = l

При ориентации на безусловно устойчивые разностные схемы под­
чиним выбор весов в аддитивной схеме (3.22) условиям <та > 1, !  = 
=  1 ,2 ,.. . ,р . Тогда при выполнении (3.38) (или (3.39)) справедлива 
априорная оценка (см. теорему 1.17)

������������ � � ��������� 	 ���������� � � т\\<р№\\
в пространстве Loo(w) (или в "�$+���

Повторяя доказательство теоремы 3.2, мы придем к оценке (3.29). 
На ее основе при отмеченных ограничениях HA8 > 1, !  =  1,2, . . . , р  
устанавливается безусловная сходимость аддитивной разностной схе­
мы (3.22), (3.23) с первым порядком по г в " 0 q(cj) или в Li(w).
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3.3. Аддитивно-усредненные схемы
�����������&�� ������ �&���+��&� ��������5��))�������$��� � !Y

%��&� ��)������ ����S�&�� ��U������ р�X����� )����&+�%����� i� ��U�����
����5�%������ ����� �����S�&�� ���� �!���!������5,� ˆ���S� �X��]�����!�
 ����!�  �%��]����S� )��������!� ������ �&+� ��%�����&+� �+��6� ����Y
��!� ��)������� ��%� ������� ��U����� )����&+� %����� �� )�������S��V�
������%�$�V�  &�������5,

�%�%�%� I �= = � � � �> � � 	 ) � � � � � � � � � �

\�!����� ���V� )��������!� �� ���� ������������� �&+��+��� ���)��Y
����� �����S��5�%������ )��� � �+���)��������� ���W�)�����

^  +  ( a (1)- M (2)) u =  0, О  О, (3.40)

PZ7[� k �P{,� Z8,_/[

��!� �������� ��U���!� %������ Z8,_7[6� Z8,_/[� ��� ������  ��������� U����
������ ������ )������ �����

и�Zz€m/[� k �B‘J�Z ( � �Z � Z/[�m�gz.[[ [ � u ( tn) .

�)�������� ��)��S� )��X��]������ ��U����� *������5

+����� � ��	��� ZB‘J�Z ( . I _ Z/[[��� B‘J�Z( . � g Z.[[ [ � , ������� Z8,_.[

\��� ��)��S%� ����� �X&���5� �+��&� )����)���������� ���W�)����!�
��**����$���S�&�� ���������  &���)���� ������U����

+�Zz•m/[� k �B‘J�Z(p��Z/[[�B‘J�Z(p �gZ.[[� , �Ztn).

-�^���� ������� �&������� ���S��)������ �&5�  ��������+��� ���W�)��Y
��!� Z�)�������&�� ^��)�����&� )������]�V��![6�  � ���  ���!� ���� Z8,_.[�
� !%& ����!� �������� �&��  ���������Z�)�������&��^��)�����&�����Y
�& �V��![,

ˆ��������!� )����U������ z{tn)� k � �Zn•[� i� u(tn)� ������  ��

z�Zz€m/[� k � /� Z�+��Z( . � � Z/[[� m �B‘J�Z( . � g Z.[[ [ � z (tn) + тфп,�

)�����

фп� k � l�+�� 2 т +��+�� li. i
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( � ? �B‘J� li '� ��•

\������� �� � k � 7Z� [6� �,�,� )����U����S� �))�������$��� ������ )�� &5�
)��!���,� \������ )�� &5� )��!���� �))�������$���X����� �� ��!� �����!�
)�������� ���&+��)������� ,

��������)������&5� �����5� ��������� ����!� ����������,� \���
���W�)�����

<

L�=� Š & L $8��� gZ•h h 76� !�= � / 6. 6,,,�6� � Z8,_8[
���� ��

)���+��� �� �������  ���������� ���!� ��������5� ���W��� �!���!� )�� �+����

[ �Zz€m7� k � ( � B‘J�Z ( � � g Z�[[�B�Z34�,� Z8,__[
� � ���

‰���������� ��U����� ! �!���!� ���*����������� �������� ��!� %����6�
� !%���&+� �� �����S�&��� �)���������� ! �k � /6�. 6,,,�6�,

�%�%+%� 1 � � � * � � � � � � � � � � � � * � � � � �/�0 �

1����� ������S� ��%�����&�� �+��&���!� )��X��]������� ��U���!�%�Y
����� ��U�� ��!� ��� ����!

N9"
� �C�L+�=�6 $ 3 � � � 3 � �7� Z8,_2[

�� ������ �&�� �)��������� Z8,_8[� �� )�� �5� ����SV

L � � M � �#�� 	 � � � # � � � # � � �
���

� �!� ��������� ����5�%������  &�������!� )�� Z8,__[� ���� ���� �V��
��U���V�%����

m ��z��  h� k �wznh�Zz[6
�� N3

l � l� 2C�  �C /[� / 6. 6,,,�6� � Z8,_3[

)��� �����S�&+� ���� �!+

a�p�� �E$ ��  � 4�EP� ��%�&�
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�� �)��������V� ��U���!� )��� 3� k � j€m?� ���������

[$34�C� k � Zz€�m�L[ , (3.48)

f��� ���&��)�������+�����+�]�������S�&+����� �!+�Z8,_4[� ��U�V�Y
�!� ��%� ������ ����� ��� ������ � �%����� Z8,_3[6� Z8,_4[6� ��%�����  � ������ ��
)��X��]������� ��U���!� ��� �� ���  ��������� ����� X�����!� �+� ���*Y
����������� �������� i� Z8,_e[,� ������ �&�� �+��&� ������� ������� )���Y
��]��&�  � ��X���� r/4s� �� �+��&� ��%& ���� � � � � � �  � � (� � � � � � � � �& � � �
� �%� � � � �& � � � �+�� �� � � ) � � � � ) � � � � � � � �� � � � �W �) � � � � ! ,� ����Y
�����!�  &U��  �%��]����S� ����+����&+� Z��%� ����&+[�  &�������5�
)������ �!���!� ���X����� �]��5�)��� )����������  &��������S�&+���Y
������� � ��!� ��U���!� %����� ��� )�������S�&+� ���)SV����+,

-� ���� ���� ��� �� Z8,_3[� i� Z8,_e[� )���+��� ��� �� &5�  �������5� ���5�
���W��� �!���!� �����VW��� �X��%��'

Z�[
�)m/� ’ � 0� �

�' �� А(а) (сгау{п%��� � � �� �<га)�Уп) =

�E� i� /6.6�,,,6�6� � � i�7 6/ 6,,,6

/� v
/� Zzn[�

�)m?� k� ' ¤ @ v
V��k/

ˆ���S� ��)��S%� ���� )������ �����

<Рп =  Рпв )- 
�k/

��!� )�� �5� �����,

(3.49)

(3.50)

3.3 .3 . У сто й чи в о сть  адд итивно-усред ненны х схем

���� �!� ����5�� ����� ������ ��(���������&+� �+��� ��� ]�6���� ��
��!� ���������&+� �+��� )����)���������� ���W�)����!,� \���X��� ���Y
����� 8,.6� ����%& ����!� �����VW��� ���� ���� �� ��]�����,

f � � � � � � � 8,8,� При Ev!� h� 0,5, ! � k � /6.6,,,6� �и любых ' � h� 0 для 
решения задачи (3.43), (3.49), (3.50) выполняется априорная оценка

i i y n + i i i  <  i i u ° n + ] C r ] C  ( н £ * в ) н + р г с г « 1 И (“ ) ¥ ’1 а ) п )  •
k=zO� � [W

(3.51)
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Доказательство. Снова применяется представление
(«) («) , (а) . 0Уп+1 =  «п+1 + < + i>  а  =  !. 2> ->Р (3.52)

при г̂ о =  0.
Для нахождения функций a = 1, 2, ...,р используются урав­

нения
(от)

-------  =  & “>, а  =  1,2, ...,р. (3.53)
рт

С учетом (3.50) для усредненных величин

Р "Н
^  а=1

*"" + 1 — Z шп + 1

из (3.53) получим

ton +i =  го„ =  . . .  =  w0 =  0.

Из (3.49), (3.52) имеем

" р т"  +  Aia) ( ^ 4 + 1  +  (1 -  <Ta) vn) =  xLa), 

a = l ,2 , . . . , p ,  n = 0 ,1 , . . . ,

Vn + l n + 1’ (3.54)

где теперь

Х<а) =  У<а ) -у Г а гЛ (" )У&)1 - у .
рт

Принимая во внимание (3.53), получим

Х<“> =  ^1в) -  рт<таА (а)!р(“\  а  =  1,2, ...,р.

Для разностного уравнения (3.54) на основании теоремы 3.1 имеем

� � � � ��  < lk+(«-i)/pll +  рт ( l l^ e)ll +  Н И (в,^ в)1|) •

Суммирование по всем а  от 1 до р приводит к неравенству

� � � .ccc� E� m g m 3 ? �l � � cc{ |#cc 3 C�H���� l � � \ �� .
а — 1 0 =а
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�%� ��������� �������� ������!� �$���������5�� ����� )�� �����S�&�����(

��� ���� �� )��������5� �$����� ���������&�� �X��%��� ����������!�
�+�������S� ������ ��(����������5� �+��&� )����)���������� ���W�)Y
����!� Z8,27[� �� )�� &�� )��!����� )�� �,� \����$���S���� )�����W��� ��
������ ��(���������&+� �+��� Z8,_0[� � !%���� �� ���6� ���� ��)�������!�
��� ����!� )�������S��!� ������%�$�!�  &�������5� ������&+�*���$�5

N P � M���	�� ���	����� ����
'����'���������� ���_�'���	�

-� �����&+� �����!+� ������ �&�� ��%�����&�� �+��&� )����)�����Y
����� ���W�)����!� ��]��� � !%��S� ��*������%� ���&��� �+�����,� \���
�)�$���S��5� ������%�$���  &�������5� �����������!� �+���� )������Y
�&+� ��)�� ����5���]��� ��������� ��S�!� ���������� ��!� �+���,� ���Y
X����  ������!� %����]� �V��  �)���&� )��������!� �� ������� ���!� ��Y
���� �&+� �+���  ������� )��!������������,

�%�%�%� } � � * � � � � � � � � � � � � � � * � � � � � � �/�0�

�����������  �]�&5� �����&5� �����5� ������ ��5� �+��&� )����)�Y
��������� ���W�)����!6� ������  � Z8,..[�  ��� &�� )�������&� H'!� = � /6� ! �k

�&�� �� )�� �5� ������ Z8,2/[,

k � /#�. 6,,, �6�6� �,�,

� � �� �� C < � �̂ � � �� �	 ? @ � � � C <� � ' � (
0�C�EF�� / �H�1� � � ! �� � /6.6� Z8,22[�

��!� )�� &+� �����5� )���]��

Z8,23[

�%� Z8,22[6� Z8,23[� �����V�� ����������&�� *�����&�

Z ! �m�� _ Z/[[ �0��C� � F�� =�0�C�'H�� �

����V������ )����]�����&+� ��U���5� )�� ����� �� �+���

��%�&�
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f��� ���&�� ������ �)�$���S��V� *������%� ����V� �+���6� ������!� ��Y
���� )��������� Z��,� Z.,27[[� ������� �� )���$�)�������!��%�$��� ��%����Y
�&+� �+��,� �+���� Z8,24[� �))��������������**����$���S��V�%������ ��
)�� &�� )��!����� )�� �,� ����5�� ���S� �� �+�������S� �+��&� )����)�Y
��������� ���W�)����!� Z8,22[6� Z8,23[� �������� �%� �XW���� �����������!�
������ �&+� �+��� )����)���������� ���W�)����!,

3.4 .2 . Схемы переменных направлений как 
а д д итивны е  схемы

\���]��6� ���� �� ������������� �+��&� )�������&+� ��)�� ����5� ��Y
����X&�S� �����)������ ��&� �����)�$���S�&�� ������ �&�� �+��&� ���Y
�����5� �))�������$��,� 1����� ��������� ��S� %�����

N+
� �C L + �=�6 $ 3 � � � 3 � � 76� Z8,2e[
83

� �Z7[� k �P{� Z8,20[

)��� � �+���)��������� ���W�)�����

��= �gZ/[�m�gZ.[6� gz•h h 76� � �k � /6.,� Z8,37[

\��� ��)��S%� ����� �����������5� �+��&� \������(���*����� )��Y
X��]������ ��U�����%������ Z8,2e[� i� Z8,37[� �)�����!���!� �%

(3.61)

0‚ � � � C�L ]„�9�4C 9 �C��  	 w C� � k � H�w�� Z8,3.[

ˆ�)�U��� Z8,3/[6� Z8,3.[� ���� ^� � �������V� ������ ��V� �+���� )�Y
���)���������� ���W�)����!,� �)�������� ���&��+���)��������� ���Y
W�)������ �)��������%������ Z8,2e[6� Z8,20[

_
g�k � sc � z •h6� gZ� [h 7 6� 7 k / 6 . 6 , , ,6_ 6

��k�/

 � �������

�z/[� k � l .[6� Lƒ � =� 5 $ G� � O �8&� k � ¢ z /• � �z_h� k � /�z.h,
"� "� \� "
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Аналогичное представление используется и для правой части

4

ОГ = 1

где

№  -  \<рп, <Р{п ] = 0, ^ 3) =  0, (рМ = 1р„.

Будем использовать специальный вариант схемы покомпонетного 
расщепления, который характеризуется определенным выбором весов

^ %3 #!#.�~ � 3 � �	 * � ~  �2$8

W ’ Z b t m  +  i  =  о ,

у,‘*31'~ту" * '1г + \ л ^ у „  = ч,

Уп +1 -  Уп+3/4 - 1 .(21 1 Л ,
........ ....... - + 2 А  Уп  =  2 9 п ’ п =  0>1>-'-

Исключая Уп+1/4 , Уп+з/4) приходим к схеме

( Е +  ^ 4 (1)) у„+1/2 =  ( #  -  ^ (2)) Уп + rv?n ,

(Е + ^ (2)) Уп+i = {е -  ^Л(1)) Уп+1 / 2  +

В такой же форме записывается схема переменных направлений 
(3.61), (3.62).

Непосредственные вычисления показывают, что для погрешности 
аппроксимации имеет место

Фп = Ф{па) = О (г2) ,
0г=1

т.е. схема обладает суммарной аппроксимацией 0 (т 2).
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3.4 .3 . А д д и ти вн ы е  схемы второго  порядка то чн о сти

Стандартные аддитивные схемы покомпонентного расщепления 
имеют первый порядок точности по г. Повышение точности достига­
ется за счет симметризации, перехода от последовательности решения 
задач

Л<‘> ► Л<2> ► • •••—► Л<р),

к цепочке

А<г) ► Л(2> ► • • • ► Л<р> ► A b - V  .— ► • - • I— s- Л(1).

Фактически такая схема выше реализована при построении аддитив­
ных схем, которые эквивалентны схемам переменных направлений. 
Аддитивные схемы покомпонентного расщепления второго порядка 
точности исследуются во многих работах, среди которых мы отметим 
[68, 69].

Для построения аддитивных схем покомпонентного расщепления 
второго порядка точности рассматриваются промежуточные задачи 
на интервале [$n»*n+i]

^  =  /<“> (<), а  =  1 ,2 ,.. -, р,

^  +  \ a ^ v^  =  /<“> (t) , (3.63)

+ Ь Ot — р,р  — 1 , . . . ,1  

с правыми частями

��Р
Е / (Qr)(<) =  /(<)> * > о.
@A)�$

Системе уравнений (3.63) поставим в соответствие простейшую ад­
дитивную разностную схему

У п + а / 2 р  ~  У п + ( а - 1 ) / 2 р � +� $� ++��B�!� �� �� ��
~ � C�2 А  \ У п + а /2 р � � � У п + ( а —1 ) /2 р )  —

= <Р(п \  <*= 1,2,...,р,

У п + а / 2 р  -  У п + ( а - 1 ) / 2 р � +� $� " � � D � E1F G � � � +
111111111111111111Т 111111111111111111� � 2 А  \ У п + « /Р � � � �  � � � 1$ � ! � � � )
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и с учетом ##m@##6 =  0 получим

IK+iIIa < S  Ъ S  11̂/2̂+"/р112-
��� ��� � � ��6�

Принимая во внимание представления (9.62) для погрешности ап­
проксимации, приходим к доказываемой оценке сходимости (9.59).

В предельном случае минимального наложения подобластей (ши­
рина области налегания 0 (\h\)) скорость сходимости есть величина 
0 ( |/ i |- 3/2r + | / i | 2).

Аналогичное утверждение имеет место и для скорости сходимости 
параллельного варианта регионально-аддитивных схем. А именно для 
погрешности аддитивно-усредненной разностной схемы декомпозиции 
(9.54), (9.55) при а > 0,5 имеет место оценка (9.59).

В этом случае для погрешности имеем задачу

zn + afp zn + (а— 1)/р 
Т 4" ХаА {&%п + ос/р 4" (1 ^ )  ^п-|-(ог— 1)/р) —

— Фп + at/pi & — 2, . . . ,р, (9.63)

-
Zn+1 — 2� 1 Zn+<*/p'

P or=l
причем

un+a/p un + (ot-l)/p
Фп + ос/р —

9

- Х а А  (о-Й п+а/Р +  (1 “  a ) г п + ( а - 1 ) / р )  ■

Положим теперь

й„+а/р -  РХ<* (х) «п+1 + (1 -  РХа W ) «п,

(9.64)

(9.65)

(9.66)

что согласуется с разбиением (9.43) и определением приближенного 
решения на новом слое в соответствии с (9.55).

Подстановка (9.66) в (9.65) дает для погрешности аппроксимации 
снова представление (9.60) с

7 “M n - f l  ��
Фп + а/р — ------------------

Т

��&

( A�B����� + ип (  ( � ��C�C� ип+х - и п \
- А { u Vu 9 3 V � 5 9 7
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���S��5U��� �����]����!� )�� ��!��!� ����������� ����%����S�� ��
�$����� Z0,20[,

�&� �������� ���� ����  �������� �+����� �����)�%�$��� ��  &X�����
���W�)����!� Z0,_8[� ((� Z0,_2[,� ����������� ��������� �V��!�  ������&�
�� �)���������� �����)�%�$��6� �)��������&��� ��������� Z0,_3[6� Z0,_4[,�
\��� ^���� �+�������S� ������ �� ����!� ���  � 	 �6� ��  � 	 �6� ���� D — А ~ х�
�� Е � ���� ���� ����,

9.4. Схемы декомпозиции области для�
уравнений второго порядка

��� )������� ���� �5� %������ ��!� ��� ����!� ����X���5� �X��]��Y
V��!� )��X���&� )��������!� �+��� �����)�%�$��� �X������ ��!� ^ ��V$�Y
���&+� ��� ����5�  ������� )��!���,� ����!��!� X�%���� ��� ����5�� &��
 ������&�� ��������S��(������ �&�� �+��&,

9.4 .1 . У равнение колебаний

��������� ����!� )�����5U�!� � �+�����!� �����S��(���� �!� %���Y
���  � )�!������S����

) � k � |+q+�k� ( x i , x .[ 6� 7� z� Ха� z�wzn6� � �k /6.~ ,

�W���!� ��U����� @‘Z‘6�@[� ��� ����!

zh#,
7k/� _� '

��� ��� ��!VW��� ���� &�� �� �����S�&�� ���� �!�

и(х,  n[� k � 0, х j� 0c.6� t� h� 0, (9.68)

и�(х, 0) =  it0 ( х ) , x G й, (9.69)
gу/
—  (х, 0) =  v° ( х ) , X € f l .  (9.70)

-� )�!������S����� t�   ����� �� �������V� ��!� )������&� )�!��Y
����S��V� ������ ��U������g� 6�� �k � /6�.,� ���� �X&���6� �X�%������ ����%� и�
���]��� ��  ��������+� ������&+� �%�� � ������ š� k � и �m�ди>.� ��� ���]�Y
�� �� ������&+�*���$�5� и� j� 	6� �X��W�VW�+�!�  � ���S���!�  ��+� х� l� �h6�
�)�������� ��%�����&5� �)�������

2

Аи = - ^ { а а�"n•[n•
tIk�/

х £ �� (9.71)
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Для оператора задачи используется аддитивное представление

д(«)у = _ ^ ( а« ( х ) ^ ) ^ ) х е ш ,  а  = 1 , 2 ....... ... (9.79)

самосопряженными и неотрицательными.
Аналогично рассматриваются схемы декомпозиции области при 

задании операторов декомпозиции в виде

Соответствующие варианты регионально-аддитивных схем мы не бу­
дем подробно рассматривать, предоставляя эту возможность читате­
лю.

Векторные аддитивные схемы строятся на основе аппроксима­
ции системы уравнений первого порядка. Зададим вектор и = 
=  и(2\  . . . ,  и ^ } .  Каждая отдельная компонента определяется
как решение однотипных задач

р

Будем считать, что операторы декомпозиции А^а\  а = 1,2, . . .  ,р име­
ют вид

2

и аппроксимируют дифференциальные операторы

При такой декомпозиции операторы а =  1 , 2 , . . . , р  являются

А {а)= х аЛ, а = 1,2

А (а) = Аха, а  = 1 ,2

t > О (9.80)
0 = 1

и(а) (0) =  и0, (9.81)

dt
а =  1 , 2  , . . . , р . (9.82)
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