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Предисловие
Для численного решения задач математической физики широко 

используются разностные методы. В настоящее время глубоко прора­
ботаны вопросы аппроксимации дифференциальной задачи (построе­
ние дискретных аналогов) при использовании регулярных и нерегу­
лярных расчетных сеток. Исследование разностных схем для нестаци­
онарных задач математической физики базируется на использовании 
общей теории устойчивости (корректности) операторно-разностных 
схем. Для решения сеточной задачи широкое распространение полу­
чили итерационные методы.

При приближенном решении краевых задач для многомерных 
уравнений с частными производными большое внимание уделяется 
построению аддитивных схем. Основная их особенность связана с пе­
реходом от сложной задачи к цепочке более простых. Примерами 
таких схем являются классические схемы переменных направлений, 
локально-одномерные схемы. По этой теме накоплен значительный 
теоретический материал, имеется большая вычислительная практи­
ка. Необходимо отметить решающее влияние на прогресс в данной 
области исследований именно российской школы вычислительной ма­
тематики.

Классическими примерами аддитивных разностных схем являют­
ся схемы переменных направлений, локально-одномерные схемы. Они 
широко используются в вычислительной практике уже более 40 лет. 
Их исследование базируется на фундаментальном понятии суммарной 
аппроксимации. В настоящее время построены новые классы адди­
тивных разностных схем, существенно расширена область их приме­
нения. Это и стало основным побудительным мотивом к написанию 
предлагаемой книги.

В книге дается описание основных классов аддитивных опера­
торно-разностных схем. Используется минимальный математический 
аппарат, связанный с базовыми свойствами операторов в конечномер­
ных пространствах. Приведены также содержательные примеры по­
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строения аддитивных разностных схем при решении типовых задач 
для уравнений с частными производными.

Излагаемый материал существенно дополняет круг вопросов, рас­
сматриваемых в книгах по разностным методам приближенного ре­
шения краевых задач математической физики. Разностные методы 
хорошо представлены в учебных пособиях по общему курсу числен­
ных методов: А.А. Самарский ’’Введение в численные методы”(1997), 
А.А.Самарский и А.В. Гулин ’’Численные методы”(1989). Система­
тическому обсуждению всего комплекса проблем теории разност­
ных схем посвящены книги: А.А. Самарский ’’Теория разностных 
схем”(1989), А.А.Самарский и А.В. Гулин ’’Устойчивость разностных 
схем”(1973).

Проблемы теории и практики аддитивных разностных схем обсу­
ждались в Институте математического моделирования РАН, Инсти­
туте прикладной математики им. М.В. Келдыша РАН, на факультете 
вычислительной математики и кибернетики МГУ им. М.В. Ломоно­
сова. Внимательное и заинтересованное участие многих наших коллег 
способствовало успешной работе над этой книгой.



Основные обозначения
А, В,С.  D. S  — разностные операторы

Е — единичный (тождественный) оператор 
А* ~  сопряженный оператор 

А ~ х — оператор, обратный оператору А 
А > 0 — положительный оператор 

((Лу, у) > 0, если у ф  0)
А > 0 — неотрицательный оператор ((Лу, у) > 0)

А > 6Е, £ > 0 — положительно определенный оператор 
Ао =  ^(Л + А*) — самосопряженная часть оператора А 
А\ =  -(Л  — Л*) — кососимметричная часть оператора Л

р
А = ^  А^а  ̂ — р-компонентное расщепление оператора Л

Of = 1
Я — гильбертово пространство сеточных 

функций
(•, •) — скалярное произведение в Я 
|| • || — норма в Я

(у. г>)д = (Лу. и) — скалярное произведение в Яд 
(оператор Л = Ля > 0)

|| • ||.4 -  норма в Яд
Lm(oj) — банахово пространство сеточных функ­

ций,
т — 1,2, оо 

|| * ||т  -  норма в Lm
||Л||, ||Л ||т  — норма разностного оператора Л 

р[Л],рт [Л] — логарифмическая норма разностного опе­
ратора Л

М, Ма — положительные постоянные 
П — расчетная область 

дС1 — граница Q 
V, grad — градиент
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div, div v = V • v —
uj — 

/l) /Iq

Q̂; --
y(x +  h) -  y(x)

Ух ~  h
y(x) -  y{x -  h)

y* = -----S----- “
У% — \{Ух + Ух) —

дивергенция
множество внутренних узлов
множество граничных узлов
шаги сетки по пространству
шаг сетки по времени
весовые параметры разностной схемы

правая разностная производная в точке х

левая разностная производная в точке х

центральная разностная производная 
в точке х

У хх —
Ух -  Ух

У -  Уп -  y{x,tn)

вторая разностная производная в точке х

значение сеточной функции в точке х 
на момент времени tn = пт, п = 0,1, . . .



Введение
Аддитивные разностные схемы связываются с представлением опе­

ратора нестационарной задачи на сумму операторов более простой 
структуры. Переход на новый временной слой связывается с реше­
нием ряда цепочки более простых задач. Такие схемы в различных 
вариантах применяются для приближенного решения сложных неста­
ционарных задач для уравнений с частными производными. В данной 
части работы отмечены основные публикации по построению и иссле­
дованию аддитивных разностных схем, кратко излагается содержание 
книги.

Теория разностных схем

Эффективное решение большинства прикладных задач предпола­
гает широкое использование компьютеров и. следовательно, разработ­
ку ориентированных на компьютеры численных методов [26, 47, 87, 91, 
93, 95, 99, 100, 108, 113, 115]. Вопросы построения и обоснования ал­
горитмов численного решения задач математической физики изучает 
теория разностных схем [47]. Теоретические исследования в области 
вычислительной математики, проведенные с конца 40-х годов по на­
стоящее время, позволили разработать новое направление в теории 
разностных схем, включающее формулировку основных принципов 
построения разностных схем, математически строгое обоснование их 
устойчивости и сходимости, а также соответствующую алгоритмиче­
скую реализацию. На основе этих работ было создано и использовано 
для практических вычислений большое число алгоритмов решения 
различных задач математической физики, включая задачи теплофи­
зики, газовой динамики, магнитной газовой динамики, физики плаз­
мы, экологии и других важнейших проблем естествознания.

Теория разностных методов решения задач математической физи­
ки развивается в следующих основных направлениях:
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1) построение дискретных аналогов, наследующих основные свой­
ства дифференциальной задачи;

2) исследование устойчивости (корректности) разностной задачи;
3) эффективная вычислительная реализация на современной вы­

числительной технике.
Для построения разностных схем [47, 48, 62] сформулирован общий 

принцип консервативности разностных схем, как схем для которых 
выполнен соответствующий закон сохранения на дискретном уровне. 
Получены однородные разностные схемы для задач с разрывными 
коэффициентами, задач с обобщенными решениями. Для написания 
разностных схем на произвольных сетках предложен метод опорных 
операторов, который связан с согласованной аппроксимацией диффе­
ренциальных операторов векторного анализа (градиента, диверген­
ции, ротора). Предложен и применен общий методологический прин­
цип получения разностных схем заданного качества на основе малых 
возмущений операторов (коэффициентов) разностной схемы — прин­
цип регуляризации разностных схем.

При исследовании разностных схем для нестационарных задач ма­
тематической физики широко используется общая теория устойчи­
вости (корректности) операторно-разностных схем [44, 47. 60, 61]. В 
настоящее время получены точные (совпадающие необходимые и до­
статочные) условия широкого класса двух- и трехслойных разност­
ных схем в конечномерных гильбертовых пространствах. Необходимо 
особо подчеркнуть конструктивность общей теории устойчивости опе­
раторно-разностных схем, в которой критерии устойчивости форму­
лируются в виде легко проверяемых неравенств для операторов. Сре­
ди наиболее важных обобщений отметим использование общей теории 
устойчивости для некорректных эволюционных задач [49, 54, 102] и 
для исследования проекционно-разностных схем (схем конечных эле­
ментов) [12, 52]. Получены также новые априорные оценки устойчиво­
сти в интегральных по времени нормах, на основе которых исследует­
ся, в частности, сходимость разностных схем для задач с обобщенны­
ми решениями. Особого внимания заслуживают полученные априор­
ные оценки сильной (коэффициентной) устойчивости при различных 
предположениях о возмущении операторов (коэффициентов) диффе­
ренциальной и разностной задач.

Для нахождения приближенного решения приходится решать 
большие системы линейных или нелинейных алгебраических уравне­
ний. Широкое распространение получили итерационные методы се­
точных уравнений [47, 63]. Решена проблема упорядочивания ите­
рационных параметров в чебышевских итерационных методах. На
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общем операторном уровне проведена оптимизация выбора итера­
ционных параметров для приближенного решения несамосопряжен­
ных задач. Предложены новые варианты итерационного метода пе­
ременных направлений. Особого внимания заслуживает попеременно­
треугольный итерационный метод, который относится к классу наибо­
лее быстрых и применяется для общих эллиптических сеточных урав­
нений.

Конструктивность общих результатов теории разностных методов 
проявляется в их широком применении при решении крупных научно- 
технических проблем, среди которых отметим задачи расчета ядер- 
ных и термоядерных изделий, проблему управляемого термоядерного 
синтеза. Разработанные разностные методы используются при чис­
ленном исследовании процессов тепло- и массопереноса, при решении 
задач механики сплошной среды [64, 103].

При приближенном решении начально-краевых задач для много­
мерных уравнений с частными производными большое внимание уде­
ляется построению аддитивных схем. Переход к цепочке более про­
стых задач позволяет построить экономичные разностные схемы — 
расщепление по пространственным переменным. В ряде случаев по­
лезно отделить подзадачи различной природы — расщепление по фи­
зическим процессам. В последнее время активно обсуждаются регио­
нально-аддитивные схемы (схемы декомпозиции области), которые 
ориентированы на построение вычислительных алгоритмов для па­
раллельных компьютеров. При многокомпонентном расщеплении (на 
три и более операторов) безусловно устойчивые аддитивные схемы 
строятся с привлечением нового понятия суммарной аппроксимации - 
на основе перехода к цепочке отдельных начальных задач для каждо­
го операторного слагаемого. В ряде случаев аддитивные схемы много­
компонентного расщепления строятся без привлечения понятия сум­
марной аппроксимации. Эти вопросы нашли свое отражение в нашей 
книге.

Аддитивные разностные схемы
В работе излагаются некоторые подходы к построению прибли­

женных методов решения задачи Коши для эволюционных уравне­
ний первого и второго порядка, рассматриваемых в конечномерном 
гильбертовом пространстве Я . Примером служит задача

—  +  Аи =  / (<) ,  О  0, ( 1)
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U (0) =  ii°, (2)

где f(t),  и0 — заданные, a u(t) — искомая функции со значениями 
в конечномерном гильбертовом пространстве Я. Будем считать, что 
оператор А является постоянным (не зависящим от t) и неотрицатель­
ным в Я  (А >  0).

В виде (1), (2) записывается задача Коши для системы линейных 
обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка

aij (<) U3 (<) = Л (*) - < > 0.

щ (0) =  и°, i = 1,2, . . .  , m.

В этом случае и =  {t*i, U2, . . . ,  um} — вектор неизвестных, /  = { /ь  /2, 
• • • 1 / т } — заданный вектор правых частей, А = {a,j} — матрица с 
элементами atj , i, j  = 1,2, . . . ,  т.

К (1), (2) мы приходим после дискретизации по пространствен­
ным переменным при численном решении начально-краевых задач 
для уравнений математической физики. При использовании конечно­
разностных аппроксимаций, [47] у есть сеточная функция, определен­
ная в узлах расчетной сетки. При конечноэлементной аппроксимации 
[28, 112] в качестве неизвестных у выступают коэффициенты разло­
жения приближенного решения по конечноэлементному базису.

При приближенном решении задачи (1), (2) будем использовать 
равномерную, для простоты, сетку с шагом т > 0 и пусть t n = nr, п = 
= 0,1, . . . ,  уп = y(tn )• Наиболее проста для вычислительной реализа­
ции явная схема, когда

---------------h Луп = / „ , п =  0,1, . . -Т
Но явные схемы относятся к классу условно устойчивых, когда устой­
чивость имеет место при ограничениях на шаг по времени. В случае 
рассматриваемой явной схемы эти ограничения имеют вид

Необходимо ориентироваться на безусловно устойчивые разност­
ные схемы. Примером служит чисто неявная схема

Уп + 1 ~ ~ У п  4 г  Л 1Ауп±. 1 — /п) п — 0 ,1 ,...
г (3)
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Вычислительная реализация неявных схем существенно сложнее, 
чем явных. Для нахождения приближенного решения на новом вре­
менном слое в случае (3) решается задача

{Е + тА) уп+1 = У п  + r f n.

Обращение оператора Е + тА — часто большая проблема. Поэтому 
естественно желание строить разностные схемы для решения неста­
ционарных задач, которые были бы безусловно устойчивыми, а их 
реализация была бы существенно более простой, чем для неявных 
схем. Наиболее интересные результаты получены при учете специаль­
ной структуры оператора задачи А.

Определим класс задач (1), (2), когда для оператора А справедли­
во следующее р-компонентное аддитивное представление

v
Д = (4)

а = 1

Считаем, что операторы а  = 1,2, . . .  , р являются более просты­
ми, чем А . Будем так организовать вычисления, чтобы переход на но­
вый временной слой при приближенном решении задачи (1), (2) был 
бы в вычислительном плане не сложнее решения р задач для отдель­
ных операторных слагаемых: А(а\  а  = 1, 2, . . . ,  р, т.е. для уравнений 
типа

——  + А {а)и{а) =  / (а) (<), <> 0, а  = 1,2

Такие разностные схемы мы будем называть аддитивными раз­
ностными схемами.

Простейшим примером аддитивной схемы при двухкомпонентном 
расщеплении

Л = л (1) + Л<2) (5)

будет явно-неявная схема

— — + Л(1)уп+1 +  Л(2)у„ =  /„ , п =  0,1, — , 
т

когда только часть оператора задачи А выносится на верхний времен­
ной слой.

Аддитивная разностная схема определяется, с одной стороны, вы­
бором расщепления (4), заданием отдельных операторных слагаемых
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А^аК ос — 1,2, . . . , р  и, с другой стороны, построением вспомогатель­
ных задач, организацией вычислений на основе решения более про­
стых задач. Отметим некоторые общие возможности выделения опе­
раторов а =  1, 2 , . . . ,  р. Более подробно на содержательных при­
мерах этот вопрос обсуждается в последних трех главах предлагаемой 
книги.

Классическими примерами аддитивных разностных схем являют­
ся экономичные разностные схемы для многомерных задач матема­
тической физики. Примерами простейших экономичных разностных 
схем могут служить хорошо известные схемы переменных направле­
ний [84, 97], когда оператор двухмерной задачи представляется в виде 
суммы двух одномерных. В этом случае мы имеем аддитивные раз­
ностные схемы расщ епления по отдельны м  направлениям .

Часто операторные слагаемые связываются с описанием процессов 
различной природы. Например, в задачах механики сплошной среды 
при описании процессов переноса субстанции можно выделить кон­
вективный перенос за счет движения среды (оператор и за счет
диффузии (оператор А ^ ) .  Чтобы подчеркнуть эту особенность зада­
чи, говорят о расщ еплении по ф изическим  процессам.

При построении вычислительных алгоритмов решения нестацио­
нарных задач для уравнений с частными производными для совре­
менных параллельных компьютеров можно ориентироваться на ис­
пользование методов декомпозиции (разделения) области [78, 83, 96]. 
Отдельный вычислительный узел (процессор) решает краевую зада­
чу в отдельной подобласти. В этом случае мы имеем расщ епление 
по подобластям. Соответствующие аддитивные разностные схемы 
названы регионально-аддитивны ми.

Необходимо заметить следующее. Исследование аддитивных схем 
для задач типа (1), (2). (4) проводится на основе общей теории устой­
чивости операторно-разностных схем [47, 61] при некоторых слабых 
ограничениях на операторные слагаемые ос =  1,2, . . .  ,р. Напри­
мер, основные результаты удается получить для неотрицательных, в 
общем случае попарно неперестановочных а = 1,2, . . . ,р.  Кон­
кретная природа операторов учитывается при конкретизации оценок 
сходимости аддитивных разностных схем. В нашей работе мы форму­
лируем общие условия устойчивости и сходимости различных классов 
аддитивных схем, а иллюстративные примеры построения конкрет­
ных аддитивных схем, которые легко умножить, приведены отдельно.
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Основные результаты теории аддитивных 
разностных схем

История аддитивных разностных схем начинается с работ [84, 97], 
в которых для приближенного решения двухмерных параболических 
задач построены схемы переменных направлений. Эти схемы отно­
сятся к классу эконом ичны х разностны х схем. В них переход на 
новый временной слой осуществляется с числом арифметических дей­
ствий на один узел расчетной сетки, которое не зависит от общего 
числа узлов, подобно простейшим явным разностным схемам.

В схеме переменных направлений в представлении (5) операто­
ры А^а\  а =  1,2 суть одномерные разностные операторы. В схеме 
Ду гласа-Рекфорда решение на новом временном слое находится из 
уравнений

Уп + 1/2 — +  Л(1)уп + 1/2 +  А {2)уп = <Рп, (6)т

Уп + !г—— + ^^У п  + 1/2 +  ^ 2*Уп + 1 =  <£>п, (7)

где (рп = f ( t n+1/2)- Эта схема безусловно устойчива (при всех т > 0) 
при неотрицательных операторах а  =  1,2, и для разностного
решения верна послойная априорная оценка

| ( е  +  г Л (2))  yn +i|| <  I ( я  +  г Л (2))  УпI +  г||р„ц.

Схемы переменных направлений хорошо зарекомендовали себя в 
вычислительной практике и на их использование необходимо ориенти­
роваться при двухкомпонентном расщеплении (5). Много работ посвя­
щено исследованию новых вариантов схем переменных направлений 
и близких к ним. Мы не будем останавливаться на сколько-нибудь со­
держательном анализе имеющихся работ, отсылая читателя к книгам 
[19, 27, 44, 46]) и приведенным в них первоисточникам.

Принципиальной является проблема построения схем переменных 
направлений для общего многокомпонентного расщепления (4). На­
пример, при построении экономичных разностных схем для прибли­
женного решения трехмерных задач приходится ориетироваться на 
трехкомпонентное расщепление

А =  Л(1) +  4- Л(3).
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Легко написать схему расщепления, которая является прямым 
обобщением схемы (6), (7)

+  4<0ц,+1„  +
т

Уп+2/^— —  +  Л (1)уп+1/з  +  Л (2)Уп+2/з +  i4(3)y„ =  <рп>

— —  +  Л (1)уп+2/з  +  i4<2)yn+2/3 +  А (3)уп+1 =  (рп. т

Однако безусловную устойчивость удается доказать только при до­
полнительных и очень жестких условиях перестановочности опера­
торных слагаемых А^а\  а  =  1,2,3.

Для построения экономичных разностных схем для задачи (1) — 
— (3) Н.Н. Яненко предложен метод дробных шагов [71, 74]. В чисто 
неявной схеме покомпонентного расщепления приближенное решение 
находится из решения одномерных задач

т
при использовании расщепления правой части

=  п = 
а=1

( 8)

(9)

Устойчивость схемы (8), (9) легко устанавливается, однако остается 
проблема сходимости разностного решения к точному в силу того, что 
разностные уравнения (8) не аппроксимируют исходное уравнение (1).

Прйнципиальный шаг сделан А.А. Самарским в работе [31], в кото­
рой для исследования аддитивных разностных схем введено новое по­
нятие суммарной аппроксимации. Цепочка уравнений (8) аппроксими­
рует уравнение (1) в суммарном смысле. А именно пусть =  0(1) 
— погрешность аппроксимации соответствующего разностного урав­
нения. Разностная схема (8), (9) аппроксимирует уравнение (1), если

2

= Фпа) — ¥ 0 при измельчении расчетной сетки. На основе по-
а=1

нятия суммарной аппроксимации удается доказать сходимость схем 
покомпонентного расщепления в сеточных гильбертовых и банаховых 
пространствах, базируясь на оценках устойчивости по начальным дан­
ным и правой части для отдельных уравнений схемы (8), (9).
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Для построения схем второго порядка точности по т (см. [68, 69]) 
используется идея симметризации. Повышение точности достигается 
за счет перехода от последовательности решения задач

Л(1),— э. л<2>.—  ̂- - -.— ^

к цепочке

Л(1) К -► A (2) I—»- - - -1— Air) I—► I—►... I—).

при переходе на новый временной слой.
На основе идеи суммарной аппроксимации построены (см. [33, 35, 

36, 39] локально-одномерные разностные схемы для приближенного 
решения краевых задач для параболических уравнений и систем. От­
дельно внимания заслуживают работы по построению аддитивных 
разностных схем для уравнений гиперболического типа [21, 22, 34, 40].

Среди многих исследований по построению различных вариантов 
схем покомпонентного расщепления выделим работу [17], в которой 
приближенное решение задачи (1), (2), (4) определяется из

а = 1 ,2рт

Уп +1 = п =  0,1, . . .

Основное возможное преимущество этой аддитивно-усредненной раз­
ностной схемы связано с тем, что вспомогательные величины 
y£+j, а = 1,2, . . . , р  могут рассчитываться независимо. Это обстоя­
тельство особенно важно при построении вычислительных алгорит­
мов для современных параллельных компьютеров.

Следующий важный шаг в теории аддитивных разностных схем 
сделан в работах [1, 3]. Вместо нахождения скалярной функции и из 
(1), (2), (4) ищется вектор U =  {г^1), и^2\  . . . ,  и ^ } .  Каждая отдельная 
компонента определяется как решение однотипных задач

= л«), о  о,
/3=1

!!<*> (0) =  14°, ос — 1, 2, . . . ,  р.
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Для решения этой системы уравнений используется, например, сле­
дующая векторная аддитивная разностная схема:

(а) (<*)
Уп+1 -  Уп

+ E ^ ' s « . +  Е  = »>..
/3=1 /3=а+ 1

fi — 0,1, . . . ,  о? — 1, 2, . . . , р .

В этом случае мы имеем схему полной аппроксимации — каждое раз­
ностное уравнение аппроксимирует уравнение (1). К достоинствам 
векторных аддитивных схем следует отнести простоту построения 
схем повышенной точности. Кроме того, без принципиальных ослож­
нений удается рассмотреть аддитивные схемы для эволюционных 
уравнений второго порядка, когда решается задача Коши для урав­
нения

d?u
+ Аи = /  (<), < > 0

при расщеплении (4).
Общим методологическим принципом получения разностных схем 

заданного качества является принцип регуляризации разностных схем 
[41]. Он основан на использовании общих результатов теории устой­
чивости операторно-разностных схем и возмущении коэффициентов 
разностной схемы. На его основе получены устойчивые разностные 
схемы для многих задач математической физики, классы монотон­
ных разностных схем, строятся итерационные методы. Такой общий 
подход используется и для конструирования аддитивных разностных 
схем.

На основе принципа регуляризации выделен [57] новый класс ад­
дитивных разностных схем, которые относятся к классу схем полной 
аппроксимации. Запишем для (1), (2) схему

У п  + ( Е  + г  А ) - 1 А у п + \  = /„, п = 0,1,...,
т

которая немного отличается от чисто неявной схемы (3) правой ча­
стью. В этом случае безусловная устойчивость обеспечивается муль­
типликативным возмущением оператора А .

Для задачи (1), (2), (4) аналогичным образом строится регуляри- 
зованная аддитивная разностная схема

- -  У п  +  Y 1  ( Е  +  < т т А а̂ ) )  А ^ а ) У п + 1  =  / п ,  П =  0 , 1 ,  — ,
а= \
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которая устойчива при а > 0, 5р. Эта схема строится на основе муль­
типликативного возмущения каждого отдельного операторного слага­
емого в расщеплении (4). На таком пути строятся регуляризованные 
аддитивные разностные схемы второго порядка точности по г, рассма­
триваются аддитивные схемы для эволюционных уравнений второго 
порядка.

Вопросы построения, исследования и применения аддитивных раз­
ностных схем находят отражение во многих публикациях. Мы остано­
вились лишь на тех, которые, с одной стороны, носят, на наш взгляд, 
принципиальный характер, а с другой — наиболее полно отвечают 
содержанию нашей книги.

О содержании книги
Теория аддитивных разностных схем базируется на общей теории 

устойчивости (корректности) операторно-разностных схем, основные 
результаты которой суммированы в главе 1. Рассматриваются задачи 
Коши для дифференциально-операторных уравнений первого и вто­
рого порядка в гильбертовом конечномерном пространстве. Приво­
дятся основные сведения из теории операторов в таких пространствах, 
которая является основным математическим аппаратом теории устой­
чивости операторно-разностных схем. Для их приближенного реше­
ния нестационарных задач строятся двух- и трехслойные разностные 
схемы, для которых формулируются условия устойчивости в виде лег­
ко проверяемых операторных неравенств. Особого внимания заслу­
живают критерии устойчивости схем с весами. Кратко обсуждаются 
вопросы исследования разностных схем в банаховых пространствах 
сеточных функций.

Главы 2-6 являются центральными в книге. В них рассматривают­
ся основные классы аддитивных операторно-разностных схем для эво­
люционных уравнений первого и второго порядка. Исследование про­
водится в достаточно общих условиях с привлечением слабых ограни­
чений на операторы задачи. Формулируются лишь наиболее важные 
результаты с привлечением минимального математического аппара­
та. Отмечаются особенности и связи различных классов аддитивных 
операторно-разностных схем.

Глава 2 посвящена рассмотрению наиболее хорошо изученного 
класса двухкомпонентных аддитивных схем, когда оператор задачи 
расщепляется на сумму двух .операторов. К такому классу аддитив­
ных схем принадлежат классические схемы переменных направлений.
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К этим схемам тесно примыкают факторизованные аддитивные раз­
ностные схемы. Подробно исследуется специальный класс аддитивных 
схем двухкомпонентного расщепления для задач с самосопряженным 
оператором — аддитивные схемы попеременно-треугольного метода. 
Их рассмотрение проводится на основе прямого использования об­
щих результатов теории устойчивости операторно-разностных схем. 
Строятся аддитивные разностные схемы для эволюционных уравне­
ний второго порядка, факторизованные разностные схемы многоком­
понентного расщепления.

Безусловно устойчивые аддитивные схемы многокомпонентного 
расщепления для произвольных некоммутируемых операторов стро­
ятся на основе понятия суммарной аппроксимации. В главе 3 рассма­
триваются различные подходы приближенного решения задачи Ко­
ши для эволюционного уравнения на основе решения промежуточных 
задач для отдельных операторных слагаемых. Проведено исследова­
ние стандартных схем покомпонентного расщепления и аддитивно- 
усредненных схем покомпонентного расщепления. Оценки устойчиво­
сти в гильбертовых и банаховых конечномерных пространствах полу­
чены на основе соответствующих априорных оценок для промежуточ­
ных задач. Кратко обсуждаются вопросы построения и исследования 
аддитивных схем покомпонентного расщепления второго порядка точ­
ности.

В главе 4 рассматриваются векторные аддитивные разностные схе­
мы многокомпонентного расщепления. Исходная задача формулиру­
ется как векторная, при этом вместо одного приближенного решения 
находится вектор приближенных решений. Соответствующие адди­
тивные схемы относятся к схемам полной аппроксимации — на каж­
дом шаге находится приближенное решение задачи. Построение век­
торных аддитивных разностных схем проведено на единой методиче­
ской основе с привлечением результатов общей теории устойчивости 
операторно-разностных схем и принципа регуляризации. Рассматри­
ваются двух- и трехслойные векторные аддитивные схемы для эволю­
ционных уравнений первого и второго порядка.

В главе 5 отражены некоторые новые результаты по построе­
нию устойчивых разностных схем на основе принципа регуляризации 
разностных схем — возмущения операторов разностной схемы. Для 
эволюционного уравнения первого порядка построены аддитивные и 
мультипликативные регуляризованные разностные схемы. Конструк­
тивные возможности принципа регуляризации разностных схем де­
монстрируются при построении безусловно устойчивых аддитивных 
разностных схем при многокомпонентном расщеплении. Проводится
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построение регуляризованных аддитивных схем второго порядка точ­
ности, рассматриваются регуляризованные аддитивные разностные 
схемы для уравнений второго порядка.

Итерационные методы решения стационарных задач математиче­
ской физики часто интерпретируются как методы установления при 
решении нестационарных задач. Многие итерационные методы мож­
но связать с использованием тех или иных аддитивных схем. В гла­
ве 6 приведены основные факты теории итерационных методов и об­
суждаются возможности построения итерационных методов на осно­
ве расщепления оператора задачи на сумму более простых операто­
ров. Кратко описываются факторизованные методы, примером кото­
рых является итерационный метод переменных направлений. В на­
стоящее время большого внимания заслуживает класс итерационных 
попеременно-треугольных методов. На основе аддитивных разност­
ных схем строятся новые классы общих итерационных методов, свя­
занных с группированием уравнений или неизвестных. Примерами та­
ких методов служат блочные итерационные методы, альтернирующий 
метод Шварца в различных вариантах.

Главы 7-9 посвящены рассмотрению некоторых примеров адди­
тивных разностных схем. Основное внимание уделяется выбору рас­
щепления оператора задачи А на отдельные операторные слагаемые 

а  =  1,2, Приведены примеры аддитивных разностных
схем при расщеплении по пространственным переменным, по физиче­
ским процессам, а также схемы декомпозиции области. Подчеркнем, 
что сам набор модельных задач подчинен демонстрации возможно­
стей аддитивных разностных схем при решении самых разнообразных 
задач. Поэтому все другие аспекты исследования рассматриваемых 
задач остаются вне нашего рассмотрения.

В главе 7 аддитивные разностные схемы применяются при чис­
ленном решении многомерных нестационарных задач математической 
физики, когда в качестве наиболее простых выступают одномерные 
задачи. На основе расщепления по пространственным переменным 
строятся локально-одномерные схемы для параболического уравне­
ния, для уравнения переноса и гиперболического уравнения второго 
порядка. Рассмотрена также некорректная задача Коши для эволю­
ционного уравнения первого порядка — начально-краевая задача для 
параболического уравнения второго порядка с обратным временем.

В главе 8 рассмотрены примеры аддитивных разностных схем, в 
которых отдельные операторные слагаемые несут разную смысловую 
нагрузку — расщепление по физическим процессам. Строятся раз­
ностные схемы на основе разделения процессов диффузии и конвек­
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ции при решении нестационарной задачи конвекции-диффузии. При­
веден пример построения аддитивных разностных схем для систем 
параболических уравнений. В этом случае расщепление позволяет 
перейти к решению последовательности задач для отдельных, сла­
бо связанных друг с другом, параболических уравнений. Рассмотре­
ны проблемы численного решения нестационарных задач динамики 
несжимаемой жидкости при использовании переменных функция то­
ка, вихрь скорости и естественных переменных скорость, давление. 
На основе использования аддитивных схем строятся удобные для ре­
ализации вычислительные алгоритмы расчета вихря скорости и дав­
ления.

В главе 9 строятся вычислительные алгоритмы декомпозиции 
области, ориентированные на современные параллельные компьюте­
ры. Исходная задача разбивается на ряд подзадач, каждая из кото­
рых решается в своей подобласти на своем процессоре. Рассмотрены 
регионально-аддитивные разностные схемы для приближенного ре­
шения нестационарных задач математической физики. Исследуются 
разностные схемы декомпозиции области при решении краевых задач 
для параболических и гиперболических уравнений второго порядка на 
основе тех или иных аддитивных разностных схем. Рассмотрены схе­
мы двухкомпонентного расщепления, суммарной аппроксимации при 
многокомпонентном расщеплении, векторные аддитивные схемы.

Все это позволяет нам сделать вывод о том, что аддитивные раз­
ностные схемы есть удобный и незаменимый математический аппарат 
для построения эффективных вычислительных алгоритмов для при­
ближенного решения самых разных задач для уравнений с частными 
производными и их систем.



Глава 1

У с то й ч и в о сть
оп ераторн о-разн остн ы х схем

Рассматриваются задачи Коши для дифференциально-оператор­
ных уравнений первого и второго порядка. Для их приближенного 
решения строятся двух- и трехслойные разностные схемы. Исследо­
вание проводится на основе общей теории устойчивости операторно­
разностных схем в сеточных гильбертовых пространствах. Основное 
внимание уделяется получению критериев устойчивости схем с веса­
ми. Отмечены особенности исследования разностных схем в банахо­
вых пространствах сеточных функций.

1.1. Задача Коши для
дифференциально-операторного
уравнения

Исследование разностных схем для задач математической физики 
обычно проводится в гильбертовом пространстве сеточных функций 
[47]. Поэтому мы даем минимальный справочный материал о матема­
тическом аппарате теории разностных схем, основанном на рассмотре­
нии операторов в конечномерных гильбертовых пространствах. Ста­
вится задача Коши для дифференциально-операторного уравнения 
первого порядка, приводятся простейшие априорные оценки для ре­
шения, которые являются ориентиром при рассмотрении операторно­
разностных схем.

1.1 Л . Гильбертовы  пространства

Мы рассматриваем вещественное линейное пространство [25] 
И. для элементов которого введены операции сложения и умножения 
на вещественное число, т.е. каждой паре у £ Я, v £ Я ставится в 
соответствие элемент y + v £ Н  и для каждого у £ Н  и вещественного 
числа А поставлен в соответствие элемент А у £ Я . При этом для эле­
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ментов у, v ,:  из Я  и вещественных чисел Ли у. выполнены следующие 
аксиомы:

1) У +  v =  v +  у, у + (v + z) =  (у + v) + z;
2) \(цу) = (Лд)у;
3) А(у + v) = Ay + Av, (A + //)t/ = Ay + ц у \
4) существует однозначно определенный элемент 0 такой, что для 

любого у Е Я  имеет место у +  0 =  у;
5) для каждого у £ Я  существует однозначно определенный эле­

мент (—у) G Я такой, что у + (—у) = 0;
6) 1 • у = у.
Элементы у, , г =  1, 2 , . . . ,  m линейного пространства Я называют­

ся линейно независим ы м и, если из равенства
т

А *у, =  0
1 = 1

следует, что А; = 0, г = 1,2, . . . , ш .  В противном случае элементы 
Ух, г =  1, 2, . . . ,  m называются линейно зависимыми.

Непустое замкнутое множество Н\ элементов линейного простран­
ства Я называется подпространством , если вместе с элементами 
Уг, г =  1,2, . . . ,  т множество Н\  содержит любую линейную комбина-

т

цию этих элементов.
»=1

Пространство Я  называется ^-мерным, если в Я  существует к 
линейно независимых элементов, а всякий (к + 1)-й элемент линейно 
зависим.

Линейное пространство Я называется норм ированны м , если для 
каждого*элемента у Е Я определено вещественное число ||у||, называ­
емое нормой, удовлетворяющее условиям:

1) IMI > 0 и II,;; =  0, если только у = 0;
2) ||Ау|| = |А|||у||;
3) | | у  + «|| < ||у|| + ||v|| (неравенство треугольника).
В одном и том же линейном пространстве норму можно вводить 

различными способами. Пусть ||y||i и ||у||2 — некоторые две нормы в 
Я. Если существуют постоянные 0 < М\  < М 2  такие, что для любого 
у G Я  верны неравенства

A/i||y||i < ||у||3 < AfalMli,

то эти нормы называются эквивалентны м и. В конечномерном про­
странстве любые две нормы эквивалентны.
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Последовательность у,- элементов линейного нормированного про­
странства Я называется сходящейся к элементу у £ Я , если

последовательность у* называется фундаментальной.
Линейное нормированное пространство Я  называется полным, ес­

ли всякая фундаментальная последовательность у,- из этого простран­
ства сходится к элементу у из этого же пространства Я. Полное линей­
ное нормированное пространство Я  называется банаховым. Всякое 
конечномерное линейное нормированное пространство — банахово.

Для каждой пары элементов у, v вещественного линейного про­
странства Я  определим скалярное произведение (у, v) такое, что

1) (y,v) =  (v, у);
2) (у +  v,z)  =  (y,z) + (v, z);
3) (Ay, v) =  \{y,v);
4) (у, У) > 0 и (у, у) =  0 только для у =  0.
Линейное вещественное нормированное пространство Я с нормой 

||у|| = у/(у, у) называется унитарным. Полное унитарное пространство 
Я называется гильбертовы м. Конечномерное унитарное простран­
ство является полным.

Элементы у и v унитарного пространства называются ортогональ­
ными, если (у, г?) =  0. Система у», г =  1,2, . . . , т  элементов из Я  
называется ортогональной системой, если (у;,у; ) =  =
= 1,2, . . . , m ,  где

— символ К ронекера.
Для элементов у, v унитарного пространства Я  справедливо нера­

венство К ош и —Б уняковского (Ш варц а)

причем равенство имеет место тогда и только тогда, когда у и и ли­
нейно зависимы.

Для элементов у и v из унитарного пространства Я  справедливо 
равенство параллелограмма

0 при г, j 00, то

1(у.«)1<1|у|ИМ1,

Иу  +  v ||2 +  ||у  — иЦ2 =  2 ( | | у ||2 4- | М | 2) .

Имеет место также тождество

(».») = J(llv + »ll3-lly-®lla)
для любых элементов у иг; унитарного пространства.
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1.1.2 . Л инейны е операторы  в конечном ерном  
линейном  пространстве

Всюду ниже предполагается, что Я  — конечномерное линейное 
нормированное пространство.

О ператор А представляет собой правило, по которому каждому 
элементу у из некоторого множества V  С Я  ставится в соответствие 
элемент v из множества 1Z С Я. Множество V  называется областью  
определения оператора А (обозначается V[A)), а множество эле­
ментов v = Ay G 72. называется м нож еством  значений оператора 
A (11(A)). Через 0 обозначается нулевой оператор, а через Е — еди­
ничный. Будем говорить, что оператор А действует в пространстве 
Я , если V(A)  = Я  и 11(A) С Я.

Пусть оператор А отображает V(A)  на 11(A) взаимно однознач­
но. Тогда можно определить оператор Л""1, действующий из 11(A) в 
Х>(Л), такой, что A ~l v = у, если Ay = v. В этих условиях оператор А 
называется невы рож денны м , а Л-1 — обратным оператору А.

Оператор А называется линейны м, если для любых у, v £ £>(Л) 
и вещественных чисел Л,//

А (Ху + //v) =  ХАу + //Av.

Линейный оператор А в конечномерном линейном пространстве Я 
имеет обратный оператор с областью определения V ( A ~ l ) = Я  тогда 
и только тогда, когда уравнение Ау — 0 имеет единственное решение 
У =  0.

Оператор Л, действующий в Я , называется ограниченны м, если 
существует постоянная М  > 0 такая, что

||Ау|| < М\\у\\

для любых у G Я. В конечномерном пространстве любой линейный 
оператор ограничен.

Наименьшая из таких постоянных М  называется нормой опера­
тора А и обозначается ||А||. Из определения нормы оператора следует

1И11 = sup =  sup 11Л*/Н-у* 0  ||У|| ||у||=1

Норма оператора обладает следующими свойствами:
1) ||АЛ|| =  |А ||И ||;
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2) |И  + В | | < | И | |  +  ||В||;
3) | |Л Я ||< ||Л || | |В ||.
Если (АВ)у  =  (ВА)у  для всех у G Я, то операторы А и В называ­

ются перестановочны м и (АВ = В А).
Ограниченный оператор А-1 существует тогда и только тогда, ко­

гда найдется постоянная & > 0 такая, что

ш \ > т \

для всех у £ Я , причем ||А“ 1|| < J ” 1.

1.1.3. О ператоры  в конечном ерном  гильбертовом  
пространстве

Оператор А* называется сопряж енны м  оператору А в гильбер­
товом пространстве Я, если для всех y.v  £ Я выполнено тождество

(Ay, v) = (y,A*v).

Для линейного ограниченного оператора А с областью определения 
Х>(А) =  Я  существует единственный оператор А* с областью опреде­
ления Т>(АШ) = Я.

Имеют место равенства

{А*)* =  А, (А + Я)* = А* + Я*, (Ай)* = ЙЖА*.

Оператор А* линеен и ограничен, причем ||А*|| =  ||А||, кроме того

UW = уД аЩ -

Оператор А, действующий в Я , называется самосопряж енны м , 
если А* =  А. Если А и В — самосопряженные операторы, то Ай 
является самосопряженным тогда и только тогда, когда операторы А 
и В перестановочны.

Оператор А называется кососимм етричны м , если А* = —А. Лю­
бой оператор А можно представить в виде суммы самосопряженного 
и кососимметричного операторов

А =  А0 4* Ai,

Л0 =  ^ И  +  уС) ,  =

где
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Оператор Л в конечномерном вещественном гильбертовом про­
странстве Я  называется:

неотрицательным (А > 0), если (Лу, у) > 0 для всех у £ Я;
положительным (А > 0), если (Лу, у) > 0 для всех у £ Я, кроме 

У  =  0;
положительно определенным (Л > <Я£), если для 5 > 0 и всех 

у G Я  имеет место неравенство (Лу, у) > £||у||2.
В силу определения неравенство А > В означает, что А — В > 0. 

Если оператор Л, действующий в конечномерном гильбертовом про­
странстве Я, положителен, то существует оператор Л” 1. Для поло­
жительно определенного оператора 11Л“ 11| > S ~ l .

Произведение двух перестановочных неотрицательных самосопря­
женных операторов А и В есть также неотрицательный самосопря­
женный оператор. Для любого линейного оператора Л операторы А х А 
и А А* неотрицательны и положительны, если Л — положительный 
оператор.

Оператор В называется квадратным корнем из оператора Л,
если В 2 — А [В = Л1/ 2). Существует единственный неотрицательный 
самосопряженный корень из любого неотрицательного самосопряжен­
ного оператора Л, перестановочный со всяким оператором, перестано­
вочным с Л.

Для самосопряженного неотрицательного оператора А имеет ме­
сто обобщенное неравенство Кош и—Буняковского (неравен­
ство Шварца):

{Ay,v)2 < (Ay, у) ( A v , v ) .

Пусть D — самосопряженный положительный (неотрицательный) 
оператор, действующий в Я. Тогда можно ввести энергетическое 
пространство Я/), состоящее из элементов Я, со скалярным произ­
ведением

(y,v)D -  (Dy,v ) 

и нормой (полунормой)

IM b = V ( Dy> у)•

Имеет место неравенство

1(у.®)1 < IMUIMU-'
для Л = А* > 0. Для неотрицательного оператора Л число (Лу, у) 
называется энергией оператора.
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Если существуют постоянные 72 > 7i > 0 такие, что для линейных 
операторов А и В верны неравенства

~)\В < А < 72В,

то такие операторы называются энергетически эквивалентными.
Если

5Е < А <  Д £ ,

то числа S и Д называются границами оператора А.

1.1.4. Задача К ош и для эво л ю ц ио н н о го  уравнения 
первого порядка

Рассмотрим задачу Коши для дифференциально-оператор­
ного уравнения первого порядка

где /(/), i/° — заданные, u(t) — искомая функции со значениями в 
конечномерном гильбертовом пространстве Н .

Приведем простейшую априорную для решения задачи (1.1), (1.2), 
выражающую устойчивость по начальным данным и правой части.

Теорема 1.1. Пусть А > 0, тогда для решения задачи (1.1), (1.2) 
верна априорная оценка

Доказательство. Домножая уравнение (1.1) скалярно на t*(/), по­
лучим равенство

— + Лг/ =  / (<) ,  t > О, 

a (0) = гг0,

(1.1)

(1.2)

(1.3)

о

Имеем



28 Глава 1. Устойчивость операторно-разностных схем

(/,«)< 11/11IMI,
что с учетом неотрицательности оператора А приводит к неравенству

^1М1 < 11/11-

Отсюда непосредственно вытекает доказываемая оценка (1.3). ■

Зам ечан и е 1. В условиях теоремы 1.1 часто более удобно ориенти­
роваться на априорную оценку для квадрата нормы решения. Принимая 
во внимание

( / ,« )<  1ц/н2 + 1|М12,

придем к неравенству

^1М12 <1М12 + 11/И2

и поэтому

IM<) II2 < ехр(<) ( llu°t|2 + J ехр(-6>) I I /(6>) ||2е0 | . (1.4)

Доказательство оценки (1.4) основывается на следующем простей­
шем варианте лем м ы  Гронуолла*.

Л ем м а 1.1. Для функции #(£), удовлетворяющей неравенству

< ад {t) +  b ( t ) ,  t > О 
at

с а = const, b(t) >  0, верна оценка

д (*) <  exp (at) (—ав) 6(0) ёв

Зам ечание 2. В более общих условиях А > &Е, 8 =  const для 
решения задачи (1.1), (1.2) на основе леммы Гронуолла устанавливается 
априорная оценка

Н« (О II <  exp ( - i t )  ^ ||« °|| +  J  ехр (60) | | /  (0 ) |\<Ю
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На приведенные оценки устойчивости решения задачи (1.1), (1.2) 
по начальным данным мы будем ориентироваться при построении и 
исследовании операторно-разностных схем (после дискретизации по 
времени).

1.1.5. Система л ин е йн ы х обы кновенны х 
ди ф ф е р ен ц иа л ьны х уравнений

В качестве характерного примера задачи (1.1), (1.2) рассмотрим 
задачу Коши для системы линейных обыкновенных дифференциаль­
ных уравнений первого порядка. Пусть и = {ui, г/2, • • •, um} — вектор 
неизвестных, а /  = { /ь  /2? • • •, / т } ~  заданный вектор правых частей 
и

+  £  оу (0 из (<) = /«(*)> * > °> (1*5)
j = i

ui(0) = u°, г =  1,2, (1.6)

С использованием векторных обозначений задачу (1.5), (1.6) мо­
жем записать как задачу Коши для одного уравнения

d u
—  +  Аи =  / (<) ,  <> 0, (1.7)

и (0) =  гг0, (1.8)

где А = {ciij} — матрица с элементами atJ , i . j  = 1,2, . . . ,  m.
Матрица А может рассматриваться как линейный оператор, дей­

ствующий в конечномерном гильбертовом (евклидовом) пространстве
т

Н  = 12, в котором скалярное произведение есть (у, у) = ^  у*и*, а нор-
г = 1

м а  ||у|| =  > / ( у , у ) .

1.1.6. Краевая задача дл я  одном ерного 
параболического уравнения

К дифференциально-операторным уравнениям мы приходим при 
дискретизации (конечноразностной или конечноэлементной) по про­
странственным переменным в нестационарных задачах математиче­
ской физики. Здесь мы ограничимся иллюстративным примером кра-
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евой задачи для одномерного параболического уравнения. Более со­
держательные многомерные задачи являются основным объектом на­
шего исследования и будут рассматриваться позднее.

Пусть u(x,t)  определяется из решения уравнения

1н ~ вх  (*^Лв) = 0<х</> < > 0 > (L9)
дополненного простейшими граничными и начальным условиями

ti((M) =  0, и (/,0 = 0, t >  05 (1.10)

и (х, 0) = и° (ж), 0 < х < /. (1.11)

Обозначим через й равном ерную  сетку с шагом h на интервале 
Q = [0,/]

со =  {я | х =  — г'Л, г =  0,1?. . . ,  TV, Nh  =  /},

причем со — множество внутренних узлов, а дм — множество гранич­
ных узлов.

Разложение по формуле Тейлора в окрестности произвольного 
внутреннего узла х = х,- дает

. du h2 d2u h3 d3u 44
u<±1 = ± hTx {x' ] + T  {x' ] ± Y d ^  (xi) + 0  (/i }

для достаточно гладкой функции и(х). Здесь использованы обозна­
чения щ =  и(х{). Поэтому для левой разностной производной 
(опуская индекс г) имеем

Ид:
h d2u
2 5 ? (*0 + о ( л 2).

Тем самым левая разностная производная и£ аппроксимирует пер­
вую производную du/dx  с первым порядком (погрешность аппрокси­
мации 0(h)  в каждом внутреннем узле) при и(х) Е С^2̂ (Г2). Анало­
гично для правой разностной производной получим

щ + 1  -  щ du . ч h d2u . л  /. 2\
2 dx2

При использовании трехточечного шаблона (узлы x,_i,  х,*, x,+i ) 
можно использовать центральную  разностную  производную

du h2 d3u . 3,
“ • = — ^ —  = г г (1‘ >+ у й з (1' | + 0 ('‘ ) '2/i
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которая аппроксимирует производную du/dx  со вторым порядком при
ti(x) € С<3>(0 )-

Для второй производной d2u /dx2 подобные выкладки дают

_  их — и$ _  txj+i -  2щ +  txj_i 
U£x ~  h “  h2

Этот разностный оператор аппроксимирует в узле х =  я» вторую про­
изводную со вторым порядком при и(х) £ С(4)(Г2).

На множестве сеточных функций, обращающихся в нуль на мно­
жестве граничных узлов (см. (1.10)), определим разностный оператор

Ay = - ( a y s )x , х €  и. (1.12)

Для достаточно гладких коэффициентов к(х) можно использовать

а» =  i/2 =  к (х,- -  0,5Л),

CLi --
&»-i  +  к {

а ‘ - 2 { к Ь + 1)  ■

Задаче (1.9) — (1.11) ставится в соответствие задача Коши для 
дифференциально-операторного уравнения

dv
— -ь Ау =  / ,  х 6 W, О  0, 

у (х, 0) =  и0 (х ) , х € ы.

(1.13)

(1.14)

Определим гильбертово пространство сеточных функций Н = 
— 1/2(cj) на множестве сеточных функций у(х) = 0 ,  х ^ со со ска­
лярным произведением

(у, и) =  ] Р у ( х ) « ( х ) Л .
x£ui

Разностный оператор А является самосопряженным ъ Н (А = А*). 
Справедливость равенства (Ay, v) =  (у, Av) проверяется непосред­
ственно. Кроме того (более подробно см. [47]), для оператора А при 
обычных ограничениях к(х) > к верна оценка снизу

А > k\ qE,
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где Ао — минимальное собственное значение разностного оператора 
второй производной

4 . 2 7ГЛ 8
A° = P sm

В силу этого для решения задачи (1.13), (1.14) имеет место оценка 

||у ОМ) II < ехр(-/сЛо<) |||tx °(x )|| +  J  ехр(/сАо0) | | /  (х, в) ||d0 |  .

Подобным образом рассматриваются аппроксимации по простран­
ственной переменной в задаче (1.9) — (1.11) на основе метода конеч­
ных элементов и других проекционных методов.

1.1.7. У равнения  второго  порядка

Помимо дифференциально-операторного уравнения первого по­
рядка, отдельного рассмотрения заслуживают уравнения второго 
порядка. Ставится задача Коши

^ 7  +  Аи =  / (<) ,  О  0, (1.15)

и (°) =  <Л ^ ( 0 )  = iA  (1.16)

К задаче (1.15), (1.16) мы приходим после дискретизации по про­
странственной переменной в краевой задаче для одномерного уравне­
ния колебаний

0 < * < '' 1 > 0 ,

tx(0,<) = 0, и (/,*) =  0, t > О, 

ди
и (я, 0) =  и0 ( я ) , —  (я, 0) = v° ( я ) , 0 < я < /.

Приведем простейшую априорную оценку для решения рассма­
триваемой задачи (1.15), (1.16), ограничившись случаем постоянного 
(не зависящего от t) самосопряженного оператора А в Я . Домножим 
уравнение (1.15) скалярно на du/dt , что дает
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Для правой части используется оценка

du
dt

2

+
1
2 ii/ ii2-

Приходим к неравенству

£ |Н 2<1М 12 + |

где

N12 =
du
dt + Ы а -

Искомая априорная оценка

Н« (0 112 < ехр (0 ( ||и°||2д + ||в°||2 + j exp (-0) ||/ (0) ||2<й>

выражает устойчивость по начальным данным и правой части для 
дифференциально-операторного уравнения (1.15).

1.2. Двухслойные операторно-разностные 
схемы

Для приближенного решения задачи Коши для дифференциально­
операторного уравнения первого порядка используются двухслой­
ные операторно-разностные схемы. Исследование базируется на ис­
пользовании результатов общей теории устойчивости операторно­
разностных схем. Вводятся основные понятия теории устойчиво­
сти операторно-разностных схем, рассматриваемых в конечномерных 
гильбертовых пространствах, формулируются критерии устойчиво­
сти двухслойных разностных схем по начальным данным, приводятся 
типичные оценки устойчивости по начальным данным и правой части.

1.2.1. О сновны е понятия

Определим равномерную для простоты сетку по времени 

й т =  ыт U {Т} =  {<„ =  пт, п =  0 ,1,.. . ,N 0, t N0 = T } .

2. С а м а р ск и й  А .А . ,  В а б и щ е в и ч  П .Н .
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Обозначим через А, В : Н Н линейные операторы в Я , зависящие, 
вообще говоря, от т, tn . Рассмотрим задачу Коши для операторно­
разностного уравнения

в  (tn) Уп± 1- -  -~  +  А (<п) Уп =  Уп, tn e u T, (1.17)т

Уо = и°, (1.18)

где уп =  у(<п) G Я  — искомая функция, а <рп,г*° Е Я  заданы. Будем 
пользоваться безындексными обозначениями теории разностных схем

У =  Уп, У =  У п + ь  У =  У п-1 ,

У -  У
т Уь

У -У  
т

Тогда уравнение (1.17) можно записать так:

Byt + A y  = (p, <Gwr . (1-19)

Определим двухслойную  разностную  схему как множество 
задач Коши (1.17), (1.18), зависящих от параметра т; запись (1.17) 
(1.18) (а также (1.18), (1.19)) будем называть канонической ф о р ­
мой двухслойны х схем.

Для разрешимости задачи Коши на новом временном слое предпо­
лагается, что Я ” 1 существует. Тогда уравнение (1.19) можно записать 
в виде

у = Sy  +  тф, S — Е -  тВ~1 А, ф — В ~ 1(р, (1.20)

где, как обычно, Е — тождественный оператор. Оператор 5 называ­
ется оператором  перехода двухслойной разностной схемы (со слоя 
на слой).

Двухслойная схема называется устойчивой, если существуют та­
кие положительные постоянные гп\ и m2, не зависящие от г и выбора 
t*o, <р, что при любых t*o Е Я , (р Е Я, t Е й т для решения задачи
(1.17) , (1.18) справедлива оценка

||yn+i|| < m 1||u°|| +  m2 max ||у?(б)||., t„ £ wT, (1.21)

где H I! и || • ||* — некоторые нормы в пространстве Я . Неравенство
(1.21) отражает свойство непрерывной зависимости решения задачи
(1.17) , (1.18) от входных данных.



1.2. Двухслойные операторно-разностные схемы 35

Разностная схема

в  (<„) Уп+1 ~ Уп +  А (*п) уп =  0, t„e a > T, (1.22)
Т

Уо = и0 (1.23)

называется устойчивой по начальны м  данны м , если для решения 
задачи (1.22), (1.23) выполняется оценка

lll/n+ill < m i||u°||, t„ € ыт. (1.24)

Двухслойная разностная схема

в  (tn) Уп.±У ~ Уп + A (<„) Уп =  Уп, t „ 6 w T, (1.25)
Т

Уо = 0 (1.26)

устойчива по правой  части, если для решения выполняется нера­
венство

Цуп+ill < гп2 шах ||<р(0) ||„  <„€W T. (1.27)
O s P \ t n

Разностная схема (1.22), (1.23) называется /^устойчивой (равно­
мерно устойчивой) по начальным данным в Яд, если существуют по­
стоянная р > 0 и постоянная mi, не зависящие от г, п, такие, что при 
любых п и при всех уп Е Я  для решения уп+\ разностного уравнения
(1.22) справедлива оценка

1|Уп-н11я < Н Ы |я , <n€w T, (1-28)

причем рп < гп\.
В теории разностных схем в качестве константы р выбирается 

обычно одна из величин

Р = 1,
р = 1 + ст, с > О, 

р = ехр (сг),

где постоянная с не зависит от т, п.
Перепишем уравнение (1.22) с учетом (1.20) в виде

y n + i = S y n . (1.29)

2*
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Требование /^устойчивости эквивалентно выполнению двустороннего 
операторного неравенства

- p R <  RS < pR, (1.30)

если R S — самосопряженный оператор (RS  =  S* R). Для любого опе­
ратора перехода в (1.29) условие /^устойчивости имеет вид

S* RS < p2R. (1.31)

Сформулируем разностны й аналог лемм ы  Гронуолла.

Л ем м а 1.2. Из оценки разностного решения на слое

1|Уп+1||< р ||у п || +  г |К | | .  (1-32)

следует априорная оценка

l | y n + i | |  <  р п + 11 М 1  +  ( 1 . з з )
к=0

Тем самым из послойной оценки решения мы получаем априорную 
оценку разностного решения на любой момент времени.

1.2.2 . У сто й чи в о сть  по начальны м  данны м

Сформулируем основные критерии устойчивости двухслойных 
операторно-разностных схем по начальным данным [94]. Наиболее 
важной является следующая [41, 42, 43, 47] теорема о точных (совпа­
дающих необходимых и достаточных) условиях устойчивости в Яд.

Теорема 1.2. Пусть в уравнении (1.22) оператор А является само­
сопряженным положительным оператором и постоянным (не зависит от 
п). Условие

В > ^ Л ,  < € w T (1.34)

необходимо и достаточно для устойчивости в Яд, т.е. для выполнения 
оценки

Ik/n+ilU < I H U , < € w T. (1.35)

Доказательство. Умножая уравнение (1.22) скалярно на у*, по­
лучим тождество

(Byt,Vt) + (Ay,yt) = 0. (1.36)
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Пользуясь представлением

перепишем (1.36) в виде

( ( В ~ ЪА) ш,Уг) + '& (а (у + у'>’У - у') =  0- (1.37)

Для самосопряженного оператора А имеем (Ау, у) =  (у, Ау) и

{А (у + у ) , у -  у) = (Лу, у) -  (Лу, у ) .

Подставляя в (1.37) и используя условие (1.34), приходим к неравен­
ству

из которого следует доказываемая оценка (1.35).
Для доказательства необходимости неравенства (1.35) предполо­

жим, что схема устойчива в Яд, т.е. выполнено неравенство (1.35). 
Докажем, что отсюда следует операторное неравенство (1.34). Будем 
исходить из тождества (1.37) на первом слое п = О

В силу (1.35) это тождество может быть выполнено только при

Так как у0 =  uq G Я  — произвольный элемент, то и элемент w =  
= — B ~ l Auo G Я произволен. В самом деле, задавая любой элемент 
w G Я, находим ио = —A ~l Bw  G Я, так как А ~ 1 существует. Таким 
образом, неравенство выполнено при любых w G Я , т.е. имеет место

Условие (1.34) является необходимым и достаточным для устой­
чивости не только в Яд, но и в.других нормах. Не обсуждая всех 
возможностей в этом направлении (более подробно эти вопросы изло­
жены в [47, 59, 61]), сформулируем без доказательства только резуль­
тат об устойчивости в Н в •

Теорем а 1.3. Пусть в (1.22), (1.23) операторы А и В  постоянны и

Нуп+ i IU < 1Ы1а, (1.38)

2т ( ( в  -  ^ л )  w,w^j +  (Ayi, yi) =  (Лу0,у0), w =

( ( в  -  ^ л )  w ,w j > 0.

операторное неравенство (1.34).

В  =  В* >  0, А =  А* >  0. (1.39)
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Тогда условие (1.34) необходимо и достаточно для устойчивости схемы
(1.22), (1.23) по начальным данным в Н в  с р = 1.

При рассмотрении общих нестационарных задач необходимо ори­
ентироваться на условия р-устойчивости [18, 42, 45].

Теорема 1.4. Пусть А  и В — постоянные операторы и

А  = А* ,  В  = В* > 0.

Тогда условия

< А <  Х- ^ - В  (1.40)
т  т

необходимы и достаточны для p-устойчивости в Н в  схемы (1.22), (1.23), 
т.е. для выполнения

Ь п + \ \ \ в  < р\\Уп \\в-

Доказательство. Записывая схему (1.22) в виде (1.29), из (1.30) 
получим условия устойчивости в Н в

—рВ < В -  т А  < рВ.

Это двухстороннее операторное неравенство формулируется в более 
приемлемой форме в виде неравенств (1.40) на операторы разностной 
схемы. ■

Специально подчеркнем, что в условиях теоремы не предполага­
ется положительность (или хотя бы неотрицательность) оператора А .  
При дополнительном предположении о положительности оператора 
А  устанавливается необходимость и достаточность условий (1.40) для 
p-устойчивости схемы (1.22), (1.23) в Яд.

При р > 1 устойчивость, как и в теореме 1.2, устанавливается для 
двухслойных разностных схем с несамосопряженным оператором В.

Теорема 1.5. Пусть оператор А  является самосопряженным поло­
жительным и постоянным. Тогда при

В > - L - A  (1.41)
1 + р

разностная схема (1.22), (1.23) p-устойчива в Яд.

Доказательство. Добавим и вычтем из основного энергётического 
тождества (см. (1.37))

2г{{в ~ ъА) УиШ) + ~ (Av>v) = 0 (1.42)
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выражение

и получим

1 + Р
т

A ) y t , V t )  + {Ay, у) -  (Ay, у)

T -T T j2 {Ayt ,y t) =  0. 
1 + Р

С учетом условия (1.41) и самосопряженности оператора А после про­
стейших выкладок получим

Оно верно при всех 1 < г] < р и тем самым выполнена искомая оценка

Перейдем к получению априорных оценок, выражающих устойчи­
вость по правой части. На такого типа результатах базируется иссле­
дование сходимости разностных схем для нестационарных задач.

1.2.3. У сто й ч и в о сть  по правой части

Прежде всего покажем, что из устойчивости по начальным данным 
в H r , R =  Я* > 0 следует и устойчивость схемы по правой части при 
использовании нормы ||</?||* =  ||Б “ V ||h-

Теорема 1.6. Пусть разностная схема (1.17), (1.18) /0-устойчива в 
Hr по начальным данным, т.е. имеет место оценка (1.28) при <рп =  0.

(Ау, у ) - р  {Ay, у) + ( р -  1) (Ау, у) < 0. 

Применяя неравенство

\{Ау,у)  | < IlylWMU

и вводя обозначения

придем к неравенству

V2 -  (Р~  !)*? + />< 0.

\\у\\А < IM U

обеспечивающая устойчивость в Яд.
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Тогда разностная схема (1.17), (1.18) устойчива по правой части и для 
решения справедлива априорная оценка

п

||Уп+1 ||я < ^ п+1||«°||я + Е ^ П_'С|1В" 1̂ | |я -  (1-43)
к =О

Доказательство. Так как В ~ 1 существует, то уравнение (1.17) 
можно записать в виде

yn+i =  Syn +  т£„, S = E - tB ~ 1A, фп = В ~ 1<рп. (1.44)

Из (1.44) находим

||у»»-и1|я < ||5у„||я  +  -r||B“ V n ||fi- (1-45)

Требование /^устойчивости схемы по начальным данным эквивалент­
но ограниченности нормы оператора перехода 5

Il'S'ynllfi < р||Уп||я, t € wT.

В силу этого из (1.45) получим

||Уп + 1 IIя < рЦуп||я +r||B"Vn||fi-

Применяя разностный аналог леммы Гронуолла, получаем требуемую 
оценку (1.43), выражающую устойчивость схемы по начальным дан­
ным и правой части. ■

В частности, если D =  А или D =  В (при А = А* > 0 или 
В =  В* > 0), то из (1.43) следуют простейшие оценки устойчивости в 
энергетическом пространстве Н а или Нв-

Некоторые новые оценки для двухслойной разностной схемы
(1.17), (1.18) можно получить при загрублении критерия устойчиво­
сти (1.34).

Теорема 1.7. Пусть А — постоянный самосопряженный и положи­
тельный оператор, а В  удовлетворяет условию

В > Щ ^ тА (1.46)

с некоторой постоянной е >  0, не зависящей от т. Тогда для разностной 
схемы (1.17), (1.18) справедлива априорная оценка

u p l i f t  < i « + ^ i : r i M i i
k - О

(1.47)
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Доказательство. Умножая уравнение (1.17) скалярно на 2ry t , 
аналогично (1.42) получим энергетическое тождество

2т ( ( В ~ \ А) УиШ) + (АУ'у) -  (А У'У) + 2г (̂ >2/«) • (1-48)

Оценим правую часть последнего выражения следующим образом:

2r{<p,yt) < 27-||v?||b - i ||у«||в <

< 2-rei||yt ||B +  2^ ‘IIv3IIb - ‘

с пока неопределенной положительной постоянной Е\. Подставляя эту 
оценку в (1.48), получим

2 r ( ( ( l - £ i  ) ^ ~ ^ ) у е , У е )  + {А  У,у) < [Ау, у) + ^НМ 1в-> • 

Если выполнено условие (1.46), то можно выбрать е\ так, чтобы

и поэтому

( 1 - е , ) В - ^ А  = ( 1 - е 1) ( в - Ц ^ т А ^  > 0 ,

{Ау, у) < (Ау, у) +  •

Последнее неравенство дает оценку (1*47). ■

Теорема 1.8. Пусть А — постоянный самосопряженный и положи­
тельный оператор, а В удовлетворяет условию

B > G  + ^A , G =  G *>  0. (1.49)

Тогда для (1.17), (1.18) верна априорная оценка

(1.50)
k=0

Доказательство. В тождестве (1.48) используем оценку 

2т{<р,уь) < 2T{Gyt ,y t) +  Т-  {G~l ip,<p).
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Подставим эту оценку в (1.48) и с учетом (1.49) получим

(Ау,у) < (Ау, у) +

что но основании разностного леммы Гронуолла дает (1.50).

Исследование сходимости разностных схем проводится в различ­
ных классах гладкости решения исходной дифференциальной задачи, 
и поэтому мы должны иметь достаточно широкий спектр оценок, в ко­
торых, в частности, правая часть оценивается в различных и просто 
вычисляемых нормах. Мы ограничились только некоторыми типич­
ными априорными оценками решений операторно-разностных схем.

1.2.4 . Схемы с весами

Применим теперь полученные результаты к исследованию про­
стейших схем с весами для дифференциально-операторного уравне­
ния первого порядка. Задаче Коши

в которой оператор А > 0, поставим в соответствие двухслойную схе­
му с весами

Исследуемая схема (1.53), (1.54) записывается в каноническом виде 
двухслойной разностной схемы (1.19) с операторами

Теорема 1.9. Для устойчивости по начальным данным разностной 
схемы с весами (1.53), (1.54) в Я необходимо и достаточно выполнения 
операторного неравенства

^  +  Аи  =  /  (<), t > 0, 

и (0) =  и0,

(1.51)

(1.52)

Уп+1 ~  Уп + A (cj/n+i +  (1 ~ <т) уп) — tn € wT, (1.53)г

(1.54)

В  =  Е + <ттА, А > 0. (1.55)

(1.56)
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Доказательство. В силу А > О существует А " 1. Домножая (1.53) 
на А " 1, придем от (1.19), (1.55) к разностной схеме

в которой

В = А“ 1 + <тт£, А = Е.

Необходимые и достаточные условия устойчивости этой схемы по на­
чальным данным в Я  =  Яд (теорема 1.2) имеют вид неравенства

Домножая его слева на А *, справа — на А (неравенство при этом

Для весов <т > 0,5 операторно-разностная схема (1.53), (1.54) без­
условно устойчива (устойчива при любых г > 0).

1.3. Трехслойные операторно-разностные 
схемы

Проведено исследование трехслойных операторно-разностных 
схем. Основой рассмотрения является переход к эквивалентной двух­
слойной операторно-разностной схеме. Получены оценки устойчи­
вости по начальным данным и правой части в различных нор­
мах. Изучаются трехслойные схемы с весами для дифференциально­
операторного уравнения первого порядка и простейшего уравнения 
второго порядка.

1.3.1. У сто й чи в о сть  по начальны м  данны м

При исследовании устойчивости трехслойны х разностны х 
схем используется [45, 47, 61] каноническая ф о р м а  трехслойны х 
разностны х схем: 4

£  1 ~~ У  п 4* Ауп — фги in € wrг

остается в силе), получим (1.56).

B {tn)yn+ l - yn- l 4- Я (tn) (уп+1 — 2уп -f 2/n-i) 4-

4" A  ( t n ) Уп —  *pm п  —  1 ,2 , . . . (1.57)
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при заданных

Уо = И°, Ух =  V0. (1-58)

Получим условия устойчивости по начальным данным при постоян­
ных, не зависящих от п, самосопряженных операторах А , Я, Я, т.е. 
вместо общей схемы (1.57) будем рассматривать

д Уп+1 -  Уп-1 +  Д (уп+1 _  2уп +  + л Уп = 0. (1.59)
1т

Приведем простейшую априорную оценку для схемы (1.58), (1.59), 
которая выражает устойчивость по начальным данным. Положим

«п =  l(y n  +  y n -i) , wn — Уп — Уп—х (1-60)

и с учетом тождества

Уп =  1  (Уп+1 +  2 уп +  Уп- l )  -  1  (Уп+1 -  2 уп +  Уп —i)

перепишем схему (1.59) в виде 

0 wn+1+ w n
В ----- —----- +  R  (U>n+1 -  «»п) -

-  A (tt>n+i -  Wn) +  -  о .  ( 1 - 6 1 )

Домножим скалярно уравнение (1.61) на

2 («п+1 -  «„) =  Юп + 1 + w„, 

что дает равенство

(В (u>n+i +  w „), u;n+1 + w„) + {R (ю„+, -  wn) , u)„+i +  w„),- 

- 1  {A (wn+l -  wn) , wn+1 +  ™n) +

+  (A (un+i +  un) , ttn+1 -  un) =  0. (1-62)

Для самосопряженных операторов Я и Л и неотрицательного опе­
ратора В (В > 0) из (1.62) следует неравенство

1 ^  £п> (1.63)



1.3. Трехслойные операторно-разностные схемы 45

где с учетом обозначений (1.60) имеем

£ п + 1 =  ^  (-4 (у „ + 1  +  У п )  , Уп+1 +  У п ) +  

+  ( Я ( У „  + 1 “  У п ) , У п + 1 -  Уп) -  

-  £  И  (Уп+1 “  Уп) , Уп + 1 -  Уп) • (1.64)

При некоторых ограничениях величина £п, определяемая согласно
(1.64), задает норму и поэтому неравенство (1.63) обеспечивает устой­
чивость операторно-разностной схемы по начальным данным. Более 
точно имеет место следующее утверждение.

Теорема 1.10. Пусть в операторно-разностной схеме (1.59) операто­
ры R  и Л являются самосопряженными. Тогда при выполнении условий

т.е. операторно-разностная схема (1.59) устойчива по начальным дан­
ным.

Особенностью рассматриваемых трехслойных схем является имен­
но сложная конструкция нормы (см. (1.64)). В некоторых важных 
случаях при сужении класса разностных схем, загрублении условий 
устойчивости удается использовать более простые нормы [47, 59, 61].

1.3.2. Переход к двухслойной схеме

Исследование многослойных разностных схем удобно проводить 
на основе перехода к эквивалентной двухслойной схеме. Для двух­
слойных схем получены наиболее глубокие (в частности, совпадающие 
необходимые и достаточные условия устойчивости) результаты.

Обозначим через Я 2 прям ую  сумму пространств Я : Я 2 =
= Я ф  Я. Для векторов U = {гг1, it2} сложение и умножение в Я 2 
определяется покоординатно, а скалярное произведение

(1.65)

имеет место априорная оценка

(1.66)

([/,v ) =  ( u V )  +  (u2,t,2) .
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На Я 2 определим операторы (операторные матрицы)

г* — (  ^ 11 ^ 12 ^
V C 2i G22 )  ’

элементы которых Gap являются операторами на Я . С самосопряжен­
ным положительно определенным оператором G свяжем гильбертово 
пространство Я ^ , в котором скалярное произведение и норма есть

(U,V)g = (GU,V), ||{7||g = 1/ (GU, U).

Трехслойную операторно-разностную схему (1.59) запишем в виде 
двухслойной векторной схемы

уп + 1 __ уп
В -------------- +  А У п =  0, n =  1 ,2 ,... (1.67)т

при соответствующем определении векторов Уп, п =  1,2,....
Исходя из вышеизложенного, для каждого n =  1, 2 ,. . .  определим 

вектор

Уп = (Уп + Уп- l)  ,Уп -  Уп- l j  • (1-68)

В условиях теоремы 1.10 полученной выше оценке устойчивости по 
начальным данным (1.66) в этих обозначениях можно придать вид

11̂ п+1| | с < | |П 1 с ,  (1.69)

где

G и = Л , Gi2 =  G21 = 0, G22 — Я -  -А .
4

(1.70)

С учетом (1.60) двухслойная векторная схема (1.67), (1.68) распи­
сывается следующим образом:

D Un+1 “  Un D Wn+1 ““ л л Л /1 71ч5 П ---------------В \ 2 ------------------ Ь А \\и п -h A \ 2 Wn =  0, (1.71)

В

т т

'Mfi + l — D 1 ~ Wn21--------------- ^ 22---------------- + А2\У-п + i422t^n — О- (1-72)

Равенство (1.71) сопоставляется с трехслойной операторно-разностной 
схемой в форме (1.59). Принимая во внимание тождества

ип+1+ ип ип+1 -  ип
-----------  =  ип +

2 2
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2 (tin+1 -  ип) =  wn+i + wn, 

перепишем (1.59) в более удобном виде
un+, - и п Dwn+i - w n 1

В -------------------+  R ------------------------- - A  u>n + i -  ю „  +
т г 4

+  r j4w2±i— ^ п + А  0 (U 3 )

Для того чтобы от (1.71) перейти к (1.73), положим

В и = В  + ^А,  B 12 = t R - ^ A ,  Ац =  А, А\2 =  0. (1.74)

Уравнение (1.72) не влияет на трехслойную схему (1.59). Ориентиру­
ясь на двухслойные операторно-разностные схемы (1.67) с самосопря­
женным оператором А, определим

В2\ — В 22 — А 21 =  0, А2 2 =  Q , (1.75)

где Q — некоторый самосопряженный положительный оператор.
При выборе (1.74), (1.75) для операторов двухслойной разностной 

схемы (1.67) имеем представление

B =  ^A  +  Q, (1.76)

где

Q n  = B ) Q 1 2  — t R -  -A , Q2\ — - tQ, Q22 = 0. (1.77)

На основе такой записи в условиях теоремы 1.10 устанавливается 
устойчивость операторно-разностной схемы (1.59), т.е. оценка (1.69),
(1.70) . Двухслойная векторная операторно-разностная схема (1.67) 
при самосопряженном и положительном операторе А устойчива по 
начальным данным в # ^ ,  если

В > ^А . (1.78)

Принимая во внимание (1.76), условие (1.78) будет справедливо при

Q > 0.

Оно будет всегда выполнено для оператора Q, определяемого (1.77), 
при В > 0 и выборе

Q = R - l-A .  (1.79)

При (1.79) устойчивость в Н \  соответствует выполнению (1.69),
(1.70) .
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1.3.3 . ^ -устой чив ость  трехслойны х схем

Допуская уменьшение или рост нормы разностного решения зада­
чи, будем ориентироваться на /^устойчивые схемы [18], когда условие 
устойчивости по начальным данным имеет вид

||У "+1||с < Н 1 П |с ,  (1.80)

где р > 0.

Теорема 1.11. Пусть в разностной схеме (1.59) операторы R и А 
являются самосопряженными. Тогда при выполнении условий

В + Т- Р- ^ ± А > 0 ,  Л > 0 ,  Я - 1 а > 0  (1.81)
2р + 1 “  4

с р > 1 имеет место априорная оценка (1.80), (1.70), т.е. операторно­
разностная схема (1.59) />-устойчива по начальным данным.

Доказательство. Двухслойная векторная разностная схема (1.67) 
/>-устойчива с р > 1 при (см. теорему 1.5) выполнении неравенства

В > ——гА. (1.82)
- р + 1

Принимая во внимание (1.76), неравенство (1.82) переписывается в 
виде

Q +  ^ ^ | a > 0 .  (1.83)
I Р +  J

В условиях теоремы выполнение неравенства (1.83) проверяется непо­
средственно. ■

В несколько более общих условиях устанавливаются оценки
/^устойчивости (1.80) с произвольным р > 0 при использовании норм, 
зависящих от р. В операторно-разностной схеме (1.59) введем новые 
неизвестные уп =  pnzn , что дает

В - —- — ---------- Ь В (pzn+1 — 2zn + р l zn- 1) -f Azn =  0. (1.84)

Схему (1.84) запишем в канонической форме

В — 2т П " ^  B ( z n + i  ~  ^z n +  z n - i )  +  A z n — 0. 

Непосредственные выкладки дают 

р2 + 1В = -В + т(р2 -  1) Я,

(1.85)

2



1.3. Трехслойные операторно-разностные схемы 49

R = — - В  +

А =

4т

Р2 - 1
2т

( 1.86)

В + ( р - 1 ) 2 R + pA.

На основании теоремы 1.10 при

в  >  о ,  Д > о ,  r - \ a > 0
”  4

(1.87)

имеет место устойчивость схемы (1.85) по начальным данным и верна 
оценка

Ц2п+1|1б < II^ IIg. (1-88)
где (см. (1.68))

% ~  | 2 (Zn —i  ̂•
С учетом этого определим теперь вектор

у п -  (~Уп 4* ^п— A z n - z n- i j .  (1.89)

Тогда оценка (1.88) примет вид

1|У"+Ч 1 в< Р |1 П 1 в . (1-90)
т.е. исходная разностная схема (1.59) /^устойчива по начальным дан­
ным.

Норма в (1.90) определяется оператором G, для которого

G\\ = Л, G\2 =  G21 =  0, G22 = R — -А .
4

(1.91)

Условия устойчивости формулируются на основе (1.86), (1.87).
Теорема 1.12. Пусть в разностной схеме (1.59) операторы Я, R  и 

А являются самосопряженными. Тогда при выполнении условий

£ ± I b  + t (p2 - 1 ) R > 0 ,

^ — ^-B  + ( p - l ) 2 R + p A > 0 ,
1т

£ р ± В  + {р+1)2 R - p A > 0
I t

(1.92)

с p >  0 имеет место априорная оценка (1.89)— (1.91), т.е. разностная 
схема (1.59) р-устойчива по начальным данным в Я? .



1.3.4 . О ценки в более просты х норм ах

Устойчивость рассматриваемых операторно-разностных схем уста­
новлена в гильбертовых пространствах со сложной составной нормой 
(см. (1.63), (1.64)). При исследовании устойчивости трехслойных раз­
ностных схем получены [47, 61] оценки устойчивости в более простых, 
чем (1.64), нормах. Достигается это за счет несколько более жестких 
условий устойчивости. Сформулируем соответствующий результат.

Теорема 1.13. Пусть в операторно-разностной схеме (1.59) операто­
ры Я и Л являются самосопряженными. Тогда при выполнении условий

В >  0, Л > 0 ,  Я > - Ц - ^ Л  (1.93)

с € >  0 имеют место априорные оценки

1|Уп+ 1 ||2л  <  2 1- ± 1  ( I M f t  +  111/i -  Уо||2д ) , ( 1 . 9 4 )

НУ п -н Нд  +  Ну «  -  У п - 1 ||я <  ———  (||уо||д  +  ||y i  -  У о | | я )  • ( 1 . 9 5 )

Доказательство. В используемых безындексных обозначениях 
У п  = У, У п + 1 =  У, У -  у =  ryt для £n+1, определяемого согласно
(1.64), имеем

1 т2
£п+1 =  (y +  y ) , y + y ) + r 2 («yt ,yt) -  — (Ayt ,yt) =

= (Ау , у)+ т2 (Ryt , y t) . (1.96)

Подстановка у = у + ryt в (1.96) дает

£n+i =  (Ау, у )+т  (A y, yt ) + r 2 (Ryt, yt) <

<  11у 11а  +  7 - | | y | U I | y t | U  +  г 2 Цу«11д.

Принимая во внимание третье неравенство (1.93), получим

£п+1 <  ||у||2л +  - ...''Г ,/2 lly|U||ytHfl 4- r2||yt||fi <
(1 +  е)

< 2 ( ||y |f t  +  r 2| | y ^ ) .

Тем самым установлена оценка снизу для составной нормы

£ n + l < 2 ( | | y n ||2 + | | y n + 1 - y n | £ ) .
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(1.97)
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Оценка сверху устанавливается аналогично. Положим в (1.96) у =  
= У — тУь и с учетом (1.93) имеем

£n+i = (А у , у) - т  (Ay, уе) +  г 2 (Яу(, у£) >

> ||у|1а “  T||y|Ullyt|U +  г2||Уе||д >

> 1 1 у 1 1 ^ -  2 г . 1 / 2 11у 1 Ы 1 у .11я  +  4 Ы 1 ^
(1 4* £)

Для произвольного /3 > 0 получим

£п+1 > (1 -  Р) ||у||а + { 1~ J {T + e ) )  г21М1я- (L98)

Полагая /3 =  1/(1 4-е), из (1.98) имеем

£n+i — j +  £ ИзМ-и На* (1.99)

Принимая во внимание (1.97) и (1.99), из оценки устойчивости (1.63) 
получим доказываемую оценку (см. (1.94)) устойчивости трехслойной 
разностной схемы (1.59) в Яд.

Для доказательства оценки (1.95) положим /3 =  (14-е)"”1/ 2, так что

(1 +  е)|', - 1 = ________е________

( И - е ) 1"  1 +  е +  (1 +  е)1/г

С учетом неравенства (14-е)1̂ 2 < 14-0,5е от (1.98) приходим ко второй 
оценке составной нормы снизу

£n+i > (НУп+ i IIa +  | |Уп+1 ”  Уп\\н) • (1.100)

Из (1.63), (1.97) и (1.100) вытекает оценка (1.95). ■

Оценки типа (1.94) естественны при рассмотрении трехслойных 
схем для эволюционных уравнений первого порядка (параболическое 
уравнение второго порядка), а оценки типа (1.95) — для уравнений 
второго порядка (гиперболическое уравнение второго порядка).
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1.3.5 . У сто й ч и в о сть  по правой части

Приведем некоторые простейшие оценки устойчивости трехслой­
ных операторно-разностных схем по начальным данным и правой ча­
сти. Вместо (1.59) рассматривается схема

в Уп+1 - У п - 1 +  д  (уп+1 _  2Уп + Уп-1) +  А уп =  у„. (1.101)

Теорема 1.14. Пусть в разностной схеме (1.101) операторы R  и А 
являются самосопряженными. Тогда при выполнении условий

В > е Е ,  А >  0, Н > \ а  (1.102)

с постоянной е > 0 для разностного решения справедливы априорные 
оценки

£ n + i < £ i  +  ^ J > M 2 < ( 1- ю з )

(1-104)
1 к- 1

Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 1.10 (см. 
(1.62)) получим равенство

(В  (lOn + l + U>n) 1 w n + l +  U>n) +  £n +1 =  (<£>n,U>n +1 +  Wn ) + £n-

Для получения оценки (1.103) при б > 0 в условиях (1.102) привлека­
ется неравенство

1 т
{<Рп, wn+i +  wn) < —  e||u»„+ i +  w„||2 +  — ||¥>п||2 - 

I t  l e

Неравенство

1 т
(<Pn, W n + l  +  U>n) <  ^ I h n + l  +  U>n||в  +  2 Н ^ Н в - 1 •

используется при доказательстве оценки (1.104). ■

Некоторые другие оценки устойчивости трехслойных разностных 
схем (1.101) по правой части можно получить (см. [47, 61]), ориенти­
руясь на оценки (1.94), (1.95), при несколько более сильных ограни­
чениях на оператор /?.
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1.3.6. Схемы с весами для уравнений первого 
порядка

Для приближенного решения задачи

^  +  Л и  =  /  ( 0  , *  >  о ,

и (0) =  и0

наряду с двухслойными разностными схемами с одним весовым пара­
метром часто используется трехслойная схема с весами

Уп +1 -  Уп — 1 
2т

+ л  (<7iyn + i +  (1 -  СГх -  СГ2 ) Уп + &2Уп — 1) =  Ч>П, (1.105)

п =  1,2, . . . ,

Уо = и°1 2/1 =  и1. (1.106)

Для задания второго начального условия (г/i в (1.106)) со вторым 
порядком в простейшем случае привлекается двухслойная схема, так 
что

+  А
У1 + Уо 

2 = <Ро-

Схема (1.105), (1.106) записывается в каноническом виде (1.57) при

В = Е + т (<Ti — <т2) A, R = ai А. (1.107)

Будем рассматривать случай непостоянного положительного опера­
тора А.

Теорема 1.15. Если А > 0 и выполнены условия

0*1 > <т2, <т\ + <т2 > 2 ’ (1.108)

тогда схема (1.105), (1.106) устойчива по начальным данным и для раз­
ностного решения (при <р = 0) верна оценка

1Г*+ , Ц . < 1 № , (1.109)
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где

Н^П+1||? =  ^1|Уп+1+Уп||2 + ^ (<Г1 +  <Г3 -  1 )  ||Уп+1-Уп||2.

Доказательство. Действуя на (1.57), (1.107) оператором Л "1, по­
лучим

^ Уп+1 У п  1 ^  Д ( у п+1 — 2 У п  +  У п - 1) +
L T

+  Ауп =  фп, п — 1,2, . . . ,  (1.110)

где

В = А~1 + т (<т1 -<т2) Е,  R = Z l ± f * E ,
2 U-111)

А = Е , ^  =  i4“ V*

Применим к схеме (1.110), (1.111) теорему 1.10. При предположениях 
(1.108) справедливы неравенства

й . ' д = ( Д ± - - ' ) г»£ > ,

В — Л "1 + ((Т\ — сг2) тЕ > 0,

которые обеспечивают устойчивость по начальным данным. Причем 
для решения задачи с однородной правой частью (при у? =  0) верна 
оценка (1.109). ■

Большой спектр априорных оценок устойчивости трехслойной схе­
мы с весами (1.57), (1.58) по правой части можно найти в [47, 59, 61].

1.3 .7 . Схемы с весами для уравнений второго  
порядка

Рассмотрим условия устойчивости схем с весами для задачи Коши
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при постоянном, самосопряженном и положительном операторе А .
Для приближенного решения задачи (1.112), (1.113) естественно 

использовать схему с весами

Уп + 1 — 2 Уп +  Уп-1
г* *

+ А (<Т1Уп + \ +  (1 -  (Т\ -  <т2) Уп + СГ2Уп-l) =  <Рп, (1.114)

п =  1,2, . . . ,

Уо =  и °} у \ = и 1. (1.115)

Схема (1.115), (1.115) записывается в канонической форме (1.57),
(1.58) при определении операторов

В = т(<п-<тг)А , R = L E + ? ± ± ? 1 a . (1.116)

Теорем а 1.16. Если постоянный оператор А =  А* > 0 и выполнены 
условия

0*1 > 0*2» + 0г > 2> (1.117)

тогда схема (1.114), (1.115) устойчива по начальным данным и для раз­
ностного решения (при <р =  0) верна оценка

\\у я+%  < 1 № ,

где теперь

+ fell! 7  life -  V n-illL (4 -

Доказательство. Достаточно воспользоваться теоремой 1.10. ■

Условия устойчивости (1.117) можно несколько ослабить, привле­
кая информацию о норме оператора А. Принимая во внимание, что 
А < ЦЛЦ.Е, условия устойчивости (1.'65) для схемы (1.57), (1.116) будут 
выполнены при

о\ > сг2, <Т1+<Т2>
1
2

2
т2||Л|Г

Отсюда, в частности, следуют условия устойчивости явной схемы (в 
(1.114) <7! =  <72 =  0).
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1.4. Устойчивость в конечномерных 
банаховых пространствах

Исследование методов решения нестационарных задач часто про­
водится в банаховых пространствах. Особенное внимание уделяется 
формулированию достаточных условий устойчивости в пространствах 
L\(lj) и Loo(lj). В теории разностных схем рассмотрение базируется на 
применении принципа максимума для сеточных уравнений. В своем 
исследовании мы используем понятие логарифмической нормы соот­
ветствующих операторов в конечномерных банаховых пространствах. 
В качестве примера анализируются двухслойные схемы с весами для 
приближенного решения краевой задачи для одномерного параболи­
ческого уравнения.

1.4 .1 . Задача К ош и д л я  систем ы  обы кновенны х 
диф ф е р ен ц иа л ьны х уравнений

Рассматривается система линейных обыкновенных уравнений пер­
вого порядка

du 171
+ =/ - ( <) ,  *>°> * =  1.2 (1.118)

j  =  1

Полагая и = u(J) =  {щ, t*2, • • •, um}i А = {atj}, запишем (1.118) в 
матричном (операторном) виде

du
-  + A ( t ) u  = f ( t ). (1.119)

Изучаются методы численного решения задачи Коши, когда (1.119) 
дополняется начальным условием

и(0) =  и°, и0 =  (1.120)

В вычислительной практике наибольший интерес вызывает устой­
чивость разностного решения задачи (1.119), (1.120) в Loo (в С) и L\. 
Напомним некоторые основные понятия линейной алгебры. Для нор­
мы вектора и согласованной с ней нормы м атрицы  в L^  имеем

т

IN I»  =  max \ ю { \, ||Л||оо =  max y ' | a , j |. (1.121)
1<г < m  \<%<m*r~J
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Аналогично в L \
т т

INI i  =  X  К1» IHIU =  ,5 * ^  X  1®у 1- (1.122)
f=l

Задачу (1.119), (1.120) будем рассматривать при следующих 
ограничениях. Диагональные элементы матрицы А предполагаются 
неотрицательными и имеется диагональное преобладание по строкам 
или столбцам, т.е. справедливо

т

а ц >  X  1°0'1> г — 1,2, . . .  , т  (1.123)

(нестрогое диагональное преобладание по строкам) либо имеет 
место

ajj ^  ^  у Iai j I» J — 1, 2 , . . . ,  т (1.124)

(нестрогое диагональное преобладание по столбцам). 
Л огариф м ическая норм а м атрицы  А есть [81, 89] число

М 4  = lim<5-ч0+
l|g  +  ^ | | - i

<5

Для логарифмической нормы матрицы в (согласованной с (1.121)) 
и в L\ (согласованной с (1.122)) имеют место выражения

А*ос [А] max
1 < » < т

аи + ^2 Wij 
г& = 1

//i[A] =  max ajj + Y 2  la*iI •
V /

В силу ограничений (1.123), (1.124) в задаче Коши (1.119), (1.120) для 
логарифмической нормы матрицы —А имеем

fi[-A] < 0 (1.125)

в соответствующем пространстве (в Loo ПРИ выполнении (1.123) и в 
L\ — при (1.124)).
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Из свойств логарифмической нормы (см. [81, 82]) отметим следу­
ющие:

1) /л[сА] =  с/л[А], с =  const > 0;
2) fi[cE -f А] = с -f //[Л], с =  const;
3) 1ИН1 > ш ах { -д [-л ], -ц[А]} |Н |.
Наибольшего внимания заслуживает именно свойство 3, которое 

позволяет получить легко вычисляемую по элементам матрицы оцен­
ку нормы Aw снизу. Такая оценка комбинируется с обычной оценкой 
нормы Aw сверху: \\Aw\\ < ||Л|| ||го||.

С привлечением логарифмической нормы получают априорные 
оценки для систем линейных и нелинейных обыкновенных дифферен­
циальных уравнений. Например, для рассматриваемой задачи (1.119), 
(1.120) с постоянным оператором А имеем оценку

выражающую устойчивость по начальным данным и правой части.

1.4.2 . Схема с весами

Построим и исследуем на устойчивость разностные схемы для ре­
шения задачи (1.119), (1.120). Обозначим приближенное решение на 
момент времени tn через уп и запишем двухслойную разностную схе­
му с весами

где, например, А = Л(сг<п+1 -h (1 -  cr)tn) при начальном условии

Достаточные условия устойчивости разностной схемы (1.126), (1.127) 
формулируются в виде следующего утверждения.

Теорема 1.17. Для задачи Коши (1.119), (1.120) с матрицей А, удо­
влетворяющей условиям (1.123) (или (1.124)), разностная схема с весами 
(1.126), (1.127) безусловно устойчива при сг =  1 и условно устойчива при 
0 < сг <  1 в Loo (в L i) , если

Уп+1 Уп + А (<гуп+1 +  (1 -  (Т) уп) =  <рп , (1.126)г

(1.127)

(1.128)
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При этом для разностного решения верма априорная оценка

11уп+1||<1П 1 + £ тЫ -  (1Л29)
к = 0

Доказательство. Из (1.126) следует

(Е +  (утА ) у„+1 = {Е -  (1 -  <т) тА) уп +  т<рп 

и тем самым

|| (Е  +  (ттА) yn+1|| < || {Е -  (1 -  сг) тА) уп|| + г ||^„ ||. (1.130)

Для левой части неравенства (1.130) в силу отмеченных выше 
свойств логарифмической нормы и с учетом (1.125) имеем

| | ( £  + сггЛ)уп+1|| > - р [ - Е - * т А ]  ||yn+i|| =

=  (1 +  <ттц[-А]) Цуп+iM > ||l/n+i||- 

Для первого слагаемого в правой части (1.130) получим

|| (Е  -  (1 -  <г) тА) у„|| < ||Е -  (1 -  <г) гЛ|| ||у„||.

Рассмотрим подробнее эту оценку при исследовании устойчиво­
сти в Loo• Случай L\ изучается аналогично. Принимая во внимание 
(1.121) и условие диагонального преобладания (1.123), имеем

< jmax^ ^|1 -  (1 -  <г) та«| + (1 -  <т) г  £  |ау | j  <

< max (|1 — (1 -  cr) ra j,| +  (1 — сг) таи) < 1
“  1 < * < т

при 0 < <7 < 1 и ограничениях на шаг по времени (1.128). 
Подстановка в (1.130) дает неравенство

Нуп+ i II < 1Ы1 +  г 1Ы1> (1.131)

\\Е -  (I -  <т)тА\\ = шах 11 v ; 11 l<i<m 1 — (1 — а) т £
*5*3 =

из которого непосредственно вытекает искомая оценка устойчивости 
по правой части и начальным данным (1.129). ■
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Условия устойчивости в L\ часто удобно получать на основе соот­
ветствующих результатов об устойчивости в сопряженном простран­
стве Lqo (см. [16]).

Безусловно устойчивой будет чисто неявная схема сг =  1. К этому 
же классу относятся все схемы с а > 1. Схему с весами (1.126), (1.127) 
удобно (на это обратил наше внимание П.П.Матус) рассматривать как 
чисто неявную схему

Уп + 1 ~  Уп

<тт + Ауп +1 =  (рп

для функции Уп+\ =  сгуп+\ +  (1 — сг)уп. Подобно доказательству тео­
ремы (1.17), имеем

(1 +  тц[-А)) ||y„+i|| < ||у„|| +  T<r\\ipn \\.

При ограничениях сг > 1

l l№. +i | | >^ l | y»+i | | - (^ - l ) l l l f e | |

и верно неравенство (1.131).

1.4.3 . Разностны е схемы для одном ерного  
параболического  уравнения

Для иллюстрации условий устойчивости в банаховых простран­
ствах рассмотрим модельную задачу

ди
Hi /  ( м ) , 0 < X < /, t > о,

u(Qyt) = 0, и (/,*) =  0, t > 0, 

и (я, 0) =  и0 ( я ) , 0 < х < I

при естественных предположениях к(х) > 0 , 0 < х <1.
На равномерной сетке й> с шагом h будем использовать схему с 

весами (1.126), (1.127), в которой, например, для внутренних узлов 
(я Е w)

А, = - ( . » ) „  = - 1 к (« +  0,5*) +п п

+ i ‘ (— 0,5 A) * W z ^ L i i .
п п
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Непосредственно убеждаемся, что для А имеем ^[—А\ < 0 в Loo 
и для разностной схемы (1.126), (1.127) условия устойчивости (1.128) 
принимают вид

т < — —  ( шах к [х ±  О, 5Л)^1 — сг \  )

Для разностного решения верна оценка устойчивости в равномерной 
норме

| |Уп + 1| | с о < М | то +  1 : ^ 1 1 0 0 .
к=0

Подобным образом исследуются и более общие краевые задачи для 
параболических уравнений.



Глава 2

А д д и ти в н ы е  схемы  
двухком понентного  

расщ епления

Наиболее известны аддитивные схемы, когда оператор задачи рас­
щепляется на сумму двух операторов. Примером таких схем явля­
ются классические схемы переменных направлений. На операторном 
уровне излагаются вопросы построения и исследования аддитивных 
схем, примыкающих к схемам переменным направлений, схемам ста­
билизирующей поправки и т.д. В более общем случае мы имеем дело 
с факторизованными аддитивными разностными схемами. Среди них 
выделен класс аддитивных попеременно-треугольных схем для задач 
с самосопряженным оператором. Обсуждаются возможности постро­
ения аддитивных разностных схем для эволюционных уравнений вто­
рого порядка, прямые общения рассматриваемых аддитивных схем на 
случай многокомпонентного расщепления.

2.1. Схемы переменных направлений
Рассматриваются аддитивные схемы двухкомпонентного расщеп­

ления, которые предложены в середине 50-х годов для численного 
решения двухмерных параболических задач. Мы ориентируемся на 
аддитивное представление оператора задачи в виде суммы попарно 
некоммутируемых операторов. Устанавливаются условия устойчиво­
сти и исследуется сходимость схем переменных направлений, выделе­
ны схемы стабилизирующей поправки.

2 .1 .1 . П остановка задачи

В конечномерном гильбертовом пространстве Я  рассматривается 
задача

du
—  + Au = f ( t ) ,  t > 0, ( 2. 1)
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и ( 0)  = и0. (2 .2 )

Для простоты изложения ограничимся случаем положительного по­
стоянного оператора А.

Исследуемые схемы относятся к классу аддитивных разностных 
схем. Они характеризуются тем, что определяющий сеточный опе­
ратор (в нашем случае А) представляется в виде суммы нескольких 
операторов более простой структуры

В этом случае будем говорить о р-компонентном аддитивном расщеп­
лении оператора А .

Рассмотрим наиболее простой случай двухкомпонентного расщеп­
ления, когда

Тем самым при таком расщеплении мы предполагаем, что оба опера­
тора являются неотрицательными.

Ставится задача построения приближенного решения задачи (2.1),
(2.2) с использованием схемы, которая по своим вычислительным за­
тратам эквивалентна решению задач Коши для уравнений

т.е. решению некоторых более простых (в некотором смысле) задач.

2.1.2 . Схема П исм ена-Р екф орда

При приближенном решении уравнения (2.1) для правой части 
также используется аддитивное представление

Классическая разностная схема переменны х направлений 
(схема П исм ена-Р екф орда [97]) для задачи (2.1) — (2.4) состоит 
из двух шагов. Сначала по известному уп находится вспомогательная 
сеточная функция, которую мы обозначим yn+i /2> из уравнения

v

А = Л(1) + Л(2), ^ “ >0 ,  а  =1 , 2 . (2.3)

(2.4)

Уп +  1/2 У п

оТбт-
+  А {1)уп + 1/2 +  А (2)у п =  2<р(п ] . (2.5)
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Интерпретируя yn+i/2 как решение на момент времени t =  *n+i/2>
можем заметить, что (2.5) при 2ц>п * =  фп соответствует определению 
решения по чисто неявной схеме для оператора и по явной схе­
ме для оператора Л^2К В силу этого второй шаг метода переменных 
направлений будет соответствовать использованию уравнения

+  д <!4 „ «  =  2d? l. (2-6)

При расщеплении по пространственным переменным при решении 
краевой задачи для двухмерного параболического уравнения первый 
шаг связывается с использованием чисто неявной схемы по первой 
переменной и явной — по второй переменной. Второй шаг основан на 
применении явной схемы по первой переменной и чисто неявной — по 
второй переменной. При такой интерпретации аддитивная схема (2.5),
(2.6) называется схемой переменных направлений.

Реализация схемы переменных направлений (2.5), (2.6) основана 
на определении y n + i / 2  и yn+1 из уравнений

( е  + Т- А ^ )  yn+1/2 = ( е -  j A<2>) уп +  т<р£\ (2.7)

(Я  +  Т-А Ы )  yn+l =  (Е  -  jA<l>) уп+1/2 +  т<р<п2К (2.8)

Запись (2.7), (2.8) указывает на то, что при расщеплении по про­
странственным переменным решение находится обращением соответ­
ствующего одномерного сеточного оператора (методом прогонки) сна­
чала по одной переменной (одному направлению), потом — по дру­
гой (другому направлению). Поэтому схему переменных направлений 
(2.5), (2.6) иногда называют продольно-поперечной разностной 
схемой.

2.1 .3 . У сто й чи в о сть  схемы перем енны х направлений

Приведем априорную оценку, выражающую устойчивость схемы 
переменных направлений (2.5), (2.6) по начальным данным и правой 
части.

Теорема 2.1. Пусть в схеме (2.5), (2.6) постоянные операторы 
> 0, а  =  1,2. Тогда для разностного решения имеет место сле­

дующая оценка устойчивости по начальным данным и правой части:

|| ( я + 1 л < 2>)уп+1| | < | |  ( я + 1 л ( 2>)уо| |+
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+ Х > ( | к ’Г )|1 + 1ЬГ)||) -  (2-9)

Доказательство. Исследование устойчивости основывается на 
неравенстве

|| (Е -  (1 -  a) tG) v|| < || (Е +  arG) v||. (2.10)

Имеем

(Я -  (1 -  о) tG*) {Е -  (1 -  <т) rG) -  {Е + (ttG*) (Я +  arG) =

=  - г  (G* +  G) +  ((1 -  <т)2 -  О-2) r 2G*G

и поэтому неравенство (2.10) справедливо для операторов G > 0 при 
сг > 0, 5.

Из (2.7), (2.8) непосредственно следует

II ( е + ^ А Ы )  yn+1/2|| <  II ( е -  ^Л<2>) у„|| + г | | ^ ( 1) | | 1 (2.11)

|| (Е  + Т- А М )  уп+1|| < | |  ( Е -  у„+1/2|| + т\\<рМ\\. (2.12)

На основании (2.10) (сг =  0, 5) из (2.11), (2.12) получим

II ( я  +  \ А(2)) Vrt+ill < || ( е  + у„+1/2|| +  т | | ^ 2)|| <

< | |  ( £ ; - 1 л ( 2))у п|| +  г | | ^ 1)|| +  г | | ^ 2) | |<

< | |  ( Е + : л ( 2))у п|| +  г ||¥,(1)|| +  г | | ^ 2)||.

Из данного неравенства обычным образом получим искомую априор­
ную оценку (2.9). ■

Применим теперь полученную оценку (2.9) для исследования точ­
ности разностных схем переменных направлений. Определенные про­
блемы, характерные для многих аддитивных схем, связаны с интер­
претацией промежуточных функций — в схеме (2.5), (2.6) с yn+i/2- 3

3. С а м а р ск и й  А .А . ,  В а б и щ е в и ч  П .Н .
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2.1 .4 . Т о чн о сть  схемы переменных направлений

Для исследования точности разностной схемы переменных направ­
лений (2.5), (2.6) с ( р = 0, 5<рп, а  =  1, 2 при приближенном решении 
задачи (2.1) — (2.4) запишем соответствующую задачу для погрешно­
сти. Положим, как обычно, Zn  = уп — ип и пусть 2п + 1/ 2 =  Уп4-1/2 “  Йп. 
Сам выбор точного решения, с которым связывается yn+i /2, проведем 
позднее. Задача для погрешности имеет вид

"’ Т б  +  = (2.13)

+ '4" 1г" « / 2 + = « ’■ (2.14)

Для погрешности аппроксимации получим

V’i I) = n , Л(1,и„ А {2)ип + <рп, U, от
(2.15)

*<Ч =  «» + 1 -Й п  Л(1)йп Л(2)ип + 1 +  ¥?п. 
U, 5т

(2.16)

Положим в (2.15), (2.16)

1 , , S , Г2 (2)Un + l -  и„ 
и п  — 9 (un + l + ип) + . (2.17)

В этом случае из (2.15), (2.16) следует

> -  Й ‘> =  («»+■ -  “»> = о-

Кроме того, в силу (2.17) имеем

_ ип +1 ~ Цп _  д(2) Ц-п-Н —
Т 2 Г

Полагая </?„ =  /(£п + 0, 5т), на решениях задачи получим

фМ = фМ = 0 (т 2) .  (2.18)

Тем самым, при специальном определении промежуточного решения 
(см. (2.17)) разностная схема переменных направлений (2.5), (2.6) с
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= 0,5 ipn, а  =  1,2 имеет второй порядок аппроксимации по вре­
мени.

Для исследования точности рассмотрим сеточную задачу (2.13),
(2.14). Используя оценку (2.9), при точном задании начальных усло­
вий получим

|| ( Е + *п+||| < £  т (И 42>11 +  I l4 1)ll) • (2-19)
к=0

Принимая во внимание (2.18), на основе оценки (2.19) мы можем 
сделать вывод о том, что схема переменных направлений сходится со 
скоростью 0 ( т 2) в соответствующей норме.

2.1.5 . Д р угие  схемы переменных направлений

Среди других наиболее известных схем переменных направлений 
[77], помимо (2.5), (2.6), отметим разностную  схему Д угласа- 
Р екф орд а  [84]. Она записывается в виде

i i - H / i -  У" + A m yn„ l , + A m tM = v „i (2.20)

+  д | „  ( =  ^  ( 2 . 21 )
т

На первом шаге (2.20) аппроксимируется исходное уравнение на всем 
временном интервале, второй шаг (2.21) вводится для обеспечения 
устойчивости. Поэтому за схемами типа (2.20), (2.21) закрепилось на­
звание "схемы стабилизирую щ ей поправки". Нетрудно убедить­
ся, что схема (2.20), (2.21) имеет погрешность аппроксимации 0(т) и 
является абсолютно устойчивой. Соответствующая априорная оценка 
для аддитивной схемы (2.20), (2.21) имеет вид

II ( е  + гЛ (2)) yn+1|| < II ( £  +  тА(2)) уо|| +  ^ r||v>fc||.
к=0

Исследуемые схемы переменных направлений могут рассматри­
ваться как специальный вариант факторизованных схем, устойчи­
вость которых более подробно рассматривается ниже.

Обобщение схем переменных направлений на случай многокомпо­
нентного расщепления (р > 2) для общих попарно неперестановочных 
операторов а  =  1, 2 ,. . .  ,р  сопряжено со значительными трудно­
стями, несмотря на большое количество работ в этом направлении.

3*
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Среди вариантов метода переменных направлений выделим слу­
чай самосопряженного оператора А, когда в (2.3)

При решении задачи Коши для систем линейных дифференциальных 
уравнений операторы а  =  1,2 связываются с нижней и верх­
ней треугольными матрицами. В этом случае об аддитивных схемах 
говорят как о попеременно-треугольных методах. Аддитивные схемы 
такого типа проанализированы нами отдельно.

2.2. Факторизованные схемы
Рассматриваются возможности построения класса аддитивных 

разностных схем на основе представления оператора на верхнем вре­
менном слое в виде произведения более простых операторов. Двух­
компонентные варианты факторизованных схем тесно связаны с ад­
дитивными схемами переменных направлений. При построении фак­
торизованных аддитивных схем используется общий подход для полу­
чения разностных схем заданного качества — принцип регуляризации 
разностных схем.

2.2 .1 . О бщ ее рассмотрение

Решается модельная задача Коши для эволюционного уравнения 
первого порядка

Ни
—  + Ли =  /(< ), О  О, (2.22)

и (0) =  tt° (2.23)

при двухкомпонентном расщеплении на два постоянных неотрица­
тельных оператора

Л =  Л(1) +  Л(2), Л(а )> 0 , Of = 1 ,2 . (2.24)

Для приближенного решения задачи (2.22) — (2.24) построим двух­
слойную разностную схему, которая имеет канонический вид

D Уп+1 — У п  лВ -------------- +  Ayn =<pn, tn £ и т.
т

(2.25)
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Факторизованная схема соответствует выбору оператора В в 
виде

в - В(1)В(2), (2.26)

где

В {а) = Е + атА{ое\  а  =  1,2. (2.27)

При таком задании В каждый из операторов В^а\  а  =  1,2 соот­
ветствует использованию обычной схемы с весами для отдельного опе­
раторного слагаемого. Вычислительная реализация факторизованной 
схемы (2.24) — (2.27) связана с решением двух задач

B (l)vn +  Ауп = ,

о(2) Уп +1 ~ Уп , s-в к ’ -----------------=  vn, t„ ewT.
Т

При расщеплении по пространственным переменным в двухмер­
ной параболической задаче последовательно решаются одномерные 
задачи, связанные с дифференциальным оператором по соответству­
ющему направлению.

2.2.2 . Схемы переменных направлений как 
ф акторизованны е схемы

В некоторых случаях схемы переменных направлений записыва­
ются в виде факторизованной схемы (2.24) — (2.27). Рассмотрим, на­
пример. схему

" " Т б г ' *  + -4" 1»"+!/! + = V i11. (2-28)

+ Л<! ’у„+1 = 2tf>. (2.29)

Складывая уравнения (2.28), (2.29), получим

у' * 1~ Яп +  -41 V +l/! +  =  i  (rf>  +  v< « ) .

Домножим это уравнение слева на оператор В^1\  определяемый со­
гласно (2.27) при а = 0, 5, что дает

В И ) В (2)Уп + 1 - У п  +  Л (1)В (1)уп +  1/2 +  в М а ^ У п =
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=  5 В " ' ( r f ' +  * > ! ■ " ) .  ( 2 .3 0 )

Для промежуточных сеточных функций уп+1/2 из уравнения (2.28) 
имеем

В [1)Уп+1/2 =  ( Я  -  \ А(2))  Уп +  Т<р£К

Подстановка в (2.30) дает факторизованную схему (2.24) — (2.27) при 
сг =  0, 5 и

<Рп  = ( е -  \ а ^ )  №  +  ( б  + <р ? К

Еще более просто устанавливается, что схема Дугласа-Рекфорда 
(2.41), (2.42) записывается в виде (2.24) — (2.27) при сг =  1.

2.2 .3 . У стойчивость  и то чн о сть  ф акторизованны х 
схем

Факторизованная схема имеет канонический вид двухслойной схе­
мы (2.25) с операторами Л и В, которые определяются согласно (2.24) 
и (2.26), (2.27). Прямое исследование устойчивости на основе провер­
ки необходимых и достаточных условий затруднено в силу несамо- 
сопряженности операторов, неположительности оператора В. Поэто­
му можно пытаться доказывать устойчивость схемы (2.24) — (2.27) в 
более сложных нормах. Ориентиром может служить доказательство 
устойчивости схемы переменных направлений, проведенное выше.

Теорема 2.2. Пусть в факторизованной схеме (2.24) —  (2.27) >
> 0, а  =  1,2 —  постоянные операторы. Тогда при сг > 0,5 схема без­
условно устойчива и для решения имеет место априорная оценка

п

||В (2,Уп+1| | < | | 5 (2)Уо|| + ^ г | | ^ | | .  (2.31)
к= О

Доказательство. Запишем (2.24), (2.25) в виде

В (2>уп+1 = в М Уп- т ( в М у 1 А у п + т ^ у 1 <рп . (2.32)

Добавим и вычтем из правой части (2.32) слагаемое, равное 
(2<т)-1 В*2'уП) что дает

В ^ У п + i  =  — 2 ^ — В ^ у п +
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+h  (s(2)- 2<rr(5(1))”1>l) ^ +r(B(1))"lv’n- (2-33)
Принимая во внимание (2.27), получим

В {2)- 2 сгт ( в ^ у 1 А =  ( я (1)) _1 ( в ^ В < 2) -2<ттА) =

=  М "  ( ( в  +  сгт Л̂ 1̂  ^Е +  с г т А — 2сгг Л̂  =

= ( б (1)) ~ ! ( я - г т - л * 1») ( я - < т г л (2> ). (2.34)

Обозначим wn = ВЫ уп и перепишем (2.33) в виде

wn+ i =  2|̂  1 wn + + Г ( я (1)) у>п. (2.35)

С учетом (2.34) для оператора Q получим представление 

Q =  +  отЛ^1̂  +  сгтЛ^1̂  х

х ^  — сгг А<2>) (F  +  ^ rA W )” 1.

В силу этого запишем Q в виде

Q = S XS;, (2.36)

где

Sa =  ( е  + ( т т А ^ у 1 ( е  -  (ТТЛ**)) . (2.37)

Сформулируем следующее утверждение, известное как лем м а 
Келлога.

Л ем м а 2.1. Пусть оператор G > 0 в Я, тогда справедлива оценка

| | ( Я - ( 7 ) ( Я  +  С Г 1 | |< 1 .  (2.38)

Доказательство. Неравенство (2.38) эквивалентно операторному 
неравенству J  =  Е — S ‘S  > 0, где S  = (Е — G)(E +  G)-1 . Имеем

{Е + G‘ ) J  (Е + G) = (Е + G') {E + G) -  (Е -  G*) {Е -  G) =

=  2 (G* +  G)
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и поэтому неравенство (2.38) справедливо для неотрицательных опе­
раторов G. ■

В силу леммы из (2.37) получим ||5а || < 1, а  =  1,2. С учетом
(2.36) не превосходит единицы и норма оператора Q, поэтому из (2.35) 
следует неравенство

I K + i | |  <  1 Ы 1  +  7-Ц рп Ц ,

при всех сг > 0,5. Тем самым приходим к доказываемой оценке (2.31) 
для разностного решения. ■

На основе полученной оценки устойчивости (2.31) исследуется схо­
димость факторизованной схемы. Перепишем схему (2.25) — (2.27) в 
виде

( я  +  (<т -  1 )  ТА + а2т2А ^ А ^  Уп+1~ Уп +

+ А Уп+1 +Уп =  ^  <n € wT. (2.39)

Для погрешности zn =  уп — ип из (2.31) получим оценку

iifi(2)^ +i i i < x ; r | | ^ i i ,
к=0

где с учетом (2.39) для погрешности аппроксимации рассматриваемой 
схемы верно представление

Фп = (<Г -  1 )  Г А ^  (<„) +  О (т2) .

Тем самым при сг =  0, 5 факторизованная схема (2.24) — (2.27) схо­
дится со вторым порядком по г, а при сг ф 0, 5 — с первым.

2.2 .4 . П ринцип  регуляризации для  построения 
ф акторизованны х схем

Для построения безусловно устойчивых факторизованных схем ис­
пользуем общий подход для улучшения качества разностных схем — 
принцип регуляризации  разностны х схем. В настоящее время
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рассматриваемый как основной методологический принцип улучше­
ния разностных схем он предложен и проиллюстрирован на боль­
шом числе примеров в работе [41]. Для общих двух- и трехслой­
ных схем формулируются рецепты улучшения качества (устойчиво­
сти, точности, экономичности) разностных схем. На его основе про­
водится [47, 61] исследование устойчивости и сходимости широкого 
класса разностных схем для краевых задач математической физики.

Принцип регуляризации разностных схем базируется на использо­
вании уже известных результатов об условиях устойчивости. С этой 
точки зрения мы можем рассматривать принцип регуляризации как 
элемент конструктивного использования общих результатов теории 
устойчивости разностных схем. Это достигается за счет записи раз­
ностных схем в достаточно общей канонической форме и формулиро­
ванием критериев устойчивости, удобных для проверки.

Построение безусловно устойчивых разностных схем на основе 
принципа регуляризации реализуется следующим образом:

1) для исходной задачи строится какая-то простейшая разностная 
схема (производящая разностная схема), не обладающая необходимы­
ми свойствами, т.е. схема является условно устойчивой либо даже аб­
солютно неустойчивой;

2) разностная схема записывается в единой (канонической) форме, 
для которой условия устойчивости известны;

3) качества разностной схемы (ее устойчивость) улучшаются за 
счет возмущения операторов разностной схемы.

В соответствии с принципом регуляризации выберем вначале 
какую-нибудь разностную схему, от которой и будем отталкиваться. В 
качестве такой производящей схемы для задачи (2.22), (2.23) с А > О 
естественно рассмотреть простейшую явную схему

------— h Ауп = <рп, tn £u>T- (2.40)т

Запишем разностную схему (2.40) в канонической форме двухслой­
ных операторно-разностных схем (2.25) с оператором В  =  Е. С учетом 
необходимых и достаточных условий устойчивости (теорема 1.2)

В > Т- А  (2.41)

при А < \\А\\Е получим следующие ограничения на шаг по времени 
для явной схемы:
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В соответствии с (2.41) повышение устойчивости может достигать­
ся двояко. В первом случае — за счет увеличения энергии (By, у) опе­
ратора В (левой части неравенства (2.41)) или же за счет уменьшения 
энергии оператора А (правой части неравенства (2.41)).

Рассмотрим возможности, связанные с добавлением операторных 
слагаемых в операторы В и Л, при построении безусловно устойчи­
вых факторизованных. В этом случае будем говорить об аддитив­
ной регуляризации. Регуляризацию проведем за счет перехода 
от единичного оператора В  в схеме (2.40) к факторизованной схеме 
(2.25), (2.26), в которой

=  E + fiR(a\  а  =  1,2, (2.42)

где R(a\  а  =  1,2 — некоторые регуляризирующие операторы.
При выбранной регуляризации необходимо остаться в классе само­

сопряженных положительных операторов В. При расщеплении (2.24) 
на самосопряженные неотрицательные операторы А^а\  а  =  1,2 фак­
торизованный оператор В, определяемый согласно (2.26), (2.27), бу­
дет самосопряженным и положительным для перестановочных опе­
раторов А^а\  а =  1,2. При общем расщеплении (2.24) рассчиты­
вать на выполнимость требования перестановочности не приходится. 
Тем самым будем при регуляризации (2.42) использовать операторы 

а  =  1,2, которые свойством перестановочности обладают.
Пусть

Я = Я*1» +  Я<2>, Я<а> = (RW)*  > 0 , а  =  1,2,
(2.43)

Я ^ Я ^ Я ^ Я * 1»,

тогда

В =  В* = Е +  /|Я  +  /? Я (1)Я(2) > Е +  /|Я.

Предположим, что регуляризирующий оператор Я такой, что

Я > 6А} в =  const > 0, (2.44)

тогда факторизованная схема (2.25), (2.42), (2.43) будет устойчива при 
ограничениях

Это следует из основного неравенства (2.41) при учете сформулиро­
ванных условий (2.44) на регуляризатор.
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При построении факторизованных схем наиболее важным являет­
ся выбор оператора регуляризации R , его расщепления (2.43). При 
рассмотрении разностных схем для задач математической физики с 
переменными коэффициентами в качестве регуляризатора обычно вы­
бирается разностный оператор, который соответствует задаче с посто­
янными коэффициентами, а операторные слагаемые R^a\  а =  1,2 — 
разностные операторы по отдельным переменным. Для задач с силь­
но переменными коэффициентами не очень удобным может оказаться 
условие (2.44).

На этом пути можно строить регуляризованные факторизованные 
схемы при многокомпонентном расщеплении оператора задачи. Отме­
тим и некоторые другие возможности построения факторизованных 
схем многокомпонентного расщепления.

2.2 .5 . Ф акто р изо ван н ы е  схемы м н ого ком п о н е нтно го  
расщ епления

При решении трехмерных задач, использовании методов декомпо­
зиции области необходимо ориентироваться на использование адди­
тивных схем многокомпонентного расщепления, когда

р / \*
A = Y l A(a)' Л(0,)= ( л (а)) > 0 , а = 1 ,2 ,... ,р, р > 2 .  (2.45)

а = 1

При построении факторизованного оператора по формуле

Р , ч

в = П (£,+<ггЛ(а)) (2.46)
ог=1

устойчивыми будут схемы с попарно перестановочными операторами 
А ^ \ а  =  1,2, ...,р. В общем случае неперестановочных операторов 
(даже при двухкомпонентном расщеплении) В ф В *.

В [53] предложена факторизованная разностная схема многоком­
понентного расщепления, которая записывается в каноническом виде 
(2.25) с оператором

р V
В =  П (Е + <гтА{р+1~а)) П ( е  + <тгЛ(о,)) . (2.47)

or=1 Of= 1

В этом случае В =  В* > 0 и поэтому можно использовать результаты 
общей теории устойчивости операторно-разностных схем.
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По сравнению с традиционной факторизованной схемой много­
компонентного расщепления (2.25), (2.45), (2.46) за счет двукрат­
ного увеличения вычислительной работы на одном шаге в симмет- 
ризованной разностной схеме (2.25), (2.45), (2.47) предоставляется 
возможность построения безусловно устойчивых факторизованных 
разностных схем для общего случая неперестановочных операторов

Исследование устойчивости проводится на основе общей теории 
устойчивости разностных схем. Нетрудно убедиться, что рассматри­
ваемая факторизованная схема (2.25), (2.45), (2.47) безусловно устой­
чива при значениях весового параметра сг > 0, 25. С этой целью при­
влекается оценка

для факторизованного оператора (2.47).
Доказательство (2.48) для произвольного р проведем по индукции. 

При р = 2 с учетом (2.45) имеем

Предположим, что (2.48) имеет место при р — 1, тогда для оператора 
Б, определяемого согласно (2.47), получим

где D — D* > 0. Дальнейшие рассуждения очевидны.
С учетом (2.48) условие устойчивости (2.41) выполнено при сфор­

мулированных выше ограничениях на веса сг > 0,25. При сг =  0,25 
рассматриваемая схема имеет второй порядок точности по т.

Необходимо отметить, что на основе представления оператора В 
в факторизованном виде (2.46) при сг = 1 можно строить безуслов­
но устойчивые схемы многокомпонентного расщепления [27, 74]. Да­
дим их интерпретацию с позиций принципа регуляризации разност­
ных схем.

Л<а) ,а  =  1,2,

р
(2.48)

=  Е +  2<ттА+ <г2т 2 ( а (1)) 2 = В" > Е  + 2<ттА^1).
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При приближенном решении задачи Коши (2.22), (2.23) в качестве 
производящей будем использовать чисто неявную схему

Уп 4-1 ”  Уп л .
4" -̂ Уп + 1 — tn £т

которая является безусловно устойчивой. Запишем ее в виде

(Е + тА)уп+1 =  у„ +<рп , tn € wT. (2.49)

Для получения более удобной для реализации факторизованной 
схемы в соответствии с принципом регуляризации внесем малые воз­
мущения в операторные коэффициенты. Вместо (2.49) при расщепле­
нии (2.45) естественно рассмотреть схему

р

J J  {е  + тД(о,)) уп+1 =  у„ +  <рп, <п 6 Ыт. (2.50)
а=1

Фактически это соответствует возмущению оператора задачи А чле­
ном порядка О(т). Регуляризованная схема (2.50) аппроксимирует ис­
ходную задачу с первым порядком по т.

Для того чтобы показать устойчивость факторизованной схемы 
многокомпонентного расщепления (2.50), запишем ее в виде

(Я  +  7-Л(,)) Уп+Х/р =У п+ Г<рп,

(•£< тА  ̂ ^) Уп+сс/р = Уп+(а— l)/pi а  =  2 ,3 ,. . . ,р ,  tn € wx. 

Отсюда непосредственно получаем

Иуп+1/p II < 1Ы1 +  г |Ы | ,

||Уп + ог/р|| ^  113/п + (от — 1)/р||) О! =  2, 3, . . . , Р , in € wT.

Тем самым имеет место оценка

||Угг + 11| < ||Уп|| +7-11^11, <n € UT,

обеспечивающая устойчивость разностной схемы (2.50) в Я .
Определенные недостатки факторизованной схемы (2.50) во мно­

гом компенсируются простотой конструкции. Среди важнейших до­
стоинств отметим возможность использования расщепления на про­
извольное число неперестановочных неотрицательных операторов 
А^а\ а  =  1,2, Кроме этого, имеется возможность исследования
таких факторизованных схем в банаховых пространствах сеточных 
функций.
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2.3. Попеременно-треугольный метод
Для решения задачи Коши для системы линейных обыкновенных 

дифференциальных уравнений с симметричной матрицей в работе [32] 
предложен попеременно-треугольный метод. Он основан на расщеп­
лении матрицы уравнения на две треугольные матрицы. В данном 
разделе дается общее описание попеременно-треугольного метода, по­
казана сходимость аддитивной схемы со вторым порядком по време­
ни. Отмечаются возможности построения новых классов аддитивных 
попеременно-треугольных схем, среди которых отметим задачи с неса­
мосопряженными операторами.

2.3 .1 . О бщ ее описание поперем енно-треугольного  
метода

Будем рассматривать задачу Коши

du
—  + Au = f ( t ), <> 0, (2.51)

u(0) = u° (2.52)

с постоянным оператором А =  А* > 0 .
П оперем енно-треугольны й метод определяется двухкомпо­

нентным аддитивном расщеплением

А = Л(1) + А (2) > 0, ( л (1)) ‘ =  Л(2). (2.53)

Пусть (2.51), (2.52) является операторной записью задачи Коши 
для системы линейных обыкновенных дифференциальных уравнений 
первого порядка

aiiui (*) =  fi (*)> <>  0, (2.54)

г£г* (0) =  t/p, г =  1,2 , . . . ,  m. (2.55)

В этом случае и =  {г*ь . . . ,  itm} — вектор неизвестных, /  = 
=  { /ь  /2 ,. • • , / т }  “  заданный вектор правых частей, а А  =  {a»j} — 
симметричная вещественная матрица с элементами a,j =  â ,*, i,jf =  
=  1,2 , . . . ,  m.
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При сформулированных условиях матрица А задачи (2.54), (2.55) 
рассматривается как самосопряженный линейный оператор, действу­
ющий в конечномерном гильбертовом (евклидовом) пространстве

т

Н =  /г со скалярным произведением (у, v) =  и нормой
»=1

IMI = > Ш -
Для элементов матриц 

>4(в) =  {в&)}, а  =  1,2 

в соответствии с разложением (2.53) имеем

a ij > * < h ' 0, * < h

1 а(2) _  < 1
2 а’” i =  h -.7 - 2 а‘”

г =  j ,

0, г >  h 11 a i j ) г > j .

Тем самым матрица А расщепляется на две треугольные матрицы.
Стандартный вариант попеременно-треугольного метода соответ­

ствует использованию для приближенного решения задачи (2.51) — 
— (2.53) разностной схемы переменных направлений Писмена- 
Рекфорда

УЯ+о \т  УП + +  а (2)У" =  Vn, (2-56)

+ * “ >».+./. +  Д '4 » . . .  =  Vn- (2.57)

Реализация аддитивных схем при используемом расщеплении свя­
зана с поочередным обращением верхней и нижней треугольных ма­
триц, что и объясняет название п попеременно-треугольный метод "для 
таких аддитивных схем.

Для разностной схемы переменных направлений (2.56), (2.57) 
справедлива (см. теорему 1.1) априорная оценка

II ( е  +  1л<2>) y„+i|| < II ( е  +  ^Л<2>) уо|| +  £  г |Ы | .
к=0

Имеет место сходимость рассматриваемой разностной схемы со вто­
рым порядком по г.
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2.3 .2 . И сследование усто й чи во сти  и сходим ости

Аддитивные схемы попеременно-треугольного метода наиболее 
полно исследуются с привлечением результатов общей теории устой­
чивости операторно-разностных схем. Запишем двухслойную факто­
ризованную схему попеременно-треугольного метода в каноническом 
виде

D Уп 4-1 ”  Уп Лв -----------------+  Ауп =  <рп.
Т , <п е ыт (2.58)

с оператором

В  =  ( е  + <77-Д(1>) ( я  + < т т А . (2.59)

При весовом параметре а =  0, 5 схема (2.58), (2.59) эквивалентна схе­
ме (2.56), (2.57).

Теорема 2.3. Факторизованная схема попеременно-треугольного 
метода (2.53), (2.58), (2.59) безусловно устойчива при сг > 0, 5 в Яд 
и для разностного решения имеет место априорная оценка

1|Уп+1 | | ^ < | | у о | | ^ | Ё г | | ^ | | 2. (2.60)
1 к= О

Доказательство. Воспользуемся теоремой 1.8. Для (2.59) имеем 

В = Е + сгтА 4- сг2т 2А ^ А ^ .

Принимая во внимание (2.53), получим 

В  =  В* > Е +  сгтА.

Поэтому неравенство (1.49) будет выполнено при выборе G = Я, если 
a > 0, 5, а априорная оценка (1.50) примет искомый вид (2.60). ■

Стандартным образом исследуется сходимость факторизованной 
схемы попеременно-треугольного метода (2.53), (2.58), (2.59). Уравне­
ние для погрешности zn = уп — ип имеет вид

В — -— — + А г п = ф п, < „ 6 w T,
Т

где погрешность аппроксимации

ф* =  ( * - 0  ^(<«) + о ( г 2) .

Поэтому с учетом (2.60) при сг =  0,5 факторизованная схема 
попеременно-треугольного метода (2.53), (2.58), (2.59) сходится в Яд 
со вторым порядком по т, а при сг ф 0, 5 — с первым.
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2.3.3 . Т рехсл ойны е аддитивны е схемы

Повышение точности интегрирования систем обыкновенных диф­
ференциальных уравнений наиболее естественно достигается на осно­
ве использования многослойных разностных схем (многошаговых ме­
тодов). Отметим некоторые возможности построения трехслойных 
схем при использовании попеременно-треугольного метода.

Процесс построения факторизованных схем попеременно-тре­
угольного метода будем интерпретировать с позиций принципа регу­
ляризации разностных схем. Начиная с производящей схемы второго 
порядка точности за счет малых возмущений операторных коэффици­
ентов, придем к схеме, реализация которой базируется на обращении 
сеточных операторов для отдельных операторных слагаемых в адди­
тивном представлении (2.53).

Начнем с вышерассмотренной схемы попеременно-треугольного 
метода (2.53), (2.56), (2.57). В качестве производящей возьмем сим­
м етричную  схему (схему К ранка-Н иколсона)

которая абсолютно устойчива и имеет второй порядок точности. Она 
записывается в каноническом виде (2.58) при

Для того чтобы перейти к схеме с более удобным для реализации 
факторизованным оператором, будем возмущать оператор В. Остава­
ясь в классе безусловно устойчивых схем второго порядка точности, 
положим

(2-61)

В = Е + ^ А .

В = Е + ^А + (1т2А^ аМ. (2.62)

При // > 0 для расщепления (2.53) имеем

В = В* >Е+^А.

Оператор (2.62) представляется в факторизованном виде

в= (е +^ а^) (е + т-аМ),

если выбрать fi = 0, 25.
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Совершенно аналогично строятся трехслойные аддитивные схемы 
попеременно-треугольного метода. Рассмотрим, например, в качестве 
производящей чисто неявную схему второго порядка точности

Зуп + l 4уп +  У п — 1 , л . _ /л п п \----------- —----------- +  Луп+1 =  <nGcjr . (2.63)

Эта схема записывается в канонической форме трехслойных опера­
торно-разностных схем

В Уп+1 2т П ~ +  й (у”+1 -  2уп + Уп~о +  Ауп = <Рп, п = 1,2, . . .  
с операторами

В = Е + тА, R = - E + I a .
Т 2

Условие устойчивости

R > U4
для схемы (2.63) выполнено при всех т > 0.

Регуляризацию схемы (2.63) проведем следующим образом:

^Зуп-f 1 — 4уп +  Ум-1 л __ 4D ----------- ----------------Ь 4̂уп+1 =  (рп, tn G wr ,
2т

где

D = D* = ЕЛ- /it2A(1U<2> > Я.

(2.64)

(2.65)

Схема (2.64), (2.65) при // > 0 остается абсолютно устойчивой схе­
мой второго порядка точности. Для того чтобы убедиться в этом, до- 
множим уравнение (2.64) слева на D~lf 2 и обозначим D 1/ 2yn = vn. 
Тогда уравнение (2.64) примет вид, аналогичный (2.63)

З^п + 1 - 4  Уп +  Уп-1 
2т

+ Avп + 1 — фпч tn € WT,

где

i  =  (Л)* =  D l/2A D 1/2 > 0 ,  фп =  D ~ ll 2ipn.

Остается выбрать параметр регуляризации fi. Для определения ре­
шения на новом временном слое обращается оператор

D +  у  А =  ( я  +  ( Е  +  у А{2)^  +  ( д  -  J )  т2Л(1)Л(2).
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При выборе /х = 4/9 регуляризованная схема (2.64), (2.65) является 
факторизованной аддитивной схемой.

Аналогично на основе принципа регуляризации строятся трехслой­
ные факторизованные схемы попеременно-треугольного метода, когда 
в качестве производящей берется разностная схема

^n,+1 1 + А {°“Уп+1 4- (1 — 2сг) уп -f <туп_х) = ipn, tn G cjt .

Эта схема устойчива при а > 0, 25 и сходится со вторым порядком.

2.3 .4 . Задачи с несам осопряж енны м и операторам и

Попеременно-треугольный метод наиболее хорошо приспособлен 
для построения приближенных методов решения задач с самосопря­
женным оператором А. Здесь мы отметим некоторые возможности 
использования такого подхода при решении задач с несамосопряжен­
ными операторами при некоторых ограничениях на их кососиммет­
ричную часть.

Пусть в задаче (2.51), (2.52)

А =  А0 + А х > 0 , (2.66)

где выделены самосопряженная и кососимметричная части А

Л0 =  1 (Л  + Л*), Аг =  1 ( А - Л - ) .

Будем предполагать, что кососимметриная часть подчинена само­
сопряженной части в смысле выполнения оценки

\\Аху\\2 < М  (А0у, у ) , М  =  const > 0. (2.67)

Подобного типа ограничения типичны для параболических задач с 
эллиптическим оператором второго порядка, когда члены с первыми 
производными подчинены членам со старшими производными.

Будем строить факторизованные схемы попеременно-треугольного 
метода на основе расщепления самосопряженной части оператора А ) 
т.е.

До =  +  4 2> > 0, Ц 1)) ‘ =  ^ 2). (2.68)

Оставаясь в классе схем второго порядка аппроксимации, мы долж­
ны ориентироваться на использование трехслойных факторизованных 
схем. Ориентиром будет схема

Уп + 1 Уп-1 + д о ^уп+1 _|_ (1 _ 2сг) уп + сгуп-х) +
1т
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+ А\Уп=<Рп, tn eu>T. (2.69)

Разностную схему (2.69) запишем в виде

В уП+\7Уп.г \  + д  (уп+1 _  2Уп + Уп_О +  Аоуп =  <fin, (2.70) 

где

В = Е, R = crA0) (fn = ipn + А хуп.

Для разностной схемы (2.70) при а > 0, 25 справедлива (см. тео­
рему 1.14) априорная оценка

£п+1 < £п + \ т \ \? п \ \ \  (2.71)

где

£п + 1 = £ (А0 (Уп + 1 +  Уп) , Уп +1 +  Уп) +

+  ( <Т_ 0  (j4° ( yn+1 — 3/«), У«+1 -  Уп)- 

С учетом неравенства подчиненности (2.67) имеем 

\\\ФЛг < \\<Рп\\2 + м  {АоУп,Уп)-

Осталось оценить последнее слагаемое в этом неравенстве через £п. 
Это мы сделаем при наложении на вес более жестких ограничений

* > Ц 1 , (2-72)

где е > 0. В этом случае (см. (1.99) при доказательстве теоремы 1.13) 
справедлива оценка

{АоУтУп) <

Подстановка в (2.71) дает искомую послойную оценку /^устойчивости 

£п+1<р£п + т\\9п \\ \  (2.73)

р -  1 +  1± ± М т .
£
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Для построения факторизованной схемы попеременно-треуголь­
ного метода проведем регуляризацию производящей схемы (2.70) на 
основе возмущения оператора R. С учетом (2.68) положим

В =  Е, R — сгА0 + ц т < р п -  4>п + А\уп.

Для нахождения решения на новом временном слое обращается опе­
ратор

± - (B  +  2tR) =

=  2 -  ( я  +  ( е  +  2о-г42)) +  0* -  2a3) tA M a W.

Так что для получения факторизованной схемы достаточно положить 
1Л = 2а2. Дальнейшие рассуждения полностью повторяют случай схе­
мы (2.70).

Тем самым получаем факторизованную схему

У'Т+12тУп~1 +  (о-А> +  2<г2гА^1Ы^2)) (уп + 1  -  2уп +  y„_i) +

+  Ауп =<рп, tn £ u T

второго порядка точности, которая устойчива при ограничениях 
(2.72), а для разностного решения справедлива оценка (2.73).

2.4. Уравнения второго порядка
Рассматриваются возможности построения аддитивных схем при 

решении задачи Коши для эволюционного уравнения второго по­
рядка. Основное внимание уделяется обсуждению факторизован­
ных разностных схем, среди которых выделим схемы попеременно­
треугольного метода.

2.4.1 . М одельная задача

В конечномерном гильбертовом пространстве Я  рассматривается 
задача Коши для уравнения второго порядка

-ПТ +  А и  =  /  (<), О  0, (2.74)
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«(0) =  ti°, ^ ( 0 )  =  ®°. (2.75)

Будем считать, что оператор А является постоянным (не зависит 
от <), самосопряженным и положительным (А =  А* > 0).

При построении разностных схем для задачи (2.74), (2.75) ориен­
тиром является оценка устойчивости по начальным данным и правой 
части

Для (2.74), (2.75) наиболее естественно использовать схему второго 
порядка аппроксимации

У „+1 -  2 у п  +  Уп-1
г 2 +

+А (<туп+1 + (1 -  2а) уп +  сгуп- i )  =  <рп, п =  1,2 , . . . ,  (2.76)

Уо =  у° , у\  =  гх1 . ( 2 .7 7 )

Эта схема записывается в канонической форме трехслойных опера­
торно-разностных схем

В — L - J b z L  +  R (уп+1 -  2уп +  Уп—l) +  Ауп =<Рп, П =  1,2, . . .

при

В  =  0, jR — —тЕ & А. 
т1

При ограничениях сг > 0,25 (см. теорему 1.16) схема с весами устой­
чива. Соответствующая оценка устойчивости по начальным данным 
(<р =  0) имеет вид

ll* 'n+1li* < I N I . ,

\\У*+%  =  \\\Vn+l +  Уп||д +  ||Уп -  Уп-1||2Д_ ^ -

где
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Реализация схемы (2.76), (2.77) связана с необходимостью обра­
щения оператора R  =  т ” 22? + а А. При построении аддитивных схем 
выделяются операторы более простой структуры а = 1, 2 , . . .  ,р,
такие что

A = f ^ A a , Д<“>= > 0, а  =  1 , 2 ( 2 . 7 8 )
а=1

Переход на новый временной слой реализуется как решение р задач с 
операторами А а  = 1 ,2 , . . . ,р.

2.4 .2 . Ф акторизованны е схемы

При построении аддитивных схем начнем с простейшего случая 
расщепления на попарно перестановочные операторы, т.е.

A {a)A w  = А (0)А^а\  а , 0 = 1 , 2 , . . . , р .  (2.79)

В этом случае с схеме

д Уп+1_-^2Уп_+ _Уп-1 +  Ауп _  n==i )2). . .  (2.80)
т*

естественно задать оператор jD в факторизованном виде

D =  П  +  <7г2Л(о,)) .
ОГ= 1

Принимая во внимание (2.78), (2.79), получим 

D = D* > Е  + а  г 2 Л,

и поэтому схема (2.80) устойчива при сг > 0,25 и сходится со вторым 
порядком.

Требование попарной перестановочности операторов А^а\  а  =  
= 1, 2 , . . .  ,р очень жесткое и рассчитывать на его выполнение при ре­
шении прикладных задач не приходится. Поэтому необходимо прове­
сти модификацию рассматриваемой факторизованной схемы. Отме­
тим некоторые основные возможности построения безусловно устой­
чивых факторизованных схем.

Предположим, что существует постоянный оператор G, такой что

G > в А, в =  const > 0,
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причем для него существует аддитивное представление с попарно пе­
рестановочными операторами простой -структуры

факторизованная схема (2.80) будет устойчивой при

При приближенном решении краевых задач для параболических 
уравнений в качестве G выбирается сеточный эллиптический опера-

= 1,2, . . . , р  являются разностными операторами по отдельным на­
правлениям.

В более общем случае можно ориентироваться на использование 
симметризованной факторизованной схемы многокомпонентного рас­
щепления. Аналогично (2.47) в схеме (2.80) положим

В этом случае

D — D* > Е +  2сгт2А

и поэтому схема (2.80), (2.81) будет устойчивой при <т > 1/8 и сходится 
со вторым порядком по г.

2.4 .3 . Схемы поперем енно-треугольного  метода

Можно строить аддитивные разностные схемы для приближенного 
решения задачи (2.74), (2.75) на основе расщепления

v
OL — 1, 2 , . . . ,  р,

q (<*)q {P) =  G{p)G{a\  а , 0 =  1 ,2 , . . . , р .

При задании

тор с постоянными коэффициентами. При этом операторы G^a\  а  =

D - П (Е + <̂2Л(р+1_а)) П(я + <гг2Л(в)) • (2-81)

А  =  Л (1) +  Л (2) >  0, (Л (1) ) *  =  Л<2) (2.82)
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которое определяет попеременно-треугольный метод.
В схеме (2.80) определим факторизованный оператор

D = ( e  + <тт2Л*1)) ( е  + а г2Л<2>) . (2.83)

С учетом (2.82) имеем 

D = D* > Е + <тт2А

и поэтому факторизованная схема попеременно-треугольного метода
(2.80), (2.82), (2.83) устойчива при <т > 0,25.

Исследование устойчивости и сходимости факторизованной схе­
мы попеременно-треугольного метода (2.80), (2.82), (2.83) проводит­
ся стандартным образом на основе использования общих результатов 
устойчивости трехслойных операторно-разностных схем. Схема устой­
чива при сг > 0,25 и сходится со вторым порядком.



Глава 3

Схем ы  сум м арн ой  
аппроксим ац ии

Безусловно устойчивые аддитивные схемы многокомпонентного 
расщепления для произвольных некоммутируемых операторов стро­
ятся на основе понятия суммарной аппроксимации. Обсуждаются под­
ходы с решением промежуточных задач для отдельных операторных 
слагаемых. Исследуются схемы покомпонентного расщепления в по­
следовательном и параллельном вариантах (аддитивно-усредненные 
схемы). Исследование устойчивости базируется на соответствующих 
априорных оценках для промежуточных задач. На этом пути пре­
доставляется возможность получения оценок в банаховых конечно­
мерных пространствах. Отмечаются возможности построения адди­
тивных схем покомпонентного расщепления повышенного (второго) 
порядка точности, связь этих схем с другими: факторизованными и 
переменных направлений.

3.1. Аддитивные формулировки для 
дифференциальной задачи

Приведем соображения в пользу того, что решение нестационар­
ной задачи может быть приближенно найдено как последовательное 
решение более простых задач. Выделены классы методов с дробными 
и целыми промежуточными шагами.

3.1 .1 . М одельная задача

Рассматривается задача Коши

du , v
— +  д и =  / (*) ,  о  о, (3.1)

и ( 0) = и0. (3.2)
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Будем считать для простоты, что оператор А в уравнении (3.1) по­
стоянный (не зависит от £).

Оператор задачи имеет р-компонентное расщепление на сумму по­
стоянных операторов

v

A = J ^ Aia)- (3.3)
а=1

Переход с одного временного слоя tn на £n+i будет основываться на 
последовательном решении рзадач Коши для операторов а  =
= 1,2,

3.1.2 . П р о м е ж уто чны е  задачи

Обсудим основные подходы к построению аддитивных разностных 
схем. Для этого необходимо сформулировать вспомогательные зада­
чи с операторами а  =  1, 2, . . .  ,р аддитивного расщепления (3.3), 
решение которых даст приближенное решение исходной задачи (3.1),
(3.2). Для построения аддитивных схем используются два основных 
подхода: аддитивные схемы с дробными шагами по времени и адди­
тивные схемы с целыми шагами.

Используется равномерная сетка по времени

Ц>г =  UJT U {Т} = {tn = пт, п = 0,1,..., No, t N o = Т}.

Каждый полуинтервал (tn)tn+1] разобьем на р частей, введя проме­
жуточные ТОЧКИ t n + a/p =  in +  <*т/р, а = 1, 2 , . . . ,  р.

Уравнение (3.1) с учетом аддитивного представления (3.3) опера­
тора А запишем в виде

Е 0 § +л(а)и-/ (“)(<))=°> <>0- (3-4)

Здесь / (а)(<), а  =  1,2, . . .  ,р — произвольные функции, удовлетворя­
ющие условию

£ / Ы  (<) =  / (<),  < > 0 .  (3.5)
а = 1

В соответствии с (3.4) будем решать последовательнф следую­
щие промежуточные задачи. Вспомогательные функции t / a)(<), а = 
=  1 ,2 , . . . ,  р определяются из уравнений

1 =  / (1) (<) , tn < t <  <„+1 /р ,
р at
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tn + (a-\)/p t 5* ^n+of/p? & — 2, 3, . . . ,р  1, (3 .6 )

+ А ( 1 ) и(р) =  / (р) ( < ) ,  t „ + (p _ 1)/p <  t < tn+l.

Начальные условия для (3.6) имеют вид

1>(1) (0 )  =  u 0 , v (1) (< „ )  =  V(p) (< „ )  ,

V (a) (<n + ( a -  1)/р) =  V (“ _ 1 )  (< „ +  ( « -  l )/p ) , £V =  2 ,  3 , . . . , p .  ( 3 . 7 )

В качестве приближенного решения задачи (3.1) — (3.3) на моменты 
времени t = tn выступает v(tn ) =  v̂ p (̂<n).

Промежуточные задачи (3.6), (3.7) решаются на отдельных частях 
полуинтервала (tn , tn+х], поэтому разностные схемы, построенные на 
основе (3.6), (3.7), можно назвать аддитивны м и разностны м и схе­
м ам и с дробны ми ш агами. Вопрос о близости решений задач (3.6),
(3.7) и (3.1), (3.2) рассматривался Н.Н.Яненко [72, 73]. Показано, что

при допущении о достаточной гладкости точного решения.
Второй способ построения аддитивных схем (см. [38]) основан на 

решении вспомогательных задач на всем временном полуинтервале 
{tn,tn+1]. Поэтому о таких схема говорят как об аддитивны х раз­
ностны х схемах с целы м и ш агами.

Для определения функций 1̂ а)(2), a  = 1 ,2 , . . . , р  используются 
уравнения

||v (*п) -  и (<п) || = M r, М  =  const > 0

=  /<“> (<),
at

tn < t < t n + u  & — 2 ,3 , . . . ,  р 1,
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+ A*1 V p> =  / ( р> ( t ) , tn < t < t n+u (3.8)

дополненные начальными условиями 

u(1)(0) =  u°, v(1) (<„) =  v(p) (tn) ,

V(a) (<n) =  ■U(a_1) (<n+i), a  =  2,3 , . . . ,p .  (3.9)

При реализации (3.8), (3.9) сначала решается уравнение для v^^(t) 
при начальном условии v ^ ( t n) = v ^ ( t n ) и находится (tfn+i), ко­
торое используется в качестве начального для определения v^2)(<) и 
т.д. За приближенное решение задачи (3.1) — (3.3) на момент времени 
tn+1 принимается v(tn+1) =  (*n+i).

Следует заметить, что между двумя рассматриваемыми подхода­
ми для построения аддитивных разностных схем (3.6), (3.7) и (3.8), 
(3.9) имеется тесная связь. Решение системы (3.8), (3.9) также ап­
проксимирует с первым порядком исходную задачу (3.1) — (3.3). При 
условии, что операторы а = 1 ,2 , . . . , р  не зависят от времени,
а правые части f ^ ( t )  =  0, а  = 1, 2 , . . . ,  р = 0, задачи (3.6), (3.7) и
(3.8), (3.9) просто совпадают друг с другом. В более общих ситуациях 
предпочтительнее использование именно второго варианта с решени­
ем вспомогательных задач на целых временных шагах.

3.1.3 . П онятие  сум м арной аппроксим ации

Встает вопрос о точности, с которой дискретный аналог системы 
уравнений (3.8), (3.9) позволяет найти приближенное решение задачи 
(3.1) — (З-.З). Для этого приходится расширить понятие аппроксима­
ции.

Каждая отдельная промежуточная задача (3.8), (3.9) не аппрокси­
мирует исходную задачу (не дает приближенное решение), и только 
последовательное решение всех промежуточных задач с их согласо­
ванием через начальные условия позволяет получить приближенное 
решение. Потому в этом случае говорят, что задача (3.8), (3.9) аппрок­
симирует (3.1) — (3.3) в суммарном смысле (сум м арная аппрокси­
мация).

Рассмотрим погрешность 

*(1)(0 =  t>(1) (<)-«(<)> tn < t < tn+u 

2(a) (<) = v(o,)( i ) - « ( < 0+1), o  =  2 ,3 , . . . , p ,  <„<<<<„+!•
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Сформулируем соответствующие задачи для погрешностей. Подста­
вляя г (<), а =  1, 2 , . . .  ,р в (3.8), (3.9), получим уравнения

=  V>(a) (О,at

tn ^  ^  ^n+ь cv — 1, 2 , . . . ,  р, (3.10)

которые дополняются условиями

2 ( 1 ) ( 0 )  =  0 ,  * ( » > ( * „ )  =  * ( р ) ( * п ) ,

(<«) =  г*®-1» в  =  2 ,3 , . . . ,р .  (3.11)

Погрешность аппроксимации для каждой промежуточной задачи
(3.8), (3.9) определяется выражениями

Ф{1) (*) =  -  Л(1)и + / (1) (<) ,

^ e ) (0 = - ^ (“ ,« + / ( e ,W .  о =  2,3, . . .  ,р. (3.12)

Из (3.12) следует, что для каждбй промежуточной задачи ^,а(0 = 
= 0(1), а  = 1,2, . . . ,р ,  т.е. задачи (3.8), (3.9) не аппроксимируют 
(3.1) -  (3.3).

Рассмотрим теперь

‘Ф (0 = Ф (0 + (Он---- ь ,0(р) (0 •

Из (3.12) следует

Ф (<) =  ¥> (0 -  -  Л(1)“ (<) -  5 3  (<n+i ) .
ос — 2

Принимая во внимание, что

w (*n+l) =  «(<) + О (г),  tn < t < t n + u 

получим для погрешности представление 

ф(а) (t) = v>(“) (<) +  ф1°) (<).

Здесь выделены слагаемые

Ф{а) (<) =  0 ( г ) ,
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Ф{а) (<)=?<*> ( t ) - A ^ u ( t ) - S al^ ,

где SQ\ символ Кронекера. На решениях задачи (3.1) — (3.3)

и поэтому для суммарной погрешности аппроксимации имеем

Будем говорить, что (3.8), (3.9) аппроксимирует задачу (3.1) — (3.3) 
в суммарном смысле с первым порядком.

Для оценки точности будем считать, что выполнены следую­
щие условия: \ \ А ^ А ^ и \ \  < М, а , /? =  1,2, . . . , р .  Как показывает 
углубленный анализ задачи для погрешности (3.10), (3.11), при та­
ких дополнительных условиях оценка близости имеет вид ||v(tn) — 
—u(tn )\\ = 0(т). Таким образом, на основе решения промежуточных 
задач (3.8), (3.9) можно получить приближенное решение исходной 
дифференциально-разностной задачи (3.1) -- (3.3) с первым поряд­
ком по времени.

Интересно отметить, что в случае, когда

а операторы а = 1 ,2 , . . .  ,р перестановочны друг с другом, т.е.

Д(а)4 (/3) = Д(«Д(«), а ,0  =  1 ,2 , . . . ,р,

то (3.8), (3.9) дает точное решение задачи (3.1) — (3.3).

3.1.4 . Схемы сум м арной аппроксим ации второго  
порядка

Для повышения точности приближенного решения задачи (3.1) — 
— (3.3) на основе решения промежуточных задач можно использовать 
идею симметризации (двуциклическая организация) [65, 68, 69, 70]. 
Для ее пояснения (см., например, [110, 111]) рассмотрим случай одно­
родного уравнения (f(t) =  0 в (3.1)) при двухкомпонентном расщеп­
лении, т.е.

р
(0 =  0 (г).

/ ( 0  =  0, / (о) (0 =  0, о = 1 , 2

t > 0. (3.13)
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Решение задачи (3.2), (3.13) на момент времени t =  *n+i связано с 
решением на момент времени t = t n соотношением

U ( t „ + i )  =  exp ( -• г ( а <1> +  « ( i n )  •

Применение метода суммарной аппроксимации (3.8), (3.9) соответ­
ствует представлению

v ( t n + i )  =  exp ( - ■ exp ^—т A ™ ) v ( t n).  (3.14)

Для погрешности z(tn) =  v(<n) — u(tn) имеем

z ( * n + i )  =  exp exp z (tn) + тфп,

где

фп =  ^exp exp tA^2^  — exp r  ^ 4 ^  + .

Непосредственные выкладки дают

фп =  — А ^ А ^ 2̂  ип + О (т2) .

Поэтому для перестановочных операторов погрешность аппроксима­
ции имеет второй порядок, а в общем случае — только первый.

Для повышения точности приближенного решения задачи (3.2),
(3.14) вместо (3.14) используем выражение

V (<„+i) =  exp ( - ^ Л (1)) exp ( ~ ^ (2)) *

Х еХр ( - ^ <2)) ехр ( - ^ Л(1)) V ^  ‘ (ЗЛ5)

Оно соответствует использованию вместо (3.8) следующей организа­
ции вычислений:

=  /<“>(<), tn < t < t n+1/2, а  = 1 , 2  , . . . , р ,

^ - +  Л<вУ в> = /<“) (t) , (3.16)

^п-И/2 ^   ̂ ^п+Ь & = Рч Р ~~ 1 ,- ..,1 .

При использовании (3.14) для погрешности аппроксимации получим 
Фп =  О (г2) без предположений о коммутируемости операторов.
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Задача (3.8), (3.9) связана со следующей цепочкой:

А ^  I— > А ^  I— > • • • I— > А^р\

которая отражает последовательность решения промежуточных за­
дач. Симметризованная цепочка, связанная с (3.16), имеет вид

д(М  ,—  ̂ д ( 2) |— >. . . .  |— у д (р ) |— >. А ^ р ~ 1 ) I— > • • • I— > А ^ .

Общий случай многокомпонентного расщепления рассматривается 
аналогично. При (3.3) положим

А = А(1) +  А^2\  А(2> =  £ а <«>.
а= 2

С учетом (3.15) получим

V (< n + i)  =  exp ( - ^ Л (1))  exp ( - • г Л (2))  exp ( ~ ^ (1)) v (<n) •

Для оператора А ^  в этом представлении используется аналогичная 
конструкция расщепления и т.д. В итоге получим

»(<n+i) = П ехр (-^ “О IIехр (- ^Л(а>)v (*«) ■
ar=l or —р

Это приводит к отмеченной выше организации (3.16) решений проме­
жуточных задач.

3.2. Схемы суммарной аппроксимации
Рассматриваются аддитивные схемы суммарной аппроксимации 

при произвольном многокомпонентном расщеплении оператора за­
дачи на попарно неперестановочные операторы. Устанавливается их 
устойчивость, которая напрямую связывается с устойчивостью задач 
для отдельных компонент.

3.2 .1 . Схемы поком понентного  расщ епления

Рассматривается задача Коши

du „ . .
—  + Au = f ( t ) ,  t >  О, 4 (3.17)

4. Самарский А.А., Вабищевич П.Н.
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и (0) =  и0. (3.18)

Будем предполагать, что для постоянного оператора А справедливо 
следующее общее аддитивное представление:

р

Л =  ]Г л < а), А(о> > 0, а  =  1 , 2 ( 3 . 1 9 )
а= 1

Попарная перестановочность операторов а =  1, 2 ,. . .  ,р  не пред­
полагается.

Аддитивные разностные схемы для задач с расщеплением на три 
и более попарно некоммутируемых операторов традиционно строят­
ся на основе понятия суммарной аппроксимации -  схемы поком­
понентного расщ епления. При расщеплении по пространственным 
переменным такие схемы называются локально-одномерными схема­
ми [31, 90].

Схемы многокомпонентного расщепления соответствуют переходу 
от исходной задачи (3.17) — (3.19) к цепочке более простых задач (см.
(3.8), (3.9))

^  =  /(•>(<), * „ < * < * „ + ,,

а — 1)2,.. ■,Р, (3.20)

f1» (0 )= u ° , VW ( t n ) = v W  (<„),

(“> (<п) =  «(“-^ ( tn + O , а  =  2 ,3 ,.. .  ,р. (3.21)

Поставим каждой промежуточной задаче в соответствие схему с 
весами, что дает

Уп+а/р Уп+(а-1)/р л(а) f , /1 \ \
------ ^ + А {0С) {(ТосУп+а/р +  (1 -  (Та) Уп + (ог-1)/р) =

=  ¥ # ,), « =  1.2..... ... п =  0 ,1 ,. . .  (3.22)

В этой разностной схеме правые части согласованы следующим обра­
зом:

=  (3-23) 
аг=1

При организации вычислений по схеме (3.22) реализуются условия 
согласования (3.21) решений промежуточных задач.
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3.2.2. О ценки реш ений пром е ж уто чн ы х задач

Для каждого отдельного уравнения (3.20) формулируются стан­
дартные условия устойчивости. Необходимые и достаточные условия 
устойчивости сформулированы в теореме 1.9. Здесь мы приведем по­
слойную оценку устойчивости по начальным данным и правой части 
схемы с весами, на основе которой анализируется аддитивная схема 
многокомпонентного расщепления (3.22).

Рассмотрим разностную схему с весами

------—  +  А (сгуп + 1  +  (1 — сг) уп) =  ipn , tn £  wT, ( 3 . 2 4 )т

в которой А > 0 выполнены достаточное условие устойчивости сг > 
> 0, 5. Наше рассмотрение базируется на исследовании нормы опера­
тора перехода.

Л е м м а  3 .1 .  Пусть

C = t (E +  <t t D )~ 1 D, (3.25)

где Е -  тождественный оператор, a D > 0. Тогда имеет место оценка 

||£  -  fiC\\ < 1, / / > 0  (3.26)

при а > д/2.
Доказательство. Неравенство (3.26) эквивалентно выполнению 

операторного неравенства

( £ - / i C * ) ( £ - / i C )  <  £,

т.е.

цС*С < 2 С,

С учетом конкретного представления (3.25) для оператора имеем

цт [Е +  <t t D ' ) ~ 1 D’ D (Е +  <t t D )~1 < 2D{E + arD )~ } .

Домножая это неравенство слева на Е + <j t D* , а справа на Е + arD  
(неравенство при этом сохраняется), получим

Ij t D ' D  <  2D +  2crrD* D.

Оно с очевидностью выполняется при сг > д/2. ■

Теперь можно вернуться к разностной схеме с весами.

4*
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Т е о р е м а  3.1. При j  > 0,5 и г  > 0 для разностной схемы (3.24) 
выполняется априорная оценка

1|Уп+1| | < И |  + 2 г | | ^ | | .  (3.27)
к= 0

Доказательство. Разностную схему (3.24) запишем в виде 

Уп+1 = (Е -  С) уп + т (Е + <ттА) ~ 1 <рП)

где

С = т(Е + <ттА) ~ 1 Л,

т.е. в представлении (3.25) D =  А. В силу леммы (// =  1) имеем

Цуп+ill < IIЕ -  СЦ1Ы1 +  т|| (Е + сгтА)~1 |||Ы 1  < ||у„|| +  r | |p n||

при сг > 0, 5. Отсюда следует доказываемая оценка (3.27). ■

Некоторые другие априорные оценки схем с весами приведены в 
книгах [47, 59, 61].

3.2 .3 . У сто й чи в о сть  схем поком понентного  
расщ епления

Приведем соответствующую априорную оценку устойчивости (см. 
[47, 61, 103]) по начальным данным и правой части аддитивной схемы 
покомпонентного расщепления (3.19), (3.22).

Для правых частей <Да\  a = 1, 2, ...,р в схеме (3.23) будем исполь­
зовать специальное представление

<р{п ] =  9 п ] + № ,  <* =  1,2, Е  =  °- (3-28)
а=1

Для схемы покомпонентного расщепления верно следующее утвер­
ждение.

Т е о р е м а  3 .2 .  При 0, 5 <  сга <  2, а  =  1, 2, ...,р и т >  0 для разност­
ной схемы (3 .1 9 ), (3 .2 2 ) выполняется априорная оценка

Ц уп + i i i  <  н « ° н + E r  Е  и ^ и + т\\А(а) Е $,(«)i (3.29)
fc=0 ог=1 0 =а
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Доказательство. Для разностного решения используем выраже­
ние

Уп+ос/р — Vn+a/p "Ь ^n+ar/pj & — 2, (3.30)

причем wo =  0. Определим функции wn+a/p, a  =  1,2, ...,р из уравне­
ний

Un+Qf/p ^ n + ( a - l ) / p  _  o j a ) ____
----------------------------  Vn i a (3.31)

С учетом разложения (3.19) и наших предположений о начальном зна­
чении из данной системы уравнений получим

wn+1 = wn = • • • =  tu0 = 0. (3.32)

Рассмотрим теперь задачу для первого слагаемого в (3.30). Имеем

V n + a / p  —  У п  +  ( д - 1 ) / р  Wa ) / ч \ _
“Н A  (^arУ п + a / p  (1 С Г д )  У п  +  ( д — 1 ) / р )  —

=  Х{п \  <* =  1,2, п =  0 ,1 . - , (3.33)

где

Y(«) -  Л(«) _  Ai«)w д. TAM Wn+a/P__ w*+{°-i)/p
Х п  —  Ф п  Л ^ n  + ( a - l ) /p  сГа Г/1

Принимая во внимание (3.31), получим 

р

w n  +  ( g - l ) / p  ~  т ^   ̂ ®  2,
Р - д

Поэтому для правой части уравнения (3.33) получим

x la) =  <Р{п ] + т А {а) ( (1 -<ra) f f l  +  Рп] ] . «  = 1 , 2 , - , р .
\  /3=«+1 /

Для разностного уравнения (3.33) при сформулированных ограни­
чениях на cra , а  = 1, 2, ...,р имеем оценку

I K  + a/pll <  ||«„ + (а-1)/,|| +  Г f l l ^ l l  +  Г||Л(“ ) № \ \  J •
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Суммирование по всем а  от 1 до р с учетом (3.32) дает неравенство

Иуп+i II < 1Ы1 + ( ||ЗД*>|| +  г | |л (а> 2  № \ \
а  =  1 у Р—а.

из которого следует искомая оценка устойчивости по начальным дан­
ным и правой части (3.29). ■

3 .2 .4 . С ходим ость схем поком понентного  
расщ епления

Приведенная выше оценка устойчивости (3.29) служит основой при 
исследовании точности рассматриваемых схем расщепления. В виде
(3.28), (3.29) формулируется задача для погрешности разностного ре­
шения. Принципиальный момент связан с тем, что в исследуемых схе­
мах покомпонентного расщепления оценки устойчивости существенно 
зависят от расщепления (3.19), от того, как выделяются отдельные 
слагаемые. Фактически это означает, что точность таких аддитивных 
схем зависит от того, как мы формулируем промежуточные задачи, 
как их аппроксимируем и т.д.

С другой стороны, промежуточные задачи (вспомогательные се­
точные величины Уп+a/jM у!/+р  °  = 1,2....,р) какого-то самостоя­
тельного значения не имеют. В идеале хотелось бы обойтись без них, 
т.е. строить схемы не привлекая понятия суммарной аппроксимации. 
Некоторые возможности развития теории в этом, как нам представля­
ется, очень перспективном направлении обсуждаются в следующих 
главах нашей работы.

Будем исследовать точность аддитивной схемы суммарной аппрок­
симации для задачи (3.17), (3.18). Рассмотрим соответствующую за­
дачу для погрешности. Положим zn = уп — ип и пусть zn+a/p = 
=  У п + а /р  -  ил+а/р, что при подстановке в (3.22) дает

*” +<*/? ~  * п + ( а - 1 ) / р  (а ) / , м  ^  „ \  _
^  +  Л  \&0 (2 п +  а / р  "Ь (1 &Ск) ^п +  ( а - 1 ) / р /  —

= о  = 1,2, п = 0 ,1 ,.. .  (3.34)

Для погрешности аппроксимации отдельных уравнений имеем

, ( а ) _  У п + а / р  ~  Ц п + ( а - 1 ) / р
Г п
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-  А {а) (<таип+а/р +  (1 -  <та) un+(a_1)/p) +

+  ^пв ,1 <*=1,2,...,р , п =  0 ,1 ,.. .

Будем использовать (см. (3.28)) представление погрешности ап­
проксимации в виде

Ф1 па) = №  + № ,  в  = 1,2.......  £ ^ >  =  0. (3.35)
а=1

С учетом выражений (3.35) на решениях задачи (3.17) — (3.19) поло­
жим

Vna) = - l- ^ ( t n ) - A W u ( t n) - f W ( t n), а  = 1 ,2 .......  (3.36)

где, напомним,

£ / (в) (<) =  /(< ), < > о .
а=1

Для оставшихся частей погрешности из (3.34) и (3.36) получим

№  = 0(т), а  =  1,2 ,...,р, тг =  0 ,1 ,.. .  (3.37)

При точном задании начального условия для (3.22), (3.23) в силу 
теоремы 3.2 для погрешности приближенного решения имеет место 
оценка

ll*n+i|| < 1Йа)Н + г 1И(а) s ^ a)i
kzzO а=1 0 =<*

Подстановка (3.35) — (3.37) обеспечивает сходимость аддитивной схе­
мы покомпонентного расщепления (3.22), (3.23) с первым порядком 
по времени.

3.2 .5 . С ходим ость а д д и ти вн ы х схем в банаховы х 
пространствах

Исследование схем суммарной аппроксимации базируется на соот­
ветствующей оценке устойчивости для задачи с отдельным оператор­
ным слагаемым. Такая схема реализована нами (см. уравнение (3.33)) 
при рассмотрении схем многокомпонентного расщепления. До сих пор
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мы ориентировались на соответствующие оценки устойчивости в се­
точных гильбертовых пространствах, а именно в Я  =  Для
многих прикладных задач математической физики часто не меньшее 
значение имеют оценки устойчивости и сходимости в банаховых про­
странствах — в Loo И  и в Li(w).

Будем рассматривать для примера схему покомпонентного рас­
щепления (3.22), (3.23) для приближенного решения задачи (3.17) — 
— (3.19). Здесь мы будем ориентироваться на схемы, в которых для 
промежуточных имеется устойчивость в Lqo(^) и л и  в  L i (o>), в  кото­
рых

т

IHloo =  max K I , \\А\\оо =  max V  |а<,|,
K K m  K K m r - '“ “ j = l

H l i  =  M ,  M i l l  =  max ^ 2  la*'jllv.7v.rni=l “ “ i= 1

для вектора и =  u(t) =  {г^, г/2,. . . ,  um} и матрицы A =  {a*j}.
Предположим что при расщеплении (3.19) для элементов матриц 

а = 1 ,2 ,.. . ,  р выполнены условия диагонального преобладания 
по строкам

т

4 в) > la<i)l' * =  l ,2 , . . . ,m ,  (3.38)
=  1

или по столбцам
т

a j j ] >  Щ2 lal j )l' a  = 1 , 2 ( 3 . 3 9 )
j & = l

При ориентации на безусловно устойчивые разностные схемы под­
чиним выбор весов в аддитивной схеме (3.22) условиям <та > 1, а = 
=  1 ,2 ,.. . ,р . Тогда при выполнении (3.38) (или (3.39)) справедлива 
априорная оценка (см. теорему 1.17)

Цз/n+of/pll <  ||2/n-f ( а — 1)/р || +  т\\<р№\\
в пространстве Loo(w) (или в L\(u)).

Повторяя доказательство теоремы 3.2, мы придем к оценке (3.29). 
На ее основе при отмеченных ограничениях <ra > 1, а  =  1,2, . . . , р  
устанавливается безусловная сходимость аддитивной разностной схе­
мы (3.22), (3.23) с первым порядком по г в L 0 q(cj) или в Li(w).



3.3. Аддитивно-усредненные схемы 105

3.3. Аддитивно-усредненные схемы
Рассмотренные аддитивные схемы суммарной аппроксимации свя­

заны с последовательным решением р более простых задач — решение 
одной задачи дает начальные условия для другой. Здесь обсуждается 
вторая возможность построения аддитивных разностных схем, кото­
рая допускает независимое решение простых задач и параллельную 
организацию вычислений.

3.3 .1 . Д иф ф еренциальная задана

Поясним идею построения нового класса аддитивных схем на при­
мере модельной задачи при двухкомпонентном расщеплении

^  +  ( a (1)- M (2)) u =  0, О  О, (3.40)

u(0) =  u°. (3.41)

Для точного решения задачи (3.40), (3.41) на одном временном шаге 
имеет место представление

и (<n+1) =  exp ( - г  ( л (1) +  Л<2)) )  u ( tn) .

Определим теперь приближенное решение формулой

V (<„+1) = i (exp ( - 2 r 4 (1)) + exp ( -2 г Л (2)) )  v (<„). (3.42)

При использовании обычной схемы покомпонентного расщепления 
дифференциальным аналогом выступает соотношение

V (<„+1) =  exp (-•гА(1)) exp ( -• гЛ(2)) v (tn).

В этом случае мы имеем мультипликативный вариант схем расщепле­
ния (операторные экспоненты перемножаются), в то время как (3.42) 
связывается с аддитивным вариантом (операторные экспоненты скла­
дываются).

Задача для погрешности z{tn) =  и(*„) — u(tn) имеет вид

z (<n+1) =  1 (ехр ( -2 т А (1)) +  exp ( -2 т Л (2)) )  z (tn) + тфп, 

причем

фп =  ^ехр 2 т + ехр ^—2 —
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-  i  exp ^—т ип‘

Получим фп =  0 (г), т.е. погрешность аппроксимации имеет первый 
порядок. Причем первый порядок аппроксимации будет и для случая 
перестановочных операторов.

Многокомпонентный случай рассматривается аналогично. При 
расщеплении

р

A = Y j A (a), Л(“> > 0 , а = 1 ,2 ,... ,р  (3.43)
Ог =  1

переход с одного временного слоя на другой осуществляется по схеме 

V (<n+0 =  -  exp ( -р г Л (а)) v (tn) . (3.44)
^  а=1

Фактически решение является арифметическим средним для задач, 
связанных с отдельными операторами а  =  1, 2 ,.. .  ,р.

3.3 .2 . А д д итивн ы е  разностны е схемы

Будем строить разностные схемы для приближенного решения за­
дачи Коши для уравнения

diL
—  + Au = f ( t ) ,  t >  0 (3.45)

с аддитивным оператором (3.43) и правой частью

Е / ( в ) (<) =  / ( < ) ,  < > о .
а=1

Для рассматриваемой задачи вычисления по (3.44) соответствуют 
решению задач

+  л<аУ в> =  /<*> (<),
р dt

^   ̂ 5s ^п+1) 1 ,2 ,... ,р  (3.46)

при начальных условиях

V(a) (<п) =  v(<n) (3.47)
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и определению решения при t =  £n+i согласно 

V(tn + =  (<n + l) . (3.48)

Тем самым при одних и тех же начальных условиях (3.47) решают­
ся независимо друг от друга р задач (3.46), (3.47), а затем в качестве 
приближенного решения на новом временном слое берется их ариф­
метическое среднее — (3.48). Аддитивные схемы такого класса пред­
ложены в работе [17] и их мы называем аддитивно-усредненны м и 
разностны м и схемами покомпонентного расщ епления. Отме­
ченная выше возможность асинхронных (независимых) вычислений 
представляется особенно важной при построении вычислительных ал­
горитмов для решения задач на параллельных компьютерах.

В соответствии с (3.46) — (3.48) переход на новый временной слой 
осуществляется следующим образом:

(а)
Уп+1 ~ Уп 

рт + А(а) (сгау{п% + ( 1  -  <га) Уп) №

ос — 1,2, ...,р, п — 0 ,1 ,. . . ,

1 г1 (<*) 
Уп+i = : L t V

И а=1

Здесь использовано представление

<Рп =  Рпв )- 
а=1

для правой части.

(3.49)

(3.50)

3.3 .3 . У сто й чи в о сть  адд итивно-усред ненны х схем

Условия устойчивости аддитивно-усредненных схем те же,что и 
для стандартных схем покомпонентного расщепления. Подобно тео­
реме 3.2, доказывается следующее основное утверждение.

Теорема 3.3. При сга > 0,5, а  =  1 ,2 ,...,р  и любых т > 0 для 
решения задачи (3.43), (3.49), (3.50) выполняется априорная оценка

i i y n + i i i  <  i i u ° n + ] C r ] C  ( н £ * в ) н + р г с г « 1 И (“ ) ¥ ’1 а ) п )  •
k=zO а=1

(3.51)
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Доказательство. Снова применяется представление
(«) («) , (а) . 0Уп+1 =  «п+1 + < + i>  а  =  !. 2> ->Р (3.52)

при г̂ о =  0.
Для нахождения функций a = 1, 2, ...,р используются урав­

нения
(от)

-------  =  & “>, а  =  1,2, ...,р. (3.53)
рт

С учетом (3.50) для усредненных величин

Р "Н
^  а=1

*"" + 1 — Z шп + 1

из (3.53) получим

ton +i =  го„ =  . . .  =  w0 =  0.

Из (3.49), (3.52) имеем

" р т"  +  Aia) ( ^ 4 + 1  +  (1 -  <Ta) vn) =  xLa), 

a = l ,2 , . . . , p ,  n = 0 ,1 , . . . ,

Vn + l n + 1’ (3.54)

где теперь

Х<а) =  У<а ) -у Г а гЛ (" )У&)1 - у .
рт

Принимая во внимание (3.53), получим

Х<“> =  ^1в) -  рт<таА (а)!р(“\  а  =  1,2, ...,р.

Для разностного уравнения (3.54) на основании теоремы 3.1 имеем

IK w p II < lk+(«-i)/pll +  рт ( l l^ e)ll +  Н И (в,^ в)1|) •

Суммирование по всем а  от 1 до р приводит к неравенству

нин-iii <  I M I + г  Е  ( ii& e,i i + ^1И(а) Е  О Т ) -
а — 1 0 =а
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из которого следует искомая оценка устойчивости по начальным дан-

На основе полученной оценки стандартным образом исследуется 
сходимость аддитивно-усредненной схемы покомпонентного расщеп­
ления (3.50) с первым порядком по г. Потенциальное преимущество 
аддитивно-усредненных схем (3.49) связано с тем, что допускается 
очевидная параллельная организация вычислений сеточных функций

3.4. Другие варианты схем
покомпонентного расщепления

В частных случаях аддитивные разностные схемы покомпонент­
ного расщепления можно связать с факторизованными схемами. При 
специальной организации вычислений классическая схема перемен­
ных направлений может рассматриваться как аддитивная схема. Осо­
бого внимания заслуживают вопросы построения и исследования ад­
дитивных схем второго порядка точности.

3.4 .1 . Ч исто  неявные адд итивны е  схемы

Рассмотрим важный частный случай аддитивной схемы покомпо­
нентного расщепления, когда в (3.22) весовые параметры <та = 1, а  =

ным и правой части (3.51).

=  1» 2 ,. . .  ,р, т.е.

У п  +  а / р  — У п  +  ( о с - 1 ) / р  д ( а )
Уп+ос/р -  <р{п \  а  — 1,2, (3.55)Г

Для правых частей положим

(3.56)

Из (3.55), (3.56) следуют рекуррентные формулы 

( я  +  г 4 (1)) Уп + 1 /р = Уп+ т<рп,

Исключение промежуточных решений приводит к схеме

(3.57)
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Тем самым имеем специальную факторизованную схему, которая ра­
нее построена (см. (2.50)) на основе принципа регуляризации разност­
ных схем. Схема (3.57) аппроксимирует дифференциальную задачу с 
первым порядком по г. Устойчивость и сходимость схемы покомпо­
нентного расщепления (3.55), (3.56) следует из общего рассмотрения 
аддитивных схем покомпонентного расщепления.

3.4 .2 . Схемы переменных направлений как 
а д д итивны е  схемы

Покажем, что и классические схемы переменных направлений мо­
гут быть интерпретированы как специальные аддитивные схемы сум­
марной аппроксимации. Будем рассматривать задачу

du
—  + A u  = f ( t ) ,  t >  0, (3.58)
at

и (0) =  u° (3.59)

при двухкомпонентном расщеплении

А = Л(1) + Л(2), Л<“> > 0 , а  =  1,2. (3.60)

При использовании классической схемы Писмена-Рекфорда при­
ближенное решение задачи (3.58) — (3.60) определяется из

(3.61)

У" * \  + A [I)i>n+^ i  + А ^ у „ +, =  <р„. (3.62)

Запишем (3.61), (3.62) как эквивалентную аддитивную схему по­
компонентного расщепления. Определим четырехкомпонентное рас­
щепление оператора задачи (3.58), (3.59)

4
Л =  ]Г л < “>, Л(а )> 0 , 0 = 1 ,2 , . . . , 4 ,

а = 1
в котором

л<1) =  ^ 2), AW = U ( 2\  д <з> =  Ь < 1\  л<4> =  1л<2>.
L L Z L
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Аналогичное представление используется и для правой части

4

ОГ = 1

где

№  -  \<рп, <Р{п ] = 0, ^ 3) =  0, (рМ = 1р„.

Будем использовать специальный вариант схемы покомпонетного 
расщепления, который характеризуется определенным выбором весов

» .+ , / , -1Ь  +  1л т 1 Ь = 1уп|

W ’ Z b t m  +  i  =  о ,

у,‘*31'~ту" * '1г + \ л ^ у „  = ч,

Уп +1 -  Уп+3/4 - 1 .(21 1 Л ,
-------- ------- - + 2 А  Уп  =  2 9 п ’ п =  0>1>-'-

Исключая Уп+1/4 , Уп+з/4) приходим к схеме

( Е +  ^ 4 (1)) у„+1/2 =  ( #  -  ^ (2)) Уп + rv?n ,

(Е + ^ (2)) Уп+i = {е -  ^Л(1)) Уп+1 / 2  +

В такой же форме записывается схема переменных направлений 
(3.61), (3.62).

Непосредственные вычисления показывают, что для погрешности 
аппроксимации имеет место

Фп = Ф{па) = О (г2) ,
0г=1

т.е. схема обладает суммарной аппроксимацией 0 (т 2).
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3.4 .3 . А д д и ти вн ы е  схемы второго  порядка то чн о сти

Стандартные аддитивные схемы покомпонентного расщепления 
имеют первый порядок точности по г. Повышение точности достига­
ется за счет симметризации, перехода от последовательности решения 
задач

Л<‘> ► Л<2> ► • •••—► Л<р),

к цепочке

А<г) ► Л(2> ► • • • ► Л<р> ► A b - V  .— ► • - • I— s- Л(1).

Фактически такая схема выше реализована при построении аддитив­
ных схем, которые эквивалентны схемам переменных направлений. 
Аддитивные схемы покомпонентного расщепления второго порядка 
точности исследуются во многих работах, среди которых мы отметим 
[68, 69].

Для построения аддитивных схем покомпонентного расщепления 
второго порядка точности рассматриваются промежуточные задачи 
на интервале [$n»*n+i]

^  =  /<“> (<), а  =  1 ,2 ,.. -, р,

^  +  \ a ^ v^  =  /<“> (t) , (3.63)

+ Ь Ot — р,р  — 1 , . . . ,1  

с правыми частями

2 Р

Е / (Qr)(<) =  /(<)> * > о.
Of= 1

Системе уравнений (3.63) поставим в соответствие простейшую ад­
дитивную разностную схему

У п + а / 2 р  ~  У п + ( а - 1 ) / 2 р  , 1 , ,(<*)/.. . ..
~  Г 2 А  \ У п + а /2 р  +  У п + ( а —1 ) /2 р )  —

= <Р(п \  <*= 1,2,...,р,

У п + а / 2 р  -  У п + ( а - 1 ) / 2 р  , 1 ^ (2 p + l - a W . .  ,
------------------ Т ------------------ +  2 А  \ У п + « /Р  +  У п + (а -1 ) /р )  =



3.4. Другие варианты схем покомпонентного расщепления 113

(3.64)

Устойчивость аддитивной схемы следует из общих условий устой­
чивости (см. теорему 3.2). Для доказательства сходимости со вторым 
порядком по г необходимо специальное исследование.

3.4 .4 . С ходим ость схем повы ш енной то чн о сти

Рассмотрим аддитивную схему (3.64), задав правые части в виде

При приближенном решении задачи (3.58), (3.59) определим погреш­
ность Zn = у п — ип И z n + a f p = Уп+ос/2р “  un+ot/2pi Of = 1 ,2 ,.. . ,  2р. Из
(3.64) получим

Для погрешности аппроксимации отдельных уравнений получим

*»в) =  5 ^  (*»+»/*)•

zn+a/2p

=  Ф{па ) , а =  р + 1 ,р  + 2,...,2р, п =  0 ,1 , . . .  (3.65)

ф{а) _  ип+а/2р Un+(a-l)/2p

~  1 л (2р+1 а) (ип+а/р +  «„+(«_ 1)/р) +

+  <Р{п \  а  =  р + 1 ,р  +  2,...,2р, п =  0 ,1 ,.. .
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Имеем

ип+а/2р ~ Un+(<x-l)/2p 1 Wa) / \
Г 2 ^  \^я+«/2р ^п + (а-1)/2р/ "Г

= ~ 1 р Ж  ( <п+ ( “ - 1/2)/2 р ) -  ^ ( a ) U  (<« + (ог- 1/2)/2 р) +

+ — /  (<п+1/г) +  О (г2) , a =  1,2, ...,р.

С учетом этого для погрешности аппроксимации используем пред­
ставления

v4a) =  Ф{па) +  Ф(п ] +  Ф{па), 0 =  1,2,.... 2р. (3.66)

Будем для простоты считать, что операторы а  =  1 ,2 , . . . ,р —
постоянные, тогда

№ = (<п+1/г) “ \А(а)и (<п+1/2) +
+ 2“ /  (^+1/2) =  0 (1 ) ,

^ i a)  =  -  ( < n + ( a - l / 2 ) / 2 р -  < п+1 /г )  ^ ^ 7  +  ^ ( в ) ^  ^ п + 1 / 2 ) =

= О (г ) , a  =  1,2, ...,р,

Й в) =  (<«+1/2 ) -  l ^ ( 2P+1- e>« (<„+1/а) +

+  (**4-1/2) =  О (1),

Ф п^  =  ““ (^n+(ar— 1/2)/2р “  ^п +  1 / 2 ) х

х (i? + ̂ (2р+1‘а)§) (<п+1/2) = 0 (г) >
от =  р "Ь 1 ,Р+  2 , 2р,

^ ia) =  0 ( r 2) ,  a =  1,2, ...,2р.
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Дальнейшее рассмотрение проводится по схеме доказательства те­
оремы 3.2. Используем представление

гп+а/2р =  Яп+ос/2р +  w n+oc/2pi а  =  1, 2, .. .,  2р

при wo =  0. Функции 1Уп+а/ 2р, =  1,2,..., 2р удовлетворяют уравне­
ниям

следует

Wn+1 =  ti;n =  ••• =  w0  =  0.

Для функций 7„+а/2р, а  =  1,2,..., 2р получим уравнения

С учетом того, что
2р

Яп+<х/2р Яп+(ос-\)/2р

Т

Яп+а/2р Яп + (а-1)/2р

Т +  2^ 2Р+1 ( Яп+ос/2р +  *>п + (аг-1)/2р) —

=  х!“\  «  = Р +  1 ,р+ 2 ,...,2р ,

где

Для решения уравнения (3.67) имеем представление
р р

U>n+(or-l)/2р = т ^  + Т X ) №  ’ а = 1 ’ 2> -> 2Р-
0=а
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Запишем теперь правые части уравнений для qn+a/2 p, а  =  1,2, ...,2р 
в виде

Х&в) =  & в ) + & в), «  =  1,2,..., 2 р,

где

x ia) =  <Р(п ] +  I +  ^ 2  4>{п ] I , or =  1,2,
2 Р

1

х1а) =  ^ а) +  г Л ^ +1- “) ^  $ « ) ,
2р

/?=«+!

а  =  р + 1 ,р + 2 ,. . . ,2 р ,

т.е. х!а) =  0 (т2), а  =  1 ,2 , . . . ,  2р.
Для слагаемых Хп°\ о =  1 ,2 ,. . . ,  2р имеем

х!а) =  тА<а) t̂>La) + ’ Q =  1>2>->Р>

jW  =  Tj4(2p+i - a ) | l o ( a )+  £  ,

а  =  р +  1 ,р+  2 ,...,2р.

Непосредственные выкладки дают равенство
t(«) -  _г.(2+1-а) а  _  1 2 Г,

т.е.

Е й в , = 0 .
а=Г

На основании теоремы 3.2 с учетом =  0 (г ), а  =  1 ,2 ,.. . ,2 р  это 
позволяет доказать послойную оценку

Ikn+ill < Ы |  +  0 ( т 2) .

Аналогичная оценка имеет место и для погрешности zn+1. Таким об­
разом, симметризованная аддитивная разностная схема покомпонент­
ного расщепления (3.64) сходится со вторым порядком по г.



Глава 4

Векторны е аддитивны е  
схемы

Рассматривается новый класс аддитивных разностных схем мно­
гокомпонентного расщепления, которые относятся к схемам полной 
аппроксимации — на каждом шаге находится приближенное решение 
задачи. Исходная задача формулируется как векторная, при этом вме­
сто одного приближенного решения находится вектор приближенных 
решений. Построение векторных аддитивных разностных схем про­
ведено на единой методической основе с привлечением результатов 
общей теории устойчивости операторно-разностных схем и принци­
па регуляризации. Проведено исследование двух- и трехслойных схем 
для эволюционных уравнений первого и второго порядка.

4.1. Векторные схемы для уравнений 
первого порядка

Рассматриваются разностные схемы полной аппроксимации с 
аддитивным расщеплением положительного оператора задачи на 
несколько при приближенном решении задачи Коши для уравне­
ния первого порядка. Построение безусловно устойчивых векторных 
разностных схем базируется на принципе регуляризации разностных 
схем. Такие схемы предложены и исследованы В.Н.Абрашиным (см. 
[1, 3] и обзорную работу [75]). Исследование векторных разностных 
схем с позиций общей теории устойчивости операторно-разностных 
схем проведено в [6, 7, 92].

4.1.1 . В екторная диф ф еренциальная задача

Пусть, как обычно, Н  — конечномерное гильбертово пространство 
со скалярным произведением (*, •) и нормой || • ||. В Н ищется прибли­
женное решение задачи Коши для эволюционного уравнения первого
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порядка

du
—  4- Аи =  /  (t) , t > 0, (4.1)

о *3IIо3 (4.2)

Будем считать, что линейный оператор А постоянен (не зависит от <) 
и положителен в Я . В силу этого для решения задачи (4.1), (4.2) имеет 
место оценка устойчивости по правой части и начальным данным

t
||£>u(f)||< ||0T i°|| + J \\Df(e)\\ds, (4.3)

О

где, например, D =  Е,А .  Оценка типа (4.3) является ориентиром при 
получении оценок для соответствующих разностных схем.

Аддитивные разностные схемы для задачи (4.1), (4.2) строятся на 
основе представления

р
A = Y j A(a)' А{а) > 0. а  =  1 , 2 ( 4 . 4 )

а=1

Приближенное решение задачи (4.1), (4.2) в этом случае связывается 
с последовательностью р задач, каждая из которых характеризуется 
отдельным оператором А^а\  а  =  1,2, . . . ,р.  При р =  2 имеются раз­
личные классы безусловно устойчивых схем: переменных направле­
ний, факторизованные, предиктор-корректор и т.д. При р > 2 хорошо 
известные безусловно устойчивые схемы строятся на основе метода 
суммарной аппроксимации.

Вместо нахождения скалярной функции и будем искать вектор 
U =  {i^1), u W , . . . ,  u ^ } .  Каждая отдельная компонента определяется 
как решение однотипных задач

+ =  / (<) ,  О  о, (4.5)
0=1

(0) =  ti°, а  =1 , 2 ,  . . . ,р.  (4.6)

В этом случае u ^ ( t )  =  u(f), а  =  1, 2, . . .  ,р и поэтому в качестве реше­
ния исходной задачи (4.1), (4.2), (4.4) можно взять любую компоненту 
вектора U(t).
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Запишем задачу Коши для системы уравнений как одно уравнение 
первого порядка для векторных величин. Проведем также предвари­
тельное преобразование системы уравнений (4.5). Определим вектор 
правых частей T{t) = { (А ^ )*  f(t), ( A ^ ) * f ( t ) , . . . ,  { A ^ ) mf(t)}  и диа­
гональную операторную матрицу В = где 6 Q 0  — символ
Кронекера.

Домножая отдельные уравнения (4.5) слева на (Л^))*, а =  
= 1,2, . . .  ,р, придем к системе уравнений

B ^  + AU = ? ( t ) ,  t >  0. (4.7)at

Для операторной матрицы А  имеем представление А  =
С учетом (4.6) систему уравнений (4.7) дополним начальными усло­
виями

U (0) =  £/° =  {и0, и0, . . . ,  I/0}. (4.8)

Задачу (4.7), (4.8) естественно рассматривать на векторном гиль­
бертовом пространстве Ч = # р, в котором скалярное произведение 
определяется выражением

0г= 1

В силу ( ( А ^ ) * А ^ У  =  ( А ^ ) * А ^  оператор А  самосопряжен. 
Кроме того, непосредственно убеждаемся в том, что

(AU ,U )=  -1J • (4-9)

Из (4.9) следует неотрицательность оператора А . При расщеплении 
(4.4) неотрицательным является также и оператор В. Приходим к век­
торной задаче (4.7), (4.8) с

В >  0, А = { А ) * >  0. (4.10)

Для задачи (4.7), (4.8), (4.10) векторны е разностны е схе­
мы строятся на основе общей теории устойчивости операторно­
разностных схем. Специфика задачи проявляется в неотрицательно­
сти операторов В и А, в то время как основные результаты получены 
для положительных операторов. Это часто вынуждает проводить со­
ответствующие выкладки каждый раз отдельно.
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4.1 .2 . У сто й чи в о сть  векторны х а д д и ти в н ы х  схем

По времени введем обычную равномерную сетку с шагом т > 0. 
Приближенное решение векторной задачи (4.7), (4.8) на момент време­
ни t = tn обозначим Yn =  уп \  yl?\ . . . ,  УпК Свое исследование начнем 
с устойчивости векторных схем по начальным данным. Соответству­
ющие двухслойные разностные схемы записываются в каноническом 
виде

В 2^Н----Уп+ А У п = 0 )  п =  0>1>_  (4.И)
т

Исследование устойчивости базируется на следующем утверждении.

Лем ма 4.1. Если в схеме (4.11) А  —  самосопряженный и постоян­
ный оператор, тогда при выполнении операторного неравенства

В > 1 а  (4.12)

имеет место неравенство

(AKn+i, Уп+х) < (АУ„,У„). (4.13)

Доказательство. Для получения приведенной оценки достаточно 
воспроизвести доказательство теоремы 1.2. ■

Естественно попытаться интерпретировать неравенство (4.13), 
примененное к разностной схеме для задачи (4.7), (4.8) как оценку 
устойчивости по начальным данным. Для схемы (4.11) это имеет ме­
сто при дополнительном предположении о положительности операто­
ра А.

Построение устойчивых разностных схем для задачи (4.7), (4.8) 
проведем на единой методологической основе — принципе регуляриза­
ции разностных схем. Теория регуляризации разностных схем рассма­
тривается как принцип улучшения качества разностной схемы за счет 
введения новых дополнительных слагаемых (регуляризаторов) в опе­
раторы исходной разностной схемы. Построение устойчивых разност­
ных схем на основе принципа регуляризации реализуется следующим 
образом. Для (производящей) исходной задачи строится какая-то про­
стейшая разностная схема, не обладающая необходимыми свойствами 
устойчивости. Затем разностная схема записывается в канонической 
форме и условия устойчивости разностной схемы ослабляются за счет 
возмущения операторов разностной схемы.
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В качестве производящей для задачи (4.7), (4.8) (с !F(t)  = 0) есте­
ственно взять явную схему

BYn+l ~Yn +AYn = 0, гг =  0 , 1 , . . .  (4.14)
Г

Эта схема имеет канонический вид (4.11) двухслойной разностной схе­
мы при

В  =  £ ,  А  =  Л.
Принимая во внимание (4.9), неравенство (4.12) для схемы (4.14) эк­
вивалентно выполнению неравенства

( В У ,У ) - £ ( А У ,У )  =

г °- (415)

Имеет место неравенство 
2

1 /  а=1
(4.16)

В явных схемах ограничения на шаг по времени связываются с 
оценками разностных операторов сверху. Для несамосопряженных 
операторов а  =  1,2, . . . , р  будем считать выполненными нера­
венства

(л<ЛУ а),У(о° )  > ^ Ч И (о,)!/(“)||2. а  =  1 , 2 , . . . , р. (4.17)

С учетом (4.16), (4.17) неравенство (4.15) преобразуется следующим 
образом:

Е  (* '* ¥ •> , ,!«>) -  \
а=1

> (̂  - fт) Е
'  ' а=1

где Д =  max Д а . Оно будет выполнено приа

(4.18)
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Эти ограничения на шаг по времени можно рассматривать как 
обобщение условий устойчивости обычных явных схем для задачи
(4.1), (4.2) на случай явных разностных схем для векторной задачи 
(4.7), (4.8).

При выполнении (4.18) в силу леммы 4.1 для разностной схемы
(4.14) справедлива априорная оценка

(AYn+u Уя+1) < (AYn, Yn) , n =  0,1, . . .  (4.19)

Разностная схема (4.14) построена для нахождения решения исходной 
задачи (4.1), (4.2).

Под этим приближенным решением будем понимать не отдельные 
компоненты вектора У, а функцию у, которая определяется следую­
щим образом:

р
Ау = ^ А ^ у ( аК (4.20)

а=1

Учитывая (4.4), можем переписать (4.19) в виде

I H j / n + i l l  <  \\АУп\\- (4.21)

В силу положительности оператора А (4.21) есть искомая оценка 
устойчивости приближенного решения задачи (4.1), (4.2), определя­
емого по явной разностной схеме (4.12), по начальным данным.

Принимая во внимание условие (4.12), естественно строить класс 
регуляризованных разностных схем для задачи (4.7), (4.8), (4.10) на 
основе возмущения оператора В в схеме (4.14). Рассмотрим разност­
ную схему (4.11) с

В =  Я +  //7г, А =  Д  (4.22)

где fi — параметр регуляризации (возмущения), а 7Z — регуляризатор. 
Оставаясь в классе диагональных операторных матриц В, положим

п  = A W S a0} .  (4.23)

Теорема 4.1. Для разностной схемы (4.11), (4.22), (4.23) при

справедлива оценка (4.20), (4.21).

(4.24)
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Доказательство. Для схемы (4.11), (4.22), (4.23) неравенство
(4.12) преобразуется аналогично (4.15) — (4.17)

(В У, Y ) - T-  (А У, Y)  =  £  (л<“У “>, j/<“>) +
а=1

+ ^ f ; i |A W y ( “)||2 - ^ g A ( “) y ^  , l j  >

'  ' а=1

Это неравенство будет выполнено при ограничениях (4.24) на пара­
метр регуляризации \х. Из (4.13) приходим к оценке устойчивости
(4.21) для приближенного решения задачи (4.1), (4.2). Из (4.24) сле­
дует, что безусловно устойчивыми будут схемы с /х > 0, 5рт. ■

К регуляризованной схеме (4.11), (4.22), (4.23) мы приходим при 
рассмотрении следующей схемы с весами для системы уравнений (4.5) 
(м = (тт):

( е  +  . г д 'ч )  + ■ £  =  *>.,
Т  0=1

ОТ =  1,2....... ... (4.25)

Переход на новый временной слой в схеме (4.25), как и в стандарт­
ных (скалярных) вариантах аддитивных разностных схем, связан с 
обращением на каждом временном шаге операторов Е + сггЛ ^ , а  = 
= 1, 2 , . . . ,  р. Отметим особенность схем (4.25) для задач с р > 2, кото­
рая связана с выбором веса <т больше единицы. Существенным момен­
том является требование хранения всего вектора, что может наклады­
вать дополнительные ограничения на используемую память компью­
тера. Это же замечание относится и к таким (скалярным) вариантам 
аддитивных разностных схем, как аддитивно-усредненные разност­
ные схемы.

4.1.3 . У сто й ч и в о сть  по правой части

Исследование сходимости разностных схем для нестационарных 
задач базируется на оценках устойчивости разностного решения по
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правой части. Во многих случаях можно ориентироваться на простей­
шие оценки устойчивости по правой части, которые непосредственно 
вытекают их оценок устойчивости по начальным данным. Однако осо­
бенности рассматриваемых векторных схем, связанные с очень сла­
быми ограничениями (4.10) на операторы задачи (4.7), (4.8), требуют 
самостоятельного рассмотрения.

Будем исследовать устойчивость разностной схемы типа (4.25), но 
с различными правыми частями. Именно такая ситуация имеет место 
при исследовании задачи для погрешности. Пусть

( е  + <тгЛ<“>) ] + А (0 )У{п ] = <Р1* \
Т Р= 1

а  =  1,2....... ..  (4.26)

Положим В^01) — Е  + <гтА(а\  о = 1,2, . . .  ,р, так что В а > 0 и поэтому 
(В а ) ~ 1 существует. Схему (4.26) перепишем в виде

j t f i  =  £ s^ J 'i° ') +  r ( fi(0r)) Pia)> or =  1,2, . . .  ,р 
0 = 1

при задании

Safi = Safi -  Т А ^К

Домножая на и складывая эти уравнения, получим

Е а М №  = £ £ л М “ »А°'+
ог=1 а=1 /?=1

+ г 2̂ А ( а )  (fi(Q)) 1
ог=1

(4.27)

Принимая во внимание (4.20) и доказанную выше устойчивость по 
начальным данным при выполнении условий (4.24), из (4.27) имеем

1И!/п-н|| < ||Лу„у + г]Г|И<“) (b<“>)~ V)I|.
а=1

(4.28)
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Тем самым для разностной схемы (4.26) при выполнении условий 
(4.24) получена априорная оценка по начальным данным и правой 
части. Более простой, чем (4.28), является оценка

На основе (4.28) при рассмотрении задачи для погрешности до­
казывается сходимость векторных аддитивных разностных с первым 
порядком по времени. Другие варианты векторных аддитивных раз­
ностных схем рассматриваются ниже.

4.2. Устойчивость векторных аддитивных 
схем в банаховых пространствах

Рассматриваются вопросы построения безусловно устойчивых раз­
ностных схем в банаховых конечномерных пространствах. Это свой­
ство, как и классических аддитивных схем покомпонентного расщеп­
ления, является следствием устойчивости разностных задач для от­
дельных операторных слагаемых.

4.2 .1 . П остановка задачи

Наиболее полные результаты по устойчивости аддитивных раз­
ностных схем получены при исследовании разностных схем в сеточ­
ных гильбертовых пространствах на основе общей теории устойчи­
вости (корректности) операторно-разностных схем. Это относится и 
к устойчивости и к сходимости векторных аддитивных операторно­
разностных схем полной аппроксимации. Во многих задачах принци­
пиальной является проблема корректности схе*мы в равномерной нор­
ме (в сеточном банаховом пространстве Loo)- Здесь, согласно работе 
[60], изучается устойчивость в произвольных нормах простейшей век­
торной аддитивной схемы. Показана устойчивость аддитивной схемы 
при условии, что устойчивыми являются чисто неявные схемы для 
отдельных компонент.

Будем рассматривать задачу Коши для системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений первого порядка

р

1Иг/п-и|| < ||Луп|| + г ^ | | л (ог)̂ а)||.

t >  0, г =  1, 2 , . . . ,  т . (4.29)
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К (4.29) мы приходим после дискретизации по пространству, напри­
мер, для начально-краевых задач для параболических уравнений.

Полагая и =  u(t) =  {щ, t/2, • • •, um}, А = {atJ}, запишем (4.29) в 
матричном (операторном) виде

^  + = (4.30)

Будем строить разностные схемы для приближенного решения задачи 
Коши, когда (4.30) рассматривается при t > 0 и начальных условиях

и (0) =  U°, =  (4-31)

Аддитивные схемы для приближенного решения задачи (4.30),
(4.31) строятся на основе представления

р
Л =  Л(а), a  = 1 , 2  (4.32)

а=1
Здесь для простоты ограничимся проблемами, в которых каждое из 
операторных слагаемых а =  1, 2, . . .  ,р является стационарным
оператором.

Определим класс аддитивных разностных схем следующим обра­
зом. Зададим равномерную сетку по времени с шагом г > 0 и пусть 
уп — приближенное решение на момент времени tn = nr, n =  0,1, . . .  
Будем считать, что полностью неявные разностные схемы

(а )  _  (<*)

- +1 — +  Лау{п%  =  п =  0 , 1 , • • . , « =  1 , 2 , . . . ,р (4.33)

безусловно устойчивы в некотором банаховом пространстве с некото­
рой нормой ||-||. Более точно будем считать выполненными следующие 
послойные оценки для разностных схем (4.33):

llvi+ill <  11Упв)Н + r lb i++i п =  0 ,1 , . . . ,  а  =  1 , 2 , . . . ,р. (4.34)

К выделенному классу аддитивных схем относятся схемы с неотри­
цательно определенными операторами (Аа > 0 , а  =  1, 2 ,. . . ,  р  в се­
точном гильбертовом пространстве L2). Вторым важным примером 
служат разностные схемы для задач с нестрогим диагональным пре­
обладанием по строкам для каждого операторного слагаемого

м
an > г = 1 , 2 , . . . ,М .

*9*7 = 1
В этом случае мы имеем устойчивость схем (4.33) в Loo-
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4.2 .2 . В екторная  адд итивная  схема

Для приближенного решения задачи (4.30) — (4.32) будем исполь­
зовать двухслойную векторную аддитивную схему (см. [1])

(а) (а)
Уп + 1 ~  У п Е

0 = 1  0 =<*+\
= Vnt

П = 0 , 1 , . . . ,  а  =  1,2 (4.35)

Начальные условия в соответствии с (4.31) зададим в виде
(а) 0 1 оУо =  и > а = 1>2,...,р.

Выше мы подробно рассматривали схему

(4.36)

( с  + ттЛМ) +  £ A m„U» = v „, « = 1 , 2 ....... р,
0=1

построенную на основе регуляризации (возмущения) диагональной 
матрицей. В этом случае допускается асинхронная организация вы­
числений, когда отдельные элементы у ^  вычисляются на новом 
временном слое независимо друг от друга. В этом они подобны 
аддитивно-усредненным схемам покомпонентного расщепления.

В схеме (4.35), (4.36), подобно переходу от итерационного метода 
Якоби к методу Зейделя, найденная компонента решения на новом 
временном слое участвует при нахождении следующей компоненты 
вектора. В этом случае можно рассчитывать на приобретение поло­
жительных черт, типичных для чисто неявных разностных схем. По­
кажем безусловную устойчивость векторной аддитивной схемы (4.35), 
(4.36).

4.2 .3 . И сследование устойчи вости

Рассматривая уравнение для определения 2/i+i и зДр;, из (4.35) 
непосредственно получим равенство

А р )

( *  +  rA <i>)!fe±iZ!5t
(D _„(»> > > _ > >  м иУп Утх- 1 , JPn -  Рп-1---------------- Г т --------------,

Т Т Т
„(<*+!)

(4.37)

Вычитая из уравнения для нахождения уравнение для у^+р
приходим ко второму полезному соотношению

(о*1) _  JO +1) ,.(<*) 7/(а)
У п  _  Уп + 1 У п

(jE? +  rA < a + 1 ))  -Уп- +1....  -
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п =  0,1, . . . ,  <* =  1,2, . . .  ,р — 1. (4.38)

Из (4.38) с учетом (4.33), (4.34) непосредственно следуют оценки

|| t /*+ 1 ) г/а+1) II И*/*) - т / а ) 11Уп+1 Уп ^  Уп-и Уп

71 — 0,1, . . . ,  ос — 1, 2 , . . . , р  1.

Аналогично из (4.37) получим

3/1+1 -  Уп1) II II „(р) _  Jp)1  ̂ II Уп Уп- 1
+ Г

ч>п -  <рп_ 1
Г 1 II т

(4.39)

(4.40)

С учетом (4.39) из (4.40) получается послойная оценка для производ­
ной разностного решения по времени

(a) (or) И
Уп+1 -  Уп || ^

(а) («)Уп -  у ;_ \
+  Т

<Рп — фп- 1
Г II “ Т Т

п — 1 ) 2 , . . ,  а = 1 , 2 , . . . , р .

Из (4.41) вытекает неравенство

(4.41)

(<*) (<*) 
Уп+1 -  У" <

(от) (а)
У\ -Уо

+ Е '
к = 1

<Рк “  <Рк-1

п — 1 ,2, . . . ,  а =  1,2, . . .  ,р. (4.42)

Из (4.35) при а  =  1 с учетом (4.32) и (4.36) получаем неравенство

У1  Уо < ||<р0 -  Ли°||.

В силу (4.39) неравенство (4.42) теперь можно переписать в виде

„<«> _„<«>Уп+l Уп < | |^ о - Л и°|| +  ^ г
к=1

<Рк ~ <Рк- 1

я =  1,2, . . . ,  <* =  1,2, . . . , р. (4.43)
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Принимая во внимание очевидное неравенство

l ls t t l l  < \ +  т
(от) (а)

Уп+1 ~ У”
из (4.43) получим искомую оценку для каждой отдельной компоненты 
векторной аддитивной схемы (4.35), (4.36)

Ibn+lll < l|j/ia)H + TIÎ O — j4w°|| +
<Рк ~ <Рк- 1

к=1

п = 1 ,2 , . . . ,  а = 1 ,2 ,... ,р. (4.44)

Это дает нам возможность сформулировать следующий основной 
результат.

Теорема 4.2. Пусть для неявных разностных схем (4.33) выполне­
ны априорные оценки (4.34). Тогда векторная аддитивная схема (4.32),
(4.35), (4.36) устойчива по начальным данным и правой части и для 
разностных решений верны оценки (4.44).

Специально подчеркнем, что выше мы получили оценки устойчи­
вости для каждой отдельной компоненты а =  1,2, . . . ,р .  Тем
самым в качестве приближенного решения задачи (4.29), (4.30) мож­
но взять любую компоненту или же их линейную комбинацию

р р
У п  — ^   ̂ С а У п   ̂ ^   ̂ С< х — 1 > Са ^  0, О с  — 1, 2, . . . , р.

аг=1 аг=1

На основе оценок типа (4.44) стандартным образом исследуется 
сходимость векторных аддитивных схем. В этой связи отметим бли­
зость полученной оценки (4.44) к основным априорным оценкам для 
двухслойных разностных схем, которые базируются на производных 
правой части по времени.

Полученная оценка устойчивости по начальным данным и правой 
части для векторной разностной схемы базируется на аналогичных 
оценках для разностных схем (4.33), в которые входят лишь отдель­
ные операторные слагаемые расщепления (4.32). Такие задачи хоро­
шо исследованы в теории устойчивости операторно-разностных схем 
[47, 61]. В частности, получены совпадающие необходимые и достаточ­
ные условия, исследована сходимость в различных нормах при мини­
мальных требованиях на операторы задачи и т.д. 5

5. С а м а р с к и й  А .А . ,  В а б и щ е в и ч  П .Н .
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4.3. Схемы второго порядка точности
Рассмотрены векторные аддитивные схемы многокомпонентного 

расщепления, которые сходятся со вторым порядком по г. На осно­
ве принципа регуляризации строятся трехслойные разностные схе­
мы, выделен класс попеременно-треугольных векторных аддитивных 
схем.

4.3 .1 . Постановка задачи

Будем рассматривать модельную задачу

можные обобщения полученных результатов на более общий случай 
несамосопряженных нестационарных операторов мы не будем здесь 
обсуждать.

От (4.45) — (4.47) перейдем к векторной задаче

— + Аи — /  (t) , t > 0, 

и (0) =  и0,

(4.45)

(4.46)

в которой

и все операторы А^а\  а =  1 ,2 ,.. . ,  р являются постоянными. Воз-

B —  + AU = ? { t ) ,  t > 0 , at

L /(0 )= t/°  =  {uo,u o,. . . ,u ° } .

(4.48)

(4.49)

Для операторных матриц В, Л  имеем представление

(4.50)

(4.51)

а правая часть в уравнении (4.48) есть

^ (<) = { (з<‘>)* / (О, (л<2>) * (а^У  /(<)}.
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Для приближенного решения векторной задачи (4.48), (4.49) с об­
щих позиций теории устойчивости операторно-разностных схем ра­
нее рассматривались двухслойные разностные схемы первого порядка 
точности. Аналогичное исследование можно провести при построении 
схем второго порядка точности.

4.3 .2 . Т рехсл ойны е векторные схемы

Основой нашего рассмотрения являются условия устойчивости 
трехслойных операторно-разностных схем. При исследовании устой­
чивости трехслойных векторных схем используется каноническая 
форма

1 +  R (y n+1 -  2Y„ +  Yn.i) +  A Yn =  0,
T

n = 1 ,2 ,... (4.52)

Имеет место (см. доказательство теоремы 1.10) следующее утвержде­
ние.

Л ем м а 4.2. Пусть в (4.52) операторы А и R  — самосопряженные и 
постоянные. Тогда при выполнении условия

В  >  0 (4.53)

имеет место неравенство

£n+i <  Sn, (4.54)

где использованы обозначения

£п + 1 =  ~ (А (г/п + 1 +  У п )  , Уп + 1 +  У п )  +

+ (R (Уп + 1 -Уп),Уп + 1 -  У п ) -

-  \  (А  (Уп+1 ~ У п ) , У п + 1 ~ У п ) . (4.55)

Будем ориентироваться на схемы, для которых £п+\ определяет 
соответствующую норму решения. При А > 0 это предполагает вы­
полнение неравенств

В > 0 ,  4R — А > 0, (4.56)

5*
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которые (см. [47, 61], теорему 1.10) являются необходимыми и доста­
точными условиями устойчивости трехслойной схемы (4.52).

Подобно случаю двухслойной векторной схемы, под решением бу­
дем понимать функцию у, которая определяется следующим образом:

р
Ау = ^ А[а)У{а)-

а = 1

Поэтому для трехслойной схемы (4.52) с А =  А  при выполнении усло­
вий (4.56) величина £п+1 определяет норму, хотя условие положитель­
ности оператора А, вообще говоря, не выполнено.

Безусловно устойчивые трехслойные векторные аддитивные схемы 
будем строить на основе принципа регуляризации. Для однородной 
задачи [T{t) =  0) в качестве производящей естественно взять про­
стейшую явную схему второго порядка аппроксимации

B Yn+X~ J n~l- + A Y n = $, п = 1 ,2 ,... (4.57)

Схема (4.57) записывается в канонической форме (4.52) при 

В =  В, R  =  0, А  — А.

В соответствии с (4.56) она относится к классу абсолютно неустойчи­
вых.

Принимая во внимание необходимые и достаточные условия (4.56), 
регуляризованные абсолютно устойчивые схемы будем строить на 
основе возмущения оператора R. Для сохранения второго порядка 
по г положим

В = B t R  =  /L/Тг, А  -  А  (4.58)

с ранее используемым регуляризатором

7г =  А ^ 8 аеу  (4.59)

Теорема 4.3. Разностная схема (4.52), (4.58), (4.59) абсолютно 
устойчива по начальным данным при р >  р/ 4 и для разностного ре­
шения справедлива оценка (4.54), (4.55).

Доказательство. Для рассматриваемой схемы первое из условий
(4.56) выполнено, а второе принимает вид 4

4 (R У, Y) -  (АУ, Y)  =
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= 4 д £ | |А < “>у<“>||2 -
а=1 \Да=1

> ( 4 д - р ) £ | И ( “У “>||2 > 0 .
а=1

Отсюда следуют искомые ограничения на параметр д. Ш

В соответствии с общими результатами теории устойчивости (кор­
ректности) трехслойных операторно-разностных схем [47, 61] можно 
получить оценки устойчивости по начальным данным и правой части, 
на основе которых полностью исследуется сходимость рассматривае­
мых векторных аддитивных схем.

4.3.3 . Схемы поперем енно-треугольного  метода

Среди наиболее интересных схем двухкомпонентного расщеп­
ления мы выделили аддитивные разностные схемы попеременно­
треугольного метода. Они базируются на разделении самосопряжен­
ного оператора задачи на сумму двух операторов, которые сопряжены 
друг к другу. Здесь такого класса схемы используются для построения 
векторных аддитивных схем второго порядка точности.

Рассматривается задача (4.48), (4.49). Для оператора используем 
расщепление

Л = Л [1) + Л (2), ( л (1)) ’ =  Л (2). (4.60)

С учетом (4.51) для отдельных компонент такого расщепления имеем

Q II 1,2,

Л(*)лО), * < 3, f о, г < j

1 А ^ л М , * =  h * =  3

0, г > 3, , а ^ а м , г > j

Тем самым операторная матрица расщепляется на нижнюю и верх­
нюю треугольные матрицы. В такой интерпретации можно говорить 
о блочно-операторном варианте попеременно-треугольного метода.
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Аддитивная схема для задачи (4.50), (4.51), (4.60) соответствует 
использованию

ВЪ±Т ь Г ^  *  ^ 1̂3/п + 1/2 +  А^Уп  =  Fn+1/2, (4-61)

+1q--5™™+1'2 +  ^^Уп + 1/2 +  ^ 2̂ Уп + 1 =  Ffi+1/2* (4.62)

Реализация векторных аддитивных схем (4.61), (4.62) при используе­
мом расщеплении связана с поочередным обращением верхней и ниж­
ней треугольных операторных матриц. Например, первый этап (урав­
нение 4.61)) соответствует решению р задач

J a) _  J* ) Уп +1/2 Уп
0 ,5г "+ | ; V -  +

/9=1

+ а {0)Уп ] =  ¥>«+1/2, п =  0 ,1 , . . . ,  а = 1 ,2 , . . . , р .
/9=0+1

Для второго этапа (уравнение (4.62)) получим

J “)
+ A(a)^2± lZ £2± V i+Уп+1 Уп+1/2 

0,5 г + Е ^ ’»Й
/9=1

+1/2 ■ "  2

+ ^ (/J) 1/1+1 =  ¥>n+i/2, п =  0, 1 , . . . ,  а = 1 ,2, . . .  ,р.
/9=о+1

Аддитивная схема (4.61), (4.62) записывается в каноническом виде 
(при T(t)  =  0) двухслойной векторной схемы

В 1" * 1" . 1" +  АУ„ =  0, гг =  0 ,1 ,.. .  
т

При положительных , а  =  1 ,2 ,. . . , р  в расщеплении (4.47) для 
оператора В имеем факторизованный вид

В ^ ( b + Z a ^ B - 1 ( b + ^ A w ) .  (4.63)

Дальнейшее исследование проводится по стандартной схеме. В слу­
чае (4.63) имеем

в  =  ( В ) - 1  = В + ^ Л +  ^ а М В г 'а М .
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Условие устойчивости

выполнено, и поэтому векторная аддитивная схема попеременно-тре­
угольного метода (4.61), (4.62) безусловно устойчива и имеет второй 
порядок аппроксимации по г при решении задачи (4.45) — (4.47). 
Нетрудно получить и соответствующие оценки устойчивости по на­
чальным данным и правой части в различных нормах.

Строятся векторные аддитивные схемы (многокомпонентные схе­
мы переменных направлений) для приближенного решения задачи 
Коши для эволюционного уравнения второго порядка. Эти схемы от­
носятся к схемам полной аппроксимации — каждая промежуточная 
задача аппроксимирует исходную. Преимущества векторных аддитив­
ных схем проявляются, в частности, в том, что проблемы построения 
схем расщепления для эволюционных уравнений второго порядка не 
намного сложнее, чем для уравнений первого порядка. Такие схемы 
рассматривались во многих работах, среди которых отметим [1. 3]. В 
своем исследовании мы руководствуемся статьей [2].

4.4 .1 . Задача К ош и для  уравнения второго  порядка

Будем рассматривать функции у из конечномерного веществен­
ного гильбертового пространства Я, для скалярного произведения 
и нормы в котором используем обозначения (•,•), ||у|| =  \/(у, у)-
Для оператора D = D* > 0 через Но  обозначим пространство Я, 
снабженное скалярным произведением (у, ги)о = (Яу, w) и нормой

Будем искать решение u(t) 6 Я  задачи Коши для эволюционного 
уравнения второго порядка, когда

4.4. Векторные схемы для уравнений 
второго порядка

1М1г> =  \ Д Р у7у)-

-£J + Au = f(t),  О  О,

it(0) =  «°,

(4.64)

(4.65)

(4.66)
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Ограничимся простейшим случаем положительного, самосопря­
женного и стационарного оператора А.

Напомним оценку устойчивости по начальным данным и правой 
части для задачи (4.64) —  (4.66), которую можно получить, если до- 
множить скалярно в Н  уравнение (4.64).

Л ем м а 4.3. Для задачи (4.64) —  (4.66) верна априорная оценка

t

1М0)||. < |Ии + ||”°11 + /  II/W II*, (4.67)
о

где

IM0)||2 = IMft +
du 2 
dt

На эту оценку мы будем ориентироваться при построении разност­
ных схем.

Ставится задача построения аддитивных схем для задачи (4.64) — 
— (4.66). Будем считать, что для оператора А имеет место аддитивное 
представление

р

А = '*Г А{а'>, А™  =  ( 4 (а))* > 0, а  =  1 , 2 ( 4 . 6 8 )
аг=1

Аддитивные разностные схемы строятся на основе представления 
(4.68), причем переход с одного временного слоя tn на другой — 
tn+i = tn -f г, где г > 0 — шаг по времени, связан с решением задач 
для отдельных постоянных операторов A^Q\ a  =  1, 2 , . . . ,  р в аддитив­
ном разложении (4.68). Тем самым исходная задача распадается н ар  
более простых подзадач.

4.4 .2 . В екторная задача

Зададим вектор U =  . . . ,  Каждая отдельная ком­
понента определяется как решение однотипных задач

d?vSa} (й\ (я\
dt2 + ^ 2 AiP)uW = f  У) ’ 1 > °> (4-69)

(0) =  «°, (4.70)
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duW
dt (0) =  ®°, а 1,2 (4.71)

Очевидно, что (t) =  u(t), и поэтому в качестве решения исход­
ной задачи (4.64) — (4.66) можно взять любую компоненту U(t).

Проведем предварительное преобразование системы уравнений 
(4.69). Домножая уравнение (4.69) слева на Л(а)), а  =  1, 2 ,.. .  ,р, при­
дем к системе уравнений

V ^ -  +  A U  =  F { t ) ,  t >  0. (4.72)

Для элементов операторной матрицы А  имеем А  =
Для вектора правой части справедливо представление T{t) = 
— { A ^ f ( t ) ,  Л(2))/(* ),. . . ,  A(p)f(t)}, а диагональная операторная ма­
трица V  = где 6ар — символ Кронекера.

С учетом (4.70), (4.71) систему уравнений (4.72) дополним началь­
ными условиями

U (0) = U0 =  {ti°, u ° ,. . . ,  u0}, (4.73)

^ . ( 0 ) = V °  = {vo,vo, . . . , v 0}. (4.74)

Задачу (4.72) — (4.74) естественно рассматривать на векторном 
гильбертовом пространстве Н р} в котором скалярное произведение 
определяется выражением

(U,V) = j 2 ( u l a\ v ^ ) .
а=1

В силу самосопряженности операторов а  =  1 ,2 ,. . . ,  р оператор А  
в Нр Самосопряжен. Кроме того, непосредственно убеждаемся в том, 
что

(AU,U) = р

Л(аМ а>
а=1

,1 (4.75)

Из (4.75) непосредственно следует неотрицательность оператора А . 
При расщеплении (4.68) неотрицательным и самосопряженным яв­
ляется также оператор V.  Приходим к векторной задаче (4.72) — 
— (4.74), в которой

V  =  V *  >  0, А  =  А *  >  0. (4.76)
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Специфика рассматриваемой векторной задачи проявляется имен­
но в неотрицательности операторов V  и А,  что не позволяет непосред­
ственно воспользоваться общими результатами теории устойчивости 
трехслойных разностных схем [47, 61].

4.4 .3 . Разностная схема с весами

Приведем оценку устойчивости по начальным данным и правой 
части обычной схемы с весами для задачи (4.64) — (4.66). Для ее 
приближенного решения будем использовать схему второго порядка

---- -— - + А (<туп + 1  + (1 — 2сг) уп + (Tt/n-.i) =  / п (4.77)т*
при заданных уо> Уi - Аналогом леммы 4.3 является следующее утвер­
ждение.

Лемма 4.4. Для разностной схемы (4.77) верна априорная оценка 

1|Уп+1 ||.< ||У п ||. +  г | | /п ||, (4.78)

где

Иуп+ i II?
У п + 1 -  У п  

т

2

+
Е + ( о - $ ) т * А

Уп + 1 +  У п

2

2

А

Доказательство. Оценка (4.78) согласована с оценкой (4.67) для 
решения дифференциальной задачи и при сг > 0,25 обеспечивает без­
условную устойчивость разностной схемы с весами (4.77) по началь­
ным данным и правой части.

Для доказательства удобно ввести новые функции

У п  -  У п -  1wn = ------------ ,т

Т 2 + 1 -  W n

2 4 г

Уп +  У п - 1  
у п  — 2 ’

причем

_  уп + 1 +  Vn

В этих новых обозначениях схема (4.77) записывается в виде

в ?ъ±!̂  + а + 1 +  v n
— /п» 1, 2, . (4.79)

где

В = Е  + т*А.
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Домножим скалярно уравнение (4.79) на 

r(u>n + i + w n) =  2 ( v n + i -  vn) , 

что дает

I K + i ||b  -  1 К | | в  +  I K -и Ц д  -  ||«п ||д  =  т( / „ ,  w n + i +  u > „ ) .

Для левой части этого равенства имеем

I K + i IIb -  1Ы1в + IK + i IIa -  IKIIa =

= (Цуп+ill* - ||уп||.) (Ilj/n+ill. + IIia.II.) •

Для правой части получим

(/».«»+1 + W«) < II/»II (IK+l|| + IKI|) <
< l l / n | | ( l | y « + 1 | | .  +  l | y « | | . ) .

Отсюда и следует доказываемая априорная оценка (4.78), на основе 
которой исследуется сходимость и точность разностных схем. ■

4.4 .4 . А д д и ти вн ы е  схемы

При построении разностных схем заданного качества будем, как 
обычно, ориентироваться на использование общего методологического 
принципа -  принципа регуляризации разностных схем.

При построении векторных аддитивных схем естественно в каче­
стве производящей использовать явную схему. Для задачи (4.72) — 
— (4.74) эта схема имеет канонический вид

д Гп+1 -Уп —1 + R (yn+1 _ 2yn + yn_j) + А = Т п  (4.80)
Т

при

В =  0, R = ^ V ,  А =  Л  (4.81)

К (4.80), (4.81) мы придем при использовании явной схемы

*■+, 7 ,  + S - ' + ' £ A « » y W  = U ,  п — 1,2, —
/3=1

для задачи (4.69) — (4.71).
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В обозначениях
т/ _Yn +  У п - i  _ Yn — Yn —iуп _  - , ккп —

векторная разностная схема, записанная в каноническом форме (4.80),
(4.81), имеет вид

В (4.82)

где

В = V  -  - г 2 А.4
При ограничениях В > 0, т.е.

V  > г 1-4 '

подобно доказательству леммы 4.4, приходим к оценке

l|Tn+i | | .< | |K n||. +  r | |^ n ||, 

если положить

\\Yn+i\\l =

(4.83)

(4.84)

Yn+i -  Yn 2
Tn+l +  Vn+T 2

Для конкретизации условий (4.83) привлекаются оценки оператор­
ных слагаемых , а  =  1 ,2 ,. . . ,  р сверху. Пусть

< Д(а>||и<">||2, а  =  1 ,2 ,.. .  ,р

и положим А =  т а х Д (а). Для неотрицательных самосопряженныха
операторов А^а\ а  — 1 ,2 , . . . ,р  в этих условиях будем иметь также 

«(«>) > -^||Л<“>и<а>||2, а = 1 ,2 ,... ,р.

Принимая во внимание (4.75), неравенство (4.83) переписываем в виде 

( V U , U ) - ± t2 (AU,U) =

=  2  (A<a>u<e>,«(“)) -  i r 2 |  ^  j  , 1 j  > 0. (4.85)
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С учетом неравенства

\ог=1 /  ог=1

из (4.85) получим

2 2  (A(aV Q>,u(a)
р

, а =  1

2

>

> 0.

Тем самым приходим к следующим ограничениям на шаг по времени:

т < (4.86)

для явной схемы (4.81). Условия (4.86) естественно сопоставить с 
обычными ограничениями на допустимый шаг по времени при ис­
пользовании явной схемы для задачи (4.64) — (4.66).

В соответствии с принципом регуляризации для снятия ограниче­
ний на временной шаг будем возмущать операторы разностной схемы. 
Оставаясь в классе диагональных операторных матриц и сохраняя 
второй порядок аппроксимации, положим в (4.80), (4.81)

(4.87)

Такая регуляризация соответствует применению схемы с весами

р
-ГУп-1 ,

г-2
„(“) _  2г/а) +Уп-fi * Уп ' Уп—1

+ 22 А(0)Упт .
ос^Р=\

+ Л (а) (cry^ i +  (1 -  2<Т) yW + cryj^jJ =  /„ , П =  1 ,2 ,... (4.88)

вместо явной схемы (4.81) при /л =  <т т 2. Реализация регуляризован- 
ной схемы (4.88) полностью аналогична реализации стандартных схем 
расщепления и связана с обращением операторов {Е + <тт2 =
= 1 ,2 ,.. . ,р .
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Для схемы (4.80), (4.87) условие (4.83), подобно явной схеме (4.81), 
дает

(VU, и)  -  1 т 2 (л и , U) >

> ( х + ( * -  f ) г2)  Е  ii'4W u(“)n2 > о.
'  ' а=1

Поэтому оценка (4.84) для схемы (4.80), (4.87) будет иметь место при

1
Ат2’

(4.89)

При более жестких ограничениях <т > 0 ,25р оценка (4.84) имеет ме­
сто при любых шагах г, т.е. носит безусловный характер. Тем самым 
установлено следующее утверждение.

Теорема 4.4. Для регуляриэованной векторной разностной схемы
(4.88) при ограничениях (4.89) справедлива априорная оценка (4.84).

Среди других безусловно устойчивых векторных аддитивных 
схем для уравнения второго порядка отметим схемы попеременно­
треугольного метода, когда дополнительно к (4.68) используется рас­
щепление

л  = л (1)+ л ^ \  ( х (1)) * = д (а)

на две треугольные операторные матрицы.

4.4 .5 . У сто й чи в о сть  а д д и ти вн ы х схем

Априорная оценка (4.84) есть оценка устойчивости по начальным 
данным и по правой части при условии, что ||С/||* — норма. В наших 
условиях (см. (4.76)) при ограничениях (4.83) \\U\\m — это полунорма. 
Переход к норме может быть связан с использованием более жестких, 
чем (4.83), ограничений

V  > \т2Л.
4

Не обсуждая различные возможности в этом направлении, ограни­
чимся случаем <т > 0 ,25р, когда

(2Щ  и ) -  1 т2 {ли ,  U) > . (4.90)
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Из (4.84) с учетом (4.90) получим оценку

Е
„!•> _  j - iУп +1 Уп

1/2

< № + Х > 1 ^ ц .
А(«), /с =  1

(4.91)

Эта оценка обеспечивает устойчивость некоторой отдельной компо­
ненты вектора Y  при дополнительном предположении о положи­
тельности операторного слагаемого А^а\ а  =  1,2, . . . ,р .  При > 
> 0 , а = 1 , 2 , . . . , р в  качестве приближенного решения скалярной за­
дачи (4.64) — (4.66) можно брать, как это следует из оценки (4.91), 
любую компоненту , а  =  1 ,2 ,. . . ,  р.

В более общих условиях неотрицательности операторных слага­
емых Л(“>, а =  1,2, . . . , р  будем по аналогии с [7] ориентировать­
ся на специальное определение приближенного решения как линей­
ной комбинации отдельных компонент. По заданным компонентам 
и^а\ а  =  1 ,2 ,... ,р  определим скалярную функцию й из соотношения

v
А й =  ^ Л (в)и<а>. (4.92)

а=1

Принимая во внимание (4.75), получим

{AU,U) = \\Au\\2. (4.93)

С учетом (4.92), (4.93) из (4.84) следует оценка

И в п +1/а| |< | |У 1 | | .+ Х : г | |Л | |  (4.94)
к = 1

для приближенного решения в полуцелом узле

й п + 1 /2  =  £  ( й п + 1  + й „ ) .

Оценку (4.94) можно рассматривать как аналог соответствующей 
априорной оценки для дифференциальной задачи (4.64) — (4.66), к 
которой мы приходим при скалярном умножении уравнения на Аи.



Глава 5

Регуляризованны е  
ад ди ти вн ы е схемы

Принцип регуляризации разностных схем предоставляет большие 
возможности для построения разностных схем заданного качества. С 
его помощью получены устойчивые разностные схемы для широкого 
класса задач математической физики, итерационные методы решения 
сеточных уравнений. В данной части работы отражены некоторые но­
вые результаты по конструированию устойчивых разностных схем на 
основе возмущений операторов разностной схемы. На примере задачи 
Коши для эволюционного уравнения первого порядка выделены ад­
дитивные и мультипликативные регуляризации при построении без­
условно устойчивых разностных схем. Рассматривается новый класс 
аддитивных схем (схем расщепления) полной аппроксимации при про­
извольном многокомпонентном расщеплении. Отмечаются возможно­
сти построения регуляризованных аддитивных схем второго порядка 
точности, анализируются регуляризованные аддитивные разностные 
схемы для уравнений второго порядка.

5.1. Мультипликативная регуляризация 
разностных схем

Стандартный подход к построению устойчивых схем на основе 
принципа регуряризации связан с введением дополнительных слагае­
мых (регуляризаторов) в операторы производящей разностной схемы 
— аддитивная регуляризация. Здесь выделен класс методов мульти­
пликативной регуляризации, когда операторы схемы возмущаются за 
счет операторных множителей.

5 .1 .1 . П ринцип  р е гул яри заци и  разностны х схем

Теория регуляризации разностных схем рассматривается как 
принцип улучшения качества разностной схемы за счет введения ре­
гуляризаторов в операторы исходной разностной схемы. Принцип ре-



5.1. Мультипликативная регуляризация разностных схем 145

гуляризации при построении безусловно устойчивых разностных реа­
лизуется следующим образом:

1) для исходной задачи строится простейшая разностная схе­
ма (производящая разностная схема), не обладающая необходимыми 
свойствами, т.е. схема является условно устойчивой либо даже абсо­
лютно неустойчивой;

2) разностная схема записывается в единой (канонической) форме, 
для которой условия устойчивости известны;

3) качества разностной схемы (ее устойчивость) улучшаются за 
счет возмущения операторов разностной схемы.

Тем самым принцип регуляризации разностных схем базируется 
на использовании уже известных условий устойчивости. Такие кри­
терии дает общая теория устойчивости разностных схем [47, 61]. С 
этой точки зрения мы можем рассматривать принцип регуляризации 
как элемент конструктивного использования общих результатов тео­
рии устойчивости разностных схем. Это достигается за счет записи 
разностных схем в достаточно общей канонической форме и форму­
лировкой критериев устойчивости, удобных для проверки.

Пусть Н — конечномерное гильбертово пространство, Д  А — ли­
нейные операторы в Я . Скалярное произведение и норма в Я  есть 
(*,*) и || • || соответственно. Через Нр,  где D =  D* > 0, обозначим 
пространство Я  со скалярным произведением и нормой

{y,v)D = (D y ,v ) , ||у|| =  y/{Dy,y).

Пусть г > 0 — шаг сетки по времени и уп = 2/(*n)> tn = пт. 
Рассмотрим однородную (с нулевой правой частью) двухслойную 
операторно-разностную схему, записанную в канонической форме

в - - - - - -  +  Ауп =  0, п =  0 ,1 ,.. .  (5.1)
Г

при заданном t/o- Будем считать, что в (5.1) операторы А и В  по­
стоянны (не зависят от п), оператор А самосопряжен и положителен 
(А = А* > 0). Напомним основные результаты (см. теоремы 1.2, 1.3) 
об устойчивости двухслойной разностной схемы по начальным дан­
ным.

Для разностной схемы (5.1) с оператором А = А* > 0 условие

В > Т- А  (5.2)

является необходимым и достаточным для устойчивости в Яд, т.е. 
для выполнения оценки

||yn + l||i4 5* П =  0, 1, . . . (5.3)
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Если оператор Я =  В* > 0, то условие (5.2) является необходимым и 
достаточным для устойчивости и в Нв-

5.1 .2 . А д д и ти вн а я  регуляризация

Рассмотрим модельную задачу Коши

du
—  + Аи =  0, t > 0, at

(5.4)

и (0) =  и0 (5.5)

с постоянным, самосопряженным и положительным в Я  линейным 
оператором А.

В соответствии с принципом регуляризации выберем вначале 
какую-нибудь разностную схему, от которой мы и будем отталкивать­
ся. В качестве такой производящей схемы естественно рассмотреть 
простейшую явную схему

— —  + Ауп = 0, x Gw,  п =  0 ,1 , . . . ,  (5.6)т

Уо = и0. (5.7)

Запишем разностную схему (5.6) в канонической форме двухслой­
ных операторно-разностных схем (5.1) с операторами В  =  Е. С 
учетом неравенства А < \\А\\Е из необходимых и достаточных усло­
вий устойчивости (5.2) получим следующие ограничения на шаг по 
времени для явной схемы (5.6), (5.7):

В соответствии с (5.2) повышение устойчивости может достигаться 
двояко. В первом случае — за счет увеличения энергии (Ву) у) опера­
тора В  (левой части неравенства (5.2)) или же за счет уменьшения 
энергии оператора А (правой части неравенства (5.2)). Рассмотрим 
вначале возможности, связанные с добавлением операторных слагае­
мых в операторы В и А. В этом случае будем говорить об аддитивной 
регуляризации.

Наиболее естественно начать с аддитивного возмущения оператора 
Я, т.е. с перехода В \— У Я-Ь/хД, где R  — регуляризирующий оператор,
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а /1 — параметр регуляризации. Принимая во внимание, что для нашей 
производящей схемы В  =  Е> положим

В  =  Е +  (5.8)

Для того чтобы сохранить первый порядок аппроксимации в схеме
(5.1), (5.8), достаточно выбрать /i =  О(г).

В качестве характерных рассмотрим два способа выбора регуля- 
ризирующего оператора

R -  А, (5.9)

R  =  А 2. (5.10)

Теорема 5.1. Регуляриэованная разностная схема (5.1), (5.8) устой- 
т т2

чива в На при а  > -  в случае (5.9) и а  > — при (5.10).

Регуляриэованная схема (5.1), (5.8), (5.9) соответствует использо­
ванию стандартной схемы с весами

— — + A {<ryn+i +  (1 -  <т)уп) =  0, n =  0 ,1 ,... т
при выборе /л = (тт.

Существует еще одна принципиальная возможность аддитивной 
регуляризации за счет возмущения оператора А ) когда А \— > А — yiR. 
Примером является (см., например, [66]) выбор регуляризирующего 
оператора согласно (5.10). Подчеркнем, что в этом случае схема оста­
ется явной. Для разностной схемы

в Уп+\— V n +44Уп=0) „ =  о ,1 ,.. .
Г

при

A = A - f i A 2, В — Е

условие неотрицательности оператора А и условие устойчивости при­
водят к ограничениям на параметр регуляризации

V-
т

При оптимальном выборе /i получим т < ttjtm т.е. удается увеличить
11̂11

максимальный допустимый шаг по времени для явной схемы в 4 раза.
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5.1 .3 . М ул ьти п л и ка ти вн а я  регуляризация

Стандартный подход к построению устойчивых схем базируется 
на основе использования аддитивной регуляризации. Вторая возмож­
ность связана с мультипликативным возмущением сеточных операто­
ров производящей схемы. Рассмотрим некоторые простейшие приме­
ры использования такого подхода, часть из которых можно рассма­
тривать как новую интерпретацию уже рассмотренных выше регуля- 
ризованных схем.

При м ультипликативной регуляризации  оператора В произ­
ведем, например, замену В \— > В( 1 4- pR) или В \— > (1 4- fiR)B.  При 
таком возмущении мы остаемся в классе схем с самосопряженными 
операторами, если R = R*. При этом мы имеем регуляризованную 
схему (5.1), (5.8), которая исследовалась выше.

Пример более сложной регуляризации дается преобразованием

B>-̂ {E + ijlR*)B{E + iiR).

В случае R — А условие устойчивости имеет вид ц > —. Другой ин-
8

тересный пример такой регуляризации соответствует попеременно-
т

треугольному методу, когда A = R* + R h /j.>  - .
Аналогично проводится мультипликативная регуляризация за 

счет возмущения оператора А. С учетом неравенства (5.2) можно осу­
ществить преобразование А \— > А(1 4- lxR)~l или А \— > (1 4- /лR)~ l А. 
Для простейших двухслойных схем такая регуляризация может рас­
сматриваться как новая редакция регуляризации оператора В. Для 
того чтобы остаться в классе схем с самосопряженными операторами, 
достаточно выбрать R = R(A). Большие возможности предоставляет 
регуляризация

(Е + ц & Г 1 A ( E  + ^ R )~ 1.

В этом случае регуляризирующий оператор R  может напрямую не 
связываться с оператором А.

5.2. Мультипликативная регуляризация 
аддитивных схем

Строятся аддитивные разностные схемы для эволюционных урав­
нений первого порядка для общего случая аддитивного расщепления с
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произвольным числом попарно некоммутируемых операторных слага­
емых. Построение безусловно устойчивых схем основывается на регу­
ляризации простейшей явной двухслойной схемы за счет малого муль­
типликативного возмущения каждого из операторов расщепления.

5.2 .1 . Задача К о ш и для уравнения первого порядка

Для аддитивных разностных схем характерно разбиение (расщеп­
ление) оператора задачи на сумму операторов более простой струк­
туры. Аддитивные разностные схемы в общих условиях расщепления 
оператора задачи на сумму неперестановочных несамосопряженных 
операторов наиболее просто строятся для двухкомпонентного расщеп­
ления. Более сложная ситуация имеет место для случая многокомпо­
нентного (на три и более операторов) расщепления. Для таких задач 
наиболее интересные результаты получены при использовании поня­
тия суммарной аппроксимации.

Исходная задача при переходе с одного временного слоя на другой 
разбивается на ряд подзадач, причем каждая из этих задач не аппрок­
симирует, вообще говоря, исходную задачу. На этом пути строятся без­
условно устойчивые схемы покомпонентного расщепления (локально­
одномерные схемы при расщеплении по пространственным перемен­
ным). При ориентации на современные параллельные компьютеры 
особого внимания заслуживают аддитивно-усредненные схемы по­
компонентного расщепления. Развивается новый класс операторно­
разностных схем расщепления -  векторные аддитивные схемы полной 
аппроксимации при общем многокомпонентном расщеплении.

В рассматриваемых аддитивных схемах для перехода на новый 
временной слой вводятся в рассмотрение несколько промежуточных 
(вспомогательных) функций, которые не всегда имеют прямое отно­
шения к искомому решению.

Рассматриваются сеточные функции у из конечномерного веще­
ственного гильбертового пространства Я, для скалярного произведе­
ния и нормы в котором используем обозначения: (•, •), ||у|| =  ^/(у, у). 
Для D = D* > 0 через Но  обозначим пространство Я , снабжен­
ное скалярным произведением (y ,w)o  = (Яу, w) и нормой \\у\\о = 
= \ZiDy, у).

В задаче Коши для эволюционного уравнения первого порядка 
ищется функция y(t) Е Я , удовлетворяющая уравнению

—  +  А и  =  / (<), t  >  О (5.11)
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и начальному условию

ti(0) =  ti°. (5.12)

Будем считать, что линейный оператор А, действующий из Я  в 
Я  (А : Я  -* Я), — положительный и стационарный (Л > 0). Для 
решения задачи (5.11), (5.12) верна априорная оценка

t

1М *)Н<1М 1 +  /  I I /W II* , (5.13)
о

выражающая устойчивость по начальным данным и правой части.
Будем считать, что для оператора А справедливо следующее ад­

дитивное представление: 
v

А = ^ А ^ а\  Л(а) > 0, а  =  1 ,2 ,... ,р. (5.14)
а=1

Аддитивные разностные схемы строятся на основе (5.14), причем пе­
реход с одного временного слоя tn на другой — tn+\ =  tn + т — связан 
с решением задач для отдельных операторов Ла , а  =  1, 2 ,. . .  ,р  в ад­
дитивном разложении (5.14), т.е. задача распадается на р подзадач.

5 .2 .2 . Р егуляризация  а д д и ти в н ы х  схем

Построение разностных схем заданного качества можно провести 
на основе мультипликативной регуляризации. При рассмотрении за­
дачи (5.11), (5.12) в качестве производящей естественно взять явную 
схему

+  Ауп =  <рп, п =  0 ,1 ,.. .  (5.15)
т

при заданном уо =  и0. Схема (5.15) записывается в канонической фор­
ме

ё Уп+1-Уп + Дуп = ~п  ̂ п =  0)1)>>> (5.1б)
Т

при

В  =  А ~ 1, А = Е.

Необходимые и достаточные условия устойчивости для схемы
(5.16) в Я  формулируются в виде неравенства

В  > J i .
-  2

(5.17)
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В соответствии с (5.17) для улучшения условий устойчивости можно 
ориентироваться на возмущение (увеличение) оператора В  или же на 
возмущение (уменьшение) оператора А.

При мультипликативной регуляризации явной схемы (5.15) будем 
иметь

— — —  + (Е + ц А ) - 1 Ауп = <рп, п =  0 ,1 ,... (5.18)т

Эта схема при /л = <тт отличается от обычной схемы с весами

— — +  A {cryn+i +  (1 -  <т) уп) = <рп, п =  0 ,1) • • • (5.19)т
лишь правой частью.

Для схем (5.18), (5.19) при сг > 0,5 (// > 0,5г) верна априорная 
оценка

iiife+iii<ii«0ii + S Tiî *n* (5-2°)
kzz О

обеспечивающая устойчивость в Я  и согласованная с оценкой (5.13) 
для исходной задачи (5.11), (5.12).

Принципиальная особенность схемы (5.18) связана с тем, что фак­
тически она строится на основе явной схемы с мультипликативной 
регуляризацией оператора задачи. На этой новой методологической 
основе можно строить и аддитивные схемы.

В качестве производящей при конструировании безусловно устой­
чивых аддитивных схем для задачи (5.11), (5.12), (5.14) рассмотрим 
простейшую явную схему

b + L 7 Jh. +  '£ t A {a)yn =  'Pn, п =  0 ,1 ,... (5.21)
а = 1

По аналогии с (5.18) аддитивные схемы построим на основе возмуще­
ния каждого отдельного операторного слагаемого в схеме (5.21)

Vn+l~ -̂ > + 5 2 ( е  + м (а)) Л (а)Уп =  <рп, » =  0 ,1 ,.. .  (5.22)
а=1

В регуляризованной  аддитивной  схеме [57, 105] никаких про­
межуточных задач, вспомогательных функций не вводится, а аппрок­
симируется непосредственно исходная задача. В этом проявляется 
принципиальная особенность этого класса аддитивных разностных
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схем. Ограничения на шаг по времени в явной схеме связаны с нормой 
оператора задачи. Рассматриваемая мультипликативная регуляриза­
ция направлена на то, чтобы эту норму соответствующим образом 
уменьшить.

5 .2 .3 . У сто й ч и в о сть  и сходим ость

Регуляризованные аддитивные схемы по своей форме (но не по 
реализации) являются явными схемами. На основе стандартных усло­
вий устойчивости явных схем формулируются и условия устойчивости 
регуляризованной аддитивной схемы.

Теорема 5.2. При /л > рт/2 и любых г  > 0 для (5.22) выполняется 
априорная оценка (5.20).

Доказательство. Схему (5.22) запишем в виде

Уп + 1 -  Уп
+  А уп =<рп, п = 0,1,..., (5.23)г

где
v

а =  1 ,2 ,. . . ,р . (5.24)

Неравенства

эквивалентны и поэтому при А ^  > 0 , а  =  1,2, . . . , р  неотрицатель­
ными будут и операторы Л^а^ > 0 , а  = 1, 2 , . . . ,  р. Тем самым в задаче
(5.23), (5.24) оператор А > 0.

Для решения на новом слое имеем

и поэтому

||y„+ i | | < P - r i | | | | y n|| +  r | K | | .  

Принимая во внимание (5.24), получим
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Покажем, что при сформулированных ограничениях на параметр ре­
гуляризации fx справедлива оценка

\ \Е-ртА^а)\\ < 1 (5.25)

для каждого оператора А^а\  а  = 1 ,2 ,... ,р.
Неравенство (5.25) эквивалентно

(^Е — ртА^а^  ^Е  - р г ( л < “>) ) < Е, 

т.е.

ртА(а) ( ^ (а))* < Л^а) + (Л (а) )* .

Для доказательства домножим неравенство слева на Е+рА^а\  справа 
— на Е  Н- р ( А ^ ) *  (неравенство при этом не изменится), что с учетом 
(5.24) дает

ртА(а) ( A M ) '  < +  (А(“))* +

+  р ( л (а> +  (А<в))* A<a>) .

Неравенство выполнено при р > 0, Ърт.
В силу (5.25) для разностного решения справедлива послойная 

оценка

||уп+1|| =  |Ьп|| + г |К | | ,

из которой и следует (5.20). ■

На основе полученной априорной оценки (5.20) обычным образом 
исследуется точность аддитивной схемы (5.22). Легко доказывается 
сходимость с первым порядком по времени.

Рассмотрим соответствующую задачу для погрешности zn — уп — 
—ип. При р = ат имеем

гп+.» ~ +  Azn =  фп, п = 0 ,1 , . . . ,  (5.26)
т

где погрешность аппроксимации

фп = -------------------Аип + 1рп, п =  0 ,1 ,.. .т
Принимая во внимание (5.24), получим 

Л(*> =  А ^  — сгт (^А̂ а^  + О (г2) , а  =  1,2, . . . ,р .
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Для погрешности аппроксимации это дает

Фп =  - г "Уг (**») + т<т ( л (а)) + О (г2) и (<„) + О (г2) .

Для решения (5.26) в силу теоремы 5.2 верна оценка

1кп-н11<Х >1Ы 1.
к=0

которая обеспечивает сходимость регуляризованной аддитивной схе­
мы (5.23), (5.24) при у. = <7Т, а > 0, 5р с первым порядком по г.

5 .2 .4 . Р егуляризованны е и аддитивно-усред ненны е 
схемы

Регуляризованная схема (5.22) имеет тесную связь с аддитивно- 
усредненной схемой суммарной аппроксимации. Для того чтобы 
продемонстрировать это, введем фиктивные сеточные величины 

а = 1 ,2 ,.. . ,р . Самим этим функциям теперь никакого само­
стоятельного значения не придается.

Будем реализовывать схему (5.22) в следующей форме:

( е  + <7ГЛ‘“>) 4 + ^  Уп + А ^ У п  = 1 ( е  + <7гЛ<а)) <рп,

а =  1,2 п =  0 ,1 ,...

Решение на новом временном слое определяется по формуле

Уп + 1 =

1 р

-  У  v(a) р 1 ^ Уп + V
И  <х= 1

Тем самым мы приходим к аддитивно-усредненной схеме, постро­
ение которой проводится теперь без привлечения понятия суммар­
ной аппроксимации. Отличие от стандартных аддитивно-усредненных 
схем покомпонентного расщепления связано с выбором правых ча­
стей. Подчеркнем, что это только одна из возможных реализаций ре- 
гуляризованных разностных схем.
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5.3. Схемы повышенного порядка точности
Отмечаются возможности построения регуляризованных аддитив­

ных схем второго порядка аппроксимации по г при приближенном ре­
шении задачи Коши для эволюционного уравнения первого порядка. 
В качестве производящей берется трехслойная явная схема.

5.3.1 . П остановка задачи

Построение аддитивных разностных схем второго порядка аппрок­
симации проведем в несколько более жестких условиях. А именно, до­
полнительно потребуем самосопряженности операторов расщепления. 
Рассматривается модельная задача

Ии
-  + Au = f ( t ) ,  t >  0, (5.27)

и (0) =  u°, (5.28)

в которой
р

А =  ] С л (а) > °* -4(а) = ( а (0[)) ’ > 0. о = 1 . 2 (5.29)
а=1

и все операторы А ^ \  а =  1 ,2 ,... , р являются постоянными.
Некоторые возможности построения аддитивных разностных схем 

в более общих условиях расщепления требуют специального исследо­
вания.

Выделим классы стандартных разностных схем второго порядка 
аппроксимации для задачи (5.27), (5.28), на основе которых можно 
пытаться строить аддитивные разностные схемы. Простейшей схемой 
отмеченного типа является симметричная двухслойная схема (схема 
Кранка-Николсона)

Уп + 1 Уп , „ Уп + 1 +  Уп 
--------г л ------- --------- =  <Рп, П =  0 ,1,.

где <Рп = Д * п + 1 / 2 ) -
Значительно больше возможностей мы имеем при использовании 

трехслойных разностных схем. Наиболее известный пример — одно­
параметрическое семейство

Уп + 1 У п -  1 + А (<ту„+1 +  (1 -  2<т) уп + <туп—1) =  <Рп
2т

(5.30)
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с <Рп -  / ( < п ) .
В этих схемах переход на новый временной слой сопряжен с обра­

щением операторов Е+^тА. Построение аддитивных разностных схем 
связано с приближением этого оператора на основе операторов более 
простой структуры типа Е  4- rjrA^a\  а — 1, 2 ,. . .  ,р. Такая методика 
фактически реализована в факторизованных аддитивных схемах.

В регуляризованных аддитивных схемах основная идея связана 
с использованием условно устойчивых явных разностных схем. Для 
перехода к безусловно устойчивым схемам модифицируются опера­
тор задачи или отдельные операторные слагаемые. Явную схему мы 
имеем в классе (5.30) при а = 0. Но такую схему нельзя взять в ка­
честве производящей, так как она является безусловно неустойчивой 
и никакие манипуляции с малым возмущением А здесь не спасают 
ситуацию.

5.3 .2 . Явная трехслойная схема

Среди многослойных разностных схем можно выделить явны е 
методы Адамса. В качестве производящей возьмем явную трехслой­
ную схему

где (рп = f ( t n+1/2)- Прежде всего сформулируем условия устойчиво­
сти этой схемы.

Схему (5.31) запишем в канонической форме трехслойных разност­
ных схем

Принимая во внимание

Уп+i -  У п  =  ^ (Уп+1 -  У п - i )  4- ^ (Уп+1 -  2у„ 4- У п - i ) ,

Зуп -  Уп- 1 =  -  (уп+1 -  Уп-1) -  -  (Уп+1 -  2уп 4- Уп-1) 4- 2у„, 

для схемы (5.31) получим представление (5.32) при

(5.31)

4* R(yn+1 2уп 4" У п - 1) 4" Ауп — <рп. (5.32)
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Необходимые и достаточные условия устойчивости трехслойной 
схемы (5.31) с самосопряженными операторами имеют (см. теоре­
му 1.10) вид

В >  0, i > 0 . (5.33)

В силу (5.33) явная разностная схема (5.31) является устойчивой при

*-\л=ЬЕ- \ А̂ -
Это дает ограничения на шаг по времени

Г < — .
-  1ИН

Следовательно, по сравнению с двухслойной явной схемой допускает­
ся в 2 раза меньший шаг.

5.3 .3 . Р егуляризованны е схемы

Для построения безусловно устойчивых схем снова можно ориен­
тироваться на мультипликативную регуляризацию оператора задачи 
А. Оставаясь в классе схем второго порядка аппроксимации вместо
(5.31) используем регуляризованную схему

Уп+1~ Уп + (Е + цА 2) -1 А ЪУп~ Уп~х = т I

п =  1 ,2 ,. . . ,  (5.34)

где параметр регуляризации =  сгг2.
Условия устойчивости (5.33) выполнены при

Е -  т(Е + /*А3) -1 А = (Е + цА2) 1 (Е  +  цА* -  тА) =

=  (S  +  М 2) " 1 ( Е  - \ А ) 2 +  ^  А > 0.

Тем самым регуляризированная схема (5.34) является безусловно 
устойчивой при \х > 0, 25г2 (сг > 0,25).

Эта схема соответствует схеме

/ rr> t л2\ Уп + 1 ~  Уп л 3 Уп ~  Уп- 1 1 л(Е +  ц А л) — --------+  А ------- ------- = <рП) п =  1 ,2 ,...
Т  с
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с аддитивной регуляризацией явной схемы (5.31), которая характери­
зуется нетрадиционным выбором регуляризирующего оператора.

Теперь мы можем перейти к построению аддитивных разностных 
схем для приближенного решения задачи (5.27) — (5.29). В прове­
денных ниже построениях предполагается, что обращение операторов 
Е + т)т(А<а>)2, а  =  1, 2 ,. . .  ур не намного сложнее обращения операто­
ров Е  -f т)тА̂ а\  а  =  1, 2 ,. . .  ,р, т.е. задача остается простой.

Для производящей разностной схемы

+ у  д(«) =  <Рп> п = 1 ,2 ,...
г « 1  2

по аналогии с (5.34) (путем замены операторов на (U+
+<тт2 А ^ ) " 1 А ^ )  строим регуляризованную аддитивную разностную 
схему для задачи (5.27) — (5.29)

Уп+1г~ Уп + £  (е  + * т2 =
ог=1 '  '

= <рп, п =  1 ,2 ,... (5.35)

Теорема 5.3. При <т > 0, 25р2 и любых г > 0 аддитивная разностная 
схема второго порядка аппроксимации (5.35) устойчива.

Доказательство. Достаточно проверить выполнимость условий 
(5.33). Для схемы (5.35) имеем представление (5.32), в котором

в  = в  + \ А ,  r  = 1 . ( e - \ a ) ,

Л =  ] Г ( #  +  <гг2 (А<а>)2)

Второе из условий (5.33) запишем в виде

я - = 2̂  Е (Е - рт (£ + (̂ ,•,),) ' Л("’) г °-
Для каждого отдельного слагаемого неравенство 

Е - р т  ^  +  Л(й ) > 0 ,
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как было показано выше, имеет место при р = err2 > 0, 25р2г 2. По­
этому регуляризованная аддитивная схема (5.35) будет устойчива при 
<т > 0 ,25р2. ■

Нетрудно привести соответствующие оценки устойчивости по на­
чальным данным и правой части, на основе которых доказывается 
сходимость аддитивной разностной схемы (5.35) со вторым порядком.

5.3 .4 . А д дитивн о -уср ед н е нн а я  схема

Мы отмечали глубокую связь регуляризованных аддитивных раз­
ностных схем первого порядка точности с аддитивно-усредненными 
схемами. Интересно попытаться дать рассматриваемым аддитивным 
схемам второго порядка аппроксимации такую же интерпретацию.

Введем а  =  1, 2, . . .  ,р, такие что

y»+» =  i X > » + i -  (5-36)
Р а=1

С учетом этого запишем схему (5.35) в виде

Е
(а)

Уп+т -  У п

рт ( е  + <тт2 ( л (0')) 2)  А {а) Зуп -  Уп - 1

Р i

=  - < Р п ) п ~  1,2, . . .  
« 1 *

Конкретизируем теперь определение вспомогательных величин 
Уп°и > от =  1, 2, . . . ,  р, находя их из уравнений

Е + <тт2 ( л (а)) 2^ Уп+1р ~ Уп + Л ^ 3уп~2- ~ 1 =  (5.37)

= ^  + <гг2( л (“ ) ) 2̂ 1 “ ), п = 1 , 2 , ,  а =  1,2

где
1
- < Р п -
р

Мы показали эквивалентность аддитивно-усредненной схемы
(5.36), (5.37) регуляризованной схеме (5.35), которая имеет второй 
порядок аппроксимации по г. В силу этого она также сходится со 
вторым порядком.
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уравнений второго порядка

Демонстрируются конструктивные возможности принципа регу­
ляризации разностных схем для построения безусловно устойчивых 
аддитивных разностных схем. Производящей является стандартная 
явная разностная схема, а ее регуляризация осуществляется на осно­
ве мультипликативного возмущения оператора задачи

5 .4 .1 . М одельная задача

В конечномерном вещественном гильбертовом пространстве Н 
ищется функция u(t) Е Н  как решение задачи Коши для эволюци­
онного уравнения второго порядка
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—  + Au = f { t ), t >  0, (5.38)

и (0) =  и0, (5.39)

du

^
 1 

1 
о II е с (5.40)

В случае положительного, самосопряженного и стационарного опе­
ратора А используется расщепление

р

Л =  =  ( а (0°)* > 0, а  =  1,2, . . . , р.  (5.41)
<*=1

Для задачи (5.38) — (5.40) естественно использовать схему с весами

+ Уп~ 1 + д  (cryn+l + (1 -  2а) уп + ауп-х)  = <рп (5.42)

при заданных j/сьУь которая аппроксимирует (5.38) со вторым поряд­
ком.

Схема (5.42) записывается в канонической форме трехслойных 
разностных схем

g fo.t l Z .f o - 1 +  Д (Уп+1 _  2Уп + уп_!) +  Ауп = *>„, (5.43)

В — 0, R = + а А, А = А.
т1

когда
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Условия

В > 0 ,  R > ^ A ,  А >  О (5.44)

обеспечивают устойчивость разностной схемы (5.43).
Для схемы с весами условия (5.44) будут выполнены при

.  1 1 
а - 4  1 И 1 К

Для явной схемы это приводит к ограничениям на шаг по времени

г < 1 ..
- 2 1ИЦ1/2-

При расщеплении (5.41) будем модифицировать явную схему за счет 
уменьшения ||А|| так, чтобы подобные условия всегда выполнялись.

5 .4 .2 . Р егуляризованная схема

Для явной схемы

У п + i  — 2 уп +  У п -1
+  А У п  =  <Рп

простейшая мультипликативная регуляризация приводит к схеме

У п + 1  -  2 уп + У п  -  1 

г 2
+ (Е + /л А) 1 Ауп — (рп. (5.45)

Для сохранения второго порядка аппроксимации выберем параметр 
регуляризации /л =  сгг2. В аналогичном виде записывается схема с 
весами (5.42), отличающаяся от схемы (5.45) только правой частью. 

Условия устойчивости (5.44) схемы (5.45) приводят к неравенству

R - \ а  =  ( е  -  ^ г 2 (Е +  цА)~1 4 )  >  0.

Имеем

Е  -  i r 2 (Е +  цА)~1 А = { Е  +  цА)~1 (^Е +  ИА -  1 г 2А)

и поэтому при /i > 0 ,25г2 (сг > 0,25) условия устойчивости будут 
выполнены.

6. С а м а р с к и й  А .А . ,  В а б и щ е в и ч  П .Н .
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Многокомпонентный аналог (5.45) приводит нас к регуляризован- 
ной аддитивной схеме. В качестве производящей берется явная схема, 
которая имеет вид

ос— 1

Мультипликативное возмущение отдельных операторных слагаемых 
дает искомую аддитивную схему

Уп+1 - 2 у п  +  Уп-1 + ^ 2 (^ е  +  f i A ^ y 1 А ^ у п =  <рп. (5.46)
а= 1

Теорема 5.4. При а > 0, 25р (/х = сгт2) и любых т > 0 аддитивная 
разностная схема (5.46) для задачи (5.38) —  (5.40) безусловно устойчива.

Доказательство. Для схемы (5.46), подобно рассмотренной выше 
(5.45), имеем

Е -  J r 2 5 3  ( £  +  M (a)) _1^ (") =
а = 1

( £  +  М (в>) * A l*)Sj > 0

при // > 0, 25pr2 (а > 0, 25р). ■

Регуляризованная аддитивная схема многокомпонентного расщеп­
ления (5.46) сходится при сформулированных ограничениях на пара­
метр регуляризации со вторым порядком по г. Полное исследование 
этой проблемы читатель может провести самостоятельно.

5.4 .3 . А д д итивно-усред ненны е схемы для уравнений 
второго  порядка

На основе схемы (5.46) проведем построение аддитивно-усреднен­
ной схемы для приближенного решения задачи Коши (5.38) — (5.40).

Мы отмечали глубокую связь регуляризованных аддитивных раз­
ностных схем первого порядка точности с аддитивно-усредненными 
схемами. Интересно попытаться дать аддитивным схемам второго по­
рядка аппроксимации такую же интерпретацию.
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Вспомогательные функции =  1,2, . . . , р  определим из
уравнений

= а = 1,2, . . . , р ,  п =  1,2, . . .  
Р

(5.47)

Под решением на новом слое понимается

Уя+1 =  ; Е й '  (5-48)
Р а=1

Аддитивно-усредненная схема (5.47), (5.48) эквивалентна регуляризо- 
ванной аддитивной схеме (5.46).

Эта схема при /л = сгт2 небольшим возмущением правой части при­
водится к схеме

у 1?+1 -  % Уп +  У п - l  , Л ( а ) { _  ( а )  , , ,  , \
—1-----1 (^I/n+i +  (1 “  2<г) Уп +  сгУп-1) =

= -<Рп, а  =  1,2, . . .  ,р, п = 1,2 , . . . ,
Р

которая имеет привычную форму схемы с весами и сходится со вто­
рым порядком по г.

6*



Глава 6

И терационны е методы

При решении стационарных задач математической физики при­
меняются итерационные методы, которые могут интерпретироваться 
как методы установления. Итерационные методы основаны на опреде­
лении приближенных решений из последовательности решения более 
простых задач, которые часто можно связать с использованием тех 
или иных аддитивных схем. Здесь приведены основные факты теории 
итерационных методов и кратко обсуждаются возможности построе­
ния итерационных методов на основе расщепления оператора задачи 
на сумму более простых операторов. Отмечаются факторизованные 
методы, среди которых наиболее известен итерационные метод пере­
менных направлений. В качестве одного из наиболее эффективных 
выделяется итерационный попеременно-треугольный метод. Кратко 
обсуждаются проблемы построения итерационных методов на основе 
использования векторных аддитивных разностных схем.

6.1. Элементы теории итерационных 
методов

В этом разделе приводятся основные понятия теории итерацион­
ных методов решения операторных уравнений, рассматриваемых в 
конечномерных гильбертовых пространствах. Ставится проблема вы­
бора итерационных параметров и оператора перехода (переобуслов- 
ливателя) на новое итерационное приближение.

6 .1 .1 . П остановка задачи

В конечномерном вещественном гильбертовом пространстве Я  
ищется функция у Е Я  как решение операторного уравнения

Ау  =  <р. (6.1)

Здесь А рассматривается как линейный положительный оператор, 
действующий в Я, а <р — заданный элемент Я.
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И терационны й м етод основан на том, что начиная с некото­
рого начального приближения уо Е Я  последовательно определяют­
ся приближенные решения уравнения (6.1) Уь уг, • • • > Ук, • • •, где к —
— номер итерации. Значения ук+\ определяются по ранее найденным 
у к, Ук- ь  • • • Если при вычислении Ук+\ используются значения на пре­
дыдущей итерации у/-, то итерационный метод называется одношаго­
вым (двухслойным). Соответственно при использовании ук и Ук-\ 
итерационный метод называется двухшаговым (трехслойным).

Любой двухслойный итерационный метод можно записать в виде

В к У ь + \7 Ук. + Аук =  у , * =  0 ,1, . . .  (6.2)
Лк +1

Согласно [47, 63], это — каноническая ф орм а двухслойного ите­
рационного метода. При заданном уо все последующие приближе­
ния находятся по (6.3). При такой записи итерационного метода явно 
прослеживается его связь с разностными схемами приближенного ре­
шения нестационарных задач.

Для характеристики точности приближенного решения естествен­
но ввести погрешность Zk =  Ук — У- Будем рассматривать сходимость 
итерационного метода в энергетическом пространстве Я р, порожден­
ном самосопряженным и положительно определенным в Я  операто­
ром Я. В Яр скалярное произведение и норма есть

(у, «0г> =  ( ° у> > 11у11о =  ((у . уЫ 1/2 •

Итерационный метод сходится в Я #, если ||г*||р 0 при к —> оо.
В качестве меры сходимости итераций принимают относительную по­
грешность е, так что на n-й итерации

||уп -  у ||о <  е||уо -  у||г>. (6.3)

В силу того, что само точное решение у неизвестно, оценка точности 
приближенного решения проводится по невязке

Гк =  Аук -<Р = Аук -  Ау,

которая может быть вычислена непосредственно. Например, итераци­
онный процесс проводится до выполнения оценки

1Ы1 < е1Ы |. (6.4)

Использование критерия сходимости (6.4) соответствует выбору D =
— А*А ъ (6.3). Минимальное число итераций, которое гарантирует 
точность е (выполнение (6.3) или (6.4)), обозначим п{е).
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При построении итерационного метода мы должны стремиться к 
минимизации вычислительной работы по нахождению приближенно­
го решения задачи (6.1) с заданной точностью. Пусть Qk — число 
арифметических действий для нахождения приближения ук и пусть 
делается п > п(е) итераций. Тогда общие затраты оцениваются вели­
чиной

Q (*) =  £ < ? * •
к = 1

Применительно к двухслойному итерационному методу (6.2) ми­
нимизация Q(e) может достигаться за счет выбора операторов В к и 
итерационных параметров Тк+ \. Обычно операторы Вк задаются из 
каких-либо соображений, а оптимизация итерационного метода (6.2) 
осуществляется за счет выбора итерационных параметров.

В теории итерационных методов для выбора итерационных пара­
метров получили распространение два подхода. Первый из них связан 
с использованием априорной информации об операторах итерацион­
ной схемы (Вк и А в (6.2)). Во втором подходе (итерационные мето­
ды вариационного типа) итерационные параметры находятся на каж­
дой итерации из минимума некоторых функционалов, при этом явно 
не используется априорная информация об операторах. Вначале мы 
остановимся на общем описании итерационных методов без указания 
структуры сеточных операторов Конкретизация результатов для 
сеточных эллиптических операторов двухмерных задач конвекции- 
диффузии проводится отдельно.

Будем рассматривать в качестве основной задачу (6.1), когда опе­
ратор А самосопряжен и положительно определен (А =  А* > 0) в 
конечномерном гильбертовом пространстве Я. Исследуется итераци­
онный процесс

В - — -7— - +  Аук =  у, * =  0,1,..., (6.5)
Тк + 1

т.е. в отличие от общего случая (6.2) оператор В считается постоян­
ным (не изменяется в процессе итераций).

6.1 .2 . М етод  простой итерации

М етод простой итерации соответствует использованию в (6.5) 
постоянного итерационного параметра 7>+1 = т, т.е. рассматривается 
итерационный процесс

В - к+' ~ -  + А у к =  Ф, * =  0,1,...т (6.6)
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в предположении, что

А = А* > О, В = В* > 0. (6.7)

Итерационный метод (6.6) называется стационарным.
Пусть априорная информация об операторах В  и А задана в виде 

двухстороннего операторного неравенства

т.е. операторы В и А энергетически эквивалентны с постоянными 
энергетической эквивалентности уа, а  =  1,2. Имеет место следую­
щее основное утверждение [47, 63].

Теорема 6.1. Итерационный метод (6.6) — (6.8) сходится в 
Hp, D = А, В  при 0 < г < 2 / 7 2 . Оптимальным значением итераци­
онного параметра является

при котором для числа итераций п, необходимых для достижения точ­
ности е, справедлива оценка

Заметим, что в (6.10) по(е), вообще говоря, нецелое и п — мини­
мальное целое, при котором выполнено п > по(е). Теорема 6.1 ука­
зывает путь оптимизации сходимости итерационного процесса (6.6), 
(6.7) за счет выбора оператора В  в соответствии с (6.8), т.е. оператор 
В  должен быть близок оператору А по энергии.

6.1 .3 . Ч ебы ш евский набор итерационны х парам етров

Оптимальный набор итерационных параметров в (6.5) связан с 
корнями полиномов Чебышева, поэтому такой итерационный метод 
называется чебы ш евским  итерационны м  методом (методом Ри­
чардсона). Определим множество М п следующим образом:

71Я < А < I 2 B, 7i > 0, ( 6 . 8 )

(6.10)

где

( 6. 11)
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Для итерационных параметров Тк используется формула

Тк- — --------, 1*к€Мп, к = 1,2,..., п.
1 + роРк

( 6. 12)

Имеет место [47, 63] следующее основное утверждение о скорости схо­
димости итерационного метода с чебышевским набором итерацион­
ных параметров.

Теорема 6.2. Чебышевский итерационный метод (6.5), (6.7), (6.8), 
(6.11), (6.12) сходится в Я р , D = Л, В, и для числа итераций п, необ­
ходимых для достижения точности е, справедлива оценка

В чебышевском методе расчет итерационных параметров осуще­
ствляется (см. (6.11), (6.12)) по заданному общему числу итераций п. 
Естественно, что вырожденный случай п — 1 соответствует рассмо­
тренному выше методу простой итерации. Практическая реализация 
чебышевского итерационного метода связана с проблемой вычисли­
тельной устойчивости. Это обусловлено тем, что норма оператора пе­
рехода на отдельных итерациях больше единицы и может происхо­
дить рост локальной погрешности до авоста. Проблема вычислитель­
ной устойчивости решается специальным упорядочиванием итераци­
онных параметров (выбором /Лк из множества Л4„). Для вычисления 
оптимальных последовательностей итерационных параметров Тк по 
заданному числу итераций п предложены (см., например, [63]) раз­
личные алгоритмы.

Можно отметить также широко используемый в вычислительной 
практике трехслойный вариант чебышевского итерационного метода 
(см., например, [63, 88]), в котором итерационные параметры рассчи­
тываются по рекуррентным формулам. При этом достигается моно­
тонное убывание погрешности и нет необходимости заранее выбирать 
общее число итераций п, как при использовании (6.11), (6.12).

6 .1 .4 . Д вухслойны е методы вариац ионного  типа

Выше рассматривались итерационные методы решения задачи
(6.1) в условиях, когда задана априорная информация об операторах

(6.13)

где

_  \ - е /2 
pl ~  1 + е ' 2'
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В и А в виде констант (см. (6.8)) энергетической эквивалентности 
7! и 72- Через эти постоянные определяются оптимальные значения 
итерационных параметров (см. (6.9), (6.12)). Получение этих постоян­
ных может оказаться сложной задачей, поэтому есть смысл пытаться 
строить итерационные методы, для которых итерационные парамет­
ры вычисляются без такой априорной информации. Этот класс ме­
тодов известен как итерационны е методы вариационного типа. 
Начнем с рассмотрения двухслойного итерационного метода (6.5) в 
предположении (6.7).

Обозначая невязку Гк =  Аук — <р и поправку Wk = В ~ 1Гк, итера­
ционный процесс (6.5) запишем следующим образом:

yk+l  =  ук -  Th+1w k , к =  0, 1 , . . .

Естественно выбирать итерационный параметр Тк+\ из условия ми­
нимума нормы погрешности Zk+\ в Нр.  Непосредственные вычисле­
ния показывают, что минимум нормы достигается при выборе

_  (Dwk, z k) 
Tk+1 (Dwk,wk)

(6.14)

Конкретизация итерационного метода достигается за счет выбора 
оператора D =  D* > 0 .  Этот выбор должен быть подчинен, в част­
ности. условию возможности вычисления итерационных параметров. 
В формулу (6.14) входит невычисляемая величина Zk и поэтому про­
стейший выбор D = В (см. теорему 6.1) здесь не проходит. Вторая 
отмеченная выше возможность D =  А приводит нас к итерационно­
му м етоду скорейш его спуска, когда

Лн-l =
(u>fc,T>)

{Awk, wk)
(6.15)

Среди других возможностей выбора D отметим случай D = АВ  1А — 
метод м иним альны х поправок, когда

_  (Awk,w k)
Tk+l ~  (B ~ 'A w k,Awky

Двухслойный итерационный метод вариационного типа сходится 
не медленнее метода простой итерации. Сформулируем соответству­
ющий результат применительно к методу скорейшего спуска.

Теорема 6.3. Итерационный метод (6.5), (6.7), (6.8), (6.15) сходится 
в На , и д л я  числа итераций п ,  необходимых для достижения точности 
е, справедлива оценка (6.10).
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В вычислительной практике наибольшее распространение получи­
ли трехслойные итерационные методы вариационного типа. По ско­
рости сходимости они не хуже итерационного метода с чебышевским 
набором итерационных параметров.

6.1 .5 . М етод  сопряж енны х градиентов

В трехслойном (двухшаговом) итерационном методе новое при­
ближение находится по двум предыдущим. Для реализации метода 
требуются два начальных приближения усьУь Обычно уо задается 
произвольно, а у\ находится по двухслойному итерационному методу. 
Трехслойный метод записывается в следующей канонической ф о р ­
ме трехслойного итерационного метода:

Byk+1 =  а*+1 (В -  тк+\А) ук + (1 -  atk+i) Вук-\  + a*+i7*+i^,

Ву\  =  ( B - r i A J y o  +  n p ,

где а к+1 и Тк+\ — итерационные параметры.
Вычисления по (6.16) основаны на представлении

Ук +1 =  ОСк + 1Ук + (1 — <*fc+l) J/Jfc-l -  + +

где, напомним, wk = В ~ 1г к .
В м етоде сопряж енны х градиентов для расчета итерационных 

параметров трехслойного итерационного метода (6.16) используются 
формулы

Метод сопряженных градиентов в настоящее время наиболее широко 
используется в вычислительной практике.

Т еорем а 6.4. Метод сопряженных градиентов (6.16), (6.17) при вы­
полнении (6.7), (6.8) сходится в На , и для числа итераций п, необходи­
мых для достижения точности е, справедлива оценка (6.13).

(6.16)

(6.17)

к =  1 ,2 .. . ,  а\  =  1.
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Мы привели некоторый материал справочного характера относи­
тельно итерационных методов решения задачи (6.1) в случае самосо­
пряженных операторов А и В (условия (6.7)). Мы не будем уделять 
большого внимания несамосопряженным задачам, чтобы не отходить 
от основной темы нашего исследования — аддитивных разностных 
схем.

6.2. Итерационный метод переменных 
направлений

Этот итерационный метод основан на использовании аддитивной 
схемы переменных направлений. Исследуется скорость сходимости 
при использовании стационарных итерационных параметров. Отме­
чаются возможности построения аналогичных итерационных методов 
при общем многокомпонентном расщеплении.

6.2 .1 . И терационны й м етод при двухком понентном  
расщ еплении

В конечномерном гильбертовом пространстве Н ищется прибли­
женное решение операторного уравнения первого рода

с положительным оператором А. Рассматриваются итерационные ме­
тоды, которые основаны на аддитивном представлении оператора за­
дачи. При двухкомпонентном расщеплении

Для конкретизации оценок сходимости привлекается та или иная 
априорная информация об операторах А^а\  а =  1, 2. В рассматрива­
емом ниже случае используются оценки

Будем рассматривать итерационны й метод переменны х на­
правлений с одним постоянным итерационным параметром г

Ау = <р (6.18)

Л = Л(1> +  Л<2>, л<а> > 0 ,  а  =  1,2. (6.19)

> 6аЕ,

1 И ( а ) 1/||2 <  Д а  ( Л {а)У ,у )

6а >  О ,

, а  =  1,2.
( 6 . 20 )

У к+1/2 ~  Ук
^  + АМук+ф  + А М Ук = <г,

(6.21)
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Итерационный метод (6.21) записывается в канонической форме 
двухслойного итерационного метода

в Ук+1 - У к  +  Аук  =  у> *  =  0 , 1 , . . .

?7с + 1
с оператором

В  =  (^Е + ^Е  +  гЛ*2̂  , rfc+1 = 2г.

В общем случае неперестановочных операторов а  =  1,2 опера­
тор В не является самосопряженным и положительным. Это — основ­
ное препятствие для использования общей теории итерационных ме­
тодов. Фактически та же ситуация имела место и при исследовании 
аддитивных разностных схем переменных направлений.

6.2 .2 . Исследование сходим ости

Для исследования скорости сходимости итерационного метода
(6.21) вопользуемся следующим вспомогательным результатом.

Л е м м а  6 .1 .  Пусть

А > 8 Е ,  J > 0 ,  ||j4j/||2 < Д (Ay, у) , (6.22)

тогда норма оператора

S  (т) = (Е + т А ) '1 (Е -  тА) (6.23)

минимальна при

r  =  ro =  i  (6.24)

причем

ll5(r°)ll2 = T77?’ * = (6-25)
Доказательство. Положим 

w =  (Е -f тА) у ,

тогда с учетом (6.23) будем иметь 

Sw = (Е — тА) у .
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Принимая во внимание представление

II (Е ±  г  А) у\\2 = ||у||2 ±  2т (Ау, у) + г2||Лу||2, (6.26)

получим равенство

|| (Е + тА) у||2 -  || (Е -  тА) у\\2 =  4т (Ау, у ) . (6.27)

Используя (6.26) и априорную информацию (6.22), придем к оценке

|| (Е  +  г А) у||2 <  (  ̂  +  2т +  Ат2

С учетом (6.27), (6.28) имеем

|| (Е -  тА) у||2 =  || (Е +  тА) у||2 -  4т (Ау, у) <

< у ^ \ \ ( Е + тА)у\\2>1 + 7/

(Лу,у ) . (6.28)

где

2 тб
1 +  6 Ат

Мы доказали неравенство

II-HI2 < \ ^ \ м 2>

т.е.

I|S||2 < 1 ~ Ч 
1 + 7/*

Минимум правой части достигается при г =  го, при этом справедливо 
равенство (6.25). ■

Теперь можно вернуться к методу переменных направлений. Для 
простоты ограничимся наиболее благоприятным для исследования 
случаем, когда 6\А \  = &2 Аг-

Теорема 6.5. При решении задачи (6.18) — (6.20) в случае <5iAi = 
= 6 2  А 2  итерационным методом (6.21) для числа итераций п, необходи­
мых для достижения точности е в Hd*d , D = Е +  тА^2\  при выборе 
итерационного параметра

1
т =  Т о = 6 =  1,2 (6.29)
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справедлива оценка

. / \ ,пе (6.30)

1 о, а -  1,2.
L±a (6.31)

Доказательство. Запишем уравнения для погрешности итераци­
онного процесса (6.21)

( Е  +  т А ^ ) г к+1/2 =  ( е - гЛ<2> ) Л

( Е  +  гЛ<2>) zk+1 = [ Е -  гЛ*1*) zk+l' 2.

Полагая

wk = ( я  + гЛ*2*) zk, 

получим равенство

wk+l = S iS 2wk, (6.32)

где

So, =  Sa (г) = ( е  + гЛ<“ >) ( е  -  гЛ<а>) , а = 1,2.

Из (6.32) следует оценка

l k fc+1H = l|5i||||52||||^||.

В силу леммы 6.1 для нормы операторов Sa при выборе итерацион­
ного параметра в соответствии с (6.29) (см. (6.24)) получим

IIS J 2 <
1 - л / Ц
1 +  \ / |а  ’

6о_
Д а ’

а =  1,2.

Поэтому на одном итерационном шаге

ЦиЛ+1Н = НИ1, (6.33)

где постоянная р определена согласно (6.31). Для числа итераций в 
соответствии с (6.33) получим оценку (6.30). ■
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В настоящее время существует много вариантов итерационного ме­
тода переменных направлений (см. [63]), которые ориентированы на 
более узкие классы задач. В частности, для задач с самосопряженны­
ми операторами , а  =  1,2 дополнительная оптимизация достига­
ется за счет выбора разных итерационных параметров в первом и во 
втором уравнениях (6.21). Наиболее благоприятный случай имеет ме­
сто при перестановочных самосопряженных операторах а = 1,2.

6.2.3 . М о д и ф и ц и р о в а н н ы й  метод переменных 
направлений

Традиционный итерационный метод переменных направлений
(6.21) ассоциируется с методом установления, когда вместо стационар­
ной задачи (6.18) рассматривается задача Коши для эволюционного 
уравнения

^  + Ay = ip, t > 0.

Вместо этого уравнения можно использовать вариант установления, 
когда решается несколько более общее уравнение

D ^  + Ay = <p, О  0, (6.34)

в котором положительный оператор D вводится для более быстрой 
сходимости соответствующего итерационного процесса. Сам выбор 
оператора D мы здесь не обсуждаем, так как он порождается спе­
цификой конкретной задачи.

Рассмотрим вариант итерационного метода переменных направле­
ний, связанный с аддитивной схемой для уравнения (6.34). О таком 
итерационном методе мы будем говорить как о м одиф ицированном  
методе перем енны х направлений Для простоты ограничимся слу­
чаем самосопряженного оператора D.

Итерационный метод имеет вид

^J/fc + 1/2----- Ук_ +  д{1)ук+1/2 +  AV)yk -  ^

Т (6.35)
В У к + 1 У fe+1/2 +  4 ( l ) s /*+ 1 / 2  +  4 (2W  i =  <Р-

С помощью замены

У/с + а /2  — D  ^ У к + а / 2 )  ® 2
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от (6.35) придем у системе уравнений

(6.36)

в которой

i< “> =  D - l/2A^a)D~1/2, а  =  1,2, ^  =  £ )- , / V

Сходимость итерационного метода (6.36) исследовалась нами вы­
ше (см. теорему 6.5). Скорость сходимости определяется теперь по­
стоянными Sa) А а в неравенствах

При априорной информации (6.37) определяется оптимальное зна­
чение итерационного параметра и дается оценка числа итераций для 
модифицированного итерационного метода переменных направлений
(6.35).

6.2 .4 . М ногоком понентное  расщ епление

Оптимизация итерационных методов (минимизация вычислитель­
ной работы) достигается за счет выбора итерационных параметров и 
переобусловливателя. В настоящее время наибольшее внимание уде­
ляется выбору переобусловливателя в виде произведения двух эконо­
мичных операторов. Фактически речь идет о применении в тех или 
иных вариантах итерационных методов типа классического двухком­
понентного итерационного метода переменных направлений.

При рассмотрении трехмерных задач, использовании методов де­
композиции области, многоцветных итерационных методов прихо­
дится часто ориентироваться не на двухкомпонентное, а на многоком­
понентное расщепление. В работе [53] на общем операторном уровне 
отмечаются возможности построения двух основных вариантов итера­
ционных методов многокомпонентного расщепления. В первом из них

> 6аЕ ,

1И<“>у||2 < ( л (“>у, У) ,

6а >  О ,

а

которые перепишем в эквивалентном виде

> 5aD,

1И(а)У|1г>-1 < Д« ( А ^ у , у )

6а  >  О ,

а  =  1,2.
(6.37)
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(итерационные методы с мультипликативным переобусловливателем) 
новое приближение строится на основе последовательного решении 
элементарных задач. Во втором варианте (аддитивные алгоритмы) 
допускается параллельная огранизация вычислений.

Принципиальный момент связан с тем, что в классе рассматрива­
емых итерационных методов при решении задач с самосопряженным 
положительным оператором можно использовать трехслойные итера­
ционные методы вариационного типа, т.е. допускается стандартное 
ускорение по сопряженным градиентам.

Пусть, например, ищется решение системы линейных уравнений 
(6.18) с положительным и самосопряженным оператором А . Для по­
строения итерационного метода привлекается представление

Л =  ^ Л < “) > 0 ,  А(а) =  > 0 , а  = 1 ,2, . . .  ,р. (6.38)
а=1

Традиционный итерационный метод переменных направлений свя­
зан с выбором оператора В, имеющего следующее мультипликативное 
представление:

Р , V

В = П ( E  + u«Ala)) , (6.39)
ОГ= 1

с некоторыми положительными постоянными а = 1,2, ...,р. Опти­
мизация методов за счет выбора итерационных параметров в (6.39) 
достигается только при предположении о попарной перестановочно­
сти операторов , а  =  1, 2, ...,р. В общем случае неперестановочных 
операторов даже при двухкомпонентном расщеплении В ф В *.

Будем вначале ориентироваться на построение итерационных ме­
тодов многокомпонентного расщепления (6.38) с мультипликативны­
ми переобусловливателями (класс факторизованных операторов В). 
Рассмотрим итерационный метод

Д (Е + иаА<“>) Ук+1 -  Ук J 
Тк + 1

+ Д ( Е  + шаА ^ )  1{АУк-<р) = Ъ. (6.40)
ог=1

При записи (6.40) в канонической форме имеем

£= Д (£+а>р+1_вЛ(Р+1-“>) Д (E + waA<«>)
а=1 а=1

(6.41)
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и тем самым В = В* > 0.
По сравнению с традиционной итерационным методом многоком­

понентного расщепления (6.38), (6.39) имеем двукратное увеличение 
вычислительной работы на одном итерационном шаге. Но при этом в 
симметризованном итерационном методе (6.38), (6.41) предоставляет­
ся возможность оптимизации выбора итерационных параметров для 
общего случая неперестановочных операторов а  =  1, 2, ...,р.

При ориентации на современные параллельные компьютеры осо­
бого внимания заслуживают итерационные методы не с мультипли­
кативным, а с аддитивным представлением оператора J3” 1. Вместо 
(6.40) будем использовать итерационный метод

Ук+1 ~  Ук + Е  (Е + (Аук -  <р) =  0. (6.42)
Tk+l

В канонической форме для итерационного метода (6.42) имеем

В - ^ & Е  + ЫсА*)-1 (6.43)
<*=1

и снова В  =  В* > 0.
Реализация итерационного метода (6.42) может быть проведена по 

схеме

( е  +  и,аА М ) +  Ayk =  V,

1 Р1 (<*)

И а = 1

Подобная схема организации присуща аддитивно-усредненным схе­
мам. Предложенный итерационный метод можно рассматривать как 
векторную аддитивную схему.

Здесь мы ограничились описанием общей возможной конструкци­
ей итерационных схем многокомпонентного расщепления. В достаточ­
но общих предположениях (6.38) отмечена возможность использова­
ния последовательных (мультипликативных) и параллельных (адди­
тивных) вычислительных алгоритмов с самосопряженным и положи­
тельно определенным переобусловливателем. Для более конкретных 
классов расщепления необходимо ставить и решать задачу оптимиза­
ции итерационных методов, исследования скорости сходимости.
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6.3. Попеременно-треугольный 
итерационный метод

В качестве оператора В можно взять оператор, который соответ­
ствует нижней (верхней) треугольной матрице, или произведение опе­
раторов такой структуры. Итерационные методы подобного класса 
наиболее популярны в прикладных расчетах.

6.3 .1 . И тера ц ио н н ы й  метод

В конечномерном гильбертовом пространстве Я  ищется решение 
уравнения

А = <р, (6.44)

в котором оператор А = А* > 0. В попеременно-треугольном итераци­
онном методе используется следующее двухкомпонентное аддитивное 
расщепление

А = +  Л(2) > 0, ( л (1)) ’ =  А (2). (6.45)

Для приближенного решения задачи (6.44), (6.45) будем использо­
вать двухслойный итерационный метод

В УЦ±}Л У± + А у к = <р, * =  0 ,1 , . . .  (6.46)
Тк + 1

В поперем енно-треугольном  итерационном  методе [32] для опе­
ратора В в соответствии с разложением оператора (6.45) имеем

В = (я + ыЛ*1») (я + w 4(2>) (6.47)

с некоторым параметром и  > 0. При использовании аддитивной схемы 
попеременно-треугольного метода 7*+1 =  т, cj = 0,5г.

При решении системы линейных алгебраических уравнений (6.44) 
(оператор А — матрица) оператор Я, определяемый согласно (6.47), 
представляет собой произведение двух треугольных. При расщепле­
нии (6.45) оператор В  самосопряжен, поэтому здесь можно использо­
вать общие результаты теории итерационных методов. Имеется воз­
можность повышения скорости сходимости итерационных методов за 
счет выбора итерационных параметров 7>=i с использованием, напри­
мер, метода сопряженных градиентов.
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6.3 .2 . С корость сходим ости

Скорость сходимости итерационного метода (6.46), (6.47) опреде­
ляется постоянными энергетической эквивалентности: 7а , а  =  1,2 в 
двустороннем операторном неравенстве

7iJ3 < А < 72В, 71 > 0- (6.48)

Найдем эти постоянные при априорной информации в виде нера­
венств

А > SE, < j A . (6.49)

Для оператора В  с учетом представления (6.45), (6.47) имеем 

В  =  E + wA + w2A W A W .  (6.50)

Принимая во внимание (6.49), получим

В  < и) - f - «Л.

Тем самым для постоянной 71 имеет место 

S
71 = 1+и>6+и>26А/4' (6.51)

Для получения постоянной 72 представим оператор В  на основа­
нии (6.50) в следующем виде:

B = E - w  +  Л<2)) +  ш2а М а М  +  2 и А =

= ( е ~  о>Л(1)) [Е  -  ц>Л<2>) +  2ыА.

Отсюда имеем (By, у) > 2и(Ау,у)  , т.е. А < 72В, где

72 =  £ Г
(6.52)

Сейчас мы можем выбрать параметр w в (6.47), исходя из условия 
максимума £ =  £(о>) =  71/72. С учетом (6.51), (6.52) получим

€(«) =  ? •  =
2 ыб

72 1 + и6  +  ц;2£Д/4*
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Максимум £(oj) достигается при

U3 = U3q —
2

(<5Д)1/2’
(6.53)

причем

2т?1/ 2 S
м  =  »» =  д -  (6-54)

На основании приведенных оценок можно сформулировать со­
ответствующее утверждение о сходимости попеременно-треугольного 
итерационного метода при оптимальном выборе параметра из.

Теорема 6.6. Попеременно-треугольный итерационный метод 
(6.45) —  (6.47), (6.53) с чебышевским набором итерационных парамет­
ров сходится в Н а и Нв , причем для числа итераций, необходимых для 
достижения точности е, справедлива оценка

п > по (е) =
In (2е *)

in рТ1

где

_  I - ? ' 2 
Pl ~  1 +  £1/2’

(6.55)

а £ определяется согласно (6.54).

При малых £ для числа итераций можно получить более простое 
выражение

п0 (е) =
In (2е-1)
2y/2i71/4 ’ V

6_
А*

Попеременно-треугольный метод может реализовываться также в 
варианте метода сопряженных градиентов. И в этом случае число ите­
раций характеризуется приведенной выше оценкой (6.55). При чис­
ленном решении краевых задач для эллиптических уравнений второ­
го порядка число итераций в попеременно-треугольном итерационном 
методе пропорционально корню квадратному из числа узлов по одно­
му направлению [63].
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6 .3 .3 . М о д и ф и ц и р о ва н н ы й  поперем енно-треугольны й 
итерационны й метод

Отметим возможную модификацию попеременно-треугольного ме­
тода, который мы можем связать с расчетами на установление для 
уравнения

где D =  D* > 0. Важнейшие свойства самосопряженности и положи­
тельности оператор В  при обобщении (6.56) сохраняет.

Для числа итераций модифицированного попеременно-треуголь­
ного итерационного метода (6.45), (6.46), (6.56) верно утверждение, 
аналогичное теореме 6.6. Скорость сходимости зависит от параметров 
<£, Д, которые входят в неравенства

Доказательство этого факта проводится аналогично доказательству 
теоремы 6.6.

6.4. Итерационные методы кластерного 
агрегирования

Теория итерационных методов решения систем линейных уравне­
ний развивается в различных направлениях [63, 88]. При ориента­
ции на современные параллельные компьютеры [83, 96] успех дости­
гается за счет использования классических блочных итерационных 
методов, многоцветного упорядочивания неизвестных. При решении 
эллиптических краевых задач рассматриваются подходы с декомпо­
зицией (разделением) области на подобласти с (и без) наложением 
подобластей друг на друга. В качестве примера выступает классиче­
ский альтернирующий метод Шварца. Методы декомпозиции области 
на матричном уровне могут рассматриваться как специальные итера­
ционные методы блочного типа. Следуя работе [51], выделим класс

Выберем оператор В  в следующем факторизованном виде:

(6.56)

A > S D ,  a W D - ' A W  < ф л .-  — 4
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итерационных методов со специальной организацией вычислений, ти­
пичной для классических блочных методов. Отдельные уравнения си­
стемы после предварительной обработки (например, после масштаби­
рования) объединяются в группы. Причем одно и то же уравнение мо­
жет входить в различные группы, которые мы называем кластерами. 
Для симметричной линейной системы уравнений показана сходимость 
итерационных методов кластерного агрегирования. Среди них отме­
тим методы, которые связываются с методами точечной и блочной 
релаксации, с итерационными методами декомпозиции области типа 
Шварца.

6.4 .1 . Переход к системе уравнений

В конечномерном гильбертовом пространстве Я  ищется решение 
уравнения

с положительным и самосопряженным с>ператором А. До сих пор мы 
рассматривали итерационные методы, которые связаны с аддитивным 
представлением оператора задачи в виде

Такое представление порождается, например, расщеплением на од­
номерные операторы — расщепление по пространственным перемен­
ным. Второй класс рассмотренных методов связывался с разбиением 
оператора задачи на два сопряженных друг с другом оператора — 
попеременно-треугольный метод. Здесь мы отметим новый класс рас­
щеплений, который позволяет включить в общую схему построения 
итерационных методов на основе аддитивного представления опера­
тора задачи блочные итерационные методы в различных вариантах. 
Мы ограничимся общими рассуждениями на операторном уровне, не 
рассматривая конкретные реализации в деталях.

Если понимать под (6.57) систему линейных уравнений, то рас­
сматриваемый класс итерационных методов основан на объединении 
(агрегировании) отдельных уравнений системы в кластеры. Причем 
одни и те же уравнения после тех или иных преобразований могут 
входить в разные кластеры. Примером такого подхода служат клас­
сические блочные методы линейной алгебры.

(6.57)

V
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Будем считать, что из одного уравнения (6.57) получена система 
из р уравнений (р кластеров). Построение системы уравнений фор­
мализуется на основе введения операторов агрегирования а —
1,2, . . .  ,р. В достаточно общих условиях примем, что

/ \„  р
G{o,) = [G{a)J > 0 , а = 1,2, . . .  ,р, G, =  ^ ) G < “) > 0 .  (6.59)

а=1

Отдельные уравнения получим, домножая исходное уравнение (6.57) 
на G ^ \  а  =  1, 2 , . . .  ,р, что дает

G ^ A y  = G(a)<P) а = 1 ,2 , . . . ,  р.

Тем самым от уравнения (6.57) переходим к системе уравнений

А ^ у = < р ^ \  а  = 1,2, . . .  ,р, (6.60)

в которой

Л(ог) = G (aU ,  ^ “) =  G(QV , о = 1 , 2 , . . . , р .  (6.61)

Пусть у некоторый вектор, который удовлетворяет (6.60), (6.61). 
Тогда суммирование по всем а  = 1, 2 , . . . ,  р дает

GAy — G<p.

В наших предположениях G > 0 и поэтому всякое решение (6.60), 
(6.61) есть не что иное, как единственное искомое решение исходной 
системы уравнений (6.57).

6.4 .2 . И терац ионны й метод

Для приближенного решения системы уравнений (6.57) будем ис­
пользовать итерационный метод, который основан на кластерном аг­
регировании — на переходе к системе уравнений в соответствии с
(6.57) — (6.61). Поэтому методы данного класса будем называть ите­
рационны м и м етодам и кластерного агрегирования.

Переход с приближения yk на новое приближение ук+\ осуществля­
ется на основе решения р задач, которые соответствуют кластерному 
разбиению (6.60), (6.61). Приближенное решение, отнесенное к класте­
ру (уравнению) с номером а, обозначим Ук+а/Р• Сначала остановимся 
на методе, когда Ук+а/р определяются последовательно друг за дру­
гом по мере возрастания номера а. В этом случае мы будем говорить 
о синхронном итерационном методе.
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Приближенное решение У к + а / р  будем определять на основе най­
денного ранее решения У к + ( а - 1 ) / р -  Для стационарного итерационного 
метода положим

У к + < * / р  ~  3/М-(<*-1)/р |

+ Л (в)у*+(« - 1)/р =  ? (e), а  =  1,2, . . . ,  р. (6.62)

Здесь /х — некоторая положительная постоянная (параметр итераци­
онного метода). Итерационный метод (6.62) можно связать с примене­
нием аддитивной схемы покомпонентного расщепления при решении 
задачи Коши для уравнения

d y
+ А у = <Р, * > О-

Теорем а 6.7. Итерационный метод кластерного агрегирования 
(6.58) —  (6.62) сходится в Н а при любых 0 <  т <  2.

Доказательство. Рассмотрим соответствующую задачу для по­
грешности Zk+ocjp = Ук+a/p -  У, Of =  1 , 2 С учетом (6.61) имеем

( v E + G ^ a ) -* * + (« -Ц/р +

+С<ви * * +(в_ 1)/р =  0, а  =  1,2, . . .  ,р. (6.63)

Домножая (6.63) на Л, перепишем эту систему в виде

M *r,a +  +  ( i  -  7 )  z« - i )  =  0, (6.64)

где

__ к+ос/рZa =  Z zt,a —
%ос Z<x — 1, a  = 1 ,2 , . . .  ,р.

Домножая (6.64) скалярно на

2rza 2za -{- (2т 2) za~ 1 — т (za -Ь za _i) (2" 2) TZftOC)

получим равенства

,2 м ,,2
A* 1Ы1д -  Р Iker-lIU + (2 ~ т) г /1 |К«|1л +

+ 2т (xaAz'a, Az*a) =  0, а  =  1,2, ...,р. (6.65)
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Складывая все уравнения (6.65), получим

Р Ы *л -  А* \Ы \\ + ( 2 - т) тМ£  ||*f,e ||l < о. (б.бб)
Ог= 1

Легко устанавливается, что

(м7>
а=1

Если это не так, т.е. эта сумма равна нулю, мы имеем 

zk+a/p =  zk , а  = 1 , 2  

Принимая во внимание (6.62), получим 

G(a)Azk = 0, а  =  1,2,

При ограничениях (6.59) последнее равенство будет верно, только если 
zk = 0, т.е. только при точном решении исходной задачи.

Из (6.66) и (6.67) при 0 < г < 2 получим в исходных обозначениях

l k * + i l U  <  I W U -  (6 .6 8 )

Эта оценка гарантирует сходимость итерационного процесса (6.62) в 
Н а к решению задачи (6.57). ■

Важнейший вопрос об исследовании скорости сходимости, ее за­
висимости от операторов G^a\  а  =  1 ,2 , . . . , р  и числового парамет­
ра р каждого конкретного варианта метода агрегирования требует 
более содержательного анализа. Аналогичное замечание относится 
также к не затрагиваемой здесь проблеме оптимального выбора ите­
рационного параметра г или переменных итерационных параметров
тк+а/р) = 2, . . . , р.

6.4 .3 . П араллельны й вариант

В плане построения вычислительных алгоритмов для современ­
ных параллельных компьютеров отдельного внимания заслуживают 
асинхронны е итерационны е методы. В этом случае приближен­
ное решение рассчитывается на основе отдельных подзадач, которые 
могут решаться независимо друг от друга. Отметим некоторые име­
ющиеся возможности в этом направлении исследований.
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Определим векторы Ук+а/р из уравнений

( р Е + а ы ) Ыа/Рт ~ Ук +

+А(а)ук =  а  = 1 , 2 (6.69)

Для приближения на к + 1 итерации будем использовать выражение

Принципиальным отличием алгоритма (6.69), (6.70) от (6.62) явля­
ется то, что вычисления Ук+а/р могут проводиться независимо (асин­
хронно) друг от друга с использованием только итерационного при­
ближения ук. Сходимость такого варианта устанавливается при тех 
же условиях, что и для ранее рассмотренного синхронного варианта 
итерационного метода кластерного агрегирования.

Т еорем а 6.8. Итерационный метод кластерного агрегирования
(6.58) —  (6.61), (6.69), (6.70) сходится в НА при 0 <  г  <  2.

Доказательство. Подобно доказательству теоремы 6.7 при сфор­
мулированных ограничениях на г имеем

где теперь

rz« =  zk+c/p +  ( T - l ) z k ,

_ _  r ~   zk+oc/p zk
zk+ot/p *“* Ук+a/p ~ 2Л zt, a “* ~ •

Заметим также, что, хотя бы при одном а  =  1,2, . . .  ,р, последнее 
неравенство строгое. Принимая во внимание, что в силу (6.70)

(6.70)

М ||^ + а /р ||А ^  1 М д  +

+  (2 -  г) тц \\zi<af A +  2т ( G ^ A z l ,  A z l )  =  0,

придем к доказываемой оценке (6.68).
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Если синхронные варианты метода кластерного агрегирования 
можно рассматривать как аналоги итерационных процедур типа Зей- 
деля, то асинхронный вариант естественно связать с итерационны­
ми методами типа Якоби. За возможность огранизации параллель­
ных вычислений необходимо платить, вообще говоря, более медленной 
скоростью сходимости. В плане связи итерационных методов с адди­
тивными схемами заметим, что итерационный метод (6.69), (6.70) яв­
ляется прототипом аддитивно-усредненной схемы многокомпонетного 
расщепления.

6.4 .4 . А гр е га ц ия  неизвестны х

Обсудим возможность построения итерационных методов кластер­
ного агрегирования с несколько другой точки зрения. Выше мы рас­
смотрели некоторые варианты при переходе от уравнения к системе 
уравнений — агрегация уравнений. Вторая возможность (см. [117]) 
связывается с разделением самого неизвестного решения — агрега­
ц и я  неизвестны х. Представим решение уравнения (6.57) в виде

y =  ]T G < ay a>. (6.71)
а=1

Подстановка в (6.57) дает 

v
"£^A G(a)y(a) = f.  (6.72)
Of = l

Вместо одного неизвестного у в уравнении (6.57) мы имеем сейчас р 
неизвестных у^а\  а  = 1, 2, ...,р в (6.72). Функция у, которая опреде­
ляется в соответствии с (6.72), интерпретируется как решение исход­
ной задачи (6.57). Ясно, что новая задача (6.72) имеет много решений. 
Для получения любого их них мы используем итерационный метод.

Приближенное решение у(а) на к-й итерации обозначим у£° .̂ Новое 
приближение находится из системы уравнений

( ? Е  + ЛС<“>) * +  £  AGpy[p) =  / .  (6.73)
Т Р = 1

Этот итерационный процесс кластерного агрегирования неизвестных 
очень близок по организации вычислений к итерационному методу 
кластерного агрегирования уравнений в варианте (6.69), (6.70).
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Теорема 6.9. Итерационный метод кластерного агрегирования 
(6.59), (6.73) сходится в На при любых 0 < т < 2/р.

Доказательство. Наметим основные моменты доказательства 
этого утверждения. Рассматривая задачу для погрешности, из (6.73) 
получим

( j iE  + i (a)) ^ +1 ~ Vk + ^ 2  ^ 0)v(k ] =  0 , (6.74)
T 0 = 1

где

„(«> = A - i f i  ( у<«> _  у(«>) , Д<«) = A x' 2G ^ A 1' 2.

Умножая уравнение (6.74) на перепишем его в виде

/3=1

/9=1

Домножая каждое уравнение скалярно на

2 (4+1 -  4 а)) = 2rv«.«

и суммируя их, получим

2д ̂  (Л(ог)г>(,л, +
а =  1

\а=1 а=1 /

\а=1 а=1 /

(6.75)
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Подобно (6.71), введем

Ш  = £  c-V*”’
а =  1

и для последних слагаемых в (6.75) получим 

A {a)v[a) = А 1/2 (Ук -  у) ■
а =  1

Принимая во внимание неравенство

\а=1 /  ос-\

из (6.75) получим неравенство
р  р

Ip  ( л (“Ч ,« . г«,а) +  (2 -  рт) (Л (вЧ,<*, +
аг=1 а=1

+ М (У к + 1 -  у), ( у к +1 ~  у ) )  ~  { л  ( Ук -  у ) , (Ук -  у ) )  < о.
Эта оценка, подобно доказательству теоремы 6.9, дает доказательство 
сходимости итерационного процесса (6.73). ■

Итерационный процесс кластерного агрегирования тесно связан с 
векторными аддитивными схемами многокомпонентного расщепления 
при приближенном решении задачи Коши для уравнения

^  +  ' 5 2 л { а )у  =  <р, О  0,
а =  1

где с учетом (6.72) положим

Л(а) = AG{a\  а — 1 , 2 , . . . ,р.

В этой связи отметим возможность использования итерационных 
методов, которые основаны на последовательной организации вычис­
лений

( р Е  +  У * +>1 ~  У *  ) +  ] Г  G ^ y [ 0) +  £  G ^ y [ e) =  / .
Г P =  OC

Подчеркнем также возможность использования такого класса ите­
рационных методов с ускорением по методу сопряженных градиентов.



Глава 7

Расщ епление по 
п ростра нствен н ы м 
переменны м

Основная идея аддитивных разностных схем связана с переходом 
от решения исходной задачи к решению цепочки более простых задач. 
При численном решении многомерных нестационарных задач матема­
тической физики в качестве наименее сложных выступают одномер­
ные задачи. В этом случае речь идет о расщеплении оператора за­
дачи на сумму одномерных операторов — расщепление по простран­
ственным переменным. На примере задач математической физики ил­
люстрируются возможности построения и исследования аддитивных 
разностных схем. Рассмотрены локально-одномерные схемы для пара­
болического уравнения, для уравнения переноса и гиперболического 
уравнения второго порядка. Такой традиционный материал дополнен 
обсуждением проблем численного решения некорректных эволюцион­
ных задач. В качестве примера взята начально-краевая задача для 
параболического уравнения второго порядка с обратным временем.

7.1. Краевая задача для параболического 
уравнения

Обсуждаются проблемы использования аддитивных схем на про­
стейшем примере краевой задачи для параболического уравнения в 
прямоугольной расчетной области. Исследование базируется на рас­
смотрении основных свойств разностных операторов и использовании 
ранее полученных общих результатов по устойчивости и сходимости.

7.1 .1 . Д иф ф еренциальная  задача

Ограничимся рассмотрением двухмерной задачи в прямоуголь­
ной расчетной области с использованием равномерных сеток. Пере-
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ход к более общим трехмерным задачам не вызывает принципиаль­
ных сложностей. Это же замечание относится к возможностям при­
менения неравномерных прямоугольных сеток. В некоторых важных 
случаях удается провести аналогичные исследования и для нерегу­
лярных расчетных областей. Мы не ставим задачу проведения макси­
мально полного анализа аддитивных разностных схем. Приведенные 
ниже примеры носят иллюстративный характер и свидетельствуют 
о необходимости освоения общей методики построения аддитивных 
схем, закрепления навыков использования общих результатов теории 
для проведения конкретных исследований.

В прямоугольнике

fi =  {х | X =  (ж ь  Х2) , 0 <  Х а <  la , Q =  1 , 2 }  

решается параболическое уравнение второго порядка

Это уравнение дополняется однородными граничными условиями Ди­
рихле

Будем рассматривать множество функций г/(х,2), удовлетворяю­
щих граничным условиям (7.2). Пусть И =  £ 2 ^ )  — гильбертово про­
странство со скалярным произведением

для произвольных функций и(х) и w(x), обращающихся в нуль на <9П, 
и нормой

и (х, /) = О, х Е ЗП, t > 0. (7.2)

Кроме того, задается начальное условие

и (х, 0) =  и0 ( х ) , х Е О. (7.3)

п

1/2

\П /
Определим оператор задачи (7.1) — (7.3) выражением

(7.4)
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Он самосопряжен в % на множестве функций, удовлетворяющих кра­
евым условиям (7.2)

Действительно, принимая во внимание формулу Грина, имеем

Отметим также, что рассматриваемый оператор при естественных 
ограничениях к(х) > к > 0 положительно определен, а именно верна 
оценка

где Ао > 0 — минимальное собственное значение оператора Лапласа с 
граничными условиями Дирихле. Для прямоугольника fi имеем

При построении дискретного аналога естественно ориентироваться на 
аппроксимации, которые сохраняют отмеченные свойства дифферен­
циального оператора.

Приведем простейшую априорную оценку для решения задачи
(7.1) — (7.3). Домножая скалярно уравнение (7.1) на iz(x, <), получим

V  = V*. (7.5)

V > kXqE (7.6)

\ j t WuW2 +  =  (/>и)- (7.7)

С привлечением неравенства

( /.« )  < (*>«,«) +  1||/Нх>-1

из (7.7) получим

d „ мо .  1

На основе леммы Гронуолла получим

(7.8)

О

7. С а м а р с к и й  А .А . ,  В а б и щ е в и ч  П .Н .
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Оценка (7.8) обеспечивают непрерывность решения задачи (7.1) — 
— (7.3) по начальным данным и правой части.

Для краевых задач для параболических уравнений второго поряд­
ка, как и для краевых задач для эллиптических уравнений второго 
порядка, особое внимание уделяется принципу максимума. Нетрудно 
показать, например, что если в задаче Коши (7.1) — (7.3) правая часть 
/(х,<) > 0 (/(х, t) < 0) и начальное условие ио(х) > 0 (ио(х) < 0), 
тогда и(х, 0) > 0 (и(х, 0) < 0) для всех х Е Q и t > 0.

На основе принципа максимума доказываются оценки устойчиво­
сти в банаховых пространствах. Типичной является оценка в £оо^)

t
||tf (х, <) ||оо < ||и (х, 0) ||оо -4- J ||/ (х ,0 )  lloodfl, (7.9)

О
где

1Н1оо =  *ПЮС М х ) | .

При исследовании разностных схем необходимо ориентироваться на 
сеточные аналоги априорных оценок типа (7.8), (7.9).

7.1 .2 . Д иф ф еренциально-разностная  задача

Будем использовать равномерную по каждому направлению сет­
ку. Для сеток по отдельным направлениям а  =  1,2 используем 
обозначения

=  { х а | Ха =  ia^on ®ог =  0 ,  1, . . . , N od N a h a  =  ^ а } ,

и;а =  {ха | Ха =  ®а^а» =  1» 2,. . . , Na “  1, N aha =: а̂}*

Для сеточных функций, обращающихся в нуль на множестве гранич­
ных узлов ди (w = и  U 3w), определим гильбертово пространство 
Я =  Lг(^), в котором скалярное произведение и норма задаются сле­
дующим образом:

{у, w) = ^ 2 y ( x ) w  (х) hih2, ||у|| =  (у, у)1/2 •

На введенной сетке аппроксимируем оператор V  при обычных 
предположениях к(х) > к > 0. Двухмерный разностный оператор 
представим в виде суммы одномерных

D  =  T t f a \  D ^ y  =  - ( a ^ y l a )  , e = l , 2 ,  Х € « .  ( 7 . 1 0 )
V
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Для гладких коэффициентов диффузии можно положить 

а*1* (х) =  к(х  1 -  0 ,5Ль хг), а*2* (х) =  к (*,, хг -  0 ,5/12).

В общем случае необходимо ориентироваться на применение интегро- 
интерполяционного метода, когда для коэффициентов используются 
выражения

а(1) (х)
h2 /

>2 — 0,5/»3

Xi
_1_ f  L
hi J  к (s)

1

cfS2,

a<2> (x)

1

ds 1.

В этом случае дифференциальный оператор V  аппроксимируется раз­
ностным оператором D с погрешностью 0 ( |/i |2), где \h\2 =  h] +

Одномерные разностные операторы а  =  1, 2 являются само­
сопряженными и положительными в Я. Более конкретно (см. [63])

D(a) =  (/><“>)’ > 6 аЕ, D(a)< A aE, (7.11)

где

4 к

Ц '
а =  1,2,

причем к < к(х) < к.
После дискретизации по пространственным переменным от за­

дачи (7.1) — (7.3) придем к задаче Коши для дифференциально­
операторного уравнения

^  + Лу = у>(х,<), xG w , * > 0 , (7.12)

у (х, 0) =  и0 (х ) , х€и>. (7.13)

Для оператора А имеет место аддитивное представление

A = AW + AW,  > О, a  = 1 ,2 . (7.14)

Принимая во внимание (7.10), примем

A(a) =  Z)(a), a _ 1(2. (7.15)

7*
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Для задачи (7.12), (7.13) при двухкомпонентном расщеплении
(7.14), (7.15) можно использовать все рассмотренные выше классы 
аддитивных разностных схем. Имея в виду обобщение результатов на 
более общие трехмерные задачи, мы будем ориентироваться на без­
условно устойчивые аддитивные схемы многокомпонентного расщеп­
ления.

7.1 .3 . Л окально-одном ерная  схема

Для приближенного решения задачи (7.12) — (7.15) стандартная 
схема покомпонентного расщепления (в нашем случае двухкомпонент­
ного расщепления) принимает вид

Уп+1/*— — + A(1) (<Tiyn + 1 /2 + (1 -  СГ\) Уп) =  <р(п \  (7.16)

— Уп+1/2 +  А < 2> (<т2у „ + 1  +  (1 -  <Г2) Уп+1 / 2 ) =  (7.17)т

при некотором расщеплении правой части

<Рп =  / ( x , t „ )  =  <pw +<Р{2), П =  0 , 1 , . . . ,  х  €  w.

Для исследования сходимости приближенного решения к точному 
решению задачи (7.1) — (7.3) рассмотрим соответствующую задачу 
для погрешности. Положим zn =  уп -  ип и пусть гп+1/2 =  Уп+1/2”  
—t/n+i/2, что при подстановке в (7.16), (7.17) дает

^±111— ZJL +  Л*1) (<rizn + 1 / 2  +  (1 -  <ri) zn) =  (7.18)

Zn+i . Zn+l/2 +  Л(2) (<r2zn+1 +  (1 -  cr2) zn+1/2) =  ф{2). (7.19)

Для погрешности аппроксимации отдельных уравнений имеем

,(1) Цп+1/2 ~ Цп
Т

-  (<riun+1/2 +  (1 -  <Ti)  U n )  + (7.20)

/ (2) _  Un +1 ~ цпЧ-1/2

-  А (2) (<r2u n+1 +  (1 -  <т2) un + i / 2) +  <р(2). (7.21)
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Будем использовать представление погрешности аппроксимации в ви­
де

Ф(па) =  Ф{па) + Ф{па), а  = 1 ,2 , Й г> + Й °  =  0. (7-22)

Принимая во внимание (7.20), (7.21), на решениях задачи (7.1) — 
— (7.3) положим

Ф{п1] =  - \ ^ ~  л {1 )и  +  / (1 )  ( * .  < » ) .  ( 7 - 2 3 )

Фп] =  - 5 ^ - -д(2)и + ^ (2)(х ><")> (7-24)

где

/  (х, <„) =  / (1) (X, <„) +  / (2) (х, <„).

Для оставшихся частей погрешности из (7.20), (7.21) и (7.23), (7.24) 
получим

Ф(п1) = О (т + |Л|2) , №  =  О (т +  |Л|2) • (7.25)

При точном задании начального условия для (7.18), (7.19), (7.22) 
в силу теоремы 3.2 при сга , а  =  1, 2 имеет место оценка

ikn+iii < ( |й ог)11+г11л(“) 53^*в)|1
к=0  о г= 1  У  0zzoc

Подстановка (7.23) — (7.25) обеспечивает сходимость локально-одно­
мерной схемы (7.16), (7.17) с первым порядком по времени и вторым 
по пространству.

Необходимо отметить, что для рассматриваемого двухкомпонент­
ного расщепления при <та = 0,5, а =  1,2 можно установить (см. 
[47, 61]) более сильный результат о сходимости разностной схемы со 
вторым порядком по времени.

7.1 .4 . С ходим ость схем в банаховы х пространствах

Исследование схем суммарной аппроксимации базируется на соот­
ветствующей оценке устойчивости для задачи с отдельным оператор­
ным слагаемым. До сих пор мы ориентировались на соответствую­
щие оценки устойчивости в сеточных гильбертовых пространствах, а 
именно в Н  =  L<i(о>). Для параболической задачи (7.1) — (7.3) можно 
получать оценки устойчивости разностного решения в £ oo(lj).
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При ориентации на получение безусловно сходящихся монотон­
ных схем ограничимся чисто неявной локально-одномерной разност­
ной схемой

- flJ2 ~ ~  + Л (1)У»+1/2 =  (7.26)т

Уп+1~ Уп±1' 2 + А ^ у п+! =  <рМ. (7.27)т

Для разностного решения справедлива априорная оценка

||Уп+1 ||о о < |И |о о + Х > £  ( l l ^ l l c o + r l H ^ ^ ^ l l o o )  .
к= 0 а=1 у P=za J

Эта оценка базируется на послойной оценке устойчивости в £оо(^) для 
каждой отдельной подзадачи.

На основе этой оценки устанавливается безусловная сходимость 
локально-одномерной разностной схемы (7.26), (7.27) с первым поряд­
ком по времени и вторым по пространству (0 ( r  -f- \h\2)) в £оо(а>).

7.2. Аддитивные схемы для уравнения 
переноса

При численном решении многомерных нестационарных задач ме­
ханики сплошной среды, задач газовой динамики в качестве базово­
го выступает нестационарное уравнение переноса, например обычное 
уравнение неразрывности. Проблемы построения дискретных анало­
гов для соответствующих краевых задач хорошо известны. Здесь (см. 
[10, 56]) рассматриваются основные разностные схемы для прибли­
женного решения модельных краевых задач для многомерного неста­
ционарного уравнения переноса. Выделены три основные формы за­
писи конвективных (переносных) слагаемых: дивергентная, недивер­
гентная и симметричная (полусумма дивергентной и недивергентной).

7.2 .1 . У равнение переноса

Нестационарные задачи переноса будем записывать как эволюци­
онные операторные уравнения в соответствующих пространствах. Вы­
делим класс модельных нестационарных задач для уравнения перено­
са с переменными коэффициентами конвективного переноса. Имея в
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виду прикладные задачи, естественно считать их переменными как по 
пространственным переменным, так и по времени.

В прямоугольнике Л рассматривается нестационарное уравнение 
переноса с конвективными слагаемыми в дивергентном виде

л 2 л

•^Г +  =  0> 1 > (7.28)
а=1 а

В таком виде записывается обычное уравнение неразрывности, когда 
под и понимается плотность, а вектор v =  (г>х, V2 ) определяет локаль­
ную скорость сплошной среды. Уравнение (7.28) дополняется началь­
ным условием

и (х, 0) =  и0 (х ) , х Е Л. (7.29)

В зависимости от поля скоростей для уравнения (7.28) ставятся со­
ответствующие граничные условия. Они задаются на той части грани­
цы, на которой поток входит в область. Для того чтобы не отвлекаться 
на технические детали, порождаемые граничными условиями, будем 
рассматривать начально-краевые задачи с условиями непротекания 
для скорости

(v • п) =  0, х Е ЗЛ, t > 0, (7.30)

где п — нормаль к границе расчетной области. При ограничениях 
(7.30) на поле скоростей нет необходимости формулировать какие- 
либо граничные условия для однозначного определения решения за­
дачи (7.28), (7.29).

Нестационарную задачу для уравнения переноса запишем в виде 
дифференциально-операторного уравнения

du
— + C u =  0, C = C{t), t > 0 .  (7.31)dt

Рассматривается задача Коши для эволюционного уравнения (7.31), 
когда

и (0) =  и0 (7.32)

Для оператора конвективного переноса в недивергентной форме в 
соответствии с (7.28) положим С =  Сг> где
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Вторым важным примером является нестационарное уравнение пере­
носа в недивергентной форме

2
^  v<* ( х ’ =  °> х  €  f i ,  < >  о .  ( 7. 34)

а=1 а

При записи задачи переноса (7.29), (7.34) в виде (7.31), (7.32) имеем 
С = С\ , где теперь

(7.35)

Исходное уравнение (7.28) может быть записано с оператором конвек­
тивного переноса в недивергентном виде

ди ч ди

ОС— 1

2 ^
+  и £  я Г " К  (х ><))

«=1
0, х  € fi, t > 0.

Для несжимаемой среды (div v =  0) имеем С\ =  С2, и уравнение (7.28) 
совпадает с (7.34).

В ряде случаев удобнее использовать уравнение переноса

когда оператор конвективного переноса записан в симметричной фор­
ме — в виде полусуммы конвективного переноса в недивергентной и 
дивергентной формах. При записи в виде (7.31) получим С =  Со, где

(7.37)

К такой записи уравнения переноса (7.28) можно прийти не только 
в случае несжимаемой среды. Введем новую неизвестную w =  у/й, для 
которой из (7.28) непосредственно получим уравнение

В частном случае уравнения неразрывности в качестве неизвестной 
теперь выступает корень квадратный из плотности.
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На основе (7.33), (7.35), (7.37) получим следующие представления 
для операторов конвективного переноса в дивергентной и недивер­
гентной формах:

С\и — Cqu — - d i v v  tx, C2 U Cqu +  - d i v v  и (7.38)

через оператор конвективного переноса в симметричной форме.

7 .2 .2 . С войства реш ений диф ф еренц иальной  задачи

Решение дискретной задачи должно наследовать основные свой­
ства дифференциальной задачи. Этого можно достичь, в частности, 
когда сеточные операторы будут иметь те же основные свойства, что 
и дифференциальные операторы.

Пусть % — Т/2(П) — гильбертово пространство со скалярным про­
изведением и нормой

(гх, w) — j  tx(x) w (х) dx, ||гх|| =  (tx, гх)1̂ 2 
а

для произвольных функций tx(x) и iu(x).
Операторы конвективного переноса в дивергентной и недивергент­

ной формах при ограничениях (7.30) на поле скоростей сопряжены 
друг с другом с точностью до знака, а оператор конвективного пере­
носа в симметричной форме является кососимметричным, т.е.

Cl = - с ; ,  Со = \  (Cl + С з ) =  -С о.  ( 7 .3 9 )

Из равенства

J (C\uw +  V.C2 W) dx =  J div (vtxit;) dx = 0, 
a  a

которое следует из (7.30), получим доказываемое свойство 

(Ciи, w) = (tx, C\w) — — (гх, C2 W) .

В силу (7.38) из (7.39) имеет место оценка энергии оператора конвек­
тивного переноса

| (Си, u) I < Л4а||и||2 (7.40)
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с постоянной

J 0 ,  о =  0,

I - max|divv|, о =1,2.
V, I  х €П

(7.41)

Приведем основную априорную оценку для нестационарной задачи
(7.31), (7.32), обеспечивающую устойчивость по начальным данным. 
С учетом (7.40), (7.41), домножая скалярно уравнение на и , получим

\ \ и \ \ ^  = - ( с и , и ) < М аМ 2.

Отсюда непосредственно вытекает оценка

||u (x ,t) || < exp (M at) ||it0 (x) ||, a  = 0,1,2. (7.42)

Тем самым рост нормы решения непосредственно связывается с мас­
штабом сжимаемости среды (с постоянной Л4а ,а  = 0,1,2).

Отметим, что для уравнения переноса с конвективным слагаемым 
в симметричной форме (7.36) имеет место равенство

J и2 (х, t )dx  = J Uq (х) dx
а  а

Естественно стремиться к тому, чтобы аналогичный инвариант (за­
кон сохранения) имел место и для дискретного аналога задачи (7.29),
(7.36). О таких схемах говорят как о консервативных [47, 64].

Для уравнения переноса в дивергентной форме при ограничениях 
(7.30) на поле скоростей интегрированием по всей области П получим 
равенство

J u(x , t )  dx =■ J ио (x) dx
а  а

Для несжимаемой среды выполнены два свойства консервативности:
(7.43) и (7.44).

Для уравнений переноса в дивергентной и недивергентной формах
(7.28), (7.34) часто не очень удобно ориентироваться на оценки устой­
чивости (7.42), так как рост нормы решения связывается с сжимае­
мостью среды. Прежде чем получать другие оценки, отметим важное 
свойство монотонности для уравнений переноса, которое связываем с 
выполнением принципа максимума.

Начнем с рассмотрения задачи Коши (7.28), (7.29) для уравне­
ния переноса в дивергентной форме. Покажем прежде всего, что при

(7.44)

(7.43)



7.2. Аддитивные схемы для уравнения переноса 203

неотрицательных начальных условиях неотрицательным будем реше­
ние на любой другой момент времени t > 0. Доказательство проведем 
от противного. Предположим, что начиная с момента времени t =  t* 
в части области П функция u(x,t)  < 0. Выберем достаточно малое в 
и проинтегрируем уравнение (7.28) по подобласти

<2* = { ( х ,< )  | х б й ,  t * < t < t * + 0 ,  и ( я , < ) < 0 } ,

что дает

/ ди /*  ̂ q
-j^dxdt + I (х >0 и) dxdt ~  °-

Q. Q. “=1

Такое равенство невозможно, так как второй интеграл равен нулю, 
а первый отрицателен (u(x, t* + в) < 0 на соответствующей части 
границы области Q*).

На основании установленного свойства монотонности (выполнимо­
сти принципа максимума) выводится оценка устойчивости решения 
задачи (7.28), (7.29) по начальным данным в пространстве L i(ft), нор­
ма в котором есть

M\i = J \9 М  \dx.
а

Рассмотрим вспомогательную задачу

dw  ̂ Q
+ т  (v<* ( х ’ = °> < >  о ,

а = 1  а

w (х ,  0) =  |и° (х)  |, х  е п.

В силу принципа максимума имеем |u(x ,t)| < iu(x,2), т.е. функция 
iu(x, t) является мажорирующей для решения задачи (7.28), (7.29). 
Принимая во внимание равенство (см. (7.44)) ||iu(x,t)\\\ =  ||гг°(х)||i , 
получим

||tx(x,OI|i <*||txo(x) ||i. (7.45)

Аналогичные свойства решения задачи Коши (7.29), (7.34) для 
уравнения переноса в недивергентном виде получим, опираясь на 
установленные свойства для задачи (7.28), (7.29). Применяемый ме­
тодологический прием удобно использовать и при изучении сеточных 
задач.
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Рассмотрим вспомогательную задачу для сопряженного к (7.34) 
уравнения

Л 2 Л

(v« (х,<)ш) = 0, x £ Q ,  г > <  > 0 (7.46)
а=1 а

с начальным условием

IV  (х, Т) =  W o  (х ) , X е п. (7.47)

Домножив уравнение (7.46) на решение задачи (7.29), (7.34) u(x,t)  и 
проинтегрировав п о х £ П и О < / < Т ,  получим равенство

J u ( x . T ) w ( x , T )  dx = J и (х, 0) w (х, 0) dx.

Конкретизируем начальное условие (7.47), положив гоо(х) — 6(х — х*), 
где J(x) — ^-функция. Тем самым ги(х,г) есть функция источника 
для уравнения переноса в дивергентной форме (7.46). Решение задачи
(7.29), (7.34) представим в виде

u(x*,T )= : J и (х, 0) w (х, 0) с/х.
п

На основании принципа максимума получим 

w (х, 0) >  0, J w (х , 0) dx = 1

(7.48)

для решения задачи (7.46), (7.47). Используя (7.48), с учетом про­
извольности Т  > 0 можем сделать вывод о справедливости принци­
па максимума и для решения задачи (7.29), (7.34): u(x,t)  > 0, если 
tio(x) > 0; кроме того, верна априорная оценка в Loo(^)

I N x >0lloo < ||^о(х)||оо, (7.49)

где, напомним,

1Ы|оо =  max \д (х )  |.

Тем самым при исследовании устойчивости разностных схем для 
уравнения переноса в симметричной форме (7.36) естественно ориен­
тироваться на безусловную оценку устойчивости по начальным дан­
ным (см. (7.42))

||и (х ,< ) || <  | К ( х ) | | (7.50)
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в гильбертовом пространстве £2(0). Для уравнения переноса в ди­
вергентной форме (7.28) типичной является оценка (7.45) в банахо­
вом пространстве L ДП), а для уравнения переноса в недивергентной 
форме (7.34) — оценка (7.49) в £<х>( )̂-

Среди важнейших качественных свойств рассматриваемых задач 
выделяем консервативность и монотонность. Для уравнения переноса 
в дивергентной форме имеет место свойство консервативности (7.44) 
— L\ -консервативность. Аналогичное свойство (^^-консервативность) 
выполняется и для уравнения переноса в симметричной форме —
(7.43). Для уравнений в дивергентной и недивергентной формах спра­
ведлив принцип максимума.

Особое внимание должно быть уделено случаю несжимаемой 
(divv =  0) среды, когда рассматриваемые формы уравнения пере­
носа эквивалентны. Необходимо только учитывать, что эта эквива­
лентность имеет место на дифференциальном уровне. При переходе к 
дискретным аналогам проблема такой эквивалентности должна рас­
сматриваться специально.

7.2 .3 . Р азностны е операторы  конвективного  переноса

В прямоугольнике П введем равномерную для простоты по обеим 
переменным разностную сетку с шагами ha,a  =  1,2. Для сеток по 
отдельным направлениям х а, а  =  1,2 используем обозначения

U/gf — (Xq( J Xq( — 1(X hot J ĈK — 9) 1, • • • ) — Q̂;))

где

Cc?q — (Xa j Xq» — ‘ioch’OC) ia — 1) 2, . . . , TVqt 1,

есть множество внутренних узлов. Для сетки в П положим 

Q =  wi х й)2 =  {х | х =  (®i, х2) , х а 6 йоп ot =  1, 2},

W =  Wi X LO2-

На множестве сеточных функций, заданных на Q =  w U опре­
делим гильбертово пространство Я  =  £ 2 ^ ) , в котором скалярное 
произведение и норма задаются следующим образом:

(у, w) =  ^ 2  У (х) w (х) h i (xi) h 2 (а;2) , ||у|| =  (у, у)1/2,
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где

А<* (•£<*) —

Рассмотрим теперь разностные аналоги дифференциальных опе­
раторов конвективного переноса, записанных в различных формах. 
Оператору в недивергентной форме (7.35) поставим с учетом ограни­
чений (7.30) на поле скоростей в соответствие двухмерный разностный 
оператор конвективного переноса

В простейшем случае достаточно гладких коэффициентов конвектив­
ного переноса положим b ^ ( x , t )  = va (x,2), х Е w. Очевидно, что 
на классе функций C ^ (f i)  разностный оператор С\ аппроксимирует 
дифференциальный оператор конвективного переноса в недивергент­
ной форме (7.35) со вторым порядком по пространственным перемен­
ным — погрешность аппроксимации есть 0(|А |2), |А|2 =  А2 + h\.

Несколько сложнее обстоит дело с аппроксимацией оператора кон­
вективного переноса в дивергентной форме (7.33). Во внутренних уз­
лах можем использовать центральноразностные аппроксимации

Д ля граничных узлов приходится ограничиваться аппроксимациями 
направленными разностями, например,

В общем случае можем рассчитывать только на первый порядок 
погрешности аппроксимации. Ситуацию во многом спасает локаль­
ность потери второго порядка аппроксимации, специальное дивер­
гентное представление погрешности аппроксимации. Тем самым вос­
пользуемся разностным оператором

2

(7.51)

где

2

(7.52)
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в котором

с<“>
Х а  =  0,

Л-Of ^  «Гог ^  1а ^со СИ — 1, 2. 
=:

Он аппроксимирует оператор конвективного переноса в дивергентной 
форме С'2 -

При аппроксимации двухмерного оператора конвективного пере­
носа в симметричной форме будем рассматривать представление Со = 
=  0, 5(Ci + С2), так что

2

Со = ' £ С {0а),
Л=1

(7.53)

где

°-5 (6<а)у)1 - х а =  0,

i
i II 0)5 ( ь<вЧ . + (6 На ^  Ха ^  la

0,5 ( Ы ^  , Ха “  /ос•

Разностные операторы Са , а  =  0,1,2 наследуют такие основные 
свойства сопряженности дифференциальных операторов конвектив­
ного переноса (см. (7.39)):

С\  =  - С 2, Cq = -С о (7.54)

в пространстве сеточных функций Я. Доказательство проводится на 
основе рассмотрения соответствующих одномерных операторов. Пря­
мыми выкладками убеждаемся, что на классе сеточных функций (см. 
условие (7.30))

6 ^  (х) =  0, ха = 0, ха = 1а, а  = 1 ,2  

имеют место свойства (7.54) и для одномерных операторов

( с ^ у .а д )  =  -  (y .C ^ t o )  , (Соа)у, у) =  0, а =  1,2.

Рассмотрим сеточный аналог оценки (7.40) энергии оператора кон­
вективного переноса. Для указанных операторов справедливо нера­
венство

\ ( С а У , у ) \ < М а \ \у\ \2 , °  =  0 ,1 ,2 (7.55)
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с постоянными Ма , а  =  0,1,2, не зависящими от шагов сетки. В 
случае операторов (7.51), (7.52) получим постоянную, которая зависит 
от первых производных коэффициентов конвективного переноса.

Для дифференциальных операторов конвективного переноса с 
учетом (7.38) имеем

К сожалению, при выбранных аппроксимациях операторов конвек­
тивного переноса и при обычных аппроксимациях divv на разност­
ном уровне подобного соотношения нет. В силу этого для несжимае­
мой среды нет эквивалентности различных аппроксимаций операто­
ров конвективного переноса. Постоянные Ма , а  =  1,2 в неравенстве
(7.55) не согласованы с постоянными (7.41) в неравенстве (7.40). В 
частности, для внутренних узлов получим

Последнее слагаемое в правой части и определяет меру рассогласо­
ванности используемых аппроксимаций.

В оценке (7.55) Мо = 0, а для Ма , а = 1, 2 имеем

Тем самым, хотя эти постоянные и не зависят от сеточных пара­
метров, но они существенно грубее (см. (7.41)), чем в оценке (7.40). И 
с этой точки зрения простейшие аппроксимации конвективного пере­
носа (7.51) — (7.53) нельзя признать удачными.

Рассматриваемыми свойствами сопряженности обладают двухмер­
ные операторы конвективного переноса, которые основаны на исполь­
зовании аппроксимаций с заданием коэффициентов va (x)t ) ) а = 1,2 
на сдвинутых на полшага сетках в соответствующих направлениях. 
Такие сетки традиционно широко используются в вычислительной 
гидродинамике.

Будем относить коэффициент vi(x, t) конвективного переноса по 
переменной Х\ к узлам сетки, сдвинутой по этой переменной на пол­
шага, сетка для коэффициента V2 (x) t) сдвигается по а?2 на 0, Ыг2 со­
ответственно.

а  =  1,2. (7.56)
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Разностный оператор конвективного переноса в недивергентной 
форме определим следующим образом:

c .  =  E c i(OI)’ (7-57)а=1
где

С<‘>У=<

С ^ У  = {

Л(1) (xi +  0,5Ль х2)уГ1, ^1 =  0,

^ (б(1) (xi -  0 ,5ЛЬ х2)уг, + Ь (1) (xi + 0,5Л ьх2)уХ1) ,

h\ < х\ < l\ — h\,
, Ь(1) (Xi — 0, 5/ii, х2) у*,, * i = l i \

6(2> ( Х 1 , Х 2  +  0 , 5 Л 2) У 1 2 , х 2 =  0,

^ (Ь(2) (хь х2 -  0 ,5Л2) Уг2 + Л(2) (хь  х2 + 0 ,5Л2) у*, ) ,

h2 < Х2 < h  — Л2, 
k f><2> (x j,x 2 -0 ,5 Л 2)угг, x2 = l2.

Вблизи границы мы снова использовали (см. (7.52)) аппроксимации 
направленными разностями. С учетом условия непротекания (7.30) 
при этом сохраняется второй порядок аппроксимации.

Для дивергентного оператора конвективного переноса используем 
аппроксимацию 

2

Cj =  £ c f \  (7-58)
ог=1

где теперь

Г-Л(1) (xi +  0, 5ЛЬ х2) (у (х, + h 1, x 2) + y (хь  х2) ) ,
ftj

X! =  0,

С2 ]у = <

(X! + 0 ,5hi, х2) (у (Xi + hi, х2) +  у (хь  х2) ) -
1п\

(xi -  0, 5/ii, х2) (у (xi -  Ль х2) + у (хь  х2) ) , 

h\ К х\ К l\ — h \y

6(1) (xi -  0, 5/ti, х2) (у (xi -  х2) 4- у (хь  х2) ) ,
Л1

xi =  /ь
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-г-6(2) (хь х2 + 0 ,5Л2) [ y (x i , x 2 + Л2) + у ( х i,x-2) ) , 
«2

х2 = 0,

С (2 ]У -  <

^ 6 (2) (хь  х2 + 0 ,5Л2) (у (хь  х2 + h2) + y  (хь  х2) ) -

Х̂иХ2 ~ ° ’5Лг) (у (х 1'х 1 ~ + y ( x i ’x i ) ) .

/*2 < ^2 < h  "" ^2ч
-6(2) (хь х2 -  0. 5Л2) (y (x i,x 2 -  Л2) + у (х ь  х2) ) . 

п2
х 2 =12.

Непосредственными выкладками убеждаемся в важнейшем свой­
стве сопряженности с обратным знаком (CJ1 = —Сг) построенных опе­
раторов переноса. Для кососимметричного (Cq =  —Со) оператора в 
симметричной форме из (7.57), (7.58) получим

Co =  £ c f \ (7.59)
0 = 1

где теперь

Со** У =

Со2)у = <

' I
— Ь(1) (X! + 0,5Лг. х2) у (xi + Ль х2) , Х] =  О,
«1

(xi +  0,5Л], х2) у (xi + h x, x 2) -

_ 2^7б(1) X̂l ~  0>5/ll’^2)y(®t -  hu x 2) , 

h\ < X] < l\ — /ii,

-  — 6(1) (xi -  0 ,5 /ii,x2)y (x i -  Ль x2) , Xj =  /ь  
hx

Y2 b{2) (*i> *2 +  0, bh2) y ( x x, x 2 + h2) , x2 =  0, 

^ 6 (2) (xb x2 + 0,5Л2) у (x i, x2 +  Л2)—

-  J~<>(1) *2 -  0,5Л2) у (хь х2 -  Л2) ,
2н2
^2 5: #2 S. 1% ~ 2̂>
Ь(2) (хь х2 -  0,5Л2) у (хь  х2 -  Л2) , х2 =  12. 

h2
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На основании (7.57) — (7.59) получим сеточный аналог (7.38)

С\у  =  С0у -  ^divAb у, (7.60)

СгУ — СоУ +  Idivfcb у (7.61)

при специальной аппроксимации divv и учете ограничений (7.30), а 
именно

2

div/,b =  ^ 2  divftbc, (7.62)
а=1

где

(б(1) (*! +  0 ,5ЛХ, х2) -  ь(1) (®1, х2)) , XI =  о,

< ( Ь<1) ^  +  0 ,5 /ll' X2) “  Ь<1) (Xl -  0, 5Л1( ж2) ) , 

h\ < х\  <С 1\ — h\,

—ц  (ь(1) (x i,х2) -  ь(1) (X! -  0 ,5 /ii,x2)), Xl =  / l ;

(б<2> (хь  х2 + 0, 5/i2) -  6(2) (хь  х2)) , х2 =  0,

< 7^ ( Ь<2) (* ь * 2 + 0,5Л2) -  6(2) (хь х2 -  0,5/i2)), 

h2 < х 2 < l 2 — h2)

(b(2) ( * b a;2)-<>(2)( x i , x 2 - 0 , 5 f t 2)) ,  х2 =  /2.

Следовательно, для несжимаемой среды, для которой условие 
несжимаемости на сеточном уровне задано в виде div^b =  0, имеет 
место алгебраическая эквивалентность разностных операторов кон­
вективного переноса (7.57) — (7.59), т.е. С\ =  С2 =  Со-

В соответствии с (7.60) для постоянных в (7.55) получим

Ма = ^  max |div/»b|, а  =  1,2, (7.63)

что является прямым сеточным аналогом (7.41).
Свойство 12-консервативности (7.43) — следствие кососимметрич­

ности оператора переноса в симметричной форме. На разностном

divfcbi =

div^b2 =
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уровне имеем (Соу, у) = 0. При исследовании Li-консервативности 
(см. (7.44)) опираемся на свойство оператора дивергентного конвек­
тивного переноса (С2У, 1) = 0, которое для рассмотренных аппрокси­
маций (7.52), (7.58) при ограничениях (7.30) на поле скоростей уста­
навливается непосредственно.

7 .2 .4 . Д вухслойны е разностны е схемы

После дискретизации по пространственным переменным от (7.31) 
придем к дифференциально-операторному уравнению

^  + Cw = 0, C = C( t ) ,  t >  0.at
(7.64)

В соответствии с (7.32) положим 

w (0) =  и0. (7.65)

Исследуем на устойчивость стандартные двухслойные разностные схе­
мы для задачи (7.64), (7.65), опираясь на установленные выше свой­
ства разностных операторов конвективного переноса.

Простейшей является двухслойная явная схема, когда дифферен­
циально-разностной задаче (7.64), (7.65) при С =  Со ставится в соот­
ветствие разностное уравнение

— — + Со (<„) уп =  0, п =  0 ,1 , . . . ,  уо = и°. (7.66)т
Хорошо известно, что эта двухслойная явная схема является без­

условно неустойчивой. Чтобы показать это, запишем уравнение (7.66) 
в виде

уЛ+1 =  5пуп, п =  0 ,1 , . . . ,

где Sn = Е  — rCo(tn) — оператор перехода с п временного слоя на 
n*f 1, Е — тождественный оператор. Устойчивость в Я  по начальным 
данным

Н у п + i I I < Ы | .  «  =  о ,  1 , . . .

эквивалентна операторному неравенству 

S*nSn < Е , 71 = 0 ,1 ,.. .

Подстановка выражения для 5П с учетом кососимметричности опера­
тора Со(*п) приводит нас к условию

гС5(«п)Со (<п)<0, п =  0 ,1 ,.. .
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Таким образом, ни при каких шагах по времени схема (7.68) не 
является устойчивой.

Более предпочтительны классические двухслойные схемы с веса­
ми. В этом случае разностное уравнение

+  Со (<l+i) f o f e +1 + (1 -  *) Уп) = о , ( 7. 67)

где =  crtn+i + ( l —cr)tn , аппроксимирует уравнение переноса (7.36) 
во внутренних узлах с погрешностью 0 { r v•f  |/i|2), причем и равно двум 
при а = 0, 5 и равно единице при а ф 0, 5. Принимая во внимание 
кососимметричность оператора переноса, домножим уравнение (7.67) 
скалярно на

2т(ауп+\ + (1 -  а) у„) =  г (у„+1 +  у„) +  ( 2 а -  1) г 2^ ± 1 — —
т

Получим равенство

||yn+ i||2 +  ( 2 а -  1)т2
2

Уп-f 1 Уп
т 1Ы12. (7.68)

Отсюда следует, что схема с весами (7.67) абсолютно устойчива 
при а > 0, 5. Заметим также, что из (7.68) непосредственно следует 
консервативность схемы второго порядка аппроксимации по времени 
(сг =  0,5) в смысле (см. (7.43)) выполнения равенства

||yn+i||2 =  IM I2, n =  o ,  1 , . . .

Установим теперь условия устойчивости для схем с весами для 
операторов конвективного переноса в недивергентной и дивергентной 
формах

Уп+1т —  + С а (<<&) (ayn+l +  (1 -  а) уп) =  0, а  = 1 ,2 . (7.69)

Основой нашего рассмотрения является оценка типа (7.42) с посто­
янными, определяемыми согласно (7.56), (7.63). Подобно (7.68), для 
разностного уравнения (7.69) получим неравенство

||Уп+1||2 + ( 2 а -  1 )т2 Уп+1 ~  Уп 
т < 1Ы12+

+2тМа\\ауп+х +  (1 -  сг) Ут»||2, а  =  1,2. (7.70)

Для последнего слагаемого в правой части имеем оценку 

||<ту„+1 + (1 -  а) у„||2 < 2<r2||y„+i||2 -+-2(1—<т) ||у„||2,
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подстановка которой в (7.70) при стандартных ограничениях а > 0, 5 
дает неравенство

||yn+i ||2 < ( l  +  4тМа (а -  I)2) ( 1 -4 т М а<т2) _1 ||уп||2) а  = 1 ,2 .

Воспользуемся неравенством (1—77)“ * < ехр(2г^), верным при т) < 0,75, 
и получим оценку /^устойчивости

IIJ/n+ill^HIl/nll2, П =  0 ,1 ,.. .  (7.71)

при слабых ограничениях на шаг по времени

r < _ J _
“  16 Масг2 

с постоянной

р =  ехр (аМп ((сг -  I)2 -f- 2сг2  ̂ т) , а  =  1, 2.

Учитывая оценку (7.42), для решения дифференциальной задачи 
более оптимальной была бы оценка (7.71) с меньшим р

р =  ехр (Мат) , а  =  1,2.

Еще раз подчеркнем, что при использовании согласованных аппрокси­
маций конвективного переноса и дивергенции поля скоростей (7.57) — 
— (7.59), (7.62) обеспечивается ограниченный рост нормы решения, 
обусловленный сжимаемостью среды (постоянные Ма , а  =  1,2 в 
оценке (7.71) согласованы с дифференциальной задачей).

На основе свойства (С2У, 1) = 0 устанавливается L \ -консерватив­
ность разностной схемы с весами (7.69) при а  =  1 для дивергентного 
уравнения переноса (7.28)

(Уп+1,1) = (lto,l), п = 0,1,...,

которая для несжимаемой среды (при выполнении условия div/^b = 
=  0) имеет место и для разностных схем с операторами конвективного 
переноса в недивергентной (7.57) и симметричной (7.59) формах.

На основе полученных априорных оценок устойчивости стандарт­
ным образом находим оценки скорости сходимости разностных схем 
в сеточном пространстве Я , предполагая соответствующую гладкость 
коэффициентов уравнения и начальных данных.
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7.2 .5 . А д д и ти в н ы е  схемы

Отметим возможности использования локально-одномерных раз­
ностных схем для численного решения задачи (7.29), (7.30), (7.36). 
Дискретизация по пространству приводит нас к задаче

^  + Ay = <p{t), x 6 w ,  t >  0, (7.72)

у (х, 0) =  и0 (х ) , х € w. (7.73)

Оператор А имеет аддитивное представление

A = AW  + AW ,  Л(а> > 0 ,  а  =  1,2, (7.74)

в котором

А {а) = С^а\  а  =  1,2. (7.75)

Тем самым мы имеем задачу, в которой операторные слагаемые 
а  =  1,2 являются неотрицательными и несамосопряженными 

операторами.
Для задачи (7.72) — (7.75) можно использовать схемы перемен­

ных направлений, факторизованные аддитивные схемы и схемы сум­
марной аппроксимации. Мы ограничимся приведением регуляризо- 
ванной схемы полной аппроксимации. Для того чтобы етце раз под­
черкнуть родство различных классов аддитивных, мы начнем с неко­
торой аддитивно-усредненной схемы.

Для задачи (7.72), (7.73) стандартная аддитивно-усредненная схе­
ма записывается в виде

Уп+\ т УП + Л(1) ( ^ i + i  +  (! ~ сг) !/п) =  <Рп, (7-76)

(2)

Уп±2т ^  +  Л<2) (°^ + х  +  (1 “  У") ~  V"' (7-77)

Уп+i = \  (у (п+1 + y i+ i) , (7-78)

где, например, <рп = f ( x , t n), х € й.
Уравнения (7.76), (7.77) запишем в виде

„О)
^ —— + (Е  + 2<ттАЫу1 AWyn = (Е  +  Ъ ттАМ у'гп,2т
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( 2) _ ,
~  —  4- 4- 2<ттА(2̂  А ^ у п = 4- 2 с г т А <рп-2т

Складывая их, с учетом (7.78) получим 

2
Уп+1 -

+ Е  + 2<7тЛ(о0) *л(
0 = 1

а ) Уп =

(7.79)
0 = 1

Приходим к регуляризованной двухкомпонентной аддитивной раз­
ностной схеме.

Дальнейшее исследование схемы (7.79) проводится стандартно. За­
пишем ее в виде

уп+1 = 5 Е  s na)y* + \  Е  {Е +2(ттА{а)) (7.80)
0 = 1 0=1

где

s i a) =  Е -  2т ( я  + 2 < т т 1 А(ог>, а  =  1,2.

Из (7.80) непосредственно получаем 

1|Уп+ 1 | | < * 1 > < “ >|| 1 Ы 1 +
0  = 1 

2

+ ^Е ( е  + 2*тА Ы )  
0=1

-1
1Ы|. (7.81)

При Л(а> > 0 , о =  1,2

(.Е + 2атА<“>)
-1

< 1 , а  =  1,2.

Операторы > 0, а  =  1,2 есть операторы перехода со слоя <п 
на слой tn+i для (7.76) и (7.77). При обычных ограничениях сг > 0 ,5  
имеем

11^а)Н = Е -  2т ( е  + 2<7тЛ<а)) ‘ л*0» < 1 , а = 1 , 2 .
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Подстановка в (7.81) приводит к искомой оценке

ЦУп + lll < 1Ы1 + 7-||у>„Ц (7.82)

для разностной схемы (7.79).
Исследование задачи погрешности на основе полученной априор­

ной оценки устойчивости по начальным данным и правой части (7.82) 
приводит нас к утверждению о сходимости разностной схемы (7.79) 
(аддитивно-усредненной схемы (7.76) — (7.78)) к точному решению 
задачи (7.29), (7.30), (7.36) с точностью 0(т + \h\2). Подобным обра­
зом рассматриваются аддитивные схемы для уравнения переноса в 
дивергентной и недивергентной формах (7.28), (7.34). В этом случае 
устанавливаются оценки /^-устойчивости, аналогичные (7.71).

7.2 .6 . Схемы с направленны м и разностям и для 
уравнений переноса

Безусловно устойчивые в Lоо и L\ разностные схемы для уравне­
ний переноса в недивергентной и дивергентной формах можно постро­
ить на основе использования простейших аппроксимаций операторов 
переноса направленными разностями первого порядка.

Будем использовать обозначения

Начнем с аппроксимаций на основе задания поля скоростей в узлах 
сетки ш. В рассматриваемых задачах с условием непротекания (7.30) 
аппроксимации на границе строятся с учетом знака нормальной ком­
поненты скорости в приграничных узлах. Для разностного оператора 
переноса в недивергентной форме используем представление (7.51), в 
котором

д(х) = д+(х)+д-(х) ,

У+(*) = + И*)!) > °>

»-(*) =  -  И*)1) < °-

(7.83)
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Аналогично при аппроксимации оператора переноса в дивергентной 
форме используем (7.52), где

с {2а)у =

{'ь- ]у) х - ха = О,

hoc ^  ^  1а /^а, (7.84)

х ос = /<*•

В граничных узлах разностный оператор С2 не аппроксимирует, 
вообще говоря, дифференциальный оператор переноса в дивергент­
ной форме. Аналогично аппроксимируются операторы конвективного 
переноса при задании компонент скорости на смещенных сетках.

Рассматриваемые разностные операторы конвективного перено­
са аппроксимируются на стандартном пятиточечном шаблоне крест. 
Условия устойчивости в конечномерных пространствах Loo и L\ мы 
связывали с диагональным преобладанием по столбцам и строкам. 
Сформулируем условия диагонального преобладания для рассматри­
ваемых аппроксимаций операторов конвективного переноса, положив

Dy = 7 (х, t) У (х, t) -  ot\ (х, t) у (xi -  hu x 2) -

““ а 2 (х, t) у (Х\, Х2 — I1 2 ) fix (X, t )y{x  1 +/ i l ,X2) -

- 0 2  (х,*)у(*1, х2 + Л2), x G w. (7.85)

Будем считать, что в (7.85) соответствующие коэффициенты 
(<*1, а 2, 0i и 02) при у(х) равны нулю для х £ Q .

При естественной нумерации узлов сетки (((ii > *2), Ч =  
=  0,1, . . . ,  TVx), i2 =  0 ,1, . . . ,  N2) условие диагонального преоблада­
ния по строкам (1.123) для двухмерного пятиточечного оператора D, 
определяемого согласно (7.85), есть

7(х,*) > | a i (x ,OI  + \ < * 2  (х ,*)|+

+ |01(х,О1 + |02(х,О1, х G w. (7.86)

Аналогичное условие диагонального преобладания по столбцам 
(1.124) принимает вид

7 (х ,0  > \аг (xi +  hu x2j)t) | + |0Х (хх -  hb x 2,t) |+

+ |а 2 (®!,х2 + h2,t) | + |02 (хь х2 -  /i2,0 |> x Gw.  (7.87)
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Сеточный оператор конвективного переноса (7.83) записывается в 
виде (7.85) с

6х^(х,t)  ̂ (х, t)
c*i(x,t) = -£ -г ------, а 2 (х, <) = - ± - 7 ------ ,

tl i  Г12

6L1'(x, t) lx,t)
P\ (x,t) = -------7------, 02 (x,0 --------- 7------,

h\ ti2

7 (x, t) =  ai  (x, t) +  a 2 (x, t) + Pi (x, *) + P2 (x, / ) , x G w.

Для разностного оператора (7.84) имеем

, .4 Ь{+ ] (x i -  hu x2,t) , ^ Ь + ^ ь Я г - ft,<)
a l (х )0 =  ---------- 7------------. а 2 (х, t) = —-------- 7------------ ,h 1 п2

f t (х,<) = -
bL1’ (*i +  *1»а?2, <) ,,

, ft(x ,<) =  -
6 - ’ (хь х2 + Л2,<)

ft ’ ft

7 (х. <) = a i  (х, <) + а 2 (х, <) + f t  (х, <) +  f t  (х, <), х £ w.

Тем самым для сеточного оператора С1, определяемого согласно
(7.83), выполнены условия диагонального преобладания по строкам 
(7.86), а для сеточного оператора С2 (7.84) -  по столбцам (7.87).

Теперь мы можем сформулировать условия устойчивости двух­
слойной разностной схемы

Уп + 1 ~ Уп
+ С (*n + i) (аУп +1 + (1 -  сг) уп) = О (7.88)

при использовании разностных операторов переноса с направленны­
ми разностями (7.83), (7.84). Ограничения на шаг по времени (1.128) 
(теорема 1.17) принимают вид

т < 1
шах 7 (х

3 — сг

Отсюда следует, что при 

2

.*))
-1

Г < 1
1 — СГ £ шах

х£й>
ka (*,*) 1 

f t

-1
(7.89)

разностная схема (7.83), (7.88) устойчива в ioo(^) и для решения спра­
ведлива априорная оценка

Нуп+ i II оо <  1Ы1 СЮ ) п  =  0,1,... (7.90)
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При тех же ограничениях (7.89) устойчива и разностная схема
(7.84), (7.88), причем имеет место оценка устойчивости в L i(u))

ЦУп+illi < 1 М ь  П = 0,1, . . . .  (7.91)

Оценки (7.90), (7.91) согласуются с соответствующими оценками (см.
(7.49) и (7.45)) для решения дифференциальной задачи. Для полно­
стью неявных схем (cr = 1) имеет место (см. (7.89)) безусловная устой­
чивость.

Специально подчеркнем, что при использовании центральнораз­
ностных аппроксимаций для конвективных слагаемых (7.51), (7.52) 
(или (7.57), (7.58)) мы не можем рассчитывать на устойчивость двух­
слойных разностных схем (7.88) в Ьоо{й) или в Ь\(й).  В этом случае 
нельзя рассчитывать на диагональное преобладание ни при каких па­
раметрах сетки по времени и пространству.

Аналогично рассматриваются аддитивные схемы, так как свойства 
диагонального преобладания по строкам или столбцам выполнено для 
одномерных сеточных операторов С^*\  /?, а — 1,2. При использова­
нии локально-одномерной схемы

У п 4-1/2 -  У п  

т + С^Уп +1/2 “  0,

У п  + 1 — У п  -f 1 /  2 

т +  С ^ У п + i  — о

для разностного решения будет верна оценка (7.90) или (7.91).

7.3. Гиперболическое уравнение второго 
порядка

Рассматривается модельная краевая задача для уравнения коле­
баний в прямоугольнике. Строятся и исследуются разностные схемы 
с весами и аддитивные разностные схемы.

7 .3 .1 . П остановка задачи

В прямоугольнике

П = {х | х =  (®i, х 2) , 0 < х а < /а , а  =  1, 2}
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рассматривается простейшая краевая задача для гиперболического 
уравнения второго порядка

!^ + Е ^ ( * ( х) | г ) = Я х-<)- f>°- (7-92)
or=l 4 7

которое описывает процесс распространения колебаний в однородной 
среде. Граничные и начальные условия имеют вид

и (х, 0  = 0, xe<9fi, t > 0, (7.93)

с)и
и(х. 0) = и°(х), —  (х,0) = и0 (х ) , х 6 Q. (7.94)

На множестве функций t*(x, t ), удовлетворяющих граничным усло­
виям (7.93), определим обычным образом гильбертово пространство 

=  £2(£2)- Дифференциальный оператор, как показано выше при 
рассмотрении разностных схем для параболического уравнения вто­
рого порядка,

Т> и — — (X)
ди \  

дха )
(7.95)

самосопряжен и положительно определен в %

V  =  V* > к \ 0Е , (7.96)

где Ло > 0 — минимальное собственное значение оператора Лапласа с 
граничными условиями Дирихле.

При построении устойчивых разностных схем для задачи (7.92) — 
— (7.94) ориентиром выступает априорная оценка

IIй (х, t) \\1 < ехр (<) (||«°||д +  \\v°\\2) +

+  J ехр (< -  9) | | /  (5) \\2d9,
О

где

11« (*.0112
ди
I t + «

(7.97)

Эта оценка устойчивости выражает непрерывную зависимость реше­
ния задачи (7.92) — (7.94) от начальных данных и правой части.
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7 .3 .2 . А п п ро кси м ац ия  по пространству

Для численного решения поставленной задачи используется рав­
номерная прямоугольная сетка

На множестве сеточных функций, обращающихся в нуль ди> (w = 
= о; U Зи>), определяется гильбертово пространство Н =  L2{w) со ска­
лярным произведением и нормой

Будем считать, что достаточно гладкий коэффициент к(х) в (7.92) 
ограничен снизу и сверху положительными постоянными

к, < к (х) < /с, к > 0.

С погрешностью 0(\h\2) на гладких решениях задачи (7.92) — (7.94) 
аппроксимируем дифференциальный оператор V  разностным

Среди основных свойств одномерных разностных операторов

Дискретизация по пространственным переменным дает задачу Ко­
ши для дифференциально-операторного уравнения второго порядка

We — | % ос —  ̂а ̂  on а̂ — 9 ,1 , . . . ,  N &, N & },

и)& — (»Cq( I Xq» — i&h&, iQf — 1,2,..., N& ~ 1, ah# — loc}•

(y, w) =  ^  у (x) w (x) hih2, ||y|| =  (y, y) 1/2 •

2

где, например,

а^1) (x) =  к {x\ -  0, 5/ii, X2), (x) =  к (xi, X2 — 0, bh2) .

а  =  1,2 выделим свойства самосопряженности и положитель­
ной определенности

(7.99)

причем

—  +  A y  =  ( p ( x , t ) ,  x G w ,  t  >  0, (7.100)
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у (х, 0) =  и0 ( х ) , ^  (х, 0) = v° ( х ) , х  £ и>. (7.101)

При построении аддитивных разностных схем будем ориентиро­
ваться на аддитивное представление оператора А в виде

А = А {1) + АМ, А {а) =  ( л (а))* > 0, а  =1 , 2 ,  (7.102)

в котором

Л(в) =  £>(“), а  =1 , 2 .  (7.103)

Прежде чем рассматривать аддитивные схемы напомним некоторые 
факты о классических трехслойных разностных схемах для задачи
(7.100), (7.101).

7.3 .3 . Разностны е схемы с весами

Для приближенного решения задачи (7.100). (7.101) с использова­
нием равномерной сетки по времени с шагом т будем использовать 
простейшую трехслойную схему второго порядка аппроксимации по т 
с весом а

У п  +1 ~  2 У п  +  Уп-1
г2 +

+A(ayn+i + (1 -  2а) уп + ауп- \)  =<рп, п =  1,2, . . . ,  (7.104)

Уо = У\ = и 1. (7.105)

Для задания второго начального условия (7.105) с вторым поряд­
ком по т на решениях дифференциальной задачи положим

У\ =  Уо + T V ,  v =  г>° + 2  (?>о -  Dyo) ■

Для того чтобы воспользоваться результатами общей теории 
устойчивости, приведем разностную схему (7.104), (7.105) к канони­
ческой форме трехслойных разностных схем

B n̂+l 2  ~ +  В ( y n + i  — 2 уп +  t / n - i )  +

+ Луп =<рп, гг =  1,2, . . .  (7.106)

при заданных уо, уi-
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Для (7.104), (7.105) имеем

В = 0, R = \ e  + <tA, А = А ' >  0. (7.107)

Условия устойчивости схемы (7.106) с самосопряженными и постоян­
ными операторами В ) Л, А имеют (см. теорему 1.10) вид

В  > 0, А > 0, R >  -А .  4 (7.108)

Для явной схемы а = 0 с учетом (7.98), (7.99) условия (7.108) дают 
следующие ограничения на шаг по времени:

т <
2

у/ А \  + Д2
0(\h \) .

Схема (7.104), (7.105) безусловно устойчива при а > 0,25. Привле­
кая соответствующие оценки устойчивости по начальным данным и 
правой части, устанавливаем сходимость разностной схемы (7.104), 
(7.105) со вторым порядком по времени и пространству.

7 .3 .4 . А д д и ти вн а я  разностная схема

Рассмотрим возможности использования регуляризованных адди­
тивных схем для приближенного решения задачи (7.92) — (7.94). Для 
таких задач можно также строить безусловно устойчивые векторные 
аддитивные схемы. Такой класс аддитивных схем затрагивается в ра­
боте [2].

Принимая во внимание (7.102), перепишем уравнение (7.100) в ви­
де

^  У = <Р {*>*), х Е ш ,  t > 0.
0 = 1

Рассмотрим регуляризованную аддитивную разностную схему

».+ ■ - 2 * + » . - ,  ( Е  +  <,тг.4<°>)-V > a„ =  у„. (7.109)
0 = 1

Вычислительная реализация (7.109) может основываться на реше­
нии двух локально-одномерных задач

i g ,  -  ЧУп +  Уп- l  +  ^  +  ат2А( * ) у 1 А(«)уп =
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а  = 1 , 2 ,  п =  1 , 2 , . . . (7.110)

и определении приближенного решения на новом слое как

У п  + 1

! 2
I  V  и(а)
~ о = 1

(7.111)

В такой интерпретации мы имеем аддитивно-усредненную локально­
одномерную разностную схему (7.110), (7.111).

Аддитивная разностная схема (7.109) записывается в канониче­
ской форме (7.106) с операторами

В = О, Я =  Дг£, Д =  Л ‘ > 0 ,  г 1
где теперь

2 _ х

Д = ^ Д (" ) ,  Д(а> = (д + <тг2Л(а)) Л(а), а =1,2.
а =  1

Принимая во внимание неравенство

(Е + ат̂ А̂ у1 < -Ĵ E, а =1,2,

видим, что условия устойчивости для схемы (7.109) будут выполнены 
при а > 0, 5.

Рассматривая задачу для погрешности и привлекая оценки устой­
чивости решения разностной задачи по начальным данным и пра­
вой части, устанавливаем сходимость локально-одномерной разност­
ной схемы (7.109) к достаточно гладкому решению дифференциаль­
ной задачи (7.92) -  (7.94) со скоростью 0 (т 2 -f |Л|2).

7.4. Обратные эволюционные задачи
Многие прикладные проблемы формулируются как обратные за­

дачи математической физики, которые обычно относятся к классу 
некорректных в классическом смысле задач. Для их приближенно­
го решения широко используются методы регуляризации [67]. Для 
обратных задач для эволюционных уравнений применяется также ме­
тод квазиобращения [23, 54]. Здесь мы приведем некоторые основные 
результаты по построению разностных схем для неустойчивых задач 
на основе принципа регуляризации. 8

8. С а м а р с к и й  А .А . ,  В а б и щ е в и ч  П .Н .
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7 .4 .1 . Задача с обратны м  временем для 
параболического уравнения

В прямоугольнике Q будем искать решение параболического урав­
нения

d t + l L f a TAW ^  =  0, х б П ’ 0 < < < Т > (7Л12)
г = 1

в котором

к < к (х ) < /с, к > 0.

Рассматриваемое уравнение (7.112) отличается от обычного пара­
болического уравнения только знаком при производных по простран­
ству (соответствует использованию замены t на —t — уравнение 
с обратны м  временем). Граничные и начальные условия возьмем 
простейшие

и(х, *) =  0, х £ ЗП, 0 < t < Т, (7.113)

и (х, 0) — v?  (х ) , х G П. (7.114)

Для функций и(х, 2), удовлетворяющих граничным условиям 
(7.113), определим гильбертово пространство И = £ 2(^) со скаляр­
ным произведением и нормой

Для дифференциального оператора

Т>и = — (*)
ди \  

дха ) '

рассматриваемого в Я , имеем

Т) —  D *  >  k X q E/у Ао >  0.

(7.115)

(7.116)

Основная особенность обратной задачи (7.112) — (7.114) связана с 
ее некорректностью, которая обусловлена неустойчивостью решения 
относительно малых возмущений начальных условий. Это требует бо­
лее широкого взгляда на проблему с учетом практической значимости 
таких задач.
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7.4 .2 . Условная корректность

При некотором сужении класса допустимых решений рассматри­
ваемой задачи для параболического уравнения с обратным време­
нем уже имеется устойчивость по начальным данным, т.е. эти за­
дачи принадлежат к классу условно корректны х (корректных 
по А.Н.Тихонову) задач математической физики. Здесь мы выде­
лим класс априорных ограничений на решение, при котором имеется 
непрерывная зависимость решения от начальных условий. Он связан 
с предположением об ограниченности нормы решения.

Получим оценку решения задачи (7.112) — (7.114), из которой вы­
текает условная корректнось задачи. Обозначим

Непосредственное дифференцирование выражения (7.117) с учетом 
уравнения (7.112) дает

Принимая во внимание самосопряженность оператора V . при повтор­
ном дифференцировании получим

Ф(<) = ||и(х,<)||2 = (и, и). (7.117)

(7.118)

(7.119)

Из (7.117) — (7.119) имеем

2 ди 2
«г

Из этого равенства с учетом

следует неравенство

dt2 1пФ(<) > О, (7.120)

т.е. функция 1пФ(0 выпукла. Из (7.120) имеем

8*
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Отсюда следует

Ф(<) =  ф‘/т  (Т)ф (1_‘/т ) (0)

и с учетом (7.117) получим искомую оценку для (7.112) — (7.114)

l l «  ( * ,  <) || <  ||«  ( х ,  0 )  ||1- ‘ ' T ||ti ( х ,  Т )  ||‘ / т . ( 7 . 1 2 1 )

Пусть теперь рассматривается решение задачи (7.112) — (7.114) в 
классе ограниченных в % решений, т.е.

\\и (х, t ) \ \<  М, М — const > 0 , 0 < t < Т. (7.122)

В классе априорных ограничений (7.122) из (7.121) получим оценку

||« (х ,0 Н <  Л/‘/ т |М х ,0 ) |Г - ‘' т . (7.123)

Это значит, что для задачи (7.112) — (7.114) имеет место непрерыв­
ная зависимость решения от начальных данных при 0 < t < Т  в клас­
се ограниченных решений. На основании этого имеет смысл строить 
алгоритмы приближенного решения некорректной задачи (7.112) — 
— (7.114), которые каким-либо образом выделяли класс ограничен­
ных решений. Кроме того, для приближенного решения должна быть 
характерной оценка типа (7.123), допускающая рост нормы решения 
во времени.

7 .4 .3 . П риближ енное  решение некорректны х задач

Основные подходы к приближенному решению некорректных за­
дач связаны с тем или иным возмущением исходной задачи, переходом 
к некоторой близкой, но уже корректной задаче. На этом пути мы по­
лучаем различные алгоритмы регуляризации. В частности, переход к 
корректной задаче может осуществляться за счет возмущения исход­
ного уравнения, начальных условий, перехода к вариационной задаче 
и т.д. Важнейшее значение имеет проблема выбора параметра регуля­
ризации (возмущения), его согласование с погрешностями в исходных 
данных. Здесь мы эту проблему не затрагиваем, отсылая читателя к 
книге [67].

Приближенные методы решения некорректных эволюционных за­
дач основаны на переходе к некоторой возмущенной корректной зада­
че. О таких методах говорят как о м етодах квазиобращ ения [23]. 
Отметим прежде всего используемые варианты метода квазиобраще­
ния для задачи (7.112) — (7.114), связанные с возмущением исходного 
уравнения (7.112).
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Для удобства запишем задачу (7.112) — (7.114) как задачу Коши 
для дифференциально-операторного уравнения первого порядка в Н

du 
dt

и (0) =  и°.

-  Vu  =  0, 0 < t < Т, (7.124)

(7.125)

— V u £ Н- eV2u£ = 0 , 0 < t < Т. (7.126)

Классический вариант метода квазиобращения [23] связан с опре­
делением приближенного решения ue(t) задачи (7.124), (7.125) из 
уравнения

du£ 
dt

Здесь е > 0 — парам етр регуляризации. Тем самым вместо ре­
шения некорректной задачи для параболического уравнения второго 
порядка решается корректная задача для параболического уравнения 
четвертого порядка. Регуляризирующие свойства данного варианта 
метода квазиобращения обеспечиваются сходимостью приближенного 
решения к точному в классе ограниченных решений при согласован­
ном с погрешностью входных данных выборе параметра регуляриза­
ции £.

В работах [85, 107] предложен другой вариант метода квазиобра­
щения для устойчивого решения задачи (7.124), (7.125), основанный 
на псевдопараболическом возмущении уравнения

du£ ^  _  du£ п m
-  V u £ + e V - ^ - = 0, 0 < t < Т. (7.127)

dt dt
При приближенном решении обратных задач математической фи­

зики (задача (7.112) — (7.114)) первый вариант метода квазиобраще­
ния (7.126) основан на повышении порядка дифференциального опе­
ратора по пространству (вместо V  используется V  — еТ>2). Второй 
вариант метода квазиобращения (7.127) не связан со столь карди­
нальным изменением задачи. Можно отметить и некоторые другие 
возможности регуляризации задачи за счет дополнительных слагае­
мых.

Второй класс методов квазиобращения для приближенного ре­
шения некорректных эволюционных задач связан с возмущением не 
уравнения, а начальных условий. Речь идет о переходе от начально­
го условия к нелокальному. Например, приближенное решение задачи 
(7.124), (7.125) определим из такого же уравнения

due
- ^ - V u £ = 0, 0 < t < Т,
dt (7.128)
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а вместо начального условия возьмем простейшее нелокальное усло­
вие

ис (0) + ещ (Т) =  и0.

Введение в класс корректности осуществляется за счет связи решения 
на начальный и конечный моменты времени. Такой вариант регуля­
ризации тесно связан с методом регуляризации А.Н. Тихонова, когда 
исходная задача рассматривается как задача управления.

Следуя работам [49, 102], мы строим разностные схемы для при­
ближенного решения неустойчивых эволюционных задач на основе 
принципа регуляризации. При возмущении операторов разностной 
схемы для исходной некорректной задачи специально не формулиру­
ется промежуточная возмущенная задача типа (7.126), (7.127). Кон­
структивизм общей теории устойчивости проявляется в том, что об­
щие критерии устойчивости указывают ориентиры, как возмущать 
операторы задачи.

7.4 .4 . Р егуляризованны е разностны е схемы

На равномерной прямоугольной сетке ш =  и  U ди дифференциаль­
ному оператору V  поставим в соответствие разностный оператор

д  =  £ я (а),
а=1

а =  1,2, xG w , (7.129)

причем

£><") =  > 5аЕ, £>(а) < А аЕ  (7.130)

С постоянными

8к 4R
— Jf) Да — ту> а — 1, 2.

1а па

Используем принцип регуляризации для построения разностных 
схем для некорректной задачи (7.124), (7.125). Начнем с простейшей 
явной разностной схемы

Уп +1 ~ Уп п  л----------------Dyn -  0,
т

xGw, — 0,1,..., /V — 1, N r  =  Т, (7.131)
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которую дополним начальным условием

Уо =  и°, х е ы. (7.132)

В соответствии с принципом регуляризации запишем схему (7.131), 
(7.132) в каноническом виде

p-устойчивости (см. теорему 1.4) для схемы (7.133), (7.134). При на­
ших предположениях В > О, А < О для р > 1 правая часть двухсто­
роннего операторного неравенства (7.136), очевидно, выполнена при 
всех т > 0. Левая часть (7.136) принимает вид

и с учетом (7.130) имеет место при выборе р согласно (7.135).
При приближенном решении некорректных задач выбор парамет­

ра регуляризации должен быть согласован с уровнем погрешности 
во входных данных. Здесь мы ограничились построением устойчи­
вых вычислительных алгоритмов для некорректных эволюционных 
задач и исследованием влияния параметра регуляризации только на 
устойчивость соответствующей разностной схемы. При заданном па­
раметре регуляризации е указывается минимальное значение р соглас­
но (7.135).

Исходя из явной схемы (7.131), для задачи (7.112) — (7.114) запи­
шем регуляризованную схему в каноническом виде (7.133) с

j g  У п + 1 У п 4- Ауп = 0 ,  п = 0,1, ..., N  -  1 (7.133)
т

с операторами

А =  - D ,  В — Е, (7.134)

т.е. А =  А* < 0.
Явная схема (7.131), (7.132) /о-устойчива в Я  с 

/9=1 *f Ат, A =  A i + A2.

Этот результат следует из условий

(7.135)

(7.136)
т — “  т

т

А — —Я, В — Е  £jR, (7.137)

где R — регуляризатор.
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Теорема 7.1. Регуляризованная схема (7.133), (7.137) /̂ -устойчива 
в Н в  с

Р - 1  + ~£ (7.138)

при выборе регуляризирующего оператора R — D и

(7.139)

если используется R  =  D2.

Доказательство. Можно ограничиться проверкой выполнения ле­
вой части двухстороннего неравенства (7.136), которое для (7.137) 
принимает вид

Р  1 (E + e R ) > D .  
т

(7.140)

При R = D и выборе р в виде (7.138) неравенство (7.140) выполнено.
При R  =  D2 неравенство (7.140) преобразуется следующим обра­

зом:

E + eD2 -  —r— D = ( e lf 2D -  Т , . е~1/2Е ]  +
Р - 1 V  2 ( / > - 1 )  )

+ | 1 --------—--- 2e_1 1 £ > 0 -
V Ч р -  1) /  "

Это неравенство будет выполнено при выборе р в виде (7.139). ■

С построенными регуляризованными разностными схемами мож­
но связать те или иные (стандартные или нестандартные) варианты 
метода квазиобращения. Аналогично строятся и другие регуляризо- 
ванные разностные схемы. В частности, рассмотрены эволюционные 
задачи второго порядка, задачи с несамосопряженными операторами, 
аддитивные схемы для многомерных обратных задач и т.д.

7.4 .5 . А д д и ти вн ы е  разностны е схемы

Рассмотрим возможности построения аддитивных разностных 
схем для приближенного решения задачи (7.112) — (7.114), отталкива­
ясь от регуляризованных схем (7.133), (7.137). Интерпретируя (7.133),
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(7.137) как схему с мультипликативной регуляризацией, запишем ее в 
виде

Уп+1 Уп ~ { Е  + е й )" 1 Dyn = О,
Т

X6w,  п =  0,1,..., TV — 1. (7.141)

Имеем при R =  D и R =  D2

О < D =  D* = (Е + eR)~l Dyn < сЕ , 

где постоянная

( £~l R — D,

С =  С" ) =  (  Л = Л

Тем самым регуляризация связана с контролируемым ограничением 
оператора задачи сверху.

При построении аддитивных схем в качестве производящей снова 
берется разностная схема, которую с учетом представления (7.129), 
(7.130) перепишем в виде

— — -  У2 В (а)Уп =  0, XGW, п =  0, -  1.
г ^

Для получения аддитивной схемы проведем мультипликативную 
регуляризацию каждого отдельного операторного слагаемого 
а = 1,2

y1+L 1 ?  - J 2 ( E + eR{a)) 1В {о,)Уп = 0,
а=1

п =  0 ,1 ,. . . ,Л Г -1 , (7.142)

где регуляризирующие операторы имеют, например, вид

Д(“) =  D(a\  Я(о,> =  (г>(о;)) 2 , а  = 1,2. (7.143)

Регуляризованная аддитивная схема (7.142), (7.143) /о-устойчива с



234 Глава 7. Расщепление по пространственным переменным

при выборе регуляризирующего оператора а = 1,2 и

p ^ l  + e - ' t ' r

если используется =  ( D ^ ) 2, а  =  1,2.
Рассматриваемая схема (7.142), (7.143) эквивалентна аддитивно- 

усредненной локально-одномерной схеме. Аналогично строятся и 
локально-одномерные схемы покомпонентного расщепления.



Глава 8

Расщ епление по ф и зи ч еск и м  
процессам

Локально-одномерные разностные схемы связываются с представ­
лением оператора задачи в виде операторов по отдельным направле­
ниям. Второй класс аддитивных разностных схем выделяется тем, что 
разные операторные слагаемые несут разную смысловую нагрузку, 
описывают различные процессы и явления. В этом случае мы будем 
говорить о расщеплении по физическим процессам. Здесь выделены 
некоторые характерные типы задач, для которых идея расщепления 
по физическим процессам приводит к построению эффективных вы­
числительных алгоритмов. Мы остановились на нестационарной за­
даче конвекции-диффузии, являющейся базовой для задач механики 
сплошной среды. Разностные схемы строятся на основе естественно­
го разделения процессов диффузии и конвекции. Многие прикладные 
проблемы приводят к необходимости приближенного решения крае­
вых задач для систем параболических уравнений. В рассмотренном 
примере расщепление позволяет перейти к решению последователь­
ности задач для отдельных параболических уравнений. Рассмотре­
ны проблемы численного решения нестационарных задач динамики 
несжимаемой жидкости. При решении двухмерных задач с использо­
ванием переменных "функция тока, вихрь скорости"проведено рас­
щепление краевой задачи для уравнений Навье-Стокса на краевые 
задачи для параболического уравнения для вихря скорости и для эл­
липтического уравнения для функции тока. При решении задач в пе­
ременных "скорость, давление"на основе аддитивной схемы форму­
лируется сеточная задача для,расчета давления.

8.1. Нестационарные задачи 
конвекции—диффузии

Рассматривается модельная двухмерная задача конвекции- 
диффузии в прямоугольнике. Исследуется устойчивость схем с веса­
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ми, двух- и трехслойных явно-неявных схем. Аддитивные схемы стро­
ятся на основе выделения диффузионного и конвективного переносов. 
Более подробное обсуждение этих схем имеется в [13, 14, 58].

8 .1 .1 . М одельны е задачи

Выделим класс модельных нестационарных задач конвекции- 
диффузии с постоянным (не зависящим от времени, но зависящим от 
точки расчетной области) коэффициентом диффузионного переноса. 
Коэффициенты конвективного переноса, ориентируясь на приклад­
ные задачи, естественно считать переменными как по пространствен­
ным переменным, так и по времени.

В прямоугольнике Q рассматривается нестационарное уравне­
ние кон век ц и и -д и ф ф узи и  с конвективными слагаемыми в неди­
вергентном виде

ди чг—ч , ч ди
+ L ,  '» < * .')  9 ^ -dt а=1

2

=  < > 0 -  < 8 1 >

Это уравнение дополняется однородными граничными условиями Ди­
рихле

и ( х , $ )  =  0, х  Е dft, t > 0 (8.2)

и начальным условием

и (х ,  0) =  и0 ( х ) , х  Е О. (8.3)

Вторым примером является нестационарное уравнение конвекции- 
диффузии с конвективным переносом в дивергентной форме

ди д ( / ,\ \
т  +  Г

Ot=l

f  ( x , t ) , x G fi, t > 0. (8.4)
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Необходимо также выделить уравнение конвекции-диффузии с 
конвективными слагаемыми в симметричной форме

=  /<*.<>, * 6 " .  '> '■  <8 5 >

Будем рассматривать множество функций и(х, 2), удовлетворяю­
щих граничным условиям (8.2). Нестационарную задачу конвекции- 
диффузии запишем в виде дифференциально-операторного уравне­
ния

—  + Ли =  /(< ) , A  = A ( t ) = C ( t )  + 7>, t >  0 (8.6)at

с использованием ранее введенных обозначений для операторов диф­
фузионного и конвективного переноса.

Для оператора диффузионного переноса используем выражение

*—S £ (“x,&)- (8-7)
Для операторов конвективного переноса имеем С = С#, /3 =  0,1,2, где

с»“ = 5 Е  ( " •  *> £  + й :  0  “ >) ■ас — I х '
(8.8)

„ / Ч &UC\U — /  j Va (Х) 0  д j (8.9)

С2« =  УЗ д---  (^о (X, <) U) .
а=1 ° Ха

(8.10)

Рассматривается задача Коши для эволюционного уравнения (8.6), 
уравнение дополняется условием

и (0) =  и0. (8.11)
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Напомним некоторые свойства дифференциальных операторов 
диффузионного и конвективного переноса. В'Н = £ 2 ^ )  для операто­
ра диффузионного переноса имеем

V = V m > k\ q£ (8.12)

в предположении

к < к (х) < к, к > 0.

Для энергии операторов конвективного переноса мы установили 
оценку

I {Си, и) | < Мр\\и\\7, 

в которой

О, /3 =  0,

1 ^ ma<? ld ivv l> 0 = 1.2-V I х€П

(8.13)

(8.14)

Нам понадобятся оценки подчиненности оператора конвективного 
переноса оператору диффузии

||Си||2 < М р (Т>и, и ) , /3 = 0,1,2 (8.15)

с соответствующими постоянными Мр,  /3 = 0 ,1,2, зависящей от ско­
рости.

Для недивергентного оператора конвекции (8.9) имеем

\\С

< 2m ax«||c}lE/*(£ ;) dx $
a —1 о

<

< — max(||v2 ||c} ["Du, u ) ,К CX

т.е. в неравенстве (8.15) можно положить

~  £ maX{llvalk}-
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При С =  Сг (см. (8.10)) получим

||СН|2

2

dx <

(div v )2 u2dx.

Принимая во внимание неравенство

*•/■ '* £Ё / ( к ) * -п а— 1 о

где постоянная Л0 зависит только от области и для прямоугольника 
П есть

получим при С =  Сг оценку (8.15) с

|  (2m ax{||t£||c } +  ^ | | d i v v | | ^  .

Аналогично для случая С =  Со имеем

М> = 1 ( зт а х { | |« 2||с } +  ^ | |d i v v | |^  .

С использованием оценок (8.13), (8.15) получаем априорные оценки 
для решения задачи конвекции-диффузии.

8.1 .2 . О ценки усто йчи во сти  реш ения 
д иф ф еренц иал ьной  задачи

Ограничимся простейшими априорными оценками для нестацио­
нарной задачи (8.6), (8.11), для которой мы и будем пытаться строить 
разностные аналоги.

Теорема 8.1. Для задачи (8.6), (8.11) в условиях (8.12) — (8.15) 
имеют место априорные оценки

||« (О II2 < ехр (2M 0t) |М|2+



240 Глава 8. Расщепление по физическим процессам

+ \ £  (2Мг (t -  0)) \\f (в) \\2v .,de,  (8.16)

\\и (<) Hi, < exp (Mfit)  ||u0|||> +

+  Г  exp (M 0 (t -  в)) | | /  (в) ||2d0, (8.17)
Jo

где 0 = 0 ,1,2.

Доказательство. Используется простейший вариант хорошо из­
вестной леммы Гронуолла.

Л ем м а 8.1. Для функции g(t), удовлетворяющей неравенству 

^  <ag{t)  + b(t), t> 0 

с a = const, b(t) > 0, верна оценка

д (t ) < exp (at) ^д (0) + J exp (-a9) b (0) dÔ j .

Домножая скалярно уравнение (8.6) на u(t), получим

^ l |w | | 2 + =  -  {Си, и) + ( /, и) . (8.18)

С привлечением (8.13) и неравенства 

(/>«) < (2>«, и) + 1 | |/ | |£ - .  

из (8.18) получим

^ |Н |2 < 2Л 4,|Н |2 + 1 № - . ,  >9 = 0,1,2.

Из этого неравенства на основе леммы Гронуолла следует оценка
(8.16). Осталось получить оценку (8.17). Для этого домножим скаляр­
но уравнение (8.6) на du/dt , что дает 

2

+
du
dt

1 d , ч (  d u \  (  d u \
5 г ( о . , . )  =  - ( с . , г )  +  ( / , з г ) .

Для правой части имеем

<
du
dt + ^IM I2 + l|i/ll2-
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С учетом (8.15) приходим к неравенству

j t (2>u, и) < М р  (2>и, и) + 11/Ц2, 0 =  0,1,2,

из которого получим искомую оценку (8.17). ■

Полученные оценки (8.16), (8.17) обеспечивают непрерывность ре­
шения задачи (8.6), (8.11) по начальным данным и правой части. 
Для рассматриваемых оценок существенно то, что для нормы реше­
ния задачи с однородной правой частью допускается экспоненциаль­
ный рост с инкрементом нарастания, который зависит от постоян­
ных М/э, М р ,  Р =  0,1,2. Учет такого поведения решения задачи 
конвекции-диффузии проводится на дискретном уровне при исследо­
вании /Р-устойчивости соответствующих разностных схем.

8 .1 .3 . Д иф ф еренц иал ьно-разностная  задача

Для численного решения нестационарной задачи конвекции-диф­
фузии в прямоугольнике Q будем использовать равномерную прямо­
угольную сетку

— {ха | х а — i0(ha) ia = 0 ,1 , . . . ,  Na, Naha =  /or},

U)a =  {Xqc I %a ôr̂ on ia — 1 )2 ,..., 1, Âa /la — /a}*

Определим на множестве сеточных функций, обращающихся в нуль 
на ди> (й> =  и> U du>), гильбертово пространство Я = ^г(^) со скаляр­
ным произведением и нормой

(y,w) = ^ 2 y ( x ) w ( x ) h 1 h2, I M I  =  ( у ,  у ) 1/2 •
x£w

Для достаточно гладкого коэффициента А:(х) с погрешностью 
0 ( |/i |2) на гладких решениях задачи конвекции-диффузии аппрок­
симируем дифференциальный оператор V  разностным

2

D = £ j D < “>, D<“>y =  - ( a < “ >y£o) , a  =  1,2, х € «, (8.19)
' ' X аа = 1

положив, например,

aW (х) =  к(х  1 — 0,5/ii, х2) , (х) =  к ( х t , x2 — 0, bh2) .

Для одномерных разностных операторов D^a\  а  =  1,2 имеем 

D = D* >6Е,  D < АЕ,  (8.20)
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где

Конвективные слагаемые в уравнении конвекции-диффузии ап­
проксимируем со вторым порядком на основе использования цент­
ральных разностных производных и сдвинутых (разнесенных) сеток 
для задания компонент скорости. Преимущества таких аппроксима­
ций обсуждались нами выше при рассмотрении аддитивных разност­
ных схем для уравнения переноса.

Для недивергентного оператора конвективного переноса положим

В простейшем случае достаточно гладких компонент скорости и ре­
шения дифференциальной задачи положим, например, ba (x) =  va (x), 
а  =  1,2.

Для уравнения конвекции-диффузии с конвективными слагаемы­
ми в дивергентной форме используется разностный оператор

2

(8.21)

где

С р’у =   ̂ (b {l) (*, -  0 ,5Ль х2) yfl + Ь(1) (xi +  0,5Л|, х2) у*,) , 

С[2)у =  ̂ (б(2) (хь х2 -  0,5h2) у§2 +  Ь(2) (xi, х2 +  0,5Л2) у*,) .

2

( 8. 22)

где теперь
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Для оператора

Со =  \  (С, +  С2) 

получим представление 

2

Со =  ^ С'оа). (8-23)
а=1

в котором

С " у  =  гт-Ь (1) (*i + 0, 5Ль х2) у ( ц  +  А,, ха) -  
2*1

(xi -  0,bh1, x 2) y { x 1 -  hu x 2) , 
lh\

Cjf 'y  = ;rr-b (2) (zi,*2 + 0,5A2) y ( x „ x 2 +  A2) -
1п2

(xb x2 -  0. 5А2) у ( x i , x 2 -  h2) .
In 2

Непосредственно убеждаемся, что, как и в непрерывном случае,

С{ =  - С 2, Со = - C q.

Разностным аналогом неравенства (8.13), (8.14) является неравенство 

I (Су, у) | < Мр\\у\\2, (8.24)

в котором

го , /3 = 0,
I -m a x |d iv ftb |, /3 = 1 ,2 .v I x€u>

(8.25)

Здесь разностный оператор дивергенции определяется следующим об­
разом:

2

divftb =  divAba ,
а=1

где

d ivAb , =  (б(1) (xj +  0 ,5 * i, х2) -  Ь(1) (xi -  0, 5 * b х2))
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divAb 2 =  ^  (б(2) (х \ , х г + 0, 5/i2) -  6(2) (x l t x 2 -  0,5Л2)).

Имеет место также и разностный аналог неравенства подчиненно­
сти (8.15)

\\Су\\2 < M p ( D y , y ) ,  /3 = 0,1,2 (8.26)

с постоянными М р , /? =  0,1,2, которые согласованы с постоянными 
М р,  (5 =  0,1,2 для дифференциальной задачи. Например, для неди­
вергентного оператора конвективного переноса имеем

max (xi, х 2 -  0, bh2))

Постоянные подчиненности М р , Р — 0,1,2, невзирая на их гра- 
моздкость, демонстрируют принципиальную независимость этой по­
стоянной от расчетной сетки. Постоянная М р , Р = 0,1,2 зависит 
от величины коэффициентов конвективного переноса va (x), a  = 1,2 
(скорости) и от divv, точнее, от их разностных аппроксимаций.

8 .1 .4 . Р азностны е схемы для задач 
ко н в е кц и и -д и ф ф узи и

Ограничимся рассмотрением задачи конвекции-диффузии (8.2),
(8.3), (8.5), т.е. вариантом записи конвективных слагаемых в симмет­
ричной форме. После дискретизации по пространству приходим к ре­
шению дифференциально-разностного уравнения

^  + C ( t ) y +  Dy  = <p(t) , x € w ,  < > 0 (8.27)

с начальным условием

у (х, 0) =  и0 (х ) , х 6 w. (8.28)

Запишем для (8.27), (8.28) двухслойную разностную схему с весами

— — + С0 (<Ti2/n+i +  (1 -  o-j) уп) + т

+ D ( c r 2y n + i  +  (1 - < т г ) У п )  =  <рп , n =  0 ,1 (8.29)
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которая дополняется начальным условием (8.28).
Для исследования устойчивости запишем схему (8.29) в канониче­

ском виде

в Уп+\~Уп + Ауп =  y>n| п =  01) (8.30)

Здесь сеточные операторы В и А имеют вид

В =  Е + (Г\тСо + o‘2t D) А =  Со + D. (8.31)

Схема с весами характеризуется тем, что оба оператора (А и В) яв­
ляются несамосопряженными.

Рассмотрим класс схем (8.30), (8.31), когда веса одинаковы

<т\ — <т2 =  сг. (8.32)

Теорема 8.2. Разностная схема (8.28), (8.29), (8.32) устойчива по 
начальным данным в Н при

т — т° v (о, 5 — а) ’ 
где

и  ~  2 М о  И- 2 & Д ,

(8.33)

(8-34)

а постоянные М о и Д определены согласно (8.26) и (8.20). 

Доказательство. В силу (8.31), (8.32) имеем

В = Е + <ттА, А ф А \  (8.35)

Разностная схема с весами (8.30), (8.35) с А > 0 является устой­
чивой по начальным данным в Я  (см. теорему 1.9) при выполнении 
операторного неравенства

Л + («7 -  1 )  тА*А > 0. (8.36)

Очевидно, что неравенство (8.36) будет справедливо при сг > 0, 5, 
т.е. в этом случае разностная схема абсолютно устойчива, а при 
сг < 0, 5 условно устойчива. Предположим, что имеет место оценка

||Лу||2 < г/(Лу, у ) . (8.37)

Тогда неравенство (8.36) будет справедливо при
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или при выполнении (8.33). Конкретизируем условия (8.37) при ис­
пользовании схемы (8.29). С учетом оценки оператора диффузии свер­
ху (8.20) и неравенства подчиненности (8.26) имеем

1И2/Ц2 = || (С0 + D) у\\2 < 2 (||Соу||2 + ||/}у||2) <

< 2М0 (Dy, у) + 2кА (Dy, у) .

Принимая во внимание кососимметричность оператора Со, по­
лучим для постоянной и выражение (8.34), т.е. постоянная и = 
= 0 ( h ~ 2 + /12 2) и зависит от самой скорости конвективного переноса. 
Из (8.33), (8.34) следуют, например, достаточные условия устойчиво­
сти явной схемы ((7 =  0). ■

Среди схем с весами (8.28), (8.29) заслуживает отдельного рассмо­
трения схема, когда конвективные слагаемые берутся с предыдущего 
временного слоя, т.е.

<Л — 0, (J 2  — сг. (8.38)

В явно-неявной схеме (8/29), (8.38) на верхний временной слой выно­
сится только симметричный оператор диффузии

В — Е -}- <тт£), А — Со И- D. (8.39)

Теорема 8.3. Для разностной схемы (8.28), (8.29), (8.38) при 
а > 0, 5 верна оценка

(Dy„+i,y„+i) < (1 + М 0т) {Dyn ,yn) + гЦу>п||2. (8.40)

Доказательство. Для доказательства скалярно умножим (8.29) 
на 2ту, = 2(уп+1 — уп) и, учитывая (8.39), получим энергетическое 
тождество

т({2В -  t D )  yt ,y t) + (Dyn+\ , yn+i) -  (Dy„,y„) +

+ 2r(C y„,y () =  2r(v?„,yt). (8.41)

Принимая во внимание представления (8.39) и условие и > 0,5, полу­
чим из (8.41) неравенство

2т(у«,Уе) + (Dyn+l,yn+1) -  (£>у„,у„) <

< 2т| -  (Суп, yt ) | + 2т|у>„, у,|. (8.42)
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Первый член правой части оценивается с учетом неравенства подчи­
ненности (8.26) следующим образом:

I -  (Суп , yt) I < i | N I 2 + |||Clfc»|l2 < i | |y t ||2 + ^  (Dyn iyn) .

Для второго члена правой части имеем

\ ( ^ , т ) \ < \ ы \ 2 + \ ы 2-

Подстановка в (8.42) дает искомую оценку устойчивости (8.40). ■

Оценка р-устойчивости (8.40) полностью согласуется с соответ­
ствующей оценкой для дифференциальной задачи (см. (8.17)). Совер­
шенно аналогично рассматриваются явно-неявные разностные схемы 
для задач конвекции-диффузии с конвективными слагаемыми в неди­
вергентной и дивергентной формах.

8.1 .5 . Схемы расщ епления

Приведем примеры аддитивных разностных схем при расщепле­
нии по физическим процессам. Уравнение (8.27) запишем в виде

^  +  Ау  =  ¥>(х,<), х € w, t > 0. (8.43)

Для оператора А имеет место аддитивное представление

А (1) = Со, Л(2) =  D, (8.44)

причем

А(о,)> 0 , а  = 1 ,2 .

Для задачи (8.28), (8.43) при двухкомпонентном расщеплении
(8.44) с учетом отмеченных свойств операторов конвективного и диф­
фузионного переносов (их неотрицательность) можно использовать 
все основные классы аддитивных разностных схем. С учетом того, 
что каждому отдельному операторному слагаемому , а  =  1,2 
приписывается вполне конкретное прикладное значение (физический 
смысл), о расщеплении (8.44) говорят как о расщеплении по физиче­
ским процессам.

Для примера рассмотрим схему переменных направлений для за­
дачи (8.28), (8.43). С учетом расщепления (8.44) получим

(*п+1/ 2) Уп+ 1! 2 +  ^ У п  =  iPn, (8.45)



248 Глава 8. Расщепление по физическим процессам

Л 7"'* + Со (2П+1/2) У п+1/2 + ^Уп+1 — У?п» (8.46)

где =  /(х ,£п+1/2). На первом полушаге на верхний слой выносится 
конвективный перенос, на втором — диффузионный.

Рассматриваемая аддитивная схема (8.45), (8.46) сходится со вто­
рым порядком по времени и пространству. Для разностного решения 
(см. теорему 2.1) справедлива априорная оценка

( £ + ^ ) у о | |  + Х > |Ы 1 >
к=О

которая является основной при исследовании сходимости.
Идея решения задачи конвекции-диффузии как последовательно­

сти поочередного решения отдельных задач конвекции и диффузии 
наиболее ярко прослеживается при использовании схем покомпонент­
ного расщепления. В этом случае можно ориентироваться на приме­
нение разностной схемы расщепления по физическим процессам

Уп+1/2- Уп + Со (tn+ц 2) (<Х1Уп-н/2 +  (1 -  о-О уп) =  0, (8.47)т

У--+1 У - 1- - + D (<т2уп+ 1  + (1 -  сг2) Уп+1/2) =  фп- (8.48)

Переход на новый временной слой осуществляется в два этапа. Снача­
ла (см. (8.47)) осуществляется чистый конвективный перенос, а затем 
(см. (8.48)) рассчитывается изменение решения за счет диффузии и 
источника (правой части).

При сга >  0,5, а  =  1,2 для задачи (8.47), (8.48) получим оценку 
устойчивости

l lj /n+ll i  <  1 Ы |  +  ^ I b n l l D - i ,

которая является разностным аналогом оценки (8.16) для решения 
дифференциальной задачи. Исследование сходимости проводится по 
общей схеме рассмотрения аддитивных схем покомпонентного рас­
щепления.

Отметим, что явно-неявная схема

— — +  СоУп + Dy n + 1 = ¥>„, n =  0 ,1 ,. . .  т
может интерпретироваться как аддитивная схема покомпонентного 
расщепления (8.47), (8.48) при crt =  0, сг2 =  1 — явный конвективный 
перенос и чисто неявный диффузионный перенос.
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Подобным образом рассматриваются и другие классы аддитивных 
разностных схем для задач конвекции-диффузии. Это относится, в 
частности, к задачам конвекции-диффузии с оператором конвекции 
в дивергентной и недивергентной формах. Среди возможных обобще­
ний отметим построение экономичных (локально-одномерных) схем в 
сочетании с расщеплением по физическим процессам.

8.2. Моделирование фильтрации жидкости 
в многопластовых системах

На основе общих результатов теории разностных схем анализиру­
ются разностные схемы для решения задач плановой фильтрации в 
многопластовых системах. В частности, получен ряд абсолютно устой­
чивых аддитивных разностных схем, реализация которых не связана с 
существенной переработкой программного обеспечения, имеющегося 
для численного решения задач фильтрации в однопластовых систе­
мах.

8.2 .1 . П остановка задачи

Моделирование фильтрации жидкости для практических нужд 
основывается чаще всего на использовании площадных моделей 
(фильтрация в плане) [15, 29]. В этом случае используются приближе­
ния с осреднением фильтрационных потоков по толщине водоносного 
слоя. Типичной является ситуация, когда отдельные водоносные слои 
перемежаются слабопроницаемыми пластами. Математические моде­
ли ф ильтрации  в м ногопластовы х системах строятся на основе 
предположения (модель Митяева-Гиринского) о преимущественном 
продольном течении жидкости в водоносных слоях и поперечном те­
чении в разделяющих слоях. Эти математические модели могут быть 
обоснованы на основе теории гомогенизации [30]. Для численного ре­
шения задач плановой фильтрации используются различные подходы 
[24]. Простейший из них состоит в использовании обычных разност­
ных схем с весами (например, чисто неявной схемы) для параболиче­
ской связанной системы уравнений для напора в каждом водоносном 
слое.

Решение соответствующей системы может базироваться на исполь­
зовании того или иного итерационного процесса, в основе которого 
лежит идея определения напора в каждом слое отдельно. Могут так­
же строиться разностные схемы расщепления по пространственным
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к ь п м

к  1 2 ;  I I I  J 2

к 2 ,  п ъ

к 2 >  п ъ *

кр, Шр

Сечение многопластовой системы

переменным. Для многопластовых систем реализация такого подхода 
связана с использованием матричной прогонки, что, конечно, значи­
тельно усложняет расчетные схемы.

Рассматривается модельная краевая задача о плановой фильтра­
ции в многопластовой системе, состоящей (см. рисунок) из р во­
доносных слоев, которые разделяются слабопроницаемыми слоями. 
Ограничимся для примера случаем, когда все эти слои горизонталь­
ны. Обобщение на случай произвольных слоев носит в значитель­
ной мере редакционный характер. Напор в точке х = (x i,x 2) слоя 
а, а  =  1,2, . . . , р  на момент времени t обозначим # а (х,£). Пусть 
ка =  ка (х) — коэффициент фильтрации, т а — мощность водопро­
ницаемого слоя а, Та = /сат а -  водопроницаемость, = /ха (х) — 
упругая емкость пласта. Соответственно = ка^{х),  /? = а+ 1 , а - 1  
— коэффициент фильтрации, т а)р — мощность слабопроницаемого 
пласта, х&з ~  коэффициент перетока.

Считая выполненными предположения перетока ка/ т а <$С
ка^ / т а^ ,  будем использовать для описания фильтрации в каж-
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дом водопроницаемом пласте а , а  =  2 ,3 , . . . , р  — 1 уравнение

/*а-
ЭЯ*")

~дГ~

Х а ,or—  1 ( Ж " '1» -  Я<“>) =  /<“> (х,<) , 

а. а = 2 , 3 , . . . , р -  1, (8.49)

где / ( а )(х, 2) — источник жидкости. Для нижнего и верхнего пластов
имеем

/*1
ЭЯ*1» _ у т  а ЭЯ*1) 

dt ^  Эх/? 1 dxp

+X i ,o  Я<1) =  / ( 1>(х,<), (8.50)

А*р “
ЭЯ*Р)

э<
д д Н Ы  

^  д х 0 р д х р
+  ХР,Р+1 Н ^ ~

~ Х р ,р -  1 ( я Ь ’- ^ - Я ^ )  = / W ( x , 0 -  (8-51)

Уравнения (8.50), (8.51) при xi,o =  0, Xp,p+i =  0 соответствуют пред­
положению о том, что верхний и нижний пласты ограничены водо- 
упором.

В силу закона сохранения масс в (8.49) — (8.51) имеем 

Ха.а + 1-— Ха,а + 1> С*=1,2, . . . ,р .  (8.52)
Система уравнений (8.49) — (8.51) рассматривается в некоторой 

расчетной области Q. Для простоты ограничимся случаем, когда П — 
прямоугольник

Q = {х | х =  (xj, х 2) , 0 < х а < /а , а  =  1, 2}.

Граничные условия возьмем в простейшем виде
Я (">(х,*) =  0, х € д П ,  а = 1,2, . . .  ,р. (8.53)

Осталось выписать начальные условия

Я*") (х, 0) =  Яда) (х ) , х € ft. а = 1 ,2, . . .  ,р. (8.54)
Краевая задача (8.49) — (8.54) представляет собой наиболее про­

стой пример краевой задачи для связанных параболических уравне­
ний. В нашем случае связь одного уравнения системы с другим осу­
ществляется с помощью коэффициентов Ха,а±ь а  =  1, 2 , . . . ,  р. Такие 
постановки типичны и для многих других прикладных задач.
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8.2 .2 . Д иф ф еренциально-разностная  задача

Введем некоторые обозначения. Пусть вектор 

U = U(x , t )  = {Я<‘\  Я (2>,. . . ,  Я<р)} 

есть решение задачи (8.49) — (8.54), а

F  =  F ( x ,<) =  { / (1), / (2), . . . , / (p)}.

Определим через М  и Q диагональные матрицы

М  = {/ха (х) Sa|/?},
Й =  {Гв ( х ) ^ } , <*,/? =  1,2, . . . ,р , (8.55)

где &а,р — символ Кронекера.
Пусть теперь /С — трехдиагональная матрица, соответствующая 

перетоку через разделяющие слои

/С — {Ра,/3}> Р — 1 > 2, •. . ,  р, (8.56)

причем

Vex,а — 1 —  Х ог,а— 1, Раг,аг+1 —  Хог,аг-|-1,

Рог,or — Xor,or — 1 Xor,a-f 1) ^  1, 2 , . . . , р.

Наконец определим

(8.57)

(8.58)

Принимая во внимание (8.55) — (8.57) запишем систему уравнений
(8.49) — (8.51) в виде

QT Г
Л4—  + CU + /СС/ =  F (х, t ) , х G 0. (8.59)

Граничные и начальные условия (8.53), (8.54) в аналогичных обозна­
чениях принимают вид

U (х, t) = 0, х G 9Q,

и  (х, 0) =  (7° ( х ) , х € П .

(8.60)

(8.61)
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Введем гильбертово пространство 7/, в котором скалярное произ­
ведение определяется выражением

Р  /  \  Р  г
(U. V) = /  «(“ ) (х) х><“> (х) Лс.

а=1 «=1^

С учетом (8.58), (8.60) легко устанавливается положительность опе­
ратора £, так как

(CU, U) = j ^ l r a (х) £  ^ < / х  > 0.
а=1П ^=1 *

Кроме того, этот оператор самосопряжен (С* = £).
Аналогично в силу (8.57) (диагональное преобладание) в общем 

случае имеем /С > 0, а соотношения (8.52) обеспечивют JC* — /С. При 
более жестких ограничениях xi,o > 0 и/или Хр,р+\ > 0 получим /С > 0. 
Очевидны аналогичные свойства оператора М : М* = М  > 0  в%.

Определим норму в пространстве, порожденном оператором М ) 
соотношением: Ц/УЦ  ̂ = (MU,U).  Тогда, умножая уравнение (8.59) 
скалярно на [/, для решения задачи (8.59) — (8.61) получим оценку

t

\\U (х, t) ||л1 < ||^ °  (х) \\м + I  \ \F(bfx,e) \\M -,de. (8.62)
О

Естественно для разностного аналога задачи (8.59) — (8.61) тре­
бовать выполнения оценки устойчивости разностного решения типа 
(8.62).

Рассмотрим вначале вопросы аппроксимации по пространствен­
ным переменным. В прямоугольнике Q введем равномерную прямо­
угольную сетку с шагами h\ и hz

£ = + 0W = {х =  ( z i , z 2) \ x a = iaha,

ia =  0 ,1 , . . . ,  Na , Naha ~  la) ot ~■ 1, 2},

где и — множество внутренних, а ди> — множество граничных узлов 
сетки.

Считая решение задачи, коэффициенты уравнения, правую часть 
и начальные условия достаточно гладкими, поставим в соответствие 
задаче (8.59) — (8.61) дифференциально-разностную задачу для опре­
деления приближенного решения

M ^  + LV + K V  = F ( x , t ) ,  
at

(8.63)



254 Глава 8. Расщепление по физическим процессам

V (х, 0) = U0 (х ) , х G w. (8.64)

В стандартных безындексных обозначениях теории разностных 
схем разностный оператор L определим следующим образом:

^  =  - £ ( е ? Ч , ) ^ ,  (8-65)
0 = 1

где, например,

(хи х 2) = та (*1 -  0, 5/»ь х2) ,

©2°  ̂(Xl,X2) = Та ( x i , x 2 -  0, Ък2) .

В сеточном гильбертовом пространстве Я  скалярное произведение 
зададим в виде

(v, п  =  £  {*{а)’ У(а)) =  £  £ v(a) (*) у(а) (*) Л »А 2 -
ог=1 а =  1 х£и>

В Я  имеем

М = М* > 0, L =  U  > 0, К  = К* > 0.

На основании отмеченных свойств операторов и результатов 
общей теории устойчивости разностных схем далее строятся без­
условно устойчивые разностные схемы для приближенного реше­
ния дифференциально-разностной задачи (8.63), (8.64). Устойчивость 
устанавливается в Ям, когда (V, У)м = (MV, Y).  Мы ограничимся в 
своем исследовании устойчивостью разностного решения по отноше­
нию к возмущению начальных условий (в уравнении (8.63) положим 
F(x, t)  = 0). Переход к более общему случаю (устойчивость и по пра­
вой части) осуществляется обычным образом.

8.2 .3 . Разностны е схемы

Введем по временной переменной равномерную сетку с шагом г > 
> 0. Приближенное решение задачи (8.63), (8.64) в момент времени tn 
обозначим Уп. Отметим, что операторы М, L и К  — постоянные (не 
зависят от п).

Для задачи (8.63), (8.64) отметим прежде всего класс двухслой­
ных разностных схем с весами. В этом случае (напомним; что в (8.63) 
правая часть равна нулю) имеем

М Уп + 1 - У п + (L*f A") (crYn+\ - f ( l  — ст)Уп) =  0
т

( 8. 66)
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при заданном Yb (см. (8.64)).
Запишем схему с весами (8.66) в каноническом виде двухслойной 

разностной схемы

д У2 ± 1 ~ .У" +  AYn =  0, п =  0 ,1, . . .  (8.67)

Для операторов В  и А из (8.66) имеем

В = М + <тА, A = L + K. (8.68)

В силу отмеченных выше свойств операторов L и К  можем заклю­
чить, что А =  А* > 0. Как показано в теореме 1.2, устойчивость схемы
(8.67) , (8.68) в Я  будет иметь место при выполнении неравенства

М + с̂г -  тА > 0. (8.69)

При выполнении (8.69) справедлив разностный аналог оценки (8.62)

\ \ У п + г \ \ м < Ы  п =  0,1, . . .  (8.70)

Специально отметим, что условия (8.69) являются необходимыми и 
достаточными. Из (8.69) следует, что устойчивость будет иметь место 
для всех а > 0, 5.

Безусловно устойчивые (<т > 0,5) разностные схемы (8.67), (8.68) 
характеризуются необходимостью обращения сеточного оператора В 
на каждом временном шаге и в общем контексте разностная схема 
(8.66) не очень удобна для вычислительной реализации.

Естественным является направление построения разностных схем, 
для которых расчет напора на отдельном слое не был бы жестко свя­
зан, как в случае схемы (8.66) при а ф 0, с расчетом напора на других 
водоносных слоях. Обсудим возможности построения таким образом 
ориентированных разностных схем расщепления с позиций общей те­
ории разностных схем.

Для приближенного решения задачи (8.63), (8.64) можно использо­
вать различные варианты аддитивных разностных схем. Простейшие 
из них связаны с естественным расщеплением оператора А на два (см.
( 8. 68)  )

Л = Л(1) +  Л(2\  a M = L, a W = K.

Соответствующая аддитивная схема многокомпонентного расщеп­
ления приводит к схеме

+ L (criYn+i/2 + (1 -  сг\) Yn) — 0,
т

(8.71)
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M Yn+1 Уп±^ -  +  A' (a2Yn+1 + (1 -  <т2) Уп+1/2) =  0. (8.72)
т

На первом полушаге (см. (8.71)) рассматривается перенос жидкости 
в водоносных пластах, а на втором ((8.72)) — переток через разде­
ляющие слабопроницаемые слои. В таком контексте схема суммарной 
аппроксимации, естественно, трактуется как схема расщепления по 
физическим процессам.

Аналогично схеме (8.66) устанавливается устойчивость схемы сум­
марной аппроксимации (8.71), (8.72) при сга > 0,5, а  =  1,2. Ее реа­
лизация связана с решением стандартных сеточных эллиптических 
задач для каждого отдельного слоя и с учетом перетока. Например, 
для определения Yn+\ при известном Уп+1/2 из (8.72) при сгч — 1 в 
каждом пространственном узле решается алгебраическая задача

(ЖГ + гА')Уп+1 = Уп+1/2.
Тем самым необходимо определить решение системы линейных ал­

гебраических уравнений с симметричной трехдиагональной матрицей. 
С этой целью используется обычная трехточечная прогонка (метод ис­
ключения Гаусса). Вычислительная устойчивость обеспечивается диа­
гональным преобладанием.

Таким образом, этап (8.72) схемы суммарной апроксимации (8.71), 
(8.72). связанный с учетом перетока, незначительно усложняет вычис­
лительный алгоритм по сравнению с моделированием фильтрации в 
однопластовых системах и является экономичным (число арифмети­
ческих действий, отнесенных к одному узлу, при переходе на новый 
временной слой не зависит от общего числа узлов).

Можно провести более глубокое расщепление оператора задачи. 
Представим оператор К  в виде

А -  А (1) +  А (2>, ( а <*>)* = А<2>,

т.е. трехдиагональная матрица К  расщепляется на нижнюю и верх­
нюю. Такое расщепление типично для схем попеременно-треугольного 
метода. Положим

Л =  л (1) +  Л(2), Л*1) =  + а (1), л (2) =  1д  +  А<2),

тогда (А^1))* =
Аддитивная схема переменных направлений при таком расщепле­

нии имеет вид

м ¥П+о 1  Т ~ ~  +  4  (Уп+1/2 +  Yn) +  А' (1>У"+ ‘/ 2 +  Ki2)Yn =  ° ’
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+ L 1-  (Уп+1 + Уп+1/2) +

+А'<1>У„+1/2 + Л'<2)УП+! =  0.

Эта аддитивная схема попеременно-треугольного метода сходится со 
вторым порядком по г, а ее реализация снова связана с решением 
подзадач на отдельных слоях.

Для двухмерных нестационарных задач динамики вязкой несжи­
маемой жидкости используются переменные "функция тока, вихрь 
скорости". На основе аддитивных схем переменных направлений 
предложены [8, 79] линеаризованные по конвективному переносу раз­
ностные схемы. Для разностного решения справедлива априорная 
оценка без каких-либо ограничений на сеточные параметры. Особен­
ностью схем, помимо специального выбора аппроксимаций конвек­
тивных слагаемых, является безытерационная реализация граничных 
условий для вихря. Переход на новый временной слой связан с ре­
шением линейных сеточных эллиптических уравнений для функции 
тока и вихря скорости.

8.3 .1 . Д иф ф еренциальная  задача

Численное моделирование динамики несжимаемой жидкости и 
процессов тепло- и массообмена часто проводится на основе использо­
вания функции тока и вихря скорости [86, 98, 101]. В настоящее вре­
мя имеется большое многообразие разностных схем для реализации 
такого подхода. При этом основное внимание уделяется проблемам 
аппроксимации конвективных слагаемых, граничным условиям для 
вихря. Успехи в разработке вычислительных алгоритмов подобного 
класса достигаются не только на теоретической проработке материа­
ла, но и на пути большой экспериментальной методической работы.

Рассматривается задача о нестационарном течении несжимаемой 
жидкости в полости прямоугольного течения под действием объемно 
распределенной силы. В прямоугольнике

Q = {х | х =  (*i, х2) , 0 < х а < 1а, а  -  1,2}

9. С а м а р с к и й  А .А . ,  В а б и щ е в и ч  П .Н .

8.3. Разностные схемы для задач 
гидродинамики в переменных
ТТфункция тока, вихрь скорости"
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компоненты скорости v =  (vi,v2) и нормализованное на плотность 
давление р определяются из уравнения движения

д \
dt

+ V (v) v + gradp -  — Av = f  (х, t)

х G П, t > 0, (8.73)

где Re — число Рейнольдса (безразмерный параметр задачи), f(v , t) — 
вектор объемных сил, V =  V(v) — оператор конвективного переноса, 
А — двухмерный оператор Лапласа. Уравнение (8.73) дополняется 
уравнением несжимаемости

divv = 0, х G ft, t > 0. (8.74)

Границы полости dft считаются твердыми и неподвижными и по­
этому условия прилипания и непротекания приводят к граничным 
условиям

v (x ,t)  =  0, х G dQ, t > 0. (8.75)

Пусть в начальный момент жидкость покоится и поэтому

v (х, 0) = 0, х G О. (8.76)

Задача (8.73) — (8.76) полностью описывает движение жидкости в 
сечении С1 на любой момент времени t > 0.

Вычислительный алгоритм строится на основе использования 
функции тока и вихря скорости. Компоненты скорости выражаются 
через ф ункцию  тока ^(х, t) следующим образом:

дф
v\ = дх2 ’ V2 = ~

дф
дГг'

(8.77)

поэтому условие несжимаемости (8.77) всегда выполнено. Для вихря 
скорости имеем

dv2  dv\ 
дх\ дх 2

(8.78)

С учетом (8.77), (8.78) уравнение движения (8.73) дает следующее 
уравнение для вихря скорости:

dw
I t

+ V (v) w ReAw = (p(x,t) ,

x G * > 0, (8.79)
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где

= d f 2 _ ^ d h
^  дх\ дх 2

Для функции тока получим уравнение Пуассона

—Аф =  iu, xG  П, t > 0. (8.80)

Система уравнений дополняется (см. (8.75), (8.76)) граничными и 
начальными условиями

v>(x,tf) =  0, —  (x,tf) =  0, x G9Q, t > 0,OV
Ф (х, 0) =  0, x G fi,

(8.81)

(8.82)

где v — внешняя нормаль.
В (8.79) конвективный член записывается с учетом определения 

компонент скорости согласно (8.77). Например, для конвективного 
слагаемого, определяемого (дивергентная форма) согласно

V (v ) =  v(a) (v<*) ’ v(Qr) w =  (v*w), a  =  1, 2, (8.83)
a=l

получим

v " ' ы = £  ( ^ w)  • (8'84) 

При таком определении конвективного слагаемого имеем

(V (v) w, ф) =  0. (8.85)

Для задачи (8.79) — (8.82)) с учетом (8.85) получим простейшую 
априорную оценку. Пусть Н =  (П) — гильбертово пространство с
нормой || • || и скалярным произведением (•,•). Домножая уравнение
(8.79) скалярно на ф, получим

~ | | gradV>||2 < j ^ | H | 2 + 2||f|| || gradi/>||.

Отсюда имеем искомую оценку
t

|| grad ф (х, 0  || < || grad ф (х, 0) || + 2 J ||f (x.s) ds. (8.86)
О

Оценка (8.86), выражающая ограниченность решения задачи (8.79) — 
— (8.82), будет служить ориентиром при построении разностных схем.

9*
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8.3 .2 . Д искретизац ия  по пространству

Для приближенного решения задачи (8.79) — (8.82) применяются 
разностные методы. В Г2 введем равномерную по каждому направле­
нию сетку й = и + ди> с шагами h\ и /12.

На множестве сеточных функций у, обращающихся в нуль на гра­
нице сетки, определим сеточный оператор Лапласа

В конечномерном сеточном гильбертовом пространстве Я  скалярное 
произведение определим выражением

В пространстве Я оператор А самосопряжен и положительно опреде­
лен (А = А* > 0).

Отдельного внимания заслуживают вопросы аппроксимации кон­
вективных слагаемых. Ориентируясь на использование линеаризован­
ных схем, мы не можем использовать дивергентную форму (8.83),
(8.84) для записи конвективного переноса вихря скорости или подоб­
ную недивергентную форму в силу того, что трудно рассчитывать на 
безусловное выполнение сеточного аналога (8.85).

На основании (8.77), (8.78) имеем

2

(8.87)

(у.*) =  ^ 1 / ( х ) ^ ( х ) / г 1Ь2.

1 / dw дф д 
~^2 \3 x i  дх2 **" дх2(

Определим вектор

, . dw dw
Я, = щ .  Ъ  = - Щ ( 8. 88)
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тогда можем записать конвективный перенос вихря в виде

V (v) w =  -V  (q) ф =  - 1  (V (q) -  V* (q)) ф. (8.89)

При такой записи мы интерпретируем конвективный перенос ви­
хря скорости как некоторый эффективный перенос функции тока. В
(8.89) сопряженный оператор с учетом (8.83) имеет вид

2

V*(V) = E  (V<a))*M - (v(o,))*K)ii> = -i>«^-, « = 1 , 2
а=1 а

и соответствует записи конвективных слагаемых в недивергентной 
форме. При записи конвективных слагаемых в операторной форме 
(8.88), (8.89) свойство (8.85) выполнено для любых векторов q.

В соответствии с (8.88), (8.89), используя аппроксимации цен­
тральными производными, аппроксимируем конвективные слагаемые 
следующим образом:

2

Й Ч ) = Х > <а) Ы  - (8-90)
а= 1

где с учетом (8.88)

V'0 ’ ( 9 i) ^ =  ^ +  (w .a^ ) . i ) .

V {2) Ы  Ф = + ( ™ » / ) . J  • (8-91)

При такой аппроксимации конвективного переноса имеем

(ч)ф>ф) =  0, (8.92)

т.е. в Н оператор V кососимметричен (V = — V*). Более того, косо­
симметричными будут и операторы V ^ ( q a), а = 1,2.

Будем использовать для приближенных решений те же обозначе­
ния, что и для точных. Аппроксимируем граничные условия (8.81) с 
использованием обычной формулы Тома для вихря скорости, так что, 
например, на левой границе области имеем

2
W (0,х2) =  -щ Ф{Ь\ ,Х2)  .
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Разностная задача записывается во внутренних узлах сетки, и поэто­
му дискретизация уравнений (8.79), (8.80) по пространству приводит 
нас к дифференциально-разностному уравнению

^ Л ^ > -  v  (q) ф+  ^ Л 2^  + =  И х ><)>

х 6 ft, t > 0. (8.93)

В (8.93) сеточная функция р(х) при граничных условиях Тома для 
вихря скорости определяется соотношением

2

? ( х ) =  53/»«(*«)»
а=1

Рос (#<*)

0, ha ^  3/Q; ^  I& hoc

х а — /ia , la — ha ,
a  =  1,2.

Учитывая вопросы вычислительной реализации, уравнение (8.93) пе­
репишем в виде

^ A i/» + (Л<1) + Л (2) ) ^  =  у», (8.94)

где

Л(1) = ^ Л 2, А<2> =  - К ( Ч) + Т , ( х ) я .  (8.95)

В силу этого

=  ( а ( » ) ‘ > 0 , > 0

при любых q.

8.3 .3 . Разностны е схемы расщ епления

Для построения разностной схемы введем равномерную сетку по 
времени с шагом г > 0 и пусть уп -  y(£n), =  n r. Простейшие раз­
ностные схемы для уравнения (8.94), (8.95) основаны на естествен­
ной линеаризации, когда оператор V(q) определяется решением на 
предыдущем временном слое. В силу неотрицательности операторов 
А^а\  а  =  1, 2 можно ориентироваться на различные схемы расщепле­
ния: факторизованные разностные схемы, суммарной аппроксимации,
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регуляризованные аддитивные и т.д., для которых имеет место без­
условная устойчивость для случая расщепления на два неотрицатель­
ных оператора. Здесь мы приведем простейшую разностную схему, ко­
торая ориентирована прежде всего на безытерационную реализацию 
граничных условий для вихря.

При использовании чисто неявной факторизованной схемы (ана­
лог схемы Дугласа-Рекфорда) с учетом (8.95) на первом этапе имеем 
разностное уравнение

ЛФп + 1/2-Л-Фп ч , , 1 л2/ , 1 / w  /оп ,м--------- ------------ V (q„) фп + - А гфп+1/ 2 + - ^ р  (х) фп =  ¥>„.(8.96)

Тем самым конвективный перенос, граничное условие для вихря 
берутся с предыдущего временного слоя. С учетом обозначений 
wn+i / 2  = Лп+1/2 уравнение (8.96) записывается в виде уравнения для 
вихря скорости

wn +1/2 “  wn г > / _  \ / , 1 Л  •
----------------------------^  ( Я п )  Фп +  Т Г “ Л м п  +  1/2 +т пе

+ — р(х)фп =  ¥>„. (8.97)

Второй этап состоит в коррекции по конвективному переносу и 
граничному условию для вихря скорости

...+ (д(х) -  V (q„)) {Фп+1 -  Фп) = о .  ( 8 . 9 8 )

При переходе на новый временной слой вихрь скорости определяется 
как решение самосопряженной сеточной эллиптической задачи (8.97), 
а для функции тока получаем несамосопряженную задачу (8.98).

Приведем соответствующую оценку для линеаризованной разност­
ной схемы (8.96) — (8.98). Для их получения достаточно восполь­
зоваться результатами исследования устойчивости факторизованных 
разностных схем двухкомпонентного расщепления. На основе теоре­
мы 2.2 для разностного решения (8.96) — (8.98) получим

lh/>n +  l | | .  <  | |V>n|| .  +  г | | ¥ > „ | | л - 1 , (8.99)

где

(i? + тЛ ^ ||л •

Оценка (8.99) имеет место без каких-либо ограничений на параметры 
расчетной сетки и является разностным аналогом априорной оценки 
( 8. 86) .
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На основе схемы (8.96) — (8.98) можно строить и другие линеа­
ризованные разностные схемы, ориентированные на повышение точ­
ности аппроксимации по времени, учет нелинейности и т.д. В каче­
стве примера отметим схему с дополнительным явным предиктором 
по нелинейности.

8.4. Задачи гидродинамики в естественных 
переменных

Ориентируясь на решение общих трехмерных задач, вычислитель­
ные алгоритмы приближенного решения уравнений Навье-Стокса для 
вязкой несжимаемой жидкости строятся на основе использования 
стандартных естественных переменных "давление, скорость". Основ­
ные проблемы численного решения таких задач связаны с расчетом 
давления, для которого в исходной постановке нет краевой задачи. 
На основе расщепления по физическим процессам (отделяется пере­
нос, связанный с давлением) строятся эффективные вычислительные 
алгоритмы, в которых на сеточном уровне формулируется эллипти­
ческая краевая задача для давления. Для простоты изложения мы 
ограничились двухмерной нестационарной задачей и полностью сов­
мещенной сеткой, когда все расчетные величины определены на еди­
ной прямоугольной сетке.

8.4 .1 . О собенности задач ги дроди нам и ки

Рассмотрим модельную задачу для уравнения Н авье-С токса. В 
ограниченной области Q с твердыми границами исследуется движение 
несжимаемой жидкости, обусловленное распределенными объемными 
силами. В естественных переменных "давление, скорость" уравнения 
движения и неразрывности имеют вид

Здесь v — скорость, р — давление, Re — число Рейнольдса, V — опе­
ратор конвективного переноса, который мы запишем в симметричной 
форме

dv  1
+ v (v) V + gradр — —  div grad v =  f (x, t ) ,

div v = 0, x 6 Q, 0 < t < T.

( 8. 100)

( 8. 101)

V (w )v =  -  [(w • grad) v +  div (w v)].
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Уравнения (8.100), (8.101) дополняются условием для однозначного 
определения давления

J р (х, t) dx  =  0, 0 < t < Т. 
а

На твердых границах условия прилипания и непротекания дают

v ( x ,0  =  0, x£<9fi, 0 < t < T .  (8.102)

Задано также некоторое начальное условие

v (х, 0) =  v° (х ) , х £ Q. (8.103)

Основные вычислительные трудности при решении задачи
(8.100) — (8.103) порождены несамосопряженностью задачи — пре­
жде всего несамосопряженностью оператора конвективного переноса 
в (8.104) и проблемами с расчетом давления [76, 101]. Для того что­
бы обрисовать пути решения первой проблемы, удобно рассмотреть 
модельные стационарные и нестационарные задачи для уравнений 
конвекции-диффузии. Для получения хорошей задачи для давления 
используются те или иные схемы расщепления по физическим про­
цессам [5, 11, 20, 80, 109] — аналоги классических аддитивных раз­
ностных схем для многомерных нестационарных задач.

При построении дискретных аналогов естественно ориентировать­
ся на такие аппроксимации, которые на дискретном уровне сохраняют 
важнейшие свойства. В этой связи упомянем прежде всего свойство 
монотонности аппроксимаций конвективно-диффузионного переноса 
(см., например, [5, 10, 14, 37, 47, 58]). Среди таких свойств необхо­
димо отметить также свойство консервативности разностной схемы 
— выполнение соответствующего закона сохранения на дискретном 
уровне. При исследовании уравнений Навье-Стокса для вязкой жид­
кости принципиальный момент связан с выполнением закона сохра­
нения для кинетической энергии. В частности, члены конвективно­
го переноса в уравнении движения и член, связанный с градиентом 
давления, не дают вклада в кинетическую энергию — как говорят, 
энергетически нейтральны. Изменение кинетической энергии в этом 
случае обусловлено только вязкой диссипацией. При дискретизации 
уравнений Навье-Стокса мы используем именно энергетически ней­
тральные аппроксимации для конвективного переноса и переноса за 
счет давления.
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Для моделирования течений несжимаемой жидкости многие про­
блемы порождены сложностью расчета давления. Для получения за­
дачи для давления применяется безусловно устойчивая (для линей­
ных задач) схема расщепления по физическим процессам, отделяется 
перенос, обусловленный давлением. В этом случае для разностного 
решения справедлива априорная оценка, согласованная с соответству­
ющей оценкой для дифференциального решения, которая выполнена 
при любых шагах по времени и пространству. Для давления получает­
ся строго определенная сеточная эллиптическая задача, для которой 
проблем с разрешимостью или постановкой граничных условий нет.

В рамках отмеченных основных особенностей вычислительных ал­
горитмов есть произвол, который связан с тем, что мы можем ис­
пользовать различные типы расчетных сеток. Например, давление и 
все компоненты скорости могут определяться в одних и тех же узлах 
единой сетки либо для каждой их этих физических величин можно 
использовать свою сетку и т.д. Для того чтобы ориентироваться в вы­
боре того или иного типа сеток, помимо теоретического рассмотрения, 
привлекается вычислительный эксперимент.

8.4 .2 . А приорная  оценка д л я  диф ф еренциальной  
задачи

Для решения рассматриваемой задачи выполняются некоторые ап- 
приорные оценки. Мы выделим основную и наиболее простую из них, 
которая с математической точки зрения выражает оценку нормы ре­
шения, а с физической — задает закон изменения кинетической энер­
гии.

Введем гильбертово пространство % =  Ь2 {П) функций со скаляр­
ным произведением

(гх, w) = J и (x)w  (х) dx  , и (х ) , w (х) 6 %
to

и соответствующую норму ||гх||. Для векторов и определим гильбер­
тово пространство 'Н2 как прямую сумму Н 2 =  % ф % со скалярным 
произведением и нормой

2

IN = у/ (и. и) •



8.4. Задачи гидродинамики в естественных переменных 267

Пусть %2 — подпространство /Н2) которое состоит из соленоидаль- 
ных функций, т.е. функций, для которых выполнены условия несжи­
маемости (8.101).

Перепишем уравнения (8.100), (8.101) в указанном подпростран­
стве как одно уравнение в следующей операторной форме. Будем ори­
ентироваться на операторную формулировку задачи (8.100) — (8.103) 
в виде задачи Коши для дифференциально-операторного уравнения

dv
—  + V (v) v + 'Pv + Afv = f , 0 < t < T  (8.104)
at

на подпространстве соленоидальных функций (divv = 0).
Оператор конвективного переноса в 1г(^) является кососиммет­

ричным

V(v) =  -V* (v)

и тем самым не дает вклада в кинетическую энергию ((Vv,v) =  0). 
Аналогичным свойством в рассматриваемом классе соленоидальных 
функций обладает оператор градиента

V \  — grad р, V = - V * .

Оператор вязкого переноса является симметричным и положитель­
ным

М =  -  div grad , Af =  N* >  0 .
Re

Чтобы получить простейшую априорную оценку для задачи Коши 
(8.103), (8.104) домножим скалярно в уравнение (8.104) на v. С 
учетом отмеченных свойств операторов получим априорную оценку

t
l|v (X, t) II < ||v° (х) II +  J II/ (х, s) ||ds . (8.105)

О

Она обеспечивает ограниченность решения. Для линейных задач 
оценка подобного типа дает устойчивость решения по начальным дан­
ным и правой части. В нелинейном случае, что и имеет место в нашем 
случае, оценка (8.105) обеспечивает устойчивость только тривиально­
го решения. Поэтому о таких оценках говорят как об оценках устой­
чивости в линейном смысле.
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8.4 .3 . А ппроксим ац ия  по пространству

Будем строить сеточные аналоги операторов которые
обладают отмеченными выше свойствами. Используется равномерная 
прямоугольная сетка с шагами h\ и /12 в прямоугольнике

Г2 =  {х | х =  (a?i, х 2) , 0 < ха < 1а , а  =  1, 2}.

Пусть из =  w + диз, где из — множество внутренних узлов, а диз — мно­
жество граничных узлов. Для сеточных функций определим гильбер­
тово пространство Я, в котором

(У, г ) = ]Ty(x)z(x)AiAa-

В Я 2 = Я  0  Я  имеем 

2

(y iz) =  X l ( !/">2a)-
Of = 1

Обозначим через Л сеточный оператор Лапласа на обычном пяти­
точечном шаблоне

2

A y = ~ Y ^  ■
а=1

В Я  на множестве сеточных функций, обращающихся в нуль на диз, 
оператор А является самосопряженным и положительно определен­
ным (А =  А* > 0).

Определим пространство Я? как подпространство Я 2, состоящее 
из соленоид ал ьных сеточных функций, удовлетворяющих дискретно­
му аналогу условия несжимаемости

div/jW =  0, хЕш*,  (8.106)

где из* -  подмножество сетки из, которое мы конкретизируем позднее.
Рассмотрим следующую дифференциально-разностную (непре­

рывную по времени и дискретную по пространству) задачу:

^  +  С (w) w + Pw  + /Vw =  f , w € 0 < t < T ,  (8.107)

w  (x, 0) =  v °  ( x ) , x  €  w. (8.108)
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В соответствии с симметричной формой оператора конвективного 
переноса V используем следующую центральноразностную аппрокси­
мацию

C ( w ) y  =  -  ( (u ^ y )^  +  • (8.109)
<3=1

В этом случае

(C (w )y ,y ) = 0 (8.110)

для любых w ,y  £ Я 2, обращающихся в нуль на ди. Тем самым раз­
ностный оператор конвективного переноса наследует основное свой­
ство кососимметричности дифференциального оператора C(v). 

Рассмотрим сеточный оператор N

* = ^ л ,  (8.111)

где Л определен выше. Этот оператор наследует свойства оператора 
М ) т.е. N  = N* > 0.

Осталось построить кососимметричный сеточный оператор Р. Ис­
пользуем следующее представление:

Pw =  gradfcp, w е Н ^  (8.112)

для разностного оператора Р. Оператор Р будет кососимметричным, 
если

(Pw ,w ) =  0, w € Я,2. (8.113)

Для того чтобы выполнить свойство кососимметричности опера­
тора Р, для которого справедливо (8.112), необходимо использовать 
согласованные аппроксимации операторов градиента и дивергенции.
Согласованность аппроксимаций операторов grad^ и div^ 
в смысле выполнения равенства

понимается

(gradAp,w ) =  -(p,divftw)*, (8.114)

где

К уГ  =  Y  v (х) у (х) hxh2. (8.115)
х€о>*

Очевидно, что равенство (8.113) при использовании представления 
(8.112) для оператора Р будет верно, если сеточные операторы grad^
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и div/i согласованы в смысле выполнения (8.114), (8.115) и div^w = 0 
для х £ cj* .

Для того чтобы получить согласованные аппроксимации операто­
ров grad^ и div/t, мы сначала определим оператор grad^ и затем ис­
пользуем равенство (8.115) для конкретизации формы оператора div^ 
и множества узлов w* 6 й.

Выбирая направленные аппроксимации назад для разностного 
оператора градиента

gradЛР =  (ргиРг,), х 6 и,  (8.116)

из (8.115) получим

2 2

(gradftP, w) =  Y, (Р*-> w«) = ~Y,(p' •
Qf=l Of— 1

Для сеточного оператора дивергенции в рассматриваемом случае 
получим представление

div/,w = (u>i)Xl + {и>2 )Х], х 6 w*. (8.117)

Из (8.114) и (8.117) следует, что давление р и оператор div/, должны 
определяться на одном множестве узлов cj*, причем

U) — {х — (Xi, Х2) | Ха — iahoe) ia — 0,1, . . . ,  N& — 1, i \  *1" 2*2 ф 0}.

При аппроксимациях (8.116) и (8.117) обеспечивается свойство ко­
сосимметричности оператора Р.

8.4.4 . А д д и ти вн ы е  разностны е схемы

При аппроксимации по времени используются схемы расщепления, 
которые позволяют наиболее естественно сформулировать задачу для 
давления. Запишем (8.107) в виде

—  -h (AM + А w = f , 0 < t < Т.

При рассматриваемом двухкомпонентном расщеплении выделим опе­
ратор давления так, что

=  У (w) +  TV, A(l ) {w) Ф (-4<и) - 0'

А<Я = Р, Д < ! 1 = - ( л < ! > ) \
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Далее мы может ориентироваться на те или иные схемы рас­
щепления: типа переменных направлений, факторизованные, аналоги 
локально-одномерных и т.д. Например, при использовании аналога 
схемы Дугласа-Рекфорда имеем

— —  + A(1) (wn) wn+1/2 +  4 (2)w„ =  f„, (8.118)

Wn+i^ W" + Л(1) (wn) wn+1/ 2 + 4 (2)wn+t = fn, x G u>. (8.119)

Для (8.118), (8.119) имеет место безусловная устойчивость (в линей­
ном смысле)

( е  + гЛ (2)) wn+1 < (i? +  гЛ (2)) wn +  r ll*'«ll-

Уравнение (8.118) соответствует неявному конвективно-диффузион­
ному переносу при явном определении градиента давления

Wn+1/^— —  + (V (w„) + N)  w„+1/2 +  gradhpn = fn, x € u.

Второй шаг (уравнение (33)) соответствует неявному переносу за счет 
градиента давления:

Wr>+1T - п- + (v  (w„) +  N)  wn+1/2 +  gradftpn+1 =  f„, X € w,

divftwn+i =  0, х € ш * .

Численная реализация этой схемы связана с решением несамосо­
пряженной эллиптической задачи для определения wn+i/2 и с реше­
нием самосопряженной эллиптической задачи для 6р =  рп+\ — рп

divftgradhdp =  ld iv ftvn+1/ 2) х € ы.

После этого (поправка по давлению) определяется поле скоростей на 
новом временном слое

wn+i =  wn+1/2 -  rgradft (р„+1 -  Рп), X € W.

Шаблоны оператора div/igrad^ зависят от типа сетки и аппроксимации 
операторов div и grad.

Аналогично на основе схем расщепления по физическим процессам 
строятся разностные схемы при использовании других аппроксимаций 
операторов градиента и дивергенции, других типов сеток.



Глава 9

Схем ы  деком позиции  

области
Обсуждаются возможности построения вычислительных алгорит­

мов приближенного решения многомерных задач математической фи­
зики на современных параллельных компьютерах. Основной подход 
связан с декомпозицией (разделением) расчетной области на ряд по­
добластей. Исходная задача разбивается на ряд подзадач, каждая из 
которых решается в своей подобласти на своем процессоре (своей эле­
ментарной машине). При рассмотрении нестационарных задач мате­
матической физики особого внимания заслуживают безытерационные 
варианты метода декомпозиции области, когда переход на новый вре­
менной слой связан с решением отдельных подзадач. На границах по­
добластей задаются различные обменные граничные условия, которые 
порождаются выбором того или иного оператора декомпозиции обла­
сти. Проведено исследование разностных схем декомпозиции области 
при решении краевых задач для параболических и гиперболических 
уравнений второго порядка на основе тех или иных аддитивных раз­
ностных схем.

9.1. Методы декомпозиции области
На примере краевой задачи для параболического уравнения вто­

рого порядка в прямоугольнике рассматриваются общие подходы к 
построению параллельных алгоритмов для численного решения мно­
гомерных нестационарных задач математической физики на основе 
декомпозиции области на ряд подобластей.

9 .1 .1 . Общ ее описание

Методы декомпозиции области на подобласти используются для 
приближенного решения краевых задач математической физики в 
сложных нерегулярных областях и для построения эффективных вы­
числительных алгоритмов для современных вычислительных систем
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с параллельной архитектурой. В настоящее время наибольшее разви­
тие получили методы декомпозиции области для эллиптических урав­
нений второго порядка (см., например, [4, 78, 83, 114, 116]). Рассма­
триваются итерационные методы декомпозиции области с (или без) 
наложением отдельных подобластей при различных краевых услови­
ях на границах подобластей (обменных граничных условиях). Особое 
внимание уделяется разработке асинхронных (параллельных) алго­
ритмов, которые позволяют организовать независимые вычисления в 
отдельных подобластях на каждом итерационном шаге.

Отметим некоторые возможные подходы при использовании мето­
дов декомпозиции области для приближенного решения нестационар­
ных задач математической физики.

Первый (традиционный) подход основан на использовании клас­
сических неявных схем и итерационных методов декомпозиции обла­
сти для численного решения сеточной эллиптической задачи на новом 
временном слое.

При втором подходе особенности нестационарных задач (решение 
при переходе на новый временной слой мало меняется) учитывают­
ся более полно. Предложены и исследованы новые безытерационные 
схемы декомпозиции области (регионально-аддитивные схемы) в раз­
личных вариантах (ссылки на оригинальные работы приведены, на­
пример, в [59]).

На основе декомпозиции одномерных задач строятся параллель­
ные варианты стандартных схем расщепления по пространственным 
переменным: переменных направлений, факторизованных, локально­
одномерных (покомпонентного расщепления), векторных и регуляри- 
зованных разностных схем.

При приближенном решении нестационарных задач математи­
ческой физики основное внимание должно быть уделено безыте- 
рационным вариантам метода декомпозиции — так называемым 
регионально-аддитивны м  схемам [9, 50, 55, 104, 106]. Эти алго­
ритмы наиболее полно учитывают специфику нестационарных задач, 
когда переход на новый временной слой связан с решением набора 
отдельных задач в подобластях при задании тех или иных граничных 
условий с предыдущего временного слоя.

Проблемы построения схем декомпозиции области удобно обсу­
ждать на примере простейшего двухмерного параболического урав­
нения второго порядка в прямоугольнике.
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9.1 .2 . М одельная параболическая задача

Рассматривается краевая задача в прямоугольнике Q

П =  {х | х =  (zi, х2) , 0 < х а < la , а = 1,2}

с параллельными осям сторонами. Ищется решение параболического 
уравнения

ё Н '  х=(1,'11)6П' <>0- (91)
Уравнение (9.1) дополняется однородными граничными условиями 
Дирихле

и (х, 0  =  0, х £ 9Г2, * > 0  (9.2)

и начальным условием

и (х, 0) =  и0 ( х ) , х £ П. (9.3)

Введем в области Г2 равномерную по каждому направлению х а 
сетку с шагами /ia , а =  1,2. Пусть о; есть множество внутрен­
них узлов сетки. На множестве сеточных функций v(x), таких что 
v(x) =  0, я ^ и>, определим гильбертово пространство Н  со скаляр­
ным произведением и нормой

( у - v ) =  Л 2> ||у|| =  \ Л у > у)-

Зададим сеточный оператор А 
2

А =  £ > в) (9.4)
ОГ= 1

где

Aav = -  (аа (x)vsa)Xa , х € w, а  =  1,2.

Для коэффициентов этого разностного оператора для задач с доста­
точно гладкими коэффициентами положим, например,

а 1 (х ) =  \  ( к  М  +  к  (*1  -  Л ь  Х 2 ) ) ,

02 (х) =  1 (к (х) + к2 (ху,х2 -  h i ) ) .
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В пространстве Я  оператор А самосопряженный и положительный 
(А = А* > 0).

От задачи (9.1)-(9.3) при заданном v(x, 0), х Е и  придем к диф­
ференциально-операторному уравнению

+ Av = 0, х Е и. (9.5)
at

При приближенном решении задачи Коши для уравнения (9.5) будем 
применять метод декомпозиции области. Вычислительный алгоритм 
основан в этом случае на решении задач в отдельных подобластях 
расчетной области на каждом шаге по времени.

9.1.3. Д еком п о зиц ия  области

Пусть область О состоит из р отдельных подобластей

п  = Пх и п 2 и - - - п р,

которые могут налегать друг на друга. Работа отдельных вычис­
лительных узлов параллельного компьютера (элементарных машин) 
связана с решением подзадачи в каждой выделенной подобласти. 
Именно декомпозиция всей области на подобласти позволяет эффек­
тивно использовать параллельные компьютеры при приближенном 
решении многомерных задач математической физики. М етод д е­
композиции области дает возможность адаптировать вычислитель­
ный алгоритм к параллельной вычислительной системе с произволь­
ной организацией памяти и связями между отдельными вычислитель­
ными узлами.

На рис.9.1 схематично изображено разбиение расчетной области 
(прямоугольника ft) на отдельные подобласти с налеганием прямы­
ми Х\ = const. Такое разбиение ориентируется на простейшую архи­
тектуру параллельной вычислительной системы типа линейка, когда

Рис. 9.1. Декомпозиция области по одному направлению
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Рис. 9.3. Декомпозиция по двум направлениям

процессоры (элементарные вычислительные машины) соединены по­
следовательно с двумя ближайшими соседями (рис. 9.2).

Подобласти могут группироваться для решения подзадачи на от­
дельном процессоре. Группирование можно провести всего на две по­
добласти Q\ и 0 .2 , каждая из которых будет состоять их нескольких 
подобластей, не связанных друг с другом. Здесь мы можем говорить 
о двухцветном раскрашивании области, не выделяя подобласти нало­
жения.

Более сложная декомпозиция, которая соответствует фактически 
четырехцветному раскрашиванию, изображена на рис.9.3. В этом слу­
чае мы должны ориентироваться на решетку процессоров (рис.9.4).

Наиболее просто идея декомпозиции области при приближенном 
решении нестационарных задач математической физики реализуется 
с использованием явных разностных схем. Пусть уп есть разностное 
решение на момент времени tn =  n r, где г  > 0 -- шаг по времени. Для 
модельной задачи (9.5) будем иметь

Уп+1 — Уп л п---------------ь Ауп = 0 , х е ш ,
т

(9.6)
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Рис. 9 4. Решеточная архитектура параллельного компьютера

В этом случае фактическая ширина области налегания минималь­
на и равна h\ или /12, минимальны также обмены между элементар­
ными машинами. Хорошо известны и принципиальные трудности ис­
пользования явных схем при приближенном решении нестационарных 
задач, связанные прежде всего с жесткими ограничениями на соотно­
шения сеточных шагов. При численном решении прикладных задач, 
когда коэффициенты уравнений меняются сильно, необходимо стре­
миться использовать неявные схемы. Обсудим возможности построе­
ния разностных схем, ориентированных на параллельные компьюте­
ры, которые по свойству устойчивости были бы близки к безусловно 
устойчивым неявным разностным схемам, а по организации вычисле­
ний — к упомянутым выше явным схемам (9.6).

9.2. Схемы двухкомпонентного 
расщепления

Наиболее важный класс схем декомпозиции — регионально­
аддитивные схемы двухкомпонентного расщепления, когда расчетная 
область разбивается на две подобласти, каждая из которых состоит из 
ряда непересекающихся подобластей (см., например, рис.9.1). В этом 
случае используются аддитивные схемы переменных направлений.

9.2.1. О ператоры  де ко м п о зиц ии  области

Будем искать решение модельной краевой задачи для параболиче­
ского уравнения второго порядка (9.1), (9.3). После дискретизации по
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пространству приходим к задаче Коши

^  + Ау  =  0, х € w, (9.7)

у (х, 0) =  и0 ( х ) , х € w. (9.8)

Самосопряженный и положительный оператор А определяется на 
множестве функций, обращающихся в нуль в граничных узлах, со­
отношением

2

а у = -  Y 1  (°а (х ) > x € w  (9-9)
а=1

при соответствующем задании коэффициентов.
Пусть область Q состоит из двух отдельных подобластей

Г2 =  f i i  U 0 . 2 -

Каждая из этих подобластей состоит в свою очередь из набора непе- 
ресекающихся подобластей, что соответствует двухцветному (красно­
черному) разбиению. Пример подобного разбиения реализуется при 
декомпозиции исходной расчетной области по одному направлению 
(см. рис.9.1).

Построение регионально-аддитивных разностных схем основыва­
ется на специальном аддитивном представлении оператора исходного 
уравнения (9.9) и применении тех или иных схем расщепления. Выбор 
оператора и схемы расщепления соответствует выбору определенной 
схемы вычислений в отдельных подобластях, в частности выбору об­
менных граничных условий на границе подобластей.

Пусть — узлы сетки w, лежащие в подобласти Па , а  =  1,2. Бу­
дем строить схемы декомпозиции области на основе разбиения едини­
цы области Q. Определим функции

^w={>o°’ x7n?;' “=1-2' <91°)
причем

XI (х) + Х2  (х) =  1, х е П .  (9.11)

Рассматривается класс схем декомпозиции, когда для оператора А 
имеет место аддитивное представление

А =  +  Л<2), (9.12)
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в котором операторы А^а\  а  =  1,2 связываются с отдельными по­
добластями, с разбиением (9.10), (9.11). Выбор расщепления подчинен 
требованию, чтобы исходная задача распадалась на решение отдель­
ных подзадач в подобластях а  =  1, 2.

Наиболее естественный выбор операторов декомпозиции связан с 
заданием операторов А^а\  а  =  1, 2 в виде

А ^  = ХаЛ, а  = 1 ,2 .  (9.13)

Можно также предложить следующее представление для операторов 
декомпозиции:

Л<“> =  Лх«, а  = 1 ,2 .  (9.14)

Очевидно, что для таких расщеплений теряется свойство самосопря­
женности: ф (Л ^ )* , а =  1,2.

Часто ориентируются на использование расщепления (9.11), (9.12) 
с самосопряженными операторами А<“>, а = 1,2. Положим

2

А (а)у = -  У '  (а^а) (х)ухэ) , X 6w ,  а  =  1,2. (9.15)
«=1 хв

Сеточные операторы А^а\ а  = 1 , 2  аппроксимируют дифференциаль­
ные вырождающиеся эллиптические операторы

к (х) Ха а  =  1,2.

Коэффициенты а («)
0 определим аналогично а^, положив, например,

а[а) (х ) =  ^ (х) Ха (х) + к ( х ! -  hi ,X2) Ха (*1 ~  ^1, ЯГ2)) ,

4 а) (х) =  1 (Аг (х) Ха (х) +  к2 (xU X2 -  k 2) Ха { х и х 2 -  h2) ) .

При выборе (9.11), (9.12), (9.15) имеем Л*") =  (А<">)* > 0 , а  =  1,2.

9.2 .2 . Р егион а л ьн о-а д д ити вн ы е  схемы

При использовании расщепления (9.11), (9.12) с самосопряженны­
ми и неотрицательными операторами А Н , а  =  1,2 (операторами де­
композиции (9.15)) легко строятся безусловно устойчивые разностные
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схемы для решения уравнения (9.7) с начальным условием (9.8). Сре­
ди них отметим соответствующие аналоги разностных схем перемен­
ных направлений, факторизованных схем, схем сумхмарной аппрокси­
мации. В этой связи особый интерес имеет проблема точности прибли­
женного решения, его зависимости от области налегания Пз = 
от функций Ха(я)5 а — 1>2. Отдельного изучения требуют схемы с 
несимметричными операторами декомпозиции.

Подробно рассмотрим аналог классической схемы Дугласа- 
Рекфорда — схему стабилизирующей поправки. Пусть уп — разност­
ное решение на момент времени tn =  пт, т > 0 — шаг по времени. 
Переход на новый временной слой осуществляется в соответствии с

5».+./= — У" + A m y„t l  + А т у„ = о, (9.18)
т

*.*■ -* .+ ■ /*  +  Дт  (»м-| - у * )  =  о. (9.17)т

При Д(“) = (Л(а>)* > 0, а  =  1, 2 имеет место безусловная устойчи­
вость схемы (9.16), (9.17) (см., например, теорему 2.2) и для разност­
ного решения имеет место оценка

( е +  г Л (2))  Уп+ 1 < ( е  + гЛ<2>) уп (9.18)

Разностная схема (9.16), (9.17) при задании операторов декомпо­
зиции, согласно (9.13), (9.14), принадлежит к классу схем с оператор­
ными множителями, к симметризуемым разностным схемам, которые 
подробно исследованы в книге [59].

Рассмотрим вначале схему (9.16), (9.17) при расщеплении (9.12),
(9.13), т.е.

‘h u l l — УЛ  + Х1 (я) Ауп+1 / 2  +  Х2 (*) л у п = 0, (9.19)

— Уп+1/2 + Х2 (г) А {уп+1 -  уп) =  0. (9.20)т

Положим A l/ 2yn + a / 2  =  Un+<*/2> а  =  1, 2 и домножим уравнения (9.19), 
(9.20) на Л 1/ 2, что дает

г,п+1/*— — + Я (1)1>п+|/2 + =  0, (9.21)

т
(9.22)
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где

А (а) =  А 1/3Х а ( * )А 1/2, Л<а) =  (л<“>)*> 0, а  = 1 ,2 .  (9.23)

Для симметризованной разностной схемы (9.19), (9.20) имеет место 
оценка типа (9.18)

( £  +  тЛ<2)) Уп + 1 < Уп

Аналогично рассматривается разностная схема (9.12), 
(9.16), (9.17)

(9.24)

(9.14),

У п+ 1 /*— — +  Ах  1 ( г )  Уп+х/2 +  А х 2 (а:) Уп =  о, (9.25)

У"+1_~ + Ау2 (») (уте+1 -  уп) = 0. (9.26)
т

Для преобразования разностной схемы (9.25), (9.26) к виду (9.21),
(9.22) достаточно положить А ~ 1/ 2уп+а/ 2 =  vn+cx/ 2) а  =  1,2 и домно- 
жить ее слева на Л” 1/ 2. В этом случае имеем

А а = А - 1' 2х а ( х ) А - 1/ 2, А а = А*а > 0, q =  1,2,

а соответствующая оценка устойчивости принимает вид

( е  + гА*2*) уп+1 <
А-» ~

( е  + тА ^ 2 ) Уп
А-

(9.27)

Полученные оценки безусловной устойчивости (9.18), (9.24), (9.27) 
для схем расщепления (9.12), (9.16), (9.17) позволяют сформулировать 
следующее утверждение.

Теорема 9.1. Для разностной схемы декомпозиции (9.12), (9.16), 
(9.17) с выбором операторов А^а\  а = 1,2 согласно (9.15), (9.13) и
(9.14) имеет место оценка устойчивости по начальным данным

( Е + гА(2)) Уп+i <

D ~

( е  + тА<2)) уп ||о (9.28)

где D = А, А 1 и Е  соответственно.
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9.2 .3 . Т о чн о сть  разностного  реш ения

Исследование сходимости разностных схем декомпозиции, как 
обычно, проводится на основе соответствующих оценок разностного 
решения по правой части. Будем считать для простоты изложения, 
что точное решение дифференциальной задачи имеет необходимую 
по ходу изложения гладкость.

Для исследования точности разностной схемы декомпозиции обла­
сти (9.12), (9.16), (9.17) запишем соответствующую задачу для по­
грешности zn = уп -  иП) ип = и(х, £„), х £ w, полагая zn+i/ 2 = 
=  Уп+1/2 -  ип+1, и пусть z0 = 0. Из (9.16), (9.17) получим

+А>'>2„,/1 +А<’> (9.29)

= (9.30)т

Для погрешностей аппроксимации имеем

Фк" =  -  ^ » ) « я + 1/2 -  Л<2»ип, (9.311

■0i2) = ~ А {2) (ип+1 -  и „ ) . (9.32)

Для схемы (9.29). (9.30) при А (°0 > 0, а  =  1,2 имеет место (см. 
теорему 2.2) следующая оценка устойчивости по правой части

( е  + г л (2)) 2П+1|| < Е г ( |1 ^ 1)11 + 11^2)и) -  (9-33)
к=0

Для конкретизации оценки погрешности разностного решения схе­
мы декомпозиции (9.16), (9.17) запишем погрешности аппроксимации
(9.31), (9.32) в более удобном виде. Принимая во внимание

A (l)un+1 + А (г)ип = Лип+1 -  А {2) (un+i -  ип) ,

для достаточно гладких решений будем иметь

^  = О (г + |Л|2) + ТАМ ^  + О (г)^ , 

фМ = - ГЛ<2> + О (г)^ ,

где \h\2 = h\ -f h
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При использовании оператора декомпозиции (9.15) имеем

А <  2 >

ди
Ж

< М 1 Y j Ь  (*)*. I
0=1

<A/i||Xa (*)IU,

и поэтому оценка (9.33) для погрешности принимает вид

|| ( Е +  г Л (2 ))  2n + i|| < М ( т +  \h\2 + г||х2 ( ^ )  ||л ) • (9 .3 4 )

Таким образом, скорость сходимости разностной схемы декомпози­
ции зависит от ширины области налегания подобластей fii и (см. 
слагаемое с ||x2(^)IU в оценке (9.34)). В предельном случае мини­
мального наложения подобластей (ширина области налегания 0(\h\)) 
скорость сходимости есть 0(\h\~l/ 2r  + |Л|2).

В схеме декомпозиции (9.12), (9.13), (9.16), (9.17) для погрешности 
имеем разностную схему

^n + l/2 Zn 
Т + X l^n+ l/2  +  Х2 Azn = ф £ \ (9.35)

+ Х2а  {Zn+1 _  г„) =  *<»>, (9.36)

где с учетом (9.13), (9.31), (9.32) имеем

Фп] = - Un + 1/*----—  -  ХИ«п + Х/2 +  Х2 Аип,

Ф(п ] =  - Х 2 Л ( U n + j -  Un) .

В силу такого представления для погрешности имеем

V><l> =  0 ( r + | / i | 2) ,  фМ = 0(т).

После симметризации (см. (9.19) — (9.23)) для погрешности из 
(9.35), (9.36) получим оценку

II ( e  + tAW) zn+1|U < Y T ( lltf ’iu + ll42)IU) • (9.37)
k=0

Принимая во внимание выражение для погрешностей аппроксимации, 
из (9.37) получим оценку аналогичную (9.34)

|| ( #  +  тЛ (2)) 2„+1||а < М  (т +  |Л|2 + т||х2 (®) IU) •
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Исследование разностной схемы (9.12), (9.14), (9.16), (9.17) приво­
дит нас к оценке

II ( е  + г Л (2>) Zn+ilU-i < М ( т +  \h\2 +  т||х2 (х) ||а) •

Из подобных оценок следует условная сходимость регионально­
аддитивных разностных схем при использовании схем с минимальным 
наложением.

9.3. Регионально-аддитивные схемы 
многокомпонентного расщепления

Рассматриваются разностные схемы декомпозиции области для 
приближенного решения нестационарных задач при разбиении исход­
ной области на большое число подобластей. В качестве примера, взяты 
классические аддитивные схемы класса суммарной аппроксимации: 
схемы покомпонентного расщепления (операторные аналоги обычных 
локально-одномерных схем) и аддитивно-усредненные схемы, которые 
более полно учитывают специфику современных параллельных ком­
пьютеров.

9.3 .1 . М одельная задача

Выше рассматривались регионально-аддитивные аналоги класси­
ческих схем переменных направлений для задач, когда возможно рас­
щепление на два оператора. При ориентации на испсаьзование совре­
менных мощных многопроцессорных систем необходимо использовать 
схемы с расщеплением на большее число операторов — многоцветное 
разбиение. Такая ситуация наблюдается при декомпозиции по двум и 
более переменным.

Для таких задач необходимо ориентироваться на использование 
аналогов безусловно устойчивых аддитивных схем многокомпонентно­
го расщепления. Примером являются разностные схемы покомпонент­
ного расщепления, векторные аддитивные схемы, регуляризованные 
аддитивные схемы. Здесь мы проведем подробное исследование двух 
основных классов регионально-аддитивных разностных схем. Первый 
из них связан с использованием двухслойных схем покомпонентно­
го расщепления. Проводится исследование зависимости точности от 
разбиения области. Аналогичные результаты удается получить и для
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аддитивно-усредненных разностных схем декомпозиции области, ко­
торые фактически являются параллельным вариантом схем покомпо­
нентного расщепления. Последние можно рассматривать как одноите- 
рационную реализацию обычных неявных схем на основе классическо­
го синхронного (аддитивного) варианта метода Шварца. Аддитивно- 
усредненные схемы в этом контексте могут связываться с асинхрон­
ным (мультипликативным) вариантом метода Шварца.

Снова рассмотрим в качестве модельной двухмерную задачу в 
прямоугольнике с параллельными осям координат сторонами. В П 
ищется решение параболического уравнения

d i  -  Е  (*  (х ) = ° ’ х =  0  0,(9.38)

дополненного простейшими однородными граничными условиями 
первого рода

и (х, t) =  0, х G dQf t > 0 (9.39)

и начальным условием

и (х, 0) — уР ( х ) , х G П. (9.40)

После дискретизации по пространству получим дифференциаль­
но-разностную задачу для уравнения

- ^  + Ау = 0, х € w (9.41)

с начальными условием

у (х, 0) =  и0 ( х ) , х 6 Q

и оператором А = А* > 0 в обычном гильбертовом пространстве се­
точных функций Я .

9.3 .2 . Р е гионал ьно-адд итивны е  схемы

Пусть теперь область П состоит из р отдельных подобластей

n  =  fii и п 2 u - - - i m p.

Пусть wa — узлы сетки и, лежащие в подобласти Cla, а  =  1,2, . . .  ,р. 
Определим функции

Ха
> О, X € С1а , 
О, х £ Па , а =  1 ,2 , . . . , р (9.42)
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при

5 3 х а (х )  =  1, Х б П .  (9.43)
ОГ = 1

Рассматривается класс схем декомпозиции при многокомпонент­
ном расщеплении, когда

р

A = Y l A{a)- (9-44)
0 = 1

Снова будем использовать три следующих основных класса операто­
ров декомпозиции:

А {а)=ХаА,  а = 1 ,2, . . .  ,р, (9.45)

Л(а> =  Лха, а  =  1 ,2, . . . ,р , (9.46)

2
А (а)у =  -  ^ 2  (а%(х ) ш в)Х11, x 6 w ,

а=1
а  =  1 ,2, . . .  ,р. (9.47)

В последнем случае, напомним, сеточные операторы , а — 
=  1, 2 , . . . ,  р аппроксимируют дифференциальные вырождающиеся 
эллиптические операторы

.,Р.

При использовании схемы покомпонентного расщепления переход 
на новый временной слой для приближенного решения задачи Коши 
для уравнения (9.41), (9.42) осуществляется в соответствии с

Уп+а/р Уп+{а-1)/р +А(а)(т 
Т

+Л (а) (1 — сг) уп+(<*_ 1)/р =  0, а  = 1) 2 , . . .  ,р, (9.48)

где 0 < а < 1 — параметр (постоянный вес).
При задании операторов декомпозиции в соответствии с (9.45) раз­

ностная схема (9.48) принимает вид

+ Х'А<гу̂ /г+
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+Ха-А (1 -  <т) Уп+(а-1 )/р = о, а = 1 , 2 , . . . , р .  (9.49)
Разностную схему (9.49) можно интерпретировать как схему с пе­

ременным шагом по времени (локальный шаг равен т\а)-
Она принадлежит к классу симметризуемых разностных схем. По­

ложим А 1/ 2уп+а/р =  t;n+a/p, а  =  1,2, ...,р и домножим (9.49) слева на 
Л1/ 2, что дает

vn+a/p vn + (a-l)/p
Т

+ А {а)сгуп+а/р +

+ i (a) (1 -<т)уп+{а. 1)/р = 0, а ~  1, 2 , . . .  ,р, (9.50)

где

1<“) =  А 1' 2Ха (х) Л1/2, Л*"' =  (Я <а))* > 0. (9.51)

Для исследования устойчивости схемы (9.50), (9.51) с симметрич­
ными разностными операторами привлекаются результаты исследо­
вания аддитивных разностных схем покомпонентного расщепления.

Теорема 9.2. Разностная схема покомпонентного расщепления-де­
композиции области (9.48) при а > 0, 5 устойчива в На , а для разност­
ного решения справедлива оценка

l l2/n+i |U<IMU. (9.52)

Доказательство, После симметризации (9.49) мы приходим к схе­
ме (9.50), для которой имеет место (см. теорему 3.1) оценка

ll»n+i|| < INI.  (9.53)

Из (9.53) следует утверждение теоремы об устойчивости регионально­
аддитивной схемы (9.48) по начальным данным. ■

Помимо схемы покомпонентного расщепления (9.48), заслужива­
ет отдельного рассмотрения аддитивно-усредненная схема, которая 
обладает большими возможностями по распараллеливанию. Переход 
на новый временной слой осуществляется следующим образом. Сна­
чала находятся вспомогательные функции yn+<*/p> а  =  1, 2 , . . .  , р из р 
задач

Уп + a/p Уп + (ос-1)/р
Т + A (a)ayn+aiP+
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+ А{а) (1 -  <т)Уп+(а-1)/р =  0, ос = 1 ,2 , . . .  ,р. (9.54)

Затем уже находится приближенное решение на новом временном слое

Наиболее существенно то, что этап (9.54) реализуется в каждой от­
дельной подобласти независимо от других подобластей. Такая асин­
хронность является принципиальной при построении параллельных 
алгоритмов.

Аддитивно-усредненная разностная схема декомпозиции области 
(9.54), (9.55) при а > 0,5 устойчива в Яд, а для разностного реше­
ния справедлива оценка (9.52). Исследование проводится полностью 
аналогично случаю схемы покомпонентного расщепления (9.48).

9.3 .3 . С ходим ость схем деком позиции

При исследовании регионально-аддитивных схем основное вни­
мание должно уделяться вопросам точности, в частности зависимо­
сти погрешности приближенного решения от разбиения, от функций 
Ха, & — 1,2, . . . , р .  Выше при рассмотрении схем двухкомпонентно­
го расщепления получены оптимальные оценки скорости сходимости 
схем декомпозиции, которые при минимальном наложении имеют вид

Будем считать для простоты изложения, что точное решение диф­
ференциальной задачи (9.38) — (9.40) имеет необходимую по ходу 
изложения гладкость. Для исследования точности разностной схемы 
покомпонентного расщепления-декомпозиции области (9.48) запишем 
соответствующую задачу для погрешности zn = уп — иП) x E w .  Эту 
схему можно рассматривать не с позиций суммарной аппроксимации, 
а интерпретируя ее как схему полной аппроксимации с локально пе­
ременными шагами по времени.

Сеточную функцию уп+а/Р будем рассматривать как приближен­
ное решение исходной задачи на момент времени

(9.55)

0 ( T \ h \ - ' / * ) .

а а

tn+a/P (х) =  х/» (х) *n+i +  1 -  X !  (х) I <„•
0 = 1  V 0 = 1  )

Для погрешности на промежуточных шагах положим

z n+a/p  — Уп+а/р и п+ос/р>
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где

ип+а/р — ^   ̂Х0 (х ) ип +1 4* 
Р = 1

1 -  5 3  хе (х)
0=1

Uп • (9.56)

Из (9.51) получим следующую разностную схему для погрешности:

Zn+a/p Zn + (a-i)/p t _ (
^  +  Х<*А \CTZn +a /p -f (1 СГ) n̂ + (a - l )/p) —

=  Фп+cx/pi a = l , 2 , . . . , p ,  (9.57)

где для погрешности аппроксимации имеем

/ ип+а/р — ип+(а-1)/р
Фп+а/Р = -------------------------------

—Хог*4 (сгип +а /р  4* (1 — (т) i)/p) • (9.58)

Покажем, что для погрешности разностной схемы декомпозиции 
(9.48) при сг > 0, 5 имеет место оценка

||*п+ 1 ||а  <  м ^ < т  -  0  т + г 2 +  \h\2 +  г  |\Аха (х ) ||^  (9.59)

с постоянной М, не зависящей от сетки.
Принимая во внимание (9.56), выражение (9.58) преобразуем к ВИ­

ДУ

Фп + ос/р = ХаФп+а/р> (9.60)

Фп+а/р =  ~ Un+lT ~ А (<™п+а/Р + (! “  &) ип+(а-1 )/р) • (9-61)

Имеем с учетом (9.56)

&ип+а/р 4" (1 — (?) ^п + (ог-1 )/р =

=  °ТХос ^n+1
Т 4" П̂ + (о— 1)/р —

Цп+1 4- ип 
2

/  1 \ \  Un + 1 - U n

10. С а м а р с к и й  А . А . ,  В а б и щ е в и ч  П .Н .
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где

6» (х) =<г(х« W -  1) +  ^2*0  (*)•
0=1

Подстановка в (9.61) приводит нас к оценке

фп+а,р =  о ((<7- -  0  г + г 2 + |Л|2)  + тА ( t c c ^ j  , (9.62)Г + Т2  +

где первое слагаемое в правой части отражает погрешность аппрокси­
мации при использовании обычной схемы с весами без декомпозиции 
области. Из (9.62) видим, что величина имеет первый порядок
по т вне зависимости от выбора веса а.

Получим соответствующую оценку для погрешности как решения 
уравнения (9.57) при специальном представлении погрешности ап­
проксимации в виде (9.60). Обозначим

Wn+a/p — &zn+a/p “Ь  (1 — O') £ п  +  ( а - 1 ) / р  —

и домножим уравнение (9.57) скалярно на Awn+a/p. Это при а > 0,5 
дает

zn+a/p ^п + (ог— \)/р

Для правой части имеем

и поэтому

11гп+а/рНл < ||*п+(«-1)/р||А + ^\\х1/2Фп+а/р\\2-

Отсюда
р
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и с учетом ||zo||a =  0 получим

IK+iIIa < S  Ъ S  11̂/2̂+"/р112-
к = 1 1 ог=1

Принимая во внимание представления (9.62) для погрешности ап­
проксимации, приходим к доказываемой оценке сходимости (9.59).

В предельном случае минимального наложения подобластей (ши­
рина области налегания 0 (\h\)) скорость сходимости есть величина 
0 ( |/ i |- 3/2r + | / i | 2).

Аналогичное утверждение имеет место и для скорости сходимости 
параллельного варианта регионально-аддитивных схем. А именно для 
погрешности аддитивно-усредненной разностной схемы декомпозиции 
(9.54), (9.55) при а > 0,5 имеет место оценка (9.59).

В этом случае для погрешности имеем задачу

zn + afp zn + (а— 1)/р 
Т 4" ХаА {&%п + ос/р 4" (1 ^ )  ^п-|-(ог— 1)/р) —

— Фп + at/pi & — 2, . . . ,р, (9.63)

-
Zn+1 — 2- j Zn+<*/p'

P or=l
причем

un+a/p un + (ot-l)/p
Фп + ос/р —

9

- Х а А  (о-Й п+а/Р +  (1 “  a ) г п + ( а - 1 ) / р )  ■

Положим теперь

й„+а/р -  РХ<* (х) «п+1 + (1 -  РХа W ) «п,

(9.64)

(9.65)

(9.66)

что согласуется с разбиением (9.43) и определением приближенного 
решения на новом слое в соответствии с (9.55).

Подстановка (9.66) в (9.65) дает для погрешности аппроксимации 
снова представление (9.60) с

7 “M n - f l  Un
Фп + а/р — ------------------

Т

10*

( ltn + i + ип (  (  1 \ \ ип+х - и п \
- А { — 5— + ( 5 с ) + J
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Дальнейшие рассуждения проводятся аналогично доказательству 
оценки (9.59).

Мы уделили основное внимание схемам декомпозиции с выбором 
расщепления (9.43) -- (9.45). Аналогично рассматриваются варианты 
с операторами декомпозиции, определенными согласно (9.46), (9.47). 
При этом сходимость устанавливается не в Яд, а в Я д, где D — А ~ х 
и Е  соответственно.

9.4. Схемы декомпозиции области для 
уравнений второго порядка

На примере краевой задачи для уравнения колебаний обсужда­
ются проблемы построения схем декомпозиции области для эволюци­
онных уравнений второго порядка. Строятся безусловно устойчивые 
векторные регионально-аддитивные схемы.

9.4 .1 . У равнение колебаний

Рассматривается простейшая двухмерная начально-краевая зада­
ча в прямоугольнике

п = {х|х = ( x i , x 2) , 0 < Ха < /<*, а  = 1 ,2} .

Ищется решение tx(x, t) уравнения

<>».
0=1 4 '

удовлетворяющее краевым и начальным условиям

и(х,  *) =  0, х £ 9Г2, t > 0, (9.68)

и (х, 0) =  it0 ( х ) , x G й, (9.69)
Лу/
—  (х, 0) =  v° ( х ) , X € f l .  (9.70)

В прямоугольнике Q введем равномерную для простоты прямо­
угольную сетку с шагами Ла , а  =  1, 2. Как обычно, обозначим через и 
множество внутренних сеточных узлов сетки w =  и  + ди>. На множе­
стве сеточных функций и £ Я, обращающихся в нуль для всех х ^ и>, 
определим разностный оператор 

2

Аи = - ^ { а а «*„)*„
Qr= 1

х £ ш. (9.71)
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Свойства самосопряженности и положительности сеточного операто­
ра Л, определяемого согласно (9.71), хорошо известны.

После дискретизации по пространству от непрерывной задачи
(9.67) — (9.70) придем к задаче Коши для дифференциально-разност­
ного уравнения

d2u
di2" + Аи = f ( t ) , t > 0,

и (0) = «°,

Ti  <°> =  '°

(9.72)

(9.73)

(9.74)

с положительным, самосопряженным и стационарным оператором А.
Стандартная априорная оценка для задачи (9.67) — (9.69) имеет 

вид

1 Н 0 ) | | . < Н | д  +  И |  +  J\\f(s)\\d», ( 9 . 7 5 )

О
где

m i .2 = MI1 +
du 2 
dt

Она выражает свойство устойчивости решения по начальным данным 
и правой части.

9.4 .2 . В екторны е схемы деком позиц ии  области

Рассмотрим теперь безытерационные схемы декомпозиции области 
для приближенного решения задачи (9.67) — (9.70). В общем случае 
область Q состоит из р подобластей

П = Uf i2 U- - -UQp.

Разбиение на подобласти связывается с функциями

° = 1 ’ 2...... р ,8-7б)
при

]^ Х а (х )  =  1, 
а г=1

x g f i . (9.77)
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Для оператора задачи используется аддитивное представление

д(«)у = _ ^ ( а« ( х ) ^ ) ^ ) х е ш ,  а  = 1 , 2 ....... ... (9.79)

самосопряженными и неотрицательными.
Аналогично рассматриваются схемы декомпозиции области при 

задании операторов декомпозиции в виде

Соответствующие варианты регионально-аддитивных схем мы не бу­
дем подробно рассматривать, предоставляя эту возможность читате­
лю.

Векторные аддитивные схемы строятся на основе аппроксима­
ции системы уравнений первого порядка. Зададим вектор и = 
=  и(2\  . . . ,  и ^ } .  Каждая отдельная компонента определяется
как решение однотипных задач

р

Будем считать, что операторы декомпозиции А^а\  а = 1,2, . . .  ,р име­
ют вид

2

и аппроксимируют дифференциальные операторы

При такой декомпозиции операторы а =  1 , 2 , . . . , р  являются

А {а)= х аЛ, а = 1,2

А (а) = Аха, а  = 1 ,2

t > О (9.80)
0 = 1

и(а) (0) =  и0, (9.81)

dt а =  1 , 2  , . . . , р . (9.82)
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Для приближенного решения задачи (9.80) 
зовать разностную схему

(9.82) будем исполь-

J « )  _  2ту(а )  4- у{а) Уп+1 *Уп + Уп-i + Е AW yV)  +

+Л(“> («туй, + (1 -  2а )  у)>> +  (туй,) =  <Рп-  (9.83)

Схема (9.83) после симметризации записывается в виде

В Уп+1. _ + Ау„ = Фя, п = 1,2,..., (9.84)
т*

где

D =  |  (л<в> + ат2  ^  6 а 0  J , (9.85)

А =  {А(а)А(/?)}. (9.86)

Для векторной схемы (9.84) — (9.86) имеем 

D =  D* > 0, А  =  А * > 0

при наших предположениях об операторах а  =  1, 2, . . .  ,р в раз­
ложении (9.78).

Условия устойчивости разностной схемы (9.84) формулируются в 
виде операторного неравенства

D >  ^ г 2А . (9.87)

Для выполнения (9.87) в случае (9.85), (9.86) достаточно взять сг > 
> 0, 25р. При этом выполнена априорная оценка

1|Уп+1 ||.< ||у „ ||.  + г||Фп||, (9.88)

если положить

l|y»+i||2
У п + 1  -  Уго 

Т

2

+
D -  \ т 2Х

У п + 1  + У п

2

2

А

В общих условиях неотрицательности операторных слагаемых 
А(а) ,а  =  1 ,2 , . . . , р  будем ориентироваться на специальное опреде­
ление приближенного решения как линейной комбинации отдельных
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компонент. По заданным компонентам 
скалярную функцию й из соотношения

Ай =  А<а>и(<*)
ог = 1

Принимая во внимание, что 

' ' р
( A u ,u )  =  ( А (о,)и (а) ] , 1

\а = 1

1, 2, . . .  ,р определим

получим

(А и , и) =  ||Лй||2.

С учетом этого из (9.88) следует оценка

1Ий»+|/а|| < ttyitU +  г 11ф*Н (9-89)
к = 1

для приближенного решения в полуцелом узле 

Уп + 1 / 2  = £ (Уп +1 + Уп)-

Оценку (9.89) можно рассматривать как аналог соответствующей 
априорной оценки для дифференциальной задачи (9.67) — (9.70), к 
которой мы приходим при скалярном умножении уравнения на А.

9.4 .3 . С ходим ость векторны х
р е ги о н а л ьн о -а д д ити вн ы х схем

Исследование точности схем декомпозиции области проводится по 
стандартной схеме. Обозначим zn =  уп — ип погрешность приближен­
ного решения и пусть z ^  =  у — иП) а  =  1,2, . . .  ,р — погрешность 
отдельной компоненты. Задача для погрешности записывается в виде

( е  +  <гт2Л<“>) yS -1—  +  £  A m yW  =

= а = 1,2,...,р, п =  1 , 2 , . . .
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+ Аип, а  =  1, 2, . . .

Для погрешностей аппроксимации

фР  = ( е  + <тт*а <«>) Цп+1~ 2гц;  + Цп- 1

справедливо представление

Ф{„а) = сгт2 А {а) ^  + О (т2  + |/i|2) •

На основе полученного выражения для погрешности аппроксима­
ции устанавливается искомая оценка для погрешности решения

1И(гп+1 + г„)|| < Mi (т2 + \h\ 2  + М 2 т2  m ax||Лх<*||) .

Аналогичные оценки (в несколько других нормах) имеют место 
для регионально-аддитивных схем с другими операторами декомпо­
зиции. При минимальном наложении подобластей (ширина области 
налегания 0(|/г|)) скорость сходимости есть 0 (\h\~l/ 2 r + \h\2).

Методы декомпозиция области в сочетании с использованием ад­
дитивных разностных схем являются теоретической основой для по­
строения новых вычислительных алгоритмов для безытерационного 
решения нестационарных задач для многомерных уравнений с част­
ными производными, ориентированных на современные компьютеры 
параллельной архитектуры.
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