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А Н Н О Т А Ц И Я
М онография посвящена разраб отке и исследованию разност

ных схем на нерегулярных сетках, на топологическую  и  геомет
рическую  структуру  которых наложены минимальные разумные 
ограничения. Рассм атриваю тся разностны е схемы м етода опор
ных операторов для эллиптических уравнений и  вариационно
разностные схемы для уравнений лагранж евой газовой динами
ки в двумерной (как правило плоской) геометрии. Указанные 
подходы позволяю т аппроксимировать уравнения м атематиче
ской физики, записанные в терминах инвариантных операторов 
первого порядка div, grad, rot и их комбинаций. Основное вни
мание уделено разработке математического аппарата для ис
следования разностных схем, не опираю щ егося на какие-либо 
предположения о структуре расчетной сетки. Р ассм атрива
ю тся вопросы программной реализации  соответствующих вы
числительных алгоритмов с динамической организацией памяти 
ЭВМ .

CONTEND

The monograph is devoted to constructing and investigating of 
difference schemes on irregular grids provided th a t topological and 
geometrical structure is imposed by minimal reasonable restrictions. 
We considerate difference schemes of support operator m ethod for el
liptic equations and variational-difference schemes for Lagrangian gas 
dynamics in two-dimensional (plant as a rule) geometry. Mentioned 
approaches perm it to approximate equations of m athem atical physics 
described in term s of invariant first order differential operators div, 
grad, rot and their combinations. Special atten tion  is spared to de
velopment of m athem atical instrum ent for investigation of difference 
schemes without assumption about structure of designed grid. The 
problems of programming of com putational algorithms with dynamic 
arrangement of computer memory.
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Предисловие

П редлагаем ая книга посвящ ена построению и иссле
дованию разностных схем на нерегулярны х сетках в дву
мерной геометрии. Под нерегулярны ми мы понимаем 
сетки не имеющие какой-либо регулярной структуры. 
В широком смысле под регулярной  структурой может 
иметься в виду следующее: сетка образована двумя се
мействами параллельны х прямых (регулярная четырех
угольная сетка); сетка образована двумя семействами 
пересекаю щ ихся кривых (неортогональная сетка); сет
ка составлена из одинаковых треугольников (регулярная 
треугольная сетка); сетка получена из регулярной глад 
ким преобразованием координат (квазирегулярнад сет
ка). Единственное ограничение, которое мы наклады
ваем на расчетную  сетку, состоит в том, что ее ячейки 
имеют сравнимые размеры во всех направления^. Д ру
гими словами ячейки сетки не имею т очень острых или 
очень тупых углов и отношение длин соседних сторон ог
раничено снизу и сверху. У потребляя термин «разност
ная схема на нерегулярной сетке» мы подчеркиваем, что 
при построении и исследовании таких разностных схем 
не делалось никаких предположений о топологической и 
геометрической структурах расчетной  сетки, кроме вы
шеуказанных, и доказанные в тексте книги утверждения 
справедливы для любых сеток. Безусловно, на сетках, 
обладаю щих той или иной степенью регулярности, по
лученные оценки точности разностных схем могут быть 
улучшены, но разбор возможных частны х случаев не вхо
дил в наши планы.

Р абота носит чисто теоретический характер и отра
ж ает результаты , полученные авторам и в течение не
скольких последних лет. Д л я  построения и исследова
ния разностных схем на нерегулярны х сетках могут быть 
применены различные подходы, в частности метод конеч
ных элементов. В этой книге по понятным причинам ис
пользую тся методы, предложенные авторами. Примени
тельно к разностным схемам д ля  эллиптических уравне-
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ний — метод опорных операторов, для  уравнений лагран- 
жевой газовой динамики — вариационный метод. Э ти ме
тоды не использую т предположения о структуре расчет
ной сетки и содерж ат в своей основе близкие идеи. Не
регулярность сетки делает невозможной аппроксимацию 
производных по координатам, играю щ ую  центральную  
роль в традиционной теории разностных схем. Здесь на 
первый план выходит аппроксимация инвариантных диф
ференциальных операторов первого порядка div , grad , 
ro t. К счастью , класс задач , допускающ их формулиров
ку в терминах этих операторов, весьм а широк. И злагае
мые в этой книге методы позволили построить разност
ные схемы на нерегулярны х сетках д ля  многих уравнений 
из этого класса, в том числе и нелинейных. Вопросы ис
следования и обоснования этих схем менее разработаны . 
Мы ограничились рассмотрением с одной стороны доста
точно простых, а с другой весьм а показательны х приме
ров: эллиптических уравнений П уассона и стационарной 
теории упругости; гиперболических уравнений акустики. 
Все уравнения линейны и, более того, с постоянными ко
эффициентами. Такой выбор объясняется стремлением 
выделить проблемы, связанные исклю чительно с нерегу
лярностью сетки, и показать общие подходы к их реше
нию для различных типов уравнений.

Авторы благодарят Н .А .С имус — за  помощь при р а
боте над главой V и О .А .Д рем ова — за  помощь при ра
боте над главой VIII. Мы глубоко признательны профес
сору П .П .М атусу, много сделавш ему д ля  выхода этой 
книги; С .Э.Ананичу, проделавш ему огромную работу по 
Подготовке книги к печати; директору ЗА О  «К ритерий» 
А .Я.М ихайлю ку, спонсировавш ему ее издание.

Авторы



Введение

В настоящ ее время идеи и методы  вычислительного 
эксперимента являю тся общепризнанными [1]. С точки 
зрения теории численных м етодоа клю чевым элементом 
этого подхода к организации научных исследований яв
ляется звено «математическая м одель» — «вычислитель
ный алгоритм». П роблема состоит в том, как сопоста
вить выбранной (на данном этапе исследований) мате
матической модели явления или процесса эффективный 
и гибкий вычислительный алгоритм. Под этим имеется 
в виду следующее. Современные вычислительные мощ
ности не позволяю т, как правило, проводить расчеты  на 
подробных разностных сетках в случаях, когда эти  рас
четы носят многовариантный характер . Если, кроме то
го, проводимые расчеты  генерирую т изменения и уточ
нения самой математической модели, то отдельные блоки 
вычислительного алгоритма должны быть легко заменяе
мы и стыкуемы друг с другом.

П ри этом, с одной стороны, создание эффективных вы
числительных алгоритмов возможно лишь на основе дос
таточно глубоко проработанной теории, а с другой сто
роны, отсутствие таковой привело к формулировке полу- 
эмпирических принципов и подходов, позволяющих по
лучить качественное решение н а достаточно грубых ре
альных сетках. У трируя, можно сказать, что произошло 
расщепление теории численных методов для уравнений 
математической физики на два  направления. Одно из на
правлений делает  упрр на обоснование вычислительных 
алгоритмов (аппроксимация, устойчивость, сходимость) 
не интересуясь происхождением исходных дифференци
альных уравнений и рассм атривая проблему абстракт
но-математически [2, 3, 5, 6, 8— 10, 12— 14]. Д ругое на
правление основное внимание уделяет физическому смыс
лу аппроксимируемых уравнений [4, 7, 11, 15, 16] и на 
этой основе формулирует принципы построения разност
ных схем, выходящ ие за  рамки собственно теории числен
ных методов, такие, как консервативность [34] и полная
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консервативность [35].
Д альнейш ая эволю ция физического направления к по

строению разностных схем привела к идее замены сплош
ной среды, обладаю щ ей континуальным числом степеней 
свободы, ее дискретной моделью , обладаю щ ей конечным 
или счетным числом степеней свободы, и применению к 
последней тех или иных общефизических принципов. В 
рамках такого подхода указанные выше принципы кон
сервативности и полной консервативности получили ес
тественное развитие и привели к формулировке вариаци
онного метода [41, 53— 55], метода опорных операторов 
[37— 41]. С ами по себе эти  методы не реш аю т проблему 
построения разностных схем для уравнений м атематиче
ской физики, так как содерж ат феноменологические ко
эффициенты не определяемые свойствами исходной диф
ференциальной модели.

Указанные направления исследований, взаимно допол
няя и обогащ ая друг друга, позволили разработать  вы
сокоэффективные численные методы для широкого кру
га естественнонаучных и технологических задач. Одной 
из областей наиболее широкого применения методов вы
числительного эксперимента является  механика сплош
ных сред, в частности, газовая  динамика [23] и теория 
упругости [24]. Д ля  зад ач  такого рода развиты  мно
гочисленные методы, позволяю щ ие провести высокоточ
ное численное интегрирование соответствую щ их уравне
ний, если сама модель не содерж ит каких-либо специ
фических особенностей. Одной из таких особенностей 
может быть геометрический фактор, связанный с необ
ходимостью проведения расчетов в областях, форма ко
торых заранее не известна, а определяется в результате 
расчетов. Следствием этого обстоятельства является  ис
пользование разностных схем на нерегулярны х разност
ных сетках, топологическая и геом етрическая структуры  
которых, вообще говоря, не фиксированы.

Исторически, использование нерегулярны х сеток свя
зано с разработкой вычислительны х алгоритмов, содер
жащих блок интегрирования двумерных уравнений ла- 
гранжевой газовой динамики. У злы  расчетной сетки при
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этом могут образовывать достаточно произвольные и не
предсказуемые заранее конфигурации. Е сли при этом на 
фоне рассматриваемого газодинамического течения про
текаю т дополнительные физические процессы (например, 
диффузия), то возникает необходимость интегрирования 
на нерегулярной сетке соответствую щ их уравнений. Воз
можны и другие ситуации, в которых возникает необхо
димость использования нерегулярны х сеток, например в 
областях сложной формы.

В связи с этим возникла проблем а построения и обос
нования разностных схем для уравнений математической 
физики на нерегулярных сетках. В настоящей работе 
рассм атривается более узкая проблем а обоснования раз
ностных схем метода опорных операторов для эллиптиче
ских уравнений [37— 41, 56— 57] и вариационно-разност
ных схем для уравнений лагранж евой газовой динамики 
[41, 53— 55] . Вопрос, на который мы попытаемся от
ветить, состоит в следующем: возможно ли построение 
содерж ательной теории разностных схем, в которой не 
делается каких-либо предположений относительно струк
туры  разностной сетки. С ущ ествует естественный класс 
задач, для которых такая теория, по-видимому, может 
быть развита. Это задачи, которые формулирую тся в 
терминах инвариантных операторов векторного анализа 
div, grad, rot и их комбинаций. Отметим, что ни ва
риационно-разностный метод, ни метод опорных опера
торов никоим образом не апеллирую т к предположениям 
о структуре разностной сетки и поэтому представляю тся 
адекватными подходами к построению  разностных схем 
для указанного класса задач.

П роблему обоснования разностных схем на нерегу
лярных сетках можно рассм атривать  на двух уровнях. 
Н а первом уровне, который мы условно назовем гео
метрическим, исследуется сходимость разностных схем 
в зависимости от степени согласования геометрии сет
ки с шаблонными функционалами, определяющими кон
кретный вид разностной схемы. При этом предполагает
ся достаточная гладкость реш ения исходной дифферен
циальной задачи. На втором уровне, который мы назо
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вем аналитическим, вопросы сходимости исследую тся с 
учетом гладкости решения и вы ясняется какой степени 
указанного выше согласования следует добиваться при 
заданной гладкости.

Техника построения разностных схем д ля  инвариант
ных уравнений математической физики была развита в 
работах школы А .А .С ам арского. Это и вариационный 
подход [41, 53— 55] и метод опорных операторов [37— 41, 
56— 57].

М етод опорных операторов, в том виде как он исполь
зуется в данной работе, был предложен А .А .С амарским , 
В.Ф.Тишкиным, А .П.Ф аворским, М .Ю .Ш аш ковым в 1981 
г. [37— 38]. Применительно к уравнению П уассона идея 
этого метода состоит в том, что один из операторов div 
или grad аппроксимируется непосредственно, а второй 
таким образом, чтобы удовлетворить разностному ана
логу интегрального тож дества

J u d iv p d K  =  J u pds — J(Р: grad u)dV.
0 dO О

( 1)

В последующих работах этих и других авторов бы
ли построены и исследованы  разностные схемы метода 
опорных операторов д ля  различны х уравнений матема
тической физики [46, 51— 52, 59— 71]. Ч асть  этих работ 
была суммирована в [41].

Отметим, что аналогичная идея, применительно к 
прямоугольным сеткам, была вы сказана в [47].

Вариационный подход к построению разностных схем 
для уравнений лагранж евой газовой динамики был пред
ложен в работах С амарского А .А ., Головизнина В.М ., 
Фаворского А .П. в конце 70-х годов и в дальнейшем ин
тенсивно развивался этими и другими авторам и [41, 53— 
55]. И дея метода состоит в замене непрерывной среды 
дискретной и применении к последней принципа наимень
шего действия, считал независимыми переменными коор
динаты узлов сетки. Построенные таким образом схемы 
оказались консервативными и, более того, — полностью 
консервативными [4].
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Н аряду с указанными подходами сущ ествую т и дру
гие методы построения разностых схем д ля  эллиптиче
ских и параболических уравнений на нерегулярны х сет
ках, например [42— 45, 48— 50]. Однако в настоящ ей р а
боте эти разностные схемы не рассм атриваю тся.

Ч то касается аналитического уровня исследования 
разностных схем для эллиптических уравнений, то в этом 
направлении в 80-е годы был достигнут значительный 
прогресс благодаря работам  А .А .С ам арского, Р .Д .Н а
зарова, В. Л .М акарова, суммированным в [5]. Бы ли ус
тановлены согласованные с гладкостью  решения оценки 
точности конкретных разностных схем на равномерных 
прямоугольных сетках. Под согласованными оценками 
точности, согласно [5], имею тся в виду неравенства вида

\ \ y - u h\\s, n < C h k' ‘ \\u\\k,0 - (2)

Здесь: h — парам етр, характеризую щ ий подробность
разбиения расчетной области О разностной сеткой; и — 
решение исходной дифференциальной задачи, и/, — про
екция этого решения в пространство сеточных функций, 
у — разностное решение; || ■ ||j, о — норма в соболевском 
пространстве Н к, || • ||5,а — сеточный аналог нормы в Н ‘ . 
При этом числа к и s могут принимать ограниченное мно
жество значений. Оценки точности в Lp (1 < р < оо) по
лучены методом разностных мультипликаторов, который 
существенно опирается на условие равномерности сетки.

Вопросам сходимости разностных схем для эллипти
ческих уравнений на обобщенных решениях посвящена 
также монография [17]. Здесь рассм атриваю тся сетки, 
составленные из прямоугольников и треугольников, на 
которых аппроксимирую тся указанные уравнения. Пока
зана сходимость построенных разностных схем на обоб
щенных решениях в энергетической, L 2 и С  — нормах.

Согласно первоначальной версии [53— 54] процедура 
построения вариационно-разностных схем для лагранже- 
вой газовой динамики предполагает, что топологическая 
структура сетки не изменяется, каждой ячейке сетки при
писаны неизменная во времени м асса и объем — функ
ция координат вершин ячейки, а каждому узлу — мае-
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са, также неизменная во времени. Аппроксимация таких 
схем в акустическом приближении исследована либо для 
треугольных сеток [70], либо квазирегулярны х четырех
угольных сеток [53]. Д ля произвольных сеток вопрос об 
аппроксимации остается открытым, более того высказы
ваю тся сомнения в ее сущ ествовании [71].

Между тем реальные расчеты  зачастую  приходится 
проводить на существенно нерегулярны х сетках. Даже 
если сетка в начальный момент являлась регулярной, 
она может потерять регулярность в результате движения 
сплошной среды (и вмороженной в нее сетки) с сильны
ми сдвиговыми деформациях. В этом случае происходит 
потеря аппроксимации и полный « р азвал »  сетки, после 
чего дальнейший счет становится невозможным.

Указанные обстоятельства приводят к необходимости 
расширения семейства полностью консервативных разно
стных схем. Возможных путей для этого несколько, во
прос в том какой из них ведет к более простым и эффек
тивным вычислительным алгоритмам .

Один из подходов предлож ен в [72] и состоит в по
строении разностных схем с мультиплетным числом тер
модинамических степеней свободы, когда каждой ячейке 
сетки приписывается несколько масс, объемов и соответ
ственно плотностей, давлений. В основе этого подхода 
лежит следующее соображение: чем больше в разност
ной схеме термодинамических степеней свободы, тем бо
лее жесткой является сетка (по аналогии с треугольной 
сеткой).

Д ругой подход состоит в построении более сложного 
оператора, определяющего кинетическую энергию дис
кретной среды [73]. При таком подходе наиболее простой 
вариант — считать м ассы  узлов симметричными тензо
рами, определяемыми конфигурацией сетки [74— 76].

Альтернативным подходом к численному моделирова
нию динамики газа  в рам ках лагранж ева способа описа
ния является использование свободно-лагранж евых сеток 
и соответствующ их разностных схем. Такие схемы полу
чили широкое распространение в вычислительной прак
тике, т.к., в отличие от традиционных лагранж евы х мето



14 Введение

дов, позволяю т проводить расчеты  течений с сильными 
сдвиговыми деформациями.

Построению и исследованию свободно-лагранжевых 
разностных схем посвящено значительное число работ 
[77— 83]. И дея постр оения полностью  консервативных 
схем такого типа состоит в следующем. Каждому узлу 
сетки ставится в соответствие некоторая часть расчет
ной области, как функция координат узлов сетки. Посту
лируется, что области соответствия являю тся жидкими 
частицами, т.е. между ними отсутствую т конвективные 
потоки массы, импульса и энергии. У равнения движе
ния для такой дискретной модели получаю тся, например, 
путем варьирования функционала действия при наложен
ных кинематических и термодинамических связях [77]. 
Из сказанного ясно, что весь произвол при построении 
полностью консервативных разностных схем такого типа 
заклю чается в выборе областей соответствия для узлов 
сетки.

Поскольку разработка методов вычислительного экс
перимента опирается на использование результатов тео
рии алгоритмов и на инструментальны е средства их реа
лизации, постольку успешное применение вычислитель
ного эксперимента в значительной мере определяется эф
фективностью используемых вычислительных алгорит
мов и качеством их программной разработки. Иными 
словами, создание эффективных вычислительных алго
ритмов возможно лишь на основе достаточно глубоко 
проработанной теории. В свою очередь, широкое рас
пространение программных средств, опирающихся на эф
фективные алгоритмы  и ориентированных на конкретные 
прикладные области, возможно лишь при условии их реа
лизации в виде программных комплексов, для создания 
которых необходимы соответственно развитые инстру
ментальные средства.

Значительная доля тр уд озатрат  при решении слож
ных (многомерных, учитываю щ их большое количество 
физических процессов) задач  вычислительной физики на 
ЭВМ  идет на программирование алгоритмов. С другой 
стороны, различные физические процессы  часто описыва
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ю тся одними и теми же уравнениями. В связи с этим ак
туальными являю тся исследования в области математи
ческой физики и системного программирования, резуль
таты  которых ведут к созданию специализированного 
математического обеспечения в виде пакетов программ, 
проблемно-ориентированных на специальные классы  за
дач математической физики.

Пакет прикладных программ — это комплекс взаимо
связанных прикладных программ и средств системного 
обеспечения, предназначенный для автоматизации реше
ния определенного класса зад ач  [25, 26]. Проблемная 
ориентация пакета прикладных программ определяется 
совокупностью предметной области, т.е. классом задач, 
и дисциплиной работы , т.е. системой правил, принятых 
при разработке, отладке и эксплуатации программ.

Процесс разработки и соверш енствования пакетов при
кладных программ обычно идет по двум взаимосвязан
ным направлениям. С одной стороны, необходимо прово
дить работы  по обоснованию предметной области уже су
ществующих пакетов, так как используемые пакетом ал
горитмы должны быть теоретически обоснованы. С дру
гой стороны, поскольку ж елательно, чтобы область при
менения пакета прикладных программ охваты вала воз
можно больший класс задач , постольку актуальны ми яв
ляю тся исследования, выполненные в рамках работ по 
расширению предметной области пакета программ. Од
нако, расширение и появление принципипиально новых 
классов решаемых задач , а также использование новых 
типов ЭВМ  приводит к необходимости создания новых 
пакетов прикладных программ или новых версий уже су
ществующих пакетов с расш иренной предметной обла
стью. Л л я  того, чтобы в известной степени автомати
зировать решение указанных проблем необходимы уни
версальные инструментальные средства, позволяющие на 
своей основе создавать проблемно-ориентированные па
кеты программ.

Исторически одним из первых пакетов программ та
кого сорта являлся пакет программ Т Е К О Н  [29]. Этот 
пакет позволял рассчиты вать нестационарные темпера
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турные режимы для нелинейных сред в пространственно 
трехмерных областях сложной формы с граничными ус
ловиями общего вида на ЭВМ  с ограниченными ресурса
ми быстродействия и памяти.

Расш ирение предметной области  этого пакета факти
чески связано с реализацией некоторых абстрактных ти
пов данных (представление скалярны х, векторных и тен
зорных объектов на структурных элементах нерегуляр
ной сетки) и совокупности операций над ними (нанример, 
divgrad, rotrot, вычисление гравитационных, магнитогид
родинамических или вязких сил в сплошной среде и т.д.) 
[84, 85]. Такие задачи возникают, например, при изуче
нии процессов, сопровождающих термоядерную  реакцию, 
в астрофизических и других приложениях. Д ругими сло
вами, в отличие от первоначальной версии Т Е К О Н а, ко
торая ориентировалась на тепловые задачи, новые его 
версии имеют дело с принципиально новой предметной 
областью  и новыми классам и задач .

С ледует особо отметить, что при создании системы 
Т Е К О Н  использовалась идеология операторного подхо
да и, поэтому, инструментальные средства системы ори
ентированы прежде всего на решение вычислительных 
задач  этого типа, что, впрочем, никак не ограничивает 
рамки применимости системы для решения других клас
сов задач.

Целью настоящей работы  является  разработка ма
тематического аппарата для исследования разностных 
схем на произвольных нерегулярны х сетках, обоснование 
и модификация схем уже используемых в вычислитель
ной практике. Авторы не ставили своей целью построе
ние разностных схем в смысле выписывания разностных 
уравнений (хотя таковые и присутствую т в тексте). Тем 
более выписывание шаблонных функционалов, задающ их 
элементы матрицы разностной схемы, эту весьма тру
доемкую работу может выполнить компьютер. Мы по
старались на достаточно простых примерах проиллю ст
рировать технику построения разностных схем на нере
гулярных сетках и обозначить возможные подходы к их 
анализу и модификации (на основе этого анализа).
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В работе исследую тся разностные схемы для модель
ных задач: эллиптических уравнений П уассона и линей
ной стационарной теории упругости, а также гиперболи
ческих уравнений акустики.

Н есмотря на существенно различны е свойства эллип
тических и гиперболических уравнений и различные под
ходы к их аппроксимации, оказывается, что исследование 
сходимости соответствую щ их разностных схем на нере
гулярных сетках демонстрирует ряд  общих черт.

1) Чтобы  сравнивать решение, полученное численно, 
с решением исходной дифференциальной задачи  в теории 
разностных схем осущ ествляется проектирование послед
него в пространство сеточных функций. Н а регулярной 
сетке или сетке, обладаю щ ей той или иной симметрией, 
способ проектирования, как правило, не вызы вает вопро
сов. На нерегулярных сетках выбор проектора неочеви
ден. Это приводит к необходимости классификации про
екторов и описания их в терминах моментов (см. §2.3).

2) В обоих случаях разностные схемы, вообще гово
ря, не аппроксимируют уравнений в локальном смысле, 
поэтому доказательство сходимости возможно после ана
лиза структуры  погреш ности аппроксимации. И сследо
вание этого вопроса приводит к идее расщ епления про
странства векторных сеточных функций в ортогональную 
прямую сумму подпространств потенциальных и вихре
вых полей.

3) У словия сходимости в «сильных» нормах в обоих 
случаях аналогичны: спроектированный на сетку метри
ческий тензор Sik должен быть потенциальной сеточной 
функцией. Если это условие не выполнено, имеет место 
сходимость в «слабы х» нормах.

Перейдем к краткому изложению содерж ания работы.
Г лава  I посвящена построению  разностной схемы ме

тода опорных операторов д ля  уравнения П уассона и ва
риационно-разностной схемы для уравнений лагранже- 
вой газовой динамики.

В §1.1 вводится разностная сетка и  обсуждаю тся воз
можные варианты  задания на ней сеточных функций.

В §1.2 ф ормулируется идея метода опорных опера
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торов и строится разностная схема для уравнения Пу
ассона и показы вается ее консервативность. Н а основе 
анализа разностных уравнений вводятся операторы div/, 
и grad;, , являю щ иеся разностными аналогами соответст
вующих дифференциальных операторов.

В §1.3 в рамках лагранж ева способа описания сплош
ной среды рассм атривается процедура получения урав
нения движения жидких частиц из вариационного принци
па Г ам ильтона-О строградского. Повторение этой проце
дуры на разностном уровне приводит к вариационно раз
ностной схеме. В водятся разностные операторы div/, и 
g rad ,,, но уже иные, чем в §1.2. О бсуж даю тся вопросы 
выполнения законов сохранения в вариационно-разност
ной схеме, устанавливается ее полная консервативность.

В §1.4 обсуж даю тся разностные схемы, построенные 
в §1.2 и §1.3. В ы являю тся общие черты  операторного и 
вариационного подходов к построению  разностных схем, 
а также «лишние» величины и несущественные моменты, 
которые могут быть опущены.

Г лава II посвящена формулировке и описанию матема
тического аппарата метода опорных операторов, а также 
построению и исследованию алгебраических свойств раз
ностных схем метода опорных операторов для уравнения 
П уассона на классических решениях.

В §2.1 описывается разностная сетка и пространства 
сеточных функций.

В §2.2 даю тся основные понятия о методе опорных 
операторов в виде, удобном д ля  последующего изложе
ния.

Рассм атривается уравнение П уассона в ограниченной 
области О переменных ( х \ ,Х 2 ), которое интерпретирует
ся как стационарное уравнение теплопроводности. В об
ласти  О вводится сетка, состоящ ая из узлов, образован
ных ими ячеек-многоугольников и граней  — сторон яче
ек. Относительно взаимного расположение узлов ника
ких предположений не делается. М етод опорных опера
торов рассм атривается в варианте, когда сеточная функ
ция температур относится к ячейкам  сетки, а сеточная 
функция тепловых потоков к граням . Т акая дискрети
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зация физических полей позволяет естественным обра
зом ввести разностный оператор div/, и аппроксимиро
вать уравнение баланса тепла. Д л я  применения метода 
опорных операторов пространство векторных сеточных 
функций снабж ается скалярным произведением (р, q) (ап

проксимирующим интегралы  вида / (p ,q )d l /) .  Вводится
Jo

метрический оператор S, на который наклады ваю тся ог
раничения 7 i I  < S < 7 2 Д Использование разностного 
аналога интегрального тож дества ( 1 ) позволяет ввести 
разностный оператор gradh , который формально сопря
жен оператору — div/, в смысле скалярного произведения 
(■, }. Кроме того вводятся разностные операторы ro t/, 
и rot*/,, такие что div/, rot/, = 0, rot/,grad/, =  0. Впрочем 
эти обозначения для разностных операторов там уже не 
использую тся.

В : §2.3 вводятся проекторы из пространств функций 
непрерывного аргумента в пространства сеточных функ
ций. О бсуж дается вопрос о классификации и описании 
проекторов в терминах их моментов.

В §§2.4— 2.6 доказы вается несколько теорем вложения 
для сеточных пространств. Под теоремами вложения для 
сеточных функций как правило понимают оценки вида

11^111 < M \ \F \ \2 (3)

с константой М ,  не зависящ ей от функции F  и сетки из 
некоторого рассматриваемого семейства. Здесь || ||i, 
|| • | | 2 сеточные аналоги норм некоторых Соболевских про
странств !Hi и <Н 2. Однако, возможна ситуация, когда 
вложение !Hi в <Н 2 не имеет места. Тем не менее оценки 
вида (3) для сеточных функций справедливы  с модифи
кацией М  — M{h) .  Н апример, слабое вложение (weak

О
imbedding) сеточных пространств Н2 в L°° не имеет ана
лога в континуальном случае.

В теории разностных схем имеется достаточно хоро
шо развитый аппарат доказательства теорем вложения 
для случал прямоугольных сеток [3]. Л  ля нерегулярных 
сеток специального вида (ячейки сетки — треугольники
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или прямоугольники) в [17] показано слабое вложение се-
О

точных пространств Н2 в L°°. С оответствую щ ая оценка, 
аналогична оценкам, характерным для метода конечных 
элементов [7— 8].

В §2.4 получен разностный аналог интегрального пред-
о

ставления функций из Н2(0 ), на базе которого строит
ся кусочно-постоянная функция непрерывного аргумента, 
совпадаю щ ая в ячейках с исходной сеточной функцией. 
В дальнейшем оценивается норма именно этой функции в 
Lp , которая равна соответствую щ ей сеточной норме ис
ходной функции. В §2.5 показано, что имеют место вло-

о
жения сеточных пространств Lp в Н2 при 1 < р  < оо, а

о
в §2.6 показано слабое вложение L°° в Н2 с константой 
М  ос |1пЛ| з .

Г лава  III посвящена исследованию  сходимости разно
стных схем метода опорных операторов для уравнения 
П уассона на классических решениях.

Результаты  этого исследования можно сформулиро
вать следующим образом. Р азностная дивергенция ошиб
ки вычисления потоков равна нулю. Следовательно эта 
ошибка есть разностный ротор некоторой сеточной функ
ции С- Функция £ удовлетворяет уравнению вида

Tot*hio th С = -  ro th (П grad и), (4)

где rot/,, rot/, — разностные аналоги  оператора r o t ; П — 
проектор, преобразую щ ий векторные функции непрерыв
ного аргумента в сеточные векторные функции.

Р азл агая  правую часть этого уравнения в окрестно
сти некоторого узла, получаем

rot/, (П grad и) = AiUi +  А{кЩк +  

где u; = du/ dx i ,  Щк = д2и/дх{дхк , •••;

Ai — разностный аналог и нтеграла £  dxi = 0,

Aik — разностный аналог и нтеграла ^ ( x i d x k + X k d x i )  =  0.

Таким образом, отличие от нуля правой части уравнения 
(4) обусловлено рассогласованием  между разностным ро
тором и проекцией на сетку потенциального векторного
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поля. Очевидно, что чем больше коэффициентов А  
Aik,  обратится в ноль, тем меньше будет (  и соответ
ственно выше точность вычисления потоков.

Коэффициенты А{, Aik,  ... определяю тся моментами 
проектора П, т.е. геометрическими характеристиками 
сетки, и метрическим оператором S, задаю щ им скаляр
ное произведение в пространстве векторных сеточных 
функций. Если ограничиться рассмотрением только Ai,  
то геометрические свойства сетки сводятся к ориентиро
ванным площ адям S граней, и зад ач а  состоит в построе
нии оператора S по этим площ адям так, чтобы А{ = 0 для 
всех узлов сетки, и выяснения, какая точность вычисле
ния потоков при этом достигается.

О казы вается однако, что условие А,- =  0 недостаточ
но для сходимости разностных схем. Необходимо допол
нительно потребовать, чтобы разностные аналоги диф
ференциалов da;,-, которые суть были согласованы  с
размерами ячеек.

Вводится разложение пространства сеточных вектор
ных функций в ортогональную  прямую сумму подпро
странств потенциальных и вихревых полей, таким обра
зом, что ошибка вычисления потока является  вихревой 
функцией.

Ошибка вычисления самой тем пературы  г удовлетво
ряет уравнению

div,, gradh г =  divh г) , (5)

где div/, и gradh — разностные аналоги соответствую 
щих дифференциальных операторов. Если выполнены 
вышеупомянутые условия, то величина т] есть 0(h) ,  и 
устанавливается оценка для г в энергетической норме 
||z ||a  =  0(h).  О казы вается, тот факт, что ошибка в потоке 
есть вихревая функция, позволяет ослабить эти условия 
и, при выполнении некоторых условий, показать сходи
мость при ri = 0(1).

В §3.1 исследую тся вопросы  сходимости разностных 
схем метода опорных операторов для уравнения Пуас
сона на геометрическом уровне. Цель этого исследова
ния — сформулировать условия сходимости рассм атри
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ваемых разностных схем и показать их естественность. 
При этом предполагается достаточная гладкость реше
ния исходной дифференциальной задачи.

В §3.2 устанавливается, что полученные в §3.1 усло
вия сходимости в ряде случаев связаны  с аппроксимаци
ей интегралов / 0 (р, q)dV по ячейкам  сетки билинейными 
формами gabpaqb. Ф ормулирую тся соответствую щ ие ус
ловия аппроксимации, связываю щ ие матричные элемен
ты даъ метрического оператора с геометрическими харак
теристиками сетки.

В §3.3 для треугольных и четы рехугольны х ячеек по
строены семейства билинейных форм (метрических опе
раторов), удовлетворяю щ их сформулированным в §3.1— 
3.2 критериям.

Г лава  IV посвящена исследованию  сходимости разно
стных схем метода опорных операторов для уравнения 
П уассона на обобщенных решениях.

Основная идея этого исследования состоит в сле
дующем. П ространство векторных сеточных функций Л  
расщ епляется в ортогональную прямую сумму подпро
странств А  ф В таким образом, что подпространство А  
содержит функции вида а = G R A D /, а подпространство 
'В — функции такие, что DIV6 =  0. При таком расще
плении разностный градиент ошибки температур лежит 
в А, а ошибка потока лежит в В. С ледствием этого об
стоятельства является тот факт, что разностное решение 
минимизирует ошибку потоков в подпространстве А.

В §4.1 показано, что если выполнены условия сходимо
сти, сформулированные в главе III, то можно указать се
точную функцию из А,  отклоняю щ ую ся на 0(h )  от спро
ектированного на сетку решения исходной дифференци
альной задачи, которое предполагается элементом Собо
левского пространства Н 2(О).

В §4.2 исследуется сходимость разностных схем ме
тода опорных операторов относительно «температуры». 
Р ассм атривается первая краевая зад ач а  для уравнения 
Пуассона. Показано, что если выполнены указанные вы
ше условия, то имеет место сходимость со скоростью 
0(h )  в энергетической норме. Б олее того, используя раз
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ложение Ж = А ф Ъ  можно в ряде случаев ослабить усло
вия сходимости.

В §4.3 исследуется сходимость разностных схем ме
тода опорных операторов для  осесимметричного уравне
ния Пуассона на обобщенных решениях. У станавливаю т
ся условия сходимости, для треугольной сетки строится 
метрический оператор, удовлетворяю щ ий этим услови
ям.

Г лава  V посвящена построению и исследованию  раз
ностных схем метода опорных операторов на нерегуляр
ных сетках для уравнений линейной теории упругости 
[24]. Искомой функцией является  вектор смещения час
тиц деформируемого упругого тела. При этом сеточная 
функция смещений отнесена к узлам  расчетной сетки.

В связи с этим в §5.1 предварительно рассм атрива
ю тся разностные схемы м етода опорных операторов для 
уравнения П уассона в варианте, когда сеточная функция 
«температур» определена в узлах сетки. В этом случае 
в качестве опорного оператора естественно принять опе
ратор grad [60]. С формулированы условия сходимости 
на обобщенных решениях. Эти условия по своему смыс
лу полностью аналогичны условиям полученным в главах 
III, IV, для случая, когда в качестве опорного брался опе
ратор div. Они имеют характер  связей между метриче
ским оператором и геометрическими характеристиками 
сетки.

В §5.2 рассм атривается первая краевая  зад ач а  для 
стационарных уравнений линейной теории упругости, 
для которых строится семейство разностных схем мето
да опорных операторов. С калярное произведение в про
странстве тензорных сеточных функций — компонент тен
зора деформаций вы бирается согласованно с энергией 
деформированного тела.

В §5.3 формулирую тся критерий сходимости, постро
енных в §5.2 разностных схем, и условия аппроксима
ции введенным скалярным произведением соответствую 
щей континуальной билинейной формы. Построены мет
рические операторы, удовлетворяю щ ие этим условиям.

В §5.4 устанавливается разностный аналог первого не
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равенства Корна [18].
В §5.5 дается другой подход к построению и иссле

дованию разностных схем м етода опорных операторов 
для стационарных уравнений линейной теории упруго
сти. Рассм атриваю тся граничные условия произвольно
го вида. Сходимость показы вается на обобщенных реше
ниях из Соболевского класса Н 2.

Главы  VI— VII посвящены исследованию  вариацион
но-разностных схем для уравнений лагранж евой газовой 
динамики в двумерной плоской геометрии. Р ассм атри
ваю тся разностные схемы как на сетках с фиксированной 
топологией, так и на свободно-лагранж евых сетках с об
ластям и соответствия — ячейками Д ирихле. Н есмотря 
на различия в деталях, указанные схемы обладаю т рядом 
общих свойств.

Во-первых, эти схемы полностью  консервативны, т.е. 
не обладаю т схемной диссипацией энергии.

Во-вторых, эти схемы, вообще говоря, не аппроксими
рую т уравнений газовой динамики (в акустическом при
ближении). Точнее, разностные схемы с фиксирован
ной топологией не аппроксимирую т уравнения движения 
жидких частиц, а разностные схемы на свободно-лагран
жевых сетках не аппроксимирую т уравнение неразрывно
сти. В силу бездиссипативности этих схем отсутствует 
и сходимость в энергетической норме.

В-третьих, и в том и в другом случае главный член 
погрешности аппроксимации = 0(1) имеет специальный 
«градиентный» («дивергентный») вид, причем «градиен
том» («дивергенцией») стоит сеточная функция =  0(h) .  
Это означает, что действие этих членов на связное мно
жество узлов носит поверхностный характер и приводит 
к возбуждению коротковолновых возмущений. Это об
стоятельство позволяет показать сходимость этих схем в 
более слабых, чем энергетическая, нормах.

В -четвертых, отсутствие в разностных схемах числен
ной диссипации энергии и наличие значительных п ар а
зитных возмущений, связанных с погрешностью аппрок
симации, приводит к необходимости введения в уравне
ния искусственной диссипации. Д л я  эффективного по
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давления этих возмущений искусственные диссипаторы 
должны быть согласованы со структурой  главного чле
на погрешности аппроксимации.

В главе VI рассм атривается семейство разностных 
схем с ячеисто-узловой дискретизацией, которая пред
полагает, что часть переменных (координаты  и скоро
сти жидких частиц) отнесена к узлам  сетки, другая 
часть (термодинамические величины: плотность, давле
ние, ...) — к ячейкам-многоугольникам, образованным уз
лами сетки.

Основное внимание сосредоточено на вопросах ап
проксимации. Б олее точно, исследуется только про
странственная аппроксимация, поэтому дискретизация по 
времени не проводится и рассм атриваю тся дифференци
ально-разностные схемы.

В §6.1 дается описание вариационно-разностных схем 
для уравнений лагранж евой газовой динамики и их аку
стического приближения.

В §6.2 рассм атриваю тся вопросы аппроксимации ука
занными разностными схемами уравнений акустики. По
казано, что уравнение неразры вности аппроксимируется 
с первым порядком точности на произвольных сетках, а 
уравнение движения, вообще говоря, нет. Получен кри
терий аппроксимации уравнения движения: для аппрок
симации необходимо и достаточно, чтобы  движения, со
храняющие объемы всех ячеек, имели нулевой импульс. 
Если сетка четы рехугольная, то имеющихся свободных 
параметров схемы недостаточно, чтобы удовлетворить 
этим условиям.

В §6.3— 6.5 рассм атривается подход к построению 
сходящихся (в акустическом приближении) разностных 
схем лагранжевой газовой динамики, связанный с введе
нием в разностные уравнения искусственных диссипато- 
ров. Отправной точкой служ ит представление главно
го члена погрешности аппроксимации уравнения движе
ния =  0(1) в «градиентном» виде. П равильнее было бы 
сказать, что погрешность аппроксимации имеет «почти 
вихревую » структуру, так как она «почти ортогональна» 
(в интегральном смысле) всем потенциальным сеточным
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функциям. Здесь мы, однако, опираемся не на физиче
скую интерпретацию, а на формальную  структуру соот
ветствую щ ей конструкции. Смы сл терминов, взятых в 
кавычки, будет раскрыт в указанных параграф ах. «Г ра- 
диентность» означает, что результирую щ ая сил, дейст
вующих со стороны ячейки на ее вершины-узлы, рав
на нулю. С ледовательно, сила, действую щ ая на связ
ное множество N  узлов имеет поверхностный характер 
и, нормированная на единицу массы , убывает как N~?.  
Это в свою очередь означает, что движения, вызываемые 
этими силами носят хаотический характер и содерж ат в 
основном коротковолновые возмущения. Так как в полно
стью консервативных разностных схемах нет численной 
диссипации эти возмущения не м огут быть подавлены и 
следует констатировать, что такие схемы не обеспечива
ю т сходимость, если отсутствует локальная аппроксима
ция. Ясно, что диссипативные члены, вводимые в уравне
ния для подавления этих коротковолновых возмущений, 
должны быть согласованы с погрешностью  аппроксима
ции, точнее со структурой ее главного члена. Д ейст
вительно, так как погрешность аппроксимации и вызы
ваемые ей движения имеют «почти вихревой» характер, 
т.е. не изменяю т объемов ячеек, то очевидно подавить 
их скалярной вязкостью  (добавкой к давлению ), пропор
циональной дивергенции скорости, невозможно.

В §6.3 устанавливается, что погреш ность аппрокси
мации уравнения движения имеет «почти вихревой» вид, 
что позволит показать сходимость разностных схем от
носительно давлений.

В §6.4 рассм атривается структура главного члена по
греш ности аппроксимации и устанавливается его явный 
«градиентный» вид.

В §6.5 предлагается искусственный диссипатор для 
подавления главного члена погрешности аппроксимации и 
показана сходимость соответствую щ их разностных схем 
в энергетической норме со скоростью  О(Л^). Построена 
нелинейная консервативная разностная схема с предло
женными диссипаторами.

В §6.6— 6.7 рассм атривается другой вариант расши
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рения семейства разностных схем для двумерных урав
нений газовой динамики в лагранж евы х переменных. По
строены разностные схемы с тензорными массами узлов 
и показана их полная консервативность.

В §6.8 рассмотрен вопрос об инвариантности получен
ных разностных схем относительно преобразования Га
лилея. Показано, что инвариантность будет иметь место, 
если сущ ествует «потенциал масс» Л,-, такой что

<9Л,
ПТ-г к  , u j — "К ,

ОХк,ш

где rriik,ш — тензорная м асса у зл а  и ,  ш — координаты 
узла ш. Вышеуказанное условие аппроксимации уравне
ния движения заклю чается в постоянстве потенциала Л* 
на движениях, сохраняю щих объемы  всех ячеек.

Г лава  VII посвящена исследованию  сходимости раз
ностных схем д ля  уравнений газовой динамики в двумер
ной плоской геометрии на свободно-лагранж евых сетках. 
Рассм атривается случай, когда областью  соответствия 
узла является его ячейка Д ирихле [77].

Как уже отмечалось, в этом случае уравнение движе
ния узлов аппроксимируется локально с первым поряд
ком по шагу пространственной сетки h, а аппроксима
ция уравнения неразрывности в локальном смысле отсут
ствует. И дея доказательства сходимости в негативной 
норме состоит в представлении главного члена погрешно
сти аппроксимации уравнения неразрывности, имеюще
го порядок 0(1), в «дивергентном» виде, при этом по
ток, стоящий под «дивергенцией», имеет порядок 0(h) .  
«Дивергентность» в данном случае означает, что сум
ма «дивергентных» слагаемы х по связному множеству уз
лов сводится к сумме по границе этого множества. В 
то же время такал «дивергенция» (в кавычках) не имеет 
ничего общего с дивергенцией, фигурирую щ ей в разно
стном уравнении неразры вности. Однако из того, что 
главный член погрешности аппроксимации имеет специ
альный «дивергентный» вид не следует сходимость в ка
кой-либо «сильной» норме (например, в энергетической). 
В некотором смысле можно сказать, что отсутствие схо
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димости является  следствием полной консервативности 
разностной схемы, более конкретно — отсутствия схем
ной диссипации энергии. Тем не менее можно показать, 
что имеет место сходимость к решению дифференциаль
ной задачи  в некоторой негативной норме. Н а качествен
ном уровне это означает, что ошибка имеет «дивергент
ный» вид и разностное решение осциллирует около спро
ектированного на сетку решения дифференциальной зада
чи. При этом «ам плитуда осцилляций», вообще говоря, 
есть 0 (1 ), а «ам плитуда» сеточной функции под «дивер
генцией» есть 0(h) .  Подавить эти  осцилляции можно вво
дя в схему искусственную вязкость порядка 0(h) .  Т огда 
решение разностной задачи будет сходится к решению 
исходной дифференциальной со скоростью  О (Л5).

В §7.1 описывается семейство полностью  консерватив
ных разностных схем на свободно-лагранж евой сетке с 
областями соответствия — ячейками Д ирихле и исследу
ется вопрос об аппроксимации этими схемами уравнений 
акустики.

В §7.2 установлен вид главного «дивергентного» чле
на ошибки аппроксимации уравнения неразрывности и 
показы вается сходимость акустического приближения 
рассматриваемы х разностных схем в негативной норме.

В §7.3 разностные уравнения модифицируются, путем 
добавления диссипативных членов, таким образом, что
бы получить сходящ уюся (в акустическом приближении) 
разностную схему.

В главе VIII рассмотрены некоторые вопросы по
строения сопряженных операторов в дискретных алго
ритмах путем организации ссылок в список с использова
нием структурно-динамических инструментальных сред
ств системы ТЕК О Н .

В §8.1 описаны иерархическая структура и дисципли
на работы  с инструментальными средствами этой систе
мы.

В §8.2 приводится краткая характеристика основных 
понятий, используемых в описании системы.

В §8.3 дается краткое описание открытия работы  с 
системой и печать ее состояния в момент аварийного ос
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танов а.

В §8.4 представлена информация об архиве масси
вов — нетекстовом, многотомном (есть возможность ра
боты с параллельны м процессором применительно к де
композиционной алгебре).

В §8.5 описаны типы данных внешнего индекса масси
ва. П редставлены структура и назначение однородного 
линейного м ассива (О Л М ), который представляет собой 
часть массива и может быть интерпретирован как одно
родный массив байтов. О Л М  дает возможность осуще
ствлять работу в режиме виртуальной  памяти.

В §8.6 представлены динамические типы данных (де
ревья, очереди), которые являю тся важными структура
ми данных, и наиболее часто использую тся для модели
рования конкретных физических процессов.

В §8.7 показано, что элементы динамической структу
ры (О Л М -стрелки) также являю тся сложной структурой 
и представляю т собой очередь из £)-айтемов (структури- 
зованных массивов). £)-айтемы можно интерпретировать 
как элементы внутренней виртуальной  памяти.

В §8.8 продемонстрированы средства создания деск
рипторов сетки, после чего возникаю т сеточные типы 
данных.

В §8.9 описаны нециклические операции на сетке — 
виды прямого доступа к элементам  сетки.

В §8.10 представлены циклические операции на сетке.
В Приложения вынесены выкладки, имеющие вспомо

гательное значение и затруднивш ие бы чтение основного 
текста.

Нумерация формул своя в пределах каждого п ар агр а
фа, а рисунков в пределах главы . Если не оговорено про
тивное, ссылки относятся к той же главе, в которой они 
делаю тся.

Сеточные функции, как правило, обозначаю тся теми 
же буквами, что и функции непрерывного аргумента. Мы 
надеемся, что такие обозначения вызовут не больше недо
разумений, чем если бы мы скорость обозначали буквой 
и, а соответствующ ую сеточную функцию, скажем бук
вой а . К акая функция им еется в виду в большинстве слу
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чаев ясно из контекста, в других случаях  это указы вает
ся аргументом, например: /(ж ) — функция непрерывного 
аргумента, / ( и>) — соответствую щ ая сеточная функция, 
Пш/  — проекция /(ж) на сетку.



Глава I
Разностные схемы 

на неортогональных сетках

§1.1. Сетки и сеточные функции

Г. Н астоящ ая глава посвящ ена построению разност
ных схем на нерегулярных сетках для эллиптического 
уравнения П уассона и гиперболической системы урав
нений лагранж евой газовой динамики. В первом случае 
используется метод опорных операторов, во втором — 
вариационный принцип Г ам ильтона-О строградского . На 
первый взгляд ни сами уравнения, ни методы построения 
разностных схем для них не имеют ничего общего. Од
нако это не так. Обсуждением этой темы мы займемся 
в §1.4. Здесь отметим лишь следую щ ее. Как уравнение 
Пуассона, так и уравнения лагранж евой газовой динами
ки могут быть записаны в терминах инвариантных диф
ференциальных операторов div и grad и попадаю т, таким 
образом, в класс задач, д ля  которого мы предполагаем  
построить теорию разностных схем на произвольных не
регулярных сетках. Однако в этой главе мы ограничимся 
сетками, элементы которых можно занумеровать двумя 
индексами (напомним, что рассм атриваю тся только дву
мерные задачи). Б удут описаны процедуры, позволяю 
щие не только получить для указанных уравнений раз
ностные схемы на нерегулярны х сетках, но и построить 
разностные операторы, которые следует интерпретиро
вать как разностные аналоги дифференциальных опера
торов div и grad.

2°. Д ля построения разностных операторов необходи
мо заменить область О изменения непрерывного аргумен
та некоторым дискретным множеством (расчетной сет
кой), а также ввести соответствую щ ие пространства се
точных функций. При этом мы ограничимся обсуждени
ем случая, когда все величины  зависят только от двух 
пространственных переменных. Отметим, что такое рас
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смотрение не будет снижать общности проводимых рас
смотрений, и, кроме того, представляет самостоятельный 
интерес. С разу подчеркнем, что на самом деле расчетная 
сетка всегда располагается в трехмерном пространстве 
и когда мы говорим двумерной сетке, то имеется в ви
ду «проекция вдоль циклической координаты» трехмер
ной сетки на плоскость существенных переменных. При 
этом часть элементов трехмерной сетки проектируется 
на один элемент двумерной. Такие ситуации, по мере их 
возникновения, будут оговариваться специально.

Пусть в расчетной области О, лежащ ей в плоскости 
декартовых координат (х ,у) ,  введена некоторая четырех
угольная сетка, которая по своей топологической струк
туре аналогична прямоугольной сетке в квадрате (см. 
рис.1.1). В данном случае циклической переменной явля
ется координата z, от которой рассм атриваем ы е функции 
предполагаю тся не зависящими. У злы  такой сетки зану
меруем двумя целочисленными индексами ( i , j )  подобно 
тому, как это делается на прямоугольной сетке. Ч еты 
рехугольники, вершинами которых служ ат узлы  сетки, 
назовем ячейками, и занумеруем полуцелыми индексами. 
Отрезок, соединяющий узлы  ( i , j )  и (г +  1, j ) ,  занумеруем 
индексами (г +  ^ , j ) ,  а отрезок, соединяющий узлы  ( i , j )  и 
( i , j  +  1), — индексами ( i , j  +  | ) .

Рассм отрим  теперь трехмерную  сетку, проекцией ко
торой является сетка в плоскости (х,у) .  Удобно счи
тать, что трехмерная сетка состоит из прямых призм, 
основаниями которым служ ат ячейки двумерной сетки. 
Правильнее сказать, что ячейками являю тся эти приз
мы. К аж дая такая ячейка имеет восемь вершин, двена
дцать ребер и шесть граней. Рассмотрим  трехмерную 
ячейку A B C D А !В 1 C 'D ' (см. ри с.1.2). При взгляде на нее 
сверху вдоль оси г узлы  А  и А! сливаю тся в один, но 
это не существенно, т.к. значения сеточных функций в 
этих узлах  (если таковые будут определены) одинаковы. 
Кроме того, с этими узлам и сливается ребро А А ! . В дан
ной главе не будут рассм атриваться ситуации, когда на 
таких ребрах определены сеточные функции, поэтому это
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обстоятельство мы игнорируем. К роме того, сливаю т
ся грани A B C D ,  A 'B 'C 'D '  и  сам а трехм ерная ячейка. В 
данной главе также не будут рассм атриваться  ситуации, 
когда на таких гранях  определены сеточные функции, по
этому это обстоятельство также игнорируется. Наконец 
сливаю тся, например, ребра А В ,  А 'В '  и  грань А А ' В ' В  
(аналогично другие ребра и грани), на плоскости (х ,у ) 
они изображ аю тся отрезком, соединяющим узлы  А  к  В.  
Сеточные функции, определенные на трехмерных ребрах 
и гранях, суть различные объекты . Поэтому мы будем 
рассм атривать множество отрезков на плоскости (х ,у ) 
как объекты  двух типов и говорить о сеточных функциях, 
заданных на ребрах, и сеточных функциях, заданных на 
гранях  сетки.

3*. П ри использовании метода конечных разностей наи
более часто использую тся два  способа дискретизации 
скалярных величин. Первый способ: значения сеточной 
функции, аппроксимирующей скалярную  функцию и(х), 
считаю тся заданными в узлах ( i , j )  и  обозначаю тся 
соответственно. В торой способ: значения сеточной функ
ции, аппроксимирующей скалярную  функцию и(х), счи
таю тся отнесенными ячейкам  ( * + j  +  \ )  и  обозначаю тся

х „  ______r _____ шсанию способов дискретизации
векторных величин. Д ля  простоты  будем временно счи
тать, что векторные поля имею т только две компоненты, 
которые леж ат в плоскости (х, у). Здесь способов дискре
тизации больше. Заметим сразу, что по построению на 
множестве узлов задан а вектор-функция радиус-векторов 
узлов Ti j .  Т ам  же, следовательно, будут заданы и про
изводные этого поля по времени, если сетка подвижна. 
Таким образом  в качестве представления векторного по
ля  и(х) на сетке может быть вы брана сеточная функция, 
отнесенная к узлам  сетки и являю щ аяся в каждом узле 
вектором U* j .

П ри рассмотрении криволинейных сеток более удоб
ным может оказаться использование компонент вектора, 
вычисленных в местных, связанных с сеткой, системах 
координат. Д л я  этого удобно интерпретировать расчет-
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ную сетку как аппроксимацию сетки, образованной пере
сечением координатных линий некоторой криволинейной 
системы координат (£ ,77). Ломанные, соединяющие узлы 
с меняющимся индексом i ( j  = const), будут соответст
вовать линии £ (г) = const), меняю щемуся же индексу j  
(i =  const) соответствую т линии т) (£ =  const). Н а каж
дом отрезке расчетной сетки определим касательную  к 
этому отрезку проекцию вектор-функции и (х ). Очевид
но, такие проекции распадаю тся на два  семейства. Пер
вое семейство связано с отрезками, соединяющие узлы  с 
меняющимся индексом i ( j  = const). О бозначим семейст
во этих проекций щ , очевидно оно нум еруется индексами 
(» +  | , j ) .  Второе семейство связано с отрезками, соеди
няющие узлы с меняющимся индексом j  (» =  const). Обо
значим семейство этих проекций щ ,  очевидно оно нуме
руется индексами ( i , j  +  | ) .  Смы сл сеточных функций , 
uv состоит в том, что они аппроксимирую т ковариант- 
ные компоненты векторного поля и (х) в криволинейной 
системе координат (£ ,77).

Возможен другой подход к дискретизации векторных 
полей заданием их компонент в локальных системах ко
ординат. Н а каждом отрезке сетки зад ается  нормальная 
к этому отрезку компонента поля. Т ак  же как и в пре
дыдущем случае такие проекции распадаю тся на два  се
мейства. Первое семейство иС связано с отрезками, со
единяющие узлы с меняю щимся индексом г (у =  const). 
Второе семейство ип связано с отрезками, соединяющие 
узлы с меняющимся индексом j  (»’ =  const). Смысл се
точных функций vf ,  vP состоит в том, что они аппрокси
мируют контравариантные компоненты векторного поля 
и(х) в криволинейной системе координат (£ ,77).

Теперь можно почувствовать разницу между сеточны
ми функциями на ребрах и сеточными функциями на гр а
нях. Н а ребрах естественно зад авать  ковариантные ком
поненты полей, так чтобы  конструкция и ^ д А В  аппрок-

Н а гранях естественно зад авать  контравариантные ком
поненты полей, так чтобы  конструкция мавА В  аппрок

симировала интеграл взяты й вдоль ребра АВ.
А В
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симировала интеграл J  u d s , взяты й  по поверхности 
А В В ' А '

грани А В В ' А '  и имеющий смысл потока поля и(ж) через 
эту поверхность. Таким образом, когда мы будем гово
рить, что сеточная функция задан а на ребрах мы будем 
иметь в виду, что ее значение на некотором отрезке сет
ки имеет смысл касательной к этому отрезку компоненты 
поля. Аналогично, когда мы будем говорить, что сеточ
н ая функция задана на гранях  мы будем иметь в виду, 
что ее значение на некотором отрезке сетки имеет смысл 
нормальной к этому отрезку компоненты поля.

Этими вариантами мы ограничим наше описание воз
можных способов задания сеточных функций. Д л я  це
лей настоящей главы  этих способов достаточно. Способы 
дискретизации более сложных полей (тензорных) будут 
описываться в последующих главах  по мере надобности.

§1.2. Разностная схема м етода опорных
операторов дл я  уравнения П уассона

1°. В этом параграф е будет рассмотрен один из вари
антов построения разностных схем метода опорных опе
раторов для уравнения П уассона.

Уравнение П уассона в области  О с границей дО запи
шем в виде системы

div q =  /(ж),

q =  -  grad и (2 .1)

и рассмотрим д ля  определенности первую краевую  зада
чу

и =  и т(х)
до

(2 .2)

К ак уже отмечалось применительно к уравнению Пу
ассона идея метода опорных операторов состоит в том, 
что один из операторов div или grad аппроксимируется 
непосредственно, а второй таким образом, чтобы удовле-
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творить разностному аналогу интегрального тождества

с произвольными и(х)  и р(ж).
Прежде чем приступать к построению  разностной схе

мы необходимо ввести в расчетной области  разностную 
сетку и на ней определить сеточные функции, аппрокси
мирующие функции непрерывного аргумента. Способ вы
бора сетки и задания сеточных функций неявно учиты ва
ет какой из операторов div или grad будет опорным, а 
какой определяемым. М етод опорных операторов допус
кает здесь большую свободу вы бора. В иллю стративны х 
целях мы ограничимся в этой главе следующим вариан
том.

Будем считать, что сетка состоит из узлов, соединен
ных двумя семействами ребер, которые образую т четы
рехугольные ячейки (см. р и с .1.3). У злы  сетки, кото
рые будем нумеровать двум я целочисленными индексами 

образую т множество ш. Узлы, лежащ ие на грани
це расчетной области, образую т множество 7 . Ячейки 
будем нумеровать полуцелыми индексами (г + ^ , j  + | ) .  
В дальнейшем (для краткости) символ ^2 без индексов 
будет обозначать суммирование либо по всем узлам , ли
бо по всем ячейкам сетки в зависимости от того целые 
или полуцелые индексы содерж ит выражение под знаком 
суммы.

К узлам сетки отнесем сеточную функцию температур 
Uij.. В этом случае естественным образом аппроксимиру
ется оператор grad. Б удем  интерпретировать линии уз
лов i = const (j  — const) как координатные линии £ =  const, 
(7 7  =  const). Пусть Д£,-+ 1 , A t)j + i — ш аги сетки в направ
лениях £, г). Т огда величины

M» + l,j ~  ui,j ui,j +1 ui,j
’ A»7j+i

можно интерпретировать как производные ди/д£  и ди/дт) 
отнесенные к соответствую щ им ребрам  сетки. А именно
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—+-~-— яз (du/d£)i+L j  — относится к ребрам  соответ- 
?,+ т ствую щ им г) =  const;

4 j+ i (ди/дт)){ j + i — относится к ребрам  соответ
ствую щ им £ =  =  const,

Таким образом  элементами сетки наряду с узлами яв
ляю тся ребра, на которых определен разностный аналог 
вектор-функции grad и  с в о и м и  ковариантными компонен
тами.

П

Пусть hi+1 ;- и + i  расстояния между узлами (i+  
+  1, j )  — (», j )  и  (», j  +  1) — (*, j )  соответственно. Т огда 
величины

„ _  ц«+Ц ~  ui,j
, I M i J  ~  ’

_ ui,j + l ~  u i,j

имеют смысл физических компонент вектора q =  — grad и 
в криволинейной системе координат (£ ,77). Легко видеть,
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что

,«+*,;
1

hi+i,j

(<+U)

/  (q, dl) =
(».j )

1

hi+iJ

(<+U)

j  (q. e {)d/,

(•j)

(*',J + 1 ) (ij + l)

= a ~ /  (q -dl) =  r 1 -  /
(*.j ) (*.j )

где , e 4  — единичные векторы, касательны е к коорди
натным линиям £, т/ соответственно. Таким образом  д( и 
9 Ч являю тся усредненными проекциями векторного поля 
q(x) на ребра сетки.

Н а следующем этапе построения разностной схемы 
метода опорных операторов следует аппроксимировать

интеграл — J (р, gradit)dV \ Д л я  этого функция р(х)
о

должна быть спроектирована на сетку по алгоритму, ана
логичному проектированию  вектор-функции grad и. Т.е. 
на сетке функция р ( х ) будет относится к ребрам  сетки 
и описываться своими проекциями (так или иначе усред
ненными) на ребра. Д ругим и словами, функция р (х) бу
дет описываться набором своих проекций на направления 
координатных линий £ или т) в зависимости от направле
ния ребра.

Перейдем теперь к аппроксимации и нтеграла / ( p . q ) x
о

xdV, где, как и выше, д ля  однородности записи — grad и 
обозначен через q. Д л я  наших целей удобно вы разить его 
через ковариантные компоненты векторных полей р(х) и 
q(x).

Пусть Р(, Рг/ и  q(, qn — проекции полей р (х), q(x) на 
координатные линии £ и ц в некоторой точке М . Пусть 

ev — векторы единичной длины, касательны е коорди
натным линиям £, т) в этой  точке. Т огда (см. рис.1.4)

р (М ) = р( е ( + р „ е " ,

q (М ) = q( e ( + д „е" ,
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где векторы {е^, е4} образую т взаимный базис с вектора
ми {ef,e„}, т.е.

(е(,е*) = (еч,еч) = 1,
Сef,e") = (e„,e*) = 0.

Т ак что

(Р. Q) =  Ре?е(ее, е() +  (p( qv +  p„gf)(ef, е”) + geg4(e", е").

Пусть ф — угол между векторами в(  и  е ч, тогда дли
ны векторов и е’1 суть 1 /  sin ф, а угол между ними есть 
к  — ф. Соответственно

(е*, е( ) = (е ’’, е ’’) =
Sin ф

Таким образом

(ее,е") = cos ф 
sin2  ф

(Р, Q) =  - т \ -  \pi9f +  Pr,Чп ~  (Pf 9п +  РчЯ() с°в ф \ , Sin ф L J

J(p,Q)dV = J [pege + Рч9т, - (P(4v +Pvq()cos ф\
О о
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Будем  теперь аппроксимировать последний интеграл, 

считал что векторные функции р (х ) и q(x) спроектирова
ны на ребра сетки указанным выше способом. Рассм от
рим некоторую ячейку A B C D  сетки (см. рис. 1.5). Коор
динатные линии будем аппроксимировать отрезками пря
мых, соединяющими соответствую щ ие узлы. Отметим, 
что углы  между векторами в(,  е ч вообще говоря не сов
падаю т с углами ячеек-четырехугольников.

Рис. 1.5

В окрестности вершины А

(Р, q) »  (Р. Ч)а =  - . \  \р а ВЧАВ +  PADqAD- 
sin A  L

-(.PAB4AD + P a d 9 a b ) cos А

где А  — угол при вершине А  (см. рис.1.5).
Аналогично в окрестности вершины В  и  др.

.(Р. q) «  (Р. q )в  =  -. \  - \р а в ч а в  +  р в с ч в с -  
Sln В  L

-{Р а в Чв с  +  Рв с Ча в ) cos s ] ,

где В  — угол, дополнительный к углу в вершине В  (см. 
рис.1.5).
Приписывая вершинам ячейки объемы Уд, Vg, Vc, Vd > О, 
так что Уд +  Ув +  Ус +  УЬ =  Va b c d  получаем

J ( p , q ) d V  «  Уа (р ,Ц)а + Ув (р , ц)в  + Ус (р , q)c + VD(p,q)D,
ABCD

(2.4)

(2.3)
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где (р, q )^ , ... — выражения вида (2.3).
П ереходя к индексным обозначениям и считая, что уз

лы А,  В,  С, D  имеют номера соответственно ( i+ l , j ) ,  
(i +  1, j  -f 1), (i, j  +  1), перепишем (2.4) в виде

J ( p , q ) d V  * S i+y  + ± =
A B C D

= (Va / S in2 A ) i+LJ+ L[pLi+hijqu + i i j  +

+Pr)S,j+k4,i+hi) cos л < + * , т ] +

+ (V s / sin2  B ) i+t ij + k \p(ti+ у  q(ii+ у  +

+p*,ij  + 1 9(,i+ и ) cos B *+kJ + *] +

+ (V c/sin2 Oi+bJ + i +

d’Prijj + bQ 4,*J + i  —

+ P 4, i j+ № ,i+ b j )coe C<+iJ + i]  +  

+(V D /sin 2  D)i+y  + L[p(ti+y q ( M i i j  +

~(P(,i+^,i%,

-4-Ptj,i,J + i ,*+ 4,J) cos ^ i+ U  + i]
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Аппроксимация интеграла по расчетной области  О полу
чается суммированием (2.5) по всем ячейкам  сетки

J(p,Q)dV (2.6)

Пусть теперь сеточная функция {р{,Рц} является  раз
ностным градиентом, т.е.

_ _  Ц+ lJ  ~  viJ

Pv.iJ+i =
_  ^-,J+ 1  -  Vj,j

. hi j  + i
П одставляя эти выражения в (2.6) и собирая множители 
при V i j t получим

где для внутренних узлов di j  имеет вид 

di,j ~  s « + 1  j 9,>L,j ~  s« - | ,j9,?_ i  j  +

Здесь обозначены:

‘‘‘Ш  = * T 2 >3 *T j ij

~ 9n, i j+i  cos A + *  j  + *)+  

+(VB/sm2 B)i+ i J  + iX  

x (9e,i+i,j ““ 94 ,i+i,j + i  cos 5 ,+ i iJ + i ) +  

+ (V c /s in 2  C )j+ i j  + iX

x (9f,,+i j ~  94 l< + i,j- i cos c 'i+ i i i - p +  

+ (V b /s in 2  D X + i j .^ x

x (9f,<+i,i _ 9 4 , i , j - ic o s  I

(2.7)

(2.8)
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[(Уд/s in 2  A ) i+Lij + ±x

x(94,<J + i  ~  q ^ + b j  cos A i+iJ  +1 )+  

+ (V b/sin2D),.+ j J + i x

x (9 'M,j + $ 9f,«+i.i+1 cos +

+(Vc /s in 2  C),-_£ij + i x
( 2 . 8' )

i + $ ~  j + 1  cos +

+(Vb / sin2  S ^ j ^ x

x (9n,i,j + i  ~  cos +
Sj,j + ̂ j ••• — площади некоторых поверхностей, ас

социирующихся с ребрам и (i +  \ , j ) ,  (i , j  +  5 ), ... • Пусть 
для определенности (см. рис. 1 .6 ) поверхность, ассоции
рую щ аяся с ребром (i +  j )  соединяет центры тяж ести 
0 3, 0 4  ячеек (»' +  j  +  | ) ,  (i +  3 , j  — 5 ) и имеет единич
ную высоту в направлении, перпендикулярном плоско
сти рисунка. Аналогичный вид имеют поверхности, ас
социирующиеся с ребрам и ( i , j  +  | ) ,  ... . Пусть Vij  — 
объем фигуры, ограниченной поверхностями (» +  | ,  j) , 
( i , j+  + 3 ), (» -  \ , j ) ,  (i , j  -  5 ), т.е. объем  прямой приз
мы O iO 2 O3 O4 O 1 0'2O3 O 4  единичной высоты, в основании 
которой лежит четырехугольник 0 \ 0 ч . 0 30 \  (см. рис.1.7). 
При этом sj+ ^ j  — площадь грани  O3 O4 O 4 O 3  и т.п. Т огда 
конструкцию

=  ( div* {«> (2 -9)

естественно считать разностным аналогом div q в узле 
а сеточные функции <̂ + ̂  контравариантны-

ми компонентами векторного поля q(x) на ребрах сетки. 
Действительно, соотношение (2.7) при такой интерпре
тации вы раж ает теорему Г аусса для  домена O 1 O 2 O 3 O 4 , 
si+±jqf+£ j — поток поля через сторону 0 \ 0 i  домена на-

ружу, q•+ iJ — компонента плотности потока, нормальная
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к коодинатной линии £, т.е. контр авариантная компонен
та в криволинейной системе координат (£ ,77). А налогич
ный смысл имеют и другие величины, входящие в (2.7).

Окончательно, разностная схема м етода опорных опе
раторов д ля  краевой задачи ( 2 .1 ), (2 .2 ) имеет вид

(d iv h (i , j ) £ w \ ) ,

/ j \ u*+i,j — UiJ= -(gradh “)«,i+ kJ =-h~,--
(2.10)

= —( grad/i u )r),«,j+i = — ~r— -— >
*,J+T

uitj = u m(xi j ) ,  ( i , j ) € y ,

где разностный оператор div/, определен формулами 
(2.9), (2.7), (2.8), (2.8 '); предполагается, что величины 
f ( x i j )  и  u , ( x i j )  имеют смысл.

Разностная схема (2.10) консервативна в том смысле, 
что имеет место разностный аналог баланса

J Qds = J f d V ,  (2 .1 1 )
Е  П

где fl — произвольная часть области  О с границей Е. 
Действительно, умножая первое из уравнений (2.10) на 
Vij  и суммируя по г, j  в пределах i‘i < i < *2 , j  1 < j  < j’2 

получаем

и
1,3

+ sM + | < j+i  ~  /(*<,;)•
* J

Но в сумму в левой части  вы раж ения вида si+^,j<zf+ 1 ; 
входят дважды с противоположными знаками за  исклю
чением тех, у которых либо г =  *1 , либо г =  г’г. Ана
логичным образом  обстоят д ел а  с выражениями вида
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В итоге получаем

iS S>a,j + j9 , 3 j  + i
j

i

i

Это соотношение и есть разностны й аналог (2.11), вы ра
жающего «закон сохранения энергии»: количество энер
гии, уходящей через границу Е, равно ее количеству, 
производимому источниками в fl.

§1.3. Вариационно—разностны е схемы  
д л я  уравнении лагранж евои  
газовой динам ики

Г. Настоящ ий параграф  посвящен построению разно
стных схем для уравнений лагранж евой газовой динами
ки исходя из вариационного принципа Гам ильтона-О ст- 
роградского. Разностные схемы такого типа получили 
название вариационно-разностных. К ак и в предыдущих 
параграф ах мы не будем здесь стрем иться к максималь
ной общности, а наоборот пбстараем ся подробно описать 
процедуру построения вариационно-разностны х схем в 
наиболее простой модели сплошной среды.

Как известно, лагранж ев способ описания служит ос
новой аналогии сплошной среды с континуальной систе
мой частиц. Э ту  связь механики континуума с механи
кой конечного числа материальны х точек целесообразно 
использовать при построении дискретных моделей меха
ники сплошных сред.

Рассмотрим  адиабатическое движение произвольного 
конечного объем а V(t),  состоящего из одних и тех же кон
тинуальных частиц (см. р и с .1.8). С ледуя принятой ана
логии, лагранж иан -С такой системы можно представить 
в виде
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У

X
Рис. 1.8

V ( t )

Здесь и далее: t — время, Г = (х , у) — радиус-вектор 
жидкой частицы, и  — вектор скорости  частицы, е — 
удельная внутренняя энергия, р  — давление, р — плот
ность, v =  1/р — удельный объем, dm — элемент массы, 
dV — элемент объема.

Согласно принципу наименьшего действия Гамильто- 
на-О строградского, движение среды  как механической 
системы доставляет стационарное значение функционалу 
действия

При варьировании функционала (3.1) в качестве не
зависимой вы ступает вариация радиус-вектора 6  г, такая 
что 6r(t0) = Sr(t\) = 0. Вариации остальных величин 
должны быть выражены через 6 г. В арьирование функ
ционала (3.1) должно проводиться с учетом: 
закона сохранения массы

(3.1)

6 (dm) =  6{pAV) — 0, (3.2)

условия адиабатичности

6е = —p6v, (3.3)
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кинематической связи

<5и =
d<5r 
d t (3.4)

И спользуя (3.2), (3.3) и закон сохранения объема, запи
санный в виде

<5(dV) =  dV div <5r, 

получаем связь между <5е и 6г

ёе = — — div ёг. (3.5)
Р

Опишем процесс варьирования, с целью повторить его 
на дискретном уровне. С учетом (3.2) вариация действия 
есть

11

6W  = J dt J [(u, <5u) -  <5ej dm. (3.6)
t o  V( t )

П одставляя в (3.6) выражения вариаций <5u и <5e через 8r , 
в соответствии с (3.4), (3.5), получаем

1 1

И спользуя 8r(to) — ^r(tfi) =  0 и dm =  p d V , после интегри
рования по частям  первого члена в квадратны х скобках 
приходим к формуле

6W  =
du

' ('P~dt’6r') + P div<5r dV.
to V ( t )

Наконец, применял известную  формулу

div ( /А ) =  /  div А  +  (A, grad / )  

после преобразования вы раж ения pdiv<5r будем иметь

*1

6W  - J dt J (? “j7  +  gfadp, <5г) +  J p{6r,ds)Y (3.7)
t o  V ( t )  5 ( 1 )
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Д ля случая, когда движение границы задано (п, <5г) = 
=  0 и поверхностный интеграл в (3.7) обращ ается в ноль. 
В силу произвольности остальных <5г из (3.7) следует 
уравнение движения жидких частиц

du , 
P~dt+ SradP =  °-

Если на границе или ее части  задано давление р , , то 
для учета этого граничного условия можно мыслить рас
сматриваемую  систему погруженной в некий резервуар, 
энергия которого Е ,  варьируется по формуле 8Et — —р* х 
Y.&V,, где V, — объем резервуара. К исходному функцио
налу функционалу действия в этом случае следует доба
вить слагаемое

ti .

*0

описывающее резервуар.
Окончательно полная система уравнений адиабатиче

ской газовой динамики имеет вид

dli 1 г, р —  +  gradp =  0 , (3.8)

de J- о 
P dt + P d iv u  =  °> (3.9)

р ^  — d iv u  =  0 , 
y dt

(3.10)

d r
d? =  U’

(3.11)

F(p,e ,p)  = 0 .

У равнение движения (3.8), как мы установили, следу
ет из вариационного принципа. Уравнение энергии (3.9) 
представляет собой условие адиабатичности и исполь
зовалось в качестве связи при варьировании. У равне
ние неразрывности (3 .1 0 ), выражаю щ ее закон сохранения 
массы, и кинематическое соотношение (3.11) также ис
пользовались в качестве связи. Зам ы кает систему урав
нение состояния.
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2°. Перейдем теперь к построению  уравнений, описы

вающих эволюцию дисретной среды  на основе вариаци
онного подхода. В арьирование функционала действия 
показывает, что для получения вариационно-разностной 
схемы уравнения связи следует аппроксимировать непо
средственно. Аппроксимация уравнения движения при 
этом получится автоматически в соответствии с вари а
ционным принципом. Аппроксимация соотношений (3.2),
(3.4) труда не представляет. Л л я  учета (3.3), как следу
ет из (3.5), фактически следует аппроксимировать опера
тор div. Необходимость непосредсвенной аппроксимации 
этого оператора также связана с наличием в уравнениях 
(3.9), (3.10) членов, содержащ их d ivu .

В расчетной области введем разностную  сетку, эле
менты которой можно пронумеровать двумя индексами. 
У злы сетки будем нумеровать целочисленными индек
сами ячейки-четырехугольники — полуцелыми (г+
+ \ , j +  | ) .  К узлам  сетки естественно отнести сеточные 
функции координат и скоростей жидких частиц. Термо
динамические функции: плотность, давление, ... будем 
относить к ячейкам. Такой способ дискретизации пере
менных получил название ячеечно-узловой.

В соответствии с лагранж евы м способом описания 
движения сплошной среды будем считать, что каждой 
ячейке сетки приписана м асса  M ,+ i j + i ,  неизменная во 
времени. Кроме того будем считать, что каждому узлу 
также приписана неизменная во времени м асса m ,j ,  вы
числяемая например по формуле

m*j = + M i + b j - i  +

M i+bi+h +
Если индекс одного из слагаемы х в правой части, ска
жем M i+i j  + L, выходит за  допустимые пределы, можно 
положить М1+г j + i  =  0 .

Каждой ячейке сетки припишем объем Vi+k J + i ,  чис
ленно равный площ ади прямоугольного четырехугольни
ка с вершинами в узлах , образую щ их эту ячейку. Д ля 
ячейки с вершинами в точках А, В , С, D  при ориента
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ции, указанной на рис.1.9, объем  д ается  формулой

v  ~\  [̂ Хс “ Ха )(у °  - Ув) + (х в -  x D )(yc ~ гм)] •

X
Рис. 1.9

Таким образом, объем всякой ячейки есть функция че
тырех векторных переменных — радиус-векторов ее вер-

Л агранж иан дискретной системы частиц, моделирую 
щих сплошную среду, естественно записать в виде

Л =  £ > ш 7 2 ),-,; _  £ ( M e ) , H ,J + i ,

Здесь в первом члене суммирование проводится по всем 
узлам  сетки, а во втором по всем ячейкам. В таких сум
мах мы не будем указывать множество, по которому про
водится суммирование.

Пусть узлы  сетки получаю т бесконечно малые вари а
ции Т огда вариации объемов ячеек V̂ + i  j + i  есть

8Vi+kj  + k =  £)i+ i j+ * ( ,5r)

ч ,dVif OVi+iJ  + i  Г \  , ( OVi+h,j + 2 <- \  ,
= + ( s ^ T ’ ^ r

. \ . ! dVi*U *k t. 1
+y~ar^w'

(3.12)

где через d V / d v  (индексы для краткости  опущены) обо
значен вектор с компонентами {d V /d x ,d V /d y ) .  Сравни
вая  это соотношение с <5(dK) =  dV 'divtfr и имея в виду



§3 ] Схемы для уравнений лагранжевой газовой динамики 53
соответствие между ячейками и «физически бесконечно
малыми» объемами, заклю чаем, что разностны й аналог 
выражения d ivA  есть

(d ivh A )i+ i  J + i  =  D i+i  j + i ( A ) / V i+i  j + i .

Условие адиабатичности применительно к ячейке сетки 
имеет вид

(M6e ) i + 1  j + i  =  - p , + i iJ + i<5V;+ i ij + i . (3.13)

П оставляя в (3.12) и (3.13) вместо виртуальны х ва
риаций истинные 6Tij =  Uijd t  и  <5V̂+ i  J+^ = M i+ i  j + iX  
xdt)<+|  J + i  получаем  разностные аналоги уравнения не
разрывности

(А)У dt Ji+kj + % (d iv h u ) i+ j J + r,

и уравнения энергии

( А )V d 1 + i
+  (pd ivh u )1+i  j + i =  0 .

Кинематическое соотношение имеет естественный вид

d r  j j  
dl «•■J-

Вариация функционала действия в дискретном случае 
есть

<16W = J d t [ 5 3 r n < j ( U i j , « U i j ) - 5 3 ( A f « e ) i + i j + i ],

t o

где мы в соответствии с лагранж евы м подходом полагаем 

SMi+iJ  + L =  0, 6 m i j =  0.

Из связей (3.12), (3.13) вытекает

(M(5e),+ j  J + i  =  - p i+L j+ L(V  divh <5r)i+ i ij + i ,
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так что с учетом 6\iij  ~  dSv i j /d t

*0

Рассмотрим  первое слагаемое в правой части. С уче
том <5r(*o) =  <Sr(<i) — 0 , имеем

ti

J i . i

П реобразуем  теперь последнее слагаемое в правой час
ти, считал для  определенности, что на границе расчетной 
области заданы  давления. Имеем

E f t + i j  + j O 1'  d ivh £ r ) i + i , j  + i  =  E ( ^ . * J ) .

где векторы F* j  равны

^i,j -  Pi+i j+ i W + i J + i
dxi j + P i -b J+ i

dVi_4  + L 1 2 »J ̂  2
2", + a dxi j +

5 ^ - 1 ,  i dVi+ L j_ i
i *4 * 2 J  2 I ^  * T  2 y j  2

+  я „ .  . + Pi+h.i~h2 dxi j ' 2 dxtJ

С обирая эти  преобразования вместе окончательно полу
чаем

6W
*1

= | d < E ( - mu ^ r  +  ^ ^ r .,;)-

Из последнего равенства следует, что условие 8 W  =  О 
приводит к уравнению движения узлов

т  dttM _  F mbJ dt - b j . (3.14)

Рассмотрим  подробнее структуру выражения для FtJ-. 
Выясним сн ачала геометрический смысл векторов dV/dr .
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Напомним, что ячейка A B C D  (см. ри с.1.10) имеет объем 
V  численно равный площ ади прямолинейного четы рех
угольника с вершинами в узлах  А,  В,  С, D.  Д л я  опреде
ленности рассмотрим вектор d V / d  г А . В ариация объема 
связала с вариацией радиус-вектора узла А  соотноше
нием SV = (d V /d rA ,6rA). Ясно, что если вариация 6гА 
параллельна диагонали BD ,  то SV — 0, и следовательно 
вектор d V / d r A перпендикулярен этой диагонали. Пусть 
теперь &гА перпендикулярен B D  и равен Sh, тогда оче
видно 6V  = BDSh/2.  И з этого заклю чаем , что вектор 
d V / d r A перпендикулярен диагонали B D  ячейки A B C D  
равен половине длины этой диагонали и направлен из 
ячейки наружу (см. ри с.1.11). Д ругим и словами, вектор 
d V / d r A есть ориентированная площ адь поверхности, опи
раю щ ейся на середины сторон А В  и A D  и имеющей еди
ничную высоту по координате, перпендикулярной плос
кости рисунка. Поэтому, конструкция p d V / d г А , где р  — 
давление в ячейке A B C D ,  есть сила, действую щ ая со сто
роны ячейки A B C D  на узел А  по указанной поверхности. 
Таким образом F jj есть си ла давления, действую щ ая на 
узел (», j )  со стороны окружающих его ячеек, а (3.14) есть 
второй закон Ньютона, записанный для этого узла.

Чтобы  придать (3.14) форму уравнения Э й лера (3.8), 
припишем каждому узлу ( i , j )  сетки некоторый объем Vij 
достаточно произвольным образом. Поделив (3.14) на 
Vij и  введя величину = m i j / V i j ,  которую будем ин
терпретировать как плотность, отнесенную к узлу сетки, 
получим уравнение

= h A P ) / V i j  = - ( g r a d  h p) i j .  (3.15)

которое является  разностным аналогом (3.8). С равнивая 
(3.15) с (3.8) заклю чаем, что конструкцию, стоящую в 
правой части  (с обратным знаком) естественно считать 
разностным аналогом gradp  и обозначать gradh р.

Окончательно диф ф еренциально-разностную  схему 
для уравнений лагранж евой газовой динамики запишем в 
виде

=  “ ( g r a d  hp)i,j, (3 .1 6 )
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Â'BD ÂBD

Рис. 1.10

Рис. 1.11
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de
(p ^ )■'+*>*+* +  (P div/*u ).+ i,j + i  =  ° ’ (3.17)

dt>
^ d +  * =  ( div>*u ).+±,j + ±> (3.18)

dt^  = U t , 
d t

(3.19)

3°. Рассмотрим  теперь вопрос о выполнении законов 
сохранения для модели сплошной среды и ее дискретно
го аналога. Начнем естественно с континуальной среды. 
Под законом сохранения имеется в виду соотношение ви
да  ̂J Udm  +  J Q d s =  О,

П  Е

(3.20)

где U — удельное значение сохраняю щ ейся величины, 
Q — плотность потока этой величины. Первый интеграл 
в левой части  есть количество величины U в области П(<), 
занятой фиксированными жидкими (лагранж евыми) час
тицами. В торой интеграл есть поток через границу Е об
ласти fl этой величины. Смысл закона сохранения (3.20) 
состоит в том, что количество величины U в области  за
нятой жидкими частицами изм еняется лишь за  счет взаи
модействия с другими частицами на границе области и 
не имеет внутренних источников и стоков.

В дифференциальной форме закон сохранения имеет 
форму

dl7 л  п 
P~fa +  div Q =  0,

Здесь d /d t — d /d t  + (u, V) — лагранж ева производная по 
времени. И нтегральная форма (3.20) следует из диффе
ренциальной после интегрирования по с учетом

-J- /  Udm =
d* J J(dU/d t  +  (u , V£/))dm.

a
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В системе (3.8)— (3.11) уравнения неразры вности и 
движения уже имеют вид законов сохранения объем а и 
импульса. И нтегральные формы

Уравнение энергии с учетом термодинамического тожде
ства de =  Tds  — pdr принимает форму закона сохранения 
энтропии жидкой частицы

Из уравнений движения и энергии следует закон сохра
нения полной энергии. Д ля  этого (3.8) умножается на и  
и склады вается с (3.9), что дает

4°. П ерейдем теперь к уравнениям, описывающим дина
мику дискретной среды. В этом случае мы не можем дать 
единообразного определения закона сохранения, т.к. се
точные функции относятся, вообщ е говоря, к различным 
элементам сетки. Тем не менее имею т место разностные 
аналоги соотношений (3.20), к получению которых мы пе
реходим.

Пусть а — множество узлов, таких что: »’i <  » <  *2 , 
j i  < j  < j 2 - Множество ячеек, образованных этими уз
лами, обозначим 2 1 , а множество узлов на границе — За. 
Рассмотрим  систему, состоящую из узлов а и ячеек 21.

п  Е

^ ( у  +  е) +  d iv (pu) =  0

или в интегральной форме
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Под законами сохранения для разностной схемы (3.16)— 
(3.19) мы будем понимать то ее свойство, что масса, объ
ем, энтропия, импульс и полная энергия такой системы 
(при произвольном выборе множ ества а) не имеют внут
ренних источников, т.е. изменяю тся только за  счет взаи
модействия с другими элементами сетки (или границы) 
по своей поверхности. Разностные схемы, удовлетворяю 
щие в том или ином смысле указанным законам сохране
ния, получили название полностью  консервативных [4].

Сохранение массы  и энтропии в разностной схеме 
(3.16)— (3.19) не вызы вает вопросов, они постулирова
лись при ее получении.

Рассмотрим  баланс объема. Умножал (3.18) на

Суммируя теперь эти  соотношения по 21 получаем

В правой части  группируем члены так, чтобы получить 
сумму по узлам  системы

а выражение для  A*j  имеет аналогичный вид, но в него 
входят объемы лишь тех ячеек, которые не принадлеж ат 
21. Но при выбранном выше способе вычисления объе
мов векторы A i j  = 0 , т.к. очевидно суммарный объем

Vi+i J + i  и внося М
знак дифференцирования по t, имеем

а  а

E(A.-.i,«*J-)-E W j> u‘ )̂ <3-21)
а да

где
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ячеек, окружающих узел не зависит от положения это
го узла. Таким образом в правой части  (3.21) остаю тся 
лишь слагаемые, связанные с границей За рассм атривае
мой системы. С учетом выражения д ля  A? j (3.21) можеф 
быть переписано в форме

d у '  у  _  у у  d V

а  да 3f,,j ■ .«и).

где V * — объем, незанятый ячейками 21. Последнее со
отношение вы раж ает закон сохранения объем а для раз
ностной схемы (3.16)— (3.19) в указанном выше смысле.

Рассмотрим  теперь баланс им пульса выделенной сис
темы. Импульс узла ( i , j )  есть 3 -C /3u ,j = m, ; и,-; . Умно
жал (3.16) на Vij и  суммируя по множеству а, имеем

^  m* ju * j  =  -  V gradh p ) i j .
а а

В правой части  перейдем от суммирования по узлам  к 
суммированию по ячейкам системы

+ $ J + t (3.22)
да

где

В,у
з к*'+i,>+7

dr itj
дК

+ дг{

+

+
+i,j'+i

9v i+bJ+i
d r i+i,j

*Ц+Ы + *
3r,J+ i

+

а выражение для F*;- аналогично Fjj,HO в нем следует ос
тавить лишь те ячейки, которые не входят в 2 1 .

Как легко видеть величина (В,+ 1 J + i ,  с) есть измене
ние объема ячейки ( i + | ,  j  + | )  при одновременном сдвиге 
ее вершин на вектор С .  При выбранном способе вычисле
ния объемов ячеек эта  величина равн а нулю при любом 
С ,  так что Bi+ i J+ i  =  0 для всех ячеек. Таким образом 
второй член в правой части ( 3 .2 2 ) и зчезает и остается



Величина F*;- есть сила, с которой внеш няя (по отноше
нию к рассматриваемой системе) среда действует на гр а
ничный узел (», j ) .  Таким образом, последнее соотноше
ние вы раж ает закон сохранения импульса для рассм ат
риваемой системы узлов и ячеек.

Б аланс кинетической энергии системы получается по
сле умножения (3.16) на и,- ;- и суммирования по (»', j )  £ а

- i  ^ ( m u 2/2 )ij +  J2 vi,i(u, gradhP).\; =
a a
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Б аланс внутренней энергии для рассм атриваем ой  сис
темы получается после умножения (3.17) на Vi+Lj  + i  и 
суммирования по множеству 21, что дает

i  £ ( м , ) |+ ы + . +
а

^ + ii+ * ( p div>* u )i+ i,J+i  = о.
а

Суммируя последние соотношения, получаем

£

о а

+  E Pi+ lJ+ 5 ^ > + i,)  + 5'

где Di+i j + i  и F,-j даю тся формулами:

ч , д Цn  ( o v i+bi  + j  .. \  . ( o v i+i,i + h .. ^ ,
= V ~ d T ~ - ’"*’>) + (  d r i+lJ +

( dVi+hi+k  „  \  . ( dv i + y + i  \+ Uri+1,j+1 ariJ+i
F*,i -  Pi+\,i + k'

5 K _ i  , +i
+ Р*-i J + i — ~---------+

+ P i - h j - h -
dVt.

dXi j  ' rt 2 'J + 2 dx i j  
. _ i dVi + 4 -L’J 2 , _ 2

+ Pi + k, j ~ldx i:j dx i j
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В правой части  этого соотношения вектор <9Vj+ i  j+ i / d r ,  j  
в первой сумме скалярно множится на p ,+ i  j + iU jj , а во 
второй сумме на тот же вектор с обратным знаком. По
этому такие слагаемы е взаимно сокращ аю тся; за  исклю
чением тех, которые связаны с производными от объемов 
ячеек не принадлежащ их 21 и входящ их только в первую 
сумму. В итоге имеем

m u2/ 2 Ь  +  £ ( М е).'+ 2 ^ + 7 =  D u M ’Fu ) -  (3-23)
да

Сумма в правой части  есть работа, соверш аемая над сис
темой внешней (по отношению к ней) средой. Соотно
шение (3.23) таким образом вы раж ает закон сохранения 
энергии в разностной схеме (3 .16)— (3.19).

Итак, в вариационно-разностной схеме (3 .16)— (3.19) 
имеют место разностные аналоги  законов сохранения 
массы, объема, энтропии, импульса и полной энергии, 
т.е. эта  схема является полностью  консервативной в ука
занном выше смысле.

§1.4. О бсуж дение и обобщ ения

Г. В предыдущих параграф ах были построены разно- 
стые схемы для уравнения П уассона и уравнений лагран- 
жевой газовой динамики. В первом случае мы восполь
зовались методом опорных операторов, во втором прин
ципом наименьшего действия, примененным к дискретной 
среде. К ак сами уравнения (эллиптической — Пуассона, 
гиперболические — газовой динамики), так и способы 
их аппроксимации существенно различны. В настоящем 
параграф е мы постараемся понять, какие шаги при по
строении указанных разностных схем являю тся сущест
венными, а какие имею т второстепенное значение и могут 
быть пропущены или изменены. Мы также постараемся 
увидеть то общее, что присуще обоим подходам, и на ос
новании этого перейти к построению  теории разностных 
схем на нерегулярны х сетках.

Прежде всего мы отметим, что в процессе построе
ния разностных схем были произвольным образом введе
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ны величины не имеющие прямого отношения к вычис
лительному алгоритму. В случае разностной схемы ме
тода опорных операторов для  уравнения П уассона к та
ким величинам следует отнести площ ади, отнесенные к 
ребрам сетки, и объемы, отнесенные к узлам . В случае 
вариационно-разностной схемы д ля уравнений лагранж е- 
вой газовой динамики к таким величинам следует отнести 
объемы и плотности, приписанные узлам  сетки. П оявле
ние этих величин обусловленно исклю чительно ж елани
ем записать разностную схему в форме, аналогичной ис
ходному дифференциальному уравнению , где дифферен
циальные операторы заменены н а разностные. Такое же
лание является естественным, но не представляется ра
зумным ни с теоретической, ни с практической (алгорит
мической) точек зрения.

С теоретической точки зрения это означает введение 
в разностную схему величин, которые не являю тся неза
висимыми, а входят только в определенных комбинаци
ях. Например, плотности и объемы узлов входят только 
в виде произведения, имеющего смысл массы  узла. При 
анализе разностной схемы представляется целесообраз
ным рассм атривать только те парам етры , которые суще
ственно влияю т на ее свойства. М ассы  узлов сетки также 
могут быть выбраны достаточно произвольным образом, 
но именно их выбор определяет качество разностной схе
мы.

Кроме того, принципиальное отличие дискретной сре
ды от сплошной состоит в том, что в ней невозможен пре
дельный переход. Скажем, дифференциальные уравнения 
для физических полей могут быть получены в результате 
процедуры: выписы вается уравнение для произвольно
го объема V\  соверш ается предельный переход при V  —>
0. При дискретном моделировании вто р ая  часть  проце
дуры невозможна. Поэтому разумно отказаться от ап
проксимации величин, полученных предельным перехо
дом, а аппроксимировать лишь интегральны е характери
стики: массу, объем, поток и пр. По той же причине ап
проксимации подлежит не div q, а интеграл §  qds. Поэто
му разностные операторы, вводимые в следующих гл а
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вах, аппроксимируют дифференциальные с точностью до 
нормировочных множителей, которые могут равняться 
объемам ячеек, площ адям граней  и т.д. Говорить же о 
таких величинах как плотность, удельная энергия и т.п. 
в дискретной модели можно лишь после того, как эле
ментарные объекты сплошной среды  приравниваю тся в 
свои свойствах к «физически бесконечномалым» объе
мам, площ адям и т.д. сплошной среды. Т огда отношение 
M / V  можно трактовать как плотность объекта, Е / М  как 
удельную энергию и т.д.

С практической стороны введение в разностную схему 
плотностей узлов означает заведение «лиш них» массивов 
и выполнение «лишних» операций с ними, т.е. напрасную 
трату  вычислительных ресурсов.

Следующ ее замечание, которое мы можем сделать, со
стоит в том, что в обоих случаях  использование сеток, 
топологически эквивалентных равномерной сетке в пря
моугольнике, не является принципиальным. Удобство та
ких сеток имеет как теоретический, так и практический 
аспект. При теоретических исследованиях такие сетки 
могут ассоциироваться с некоторой криволинейной сис
темой координат (£, 77), в которой расчетная сетка прямо
угольна и равномерна. Н а такой сетке удобно исследо
вать аппроксимацию дифференциальных уравнений раз
ностными. Но при этом следует предполагать, что ото
бражение (£, г}) —> (ж, у )  является  достаточно гладким, так 
что производные дх/д£  и  т.п. ограничены. Геометриче
ски это означает, что ячейки сетки являю тся почти па- 
раллелеграммам и, причем соседние ячейки «почти оди
наковы». Это ограничение на сетку представляется нам 
обременительным, тем более, что в реальных расчетах 
оно может быть не выполнено. При реализации вычис
лительных алгоритмов такие сетки безусловно являю т
ся удобными, так как легко находятся соседи элементов 
сетки. Например, для ячейки (i +  \  ,j +  | )  вершины-узлы 
имеют координаты (», j), (i +  1 ,j), (г +  1, j  +  1), (i,j +  1).

Чтобы  компенсировать при теоретических исследова
ниях отказ от таких сеток мы всю ду в дальнейшем бу
дем использовать суммирование по шаблонам. В зави-
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симости от рассматриваемой ситуации ш аблоны эти бу
дут различны и каждом конкретном случае будут описа
ны специально. Элементы ш аблона будут нумероваться 
начальными буквами латинского алф авита, а суммиро
вание по ш аблону и т.п. В некоторых случаях знак

а
суммы будет опускаться (см. главу II).

Введение таких обозначений позволит существенно со
кратить формулы, которые даже в простейших рассмот
ренных здесь случаях приобретаю т необозримые разме
ры.

В последующих главах буквами середины латинско
го алф авита г, j ,  к, ... =  1 , 2  будут нумероваться ком
поненты векторов и тензоров в индексных обозначениях. 
Отметим, что будут рассм атриваться  только декартовы 
координаты, поэтому различия между верхними и ниж
ними индексами не делается. По повторяю щ имся два
жды индексам предполагается суммирование. Везде да
лее: Sij — единичный тензор (символ Кронеккера), £,; — 
антисимметричный тензор ( £ 1 2  =  1). К руглы е скобки у 
индексов тензора обозначаю т симметризацию , например: 
t(ij) = 2^*3 +  ^3•) '

2 °. От вопросов обозначений перейдем к более сущ ест
венным моментам.

При построении разностной схемы метода опорных 
операторов для уравнения П уассона мы выполнили сле
дующие действия. Заф иксировав сетку и способ дискре
тизации переменных:

1 . ввели разностный аналог оператора grad, который 
превращ ает функцию, заданную  в узлах сетки, в 
функцию, заданную  на ребрах;

2 . в пространстве сеточных функций, заданных на реб
рах, ввели скалярное произведение;

3. построили разностный аналог оператора div, как со
пряженный разностному оператору grad (с обрат
ным знаком).

При построении вариационно-разностной схемы для 
уравнений лагранж евой газовой динамики мы, зафикси
ровав сетку и способ дискретизации переменных:
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1 . ввели разностный аналог оператора div, который 
превращ ает функцию, заданную  в узлах сетки, в 
функцию, заданную в ячейках;

2 . из вариационного принципа получили уравнения 
движения узлов сетки, при этом:
(а) ввели массы  узлов,
(б) построили разностный аналог оператора grad, 

как сопряженный разностному оператору div (с 
обратным знаком), что вы разилось в преобра
зовании

I  pdiv<5rdK =  [  p ( S r , d s ) — gradp, 8r)dV,
О д О  0

выполненом на разностном уровне.

Таким образом мы видим, что построение разностной 
схемы в обоих случаях вклю чало три  этапа:

1 . непосредственное построение разностного аналога 
дифференциального оператора первого порядка 
(опорный оператор);

2 . введение в пространстве сеточных функций, аппрок
симирующих векторные поля, скалярного произве
дения, другими словами задание в этом пространст
ве положительного симметричного оператора (мет
рический оператор);

3. построение оператора, сопряженного опорному (оп
ределяемый оператор).

3°. В построениях §§1.2— 1.3 два последних этапа как 
бы слиты в один, а при построении вариационно-разно
стной схемы для уравнений лагранж евой газовой дина
мики второй этап совсем скрыт. Поэтому рассмотрим 
это трехэтапное построение разностных схем подробнее. 
Начнем с метода опорных операторов. Мы говорим, что 
разностный оператор div сопряжен разностному опера
тору — grad на соответствую щ их пространствах сеточ
ных функций. Пусть, для определенности, оператор А =
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= — grad действует в пространстве Л" функций, обращ аю 
щихся в ноль в граничных узлах по формуле

, v{u>') — v(u)
= Av =   — — —

Здесь А — ребро расчетной сетки, применительно к §1.2 А 
либо п ара индексов (i+  A, j ) ,  либо п ара индексов (г, j  -)-1 ); 
h\  — длина этого ребра; и>, и>' — узлы, которые соеди
няет ребро А; применительно к §1.2 узел ш это (г, j ) .  При 
этом на всех ребрах задана ориентация, началом  ребра 
считается узел и>, у которого один из индексов меньше, 
чем у узла и/, который считается концом ребра.

Областью  значений оператора А является простран
ство Y  функций, заданных на ребрах (точнее подпро
странство этого пространства) А : X  —> Y.  Сопряженный 
оператор действует из Y* в X*  по правилу

(q,Av)Y = ( A * q ,v ) x . (4.1)

Здесь v е  X ,  A  v £ Y ,  q £ У*, A* q £ Л'*, (■,■)*, (-,-)у — 
функционалы в пространствах X  и Y .  Общий вид функ
ционалов в X  и Y

(™,v)x =  Vu w(w)v(w), (4.2)

(<1,p )y  =  ^ 2  ^д(А)р(А), (4.3)
А

где — суммы по узлам  и ребрам  сетки, множители
w А

Vw, Vx введены для соответствия с формулами §1.2. От
метим, что здесь опять возникли «лишние» величины Vu 
и V\, наиболее естественно было бы положить их равны
ми единице.

П одставляя в (4.1) — (4.3) выражение для р — Av,  по
лучаем

А *Ч = ^ - ^ 2 ± V a/ h aq{a),
V ш а

где — суммирование по ребрам , выходящ им из узла
а

lo, а знак «плю с» или «минус» вы бирается в зависимости
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от того является ли рассм атриваем ы й узел началом  или 
концом ребра а. Но это выражение с точностью до обо
значений (V /h  —> s) совпадает с формулой (2.9) для раз
ностной дивергенции. Однако подставить сю да А и вме
сто q мы не можем, так как А и £ Y,  a q £ У*. Чтобы 
преобразовать Аи  в q используется метрический опера
тор, действие которого в §1 . 2  дается  формулами (2 .8 ), 
(2 .8 '). В этих формулах величины с нижними индексами 
£ и г] принадлежат Y , а величины с верхними индексами 
Y * . Сеточные функции из У представляю т ковариантные 
компоненты векторных полей, а из У* контравариантные.

Итак, в соответствии с трем я этапам и построения раз
ностной схемы метода опорных операторов, разностный 
оператор d iv^(grad^) тоже действует в три этапа: при 
помощи опорного оператора grad^, вы числяется сеточ
ная функция ковариантных компонент «теплового пото
ка»; при помощи метрического оператора ковариантные 
компоненты преобразую тся в контравариантные; к кон- 
травариантны м компонентам применяется определяемый 
оператор div/, .

Рассмотрим теперь с этой точки зрения вариационно
разностную схему для уравнений лагранж евой газовой 
динамики. В узлах сетки задан  вектор скорости, кото
рый мы будем считаь описывается своими контравари- 
антными компонентами. Опорный оператор div/, превра
щ ает векторную сеточную функцию, заданную в узлах, в 
скалярную  функцию, заданную в ячейках. Сопряженный 
ему определяемый оператор — gra.dft , превращ ает ска
лярную функцию, заданную в ячейках, опять в вектор
ную, заданную  в узлах, но уже своими ковариантными 
компонентами. Это делается особенно наглядным, если 
вектору описывать не в декартовой системе координат, а 
в произвольной аффинной. Ч тобы  получить контравари
антные компоненты следует подействовать метрическим 
оператором. Но в данном случае удобнее действовать 
метрическим оператором на сеточную функцию ускоре
ний и роль метрического выполняет диагональный опе
ратор масс узлов.

Аналогия между разностными схемами метода опор
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ных операторов и вариационно-разностными схемами, ус
тановленная в настоящем параграф е, является  еще более 
полной. Однако эта  более полная аналогия может быть 
вскры та только на основе исследования сходимости раз
ностных схем.



Г л а в а  I I

М а т е м а т и ч е с к и й  а п п а р а т  
м е т о д а  о п о р н ы х  о п е р а т о р о в

§2.1. Д и с к р е т н а я  м о д е л ь  с п л о ш н о й  с р е д ы

1°. Н астоящ ая глава посвящ ена построению разност
ных схем метода опорных операторов для уравнения Пу
ассона на произвольных нерегулярны х сетках и уста
новлению ряда неравенств типа вложения для сеточных 
функций, которые потребую тся в дальнейш ем при иссле
довании сходимости указанных разностных схем в 
Ьр-норм ах (1 < р < оо). В отличие от §1.2, в качест
ве опорного принят оператор div . Это сделано с целью 
продемонстрировать гибкость м етода опорных операто
ров. К разностным схемам с опорным оператором grad 
мы вернемся в главе V.

Расчетную  область О покроем семейством разностных 
сеток, каж дая из которых состоит из узлов и,  образован
ных ими ячеек-многоугольников 12 и граней сг — сторон 
ячеек (см. рис.2.1). Каждой граничной грани сопоставим 
фиктивную ячейку 12,. Во множествах (w) и (сг) выделим 
те элементы, которые лежат на границе расчетной облас-

Рис.2.1
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ти и будем помечать их символом д, например, ди> — 
граничный узел.

Будем  предполагать, что сетка является  связной в 
следующем смысле: 1 ) из каждой ячейки в любую дру
гую можно попасть переходя через грани; 2 ) любые два 
узла можно соединить ломаной, проходящ ей по граням.

Введем параметр h, характеризую щ ий подробность 
разбиения расчетной области  О сеткой, и имеющий 
смысл линейных размеров элементов сетки. Будем  пред
полагать, что размеры элементов сетки (ячеек, граней) 
равномерно оценивается для всего семейства сеток aih2 < 
< K(f2 ) < агЛ2, b\h < s(cr) < 6 2 Л, где K(f2 ) — объем  ячейки 
Г2, s (<t ) — площадь грани <т. При этом подразум евает
ся, что сетка расположена в трехмерном пространстве и 
все ее элементы имеют единичную высоту по координате, 
перпендикулярной плоскости рисунка (см. §1 .1 ).

2°. В настоящей главе будет рассм отрен вариант ме
тода опорных операторов, в рамках которого скалярные 
сеточные функции задаю тся в ячейках, а векторные на 
гранях. П ространство сеточных функций, заданных на 
множестве (Г2 ) будем обозначать 01, на множестве (Г2 „) — 
01,, на множестве (сг) — IH, на множестве (w) — S.

Обозначим через а пару (Г2, <т), где Cl — ячейка сет
ки, а — грань этой ячейки. О пределим коэффициенты <та 
следующим образом:

<т„ = + 1 , если полож ительная сторона грани а являет
ся внешней для ячейки П;

Рис.2.2
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аа — —1 , если внутренней.
Н аряду с коэффициентами <т„(Г2) введем  коэффициент 

ты та (ш) и оператор <5 : S —>■ С К  следую щ им образом (см. 
рис.2 .2 ):

та (ш) = + 1 , если переход от отрицательной сторо
ны грани а к положительной происходит против часовой 
стрелки относительно узла и;

та (и>) =  —1  в противном случае;
П  =  ^ И С И  +  г > ') С К ) -
Легко видеть, что аа8а =  0 и, если craY a = Q для не

которой сеточной функции У, то сущ ествует (  Е  S, такая 
что Y  = 8Q.

§2.2. М е т о д  о п о р н ы х  о п е р а т о р о в

1°. В двумерной области О с границей дО рассмотрим 
уравнение Пуассона, записав его в виде системы:

d ivq  = f(x ) ,  q =  — grad и (2 .1 )

с некоторыми граничными условиями.
Будем  предполагать, что входные данные задачи  (об

ласть О, граничные условия, п равая  часть) таковы, что 
решение и(х) Е С 2(0).

К ячейкам отнесем сеточную функцию температур U . 
У  каждой грани каким-либо образом  выделим положи
тельную сторону (см .рис.2 .2 ) и отнесем к ним сеточную 
функцию тепловых потоков Qa , аппроксимирующих инте

гралы
а

При описанном способе дискретизации физических по
лей естественным образом аппроксимируется оператор 
дивергенции и первое из уравнений ( 2 , 1 )

Y ^ a aQa = F =  [  fdV,  
а п

(2 .2 )

где суммирование производится по граням  а ячейки П. 
В дальнейшем для сокращения формул будем опускать
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символ Y2 и считать, что по повторяю щ емуся верхнему и 
нижнемуаиндексу производится суммирование, когда ин
декс пробегает по всем граням  ячейки. Ф ормула (2.2) 
принимает вид: <raQa = F.  При этом мы считаем, что

интеграл J f d V  вы числяется точно, 
п

2°. Согласно методу опорных операторов разностный 
аналог оператора градиент строится таким образом, что
бы выполнялся сеточный аналог интегрального тождест
ва

j  u d i v p d V  = j  « pds +  J (Р, q)dV,
О  9 0

q =  — grad и.

(2.3)

И нтеграл j { Р, q )d v представим в виде Y ,  I (Р, q )d ^ ,
о J

о “ о
интегралы по ячейкам будем аппроксимировать билиней
ными формами gabPaqb, где даъ — даь(Щ — симметричные 
матрицы (по а, Ь — суммирование).

Таким образом получаем

J (p ,q )d K  =

Левую часть (2.3) аппроксимируем суммой У З UcraP a.
п

Имеем тождественно

53и<тар а = j 2 u * p a+

П д а  ^ 2  4 )
+ 51 Р а[<?(Щи(П) +  <т(П')̂ (̂ ')]-

а

Первый член в правой части  (2.4) аппроксимируетJ upds, а второй таким образом  интеграл J (р, gradw)x 
9 0

xdH J ( P , q ) d V 7



С другой стороны интегралу J ( р ,  q)dE  соответству
ем

ет сумма gabPaQb, откуда, ввиду произвольности Р а
п

имеем

g<n,(n)Qa + goa{V)Qa = а(ЩП(П)  +  a(Q.')U(Sl'). (2.5)

Оператор в левой части  (2.5), действую щ ий на сеточ
ную функцию Q, в дальнейшем будем обозначать 3 и на
зывать метрическим. Так как а — ±1 , то в правой час
ти (2.5) стоит — A U  =  [ / (Г2) — t/(f2'), где Г2' — та ячей
ка, для которой полож ительная сторона грани является 
внутренней, для эта сторона является  внешней. Т а
ким образом, операторный метод приводит к соотноше
нию SQ = — A U.

3°. Относительно метрических операторов будем пред
полагать выполненными следую щ ие равномерные (по се
мейству рассматриваемы х сеток и ячейкам  этих сеток) 
оценки:

а) 3 > / ? /  (/? > 0 ); б ) £ Ы < 7 - (2 .6 )
а

М етрический оператор 3 позволяет естественным об
разом снабдить пространство Ж скалярны м произведени
ем (X, Y) = gabXaY b и нормой ||А | | 2 = {X, X ) . 

п
4°. С учетом вышесказанного разностная схема метода 

опорных операторов для уравнения П уассона имеет вид:

&aQa = F  на (П),
5Q =  - A U на (<т).

Если рассм атривается первая краевая  задача, то эта сис
тема зам ы кается граничными условиями С/(Г2*) =  U*, если 
вторая условиями — 3 _1А U — Q+, где заданные сеточные 
функции на (П„) и (да) соответственно.

§2.3. П р о е к т о р ы  и  их м о м е н т ы

7 4  М а т е м а т и ч е с к и й  а п п а р а т  м е т о д а  о п о р н ы х  о п е р ат о р о в  [ Г л . II

1 °. Основным для теории численных методов являет
ся вопрос о соотношении между решением, полученным
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численно, и решением исходной дифференциальной за
дачи, о сходимости и скорости сходимости. Л ля того, 
чтобы сравнение этих решений стало возможным в тео
рии разностных схем осущ ествляется проектирование ре
шения исходной задачи в пространство сеточных функ
ций при помощи некоторых операторов проектирования 
П, после чего ошибка оценивается в некоторой норме || ||. 
Относительно проекторов сделаем  следую щее замечание. 
Пусть мы интересуемся сходимостью разностной схемы 
со скоростью О (/г) и два проектора Щ и Пг таковы, что 
ЦП1 it — Пги|| =  0(h).  Т огда эти два проектора для нас 
эквивалентны. Если же мы будем интересоваться схо
димостью со скоростью О (Л2), то эквивалентность этих 
проекторов ,вообще говоря, не будет иметь места. Таким 
образом множество всех возможных проекторов распада
ется на классы  эквивалентности (первого порядка): два 
проектора эквивалентны, если J|(П 1 — П2 )и|| = 0(h) .  Ка
ждый класс эквивалентности в свою очередь тоже рас
падается на классы  эквивалентности (второго порядка): 
два проектора эквивалентны, если ||(П 1 — П 2 )п|| =  О (Л2), 
и т.д. При каждом конкретном исследовании мы доходим 
до той или иной ступени этой иерархии.

Возникает вопрос: как описать класс эквивалентности 
проекторов. В настоящ ей работе предлагается описы
вать их при помощи моментов проекторов. Поясним этот 
подход на примере. Рассм отрим  проекторы, преобразую 
щие векторную функцию f(x) непрерывного аргумента в 
сеточную функцию f a (а  — индекс на сетке). Заф иксиру
ем а  и будем интерпретировать f a как функционал ip на 
некотором пространстве УС, которому принадлежит f(x), 
предполагая его линейность. Пусть УС — подпространст
во постоянных векторных функций /; = const, тогда на 
этом подпространстве tp имеет вид / "  =  <p(fi) = т ? х  
x f i ■ Пусть УС — подпространство линейных (по коор
динатам) векторных функций /,■ =  тогда на этом
подпространстве р  имеет вид / "  =  p(FikXk) =  МДЕ;*,. 
Векторы Ш( и тензоры определяю тся проектором и 
являю тся его моментами. Аналогично можно определить 
и моменты более высокого порядка.
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§2.4. Сеточный аналог интегрального
о

представления функций из Н 2

Т  В последующих параграф ах установливаю тся раз-
о

ностные аналоги вложений п ространства Н 1 в Lp (1 < 
< р  < оо) и слабое вложение в L°° на нерегулярных сет
ках. Рассм атривается случай двумерной плоской геомет
рии. На сетку наклады ваю тся минимальные разумные 
ограничения (см. §2 .1 ).

В континуальном случае доказательство вложений
о

1Р(0)  в 1 / ( 0 )  основано на интегральном  представлении 
функций из t P ( 0 )  в виде [2 0 ]:

(4 л)
о о

и доказательства ограниченности интегрального опера
тора в правой части (4.1) из Ь 2(0)  в Lp(0).  Л л я  по
лучения разностных аналогов теорем  вложения реализу
ем аналогичную процедуру на разностном уровне. На 
первом этапе получим разностный аналог интегрального 
представления (4.1) , и на втором покажем равномерную 
(на семействе сеток) ограниченность возникающих при 
этом операторов, действующих в сеточные пространст
ва Ьр . Исключение составляет случай  , когда оператор 
действует в сеточное пространство Ь°° . В этом случае 
константа непрерывности зависит от сетки, хотя и дос
таточно слабо.

2°. Прежде чем переходить к получению разностного 
аналога интегрального представления (4.1) введем сеточ-

о
ные нормы Lp и Н1.

В дальнейшем будут рассм атриваться только функ
ции, обращ аю щ иеся в ноль на (П„). Поэтому будем счи
тать, что все функции F  £ доопределены нулем (если 
это необходимо) на (О*).

Сеточную норму Lp введем естественным образом.



Пусть F  Е Я, тогда
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1И 1р =  [ Х > 1Л р] 1/р
п

где V  — объем ячейки 12.
Под сеточной нормой Я 1 будем понимать сеточный

Здесь S — метрический оператор, задаю щ ий скалярное 
произведение в пространстве векторных сеточных функ
ций Ж и удовлетворяю щ ий условиям S = S*, /Я  < S < 
< /Я, /? > 0. В силу этих неравенств норма | |Я | |а  эквива
лентна норме

которая в дальнейшем будет использоваться в качестве
о

сеточного аналога нормы Я 2.

3°. Получим разностный аналог представления (4.1). 
Л л я  этого спроектируем ядро интегрального оператора 
на сетку, т.е. образуем  сеточную функцию следующего 
вида

Геометрический смысл фа [х) очевиден — это деленный 
на 2тг угол, под которым из точки х видна грань <т. Угол 
положителен, если видна отрицательная сторона сг, и от
рицателен в противном случае. И з этих же соображений 
ясно, что разностная дивергенция фа(х) есть

аналог выражения которому согласно
Ометоду опорных операторов соответствует

(4.2)
<7

н л 1 =  [ Х > ^ | 2] 1/2
а

а

сгафа(х) = 1 , если х лежит внутри 1 2 , 
0 , если х лежит вне 1 2 . (4.3)
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Теперь можно получить разностны й аналог интегрально
го представления (4.1). Пусть F — Я(П) и F(S2,) =  0. В 
расчетной области О образуем функцию

f {x )  = ' 5 2 F craj,a{x) = ~ Y , V { x )baF.  (4.4)
П о

С учетом (4.3) легко видеть, что f ( x )  — F(Q),  где О — 
ячейка, содерж ащ ая точку х. Если точка х лежит на 
границе ячеек, будем считать, что f ( x ) не определена. 
Множество таких точек имеет нулевую  меру, поэтому 
для наших дальнейших целей такое определение коррект
но. Очевидно, что f {x)  £ LP((D) при всех 1 < р < оо и 
11/ ( х) 11р =  11Л 1р , гДе | | / ( х) 11р определена стандартным об
разом. В дальнейшем будем оценивать именно ||/(ж )||р . 

Согласно методу опорных операторов выражение 
(x ) A aF  следует интерпретировать как сеточный

а

аналог интеграла J ( 9 , V f ) d V y , где F  — проекция f ( x )  в 
О

пространство сеточных функций Л, фа{х) — проекция Ф в 

пространство сеточных функций Я : фа(х) =  J Ф(ж, j/)dSj,.
а

Таким образом можно считать, что формула (4.4) яв
ляется разностным аналогом интегрального представле
ния (4.1).

о
§2.5. С еточн ы е вл о ж ен и я  Я 2 в Lp

о

1 °. Установим сеточные аналоги  вложений Я ^О ) в 
L P(Q) с 1 < р < оо. Соответствую щ ие оценки наиболее 
просто получаю тся в случае 1  < р < 2 .

В силу (4.4):
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Применяя к последнему интегралу неравенство Гельдера 
имеем

I  |/(x)r1|̂(x)|dK<
о

<  [j\f(x)\̂ -1̂'dv]1/P [j ̂ (x)\”dv]1/P =
о о

= 11̂ 1Г1[/ l<nx)pw]1/P.
о

Здесь р' сопряженный с р показатель: 

диняя (5.1) и (5.2), получаем

№  < £ | Д * л [ / l ^ w i w ] 1/p<
л- J

(5.2)

Объе-

Так как

ем

< 1И | { е [ / \Фап \ рм } 2‘
а о

J \ip<7(x)\pdV  < (см. Приложение А)  име-
о

2°. Покажем теперь сеточное вложение Н2 в Lp при 2 <
2  р

< р < ос. Положим q =  — —  < 2 и представим |/(х ) | в
виде Р +  2

| / и 1 = \ 5 2 r ( x ) b * F <

^ [ | ^ ( х) Н А ^ 2 | ] 1 /Р | Л ^ | 1 - 2 / р | ^ ( х)|«/
(5.3)

Применив к (5.3) неравенство Г ельдера с показателями
2  р

Pi =  Р, Р2  = q' =  —7 ^ ,  Рз =  2 ( p i 1 +  Р2 1 +  Р3 1 =  1), 
Р &
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получаем

\ т \ р < [ х > » 1?| д . л 2] [ ^ | A CTF | 2 ] ^ [ ^ i ^ ( x ) r ] f .
а а а

Так как \фа(х)\ч < М 2 Л? _ 2  (см. Приложение В) тле-
а

ем

П  <  ^ | A aF | 2 f  \ ф °(х)\ Ч У  | |F | | p - 2( M 2^ - 2)p /2 <  

а о
< М г М ^ Ь Ш .

Окончательно

||F ||P < M ||F || с М  = м 11рм 112Ь221(р+2).

Таким образом показано, что для  F £ "R {и продол
женных нулем на Г2„) имеют место оценки ||F ||P < M ||F || с 
константой М , зависящ ей только от р  при фиксированных 
области О и семействе разностных сеток (определяющ их 
константы &i и &2).

3°. Из хода доказательства вложений видно, что требо
вания, наложенные на сетку в §1.2 можно ослабить. Во- 
первых: следует потребовать, чтобы для всех сеток рас
сматриваемого семейства выполнялась оценка |sCT | 2 <

<7

< Mi  с константой М\  независящ ей от сетки. Во-вто
рых: следует потребовать, чтобы круги, построенные на 
каждой грани сетки как на диаметре, покрывали любую 
точку расчетной области О не более п раз с числом п не 
зависящем от сетки из рассм атриваем ого семейства.

О ба эти требования будут выполнены, если все ячей
ки сеток имеют соизмеримые разм еры  во всех направле
ниях. Д ругими словами: нет вытянутых ячеек.

О

§2.6. С л аб о е  сеточн ое в л о ж ен и е  Н 1 в L°°

1°. Как уже отмечалось, для функций непрерывного ар
гумента Н2 не вклады вается в L °°, поэтому нет оснований
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считать, что такое вложение будет иметь место для се-
о

точных функций. В разностном случае под вложением Н 2  

в понимаю тся оценки вида

11Л1оо < M(h)\\F\ l

где величина M(h)  зависит только от сетки. Д ля метода 
конечных элементов характерна логариф мическая зави
симость М  от h.

2°. Воспользовавшись представлением (4.4) и неравен
ством Коши-Буняковского имеем

|/ ( х ) |=  [ £ > ' ( * ) | 2] V l l -

Оценим \ф°(х)\2 при произвольном i  £ О. Д ля этого
<7

каждой грани как на диаметре построим окружность, а 
также построим круг К{х)  с центром в точке х и радиуса 
р =  ch. М ножество граней разобъем  на два подмножества 
21 и 03. Грань а £ 21, если круг К (х )  и соответствую щ ая 
грани а окружность не имеют общих точек. К подмно
жеству 03 отнесем остальные грани. Очевидно, что в си
лу сделанных предположений относительно сетки, число 
элементов 03 ограничено некоторым п = 0(1).

Оценим У^|^>а(х ) | 2 для а £ 21. Пусть R  — расстояние
<7

от точки х до середины грани, г = ^ |s a | — радиус круга 
К , построенного на <т как на диаметре. Т огда с одной 
стороны

\ Г { * ) \  < i » c t g l  <

с другой

/
dVy

х - у \ 2

жг2
-  R 2

\ Г { х ) \ 2 < _L [  d vy
1Г3 J  |X у\2 '

Следовательно
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Д ля a £ 93 положим |^ ст(х)| < Таким образом

£  \ г  и 2 =  £  \ г  (* ) 12 +  £  (* ) 12 <
о а  93

По построению круги К  леж ат в области  Д  = О — К(х)-, 
если К  выходит за  пределы области  О, его можно «пе
редвинуть» внутрь области, при этом соответствующ ий 
интеграл не уменьшится (см. рис.2.3). Кроме того каж
дая точка области Т> покрыта не более чем m  кругами К.  
Поэтому

£1№ )12< гп Г d Уу п <
■к3 J  |х у\2 4 ~

к
R

Окончательно

||Т ||оо< М 0 |1п (Т //г)Г / 2 ||Т ||.

Таким образом установлены вложения сеточных про- 
странств Я 1 в Lp при 1 < р  < оо и слабое вложение Я 1 в 
L°° на нерегулярных сетках.



Глава III
Сходимость разностных схем 

метода опорных операторов для уравнения 
Пуассона на классических решениях

§3.1. К ач ествен н о е  и ссл ед о в ан и е  р азн о стн ы х  
схем  м етода оп орны х о п ер ато р о в

Г. В этом параграф е исследуется аппроксимация урав
нений

div q =  f (x ) ,  ( 1 .1 )
q =  -  grad и ( 1 .2 )

разностными схемами м етода опорных операторов на 
достаточно гладких решениях.

Д ля  уравнений (1.1) — (1.2) рассмотрим вторую  крае
вую задачу с граничным условием (q,Ti) = Ч*(х ), где

дО
п  — внешняя нормаль к границе области О в точке х , 
д*(х) — известная функция. Решение задачи  существует, 
если выполнено условие разреш имости

J f d V  =  J q*ds.
О дО

В этом случае тем пература и(х)  определена с точностью 
до константы, а тепловой поток (\(х) определен однознач
но.

Разностная схема метода опорных операторов имеет 
вид

<raQ a = F  на (12),

SQ = - A U на (or), (1.3)

Q =  <5* на (да).

Здесь S — метрический оператор, F  =  J f d V ,  Q » =
п

=  У  g*ds. В силу сделанных в §1.3 предположений суще
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ствует оператор 3 1 и, исклю чая Q из уравнений (1.3), 
получим

Г - a ( 9 A U )  на (12) 1 _  Г F  на (12) \
\  3 _ 1 Л{/ на ( 1 2 , ) /  \  - Q .  на (12,) J

(1.4)
Оператор Л : X + X* —> Oi + X* в ячейках (12) является 
разностным аналогом оператора — div grad .

И сследуем свойства оператора Л. Л л я  этого рассмот
рим скалярное произведение

(T ,AU)  =  T A U  = Х ^ Л ^Т (3 - 1 л { /Г-
п,п, о

Отсю да, в силу свойств оператора 3, следует, чтоЛ=Л*> 
> 0 в смысле скалярного произведения ((/, Т) =  UT  и

п,п.
(U,A U ) = 0 лишь в том случае, когда все A U  — 0, соот
ветственно U =  const.

Так как единственным решением однородной сопря
женной системы Л*Т =  0 является функция Т(12) = const, 
то условием разреш имости уравнений (1.4) является по 
теореме Ф редгольма [2 2 ] равенство

5 >  = £<?..
П д а

которое предполагается выполненным.

2°. Рассмотрим теперь вопрос о точности разностной 
схемы (1.3). И нтегрируя (1.1) по 12 находим

<га<1

где qa = /  qds,
<7

получаем
и, вычитая из первого уравнения 

aa(q -  Q)a = 0  на (1 2 ).

(1.3),

(1.5)

Очевидно
q -  Q =  0 на (да). (1.5')

У словия (1.5) означаю т, что сущ ествует сеточная функ
ция C(w) такая, что q — Q = 8Q. У словия (1.5') даю т (  — 
— const на (ди>), для  определенности положим const =  0 .
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Получим уравнение, которому удовлетворяет функция 
(.  Имеем

6( = q -  Q, 

g<$C =  S<z +  At/.

Суммируя последнее равенство по граням, содержащим 
узел и) , с множителями та , получим

та(56()а = T a ( 9 q ) a . (1.6)

Так как q — Q — 8(, то исследование ошибки ||д — <3|| 
сводится к оценке решения уравнения ( 1 .6 ) в соответст
вующей норме.

Оператор в левой части  (1.6) можно интерпретиро
вать как разностный аналог оператора rot rot по следую 
щим соображениям. Л л я  сеточной функции р =  8т] при 
любой rj{u>) справедливо тождество сгара = 0 , что соответ
ствует div rotr) =  0. Введем фиктивные грани (<т»), р азъ 
единяющие фиктивные ячейки, и положим (см. рис.3.1)

( 9 р ) .  =  f p d l .

А В С

Рис.3.1
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Тогда имеет место тождество

^2r]Ta(9p)a = ^ Т ? (9 р ) . +  '^2(Sp)aS'JT] =
ш дш & ( 1 7 )

= у(9р)« +  9аьРа6Ьт1,
ди> П

которое является разностным аналогом  интегрального 
тождества

[p ^ ]d S  +  J (р, rot q )d P
О дО  О

(■Л имеет только одну компоненту, перпендикулярную 
плоскости рисунка).

Правую часть (1.6) следует интерпретировать как 
rot (П grad и). Можно сказать, что источником ошибки в 
разностной схеме (1.3) является то, что разностный ана
лог оператора r o t , действуя на проекцию потенциального 
поля q = — grad и, дает ненулевую сеточную функцию.

3°. Рассмотрим  подробнее правую  часть уравнения 
(1.6). Пусть ш — внутренний узел сетки, гш — его ради
ус-вектор. В окрестности узла и> поле qi{x) представим в 
виде

4 i { x )  =  qi  +  Q i k ( x k  ~  x k , w)  +  ■ ■ ■  ■

Заметим, что Qik =  Qki, т.к. поле д,-(х) потенциально. 
Тогда

q a — q i s °  +  Q i k S ? k +  . . .  ,

(S?)(T — 9г(9̂ г)<7 T Qifc ( 95)jfc )<t T — q i h , a  T Q i k ^ i k  ,a T ... ,

Ф =  T a ( S q ) a  = д,-Та /;,а + Q i k T a L i k ,a + ■■■ • 

Здесь

Очевидно |si| =  0(h) ,  |5**| =  0 ( h 2), ... . Первый член не
вязки ф обращ ается в нуль, если т а/,:„ =  0 ; следующий,
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если таLik „ =  0 и т.д. Таким образом получается цепочка 
уравнений

Tah,a = 0, TaLik,a =  0, ... (1.8)

Равенства (1.8) имеют простой геометрический смысл, 
они являю тся разностными аналогам и интегральны х то
ждеств

dXi =  О,

Очевидно, что чем больше равенств в цепочке (1.8) 
выполнено, тем выше точность схемы (1.3) в норме ||6 £||.

4°. После сделанных замечаний вернемся к уравнению
( 1 .6 )

та(56()а = T a ( 9 q ) a на (ы), 

с =  0  на (дш).

Оператор в левой, обозначим его В, действует в про
странстве § 0 — сеточных функций определенных на (ы) и 
равных нулю на (дш). Положим В( =  0 на (дш), так что 
В : §о —> §о •

Из тождества (1.7) при р = 6( и (,  т] £ § 0 очевидно сле
дует, что оператор В самосопряженный и положительный 
в смысле скалярного произведения (г],() = Следо-

и>
вательно, сущ ествует обратный оператор В - 1  и уравне
ние ( 1 .6 ) имеют единственное решение.

Чтобы  оценить ||<5С|| = | |<7 — Q ||, воспользуемся тем об
стоятельством, что правая часть  ( 1 .6 ) имеет специальный 
вихревой вид ф = Ta(9q)a ■ Имеем

И̂ СН2  =  <  ll^Cllllffll, (1.9)
ш

откуда ||й£|| < ||д|| =  0 ( 1 ), если не делать каких-либо пре
положений относительно сетки и метрического оператора 
S- Естественно ожидать, что если будет выполнено пер
вой из условий цепочки ( 1 .8 ), т.е. т а1 „ =  0 , то ||й£|| =  0(h) .

/
(x.-dxfc +  я* da;,-) =  О,
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Прежде чем оценивать ||<5С|| сделаем  следующее заме
чание, которое будет играть клю чевую  роль в получении 
оценок точности разностных схем. Разобьем  пространст
во !Н в  ортогональную прямую сумму подпространств Л 
и 23. Функции из А  имеют вид X  = S - 1 Д Т, где Т  £ 2i +  2i*. 
Подпространство 23 состоит из функций ортогональных Л 
в смысле скалярного произведения (■,•). Изучим струк
туру функций из 23. Пусть X  £ Л, Y  £ 23, тогда

О = {X, Y)  =  ^ 2  У Ч S X ) a =  y ,  Y ° ^ ° T  =
а а

= ^ Т * У °  - Т . Т °« у а -
д а  П

О тсю да, в силу произвольности Т, заклю чаем, что под
пространство 23 состоит из сеточных функций таких, что:

1) aaY a =  0 на (П), 2) Y a = 0 на (да).

Таким образом 6( £ 23. Сеточные функции из подпро
странства Л будем назы вать потенциальными, а из под
пространства 23 — вихревыми.

Вернемся теперь к энергетическому равенству (1.9)

ll*CII2 = X > a(99)a = ( К л ) -
ш

Так как <5£ £ 23, то к сеточной функции q в правой части 
можно добавить произвольную функцию из Л, при этом 
равенство не наруш ится. Поэтому

||<$С||2 = (*С.9 + а) < IÎ CII inf ||? + а||,

I^CII < inf ||g + а||. ( I-10)
а&А

Пусть теперь выполнено т а1„ = 0. Тогда сущ еству
ет сеточная функция г £ 2 i +  2 ?*, такая что I =  9 s = Аг. 
Функция г(Я) очевидно определена с точностью до посто
янного вектора и удовлетворяет системе

Аг =  0 на (П),

3 -1 Д г -  s на (да),
( 1.11)
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которая является разностным аналогом тождеств

З т
Л г =  0 при г  £ О, —  =  п  при г £ 30 . 

дп

Предположим, что сущ ествует решение системы (1.11), 
отклоняющееся на 0(h)  от центров тяж ести  г(Г2 ), соот
ветствую щих ячеек, т.е. удовлетворяю щ ее условию

||г — flloo =  m ax |r  — r | =  0(h).  
n,n.

Положим в (1.10) a =  9 _ 1 Au(f2), где u(f2) = u(r(f2)), a 
r(f2) — указанное решение (1.11). Тогда

ll*C| | 2 < II? +  9 - 1 A u | | 2 < i  IS« +  A u l2- (112)
^  о

где (3 — нижняя граница спектра метрического оператора 
9- Если и(х) £ С 2(О), то с учетом 9s =  Аг, все слагаемые 
|9? +  А и | 2 в правой части  последнего неравенства суть 
0(Л4). Так как таких слагаемы х 0(Л -2 ), получам  оценку
\m\ =  o (h ) .

5°. Рассмотрим теперь вопрос о сходимости разност
ных схем метода опорных операторов для задачи  Д ирих
ле. В этом случае разностная схема имеет вид

<raQ a — F  на (П),

9<3 =  - A U  на (<т), (1.13)

U = U* на (Г2„).

Легко показать, аналогично п.1 ° данного параграф а, 
что система (1.13) имеет единственное решение.

Введем проектор П, преобразую щ ий функции непре
рывного аргумента и(х)  в сеточные функции П«(Г2), такой 
что Пи(Г2*) = (/* (точнее сказать (/* = Пи(Г2„)). Пусть мо
менты этого проектора {1, R(f2),...}. Рассм отрим  сеточ
ную функцию ра \ Sр — —А(Пи). Т огда из (1.13) следует

S ( Q - p )  = - A ( U - U u ) .
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Введем сеточную функцию г =  ( 7  —Пи, характеризую 
щую погрешность разностной схемы по температурам , и 
получим уравнение для нее. О бозначая Q — р =  Z  и учи
тывая, что cra(q — Q)a — 0, можно написать

S Z = - A z ,

<raZ a = <ra{Q -  р)а =  <ra(q -  р)а-
Исключив отсю да Z , находим

Az  =  —<та(3_ 1 Л г)а = aa(q -  р)а на (12),
(1.14)

2 (1 2 *) =  0 .

Умножая (1.14) на г и суммируя по ячейкам 12, получим

Нд- 1 ^ 2 = £  za a(q -  р)а = (S - 1  А*, Ч -Р ) .  
п

Так как 3 _1Аг G А,  то к разности q —p в правой части 
последнего равенства можно прибавить любую функцию 
6  G В, при этом оно не наруш ится:

||3 _ 1 Л г | | 2 =  ( S ^ 1A z , q - p + b )  < ||9 _ 1 Л^|| inf ||g -  р +  6 ||.
об

С ледовательно,

1И|а =  ||9 _ 1 Аг|| < inf \\q ~ р  + 6 ||. (1.15)о £ 3

6 °. Рассмотрим  s как векторную сеточную функцию на 
(<т). Очевидно, в силу разлож ения 94 =  А  ® В, возможно 
представление s = S_ 1 A r - f  SC- Здесь г  =  г(12) — ради
ус-векторы «центров» ячеек, а С ~  С(и) будем интерпре
тировать как площади некоторых ориентированных по
верхностей, отнесенных к узлам . Д л я  простоты счита
ем, что «центры» фиктивных ячеек совпадаю т с середи
нами соответствую щ их граничных граней. Будем также 
предполагать, что векторные сеточные функции t |(w) = 
r(w) — r(w) и C(w) имеют первый порядок малости по h :

| |т| 11 оо =  т а х |л |  =  0(h),

lldloo =  шах |С| = 0(h).Ш

(1.16)
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Второе требование, очевидно, является  ослабленным 
условием г а1 „ =  0 , которое означало ||С||оо =  0 .

Оценим правую часть неравенства (1.15), считая что

решение и(х) £ С 2 ((Э). Положим Пи =  и(х(Г2 )), b = ~ s j q

С
xds, тогда

fqx

kill <  ||9 +  д - 1 П Д и - «  J q d s 112 <

с

< ^ | S 9  +  A n n - S ^ y q d s |2.

Рассмотрим выражение под модулем в окрестности грани 
а. Имеем

ч° =  (q> s a ) +  0 (/г2),

Л а Пи = —(q, Л а г )  + 0 ( Л 2),

6 J qds =  (q,t )  + 0 ( h 2).

О тсю да

g q +  л п и  -  g  s j  qds =  g ( q ,  s -  g _ 1 A r  -  sc) + о  ( л 2).

Так как первое слагаемое в правой части  равно ну
лю на всех гранях, разностная схема опорных операторов 
имеет первый порядок точности в энергетической норме, 
если выполнены условия (1.16).

В силу установленных в §§1.6— 1.7 вложений разност
ная схема (1.13) сходится со скоростью  0 (h )  в Тр-нормах 
( 1  < р < оо) и со скоростью  0 (Л.|1п Л . |2) в Т°°-норме.

§3.2. А п п р о к с и м а ц и я  с к а л я р н о г о  п р о и з в е д е н и я

Г. В этом параграф е будут рассмотрены  вопросы ап

проксимации интегралов билинейными форма-
п
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ми gabPaqb, где

Ра = J Pds, qb = J qds,

и связанная с этой аппроксимацией оценка норм lldloo.
Рассмотрим, какие условия на матрицы  даь н алагает это 
требование.

а) Потребуем, чтобы даъРа9Ь =  У(Р, Q)dP при любых
п

р , q = const, т.е.

9ab(PiSi)(qkSbk) =  V8ikPiqk.

отсю да
gabSiSbk = V6ik (2.1)

b) Пусть x  — координаты центра тяж ести  ячейки Я. По

требуем, чтобы gabPaqb =  J (P,'q)dVr при любых P i = const,
n

qi = Q i j ( x j  — x j ) ,  Q i j  = const. О тсю да получаем  условие

9abS?jSbk =  0 (2.2)

где тензоры 5,у вы числяю тся относительно центра тяж е
сти ячейки Я.

Произвольные векторные функции р,-(л ), д,(х) в ячейке 
Я представим в виде рядов Т ей лора

Р г ( х )  = р { + P i j [ x j  ~ X j )  +  О ( h 2),

4 i ( x )  =  qt + Q i j ( x j  ~ X j )  +  О ( h 2),

тогда

gabPa q b -  J (p, q )d p  =  (gabs?sbk -  V8't k ) p i q k + 
a

+ g ab S i j S bk { P i j q k + Q i j P k ) + 0 ( Л 4).

О тсю да видно, что если выполнено (2.1)

9abPa q b ~  j (Р, q )d P  = 0 ( h 3 ), 

n
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а если выполнены (2 . 1 ), ( 2 .2 )

J ( p , q ) d V  = 0 ( h 4)
п

Соответственно

(Р,Ч)~ J ( P , Q ) d V  = 0 (h )  и О (Л4)
о

Отметим здесь следую щ ее обстоятельство. Совмест
ное выполнение условий (2 .1 ) и ( 2 .2 ) возможно лишь в 
специальных случаях. В самом деле, тензоры S - ,  вообще 
говоря, линейно-независимы в четы рехмерном простран
стве тензоров второго ранга. Равенство нулю их линей
ной комбинации означает, что gab^i = 0 , что очевидно не
совместно с (2.1). Поэтому в дальнейш ем условия (2.2) 
рассм атриваться не будут.

2 °. Покажем теперь, что оценки ||т|||оо =  О (h) и ||С||оо = 
0(h)  в ряде случаев следую т из условия ( 2 .1 ).

Пусть р(х) — произвольная достаточно гладкая  функ
ция, т(х)  = d ivp , п — вектор единичной длины. Тогда

С другой стороны, пусть г(Г2) — векторная сеточная 

функция «центров» ячеек , r*=r(f2„). О бозначая М =  / т х

о дО о

п
x d P , имеем

Y , M ( п .г )  = Х ! (п ’г )<т“Ра =
n n

= Х 1 (П-Г*)ра ~ ^ 2 з а ь р а(п ^ ь)>
д а ft

a

где p
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Из двух последних равенств следует

У ^[м (п ,г)- (n, /  mrdP)] + (р, (п, - s  + S_1Ar)) + 
п п+ Х̂--]= [ ( n ’V)d V ~  Xlffa6p0(s6’n)-

д с  J0  П
(2.3)

Заметим, что —S +  S 1^ г = — и преобразуем  второе 
слагаемое в левой части (2.3)

~ { р , 5 ( п ,  С)) =

= £(п , с)(9р). -  £(п , с)та(9Р)а = £ £ (n ,t).
дш и> и>

Здесь, не наруш ая общности, мы положили (Зр)* =  0 и 
обозначили т а(3р)а=— L. Очевидно при этом У ~ Е = У ^ (З х

OJ дш
хр), =  0 .

Предположим, что все грани сетки являю тся отрез
ками прямых. Рассмотрим пространство ф  векторных 
функций таких, что р ( х )  Е ф:

i) линейна внутри каждой ячейки П,
ii) имеет непрерывную нормальную  компоненту на 

всех внутренних гранях,
iii) имеет постоянную нормальную  компоненту на ка

ждой граничной грани.
Д ля функций из ф  справедлива формула (2.3), при 

этом:
i) тп(х) постоянна внутри каждой ячейки С1, М(С1) = 

= m(Cl)V,

ii) J m x id V  = М щ ,  J Zipds =  x,p*.
П a

Внутри Ячейки f2 функция из ф  может быть представ
лена в виде p i ( x )  =  р,-(П) -f P i j { C l ) { x j  — Xj ) ,  так что

J P k d V  -  gabPas\ = - ( g abs“sk -  V6ik)pi -  д а Ь 3%БЬк Р и .

n
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Если выполнено (2.1), то (2.3) принимает вид

^ 2 М п кЩ + ^ 2 Ь п к( к = — ^ 2  gabS?j sbk Pij п к, (2.4)
ft и> ft

где Sij(fi) = У  (х( — x, (f2 ))ds;-.
<7

3°. Пару сеточных функций £ =  {??,С} будем интерпре
тировать как функционал, определенный на пространст
ве ф S, элементами которого являю тся пары  сеточных 
функций К  — {М,  L},  и действую щ ий по правилу, зада
ваемому соотношениями (2.4).

З адача  сводится к оценке нормы функционала £, кото
рая очевидным образом связана с проекциями векторов 
т|, С на направление, задаваем ое вектором п . Т ак как нас 
интересует ||£||оо, то пространство 3i®S следует снабдить 
нормой

IIA'Ili = £ | M |  + £ | L | .
ft ш

Тогда

M ”  =  T W -  (2-5)
Отметим следующее обстоятельство. По своему смыс

лу сеточная функция C(w) определена с точностью до про
извольного вектора. Оценка ||С||оо =  О (Л) означает на са
мом деле, что

р = inf max |С -f а | = 0(h) .  (2 .6 )
Cl U)

Соотношения (2.4), (2.5) в принципе даю т возмож
ность оценить проекции векторов Т|(Г2 ), t(w) на произволь
ное направление п. Связь между этими величинами и р 
можно установить из простых геометрических соображе
ний. Пусть в (2.6) infimum достигается при а =  0. Тогда, 
очевидно, сущ ествую т векторы  Cj =  £(ич) и С2 =  С(и>г), 
такие что 1^1 =  |С2| =  Р и  угол между ними >120 ° . Если 
п  единичный вектор в направлении Ci — С2 , то

inf max |(n, С +  fl)| > |Ci - C 2 I >pVЩ
2
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Кроме того,

inf max |С +  а| =  sup
а  ш  So £J£| '

где §о— подпространство §, выделяемое условием L  —

Ш
= 0. Таким образом, окончательно,

ll£l|oo <
4 _ £ n  gaiSfjalPijnt

З Й Д  Enl^l + E J il '

4°. С учетом сделанных замечаний зад ач а  сводится 
к следующему: достаточно ли богато пространство ф  
функциями, чтобы для любых М  £ X, f  6  ?о нашлась

р ( х ) G ф  такая, что М  = <тара , L = - т а(3 р)а (ра =  J pds).
<7

У словия непрерывности нормальной компоненты р £ 
£ ф  на гранях имеют вид:

i) равенство производных вдоль грани от нормальных 
компонент р(х) с двух сторон грани

е{кз ^ кА Р ч  = 0, (2.7)

ii) равенство потоков р ( х ) через грань с двух сторон 
грани

SiPi +  S ij P jj = ра . (2.8)

Здесь £ik — антисимметричный тензор,

Sij(fl) = J (х { -  х ,(Г2))сЦ.

а

При этом по построению пространства ф  в фиктивных 
ячейках следует полагать Pij(Clm) = 0 .

Д обавляя к этим уравнениям условия

<тара =  М ,

та( 5 Р)а =  - L ,

(2.9)

(2 .10)
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получаем систему линейных уравнений, которой долж
ны удовлетворять коэффициенты р,(П), Рц (П). Вопрос о 
«полноте» пространства ф  сводится к вопросу о разре
шимости этой системы при любых М  £ Я, L £ §0.

Ограничимся рассмотрением сеток, все ячейки кото
рых суть треугольники. В этом случае тензоры Р,у(П) 
можно выбирать в виде т№) S, j . При этом условие (2.7) 
выполнится автоматически, а ( 2 .8 ) примет вид

7Т)
( s , p ) - p CT =  - - s p § .

Соотношение (2.4) примет вид

( t , K )  = - J 2 ^ 9 a b s p § a(sb,n) .  (2.11)
п

Условие (2.9) будет очевидно выполнено, если положить 
т  = M / V ,  где V  — объем ячейки П.

Таким образом зад ач а  сводится к разреш имости сис
темы

(S,p) - Р а =  -(M /2 V > p S  на (П, а), 

Та{^р)а =  —L  на (и>)
(2 .12 )

при любой правой части, такой что L ~  О-
Ш

Воспользуемся теоремой Ф редгольма [22]. Умножая 
левые части системы ( 2 .1 2 ) на фа и суммируя по
соответствующ им множествам и собирая множители при 
p(w), ра , получаем  однородную сопряженную систему

фаS“ = 0  на (Cl),

дё<р -  фа(Щ -  фа(С1') = 0  на (<т).
(2.13)

В фиктивных ячейках следует положить фа(С1*) = 0.
Первое из уравнений (2.13) есть равенство нулю ли

нейной комбинации векторов Sa . Л л я  треугольны х ячеек 
сущ ествует единственная (с точностью  до произвольного 
множителя) обращ аю щ аяся в нуль линейная комбинации
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векторов Sa : cras a — 0. О тсю да фа( П) =  Ф(Г2)сга , причем 
Ф(Г2*) =  0. Второе уравнение (2.13), принимает вид

&<Р -  <7а(П)Ф(П) -  О-аСПОФСП') =  0.

Здесь последние два слагаемы х есть ЛФ, поэтому Sip -f 
+  9 _1ЛФ =  0.

Но Sip G 25, а 3 _1АФ G А.  Это может быть только в 
случае, если Sip = 9 _1АФ =  0. С ледовательно, р  =  const, 
Ф =  0. Очевидно эти решения ортогональны правой час
ти (2.12). С ледовательно, система (2.12) совместна.

С учетом (2.11) легко оценить норму ||£||оо- Имеем

(i, К) = ^ 2 М п кщ + ^ 2 Ь п кСк = ^ M < M s p § 7 2 C ) ( s6,n ),
П и> П

откуда

ll l̂loo < v /l73inax|sia6(sp§a/Vr)s6| =  0(h),

т.к. sp§ =  О (/г2), |s| =  O(h), V  =  О (/г2).

5°. Таким образом, на треугольны х сетках разностные 
схемы метода опорных операторов для уравнения П уас
сона в двумерной плоской геометрии на классических ре
шениях имеют точность 0(h)  в энергетической и ^ - н о р 
мах ( 1  < р < ос) и точность 0 (Л|1пЛ|1/ 2) в Т°°-норме, если 
9 absfsbk =  V Sik во всех ячейках.

§3.3. П о с т р о е н и е  м е т р и ч е с к и х  о п е р а т о р о в

Т. Построим метрические операторы , точнее матрицы 
9аЬ, удовлетворяю щ ие сформулированным выше критери
ям сходимости.

Напомним, что для треугольны х ячеек эти критерии 

сводятся к условиям аппроксимации интегралов / ( P . q ) x

п
x d V  билинейными формами даъРаЧЬ и имеют вид 

9abs“sbk = VSik ( 3 . 1 )
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У словия (3.1) гарантирую т аппроксимацию соответ
ствующего интеграла с первым порядком и первый поря
док сходимости разностных схем м етода опорных опера
торов в Lp (1 < р  < о о ) .  В норме L°° точность разност
ных схем соответственно 0 ( / i |ln/i | 1 ̂ 2). Д л я  произвольных 
ячеек достаточные условия первого порядка сходимости 
в Lp (с соответствующ ей модификацией д ля  L°°) можно 
записать в виде

9 a b S bk =  ( т а ( х к { а )  -  X i ( f i ) )  ( 3 . 2 )

где xjt(a) — координата середины грани а .  С ледствием
(3.2) является условие первого порядка аппроксимации 
интеграла (3.1).

Соотношения (3.1) можно рассм атривать  как систему 
линейных уравнений для определения неизвестных вели
чин даь, а (3.2) для определения Х*(12).

Рассмотрим два наиболее интересных для практики 
случая треугольных и четы рехугольны х ячеек. Найдем 
коэффициенты даь, удовлетворяю щ ие (3.1), (3.2). Каж
дый раз естественно начинать с условия (3.1), т.к. оно 
должно быть выполнено в лю бом случае.

2°. Т реугольная ячейка.
Рассмотрим  систему (3.1) на треугольной ячейке. В 

этом случае для 6  неизвестных даь (даь — симметричная 
матрица) имеем 3 уравнения (соотношение (3.1) симмет
рично по i ,k ) ,  так что общее решение должно содержать 
3 свободных парам етра.

Частное решение системы (3.1) легко выписы вается в 
виде

9аЬ — ^   ̂ Vtp ( S a , St ) „ .  (3-3)

ч>
Здесь tp — индекс, нумерую щ ий вершины ячейки, — 
объем, приписанный ^-верш ине ячейки. Н а выбор Vv на
клады вается единственное ограничение:

ч>
Вектора {Sp,s'} образую т базис, сопряженный с 

{sp ,s ?}, где р, q — номера граней, сходящ ихся в верши
не 'р ячейки 12. Очевидно, что вектор s'a определяется
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не только ребром а, но и вершиной, которую он обра
зует, т.е. парой {sp,S?}, образую щ ей базис, связанный 
с вершиной р.  Таким образом (s '^ S j)^  — м атрица Гра- 
ма составленная из векторов {Sp,s'?} и обратная матрице 
(S ^S 6)^. Индекс <р подчеркивает, что а, Ь пробегаю т зна
чения р, q. Каждое слагаемое вида «заполняет» строки и 
столбцы с номерами р, q матрицы даь-

Выражение (3.3) содержит очевидно два свободных 
парам етра, так как на три величины наклады вается 
одно условие ^  = V .

ч>
Можно указать набор решений однородной системы 

(3.1). Он имеет вид А а<ть +  Аъсга , где А а — произвольный 
набор чисел, отнесенных к граням  ячейки. Таким обра
зом семейство решений системы (3.1) можно записать в 
виде

даь = ^ ^ ( s ^ S j ) ^  + A a(Tb +  А ьаа. (3.4)
ч>

Мы не обсуждаем вопрос о линейной независимости по
лученных решений однородной системы, так как это не 
является целью работы.

3°. Ч еты рехугольная ячейка.
Рассмотрим  систему (3.1) на четы рехугольной ячейке. 

В этом случае для 10 неизвестных даь имеем 3 уравнения, 
так что общее решение должно содерж ать 7 свободных 
параметров. Ч астное решение (3.1) так же, как и в п.2" 
имеет вид

9аЪ = X ^ ( Sa>S'&)V (3-5)
ч>

и фактически содержит три свободных парам етра, т.к. на 
четыре величины Vv наклады вается одно условие Vv =

ч>
= V.  Здесь все величины имею т тот же смысл, что и в
(3.3) п .2" .

Дополнительные решения однородной системы (3.1) 
получим следующим образом. Из четырех векторов s° 
можно образовать две линейные комбинации, равные ну
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л ю :

<TaS° =  0, ра S“  =  0,

и  и з  к о э ф ф и ц и е н т о в  и а, ра с о с т а в и т ь  д в а  н а б о р а  р е ш е н и й  

о д н о р о д н о й  с и с т е м ы ,  с и м м е т р и ч н ы е  п о  а, Ь\

A a<Th “Ь Аь&а> В арь -|- В^Ра,

г д е ,  т а к  ж е  к а к  и  в  п . 2  ° , А а , В а  — п р о и з в о л ь н ы е  н а б о р ы  

ч и с е л ,  о т н е с е н н ы х  к  г р а н я м  я ч е й к и .

Т а к и м  о б р а з о м  п о л у ч а е м  с е м е й с т в о  р е ш е н и й  (3 .1 )

9аЪ — }   ̂ ^ v ( So 1 S&)v т  Аа< Тъ + Ah (Та  -р B aph +  В ь р а .
ч>

В  д а л ь н е й ш е м  о г р а н и ч и м с я  э т и м  с е м е й с т в о м .  И м е ю 

щ и е с я  в  н а ш е м  р а с п о р я ж е н и и  п а р а м е т р ы  и с п о л ь з у е м  д л я  

т о г о ,  ч т о б ы  у д о в л е т в о р и т ь  (3 .2 )  . Л е г к о  в и д е т ь ,  ч т о

9аЪ$  =  ^  ]  У<р$а,1е =  — ^ О,

V

г д е  s'a —  в е к т о р ,  с о п р я ж е н н ы й  с  S° в  б а з и с е  в е р ш и н ы  ip, 
а  с у м м и р о в а н и е  п р о и з в о д и т с я  п о  в е р ш и н а м ,  о б р а з о в а н 

н ы м  г р а н ь ю  а.
П у с т ь  в  ч е т ы р е х у г о л ь н о й  я ч е й к е  ABCD: а =  А В ,

|Sa | =  А В ,  п л о щ а д и  г р а н е й  о р и е н т и р о в а н ы  к а к  п о к а з а н о  

н а  р и с . 3 .2  ;

<pe{A ,B ,C ,D}-  

У д  =  Va b d  , У  в  — 0,

Ус — Vb c d , Vd  — 0;

г д е  Va b d , Vb c d  —  п л о щ а д и  т р е у г о л ь н и к о в  A B D  и  BCD  
с о о т в е т с т в е н н о .  В  э т о м  с л у ч а е

ta  =  - У л в о ^ 'а  А. ~  ~ Va B D  Г-
’ (.s a b A a d )

Н о  ( s^ b , U d ) =  2 Va b d , п о э т о м у  t a =  -  \\Ad -
Э т о т  в е к т о р ,  о т л о ж е н н ы й  о т  с е р е д и н ы  г р а н и  А В  з а 

к а н ч и в а е т с я  н а  с е р е д и н е  д и а г о н а л и  B D .  П р о в е д я  а н а л о 

г и ч н ы е  в ы к л а д к и  и  д л я  д р у г и х  г р а н е й ,  н а х о д и м ,  ч т о
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вектора t„ отложены от середины соответствую щ ей гр а 
ни, заканчиваю щ ейся на середине диагонали B D . 

Аналогично можно рассм отреть случай

У а  — 0,  У в  — Уа в с ,

Ус = 0 , Vd  — Va c d -

Здесь вектора t a заканчиваю тся на середине диагонали
АС.

Взяв линейную комбинацию построенных даь с весами 
соответственно v и ( 1  — ц), найдем, что при выборе в 
виде

Va  — v Va b d , Vb  =  (1 — v )VAb c ,

Ус =  v Vb c d , Vd =  (1 — у)Уа с  d ,

вектора t„ =  — s'a ^  отложенные от середин соответ-

ствующих граней заканчиваю тся в точке с координатами

_ г/ . 1  — v .
R  =  g  ( г в  +  г о )  +  +  г с )

4°. Отметим, что д ля  треугольны х сеток при выборе даъ 
в виде (3.4), вектора t„ = — Vvs'a 1р, отложенные от се-

ч>
редин соответствующ их граней, заканчиваю тся в точке с 
ко о рдинатами

У  в  +  У с  У с  +  У  А~  ----------- г А +  ------------9 V
. V А  +  У  В
- Г  в  +  — д т т — г с .

Таким образом, д ля  треугольны х ячеек из условий 
(3.1) следую т условия (3.2) с R, определяемыми по по
следней формуле.

5°. Возможен другой вариант вы бора метрического опе
ратора для случая треугольны х ячеек — даЪ берется в 
виде диагональной матрицы. В качестве элемента даа, 
соответствующ его стороне А В ,  следует взять отношение
ОО'
Ж ’ г д е 0 ~
окружности,

- центр описанной вокруг треугольника ЛВС 
О'  — середина стороны А В  (рис.3.3).
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Требование положительной определенности операто
р а  S наклады вает ограничение на форму треугольни
ков — сумма противоположенных углов должна удовле
творять условию: ip + ф < д < ж (см. рис.3.3).

6 °. Установим справедливость неравенств (2.6)

S >/31, ^ | 3 а б | < 7
ь

для построенных метрических операторов с матрицами 
Яаъ вида (3.3), (3.5). Относительно расчетной сетки бу
дем предполагать следующее.
i) Отношение площ адей граней  (длин соответствующ их 
отрезков на плоскости), входящих в один базис, ограни
чено числом а  — 0(1). На ри с.3.2 грани А В  и AD  входят 
в базис при вершине А  и указанное требование означает, 
что

1  ^  s a b  ^  
a  sAD

ii) Среди углов ячеек нет очень острых и очень тупых, 
т.е. все они заключены в пределах от в до ж — в с в = 0 ( 1 ). 
Очевидно, что если выполнены условия §2.1, то выполне
ны и i), ii).

Рассмотрим четырехугольную  ячейку ABC D  (тре
угольная ячейка получается отождествлением вершин С  
и D) и базис при вершине А  этой ячейки (см. рис.3.2). 
«Элемент» метрического оператора, связанный с этим 
базисом, есть

М * 'а .8»),
где ip = А ;  а , Ъ  G {AS, A D } .
Несложно показать, что

(Sa.Si) >
ПА В +  S

~&ab
A D

Положим Va =  t]a Sa b d , гДе Sa b d  — площ адь треуголь
ника A B D , 0 < г)а < 1. Тогда

М С 5 'б ) >
sin#

2 (a  +  1 / a ) T]ip&ab
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Суммируя эти неравенства по всем базисам  сетки полу
чаем

„ sin# _
3  -  2 { а + 1 / а ) Ъ '

Здесь Ъ  — диагональный оператор с элементами da = 
=  где суммирование производится по базисам, со
держащим грань а. Таким образом

Р--
sin#

2 ( а + 1 / а )
min da

и (3 > 0 , если всякая грань входит хотя бы в один базис 
с положительным весом Vv . Заметим, что для четырех
угольной сетки условия (3.6) даю т da — 2 для  внутренних 
граней, da — 1  для граничных граней.

Перейдем ко второму неравенству. Пусть а — А В ,  то
гда

Уа  Vb
9 а в ,а в  =  т ----------- :— +

9 a b ,a d  

д л в , вс  =

( s a b  sin A ) 2 (sAB sin В ) 2 ’ 
Va  cos A  

s a b  s a d  sin2 A  ’
Vb  cos В

s a b Sb c  sin 2 В  ’

9 a b ,c d  =  0 .

Суммируя модули этих величин с учетом i), ii), получаем

£ ы < ’м  +  ’" , ‘
ъ 2  sin 0

-(a -f cos в).

гр , /  1 а  -f- cos в
1 ак как г]a -f т]в < 1 , окончательно находим у  = ------------

2  sin#



Г л а в а  I V

С х о д и м о с т ь  р а з н о с т н ы х  с х е м  
м е т о д а  о п о р н ы х  о п е р а т о р о в  д л я  у р а в н е н и я  

П у а с с о н а  н а  о б о б щ е н н ы х  р е ш е н и я х

§4.1. О ц е н к а  с к о р о с т и  с х о д и м о с т и  р а з н о с т н ы х  
с х е м  в  п о т о к о в о й  н о р м е

Г. В этом параграф е будет рассм отрен вопрос о сходи
мости разностных схем метода опорных операторов для 
уравнения П уассона на обобщенных решениях. Предпо
лагается, что входные данные задачи: расчетная область 
О, граничные условия, п равая часть (см. Приложение 
G) таковы, что решение и £ Н 2(0),  соответственно q = 
= — grad и £ Я 1 (0).

Рассмотрим  вторую краевую  задачу для уравнения 
Пуассона. Разностная схема м етода опорных операторов 
в этом случае имеет вид (см. §2 .2 )

<ra Q a = F = /  f i x ) d v на (П),

5 Q  = - A U

J
n

на (<т),

Q  =  Q , =  [ q*ds на (дет)
J

д а

Здесь U £ 01 -f аппроксимирует функцию и(х),  a Q £ 
£ Ж аппроксимирует потоки вектора q через грани сетки:<f = J qds.

<7

В главе III было показано, что разностная схема (1.1) 
имеет первый порядок точности по потокам в норме || ■ || 
при выполнении следующих условий:

i) и е С 2(0)-,
ii) сущ ествует векторная сеточная функция жДГ2 ), та

кая что =  А Х{ покомпонентно и х,-(П,) = ж;(Г2*);
iii) 11х -  ж||оо = шах |х { -  х ( \ =  0(h).
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Последнее условие для треугольны х сеток имеет место, 
если

{Р Л )~  J ( p , q ) d V  = 0(h).
о

Покажем, что можно ослабить условие i), сохранив 
соответствующую оценку для разностной схемы ( 1 .1 ) на 
решениях и £ Я 2 (0).

И нтегрируя первое из уравнений (1.1) по И находим

<raqa = F, ( 1 .2 )

где qa — J qds. Отметим, что в силу вложения Н 2(0) в
<7

Я1 (сг), где сг — произвольный отрезок прямой, лежащий в 
О, указанные интегралы  имеют смысл (см. Приложение 
G).

Вычитая теперь (1.2) из первого уравнения (1.1), по
лучаем

<Ta(q - Q Y  =  0 на (И). (1.3)

Кроме того, очевидно,

q -  Q = 0 на {дет). (1.4)

П ространство !Н разобьем  в ортогональную  прямую 
сумму подпространств IH = А  ф Ъ (см. §2.1). Подпро
странство А  состоит из функций, имеющих вид X  — 
~  S - 1  А Т  с произвольной функцией Т  £ . Подпро
странство Ъ ортогонально А  в смысле скалярного произ
ведения (■, ■) и состоит из функций, таких что eraY a ~  0  на 
(12), q — Q =  0 на (да).

Согласно (1.3) — (1.4) сеточная функция q — Q Е Ъ. 
Пусть теперь р — произвольная функция из А.  Тогда

Ik -  р \\2 = IK? -  Q ) - ( p -  <3)Н2 > II? -  <3||2,

т.к. q — Q £ а р  — Q £ А.  О тсю да, в силу произвольно
сти р
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П усть теперь выполнены у сл о в и я  ii), iii) и и(х) Е Н 2(О). 
Функцию и ( х )  продолж им  н а  всю плоскость (.Ci, £ 2 ) таким 
образом, чтобы  продолж енн ая  функция, которую  так
ж е назовем  и ( х ) ,  у д о в л е т в о р я л а  соотношению: |и |2 д  <
< 5|ы|г,о-

П олож им  в (1.5) р = 3 _ 1Аи(П), где  и(Г2) =  u(r(Q)).  
г ( 12) — сеточная  функция, ф и гу р и р у ю щ ая  в условиях  ii).
iii). В ы раж ение u(r(fi))  имеет  см ы сл  в силу вложения 
Н 2{О) в С’(б ).  Т аким  образом

Н« -  Q II2 =  ||4 +  S_1A « ||2 <  д £ | 3 ?  +  А ^  (1-6)
а

где ft — ниж няя  гран и ц а  сп ек тра  м етри ческого  оп ератора
S.

Оценим отдельны е сл агаем ы е  |S ?+ A u |"  в правой  части 
последнего неравенства .

П усть К  — круг р а д и у с а  р — 0 ( h ) .  содерж ащ ий я ч е й 
ки 12, 12' (соприкасаю щ иеся  по гр ан и  <т) и их «центры » 
(см. рис .4.1). П роведем  п рео б р азо ван и е  переменных у  = 
=  х / р ,  ь ( у )  =  и ( р у ) .  При этом

Р(У) -  — grad yv -  pq( py ), J p d s y =  j  qds,..
a (?

В результате  п реоб разован и я  круг К  о тобрази тся  на 
круг единичного р ади у са  A'i -

Р ассм о тр и м  функционал р  =  At> +  Sp и покажем ею  
ограниченность на H 2(K i) .  И м еем

М  < 2 |H |c ( ie l} +  2 7 m ax

В силу влож ений Н 2( К 1) в С ( К \ )  и H \ K i )  в l J ( S ) .  
где S  — произвольное м ногообразие  в К 1 , получаем

И <  2 (М, + 7 М 2 ) |Н | 2 ,А'1.

По построению  функционал р о б р ащ ается  в нуль на под
п р остран стве  Р[( К\)  полиномов первой  степени и в силу
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Ри
с.

4.
1
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эквивалентности  полунорм ы  Я 2 и ф актор-норм ы  Н 2 j  Р х 
получаем

И  < 2(Mi -I- у М 2) inf ||u + p\\2 ,R\ <
p£Pi

< 2(Mi + ~i M 2 )M a \v \2,k 1 =  M\v\2,Ki-  

В о звр ащ аясь  теперь к переменны м х,  находим

13q + Аи| < М р \ и \ 2, к -

Т аки м  образом

q-Q\\2 <
М 2р2

~ Т ~ Е нЬ'
22,К ’

где суммирование ведется  по кругам , построенным ука
занным выше способом д л я  каж до й  грани . В силу сделан
ных предполож ений л ю б ая  то чк а  плоскости  (1 1 , 1 2 ) по
кры та  не более чем п  к р угам и  К , поэтому

2 л 2
,2 М  Р2 < г

12 , Д £
М 2р2 В 2п

Р 1
1 2 .0 -

О кончательно, с учетом р < с h, ||g — Q|| < О (Я) |u |^,о -

§4.2. О ценка скорости  сх о д и м о сти  р азн о стн ы х  
схем  в эн ер гети ч еск о й  н орм е

Г. Р а с с м о тр и м  первую  краевую  за д ач у  д л я  уравнения  
П уассона. Во введенных обозначениях  р азн остн ая  схема 
м етода  опорных операторов  д л я  за д ач и  Д и р и х л е  имеет 
вид

(ТаQa =  F  на (О),

3 Q = - A U  н а  (сг), (2.1)

U = U* на (О*).

Здесь , как  и ранее, U Е 01 -f 01* ап п роксим ирует  функцию
и(х),  a  Q Е Л  ап п роксим ирует  потоки векто р а  q черезJ qds; F = J f ( x ) d V .

О П

грани  сетки q
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Т а к  же как и в §2.1 д л я  сеточной функции z=U—Пи, ха
рактеризую щ ей  погреш ность р азн о стн о й  схемы по «тем 
п ер ату р ам » , получим  уравнение

Л г = - о г0( З г 1 Л г ) °  = <та (9 - р ) 0,

z(fi.) = 0,

где Зр =  ЛПи.
Из (2.2), с учетом  р азл о ж ен и я  IH = А  Ф  'В, следует  

неравенство

||z ||a =  | | S - 1A z | | <  inf \ \ q ~ p + b \ \ .  (2.3)

2°. Т ак  же как и в §2.1 п р ед стави м  векторную  сеточ
ную функцию ориентированны х п лощ адей  гр ан ей  (сг) в 
виде s =  S- 1 A r- f  ё(.  З д есь  г =  1*(Г2) — ради ус-векторы  
«цен тров»  ячеек, а (  =  C(w) площ ади  некоторы х ориен
тированных поверхностей, отнесенных к у злам . Б уд ем  
предполагать , что векторны е сеточны е функции г/(ш) — 
— r(w) — г (ш) и С(^) имею т п ервы й  п орядок  м ал о сти  по h.

Оценим правую  ч ас т ь  н ер а в е н с тв а  (2.3) на  обобщен
ных решениях. Д л я  этого функцию и(х) £ Н 2(0)  п родол
жим на всю плоскость ( х ^ х г )  таким  образом , чтобы  п ро
долж енная  функция, которую  такж е назовем  и(х), удов
л е тв о р я л а  соотношению: |и |2 ,я <  -SIw12 ,0 ■

П олож им в (2.3) Пи =  и(х(Г2)), Ь — — 6 h ds  (эти  вы-

С
раж ения им ею т см ы сл  в силу со ответствую щ и х  теорем 
влож ения),  тогда

MU < q +  3  гА и  - 6 1  qds
/ ■

Д а л е е  имеем

5  +  3 ^Аи - 6  f  q d s 2 < i  9q + А и - 3 6  f  qds
J  И  _ J
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Оценка отдельны х слагаем ы х |Sg + Л н  -  3<5
/

qds в

правой  ч асти  последнего н е р а в е н с т в а  полностью  ан ал о 
гична §4.1

S q + Л н
' У

qds < Mp\u\2 j

где К  — круг  р а д и у с а  р =  0 ( h ) ,  содерж ащ и й ячейки  О. 
12' (соприкасаю щ иеся  по грани  <т), их «цен тры » и поверх
ности £, построенны е д ля  узлов, я в л яю щ и х ся  верш инами 
ячеек  12, 12'.

Таким  образом

1 1 - 1 1 1  <
М 2 р 2 

0 У  Мг.Д^

где сум м ирование ведется  по указан ны м  кругам.
В силу сделанных предполож ен ий  л ю б а я  точка  плос

кости (жцжг) пок ры та  не более  чем п  кругам и, поэтому

I2 <  1а Ь
м У М 2р2В 2п

0
2
2 ,0 -

Окончательно, с учетом р < ch ,  | |г | |д  < 0(/г)|н |2 о-

3°. О тметим, что в силу устан овлен ны х в §2.5— 2 .6  р а з 
ностных аналогов  теорем  вл о ж ен и я  д л я  сеточных п ро
странств  разностны е схемы м ето д а  опорных операторов  
сходятся  в / / - н о р м а х  и имею т место оценки

||z||p < 0 (/г)|н|2,о при  1 < р < ос, 

|М|оо < 0 (/г|1п/г|1/,2) |н | 2 о.

§4.3. С ходи м ость  р азн о стн ы х  схем  м етода 
оп орны х  о п ераторов  д л я  
о сеси м м етр и ч н о го  у р а в н е н и я  П уассона

1°. Р ассм о тр и м  трехмерную  о б л а с ть  О с границей  дО и
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в ней — уравнение П уассона , записанное в виде системы

div q =  f ( x )  

q =  — grad и
( •3 - 1 )

с некоторыми граничны м и условиям и. З д есь  f ( x )  — з а 
данная  функция, х =  ( х \ , Х 2 ,%з) — точк а  в трехмерном  
пространстве .

Б у д ем  предп олагать ,  что з а д а ч а  о б л а д а е т  осевой сим
м етрией, т.е. о б ласть  О — р е зу л ь т ат  в ращ ен и я  вокруг 
оси симметрии двумерной о б ласти  D; функции и. /  не з а 
висят  от ази м утальной  коорди н аты  Л, а зав и сят  только от 
переменных (г, z).  К ром е того, будем  счи тать , что вход
ные данные зад ачи  (область ,  п р а в а я  ч асть  /  и граничны е 
условия) таковы, что решение за д а ч и  и(х)  Е Я 2 (0 ) .

В об ласти  D  на  плоскости  (г, z) р ассм о тр и м  семейство 
нерегулярны х  сеток. К а ж д а я  сетка  состоит из ячеек  (0) 
и граней  (сг). Во м нож естве (<т) вы дели м  те элементы, 
которые л еж ат  н а  границе расчетн о й  о бласти , и будем 
обозначать  их да.  К ром е того, введем  множ ество  при
граничных фиктивных ячеек  (О*), которы е будем исполь
зовать  при постановке краевы х  условий.

С етка  в трехмерн ой об ласти  О п о л у ч а ет с я  путем по
ворота  построенной двум ерн ой  сетки вокруг  оси сим м ет
рии на единичный угол. З а м е т ае м ы е  при таком  повороте 
плоскими я чей кам и  и гр ан ям и  т е л а  и поверхности  также 
будем назы вать  ячей к ам и  и гр а н я м и  (см. р и с .4 .2 ).

Т ак  же как и в п реды дущ их п а р а гр а ф а х ,  будем  счи
тать  сетку связной в том смы сле, что из лю бой  ячейки 
в лю бую  д ругую  можно попасть , переходя  ч ерез  грани. 
П одробность разбиения  о б л а с т и  сеткой будем  х ар ак те 
ризовать  п ар ам етр о м  /г, вы численны м, наприм ер, по фор
муле

где N  — число ячеек  сетки.
Т ак  как по предполож ению  и(х)  Е Я 2 (О), то поток 

q(x) Е [Я 1(0)]3 . В п р о с тр а н с тв е  [ Я 1( 0 ) ]3 вы делим  ли
нейную оболочку следую щ и х  его элементов:
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1 ) постоянных функций,
2 ) а зи м утально-сим м етричн ы х функций, т.е. векторов 

q ( r ,  z, Л ) ,  получаем ы х  из векторов  q ( r ,  z ,0 )  поворотом  на 
угол А вокруг  оси симметрии.

Введем оператор  проекти рования  функций из опреде
ленного выше м н огообрази я  н а  сетку следую щ и м  о б р а 
зом. Р ассм о тр и м  ориентированную  поверхность  <г(А), за 
метаемую  в п р о стр ан стве  (гд, Х2 , £з) гран ью  сг при пово
роте на  угол  А (см. ри с .4.3, на котором  э т а  поверхность 
показана  ш триховкой), и введем  величину

О риен таци я  поверхности  м ож ет  быть в ы б р ан а  произ
вольным образом; д л я  определен ности  будем  считать , 
что граничны е грани  о риен ти рован ы  так  же, как и г р а 
ница о бласти  0 . И н тегр ал  имеет  см ы сл в силу влож ения 
Н 1^ )  в Ь : (§) на  п рои звольной  гл адк ой  поверхности  § в 
о бласти  О. П роекцией векторной функции q ( z )  на сетку 
будем н азы вать  сеточную функцию q, определенную  на 
(сг) по формуле

Проекция функции q =  const, очевидно, имеет  вид qa =  
=  (q ,  S'7). В екторы  Sa будем  н азы вать  п лощ адям и  граней. 
Д л я  акси альн о-сим м етри чны х функций

Как уже отм ечалось , осесим м етричное  уравнение П у
ассона мы р а с с м ат р и в а е м  как систему (3.1) в тр ех м ер 
ной области  О с функцией ы(я), не зависящ ей  от азим у
тальн ой  переменной. С этой  точки зрения ось симметрии 
не я в л яе т с я  границей, поэтом у  леж ащ ие на  ней грани  не 
я в л яю тся  граничны м и и к ним не при соедин яю тся  фик
тивные ячейки. Т а к  как  потоки ч ер ез  эти  гр ан и  равны 
нулю, в последую щ их в ы к л ад к ах  все  члены, содерж ащ ие

ст(Л )
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эти  потоки множ ителями, исчезаю т . П оэтом у  будем счи
тать , что граней , леж ащ их н а  оси, не существует, т.е. не 
будем  вклю чать  их в множество (сг).

П р остран ство  сеточных функций, заданны х на (<т), бу
дем  обозначать  Л .

К аж дой  грани  сг припишем целое  число тп(сг) такое, 
что часть  грани , леж ащ ая  в секторе с углом  '2тг/гп. мо
ж ет  быть помещ ена в ш ар р а д и у с а  0 ( h ) .  Введем д и а
гональны й оператор  m \ !Н —> Л элем ен там и  m(cr). О т 
носительно м атр и ц  даъ будем  п р е д п о л а га ть  выполненной 
равном ерную  (по сеткам, ячей к ам  и граням ) оценку

( 3 ‘2 )ь

а относительно операторов  S —  равном ерную  оценку

S > ^ m_I ■ (3-3)

Н алож им  такж е ограничения на геом етри чески е  размеры  
элементов сетки:

«i/i3 <  V ( Q ) / m  <  а 2/г3, bih 2 <  .s(<r) < b2h2

в первом неравенстве  под m п о н им ается  число, соответ 
ствую щ ее л ю бой  из граней  ячей ки  П.

2°. Д л я  уравнени й  (3.1) р а с с м о тр и м  вторую  краевую  
задачу . Б у д е м  п р ед п олагать ,  что решение и(г)  этой 
зад ач и  сущ ествует  и п ри надлеж ит  Соболевскому классу 
Я 2 (0). Т о гда  q (z )  Е Н 1(О) покомпонентно и имеет смысл 
сеточная  функция qa , введенная  в п .1°

Б удем  сравн и вать  сеточную функцию q17 с сеточной
функцией Qa , полученной в к ач естве  решения разностной
задачи

<yaQa =  F н а  (П),

S Q = - А  и н а  (П), (3.4)

Q = Q . н а  (П),

где S — м етри ческ и й  оператор , Q* = J q,ds.
9ст(1)
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С и стем а уравнений им еет  решение при выполнении 
условий разреш им ости

П ростран ство  J-C разлож и м  в ортогон альную  прямую 
сумму 3~С =  Л Ф 'Б , где п о д п р о стр ан ств а  Л  и Б  определены 
■гак же, как и в главе  II.

В §4.1 было показано, что

Д о к азател ьств о  этого у тверж ден и я  без изменений пе
реносится  на осесим м етри чн ы й случай ,  т.к. все геом ет
рические особенности зад ач и  « ск р ы ты »  в м етрическом  
операторе 9 -

У словия  сходимости разностны х схем м етод а  опорных 
операторов  д ля  осесим м етричного  уравн ен и я  Пуассона 
на обобщенных решениях аналогичны  полученным в §4.1 
условиям  сходимости д л я  плоского случая .  Ч то бы  сфор
м улировать  эти условия, рассм о тр и м  введенную  выше 
сеточную функцию S на (<г).

П отребуем , чтобы д л я  этой  функции вы полнялись  сле
дую щ ие условия:

i) Функция S при надлеж ит  подп ростран ству  Л, т.е. 
9 s, =  Д Xi (покомпонентно).

Очевидно, векторная  функция Х( определен а  на (Ч) 
с точностью  до постоянного вектора . В каж дой  ячейке 
вы делим какую -либо точку, наприм ер центр  тяж ести  (в 
фиктивных ячей ках  это будет  середина соответствую щ ей  
грани), координ аты  которой  обозначим  жг(П).

ii) С ущ ествует  жДП), у д о в л етв о р я ю щ ая  условию  i) и 
отстоящ ая  от Xi(£l) на расстоян и е  п о р яд к а  h в норме

т.е. inf ||т — т||по =  0 (/i), где infimum бере гся по векторным 
(■('точным функциям ж;(Г2), уд о влетво р яю щ и х  условию i).

Ik -  Qll = inf Ik -  pH-
p £ A

(3.5)

Iklloo = max|z(fi)|,
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Д о к азател ьств о  сходимости на  реш ениях из Я 2 (0 )  со 
скоростью  0(h)  во многом п о вто р яет  соответствую щ ее 
д оказательство  д ля  сл у чая  плоской  геометрии, но име
ет свои особенности. Функция и(х)  £ Я 2 (0)  продолжим 
на все п ространство  R, таким образом , что выполнено 
неравенство

Ы г ,я  < Я |ы |2 ,о-

В силу влож ения  Я 2 (0 )  в С (б )  о б разуем  сеточную 
функцию u(Q) =  и(ж(П)) и полож им  в (3.3) р — - 9  Аи. 
Т о гда

Ik -  QII2 < l|S_1Au + 9||2 m^ q + Л м | 2 '
“ о

Оценим величину |9<?-|- Ды| д л я  отдельной грани. Д л я  
этого рассм о тр и м  сектор с у глом  2ж/т и построим  шар 
Ш р ади у са  р такой, что вн у тр и  него л еж ат  отсекаемые 
указанны м сектором  ч асть  грани , части  ячеек, гр а н и ч а 
щих по этой  грани , и центры этих  ячеек  д(Г2).

В силу условия  й) можно в ы б р ат ь  р < ch, где с не 
зависи т  от сетки и грани  на  ней.

П роведем  преобразован и е  переменных yi — x , jp .  г(у) = 
=  и(ру).  П ри этом  pi :: —dv/dy i  =  pqi. В результате  тако
го п реоб разован и я  ш ар Ш о то б р ази тся  на  ш ар ILTj еди
ничного р а д и у с а  в п р остран стве  (у\ , г/2 , Уз)- Б удем  в д а л ь 
нейшем обозначать  функцию S в п р о стр ан ств е  (х\ ,  х?, х 3) 
ч ерез  Sj;, а  соответствую щ ую  ей функцию в п р о стр ан ст 
ве (У1 ,У 2 ,Уз)  —  через sy. Л егко  видеть , что эти  две ве
личины связан ы  соотношением Sy = Sx /p'2 . Аналогично: 
Vy = Vx/ p \

Функционал ip(u) — 9<? +  Аы п р е о б р а зу е тс я  в функцио
нал  ф(ь) =  рЗр + Ап. З десь  функционалы р о п ред еляю тся  
аналогично q из §4.1. Л егко  п о казать , что на  многооб
разии  в п р о стр ан стве  Я 2 ( Ш 1), н атянутом  н а  полиномы 
первой  степени и акси альн о-сим м етри чны е функции, р оп
ределены  и имею т место оценки



§3 ] Сходимость схем для осесимметричного уравнения Пуассона 1 1 9

где М 1 = 0 ( 1 )  и одинакова д л я  всех р. По теорем е Х а н а -  
Б ан ах а ,  функционалы р  можно п р о д о л ж и ть  н а  все п ро
странство  H 2( n i i )  без увеличен ия  их нормы.

И сп ользуя  вложение Я 2) ! ! ^ )  в С7(I I I i ), п о л у ч аем  це
почку неравенств

\ф\ <  2т М \р  £  ISa&HMh, UIi +  2 М 2 | | г | | 2 ,  III £
b

< 2 (с7 М 1 +  М 2 ) |Н |2 , ш 1.

У словие i) означает, что функционал ф о б р ащ ается  в 
нуль на  полиномах первой  степени. Поэтому, в силу эк
вивалентности  ф актор-норм ы  Н 2/ Р\ и полунорм ы  Я 2 по
лучаем

IV’I £  2Ms(cjMi  -)- М 2 ) |г |2, ш 2 ■
П ереходя  обратно к ко о р д и н атам  х,  имеем

\ip\ <  2 М зр * (су М 1  +  М2)\и\2>ш ,

где Ш — п рообраз  ш а р а  U li в п р о стр ан ств е  ( х \ , Х 2 ,хз) .
П остроенные таким о б разом  ш ар ы  пок ры ваю т некото

рую окрестность полуплоск ости  Л =  0. Ч т о б ы  покрыть 
всю область  0 , представи м  |<£>|2 в виде

т

и 2 =
а = 1

где <ра — функционал, построенны й так же, как и ip, с 
той лишь разницей, что q =  ( d q / d ^ ) \ = 2Tra/m ■ Очевидно, 
д л я  з а д ач  с осевой сим м етри ей  <ра — <р.

Таким образом, имеем
, т  . , 2 _

||9 -  Q l l2 <  7S 1^« |2 <  ~~7 Г -М з [су M i + M 2 )2 J 2  М 2, Ш .

Здесь суммирование п р о во д и тся  по ш арам , покры ваю 
щим всю область  0 .

П оскольку сущ ествует  число  п  такое, что л ю б ая  точ
к а  в простран стве  ( x i , хг, х з) п о к р ы вается  не более чем  п 
ш ар ам и  Ш, то окончательно

II? -  <511 <  0 ( / i ) H 2,o-



120 Сходимость разностных схем на обобщенных решениях [ Гл IV

3°. Д л я  и л л ю стр ац и и  излож енного  выше п одхода  по
строим м етри ческий  оператор , у д о в летв о р яю щ и й  усло
виям  сходимости i), ii) и устан овим  д ля  него сп р авед ли 
вость оценок (3.2), (3.3).

Р ассм о тр и м  сетку, все ячей ки  к о торой  — тр еу го л ьн и 
ки в плоскости (г, г). В ерш ины ячей ки  будем нум еровать  
индексом р.  К аж дой  вершине припиш ем о б ъ ем  Vv и р ас 
см отрим  м етри ческ и й  оператор , построенны й из м атри ц  
вида

9аь = Е (3 -6 )
ч>

Здесь  см ы сл всех величин тот  же, что и в  §3.3 .
П ри таком  вы боре даь имеем

З д есь  суммирование прои зводи тся  по вершинам, о б р азо 
ванным гранью  ег, s' —  вектор , сопряж енный с S в вер 
шине р.

Р ассм о тр и м  грань, образую щ ую  вершины Л, В ,  А ' .  В 1 
(см. ри с .4.4). Легко видеть , что

, =  г А ~ г с  , _  Гв  ~  r c ____
А  S A B c { rA  +  rB)' В  S A B c ( rA + rB )

где Sabc — площ адь тр еу го л ьн и ка  А В С  в плоскости 
(г, z); гА , гв  — расстояни я  от соответствую щ их вершин
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до оси z; Гд, г в , г с  — ради ус-векторы  верш и н тр е у го л ь 
ника А В С .  В (3.6) положим Уд =  va Sabc  / 3. Т огда

лежит на стороне ЛВ; R =  (гд + г в  +  г с ) / 3  — ради ус-век
тор ц ен тра  масс  тр еугольн и ка  Л В С , вектор  р — R соединя
ет две эти  точки. Выполнив аналогичны е  построения  для  
треугольн ика  А ' В ' С '  и учтя ,  что  р о п р ед ел яется  только 
положением вершин Л, В  получим, что вектор  Ss соеди
няет центры масс треугольн иков  А В С  и А ' В ' С 1.

Т аким  образом, под ж,(Г2) в условии  i) следует  по
нимать координ аты  центров  масс  соответствую щ и х  т р е 
угольников. Д л я  фиктивных ячеек  под х,-(Г2) следует  по
нимать координ аты  конца векто р а  р. У словие  ii) очевид
но, выполнено.

У становим теперь сп р ав ед ли в о сть  оценок (3.2). (3.3) 
д ля  о п ер ато р а  3, построенного  из м атр и ц  </„(, вида  (3.6). 
Р ассм отри м  произвольную  ячей ку  {}. Ее верш ины бу
дем обозначать  вновь Л, В, С  проти востоящ и е  им сторо
ны — соответственно В С ,  С А ,  А В .  В этих обозначениях 
элем енты  строки м атри ц ы  даь, соответствую щ ей  сторо
не А В , имею т вид (остальн ы е  эл ем енты  вы пи сы ваю тся  
аналогично)

Напомним, что по своему см ы слу число  т  вы б и р ается  
таким образом, чтобы  все  линейные разм еры  части  тр ех 
мерной ячейки, заклю ченн ой  в сектор с углом  2тг/т. были

Уд cos Лдлв.сл =
SAB SCA sin2 Л 

VB cos Вдлв,вс ~
sa b sbc sin2 В
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п оряд ка  h. С учетом  этого имеем 

\я а в ,а в \ +  \ д л в , с л \  +  \ д л в , в с \  =

2 жа2 / 1  +  | cos А | 1 +  |cosB |\
b\m h  \  sin2Л +  sin2В / ’

Е сли  на  у глы  ячеек  налож ить ограничение  у? > \) > 0. то 
вы раж ение в скобках ограничено величиной sin-1 )?. При 
этом условие ( 3 . 2 )  выполнено с 7  =  8 т г х  х « 2 / ( 6 ! s i n i ? ) 2 . 

Можно такж е показать  (оценив м ин им альное  собственное 
значение м атри цы  даъ), что условие  (3.3) выполнено с 3 =  
47ГЯ1 /(362)2 ■

Из всего сказанного заклю чаем , что р азн остн ая  схема 
м етода  опорных операторов (3.4) на  треугольн ы х  сетках 
с м етрическим  оператором  (3.6) сходи тся  в сеточной нор
ме Я 1 с первы м порядком.



Г л а в а  V

Р а з н о с т н ы е  с х е м ы  м е т о д ^ а  о п о р н ы х  
о п е р а т о р о в  д л я  у р а в н е н и и  л и н е й н о й  

т е о р и и  у п р у г о с т и

§5.1. С ем ейство  р азн о стн ы х  схем  с опорны м  
о п ератором  g ra d

Г. Н асто ящ ая  г л а в а  посвящ ена  построению  и исследо
ванию разностны х схем м е то д а  опорных оп ераторов  для  
уравнений равновесия  упругого  тела . П редвар и тел ьн о  
и сследуется  вопрос о сходим ости  разностны х  схем м е
то да  опорных операторов  д л я  уравнени я  П у ассо н а  при 
иной, чем в гл а в ах  III, IV дискрети зац и и  переменных, а 
именно сеточная функция « те м п е р а ту р »  сч и тается  з а д ан 
ной в у зл ах  сетки. В этом  слу чае  в качестве  опорного 
естественно принять оп ератор  grad .

Д л я  предложенных разностны х схем сф орм ули рован ы  
достаточны е условия  сходим ости  н а  обобщенных реш е
ниях. Э ти  условия  по своему см ы слу  полностью  ан ал о 
гичны условиям, полученны м в §3.1 д л я  случая ,  когда в 
качестве  опорного о п ер ато р а  б р а л с я  оп ератор  div . Они 
имею т х арактер  связей  м еж ду м етри ческ и м  оператором  
и геом етрическим и х ар ак тер и сти к ам и  сетки.

2°. В об ласти  О с гр ан и ц ей  дО р ассм о тр и м  уравнение 
П уассона

div q =  f ( x ) ,  

q =  grad и
( 1. 1)

с граничны м и услови ям и  первого  р о д а  и \ и*(г).
В об ласти  О введем  семейство  разностны х сеток. С е т 

ка  состоит из ячеек  (12), узлов  (ш) и ребер  (Л) (р и с .5.1). 
В м нож ествах  (w) и (А) вы д ел и м  те элем енты , которые 
леж ат  на  границе р а с ч е тн о й  об ласти  и будем  помечать 
их символом «д».  О тносительно  геом етрических  разм е
ров элементов сетки п р е д п о л а г а е т с я  тоже, что и в главах  
II, III.
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П р о стр ан ство  сеточных функций, определенных па (А) 
будем обозначать  УС. п р о стр ан ств о  сеточных функций, 
определенных на (w) — §.

К у зл а м  отнесем искомую сеточную  функцию и. На 
р ебрах  каким-либо образом  вы дели м  полож ительное на
правление  и отнесем к ним сеточную  функцию Qx.  ап

проксим ирую щ ую  вы раж ение /  где интегрирование
А

ведется  в полож ительном направлении. При таком спосо
бе дискретизации скалярны х и векторны х полей естест
венным образом  апп рокси м и руется  второе  из уравнений
( 1 . 1 )

Qx -  — Ал и = -<7a(u/)u( J )  -  cra(bj)u(ui).

Здесь  сга(и>) =  ±1 в зависи мости  от того, куда направлено 
полож ительное  направление  на р ебр е  а — от узла  ^  или 
к нему. Т ем  самы м введен р азностны й аналог  оператора  
grad , Действующий из § в Я .

В соответствии с идеологи ей  м етод а  опорных опера
торов снабдим простран ство  векторных сеточных функ
ций УС скалярн ы м  произведением  (-,■) и нормой по фор
м улам

( P , Q )  =  Y 2 9 a b P a Q b ,  \ \ Pf  = { P - P ) -  (1--Л
n

где внутреннее суммирование по повторяю щ им ся  индек
сам а. Ь, как и в преды дущ их гл авах ,  ведется  по ребрам
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ячейки 12; даЬ — даЬ(Щ — эл ем енты  сим м етричн ой  м а тр и 
цы, конкретный вид которых будет  оп ределен  ниже; Ра и

Qb разностные аналоги  и н тегралов /pd' /q d l

Разностны й аналог  оп ератора  div , д ей ству ю щ и й  из БС 
в S, с троится  как сопряженный разностном у оператору  
grad (с точностью  до знака) в см ы сле  скалярного  произ
ведения {■,■). Во внутренних узлах  он имеет- вид сгаР ' \  
где

Р А =  д х ь ( П ) Р ь  + д х ь ( П ' ) Р ъ -

Т ак  же как и в преды дущ их г л а в а х  оп ератор  в правой 
части  будем обозначать  9 и н азы вать  метрическим . О т 
носительно м атри ц  даЪ будем  п р ед п о л агать  выполненной 
равномерную (по сеткам, ячей к ам  и р ебрам )  оценку

J 2 \ 9 ab\ < r

а относительно м етрического  о п ер ато р а  9  — р авн о м ер 
ную оценку 9 > /31.

Р а зо б ъ е м  “К  в ортогон альную  прям ую  сумму подпро
странств  Л  и 'Б. Функции X  £ А  им ею т вид  Х \  =  А лТ , где 
Т  — п рои звольная  функция из 52, о б р ащ аю щ аяся  в ноль 
на (<9w). П одпростран ство  Б  состоит из функций, орто
гональных к Л  в см ы сле  скалярн ого  произведения (1.2). 
И зучим структуру  функций из Б .  П усть X  £  Л, У £  Б, 
тогда

U =  (А, У) =  ] Г у АД АТ  =  T<yaY a.
Л д.-

О тсю да в силу прои звольности  Т  следует , что подпро
странство  Б  состоит из таких функций, д ля  которых вы 
полнены соотношения

IyaY a =  U на (сс) — (дш).

3°. Пусть входные данны е зад ач и  (1.1) таковы, решение 
и(х) £  Я 2 (О). Т о гда  q £ Н 1(О) покомпонентно. В сл едст 
вие влож ения Н 1{О) в L: (A) [20] им ею т смысл и н тегр ал ы

Ях ч qdl.
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Б уд ем  сравнивать  сеточную функцию q =  qx с сеточ 
ной функцией Q x , полученной в р е зу л ь т ат е  реш ения р аз 
ностной зад ач и

<r0 Q° =  F н а  (ш) — (дш)

Q ~  - З А и на (Л),
Й II Й * на (ди),

где 3 — м етри ческ и й  оператор , u«(9w) =  и*(г(9ш)). Вид 
правой  части  F  будет определен  ниже.

А налогично §4.1 д о к азы в ается  следую щ ее у тв ер ж д е
ние. Пусть Q — решение (1.3), т о гд а  имеет  место равен
ство

I k - Q | | =  inf Ik — Р|| (1-4)<7a pa = F

Д ей ствительн о , и н тегри руя  второе  из уравнений (1.1) 
по Л, находим qx ~  — Д А(Пы), где  Пы(ы) =  u(r(w)) имеет 
смысл в силу влож ения Д 2 (0 )  в (7(0). В ы ч и тая  отсю 
д а  Qx = ~ A xu, п олучаем  q \ ~  Qx = - A xz, где г (и)  = П и ( и ) -  
—и{ш) — погреш ность разностной  схемы. О чевидно, что 
z(dui) — 0, поэтому q — Q Е А.

П усть р таково, что <тара =  F,  тогда  в силу перво
го из уравнени й  (1.3), сп раведли во  cra(p — Q)a =  0 , т.е. 
b =  р — Q Е В.  Т ак  как п о д п р о стр ан ств а  А  и ‘В ортого 
нальны, имеем

Ik - р||2 = I\ q - Q -  &II2 = Ik - Q \\2 + INI2 > Ik ~  Q f -

В силу прои звольности  р  о тсю д а  сл еду ет  сделанное у т 
верждение.

Введем в ек то р а  1А =  Л Аг, соединяю щ ие соседние уз
лы. П одей ствовав  н а  сеточную функцию 1А оператором  
3 покомпонентно, получим в ек то р а  SA =  (S l)A, которые 
будем и н терп рети ровать  как ориентированны е площади, 
присоединенных к р ебр ам  поверхностей.

Пусть в ек то р а  1А и м етр и ческ и й  оператор  3 таковы, 
что д л я  каж дого внутреннего у з л а  ш £ (w) — (сГо) имеет 
место сгоS° =  0. Г еом етри чески  это означает, что поверх
ности с  ориентированны м и п лощ адям и  S°, п о с т р о е н н ы е
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вокруг внутреннего у зл а  и , о гран и ч и ваю т  некоторы й до 
мен d(a;) (см. р и с .5.2). П усть построенны е таким об р а
зом поверхности отстоят  от со о тветству ю щ и х  узлов на 
расстояния  п орядка  h и им ею т площ ади  п оряд ка  h. Н а
помним, что эти  поверхности  имею т единичную  вы соту  
по тр етьей  координате. Тогда , если  в (1-3) полож ить

строенному указанным выше способом, то имеет  место 
оценка

Д о к азател ьств о  полностью  аналогично  проведенному

интегрирование  в е д е т с я  по домену, по-

||<? -  <3|| <  C h |u |2 ,o-

Р и с . 5.2

в §4.1. П оложим О чевидно, что
а

при этом сгара — F  и, следовательно ,

II? -  Qll2 < II? -  И12 < \  £  l(S? -  р)х I2 = О (h2)
^  А

т.к. вы раж ение в круглы х  скобках о б р ащ ается  в ноль при 
q =  const. Зам етим , что q =  — Д (П и), Q =  — Л и, поэтому
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где ||г11! =  (Az ,  A z ) 1/ 2 — разн остн ы й  ан алог  нормы в

Я ^О ).
И так, сходимость разностны х схем м ето д а  опорных 

операторов  д ля  уравнени я  П у ассо н а  на  обобщенных ре
шениях из Я 2(0 )  г а р а н т и р у е тс я  выполнением  равенств 
<t 0 s °  =  0 д ля  всех внутренних узлов.

4°. П остроение метрических  операторов , уд о влетво 
ряю щ их сф ормулированны м выше требован и ям  осущ ест
в л я е тс я  аналогично §3.3 с точностью  до обозначений.

а) Д л я  треугольн ой  ячей ки  А В С  м атри чн ы е элементы  
gab(Q) м огут  быть вы бран ы  в виде

даЬ =  ^ 1 , ( Г , 1 \ + . 4 “ г ‘ +  .4‘ г а .
ч>

Здесь  р> — {А, В,  С)  — индекс, нум ерую щ и й вершины 
ячейки. — вес, приписанный ip — вершине ячейки; 
(1°,1 — м атр и ц а  Г р а м а  составлен н ая  из векторов со
пряженного б азиса  в вершине р; коэффициенты та удов
л етво р яю т  условию  г а10 =  0 (сум м ирование  производит
ся но р е б р а м  ячейки  Q); А а — произвольны е числа, от
несенные к ребрам  ячейки. Н а  вы бор н ак лад ы вается  
единственное ограничение: Vv = V .ч>

При таком выборе векто р а  S  имею т вид

sA =  E ^ -
ч>

Здесь  суммирование п рои зводи тся  по вершинам, о бразо 
ванным ребром  А; I* — вектор, сопряж енный с вектором 
1л в вершине <р.

Присоединенные к р еб р ам  поверхности опи раю тся  на 
точки с координатам и

R = Vb  + Vc 
2V Г  А  +

V c  +  \  А

2V Г  В  +
V a  +  У в----------- r c

2V

Возможен другой  в ар и ан т  в ы б о р а  метри ческого  опе
р а тор а  д л я  сл у чая  треугольн ы х  ячеек: даЪ б ерется  н виде



§2 J Разностные схемы для уравнений теории упругости 129
диагональной матрицы, которая полностью  аналогична 
построенной в §3.3.

Ь) Л л я  четырехугольной ячейки A B C D  матричные эле
менты даЬ(П) могут быть выбраны в виде

даъ = J 2  +  А ать +  А ъта +  В арь +  В ьра.

Здесь все величины имеют тот же смысл, что и в разделе 
а), кроме того ра\а = 0. Аналогично а)

sA = E ^ -
ч>

Условие сходимости craSa = 0 будет выполнено при 
выборе V^ в виде

VA = v Va b d , Vb  = (1 -  v )VAb c ,

V c  =  v Vb c d , Vb  =  (1 — p )V4C D,

где 0 < и < 1 — свободный парам етр. П ри этом при
соединенные к ребрам поверхности опираю тся на точки 
с координатами

R = ^ (г  в  +  r D) +  +  r c)-

Константы 7 , /? для  построенных метрических опера
торов оцениваются так же, как и в §3.3.

§5.2. Разностны е схемы  метода опорных  
операторов дл я  уравнении теории  
упругости

1°. В этом и последующих параграф ах будут рассм от
рены вопросы построения и обоснования разностных схем 
метода опорных операторов для  уравнений теории упру
гости.

Пусть в недеформированном состоянии упругое тело 
занимает область О. Под действием внешних сил объем
ной плотности /,■ частицы  тел а  соверш аю т перемещения
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щ(х),  где х — координаты частицы в недеформированном 
состоянии. В рамках линейной теории упругости дефор
мация тела характеризуется тензором деформаций

4kq
дик
д х а '

точнее его симметричной частью

1

1( k q )  — 2
ди к duq\ 
d x q +  д х к )

У пругие напряжения, возникающие в теле, описыва
ю тся тензором напряжений , так что уравнения равно
весия имеют вид [24]

dtjj
дх. +  fi  =  0 .

Если деформируемое тело изотропно, то его упругие 
свойства описываю тся коэффициентами Ламе А, р, кото
рые входят в выражение для плотности энергии

^  — 2  (2/*9(*:г) +  Мкк)-

В дальнейшем считаем, что А,р =  const. Соответственно 

dU
t i j  — ^  ^ 4 k k $ i j  — A . i j k q Q k q ■

uQ_ij

ГД6 Л i j k q  — f t&i k&j q  "Ь ~f" ^ ^ i j ^ k q -
К вадратичной форме, заклю ченной в скобки в вы ра

жении для плотности энергии,соответствует билинейная 
форма

К (р> ч)  =  2PP(kq)4(kq) +  ЛP{kk)4{qq)

и скалярное произведениё в пространстве тензорных функ- 
цйй J К(р,  q)dV.

О
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Операции  —-

OXj
трального тож дества

дщ
и -д—  сопряжены в смысле инте-UX j

I ^ ; v‘dV
иТЗ•«~Ч’**1

1оТ;*■»РII

о Э О  О

«ГизгГII -  /  + Xpu qj j )d V
д О о

— J  Vitijdsj - J  K(p,q)dV.
э о 0

(2 .1)

Л ля смещений и,(ж), обращ аю щ ихся в ноль на границе 
области О, имеет место первое неравенство Корна [18]

J H { d u i / d x j f  dV  < J ( 2 i i q (ij)q{ij) + Xquqj j )dV. (2.2) 
о о

Н етривиальность этого неравенства заклю чается в том, 
что слева присутствую т все производные от смещений, а 
справа только симметричная часть тензора деформаций.

2°. В расчетной области О введем сетку, также как и 
в §5.1. П ространство сеточных функций, определенных в 
узлах сетки, будем обозначать S, пространство сеточных 
функций, определенных на ребрах — Л.

Сеточную функцию смещений и будем относить к уз
лам сетки, т.е. u Е S. Сеточный тензор деформаций оп
ределим на(А ) по формуле

Qa = -<r„(w)u(w) -  аа(ш')и(ш') = Лли,
где выражение справа является разностным аналогом

А

проекции тензора деформации на ребро А.
Согласно методу опорных операторов для аппрокси

мации дивергенции dt i j / dx j  следует воспользоваться раз
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ностным аналогом интегрального тож дества (2.1). Ана
логично §5.1 билинейную форму в правой части  инте
грального тож дества будем аппроксимировать конструк
цией

P , Q )  = '529i}Pi,aQilb, 
n

где определены на (Г2 ) и удовлетворяю т условиям сим
метрии =  gbjf(Q).

С учетом Pi а = A aVi имеем

Е  9tjPi,aQj,b =  Е Т' ^ - Е
П дш ш

тгх =  (g.;Q;)A = g $ ( W i .b + 9 $ ( n ' ) Q j , b ,
где Г2, Q' — ячейки, разделенные ребром A; Ti(cta) — си
ла, действую щ ая на граничный узел дш.

Относительно матриц gfj1, так же как и везде выше, бу
дем предполагать выполненной равномерную (по сеткам, 
ячейкам и ребрам) оценку

i,a

а относительно оператора 3  — равномерную (по рас
сматриваемому семейству сеток) оценку

x E i a z |2 < E ( A z ’ SA z)> (2-3)л л

для сеточных функций z(w), таких что z(<9w) = 0. У сло
вия, при которых это неравенство имеет место, будут ус
тановлены в §5.4. Там же будет объяснено, почему (2.3) 
является разностным аналогом первого неравенства Кор
на (2 .2 ).

3°. Таким образом, дивергенция d t i j / d x j , точнее инте
грал  этой величины по некоторому приузловому объе
му, аппроксимируется выражением <т„Т;а . М еханический 
смысл отдельного слагаемого в этой сумме — сила, дей
ствую щ ая на узел ш со стороны узла и/, расположенного



на другом конце ребра. У словия механического равнове
сия внутреннего узла и> имеют вид

<таТ* +  F, = О, Т° = (Sij А и 3)а , (2.4)

где Fi — внешняя сила, действую щ ая на узел и>, способ 
выбора которой будет указан в дальнейшем.

§5.3. У с л о в и я  с х о д и м о с т и  р а з н о с т н ы х  с х е м  
м е т о д а  о п о р н ы х  о п е р а т о р о в  д л я  
у р а в н е н и и  т е о р и и  у п р у г о с т и

1°. Установим условия сходимости разностной схемы
(2.4), считая, что на границе области О заданы  смеще
ния Ui ,(x).  Естественно ожидать, что условия сходимо
сти разностной схемы (2.4) будут аналогичны установ
ленным в §5.1 для уравнения П уассона. Пусть каждому 
ребру сетки соответствует вектор s a , причем crasa =  0 . 
Если интерпретировать векторы Sa как ориентированные 
площади некоторых поверхностей, то д ля  каждого внут
реннего узла и/ (см. рис.5.1) эти поверхности ограничи
ваю т некоторый домен d(w) на плоскости (х \ , х 2). Пусть 
построенные таким образом  поверхности отстоят от со
ответствующего узла на расстояния порядка h и имеют 
размеры порядка h.

Положим в (2.4)

Fi =  J f i d V  = aat i ,  где U = J <,jds; .
d(a;) а

Очевидно при таком выборе Fi-

(ГаТ° = (Tat “. (3.1)

Положим теперь р,- =  9 1; Д(П«; ), где П — оператор 
проектирования из п ространства функций непрерывного 
аргумента в пространство сеточных функций S, опреде
ленный например по формуле Пшн; (ж) = и; (гш) .  Вычитая 
из обеих частей  (3.1) конструкцию <тар“ , получаем

<7a(9ijAzj)a = <т„(<,■ -  S0 A (n«j))a,
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(3.2)
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где Zj(ui) = uj (u)  — (ELitj) — ошибка разностной схемы
(2.4) в смещениях.

Умножал (3.2) на z,(w) и сум мируя по ш, имеем слева

^ 2 ,<т«(дi j A z j Y  =  ^  =  ( A z , A z )  = ||z||2,
ш A

а справа

£ >< ra(<< ~ S.j А(П«; ))“ = 5^ ДАz4(<,- -  8о-Л(Пи,-))А <
Ш А

< [E I A z |2 x : i t - g A ( n u ) |2] 1/2.

.3)
Согласно сделанному в §5.2 предположению относитель
но метрического оператора g из (3.3) следует

11*11? < д £ > ~ д Д ( П и ) | 2. (3-4)

Д ля  сходимрсти разностной схемы (2.4) в энергети
ческой норме достаточно потребовать, чтобы выражение 
под модулем обращ алось ноль на каждом ребре А, если 
деформация (в окрестности ребра) однородна, т.е. =  
=  const, при этом

Qi,X =  J  Jifcdaifc =  4ikIk,X> Pi = J  tijdSj — AijkqSj 4kq- 
A A

Здесь вектора Ik,a =  A\Xk  соединяю т соседние узлы.
У словие выполнения равенства g,■*</* =  <,■ при любых 

4kg = const дает критерий сходимости

Sik^q — AijkqSj На (А) ($А).

С вертка по индексам к и q с учетом Aijkk =  2(А +  p)8ij 
позволяет указать явное выражение для площади присое
диненной к ребру поверхности 2(А + //)s, = Sijlj ■

2 °. Рассмотрим  теперь вопрос об аппроксимации ска
лярного произведения в пространстве тензорных функций
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билинейными формами

'У  ̂9ij Pi,aQj ,b> 
n

где

9*, ь — J  qikdxk.
ь

Как и выше будем исследовать локальную  аппроксима
цию, т.е. сравнивать интеграл

J ( 2  PP(ik)q(ik) + ЬраЧкк) dK
п

и конструкцию
■ Потребуем, чтобы эти выраж ения совпадали при про

извольных Pik, qik — const, т.е.

9i j  Pt j lk  ,a9j qlq ,b = (̂2pP(jjfc )9(ii) +  ^Pi i9kk)  ■

О тсю да (см. Приложение F) получаем  условия, которым 
должны удовлетворять матричные элементы gf^

9i j  lk,alq,b — V^P&ij&kq "1“ P^iq^jk "t" g) —

— К Ajfc j q .

Отметим, что если смещения узлов таковы, что ячей
ка П соверш ает поворот без изменения формы, то упру
гая энергия такой ячейки равна нулю. Л ействительно, в 
этом случае

— C£ik(%k ,uj «Cfc), 9ik — — const,

где £ik — антисимметричный тензор. Соответственно
9 (ik) = о и

Un = 2 9ij 9i,a9j,i — 2  J (2p9(2it) +  ^9kk)dV = 0- 
n
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У словия (3.5) представляю т собой систему линейных 
уравнений относительно д**. Ч астное решение этой сис
темы выписывается аналогично §5 . 1

9ij =  ikjq(lklq)v =

^ ГЗ 6 )
= Е  v* V w l )*+ ,

ч>

где = V- У словия симметрии gff  =  д очевидно
ч>

выполнены. Так же как и в §5.1 возможно построение 
дополнительных решений (3.5).

3°. Установим при каком выборе весов Vv можно удов
летворить условию С Х О Д И М О СТ И  s iklq = Л-ijkqSj На (А) — 
(ЗА). П одставляя вместо g“j  их выражения согласно 
(3.6), получаем

(S •■*/,)“ =

= Е  ̂  [ ^ ( ‘Р!)Ль+ KwXh.b+ Ч1?1ьм ,ь ] ,

где суммирование по Ь проводится по векторам  соответ
ствующего базиса. С учетом соотношений вида 1\ ^ , ь  = 
=  &кя получаем

(S,■*/,)“ = X) К> + № ,ч >  + =
ч>

— У   ̂Vp q +  [i&iq6jk +  A(5;j &kq
4>

/?

Таким образом вопрос о выполнении критерия сходи
мости сводится к следующему: образую т ли вектора sj = 
= ^ 2  Viplj q> замкнутую  поверхность вокруг узла ш. О твет 

v
на этот вопрос уже был получен в §5.1.
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а) Д ля  треугольных ячеек А В С  выбор Vv (р  =  А, В, С) 
может быть произвольным, удовлетворяю щ им условию

Va +  Vb +  Vc — V. (3.7)

При этом присоединенные к ребрам  поверхности опира
ю тся на точки с координатами

D Vb +  Vc , Vc +  VA VA + Vb 
R =  — — — r A +  — — r B +  — — — r c .2V 2V 2V

Возможен также выбор метрического оператора в ви
де диагональной матрицы, при этом присоединенные к 
ребрам поверхности опираю тся на отрезки, соединяю
щие центры окружностей, описанных вокруг соответст
вующих ячеек (см. §5.1).

Ь) Д ля  четырехугольных ячеек A B C D  веса  Vv [р — А, В,  
С, D ) могут быть выбраны следующим образом

Va = vVa b d , VB =  (1 -  u)Va b c , 

Vc =  vVb c d , V d  =  (1 — u)VAc d ,
(3.8)

где 0 < и < 1 — свободный парам етр. При этом при
соединенные к ребрам  поверхности опираю тся на точки 
с координатами

R =  ^ ( г в  +  гD) -I----^— (г^ +  г с)-

§5.4. Разностны й аналог первого неравенства  
Корна

1°. В §5.2 было указано, что для векторных функций 
щ(х),  обращ аю щ ихся в ноль на границе области О, име
ет место первое неравенство Корна (2.2). Д адим вывод 
этого неравенства в виде удобном для получения его раз
ностного аналога. Пусть qij — dui /dxj  — тензор дефор
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мации. Имеем

J  = J +  Xqiiqjj)dV =

Л алее

d V  +

+ j  t*{6i96jk-6ik6jq)p-??i-dv =
Ox k Ox q

, -dV
1 0 x k 0 x q

Ощ  Ouj
H£ij£kqT,—  -5 — OV  =  J o - n J i .

(4.1)

-  J0 - J ,
0

Покажем, что интеграл J\ в правой части обращ ается

02Ui

в ноль, если и |а0 =  0. Д ействительно

/ 1

■ /
д О

Ой,
£ij£kqui ~ q̂ ' GSfc

/ ■
£ij ̂ kq^i 0̂ x k0x,

-dV.

Первый интеграл справа обращ ается в ноль в силу гр а
ничных условий, а второй в силу свертки антисиммет
ричного по индексам к, q тензора £kq и симметричного

02Uj
0 x k0 xq

Таким образом

= /К£),+̂ >(£)!d V  >

(4.2)
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2°. Покажем теперь, что имеет место разностный ана
лог первого неравенства Корна (2.3), который в §5.2 мы 
записали в виде

*5 2 1Л2 12  ̂Х!(Л2’SAz
л л

для сеточных функций z(u) ,  таких что z(dui) =  0 . Д оста
точным условием выполнения (2.3) является требование, 
чтобы метрический оператор имел вид (3.6) с V0 выбран
ными по (3.7) или (3.8).

П равая часть неравенства (2.3) в подробной записи 
имеет вид

(ДZ, Az )  = ^ ( A z ,  SAz) =  ^ g f f A a Z i A i Z j  -
Л n

=  Е Е  V*  Л 6М Д а 2 ,  А ^  +  //( !“ , A 6Z)v ( l6, A az)p +
П  <р

+A(la ,A az )^ (l 6 ,A 6z )¥

С равнивая (4.1) с (4.3) находим соответствие:
,  / дщ \ 2

первое слагаемое в квадратны х скобках —* —■ J ,

(4.3)

/ ащ \ 2третье слагаемое —> А ——
V дх{)

dui ^ 2

дщ duj
таким образом второе —> р —---- —А.

UXj  ОХг
Из второго слагаемого выделим часть соответствующ ую  

( д щ \ 2j  , после чего для остатка имеем (индекс (р времен

но опускаем)

р (Г , A 6z )(l6, A az) -  p ( la , A az )( l6, A 6z) =

=  / « ( / ■ / “ -  I f f y A a Z i A b Z j  =  p e i j E hql bk l * A a Z i A bZj =

= —p [V \l 6 ][Aaz, A 6z],

где [A, В] =  CijAiBj — компонента векторного произведе
ния векторов А  и В, лежащих в плоскости пер-
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пендикулярная этой плоскости. Таким образом 

(Д z, Az) =  l fl)¥,(A az, A/,z)v +
П у?

+ ( / /+  A)(l“ , A az )¥,(l , A&z^j —

П tp

Если последнее слагаемое обратится в ноль, то, с уче
том положительности второго, получим

(Az, Az) > // Е Е  Vv (la, l \ ( A az , A bz ) v .
П if

Но справа компоненты z  «не зацеплены» и сумма распо- 
дается на аналогичные суммы д ля каждой компоненты z  в 
отдельности. Эти суммы могут быть оценены снизу (см. 
§§3.3, 5.1), поэтому

(Az, Az) > hP Y j \Az \2, 
а

так что справедливо (2.3) с х =  ///?.
Покажем теперь, что

^ ^ ^ [ r , l % [ A az ,A bz]v =  0, (4.4)
П ip

если z(dui) = 0 , и при выполнении некоторых условий, 
которые совпадаю т с условиями сходимости.

П редварительно отметим следующее. В пределах ка
ждой ячейки ориентацию ребер можно выбирать произ
вольно, при этом величина суммы (4.4) не изменится, т.к. 
при изменении ориентации ребра а одновременно 1 „ —> 
—> —1а и A „z —> — A az.  Воспользовавш ись этим произво
лом, будем считать, что в пределах каждой ячейки реб
ра ориентированы в положительном направлении (против 
часовой стрелки). При этом следует иметь в виду, что 
при такой точке зрения величины 1 „ и A„z имеют смысл 
только в конкретной ячейке. П ри переходе в соседнюю 
(по ребру а) ячейку они меняют знак (см. рис.5.3).
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Р и с . 5 .3

Положим для удобства Wi = £ijZj, тогда [A„z, Aj,z] =  
=  (Д „z, Ajvv) и преобразуем  (4.4) к виду ^ ^ ( M ,z ) .  Со-

Ш
бирал в (4.4) множители при z(u>), имеем

м и  =  -  Х Г  Ц Е  v ^ a > 1% Л ^ } а ■ (4-5)
О if>

Здесь £3 — суммирование по. ячейкам, вершиной кото- 
а

рых является узел ш] < т „ { . — суммирование с учетом 
ориентации по ребрам  фиксированной ячейки, выходя
щим из узла и,  аа имеет противоположный знак для од
ного ребра в соседних ячейках; Y1 — суммирование по

ч>
базисам с участием р еб ра а.

Рассмотрим  конструкцию V ,̂[l“ , l l]v . Пусть базис р  
образован ребрам и с ориентированными длинами П =  
=  АВ, Ь  =  ВС. Заметим , что (см. рис.5.4)

[ l \ l %  =  [ l \ l X  =  0,

\l l \  -  ( |li I sin у?)- 1 , |l* | =  ( |l 2 |s in ^ ) _1,

[l1. l2]^ = d U llb ls in y » ) - 1 = — [l2, l 1]^-

Вес базиса Vv представим  в виде V9 S a b c , где
Sa b c  — площ адь треугольника A B C , так что

КД1 “ Д %  = ^ а6,
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А

С

Р и с .  5 .4
где

еаЬ

{

+  1 , если ребро а предш ествует ребру b 
— 1 , в противном случае.

Н а рис.5.4 ребро 1 предш ествует ребру 2.
Рассмотрим теперь конструкцию, которая с учетом 

предыдущих выкладок имеет вид

Пуо ть ячейка П — треугольник А В С ,  узел w — верш и
на А  этого треугольника. Т огда <р — {А, В, С}', (Тел =  — 1, 
(Ta b  — +1 (см. рис.5 .5 -а). Имеем

N = - f | c ( W B - W c ) - ^ ( W g - W 4 )  +

+  Ч а К  - w A ) +  r]B ( w c  - w b ) =

=  (Va  +  Vb  +  r)C ) { w c  -  w B ).

Пусть ячейка И — четырехугольник A B C D ,  узел и> — 
вершина А  этого четырехугольника. Т огда tp = {А, В , С, 
D}-, (тва = — 1, (Га в  =  +1 (см. рис.5 .5-Ь). Аналогично 
имеем

N = - № ( w c - w B) - t ; i ( w B - w 4 ) +

+ Va (w d  - w 4 ) +  i)b (wc’ -  w B) =

=  - ( v a  +  t}b ) w b  -  (r]D -  Ч в ) ™ с  +  (rjA +  r]D ) W D -

= ^ a ° { 5 2 ri v £ a b A bw }  = ^ N -
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с
D

А В  А В

Р и с . 5 . 5 - а Р и с . 5 .5 - Ь

Рассмотрим  наконец (4.5). Е сли в треугольной ячей
ке положить г)а +  т}в +  rjc = 1 , то N (f 2 ) =  w c  — Wg (см. 
рис.5 .5 -а). Ясно, что суммирование таких разностей по 
замкнутому контуру вокруг у зл а  и> даст ноль. Но условие 
г)А + т]в +  Лс =  1, как легко видеть, эквивалентно (3.7)

Если в четы рехугольной ячейке положить г]в =  v)d , 
г]а +  Чв = 1 , т.е. коэффициенты г), противоположные по 
диагонали, равны, а сумма соседних равна 1, то N(f2) =  
= W d -  Wg (см. рис.5 .5-Ь ). С уммирование таких раз
ностей по замкнутому контуру вокруг узла ш даст ноль. 
Но указанные условия эквивалентны (3.8)

Ясно, что сделанное утверждение справедливо и в слу
чае, когда к узлу примыкаю т как треугольны е, так и че
тырехугольные ячейки.

Итак, при выполнении условий сходимости (3.7) или 
(3.8), справедливо (4.4) и, следовательно, имеет место 
разностный аналог первого неравенства Корна (2.3).

§5.5. С ходимость на обобщ енны х реш ениях

V a  — i^ V a b d , V b  =  (1 — v ) V a b c ,

Vc  =  v Vb c d , Vd  — (1 — v )Va c d i 0 <  и <  1.

1°. Настоящ ий параграф  посвящен построению на не
регулярных сетках и исследованию  сходимости разност
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ных схем метода опорных операторов на обобщенных ре
шениях для уравнений теории упругости, записанных в 
смещениях в двумерной плоской геометрии. Чтобы  ос
ветить существо возникающих здесь специфических про
блем, проведем некоторые рассуж дения на качественном 
уровне.

Известно, что континуальные смещения в сплошной 
среде локально делятся на три группы движений

параллельны й перенос Ц (г), деформацию (Qu>^r )> опре
деляемую симметризованным тензором смещений Q u , и, 
наконец, твердотельное вращение на угол ^ rot Ц. При
чем физические характеристики среды  — тензор напря
жений T u  =  2//Q>u  + j/<r(Q>u )<5 и энергия деформации

не зависят ни от первой, ни от третьей  группы движе
ний, а определяю тся только деформацией. Здесь // > 0 и 
v > О — коэффициенты Ламе (об остальных обозначениях 
см. п .2 ).

Отнесем сеточную функцию смещений и  к узлам  ш (см. 
рис.5 .6 ) и составим всевозможные приращ ения Л д и  = 
= и Ш 1 — и ш  на ребрах А. Полученное таким образом ес
тественное поле инкрементов д\  = Л ди  исклю чает лищь 
первую группу движений.— параллельны й перенос, ос
тавляя в себе третью  — твердотельное вращение. Ч то
бы обеспечить на разностном уровне инвариантность фи
зических характеристик среды к поворотам (твердотель
ным), из естественного поля инкрементов <9д в «чистом» 
виде вы деляется деформация, т.е. симметризованная со
ставляю щ ая поля (дцл.Л ^дт), только от которой зависит 
сеточный аналог симметризованного тензора смещений 
Qd-tp в базисах tp (см. рис.5.6 ). Остановимся подроб
нее на структуре симметризованного поля инкрементов 
(Зуд, А ^Зд). Величина Зуд представляет собой продоль
ную деформацию ребра А (фигурирую щ ую  в законе Гу-

U (r +  ,5r) = U(r) 4- (Qu , Sr) +  ^[rot U, <5r],

о
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ка), в то в р е м я  как =  <9j.a ' —  3 j.a суть в р а щ а т е л ь -
н а л  д е ф о р м а ц и я  базиса tp, у г л ы  п о в о р о т о в  р е б е р  к о т о р о 
го р а в н ы  З х а  и 3 i a < соответственно.

В пространстве продольных и вращ ательны х дефор
маций вводится симметризованная норма

'  Л ¥> '

Естественность введения симметризованной нормы || • Ца ,̂ 
может быть проиллю стрирована примером на рис.5 .7 
(«Эффект подшипника»).

Р и с .  5 .7

Среды  (А  и В)  с нетвердотельностью  вращ ений на ма
лых пространственных м ерах суммирования энергетиче
ски эквивалентны в норме || • ||а ,̂ , что не имеет места, 
например, в разностных аналогах среднеквадратичных
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норм на естественном поле инкрементов

1 |5 | |^ ~ Л 4 ^ л +  51л).
А

Сходимость в симметризованной норме || ■ ||л^ есть 
сходимость в среднеквадратичном смысле по «чистым» 
деформациям, только от которых зависит симметризо- 
ванный тензор смещений Qa<P и, следовательно, это 
есть обобщенная сходимость по физическим процессам в 
сплошной среде (полю напряжений и энергии деформа
ции).

В настоящ ем параграф е на нерегулярны х сетках по
строены и исследованы инвариантные к поворотам раз
ностные схемы метода опорных операторов для уравне
ний теории упругости в смещениях в двумерной плоской 
геометрии. Д оказана сходимость этих схем на обобщен
ных решениях с первым порядком в среднеквадратичном 
смысле по компонентам симметризованного тензора сме
щений.

2°. Семейство разностных схем метода опорных опера
торов.

В пространственно-двумерной плоской области  О с 
границей дО рассмотрим уравнения теории упругости в 
смещениях [24]:

(с некоторыми граничными условиями) наряду с соответ
ствующим интегральным соотношением

Здесь U — вектор смещений, Т — тензор, Тц — тензор 
напряжений, f(r)  — объемная плотность внешних сил в

div Т ц  +  f( r)  =  О,

(5.1)

tr(V U T +) =  t r ( ^ T )  = tr(Q u T )|T=T+
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пространственной точке г, ц > О, и > О — коэффициенты 
Ламе, <5 — метрический тензор. Символом trT  обознача
ется след тензора Т, Т+ — транспонированный тензор.

В области О введем семейство нерегулярны х разност
ных сеток. О граничимся случаем , когда сетка состоит из 
треугольных и четырехугольных ячеек (Г2 ) , базисов (р),  
узлов (w), ребер (А) и связанных с ними (<т(А)) — грани
цами балансных узловых доменов d(w) (см. рис.5.8).

Базисы  <р создаю тся системой исходных (ковариант- 
ных) ортов 1(A), образованных ребрами. Под центрами 
ячеек П и ребер А будем понимать средние арифметиче
ские радиус-векторов узлов ы их образую щ их. Кривая, 
соединяющая эти центры (двух смежных через ребро яче
ек или ячейку с граничным ребром ЗА), представляет со
бой поверхность

а (А )=
¥>(л)

ориентированную также как и орт 1(A). Здесь 1, .у?(А) — 
орты взаимных (контравариантных)- базисов по отноше
нию к исходным базисам, образованным ортами 1(A) (см. 
рис.5.9). Базисны й объем  дается формулой

V.<p = 1 / 6 |[l(Ai), l (А2 )] | — для треугольной ячейки П, со
держ ащ ей базис <р\

V.<p = 1 / 4 1[l(А1 ), 1(А2 )] | — для четы рехугольной ячейки, 
где А](у>) и Аг(у>) — ребра, образую щ ие базис <р.
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о/

Р и с . 5 .9

Наконец, — суммирование по всем базисам  <р, в об- 
v(A)

разовании которых приняло участие ребро А. Замкнутые 
вокруг у зл а  ш поверхности (<r(A(w))) образую т узловые 
домены d(w).

Будем  считать сетку связной в следующем смысле:
1) Из любого у зл а  в лю бой другой узел можно по

пасть, двигаясь по ребрам.
2) Сущ ествует непустое множество граничных ребер 

(Ао),  таких что в паре узлов ( oj( Ao) ) , образующих реб
ро Ао, задана нормальная компонента смещений U(w) — 
—(U(u>), е)е, где е — единичный вектор вдоль ребра Ао- 
Из любого ребра А можно попасть в (Ао) двигаясь от реб
р а  к ребру по базисам  (^(А, (А о )) ) .

Подробность разбиения области  будем характеризо
вать парам етром  h, который определим как

h = \Jmes О/TV,

где N  — число узлов сетки.
К узлам  отнесем искомую сеточную функцию и . На 

ребрах выделим положительное направление (см. рис. 
5.9) и отнесем к ним сеточную функцию

Д ли  = -  ^ 2  s-A(w)uw =  и*. -  и*.
и<(А)

Наконец сеточные тензорные поля Т  задаю тся с в о и м и  

представлениями в базисах T.tp.
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Внутреннюю дивергенцию тензорного поля 

DIN : (<р) -* (ы)

определим аппроксимируя теорему Гаусса на d(w) 

DINТ  = 2 2  e . A ( w ) T T (A),

Л ( Ш)

V(X)

— суммирование по всем ребрам  А, имеющим общий

узел и.  О бозначал через ( ) д  аппроксимацию соответст
вующих дифференциальных выражений, имеем

Q  t r ( v u T +)dvr^ = - ( J (u > d ivT )dv" -  J (T U > d s >)
0  —  0  9 0  -

= -E(u--DINT) = EK̂tr(̂ T̂¥’)=U>
= £V .y> tr(V u.y>T + ) = (V u, T)  =  (T, V u) =

=  ^  ] V.y Г .у) ^  ^ =  { Q ^ u , T } .
Т.ф=Т.ц> +

Здесь конструкция (V u ,T ) определяется как скалярное 
произведение сеточных тензорных полей, аппроксими

рующее J tr(V U T +)dI/. 
о

Тензорные поля D u /D r, V u  и Q д и , а также тензорное 
поле напряжений Тди даю тся своими представлениями в 
базисах.

А ли1'.у>(А), Vu.y> =  2 2  I '-^ (^ )A aU,
Чч>) ХМ

Q a u -<p
1 / Du
2  VDr V? +

Тди-У =  2//(5д„.у> +  гДг(<Зд„.у>)<5.
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Под Y2 понимается суммирование по ребрам  А ,  обра-
А(<р)

зующим базис <р.
Вообще, произвольному сеточному векторному полю 

инкрементов 3А £ на ребрах А (которому соответст
вует некоторое поле смещений 3&) сопоставим поле сим- 
метризованного тензора смещений Qg и поле тензора на
пряжений Тд по формулам:

1 1 /П<9 & \
Qd <P= ^  ^ ( ^ 1 ' . ^ )  + l'.y>(A)5A) =  ^ ( " d T '^ - I -

A(v)

Tg.tp =  2nQg. tp  +  u t r  (Qg. tp)6.

Л л я вариации континуального векторного поля смеще
ний <511 на расстоянии <5г справедливо <511 = (d l i /d r ,  <5г). 
В силу определения взаимного базиса (1(A), l'.y>(A')) =  <5АА/ 
для ребра А(̂ >) очевиден сеточный аналог этого соотно
шения

AaU= ( ^ ^ 1(А))-

Уточним также силу т ^ А ) , действую щ ую  на поверхность 
<т(А) в поле напряжений Тди

Т т д и ( А )  =  ^  V.<p(l ' .<p(\) ,TA u .<p) =

¥>(Л)

V"(A)
+ (1 '.^(A ),A a-u )V.^(A')' +

+»1' .<р (\ )  £ ( 1 Х А ' ) , Л л < и ) } .  
А'Ы

На поле инкрементов За £ Н ао, таких, что [Зао,1(Ао)] = 
= 0  (т.е. не вращ аю щ ем среду твердотельно) эта  сила оп
ределяет самосопряженный положительноопределенный 
метрический оператор

S o  : ( А )  -  ( A ) ,  S o  =  S S  >  0 .
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Т га(А )=  £ К р ( 1 > ( А ) , а д )
¥>(л)

т.е.
т т э  =  ЗоЗ.

Д ля 31а и 32л из Д Ло скалярны е произведения (31, 32)л 
и ((31,32)) определяю тся по формулам:

(31,31)Л = Х^(31л,32А),
А

(31, So32)a = УлР [2 М г(<5э1 .<pQa2.<p)+
Ч>

+i/tT(Qai.<p)tT(Qa2.<p)] = (S031 ,32)a =

= (V 3 l&,T92) = (V32 &,T 9l) =  ((31,32)).

Энергия деформации среды, производимой полем инкре
ментов За , есть энергия метрического оператора в э то м  

поле
(So3 ,3 ) a =  « 3 ,3 )) .

Инкремент За разложим на продольную  деформацию реб
ра Зца и его поворот 3j_a

За = ЗцаКА) +  3±аЦ(А), U (A ) = [k. 1(A)],

Здесь к  — единичный орт к плоскости области  О. На
до иметь ввиду, что поскольку орты 1(A), 1±(А) являю тся 
малыми порядка Л, то величины Зца и  З хл  получились 
умножением продольной и поперечной компонент З а на 
1/h.

Определим нормы:

11<Э||а =  (3 ,3)л,

||3 ||L  = h2(d, 3 )л = Л2 Е 1 (А)2 (5 1|Л +  й1л) <
А

< ТзЛ4  ^ ( 3 ( |А +  Зха), 
л

7 з h2 = m ax|l(A ) | 2
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и симметризованную норму

m i v = л 4( Е д и + Е  А * ^ ) > А *>^ =  -  5±л«.

В базисах выделено положительное направление от а к 6  

(см. рис.5 .1 0 ).

Ч лен  Д уд±. =  (<9l\ j — Зхла ) 2  связан с тем, что поле 
симметризованого тензора смещений Qa зависит только 
от <9||л и разности Д ^Зх (см. ниже).

П ространство скаляров, отнесенных ко всем ребрам  
и базисам (А, ф) области  О назовем “Кх^-  У становим не
которые неравенства, характеризую щ ие сетку. В силу 
связности сетки справедливо

Л

/'.ф(Ад)

Р и с . 5 .10

3|_А = Av5-l> д 1 х  < 7 4 /Л Е Av5j->

А ¥>( А, ( А0 ) )

0, (А) связно с (Aq) и отображ ается
на линию из (Ао), 

1, (А) связно с (Ао).
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О тсю да

окончательно
Л if

7 6  = m a x |h2+P, 7 4 7 5  } ■
(5.2)

П араметры  7 3 , 7 4 , 7 5 , 7 6  и /? не зависят от Л и харак
теризую т структуру и степень связности множества гр а 
ничных ребер (Ао) и множ ества всех ребер (А) области 
О.

Симметризованный тензор смещений Qa может быть 
преобразован к виду

Qa-<p = 53  d\\xS-<Px +  A v dLy.tpxb,
X(v)

6.<р\ =  i ( l (A ) l> (A )  +  l '.^A )l(A )) , 5 3  6- ^  = S-
A(v)

7-Vx = ^ (u (A )lV (A )+ l'.^ (A )U (A )),

53 7-TX =  7-<PXa +  A .tfixb ~  0.

XM

Зависимость тензора Qa-<p только от Зцл и разности А^д±. 
является важным свойством разностной схемы. Схемы, 
обладаю щие этим свойством, будем назы вать нейтраль
ными по отношению к поворотам  (твердотельным вр а
щениям). Это означает, что все силовые характеристи
ки среды, определяемые полем тензора напряжений Та, 
и энергия деформации системы (Зо<9,3)д, определяемые 
только через поле симметризованного тензора смещений 
Qa не зависят от поворотов <9j_a = const.

Вычислим

tr (Qa.ipQa-f) +  5||аь +  +

+  (<9||ЛЬ -  3||Aa)2CtgV +
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+  (3||Аа +  A ^ S l s.tp c tg tp)2 +

+  (5||Л6 +  s.ip ctgy>)2J .

По исходным ортам l(A„), l(A*), образую щ им базис tp (см. 
рис.5 . 1 0 ), определен буравчик

Г  +1, а У \  ь
« < „  0 t '

П алее, поскольку

tr(^.y>A) =  1,

Мт-^Аб) =  (1±(А6),1'.у>(А6)) =  s.<pctgtp,

имеем

0 < t r2(Qd-<p) = 9||Л + A^d^s.ip c tg ^  <
<р(Х)

^  3 |̂|Аа +  +  3 c tg V  А 2 дх-

О тсю да

А 2 < 9 | _ )  <  V . i p  \ 2 p t r ( Q d . p  Q a  tp ) +

AM
+ ^ tr 2 (<5a.^)| < K<p{ [(3 +  2 c tg V )p  +  3jaJ ^ 2  ^||а +

ЛМ
+  [(1 4- 4ctg2<p)p +  3 ^ c tg V j  A 2tpd±. | .

Суммируя по базисам ip, получим

' , [ Е К А в 11» +  Е 1'» ’ К дА  £  <<s.a>> <

V.p [(3 -f- 2ctg2^>)p -f- 3^j ^
A >p( A)

+ У  V.p [(1 +  4ctgV )p  +  3i/ctgV j A 2 <9X,

V . X  =  Y ,  V . t p .

<p{ A)
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Окончательно
7 i | | 3 | | ^ < / l 2 ( ( 9 , 5 ) ) < 7 2 | | 5 | | ^ ,

7 i hr =  //minC.y> > О,

7 2 Л2 =  m a x j  ^2  У ш<Р  [(3 +  2ctg2ip)fJ, +  3, ] ,
(5.3)

ср(Л)

V >[( 1 +  4ctg2tp)n +  3^ctg 2 v?] }.

П ространства IHao С !Нл образую т в Л х^  подпространст
ва из элементов (З ц л , A^Sj.) потенциальные по приращ е
ниям вращений A v dj_- П арам етры  7 1  и 7 2  не зависят от 
h и являю тся константами энергетической эквивалентно
сти норм x / h 2{(-, •)) и || ■ 1 1 в этих пространствах.

3°. Оценка скорости сходимости.
Пусть на множестве узлов (дш) граничных в том смыс

ле, что в направлениях а  (также представляю щ их собой 
некоторое множество) заданы  компоненты вектора сме
щений (Ц.а )эш (первая краевая задача). Т огда на множе
стве дополняющих направлений / а  задаю тся некоторые 
балансные уравнения ( ...)/а . С делав это замечание, для 
уравнения (5.1) рассмотрим краевую  задачу

DINTAu =  - F  = - j  f(r)d V  -  J (d s ,T u ),
d(o;) dOnd(a;)

w G (u>) \  (дш),
(5.4)

(и«)ш =  (11Л)аы, (D IN T Al> =  - F ) / a ,

w G (<9w).

Множество а  в (w) \  (ди>) пусто, поэтому индекс / а  под
разум евается, его будем всю ду опускать.

С другой стороны, обозначая континуальную силу, 
действующую на поверхность <т(А)

т т и ( А )  =  j (dtr ,  T u ) ,

а ( Л )
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результат точного применения теоремы  Г аусса на узло
вом домене d(w) запишем в виде

У  s . A ( w ) t T u ( A )  =  — F .
AM

Вычитал (5.4) и вводя в узлах вектор ошибки 2  =  U — и,
(%а)дш =  0  будем иметь

у  s .A(w) ( tt u (A) -  9 0 AU(A)) = -  у  s.A(w)90 Az(A) =
А(ш) А(а;}
= - о ш т Дг.

Умножая на z w, суммируя по узлам  и перегруппировывая 
члены, окончательно получим

((9 oA U - t t u ), A z)a =  ((Az, A z)).

О бозначая
Ф =  ||9 оA U  -  t t u ||А,

в силу неравенства Буняковского имеем 

((Az, Az)) < ФЦАгЦл, 

отсю да и из (5.3) следует

l |A z ||y  < ^ | | A z | | hA.

Учитывал (5.2) преобразуем  это неравенство к виду 

||A z ||av < ^ ^ Ф h ^ 2.
Ji

Оценим величину Ф в правой части  последнего нера
венства. Д л я  этого представим

Ф2 = У  1ф (и ) 1л,
А

Ф (Ц ) = SoAU -  т ти  =  9о J ( d u /d r ,  dA') -  j  (da, Tu ).
A' (t(A)
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И зучая вопросы аппроксимации будем предполагать, 

что решение дифференциальной задачи  Я,(г) G Я 2 (О). 
Нормы в пространствах С оболева Н к( 0 ) определяю тся 
формулами

mio = £m\\io = £ / Е iD“f/.(r)i2dK
* = 1 t = 1 q | а | < fc

а полунормы

|и|1,0 = Ё|Я,|Е = Ё / Е |D“f/.(r)|2dK
i =  l  х =  1 ^  | а | = А :

Здесь п = 2 — размерность пространства, г  = (а^).
Согласно [36] функции Я,(г) G Я 2 (0 ) можно продлить 

на всю плоскость ( x i ,x 2) таким образом, что

| Я* 12 , Л2 < ТО I Яг' 12 , О,

т.е.
|U|2,r 2 <  To|U-|2)o

с постоянной 7 о, не зависящ ей от Ц.
Очевидно dUi/dxj  G Я 1 (О) покомпонентно. В следст

вие вложений Я 2 (0) в L 1 (A) и в L 1 (<r) [20] имеют смысл 
интегралы

J (d l i /d r ,  dA) и J ( d a , T u ).

Сеточная функция определена в силу вложения Я 2 (0) 
в С (б).

Д алее тождество

ЛЦ. = J (d U /d r, dA) 
л

имеет место в силу свойства абсолю тной непрерывности 
функций Ui по переменной х; (имеющиш в О обобщенную 
производную dUi/dxj )  [2 0 ].

Каждому ребру А поставим в соответствие круг К  с 
независящим от А радиусом р = 0(h) ,  содержащий в себе:
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1. ячейки (Г2(Л)) с общим ребром А;

2. круги K\i ,  построенные на ребрах (А'(Г2(А))) этих 
ячеек как на диаметрах;

3. круги К а , построенные как на диаметрах на от
резках поверхности <т(А), содерж ащ ихся в ячейках
(ЩХ)).

Сделаем  линейное преобразование переменных

Гу =  r/p,  V (ry) = U (pry),

d V i / d y j  =  d U i ( p r y ) / d y j  =  p d U i / d x j ,

Q v  = ^ (d V /d ry +  V y V) = pQu ,

T v = 2//Qv  -f vtr(Q v)^ = pTu,

Ц = VP, l'-<Py = pl'-<P, V.tpy =  V.ip/p2,

°y (x ) = 5 3  VjPy1' - M * )  = <r(A)/P.
yj(A)

Q a . ( p y  =  p Q g . l f i ,  T g . l f i y  =  p T g . i p ,  S o y  =  9 o ,

dAy = dA/p,  d a y =  d a/p ,

J (d V /d ry, dAy) = J (d l i /d r ,  dA),
A A

J (d(Ty, Tv ) = J (d a .T u ) .
a(A) ^(A)

В результате преобразования круг К  отобразится в круг 
единичного радиуса К у , круги К  а- и  К а — в круги К\*у
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и К ау радиуса меньше единицы, а функционал Ф ( 1 1 ) при
мет вид

® ( V )  =  S o  J(dV/dry,d \ )
А

(  (dcr^T v)-
а(Л)

Очевидна оценка

I So 9(A) | < 7 7  max |5Л<|,
A'mA))

7 7  =  (2 р -f i>) max
*>(A) *'(tp)

Здесь 7 7  не зависит ни от ш ага /г, ни от положения ребер 
А разностной сетки, a max берется по всем ребрам  А',

A'(v>(A))
образующим базисы <р с общим ребром А.

О тсю да

|Ф(У)| <  7 7 max
A'(v’O ) )

+  f (dcrу , T v )  ■

a(A)

П алее, пусть индексы г, j ,  т  фиксированы, a sy < 2  — 
диаметр круга К !у, совпадающего с кругами К у у (dsy 
параллельно диаметру Sy) или с кругами К ау (dsy пер
пендикулярно диаметру Sy). Оценим интегралы  видаJ dVi/drjjdsy m , к которым сводится правая часть преды-
Зу
дущего неравенства. О тобразим  К зу в круг единичного 
радиуса K sz (sz =  2) при помощи линейного отображения 
г 2 = гy/ s y . Положим

w(rz) =  dVi(sy r z ) / d y j ,

тогда

Sy Sz

Очевидно функция u>(rz) Е H 1{KSZ). В силу вложения
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H 1( K SZ) в имеем

[J dVi /dyjdsyim\ < s^J\w\dsz] <
S y  3 t

dVz =

=  7 8
d2Vj 

дУ] dyi
W y <

< TsIlV-H2
2 , K y < T8 ||V|| 2

2 , K y -

П арам етр 7 8  не зависит от положения ребер А' и поверх
ностей <т(А) в силу изотропности всех диаметров sz круга 
K az О тсю да и из предыдущего неравенства можем заклю 
чить, что сущ ествует такая константа 7 9 , не зависящ ая ни 
от ш ага h ни от положения ребер А и поверхностей сг(А) 
разностной сетки, что

I * ( V ) | < 7 9 | | V | | 2i* , .

По построению Ф(У) обращ ается в ноль на пространст
ве Pi полиномов не выше первой степени V = р  — (р,-), 
Pi = ачУз +  bi £ Pi с произвольными постоянными ач и 6 ,. 
В самом деле (как обычно по повторяю щ имся индексам 
производим суммирование)

H ( dtT»-T p) ■ = Р(ач + a j i ) a y:i(X) + ,
ст(А)

С другой стороны, поскольку

A a'Pi = [ / (dp /dry,dAy) _ = a,jfc/yijfc(A/),

^  £  k i / y , i ( A ' ) / ' . ^ y , ; ( A ' )  +
A'(v)

+1' ■<Py,i( '̂)ajkly,k(X) -,(aij +  aji)>
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tr(QAp.^?y) — ,

имеем

[So J (  dp/dry.dAy)]^ =

А

=  V'Vy [^ (“ О +  а и ) 1'-‘Р у Л Х ) +  l' ai i l '-<Py,j(X)\ = 
v W

—  P ( ^ i j  ^йцСГу  j ( \ ) .

т.е. Ф (р) = 0.
Д алее, в силу линейности Ф(У) и эквивалентности 

факторнормы Н 2(К у) / Pi и полунормы в Н 2( К у) [21] су
щ ествует такал постоянная 7ю, что

m v ) \ < y 9[ Z ( i n f \ \ v , <

< 7 9 7 ю |Ё  1^12,агу|  = 797io|V|2,ify. 

Возвращ алсь к переменным ж,-, получаем  

IФ(Ц-)| < J^wp\ \ l \2 ,K-

Н аконец

* 2 =  J 2  I ° ( U )Ia <  7g7ioP2 Y ,  M a .A -
А К

Здесь суммирование ведется по всем кругам  К ,  построен
ным, как указано выше, для всех ребер А. Очевидно, что 
в силу сделанных предположений, каж дая точка плоско
сти будет покрыта не более чем п кругами (независимо 
от сетки). Поэтому

* 2 <  7927 V " | U | ^  <  7 o27927 iV " | 1 ^ , 0

или
ф  <  7 o7 9 7 io P \ / h | U | 2 ,o , 

причем р =  0(h) .  Окончательно

1И|Ар < м  Л1+/3/ 2|И |2.о .
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§6.1. Вариационно—разностны е схемы  для  
уравнений лагранж евой газовой  
динамики. А кустическое приближ ение

Г. Н астоящ ая глава посвящ ена исследованию полно
стью консервативных разностных схем для уравнений га
зовой динамики в лагранжевы х переменных в двумерной 
плоской геометрии. Основное внимание сосредоточено 
на вопросах аппроксимации. Б олее точно, исследуется 
только пространственная аппроксимация, поэтому вопро
сы временной дискретизации не затрагиваю тся.

Вариационный подход к численному моделированию 
уравнений лагранж евой газовой динамики состоит в за
мене сплошной среды дискретной и применении к послед
ней принципа наименьшего действия. Д ля  простоты (что
бы не касаться вопроса о граничных условиях) будем 
рассм атривать течение на всей на всей плоскости, считая 
возмущения газодинамических величин финитными.

На плоскости (x i , X 2 ) вводится разностная сетка (см. 
рис.6.1), состоящ ая из узлов (w), которые являю тся вер
шинами ячеек-многоугольников (Г2). Каждой ячейке при
писывается объем, как функция координат узлов сетки. 
В принципе для каждой ячейки эта  функция может быть 
своя, но алгоритмически это неприемлемо. Поэтому счи
тается, что объем n-угольной  ячейки задается при помо
щи функции 1 4(г 1, г 2, . . . , г«), от координат ее вершин (уз
лов). В дальнейш ем индекс п будем опускать.

В соответствии с ячеисто-узловой  дискретизацией 
сплошной среды, которая принята в этой главе, сеточные 
функции задаю тся следующим образом: к узлам  сетки 
относятся векторные функции (скорость, приращение ко
ординат жидких частиц), а к ячейкам  — скалярные (дав
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ление, удельный объем).

П ространство сеточных функций, заданных на множе
ствах узлов (w) и ячеек (Я) будем обозначать Л  и Я; 
суммирование по множествам (Я), (w), ... соответствен
но Y2* ••• П редполагается, что все фигурирующие

в дальнейшем изложении суммы, содержащ ие бесконеч
ное число слагаемых, являю тся конечными (после вычи
тания, если это необходимо, фоновых значений газодина
мических величин).

В водятся массы  ячеек М  и узлов ш, которые, в соот
ветствии с лагранжевым подходом, считаю тся независя
щими от t. При этом предполагается, что т, М  =  0(Л 2).

Уравнение неразры вности получается дифференциро
ванием соотношения M v  = V{r \ ,  Г2 , ..., r„) по t, где v = 
=  1 / р — удельный объем газа  в соответствую щ ей ячейке 
сетки. «Это дает

Здесь суммирование производится по узлам , образую 
щим ячейку Я (см. рис.6.2), — скорость узла ш.

В и д  разностного уравнения движения узлов определя
ется выбором лагранж иана. Обычно принимают

ft и>

Р и с . 6.1

(1.1)

ш ft
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где т  — м асса узла и>, М  — м асса ячейки Cl, и — |u(w)|, 
е — удельная внутренняя энергия ячейки Cl, а суммиро
вание производится по всем узлам  и ячейкам  сетки.

Уравнения движения для узлов, получаю щ иеся из вариа
ционного принципа с учетом кинематических связей

r ( = u  (1.2)

и условия адиабатичности

M e t +  pVt =  0 (1.3)

имеют вид
m „ u , = 2 > ( g a ) .  (1.4)

п ОГш

Здесь суммирование производится по ячейкам, окружаю
щим узел ш (см. рис.6.2), рц — давление в ячейке Г2.

Д ля сокращения выкладок обозначим S„ =  ( -J— } , где
V дгш /

индекс а — п ар а  (f2,w). Разностный оператор в (1.1), 
действую щий на сеточную функцию u(u>) по правилу
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^ S „ u a , будем обозначать DIV , оператор в (1.4), дейст-
a

вующий на сеточную функцию р(С1) по правилу — paSa ,
а

будем обозначать GRAD [41]. Индекс а в формулах ука
занного типа играет роль локального номера в шаблоне, 
связанном с ячейкой в случае оператора DIV или уз
лом ш в случае оператора G R A D . В дальнейш ем будем 
придерж иваться следующего правила. Если в выражении 
вида Sau a множители Sa стоит перед аргументом, то

a
соответствующ ий оператор действует из УС в т.е. яв
ляется оператором DIV ; а если Sa стоит за  аргументом, 
то из 3? в УС, т.е. является оператором GRAD.

Распространим действие операторов DIV и GRAD на 
тензоры по формулам

D I V ,f = ^ 5 , , a f a ,
а

где f £ УС — тензор любого ранга,

GRAD i У = - ^ J a S i . o ,
a

где У £ Я — тензор любого ранга.
Очевидно, что DIV, : УС —> У1, GRAD,- : 3? —> УС. Когда 

это не будет вызывать недоразумений, будем писать про
сто DIV , GRAD . Таким образом  при действии операто
ров DIV и GRAD ранг тензора может как понижаться, 
так и повыш аться в зависимости от того производится 
свертка по индексу г или нет. Различие между этими 
операторами состоит в том, что DIV переводит сеточ
ные функции на (w) в сеточные функции на (D), а GRAD 
наоборот.

2°. Рассмотрим  систему уравнений акустики в двумер
ной плоской геометрии

pt +  d iv u  = О, 

Uf +  gradp =  О,

(1.5)

(1.6)
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с некоторыми начальными данными. Здесь р — возмуще
ние давления, и  — возмущение скорости. Считаем, что 
на фоне плотность р — 1, скорость звука с =  1, скорость 
вещ ества и  = 0.

Численное интегрирования уравнений (1 .5)— (1.6) бу
дем проводить на разностной сетке введенной выше, счи
тая  что ее узлы  неподвижны.

Систему уравнений (1 .5)— (1.6) аппроксимируем ли
неаризованной полностью консервативной дифференци
ально-разностной схемой (1 .1 )— (1.4), которая во вве
денных обозначениях имеет вид

M p t +  DIV u  =  0, (1.7)

m u, +  GRADp =  0. (1.8)

3°. Чтобы  сравнивать разностное решение (1 .7)— (1.8) 
с решением исходной задачи (1 .5)— (1.6) преобразуем  по
следнее в сеточные функции при помощи некоторых про
екторов Пп и Пш, которые будем считать независящими 
от t.

Получим уравнения для  ошибок

д(П) =  р(П) -  П0 р(г), w (fi) =  u (fi) -  Пыи(а:).

Д ля этого применим проектор Пц к (1.5), а проектор Пш 
к (1.6). Имеем

(Пр)< +  П( d iv u ) =  0,

(П и)( +  П( grad р) =  0.

Вычитая эти  соотношения из (1.7) — (1.8), находим

M q t +  DIV w  = -М П ( div u )  +  DIV (Пи) = Мф,  (1.9) 

mwj +  GRAD q =  — т П (  gradp) +  GRAD (Пр) = пир. (1.10)
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4°. Уравнение (1.9) умножим на g и просуммируем по 

(П), а уравнение (1.10) умножим на в и просуммируем по
И

п п п
d v 771TJL) ̂  \  >

+ ^ ( w ,  G R A D « )  =  2 ^ m ( ( P ) w ) .
UJ и ш

Суммируя два последних соотношения, получим

Обозначим ^ 2  M q 2 +  m w 2 = J 2 и воспользуемся нера-
П ш

венством Кош и-Буняковского

| Е  Mipq +  Е  m(<P>w ) < J  [ E  Mip2 + E - w 2

тогда окончательно получим

Е м ^ 2 + E mi<pi2
П ш

( 1.11)

Очевидно энергетическая норма ошибки J  — 0 (h )  в 
том случае, если ip = О(Л) и <р =  0(h) .  Эти условия оз
начаю т также аппроксимацию уравнений (1 .5 )— (1.6) в 
равномерной норме.

§6.2. У с л о в и я  п е р в о г о  п о р я д к а  а п п р о к с и м а ц и и

Г. Оценим невязки в правых частях (1 .9)— (1.10). Д ля 
этого воспользуемся подходом, описанным в §2.3, соглас
но которому проекторы характеризую тся своими момен
тами.

Пусть моменты проектора Пп =  { l,R n , а моменты 
проектора =  {1,гш,...} . Рассм отрим  невязку в правой 
части (1.9)

Mip =  DIV (Пи) -  М П( div и).
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Если и(ж) =  u  = const, то Мф  = МФо = D IV и.
Если и  =  TUr(tLJ = const), то Мф  =  Мф\ = DIV (HJr) — A/spUJ. 
Чтобы  выполнялась оценка ф =  0(Л ), следует потребо
вать фо ~  0, ф\ — 0 при произвольных u , U. О тсю да

D l V . ^ ^ S ^ l a ^ O ,

“ (2Л)
DIV i X k = 2 J  S i t a x k t a = VSik,а

где Хк,ш — компонентная запись вектора гш.
Рассмотрим  невязку в правой части  (1.10)

ттир = mft( grad р) — GRAD (Пр).

Если р(х) = р = const, то пир =  т ф о  =  GRADp.
Если р(х) = (р, г) (р = const), то

пир = т(р i = GRAD (р, R) -  т р .

Чтобы  выполнялась оценка (р =  О (Л), следует потребо
вать <ро =  0, (pi = 0 при произвольных р, р. О тсю да

G R A D .l = - £ l aS.-,e =  0,
а

G R A D , =  - J 2 x k,°Si,a = m6tk,
а

(2 .2)

где Х к п  — компонентная запись вектора Rn. При вы
полнении условий (2.1)— (2.2) п равая  часть (1.11) имеет 
порядок 0(h) .

Естественно считать, что моменты гш проекторов Пш 
есть радиус-векторы  узлов сетки, а объем ячейки V(r\ ,  
. . . ,rn) — площ адь многоугольника с координатами вер
шин 1*1 , ..., г„. Можно показать, что в некотором смыс
ле такой выбор V  является единственно возможным (см. 
Приложение D). В этом случае выполнены оба условия
(2.1) и первое из условий (2.2).

2°. Рассмотрим  вопрос о выполнении второго из усло
вий (2.2)

^ 2 x iiaSkta = -mSik, (2.3)
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которое будем интерпретировать как систему линейных 
уравнений относительно векторов Rn- С ами вектора нас 
не интересуют, важен факт их сущ ествования. Иными 
словами нас интересует совместность системы (2.3). Д ля 
выяснения этого вопроса воспользуемся теоремой Фред
гольма. Легко видеть, что однородная сопряженная сис
тема имеет вид

=  0 на (П), (2.4)
а

а условие ортогональности ее решений правой части
(2.3)

^ ш У ^ )  =  0. (2.5)
Ш

Таким образом для аппроксимации уравнений движения 
массы  узлов должны быть заданы таким образом, чтобы 
выполнялось (2.5).

3”. Рассмотрим  систему уравнений

(2 .6)
а

Геометрический смысл решений этой системы понятен — 
они описывают движения, не изменяющие объемы яче
ек, если векторы £,(ы) интерпретировать как скорости со
ответствующих узлов. Очевидно, что тензорные сеточ
ные функции УД(и>) =  cj,£j(w) с произвольным вектором 
Cjt =  const удовлетворяю т системе (2.4). У словие (2.5) 
для них имеет вид (с, mL,) = 0 или, в силу произволь-

Ш
ности с, в другом виде

Х > *  = 0- (2-7)
и>

Таким образом  для совместности системы (2.3) необ
ходимо, чтобы движения не изменяющие объемы ячеек, 
не изменяли «центра тяж ести» сетки или, другими сло
вами, не имели импульса.
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Покажем, что верно и обратное. Зафиксируем систе
му кординат. Всякое решение (2.4) очевидно имеет вид

Xih{u) 6 И  я  и  \

6 И  Й И  )

где £,(w), £,'(w) — решения (2.6). У словие ортогонально
с т и  будет выполнено т . к .  m  Y u  =  £  т  ^ i ( w )  +  £  ш х

ш и> и/
а каждое слагаемое в правой части  этого соотно

шения равно нулю в силу (2.7).

4°. Будем  интерпретировать (2.7) как систему линей
ных уравнений относительно m(ui) и поставим вопрос о 
существовании ее нетривиальных решений.

Проведем следующее качественое рассуждение. Р ас
смотрим некоторое связанное подмножество Ш7 ячеек сет
ки. Обозначим: N  — число ячеек в 227; п — число узлов, 
являю щ ихся вершинами этих ячеек; N * — число узлов 
на границе Ш7 В этих обозначених система (2.7) содер
жит п неизвестных. Оценим число уравнений. Д ля этого 
рассмотрим систему (2.6). Ч исло неизвестных £,(w) оче
видно равно 2п, ранг матрицы системы не превосходит 
N  -f TV*, значит число линейно независимых решений не 
менее 2п — N  — N * . Из геометрических соображений не
трудно показать, что

N  + N,  + 2, на треугольны х сетках,
2N  + N* + 2, на четырехугольных сетках.

Таким образом число уравнений (2.7)

^  Г 2, на треугольны х сетках,
— ( TV -f 2, на четырехугольных сетках.

О твлекаясь от вопроса о линейной зависимости этих 
уравнений, можно сделать вывод о том, что на треуголь
ной сетке система (2.5) может иметь нетривиальные ре
шения всегда, а на четы рехугольной это, вообще говоря, 
не так.

Суммируя вышеизложенное, можно выделить две су
щественно различных ситуации, когда соотношения (2.5)
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могут быть удовлетворены:
a) разностная схема такова, что движений с сохраняю щ и
мися объемами ячеек не сущ ествует или их достаточно 
мало (схемы на треугольных сетках [70], по-видимому, 
схемы с мультиплетным числом термодинамических сте
пеней свободы [72]);
b) массы  узлов не скаляры , постоянные во времени, а 
функции, зависящ ие от конфигурации сетки [73— 76].

§6.3. А п р и о р н ы е оценки

Г. В §6.1 для разностных уравнений

Mqt +  D IV w =  Мф,  (3.1)

m w ( -f GRADg =  пир (3-2)

было установлено энергетическое неравенство

Jt < [х > 1 ф 12 + е м ^2Г ’ (з -3)
ш П

где J  = т w2 +  ^ 2  М g2j —  энергетическая норма,
w П

Из (3.3) очевидно следует, что если <р =  0(h )  и ф = 0(h) ,  
то имеет место сходимость в энергетической норме со 
скоростью 0(h).

2°. Получим теперь априорную оценку в норме, анало-
о

гичной Я 1. Продифференцируем (3.1) по t, умножим на 
qt и просуммируем по С1. Имеем

^ 2  М qtqtt + ^ 2  qt DIV w ( =  У ^ M q t ipt, 
n n n

( ^ E M «‘ ) , + ^ ( ^ GRAD9_<pl ’ GRAD«<) =n w

=
n
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(5E"«? + 5 E > IlAD«l’),=
п ш

— У ^Mqt4>t +  Х > Р ,  G R A D qt).
П Ш

Окончательно

+  \  Е  ^ 1  GRADgl2 -  £ > ,  G R A D « ))( =
П ш ш

= ^ 2  M q trpt -  GRAD q) <
П ш

< [J2M̂t +J2̂ igrad«i2] 2[ H mi<p‘ i2 +J2M^ \ 2-
П ш ш П

(3.4)
В обозначениях

3 2 =  X > g(2 +  £ - | G R A D g|2,
n n

F  = £ > ,  GRAD*),
Ш

g 2 = Е - | с р ( |2 + ' ^ 2 м ‘ФЬ
U) П

последнее неравенство принимает вид

QQt < F t + GQ  (3.5)

с начальными условиями

g 2(0 ) = J 2 M 9t( о) = ' £ М Ф2( о) = Q l  F(o) =  о.
n  и

Оценим Q(T)  при произвольном Т. Пусть ^m ax^g^) =  Q*

достигается при t = t t . И нтегрируя (3.5) от 0 до <» по
лучаем

t .

\ [Q l  ~  gg] < F(U) -  F ( 0 ) +  J G(t)Q(t)dt  <
0

tm
< F ( t , ) + Q . J  G(t)dt.

0
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Кроме того

так что

откуда

F(t„) < Q * ^ 2  m l<P(MI2 =

» *

Ql  -  2Q, [я (< 0  +  J G(f)dt] -  Ql  < 0,
0

t .

3 .  < 3 o  +  2 [ # ( * , )  +  j  G(<)d<],

и следовательно
т

Q(T)  < g ,  < Qo +  2 | т ц Я ( < )  +  J G(<)d<].
0

Очевидно, что если

Х > н 2, Е т 1»‘|а + Е ^ 2
ш п ш п

суть О(Л) при всех t, то Q(t) тоже порядка 0(h) .

3°. Как уже отмечалось, на нерегулярной четы рех
угольной сетке разностная схема (1 .7)— (1.8), вообще 
говоря, не аппроксимирует уравнение движения жидких 
частиц. Тем не менее оценка Q(t) =  О(Л) может быть 
сохранена при некоторых разумных условиях на разно
стную сетку.

Это утверждение связано со следующим обстоятель
ством. П ространство векторных сеточных функций IK 
(см. §6.1) снабдим скалярны м произведением по .формуле

(а,Ъ) = 5> (а ,Ъ )
ш

и разложим в ортогональную  прямую сумму !К — Л ®  В,- 
Подпространство А  состоит из «потенциальных» функ
ций вида

а = — GRAD /,
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а подпространство В из «вихревых» функций, удовлетво
ряющих условиям

D IV b = 0.

В ортогональности функций а  £ А  и b  G В легко убедить
ся, воспользовавшись цепочкой равенств

(а, Ъ) =  Х > -  GRAD / )  -  f  DIV b =  0-
ш П

Разложение (точнее подпространство А  этого разлож е
ния) выбрано так, что в уравнении движения слагаемое 
j^G RA D g G А,  т.е. под действием градиента давления 
изменяется лишь компонента сеточной функции w  £ И, 
лежащ ая в Л. С другой стороны, компонента w , лежащ ая 
в 23, не приводит к изменению давления. Таким образом 
пространство решений (21, !К) состоящ ее из пар сеточных 
функций q G 21 и w  £ СНГ, распадается на подпространст
ва (21, Л) и (0, В), эволю ция реш ения в которых протека
ет независимо друг от друга. Поэтому, если окажется, 
что <р G Л, то решение (g ,w ) G (21, Л ), а если <р G 23, то 
(g ,w ) G (0, В). В любом случае, при <р =  0(1) расчиты 
вать на сходимость разностной схемы (1.5) — (1.6) отно
сительно скорости нельзя. В то же время, если <р «почти 
лежит» в В следует ожидать сходимости относительно 
давлений.

После сделанного замечания вернемся к соотношению
(3.4) и рассмотрим  выражение для F.  Так как 4^х 
xG R A D g G Л, то к <р можно прибавить произвольную 
функцию b G В, поэтому

F  < Q inf ||(р +  b11.
~  ъеъ 1

Аналогично, п равая часть (3.4)

__  i
GRADg) < g [ ^ M V - (2+ m f  ||(р( +  Ь ||2]" .

ft ш ft

Таким образом мы приходим к неравенству (3.5), но с мо
дифицированными F  и G. Установим условия на сетку,
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при которых

a) inf ||<р +  Ь || =  0(Л), b) inf ||<Р( +  Ь || =  О(Л) (3.6) 
b €  Ъ b  € Ъ

и соответственно

F = 0(h),  G = 0(h) ,  Q = 0(h).

Прежде чем сф ормулировать эти условия напомним 
критерий аппроксимации уравнения движения, получен
ный в §6 . 2

GRAD kX t = m6lk (3.7)

где X i(fi) — первые моменты проектора П. Другими 
словами это означает, что тензорная сеточная функция 
равна Sik в каждом узле сетки лежит в подпространстве 
А.  Отметим, что все последую щ ие выкладки по сущ ест
ву имеют смысл только для четырехугольных сеток, т.к. 
на треугольных сетках условия (3.7) могут быть удовле
творены (см. §6 .6 ). Д ля  четы рехугольны х сеток условия 
(3.7) выполняю тся лишь в отдельных случаях. Пусть они 
нарушены. Так как Ж = А ф Ъ  представим сеточную функ
цию в каждом узле в виде

f>ik =  — GRAD + 7 ,-fc, m

где 7 ifc G В,  т.е. DIV*, j ,■* =  0 д ля  всех О.
Первое условие состоит в том, что векторы Г,-(0) мо

гут быть приняты в качестве моментов проектора П, т.е. 
концы этих векторов леж ат в О (Л) — окрестности соот
ветствую щих ячеек.

Второе условие состоит в следующем. Пусть {Ь‘ * И )  
базис в подпространстве В.  Т огда тензорная функция у 
может быть разлож ена по этому базису

=  (3-8) 
а

Будем предполагать, что:
1 ) в В сущ ествует базис, орты  которого — сеточные 

функции b a (w) отличны от нуля в ограниченном числе
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узлов (для каждого а  эти узлы, конечно, свои), заклю 
ченных в окружность радиуса 0(h )  и |Ь » 1  =  0(1);

2) коэффициенты разлож ения (2.6) имеют порядок
| с “ | = 0(1).

Д ля сетки, состоящей из четырехугольных ячеек, ба
зисные функции b “ (w) можно построить следующим обра
зом. Рассмотрим  две соседние четы рехугольные ячейки 
(см. рис.6.3). Очевидно, возможно построить сеточную 
функцию b £ Ъ отличную от нуля только в узлах заш три
хованных ячеек. Д ействительно, DIV b =  0 для всех яче
ек, кроме двенадцати, изображенных на рис.6.3. Условия 
D IV b = 0 для этих ячеек даю т двенадцать однородных 
линейных уравнений для двенадцати  неизвестных компо
нент шести векторов Ь(А), ..., b(-F). Но эти двенадцать 
уравнений не являю тся независимыми, т.к. D IV b = О, 
где суммирование проводится по двенадцати указанным 
ячейкам. Следовательно, сущ ествует нетривиальное ре
шение этих уравнений, которые в силу их однородности, 
может быть отнормировано так, что |b “ (w)| = 0(1). Т а
ким образом построена векторная сеточная функция b £ 
£ Ъ, носитель которой состоит из ш ести узлов, являю 
щихся вершинами двух

соседних ячеек О, О'. В ы бирая различные пары  яче
ек можно построить достаточно много сеточных функций 
b  £ Ъ, описанного вида, и образовать из них базис в Ъ.
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Покажем теперь, что сформулированные условия дос

таточны для
inf IIср +  Ь || = 0(h).
ь е з  '

Положим b(w) = ^ ^ ( с “ , p " ) b “ (w), где р "  некоторое ос-
а

реднение Vp в окрестности носителя b “ (w), например, 
среднее по ячейкам  П, П' (см. рис.6.3). Тогда

inf Мер +  Ь ||2 < ||(р +  Ь ||2 =  V  т \ф +  Ь |2. be® -  11 Ш

Оценим теперь отдельные слагаемы е в правой части

<р +  b  =  — G R A D (Пр) -  П (gradp) +  V ( с " ,  p “ )b “ (w). 
т а

При фиксированном ш сумма по а  содержит ограниченное 
число слагаемых, таких что b “ (w) ф 0, причем носители 
этих Ь “ леж ат в круге радиуса 0(h )  с центром в узле и>. 
Так как выражение в правой части  последнего равенст
ва обращ аю щ ийся в ноль на полиномах степени < 1, то 
|<р +  b | =  0( h)  при р(х)  G С 2. С учетом этих неравенств 
получаем (3.6 —а). Аналогично устанавливается (3.6 — 6), 
следовательно Q(t) =  0(h) ,  т.е. разностная схема (1.7), 
(1.8) имеет первый порядок точности относительно дав
ления.

§6.4. «Г р ади ен тн ое» представление невязки 
в уравнении движ ен ия

Г. Рассмотрим  теперь более подробно невязку в урав
нении движения жидких частиц и покажем, что на четы 
рехугольной сетке ее главны й член имеет «градиентную » 
форму. Как уже говорилось во введении, под «градиент
ными» подразумеваю тся такие, сеточные функции на (w), 
суммирование которых по связному множеству узлов сво
дится к сумме по границе этого множества. Установим 
явный вид этой «градиентной» формы и конкретизируем



178 В ариационно-разностны е схемы лагранж евой  газовой динамики [ Г л . VI

понятие «градиентности» в данном случае. Итак

mtpk(ui) =  ~ р {( и )  +  mSik) +  т х * (ы ) .  (4.1)
а

Здесь p,-(w) = V ,p (rw), X i a — первые моменты проекто
ра П, т  — м асса узла и>, суммирование производится по 
ячейкам, окружающим узел и). Вообще говоря, первое 
слагаемое справа (при достаточной гладкости р(х)) есть 
шО(1), второе mO(h).

Чтобы  выделить из этого выражения «градиентную » 
часть проведем следующие геометрические построения. 
Пусть т  = 1 /4 у ^ М 0 для всех узлов сетки. Рассмот-

а
рим некоторую ячейку Г2 = A B C D .  Выделим в ней точ
ку О таким образом, чтобы площ ади четырехугольников 
А Е О Н , B F O E ,  ... были равны S a b c d / 4. Из геометри
ческих соображений ясно, что точка О лежит на пересе
чении прямых а  и /?, выпущенных из середин диагоналей 
А С  и B D  так, что a\\BD,  /^ЦЛС. В силу имеющегося 
произвола в выборе проекторов положим Пр(х) =  р(О). 
Тогда, Xi  a, = Xi,o-  Зафиксируем теперь узел и  (пусть 
и> =  Л, см. рис 6.4) и рассмотрим отдельное слагаемое 
X i taSf; а в (4.1) соответствую щ ее узлу ш и ячейке Г2. Век
тор Sk:a имеет смысл ориентированной площ ади отрезка 
Е Н  (имеющего единичную высоту по третьей  координа
те). Очевидно Sk,a =  —Sk'EO ~  Sk,HO, Где Sk.EO, $к ,но — 
площади отрезков О Е  и ОН,  ориентированные внешним, 
относительно четырехугольника А Е О Н , образом.

Пусть М , N  — середины отрезков ОЕ, О Н  соответ
ственно. Тогда

Хг,а^к,а — Xi  t0^k,OE Xi^oSktOH —

=  ~Xi ,M Sk,OE +  (X iM  — X i to )S k tOE —

—XijySk'OH +  (X*,n  — X i o ) S k tOH =  — J Xidsk +

E O H

где М(к,а -  (Xi'M -  X i :o)Sk,OE +  {Xi tN -  X i to)Sk,OH ■
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В этих обозначениях (4.1) принимает вид (второе сла
гаемое временно опускаем)

mipk(u)) =  Pi(u>)(j> Xidsk -  ^ M i k ^ a  -  mSik),

где контур интегрирования состоит из отрезков О Е , ОН  
аналогичных в других ячейках, окружающих узел и>. 

о построению

так что
г г к р к ( и > )  =  - P i ( w )  ^ 2  M i k ) a •

а
Добавим в правую  часть последнего равенства величину

о-
а

Д ля рассматриваемой ячейки A B C D

M ik,a = -  X i tM ' ) S k , A H  + ( X i , A  ~  X i , N ' ) S k , A E ,
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где М ' , N '  — середины сторон А Н  и А Е , S k,AH , S k,AE — 
площади отрезков А Н  и А Е , ориентированные внешним, 
относительно четырехугольника А Е О Н ,  образом. Окон
чательно

m<Pk(u ) = -Pi(“ ) ( j 2 M i kja + J 2 Mik,a) =  ~Pi(“ ) J 2  Nik’a'

2°. Из конструкции тензоров N i k ,a очевидно, что

(4.2)
а

где суммирование проводится по вершинам ячейки П. 
Кроме того (Н% it, а | = О (Л2) в общем случае и Nik,a =  0, 
если A B C D  — параллелограм м .

Такой же вид на линейном профиле давлений имеет 
выражение

(4-3)
а

где pi а — каким-либо образом отнесенное к ячейке зна
чение V,p (например, — среднее по П).

Кроме того, конструкция (4.3) имеет «градиентный» 
вид в следующем смысле. Пусть 20 — связное множество 
ячеек сетки, т.е. из любой ячейки S] 6 20 можно попасть 
в любую другую  П' £ 20 переходя от соседа к соседу (со
седи — ячейки, имеющие две общие вершины). Вершины 
ячеек О G 20 образую т связное множество узлов ГО, с гр а 
ницей Зго — множеством узлов, являю щ ихся вершинами 
ячеек, как принадлежащих, так и не принадлежащ их 20. 
Тогда

ЕЕ P i , a ^ t k , a = ЕЕ' P i ^ i k , a + Е»Е N i k , а - (4.4)oigro a d m a а

Здесь 5Z — суммирование по ячейкам, не принадлежа-
а

щим 20.Последнее слагаемое в (4.4) исчезает в силу (4.2) 
и остается только сумма по Зго.

Возможность преобразования суммы по ГО к сумме по 
Зго очевидно связана со свойством (4.2) тензоров Nik,a.
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Этим же свойством обладаю т и векторы Sj „ =  d V n /d x i iLU, 
участвую щ ие в определении оператора GRAD . О пира
ясь на эту аналогию  мы назы ваем  «градиентны ми» вы
ражения вида Уа8а , где З^Я) £ 3? — тензорная сеточ-

а
ная функция, S„ — тензорные коэффициенты, удовлетво
ряющие условиям =  0 (суммирование по вершинам

а

ячейки).
Таким образом, погрешность аппроксимации уравне

ния движения может быть представлена в виде

т<рк(ш) -  - ^ 2 p i , aN ikia + тхк(и),
а

где Xit(w) =  O(ft) локально и, вообще говоря, другое, чем 
в (4.1).

§6.5. Разностная схем а с искусственным  
диссипатором

1°. В силу линейности уравнений для ошибки и полу
ченного в §6.4 представления погрешности аппроксима
ции уравнений движения, в дальнейшем, не теряя общно
сти, будем рассм атривать систему (1 .9)— (1.10) с ф,х = 
= 0.

M q t +  DIV w  = 0, (5.1)

m w j +  GRAD g = —Np, (5.2)

q(cit ) =  o, q \ t = 0 =  о, w |(=0= o ,

где оператор N : Л —* J{ действует по формуле 

( N p ) f c , o ;  =  ^  P i , a  N j  fc, g  ■

а

Выражение в правой части  уравнения движения будем 
интерпретировать как силу, действую щую  на узел ш. Как 
показано выше, «градиентная» структура правой части
(5.2) приводит к тому, что сила, действую щ ая на связное 
множество узлов, носит поверхностный характер. Это
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означает, что хотя удельная сила, действую щ ая на каж
дый узел, есть 0 (1 ), но при суммировании по множеству 
из N  связных узлов их результирую щ ая есть 0(./V-1 / 2) на 
единицу массы. Следовательно, направления этих сил не 
скоррелированы, а вызываемые этими силами движения 
носят «хаотический» характер и содерж ат в основном ко
ротковолновые возмущения. Естественно попытаться по
давить эти возмущения, вводя в уравнения (5.1) — (5.2) 
диссипативные члены. Ясно, что д ля  эффективного по
давления, диссипаторы должны быть согласованы с пра
вой частью  (5.2), т.е. главным членом погрешности ап
проксимации. Действительно, как показано в §6.3, воз
мущения носят в основном «вихревой» характер, поэто
му подавить их скалярной вязкостью  (добавкой к давле
нию), пропорциональной D IV u, невозможно.

Чтобы  получить конкретный вид диссипатора, рас
смотрим энергетическое равенство для системы (5.1) —
(5.2). Вместо (2.1), очевидно, получим

J Jt < ^2 П(̂ Р) X! N̂ ,aw>,a <
n a

< £ [ £ |N * w |2 + -L |n (V p ) |2].
n

Здесь J  2 =  M q 2 4- ^ ^ m u i2, оператор N* : Л  —> Oi дей-
n ш

ствует по формуле

(N*w)in = y^Nikiawk>a-
a

Чтобы компенсировать правую  часть (5.2), введем в 
уравнение движения диссипативный член следующим об
разом

m u, +  GRAD р + N[nN*u] =  0. (5.3)

Тогда соответствую щ ие уравнения для ошибки примет 
вид

mw, +  GRAD? +  N[nN*w] =  -N [f[(V p)] -  N[i/N*(fiu)],
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а баланс энергии

j j t + J 2 u iN' w i2 =
n

=  - ^ ( N * w ,n ( V p ) ) - X > ( N * w ,N * ( n u ) )  <
n n

< У2  fe|N*w|2 +  -^ |n (V p ) |2 +  ^ ! |N * w |2 +  — |N*(П и)|21, 
n 4e 4£l j

где e(fi), £i (Q) > 0.
П оложив e  =  k u ,  t \  — 1 — к (0 <  к <  1), получаем 

оценку
j  1 Е [ 1 Щ ^ + Д П и )|1

4 ' L v k  1 — А*п
и, в силу произвольности к,

J J  < лГ (1П(Ур)| +  ц 1 ^ (Й ц ) |)2 

‘ “  n 4"

Так как =  О (/г2) и ^  N ik>a =  0, то |N* (Пи) | =  О (/г3).
а

Кроме того |П(Ур)| = 0 (1 ). Поэтому, если положить и — 
=  по/ к 3 с п0 = const = 0 (1 ), правая часть последнего нера
венства будет иметь порядок 0(h) .  С ледовательно разно
стная схема (1.7) — (1.8) для уравнений акустики с дис
сипатором N[i/N*u] при указанном выборе v будет схо
диться со скоростью О (Л1/ 2) в энергетической норме.

2°. М одифицируем теперь нелинейную разностную схе
му (1.1)— (1.4) так, чтобы она осталась консервативной, 
а в акустическом приближении переш ла в (1.7) — (1.8). 
Уравнения (1.1), (1.2) очевидно следует оставить без из
менений, а в уравнение (1.4) движения добавить дисси
пативный член, после чего оно примет вид

m u, +  G R A D p +  N[i/N*u] = 0. (5.4)

Консервативность по импульсу при этом гарантируется 
«градиентной» структурой оператора N. Умножая (5.4)



184 В ариационно-разностны е схемы лагранж евой  газовой динамики [ Гл. VI

на и  и суммируя по (uj), получаем  баланс кинетической 
энергии

( £  ( +  £ > ,  G R A D p) +  J 2  ^|N*UI2 = 0.
ш w П

Ясно, что последнее слагаемое слева описывает интен
сивность диссипации кинетической энергии, поэтому для 
сохранения консервативности схемы по полной энергии 
уравнение (1.3) необходимо модифицировать следующим 
образом

Met  +  pVt =  ^ |N *w |2. (5.5)

Очевидно, что правая часть (5.5) неотрицательна, то 
есть действительно происходит диссипация кинетической 
энергии в тепловую.

Таким образом, разностная схема (1.1), (1.2), (5.4),
(5.5) является консервативной и сходится со скоростью 
0 (h } !2) в акустическом приближении.

§6.6. Вы бор масс узлов

Г. Вернемся теперь к проблеме вы бора масс узлов. 
Рассмотрим сетку, все ячейки которой — треугольники 
(см. рис.6.5). В качестве Aj(f2) выберем координаты цен
тр а  тяж ести ячейки Cl. В узле и  рассмотрим  тензор

=  ( 6 Л )
а

Вектор Xi jCI представим в виде X,- „ = ж,- +  cf,- „ (см. 
рис.6.5), ж,- — координата узла ui, тогда

îk ^   ̂ЖiSk>a ^  ^
а  а

В силу (2.2) первый член в правой части  последнего ра
венства исчезает.

Из геометрических соображений видно, что d  = 4/3 I, 
где I — вектор, соединяющий узел ы с серединой отрезка 
А В ,  S — ориентированная площ адь отрезка А В .  Таким
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Р и с . 6 .5

образом

Vik J XidSk = -VABCDESik-
A B C D E

T.K. Va b c d e  =  1/4 J2 Va, TO vik =  1/3 53 , где сум-
a  a

мирование проводится по ячейкам, окружающим узел и.  
С равнивая с (2.3), заклю чаем, что массу узла следует 
выбирать как треть масс, окружающих его ячеек:

т = (6.2)

2*. Рассмотрим  сетку, все ячейки которой — четырех
угольники (см. рис.6.6). В этом случае выбор v(ui) та
ких, что выполнено (2.3), вообщ е говоря, невозможен. В 
качестве выхода из такой ситуации можно предложить 
следующий.

Будем  считать, что м асса у зл а  не скаляр, а тензор 
второго ранга. Естественно потребовать, чтобы этот 
тензор был симметричным и положительным. Таким об
разом, зад ач а  состоит в отыскании сеточной тензорной 
функции Vik, делаю щ ей систему

X i taSkta ~  Vile (6.3)
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D

С

Р и с  6 .6

совместной. Задачу  можно поставить по-другому: найти 
вектора Rn такие, что тензоры в левой части (6.3) сим
метричны и положительны.

Итак, пусть тензор v,* симметричный. Свернем обе 
части  (6.3) с антисимметричным тензором , тогда

Построить вектора R таким образом, чтобы для отдель
ного узла выполнялось (6.4) несложно - для этого в ка
честве R можно взять радиус-вектор середины соответ
ствующей диагонали. При этом, как легко убедится

Но при таком способе построения Rn зависит не толь
ко от ячейки fi, но и от того, середину какой диагонали 
мы принимаем в качестве конца вектора Rn. Чтобы  обой
ти эту неоднозначность, проведем следующее построение 
(см. рис.6.7).

Ч ерез середину диагонали АС ,  перпендикулярно к 
ней, проведем прямую а,  а через середину диагонали BD,  
также перпендикулярно к ней — прямую /?. Если конец 
вектора R лежит на а , то

[R«,S„] = 0. (6.4)

а

[R, S A] = [Rq , Sa ] и  [R, Sc ] = [RQ, Sc],
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с

а если на /?, то

[R, SB] =  [Rp, SB] и [R, SB] =  [Rp, Sb]-
Если в качестве конца вектора Rn вы брать точку пе

ресечения прямых а(£1) и /?(П), то по построению для всех 
узлов d будет выполнено

$ > a , S a] = 0 .
а

Приведем формулу, выражаю щ ую  вектор Rn через ко
ординаты вершин ячейки Q (см. Приложение Е)

V R  = § £ s > a i 2. (6-5)
а

В качестве массы  у зл а  можно принять тензор

'«ifc(w) =  р(ш)ык(ш),

где р(ш) — некоторая плотность, соотнесенная узлу ui. 
М атрица и,-*, а с ней и ш,^, вообще говоря не является 
положительной. Однако, если ячейки, окружающие узел 
ш, — параллелограм м ы  t =  ий,* с v =  1 / 4 ^ ^ ^  > 0.
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Так как положительность является  «грубы м» свойством, 
в том смысле, что не наруш ается при достаточно малых 
вариациях элементов матрицы (в отличие от, например, 
симметричности), очевидно сущ ествую т практически ин
тересные конфигурации узлов с г,-* > 0.

3“. Отметим, что и на треугольной сетке можно ана
логично построить симметричные матрицы г,л,, удовле
творяющие условию аппроксимации уравнения движения

1°. Итак, предыдущее рассмотрение показало, что тр а
диционные полностью консервативные разностные схемы 
для уравнений газовой динамики, в которых м асса уз
л а  — скаляр, вообще говоря не аппроксимирую т урав
нения движения. Достичь аппроксимации можно, если 
расширить семейство полностью консервативных разно
стных схем, допустив, что м асса у зл а  может быть сим
метричным тензором, определяемым положением узлов 
сетки.

Д ля  построения полностью консервативных разност
ных схем в этом случае применим вариационный подход. 
Возьмем лагранж иан в виде

где rriik(u>) — тензорная м асса у зл а  ш, М  — м асса ячейки 
fl, е — удельная внутренняя энергия ячейки Q, а сум
мирование производится по всем узлам  и ячейкам сетки. 
Уравнения движения для узлов, получаю щ иеся из вариа
ционного принципа с учетом кинематических связей

(2.3).

§6.7. П олностью  консервативные
.дифференциально—разностны е схемы  
с тензорны ми массами узлов

Ш п

(7.1)
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и условия адиабатичноСти

de dV
M T t + p  dT (7.2)

имеют вид

^-Amiku k)w -  l-  =  -  GRAD ,p. (7.3)
" . С/Х $ ijjw' *

Здесь — сумма по тем узлам , м асса которых т,*, ы/
ш'

зависит от положения узла ui. Можно считать, что эта 
сумма по всей сетке, хотя н а самом деле в ней ограни
ченное число членов.

2°. Покажем, что разностная схема (7 .1)— (7.3) явля
ется полностью консервативной. Пусть 2U — некоторое 
связное множество ячеек сетки. Рассм отрим  систему, со
стоящую из этих ячеек и узлов to, являю щ ихся их вер
шинами. Под полной консервативностью  мы будем пони
мать то свойство разностной схемы, что импульс и пол
ная энергия такой системы (при произвольном выборе 
множества 2U) не имеют внутренних источников, т.е. из
меняю тся только за  счет взаимодействия с другими эле
ментами сетки (или границы) по своей поверхности.

Рассмотрим баланс импульса выделенной системы. 
Импульс узла и>

Pi,w =
dd

— ^ i k ,шик,ш •

Просуммируем (7.3) по множеству 2U. Имеем

-  \  J 2  1 2  ui ’ulUk>u' dld x i ’“' =  _  ^  GRAD, р.
ш'

(7.4)
Во втором слагаемом слева соберем члены, содержащие 
множитель UjiUiukjtui. Очевидно, они имею т вид

1 v ' '  drrijic ш>
5«j,«'«*,«< 2 ^  Qxiu ■

Ulgro
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Здесь сумма есть изменение массы  у зл а  ш'- при
го

одновременном сдвиге всех узлов и £ №  вдоль координа
ты ж,-. Н а массы  узлов естественно наложить требование

Е &Tnjktw' 
dxi ш

= 0, (7.5)

где суммирование проводится по всей сетке. Коэффици
енты при Uj uiUhiUi обратятся в ноль для тех узлов и/, 
массы которых зависят только от координат узлов 2U, 
либо не зависят от этих координат. Д л я  узлов «на гр а
нице 2П», массы которых зависят от положения узлов как 
принадлежащ их, так и не принадлежащ их to, выражение 
У ]  ф 0 и соответствую щ ие члены  в (7.4) даю т разност- 
ыбго
ный аналог «поверхностного интеграла» .

Рассмотрим  баланс кинетической энергии. Умножим
(7.3) на щ  и  просуммируем по ш 6  ГО

dt ^  2uigro ugro

dniik ш
d t

-5EE tij (jj Uj 1(л;> Ufa
dm jk tUi

dxi,w
Y  щ  GRADj p .
ufro

(7.6)

П реобразуем  второе и третье слагаемы е в левой части
(7.6)

(ii) +  (iii) =  \  Y
ГО w*

dnxjkw
dxi^ i U]c,w'

dm jk w, i
dxi iU> \ '

В правой части  последнего равенства множители 
ui,wUj,w' не меняю тся при замене г <-*• j ,  и> *-+ ш', а множи
тели [...] меняю т знак при этой замене. С учетом этого 
сумма в правой части последнего равенства обратилась 
бы в нуль, но сущ ествую т пары  2 ), которые встре
чаю тся в сумме только один раз и поэтому не изчезаю т, 
а даю т «поверхностный интеграл».

Б аланс полной энергии в схеме (7.1) — (7.3) имеет та
кой же вид, что и в традиционных полностью консерва
тивных разностных схемах, поэтому мы его не приводим.
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3°. Отметим, что уравнения (7.3) отличаю тся от урав

нений движения, полученных в [73, 74], в которых второй 
член в левой части  имеет вид

1 d m ik
2 Пк'ш d< '

По-видимому, предлож енная в [74] разностная схе
ма не являтся консервативной по импульсу. Это свя
занно с тем, что при подходе к построению  разностных 
схем, предложенном в [73], правая часть уравнения дви
жения определяется с точностью  до гироскопической си
лы, удовлетворяю щ ей условию

“  0.
ш

Ввиду этой неоднозначности при построении дискретных 
моделей уравнений газовой динамики на основе законов 
взаимного превращ ения кинетической и внутренней энер
гий сплошной среды [73] следует привлекать дополни
тельные соображения, например консервативность.

§6.8. П реобразование Галилея

Г. Как известно уравнения газовой динамики допуска
ют преобразование Галилея, т.е. при замене

и,- —*■ щ  + U i , ж ,-—> ж,-+  [/,< (8.1)

не изменяются. Естественно потребовать, чтобы раз
ностная схема также допускала эти преобразования. С 
уравнениями (7 .1)— (7.2) проблем, очевидно, не возника
ет. Рассмотрим  уравнение движения (7.3) и сделаем в 
нем указанную замену.

П редварительно отметим следующее. В силу условий 
(2.1), (7.5) объемы ячеек и массы  узлов инвариантны от
носительно сдвигов сетки. С ледовательно не изменяю тся

OTTljk ш>
и их производные по координатам  узлов: о, а и — 2— ,

О 3?$̂
входящие в (7.3). Таким образом, после преобразования
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(8.1) с учетом симметрии тгцк уравнения движения при
мут вид

d /  ч  1 о df f l j  к,ш' ^  ц  dlTlit ш

dxi tw d t

тт d r r i jk u '  1  \ - ^ д m j k  ш, л п  а п

-Uk J 2 ui.“' Q -  2 UjUk^  d x iw ~  G R A D ,p-ш1 ’ ы* *
(8.2)

С равнивая (8.2) и (7.3), находим следующие условия 
инвариантности разностной схемы (7 .1)— (7.3) относи
тельно преобразований Г алилея

dniji Ш дтП]к,ш'
~ d —  ~ 2 ^ > '  d x iiUш'

Из (8.3) с учетом

E drrijk^1
. U<L% w ш> 1

d m ik , u  _  v - '  d n i i k 'U 1 

dt 2—i Ui'w dxj ш

(8.3)

(8.4)

имеем

J2 ui ’“‘
dmik,uj

Т ребуя, чтобы последнее уравнение удовлетворялось 
при произвольных UjtW', получаем

дт*к,ш _ dmjk'W1
dXj f ш1

(8.5)

Очевидно, что при выполнении (8.5) и (7.5) условие (8.4) 
выполняется автоматически.

У словие (8.5) будет выполнено, если сущ ествует «по
тенциал масс», т.е. векторная функция Л*(гш;М п) такая
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2°. До сих пор, рассм атривал  вопрос об инвариантно

сти разностных схем относительно преобразования Гали
лея, мы не делали  никаких предположений относительно 
масс узлов. Однако, они должны вы бираться таким об
разом, чтобы обеспечить аппроксимацию уравнения дви
жения (1.2) в акустическом приближении. Д л я  треуголь
ных сеток этого можно достичь положив т  =  1/З^Г, М а.

Д ля четырехугольных сеток достичь аппроксимации так
же несложно, положив т,д;(и>) = p(u))vik(u)). Здесь гц(ш)  
дается формулой (6.3) с ^ ( f l )  определенными согласно
(6.5); р(и>) — плотность в узле, получаем ая тем или иным 
усреднением плотностей в ячейках, окружающих узел ш. 
Однако при таком выборе rriik не никакой надежды на 
выполнение условий (8.5) и, тем самым, инвариантность 
разностной схемы (7 .1)— (7.3) относительно преобразо
вания Галилея. Д ругой путь состоит в построении «мас
сового потенциала» Л; и определении масс узлов по (8 .6 ).

Выясним, какие условия налагает  требование аппрок
симации уравнений движения на вид функции Л*. Под
ставляя (8 .6 ) в (2.7) и интерпретируя £& как скорости 
узлов, получаем

т.е. Л,- не долж на изменяться при изообъемных движени
ях сетки.

По-видимому, достаточно простого выражения для Л*, 
во всяком случае линейного по м ассам  ячеек, удовлетво
ряющего (8.7) и дающего симметричные тензоры т^{и>), 
не существует. Таким образом, для уравнений лагранж е- 
вой газовой динамики не удается построить разностные 
схемы на четырехугольных сетках, которые одновремен
но аппроксимируют уравнения акустики, удовлетворяю т 
принципу полной консервативности и инвариантны отно
сительно преобразования Галилея.

а

(8.7)
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§7.1. Семейство разностны х схем. У словия ап
проксимации

Г. Н астоящ ая глава посвящ ена исследованию сходи
мости полностью консервативных разностных схем для 
уравнений газовой динамики в двумерной плоской гео
метрии на свободно-лагранж евы х сетках. И дея построе
ния полностью консервативных схем такого типа состоит 
в следующем. Каждому узлу сетки ставится в соответ
ствие некоторая часть расчетной области, как функция 
координат узлов сетки. П остулируется, что области со
ответствия являю тся жидкими частицами, т.е. между ни
ми отсутствую т конвективные потоки массы, импульса и 
энергии. Уравнения движения д ля  такой дискретной мо
дели получаю тся, например, путем варьирования функ
ционала действия при наложенных кинематических и тер
модинамических связях. Весь произвол при построении 
полностью консервативных разностных бхем такого типа 
заклю чается в выборе областей  соответствия для узлов 
сетки. В данной работе будет рассмотрен случай, когда 
областью  соответствия узла является  его ячейка Д ирих
ле.

В этом случае уравнение движения узлов аппроксими
руется локально с первым порядком по шагу простран
ственной сетки h, а аппроксимация уравнения неразры в
ности в локальном смысле отсутствует. Тем не менее 
можно показать, что имеет место сходимость к решению 
дифференциальной задачи  в некоторой негативной нор
ме. Это связано с тем, что главны й член погрешности 
аппроксимации уравнения неразрывности, имеющий по
рядок 0 ( 1 ), представляю тся в «дивергентном» виде, при 
этом поток, стоящий под «дивергенцией», имеет порядок 
0(h) .  «Д ивергентность» в данном случае означает, что
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сумма «дивергентных» слагаемы х по связному множест
ву узлов сводится к сумме по границе этого множест
ва. На качественном уровне это означает, что ошибка 
также имеет «дивергентный» вид и разностное решение 
осциллирует около спроектированного на сетку решения 
дифференциальной задачи. При этом «ам плитуда осцил
ляций», вообще говоря, есть 0 ( 1 ), а «ам плитуда» сеточ
ной функции под «дивергенцией» есть 0(h) .  Подавить 
эти осцилляции можно вводя в схему искусственную вяз
кость порядка 0(h) .  Т огда решение разностной задачи 
будет сходится к решению исходной дифференциальной 
со скоростью 0 (Л1//2).

Сделанные утверждения можно наглядно проиллю ст
рировать на дифференциальном уровне следующим при
мером. Рассмотрим уравнение переноса

г( -)- azx = —фх , а =  const > 0  ( 1 .1 )

при —оо < х < оо, t > 0. Пусть г| =  0 и ip(t,x) финитная
по х функция с £ 2-норм ой  \\ф\\ = 0(h) ,  где h — малы й па
раметр. И мея в виду ассоциацию с разностными схема
ми под h следует понимать шаг пространственной сетки. 
Пусть при этом HV’xll =  0(1).

Ясно, что в общем случае ЦгЦ =  0 (1 ). Оценим нега
тивную норму решения. Умножим (1.1) на ( ( t , x )  и про-

+ 0О
интегрируем по ж. О бозначая (£, z) — J £zdx  и выполняя 

интегриробание по частям , получаем

(C,z)i  ~  (Ct,z) -  a(Cx , z)  =  { С т , ф ) .

Т ребуя, чтобы £(<,ж) удовлетворяла уравнению

О +  °Сг — о,

находим (С, z ) t =  (Ст,Ф), откуда

т т

l(C,z)l< У l(G,V’)|dr < J ||Cr|||V||dr:
О о

( 1.2)
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Но ||Сх|| =  IICIIi очевидно не зависит от t , поэтому

! ^ < / l M d n  ( U )
о

В левой части  этого неравенства (  рассм атривается в 
момент времени t и может быть произвольной функцией 
х. Н а временной интервал 0 < т < t она продолж ается 
согласно уравнению (1.2). Б ер я  в (1.3) supremumrio всем 
C{t,x) при фиксированном t получаем

т|М|_! = 8UP!|̂ i < J ||V#b- = 0(ft).
О

Добавим теперь в уравнение (1.1) диссипативный (диф
фузионный) член. При этом следует помнить, что на са
мом деле ( 1 . 1 ) является аналогом уравнения для ошибки 
полностью консервативной разностной схемы, а дисси- 
патор вводится в сами разностные уравнения. Поэтому 
в ( 1 1 ) появится не только диффузионное слагаемое, но 
и дополнительный член в правой части, имеющий ту же 
структуру. Вместо (1.1) получаем

Zt -|- dZj; isz ĵ; — ipx "4- ъир %, iz — const ^  0 ,

где ip — аналог решения исходной задачи  (точнее произ
водной решения по х).  Это уравнение рассм атривается 
при тех же начальных данных и условиях на г/t. Умножая 
его на z ( t , x )  и интегрируя по х,  находим

^ 1 М | 2 +  И Ы | 2 =  (Zs,ll>-V<p).

Применяя ^-неравенство с е — v  получаем

т  т т

ini2 <^J и- H i2dr <IJ\m2dr+ «, J  iMi2dr.
0 0 0

Так как ||̂ />|| = 0(h)  из последнего неравенства следует, 
что следует полагать и = 0(h) ,  при этом ||г|| = О (h1!2).
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Вывод из рассмотренной аналогии таков: следует

ожидать, что полностью консервативные разностные схе
мы, понимаемые как схемы без диссипации, не гаранти
рую т сходимость в случаях, когда аппроксимация урав
нений в локальном смысле отсутствует. Но именно это 
свойство позволяет принять полностью консервативные 
разностные схемы как базовые и вводить в них дисси
пацию целенаправленно (для подавления осцилляций и 
обеспечения сходимости) и в контролируемых дозах.

2°. На плоскости (х \ , Х 2 ) рассм отрим  систему уравне
ний лагранжевой газовой динамики

dr
р - ------d iv u  =  О,

Си

du
р—  +  gradp =  О,

de
р-гг + Р  d iv u  =  О, dr

(1.4)

d r
dt ~  U'

Здесь p, v — 1 /p,  e, p — плотность, удельные объем и 
внутренняя энергия, давление; г ,  U  — радиус-векторы и 
скорости частиц жидкости.

Л ля численного интегрирования уравнений (1.4) вве
дем семейство свободно—лагранж евы х сеток. Так как 
постановка граничных условий в свободно-лагранж евы х 
методах является отдельной проблемой [83] , не имею
щей прямого отношения к цели данной работы , уравнения
(1.4) будем рассм атривать на всей плоскости (x i , x 2). В 
дальнейшем вопросы аппроксимации и сходимости разно
стных схем будут рассм атриваться  в акустическом при
ближении и возмущения всех величин, входящих в (1.4), 
считаться финитными функциями.

Все сеточные функции будем относить к узлам  сет
ки. Согласно рассм атриваем ой  здесь методике, с каж
дым узлом сетки ассоциируется многоугольник на плос
кости (х 1 ;Х2 ) — соответствую щ ая ячейка Д ирихле. О бъ
ем ячейки Д ирихле у зл а  и/ (призмы единичной высоты,



1 9 8  И с с л е д о в а н и е  схем на  с в о б о д н о - л а г р а н ж е в ы х  сетк ах  [ Г л .  VII

имеющей в основании соответствую щ ий многоугольник) 
является функцией координат узлов сетки, фактически 
только соседних с и.

Предположение о лагранж евости  ячеек Д ирихле при
водит к диф ф еренциально-разностной схеме [77]:

М  vt — О, (1.5)

М щ  + ^ 2 Р ш ‘ ( j § r ~ ) = О’ (L6)
Ш1

M e t +pVt  = 0, (1.7)

Г( =  и. ( 1 .8 )

Здесь V,  М  — объем и м асса ячейки и; г, и  — радиус- 
вектор и скорость у зл а  и>.

В (1.5), (1.6) суммирование формально проводится по 
всем узлам  сетки, а фактически только по соседям узла и>. 
Уравнения (1.5), (1.6) позволяю т ввести разностные ана
логи дифференциальных операторов div и grad по фор
мулам:

DIV и  =

GRAD Р = - 5 > ы ' ( ^ ) .
ш'

Построенные таким образом  операторы  DIV и — GRAD 
являю тся сопряженными в том смысле, что

^ p D I V u  =  -  £ ( u ,  GRADp)

для любых финитных сеточных функций и , р.
Известно [78] , что Vw и дУш/ д г ы’ — непрерывные 

функции координат узлов сетки. Так как ячейки Д ирих
ле инвариантны относительно сдвигов сетки и заполняю т 
плоскость ( x i t X2 ) без зазоров и перекрытий
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Геометрический смысл вектора < 9 К ,/З г п р и  сле
дующий [78]. Пусть отрезок А В  — сторона ячеек Ди
рихле узлов и> (точка О) и и>' (точка O'),  а С  — середина 
этого отрезка (см. рис.7.1).

Тогда
дУш 
дг  Ш1

3°. Вопросы аппроксимации и сходимости разностной 
схемы (1.5)— (1.8) будем рассм атривать  в акустическом 
приближении. Подробность разностной сетки будем ха
рактеризовать парам етром  Л, предполагал, что расстоя
ния 1ШШ1 между соседними (области  Д ирихле которых 
имеют общую сторону) узлам и и>, и>' удовлетворяю т ус
ловию Cih < 1Ш Ш 1 < c^h, где сi, С2 не зависят от сетки из 
рассматриваемого семейства и пары  ш, ш' .

Кроме того будем считать выполненным следующее 
вложение

Y ,  1C" “  С"' I2  < с2  Y ,
UJ

GRADCI2

М

для произвольной финитной C(w) и константой с независя
щей от сетки. Здесь слева суммирование проводится по 
всем соседним парам . По сущ еству это неравенство озна
чает, что рассм атриваю тся сетки, такие что GRAD С =  О 
только при С =  const.

Уравнения акустики имею т вид

Pt +  divu =  О, (1.9)
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u( +  gradp =  0 . ( 1 1 0 )

Здесь р, и — возмущения давления и скорости. С чита
ем, что на фоне плотность равна 1 , скорость звука — 1 , 
скорость вещ ества — 0. Будем  считать также, что р(х),  
и(ж) отличны от нуля в ограниченной области плоскости 
( x i , x 2).

С оответствую щ ая линеаризованная разностная схема 
имеет вид

M p t  +  DIV и =  0, (1.11)

Mu, +  GRADp =  0, (1.12)

Чтобы  сравнивать разностное решение (1.11) — (1 1 2 ) 
с решением исходной задачи  (1 .9 )— (1.10) преобразуем  
последнее в сеточные функции при помощи проекторов П 
и П, которые будем считать независящ ими от t.

Получим уравнения для ошибок

q(u>) = р(ш) — Пшр(х), vv(ui) = u(w) -  Пши(х).

Д ля этого применим проектор П к (1.9), а проектор П к 
(1.10). В результате, комбинируя с (1.11) — (1.12), имеем

M q t +  DIV w  =  —МП( d ivu ) +  DIV (Пи) = MV>, (1.13)

M w ,+  GRADg = - М П ( g rad p )+  G R A D (Пр) = M(p.  (1.14)

В [78, 82] было показано, что если в качестве проек
торов взять Пшр(х) = р(гш), Пши(х) =  и (гш), то уравнение 
движения аппроксимируете^ локально с точностью О(Л), 
а уравнение непрерывности в локальном смысле не ап
проксимируется, но аппроксимируется в некоторой «не
гативной» норме, т.е. невязка имеет «дивергентный» вид 
и сеточная функция, стоящ ая под «дивергенцией», исче
зает при h —► 0. Повторим вывод указанной работы  с 
целью конкретизировать утверждение о «дивергентном» 
виде погрешности аппроксимации уравнения неразрывно
сти.

Рассмотрим  невязку в правой части  (1.13).
Если u(x) = u = const, то Мф — Мфо — D IVи.
Если и(х) =  Ur (U = const), то Mtp = Мфг  = DIV (Ur) —
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— V  8 ри.
Чтобы  выполнялась оценка ф — 0(h ) ,  следует потребо
вать ф0 =  0, т/ч =  0 при произвольных u , и . О тсю да

Рассмотрим  невязку в правой части  (1.14).
Если р(х) — р = const, то М(р = М(ро =  GRADp.
Если р(х) =  (р ,г ) , то rraр =  М<р\ = GRAD (р, г) — Vp.  
Чтобы выполнялась оценка <р =  0 ( h ) > следует потребо
вать сро =  0, q>i =  0 при произвольных р, р  = const. О т
сюда

У словия (1.15), (1.17) очевидно выполнены, проверим 
выполнение (1.16), (1.18). Рассм отрим  узел ш. Введем 
векторы 1а = г ш< — г ш, где а — упорядоченная п ар а  (ш,ш'), 
—а = (ш1 ,и>). Т огда в силу (1.17) условие (1.18) для узла 
и  можно записать в виде

Здесь фиксированный индекс ш опущен, суммирование 
проводится по всем соседям у зл а  ш, а дифференцирование 
по координатам узла w. Вектор dVa/dxi ,  как уже отмеча
лось, есть А „ Д _ а , где \ а =  |S a | : |la |, Sa — ориентирован- 
нал наружу площадь стороны А В  ячейки Д ирихле узла 
ш (см. рис.7.1). В силу этого тензор

(1.15)

(1.17)

a
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и, следовательно,

т.е. в (1.14) ф = 0(h)  локально.
Рассмотрим  теперь условия (1.16). Аналогичные вы

кладки даю т

’ а ' а

П равая часть последней цепочки равенств, вообще гово
ря, не равна V&ik■ Найдем разность этих величин и вы
ясним ее структуру. Имеем

'У ] fi ,gSkta = ~  'У ] fi,-gSk,a +  У ^(/»,а +  fi, — a)Sk,a =
а а а

— V6{]с +  ^   ̂€i,aiktai
а

(дУш\  , (дУш>\где вектор е а = I  ----  I ——  симметричен относи-
'  OX{ jj *

тельно и>, и>'.
Таким образом  погрешность аппроксимации уравнения 

неразрывности на линейном профиле скорости щ ( х ) = 1 / { к  х
Х Х к

Мф = Uik &italk,a-
а

Очевидно, что такой же вид на линейном профиле скоро
сти имеет и конструкция

^ е , - , аД аПи,-, (1.19)
а

где Д аПи* =  Пн — Пи,(а>). Выражение (1.19) имеет 
«дивергентный» вид в смысле, указанном во введении. В 
самом деле, векторы е а  симметричны относительно заме
ны и) ► и/ а Д„Пи, — антисимметричны. Поэтому при 
суммировании выражений (1.19) по связному множеству 
узлов 2D слагаемые, соответствую щ ие парам  ш, ш1 £ 2D,
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исчезнут, а останутся лишь слагаемы е, соответствую щ ие 
«граничным» парам  ш £ 2 1 , ш' 2 1 .

Таким образом погрешность аппроксимации уравне
ния неразры вности может быть представлена в виде

М%1> = ^ ( е а, Д аПи) +  М Х ,

где х  — О(Л) локально. В дальнейш ем д ля краткости  бу
дем обозначать (е„, Д„Пи) = да, очевидно д - а — —да.

§7.2. Априорны е оценки

Т. Установим энергетическое неравенство для уравне
ний (1.13)— (1.14). Умножая (1.13) на q, (1.14) на w  и 
суммируя по всем ш, находим, с учетом сопряженности 
операторов DIV и — GRAD

y ( M 2+ 9 2) = £ ] M [(w ’<p)+ ^]- с2-1)

О бозначая энергию системы J 2  =  ^ M ( | i o | 2 +  q2) и при-
Ш

меняя неравенство К ош и-Буняковского, получаем

[ ^ 2 М (\Ч>\2 + Ф2) ] 2- (2-2)
Ш

Если (р,ф = 0 ( h ) , то из (2.2) следует сходимость раз
ностной схемы ( 1 .1 1 )— ( 1 .1 2 ) в энергетической норме со 
скоростью 0(h) .  Однако, вообще говоря, погрешность 
аппроксимации уравнения неразры вности ф =  0 (1 ). Тем 
не менее, так как главны й член невязки имеет специаль
ный «дивергентный» вид, можно расчиты вать на сходи
мость в слабой норме.

Так как система (1 .13)— (1.14) линейна, не наруш ая 
общности можно считать, что <р,х =  0  и соответственно 
правая часть (1.13) имеет вид J j ga-
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2°. Рассмотрим  систему (1 .13)— (1.14) с указанной пра
вой частью

Mq t +  DIV w  =  да ,
а

M w t +  GRAD g =  0, (2 .3 )

Ч =  0 ,
t=о

w = 0 .
t=о

Умножим первое уравнение на т в т о р о е  на £,(<,w) и 
просуммируем по всем ш

('?,9 t) +  ( t , w () +  ^ 7 ?D IV w  +  ^ ( £ , ,  GRADg) =  ^ 4 ^ 2  9а,
и> ш ш а

где (С, z) — M ( ,z . С учетом DIV * =  — GRAD имеем
Ш

( Г ),  q ) t  +  (£,, w )t -  ( r ) t , q) -  q DIV £,—

" ^  (2.4)
w) -  £ ( w ,  G R A D 77) =  - 2 2 , g „ A ar).

Ш (7

Здесь — суммирование по всем парам  (w,u/), являю -
<7

щихся сЬседями. Наложим теперь на сеточные функции 
r](t,u) и i,(t,ui) условие, состоящее в том, что они удовле
творяю т системе

Мг)т +  DIV £, =  0,

M£,r +  GRAD т] = 0.

Тогда из (2.4) следует

t

(V, q) +  (£ ,  w) =  -  I  g„ A ^ ]  d r

0 a

(2.5)

( 2.6)

Прежде чем оценивать правую часть последнего равенст
ва рассмотрим систему (2.5). Продифференцируем пер
вое из уравнений по г, умножим на цг и просуммируем
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по ш. Тогда

0 = У  \Мг]г г}тг +  11т DIV £.гJ =
Ш

= E [ y ( ^ - ( ^ - G R A D 4r)] =
ш

=  E 2 ^ [ ( Dl V b ) 3 + (G R A D T ,)3] r ,
Ш

т.е. выражение

НСН? = Е  l j  [(DIV £.)2 + ( g r a d  r,y

не зависит от г.
Вернемся теперь к (2.6). Рассм отрим  поды нтеграль

ное выражение в правой части  в момент времени <:

Е ^ Л^ < [Е ^ ]2 [У(Л^)2]2 <

ИЕ (GRAD т?) 
~М~

2  , I
[Е ^ ] 2 <ciiciii[E^

В силу HClIi = const имеем

t

/[Efl,ffAff,? dr ̂ ciiciii /[Ê ]’dr- (2.7)

Подынтегральное выражение в последнем неравенстве 
легко оценить, предполагал ту или иную степень глад 
кости и(х).

Негативную норму решения задачи  (2.3) z — (g ,w ) в 
момент времени t введем по формуле

lk ll- i  = sup% j ^ -  (2 -8 )

где С =  (т], £,).
В (2.8) сеточные функции г) и £, определены только 

при т — t. Продолжим их на временной отрезок 0 < т < t
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как решение уравнений (2.5) с начальны ми данными при 
т = t. Т огда справедлива оценка (2.7) и, следовательно, 
||z ||_ i = 0(h) .  О стается добавить, что здесь t произволь-

3°. Поставим теперь вопрос: можно ли ввести в сис
тему (2.3) диссипацию так, чтобы  получить сходимость 
(q ,w)  —*■ 0  в более сильной норме, например — энергети
ческой.

П равая часть первого уравнения (2.3) после умноже
ния на q и суммирования по и/, даст выражение

ф = gaA° q ^  [£1д *9 | 2  +  ^ a l ]  ■
а а

Компенсировать первое слагаемое, содержащ ее норму 
решения, можно, вводя в первое уравнение под знак DIV 
дополнительное слагаемое V, линейное по Д q, например

v[g] =  — —  GRADg (v = const > 0).

Тогда вместо (2.1) получим

d Р  | G RA D g | 2

dt 2  м
= Ф. (2-9)

Однако следует иметь в виду, что диссипативные члены 
вводятся не в уравнения (1.13) — (1.14) для ошибки, а в 
уравнения (1 .11)— (1.12). Это приводит к появлению в 
правой части уравнения (1.13) дополнительного слагае
мого — DIVvfnp], с учетом которого правая часть (2.9) 
примет вид

ф = J 2 9aA° q ~
О и>

(G R A D q, G R A D (np)) 
М

и может быть оценена с использованием ^-неравенства

| * | < £ В д »«)2 + ^ £ 9 ’ +
а а
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| GRADg | 2  v  г—ч
+ - Е 1— +

| G RA D (IIp ) | 5

М
<

, 2 ч | G RA D g | 2

< ( А  +  ^ , ) Е  м  +
Ш

1 ^  2  , I GRAD (Пр ) | 2

+ 4* 9a + M

П олагая в последнем неравенстве с2е = ук,  е\ = 1 — к 
( 0  < к < 1 ), получаем

|т |  v ^ lG R A D g l 2  А 2  и В 2
М 4ук  1  — к '

где

а* = £ Е й = 0 (*>,. ^ А Е ™  = о ( „

Соответственно

д _ Р  А 2  ^ Д 2

dtf 2  — ук  1  — к

Т.к. к произвольно в интервале (0,1), то

А_Р_ < /А 2  у В 2 \ _  (А + у В ) 2
dtf 2 — fce(o,i)\j/fc 1 — fc/ t/

(2.10)

Ясно, что при I/ =  y$h с i/o=  0 (1 ) п равая  часть (2.10) 
имеет порядок О(Л) и следовательно J(<) =  0 (Л1//2).

Таким образом, введение под знак DIV в уравнении
у о hнеразрывности диссипативного члена V = ----- — GRADp
М

приводит к сходимости разностной схемы ( 1 . 1 1 )— ( 1 .1 2 ) 
в энергетической норме со скоростью  0 (Л ^2).

§7.3. М одификация нелинейной разностной  
схемы

Т. В этом параграф е рассмотрим  следую щ ий вопрос: 
как модифицировать исходную нелинейную разностную
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схему (1.5) — (1.8) так, чтобы в акустическом приближе
нии получить уравнения ( 1 .1 1 )— ( 1 . 1 2 ) и при этом сохра
нить ее консервативность.

Так как диссипативные слагаем ы е вводились в урав
нение неразрывности, уравнение движения оставим без 
изменений.

M ilt +  GRADp =  0, (3.1)

Уравнение неразрывности запишем в виде

V, -  D IV (u  +  v) =  0, (3.2)

i>
где v  =  — —  GRADp.

М
С другой стороны тождественно

Vt -  DIV г t =  0,

так что вместо ( 1 .8 ) следует написать

r ( = u  +  V. (3.3)

И з уравнения движения (3.1) вы текает баланс кинетиче
ской энергии

d М  и ̂
+  (u, GRADp) =  0. (3.4)

Чтобы  сохранить консервативность схемы по полной 
энергии, баланс внутренней энергии следует записать в 
виде

M e t + p D I V u  =  0. (3.5)

Именно в этом случае вторые слагаемы е соотношений
(3.4), (3.5) при суммировании по связному множеству уз
лов свернутся в сумму по границе, что обеспечит консер
вативность разностной схемы. П одставляя в (3.5) и из 
(3.3) получим баланс энтропии

M e t + pVt = M T s t — DIVv.

т.е. происходит обмен энтропией между ячейками Д и
рихле.
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2°. Отметим следующее. В силу уравнения движения

GRADp

поэтому диссипативный член можно представить в виде 
v = j/u(. Соответственно

r t = u  +  n u  (3.6)

При дискретизации системы разностных уравнений по 
времени в (3.5) под знаком DIV должно стоять и^0,5\  в 
этом случае разностная схема будет консервативной по 
полной энергии [17]. Такое же усреднение и  должно фи
гурировать и в уравнениях (3.2), (3.3). В силу (3.6) кон
струкция U  +  V приобретает вид с временным весом 

1 и
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И н с т р у м е н т а л ь н ы е  с р е д с т в а  
с и с т е м ы  Т Е К О Н

§8.1. П остроение разностных операторов  
путем организации ссылок в список

Г. Как уже отмечалось во введении, опыт решения 
практических задач  приводит к необходимости создания 
универсальных инструментальных средств, позволяющих 
разрабаты вать пакетные комплексы для решения различ
ного класса задач. Д ля  создания пакетов с широкой 
предметной областью  необходимы проблемно-ориенти
рованные инструментальные средства, связанные с ра
ботой с динамической памятью . Существенным элемен
том здесь является  организация динамических структур 
в памяти ЭВМ  (т.е. графов универсальной структуры) 
и программирование ссылок в список [102, 103]. Это д а
ет возможность гибко (в произвольном порядке и в раз
личные моменты времени) формировать (или уничтожать 
частями) расчетную  область сложной формы из ее мак
роэлементов. Кроме того, организация списковой струк
туры  в памяти машины дает возможность возложить на 
ЭВМ  часть громоздких символьных выкладок, позволяет 
производить декомпозицию матриц произвольной струк
туры  и т.п.

2°. В качестве примера рассмотрим  процедуру реали
зации разностных схем метода опорных операторов для 
уравнения Пуассона Ли = f ( x ) в области  О, построен
ных в главах  I (на четырехугольных сетках) и V (на про
извольных сетках). Будем  рассм атривать  первую крае
вую задачу u |aQ=  u*(я)- Под реализацией здесь имеется 
в виду формирование матрицы и правой части  разност
ной схемы на конкретной расчетной сетке с конкретными 
входными данными f ( x ) и и*(ж). Д л я  разностной схемы 
на четырехугольной сетке матричные элементы и правые 
части  разностных уравнений могут быть выписаны в яв
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ном виде как функционалы от координат узлов сетки и 
функций /(ж), и*(ж). С труктура этих функционалов весь
м а сложна, но обозрима. О бозримость эта  однако связа
на в большой степени с однородностью разностной схе
мы, которая в свою очередь обусловлена однородностью 
сетки (топологической). Если сетка в указанном смыс
ле неоднородна, т.е. содержит, например, трехугольные 
ячейки, то ситуация существенно усложняется. В прин
ципе матричные элементы могут быть выписаны, но они 
уже будут иметь различный вид в зависимости от того 
какие ячейки (трехугольные или четы рехугольны е) и в 
каком числе окружаю т узел, для которого выписы вается 
разностное уравнение. С другой стороны структура раз
ностных уравнений весьма однородна. У равнение балан
са содержит сумму уходящих от рассматриваемого узла 
потоков, каждый из которых ассоциируется с ребром сет
ки, связанным с этим узлом. Поток на ребре вы числяется 
через инкременты «тем пературы » на нем и соседних реб
рах при помощи метрического оператора. М етрический 
оператор также действует везде однотипным образом, об
разуя конструкции линейные по инкрементам «темпера
туры » и содержащ ие матрицы Г рам а с весовыми коэф
фициентами в базисах, собственно и определяю щ их со
седство ребер. Указанные этапы проиллю стрированы  на 
рис.8 .0 -а .

Рис.8.0-а

Естественно возникает желание алгоритмизировать 
процедуру получения матричных элементов и правых 
частей разностных уравнений. При этом речь идет о вы
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числении численных значений этих величин на конкрет
ной сетке, а не о выписывании шаблонных функционалов 
пригодных для любой конфигурации сетки в любом узле. 
Указанный алгоритм может вы глядеть следующим обра
зом. Д елаеся цикл по всем внутренним узлам  сетки (рас
см атривается первая краевая зад ач а). Один ш аг цикла 
заполняет строку матрицы соответствую щ ую  этому уз
лу. На каждом шаге цикла д елается  внутренний цикл по 
ребрам, выходящим из текущего узла. Н а каждом реб
ре расписы вается метрический оператор, связывающий 
поток на этом ребре с инкрементами «тем ператур» на 
ребрах-соседях . Коэффициенты при «тем пературах» в 
узлах, определяющих поток на рассматриваемом  ребре, 
занимаю т места в столбцах матрицы, соответствующ их 
этим узлам. Если узел оказался граничным, то соответ
ствующий матричный элемент умноженный на известное 
значение сеточной функции переносится в правую  часть 
с обратным знаком. Вообще говоря, полученные на шаге 
цикла числа не являю тся еще матричными элементами и 
правыми частям и разностных уравнений, а составляю т 
их часть обусловленную взаимодействием по рассм атри
ваемому ребру. Полностью они будут вычислены после 
заверш ения внутреннего цикла по ребрам. Так матрич
ный элемент, описывающий «взаимодействие» узлов и> и 
и>' (см. рис.8 .0 -Ь ), будет полностью  сформирован после 
рассмотрения ребер Ai и А2.

Н аряду с таким прямым и наглядным способом вы
числения матричных элементов и правых частей  может
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быть использован и другой подход, менее наглядный, но 
более экономичный. Он учиты вает то обстоятельство, 
что наиболее трудоемкой операцией при построении раз
ностных схем на нерегулярных сетках является  вычисле
ние матриц Г рам а в базисах сетки. Чтобы вычислять 
матрицу Г рам а один раз в каждом базисе, делается цикл 
по базисам сетки (или внешний по ячейкам  и внутрен
ний по базисам ячейки). В каждом базисе расписы вает
ся часть метрического оператора, связанная с матрицей 
Г рам а в этом базисе. Полученная конструкция содержит 
значения сеточной функции «тем ператур» в трех узлах 
(см .рис.8 .0-с). Коэффициенты при «тем пературах» д а
ют вклады (обусловленные рассматриваемы м базисом) в 
матричные элементы, на пересечении трех строк и трех 
столбцов, соответствующ их указанным узлам . Анало
гичным образом вы числяю тся и правые части.

Рис. 8.0-с

3°. Таким образом, есть возможность не формировать 
разностный оператор в явном виде, выписывая форму
лы для матричных элементов, а собирать его по частям, 
используя структурно-динамические инструментальные 
средства системы «Т Е К О Н ». Смысл этого подхода сво
дится к следующему. И нструментальны ми средствами 
системы «Т Е К О Н » организую тся циклы по элементар- 
ныт объектам сетки (ячейкам, ребрам , базисам  и т.п.). 
При этом на каждом конкретном элементарном объекте 
делается вклад сразу в несколько строк и столбцов фор
мируемой матрицы. Но матричные элементы формиру
ю тся не до конца, и на каждом следующем элементарном 
объекте происходит прибавление вклада. Таким обра
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зом, лишь после заверш ения цикла по элементарным объ
ектам сетки формируется оператор системы разностных 
уравнений.

§8.2. Основные понятия

Приведем краткую характеристику основных понятий, 
используемых в дальнейшем.
- с е г м е н т  о б м е н а  — единица информации в байтах, ис
пользуемая для обменов между оперативной памятью 
(ОП) и внешним носителем (свопингом).
- с в о п и н г  — место хранения архива массивов на внешнем 
носителе.
- п о д п у л  о п е р а т и в н о й  п а м я т и  — часть ОП, нумеруемая 
в байтах (НА = 1, ...,НАМАХ), длина которой НАМАХ ограни
чена возможностями, предоставляемы ми памятью  ЭВМ; 
количество подпулов НСМАХ > 2.
- ф а й л  п р я м о г о  д о с т у п а .  При помощи программы обме
на система связы вается с операционным окружением. В 
данной версии эта  связь реализована посредством файла 
прямого доступа, использующего стандартны е утилиты 
OPEN и CLOSE.
-  п у л  о п е р а т и в н о й  п а м я т и  — совокупность подпулов НС =
1 ,...,НСМАХ, включающих в себя паспорт архива, граф  сво
бодного и занятого пространства. Процесс перевода ней
мановской (т.е. обычной) памяти подпулов в граф  сво
бодного пространства назы вается шнуровкой. В паспор
те архива распологается стек, длина которого заказы ва
ется пользователем  (см. §8.4) и используется им по необ
ходимости. В графе занятого пространства расположе
ны О ЛМ  (м а с с и в ы  информации, внешне представляемы е 
системой как о д н о р о д н ы е  л и н е й н ы е  упорядоченности бай
тов). Сегменты обмена, показанные на рисунке, могут 
принадлежать как к графу свободного (без О Л М ), так 
и занятого (с О Л М ) пространства. В первом подпуле 
расположен паспорт архива. О ставш аяся часть перво
го подпула и остальные подпулы прошнурованы в граф 
свободного или занятого пространства (рис.8 .1 ).
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Рис.8.1

§8.3. Открытие работы  с системой. Д ам пинг

В этом параграф е дается  краткое описание открытия 
работы  с системой и печать ее состояния в момент ава
рийного останова.

3.1. FUHCTIOH IOPNPP(NIL) — откры вает работу с сис
темой. Вызов этой функции обязателен  перед началом 
работы. А ргумент функции HIL игнорируется.

3.2. FUHCTIOH ISTPP(HIL) — вы дает печать о состоя
нии системы в момент вызова. Функция ISTPP вы зы вается 
автоматически в случае авоста или может быть вызвана 
пользователем в случае необходимости. П ечать состоя
ния содержит следующие основные элементы:
-  сообщение об ошибках имеет формат:
***<название пр ограммы> /  <параметры> /=, после чего пе
чатаю тся значения указанных парам етров. В случае 
LX = 1 (режим отладки) вы дается информация об уровне 
вхождения в стек;
-  информация о массивах в архиве и О Л М  в них. Сооб
щ ается номер м ассива HMAS, номер байта начала паспорта 
массива в паспорте архива, диапазоны внешних индексов 
IYZMIN-f-IYZMAX (см. §8.4);
-  информация о граф ах свободного F  и занятого про
странства V: количество сегментов NSF и HSV в графах, 
координаты первого и последнего сегментов в граф ах 
(HCF, HAF), (NCV, NAV);
-  служебная информация.
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П ользователь может управлять вы дачей информации 
при помощи

COMMON /STCPP/ IEW,IEX,INM,JEX,ISV,IDN,JPD,NFD,IDO
IEW — парам етр, отвечаю щ ий за чтение и запись в подпу
лы (служ ебная информация). 0  — нет печати  (по умолча
нию), 1 — печать. IEX — 0 (по умолчанию ) — короткая 
печать об архиве, 1  — полная печать; 2  — полная печать 
об архиве и диапазоны внешних индексов IYZMIN-t-IYZMAX 
(для всех массивов в архиве, если INM = —1 (по умолча
нию), или только для массива с номером INM > 0). JEX — 
0 — никаких действий, 1 — в конце ISTPP вызывается 
IDAPP (см. §8.4) с LPLONL = 1, наконец при JEX = 2 — 
то же самое, но с LPLONL =  0 (по умолчанию ). ISV — 
0  — короткая информация о граф ах свободного и заня
того пространства, 1  — полная информация о граф ах (по 
умолчанию). IDN — 0 — короткая печать о динамической 
структуре в текущем О Л М , 1 — полная печать того же 
самого (по умолчанию ).

Функция JPDPP(JPD) (см. п .6.6.1.){<не вызы вается при 
JPD = —2 (по умолчанию) > I <вызывается при JPD > -!>}■ 
Функция NFDPP(NFD) (см. п .6.6.2.) {<не вызы вается при 
NFD = —1 (по умолчанию) > I <вызывается при NFD > 0 >}.

ID0 — {0,1 ,...,МС06> — количество печатаемых уров
ней рекурсии на сетке, 1 — по умолчанию . МС06 — мак
симальное количество уровней рекурсии. Задается  ад
министратором версии пакета.

§8.4. А рхив массивов

С труктурная организация системы такова, что после 
открытия работы  возникает необходимость в создании 
глобального архива специальных массивов. При этом са
мым высоким в иерархии, связанной с дисциплиной ра
боты в системе, является собственно архив. В этом ар
хиве заводятся массивы, состоящ ие из однородных ли
нейных множеств (О Л М ), интерпретируемых как одно
родные массивы байтов и позволяющих вести работу в 
режиме внешней виртуальной памяти. Сегментация мас
сивов на О Л М  производится при помощи внешнего ин
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декса, ди ап азон  изм енения которого  о п р ед ел яет  коли че
ство О Л М  в данном  м асси ве. В этом  п а р а гр а ф е  описаны 
различны е возм ож ности , п р ед о ставл яем ы е  систем ой  д л я  
работы  с архивом  специальны х м асси вов . С р ед и  них за 
ведение и акти ви зац и я  ар х и ва , заведен и е и исклю чение 
м асси ва, копирование м асси в а  в текущ ем  и др у го м  а р 
хиве, запись содерж им ого ар х и в а  в свопинг. Х а р а к т е р 
ной ч ертой  систем ы  я в л я е т с я  возм ож н ость р аб о ты  сразу  
с нескольким и архи вам и , что п о зво л яет , в принципе, вес 
ти  работу  с п ар ал л ель н ы м  проц ессором  прим енительно, 
наприм ер, к декомпозиционной ал геб р е . Л а л е е  следует  
описание основных функций, необходим ы х п ользо вател ю  
для р або ты  с архивом .

4.1. FUNCTION NARPP(LX, N, NSWMAX, NSP, NARX, LSCB, LNST,
NAP.NAST) — завод и т  новы й архи в  с ном ером  NARX. 
ЬХ ={0-<счет>}I1-<отладка>} — эксп ертн ы й  п ар ам етр .
N > 0 —  дли н а  п оля  в п ам яти  под номер м асси в а  (NM =  
= 0 , 1 , . . . , 2 JV- 1 ).
NSWMAX =  1, ..., 2LFre 1 — 1 — полное коли чество  сегментов, 
обмена в свопинге. Л л и н а  п о л ей  LFI, LFI01 в битах  за д а 
ется  адм и н и стратором  верси и  п акета .
NSP =  1 ,..., NSWMAX — кол и чество  сегм ентов обм ена под 
п аспорт п у л а  данных.
NARX — целы й номер ар х и ва . Л и ап азо н  изм енения п а р а 
м етр а  NARX о п р ед ел яется  ад м и н и стр ато р о м  вер си и  п аке
та.
LSCB =  5*(L F I/8  +  l ) , ..., 2LFlei — 1 —  д ли н а  сегм ен та  обмена 
в бай тах .
LNST =  0 ,..., 2LFM1 — 1 — д ли н а  стека  в п асп орте  п у л а  дан
ных в бай тах .
NAP — вы ходной п ар ам етр ; кол и чество  бай тов  в н езан я
том конце п асп о р та  п у л а  данны х.
NAST — вы ходной п ар ам етр ; а д р ес  стека  в п асп орте  пу
л а  данных. В се п ар ам етр ы , кром е LX и NAP, яв л яю тся  
атр и бу там и  архи ва . П осле заведен и я  архив  стан ови тся  
текущ им. Н еп асп ортн ая  ч ас ть  п у л а  п рош н урован а в граф  
свободного п р о стр ан ства .

4.2. FUNCTION IACPPCLX.NARX.LSCB.LNST.NAP.NAST) —
акти ви зи рует  ранее заведен ны й архив с ном ером  NARX.
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LNST — выходной параметр; длина стека в паспорте пула 
данных. После активизации архив становится текущим. 
Н епаспортная часть пула прош нурована в граф  свобод
ного пространства.

4.3. FUNCTION NMSPP(LX,NM,IYZ0,IYZ1,MT(NYZ,LFX,LFY, 
LFYZ) —  заводит в текущем архиве новый массив с номе
ром NM.
NM = 0,1 ,..., 2^  — 1 — номер массива.
IYZ0 —  минимальный внешний индекс в начальном диа
пазоне внешних индексов.
IYZ1 — максимальный внешний индекс в начальном диа
пазоне внешних индексов.
МТ — парам етр, указываю щ ий на место хранения ОЛМ  
(см. также п .5 .1 .):

МТ < 0 — все ОЛМ  находятся в паспорте массива;
1 МТ| — длина в байтах поля под О Л М  в паспорте мас
сива;

МТ > 0 — все О ЛМ  находятся в системе пул — сво
пинг; МТ — длина поля под О ЛМ  в сегментах обмена.

МТ = 0 — специальный случай; описывается пользова
телем.
NYZ — парам етр размерности массива:

NYZ =  0 — двумерный случай (индексы IX, IYZ);
NYZ = 1  — трехмерный случай  (индексы IX, IY, IYZ); 

LFX — длина поля под внутренний индекс IX в битах.
LFY —  длина поля под промежуточный индекс IY в битах 
(игнорируется при NYZ = 0).
LFYZ — длина поля под внешний индекс IYZ в битах.

В процессе работы  функции NMSPP стандартно задает
ся один диапазон внешних индексов IYZ0— IYZ1 (с помо
щью функции NMSRPP). В случае необходимости пользова
тель может завести  несколько таких диапазонов, описав:

FUNCTION NMSRPP(LX,I,IYZ0,IYZ1)
GOTO (1....i, . . ,k),I

1 NMSRPP=1 
RETURN

i NMSRPP=1
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IYZ0=IYZ0i 
IYZl=IYZli 
RETURN

к NMSRPP=0 
IYZ0=IYZ0k 
IYZl=IYZlk 
RETURN 
END

вместо стандартной. Д иапазоны внешних индексов не 
должны иметь общих элементов.

С лучай  МТ = 0 небходим пользователю , если он хо
чет, чтобы часть ОЛМ  хранилась в паспорте массива, а 
часть О ЛМ  в системе пул-свопинг. Д ля  этого необхо
димо описать FUNCTION NMSTPP(LX, IYZ, IOUT) для каждого 
внешнего индекса IYZ (входной п арам етр). В зависимо
сти от значения выходного п арам етра IOUT возвращ аемое 
значение функции NMSTPP > 0 трактуется  как длина в бай
тах поля под О ЛМ  в паспорте м ассива (при IOUT = 1) или 
как длина поля под О ЛМ  в сегментах обмена в системе 
пул-свопинг (при IOUT = 0). При МТ = 0 вызов функции 
NMSTPP из функции NMSPP происходит всегда. С тандарт
ное значение NMSTPP = 0 и в этом случае вы дается сооб
щение об ошибке.

4.4. FUNCTION IMSPP(LX.NM) — исклю чает массив с но
мером NM из текущего архива.

4.5. FUNCTION ICOPP(LX,LPLONL,NM,NMNW) — копирует 
массив в текущем архиве.

Если в пуле недостаточно свободных сегментов об
мена для размещения подкачиваемого из свопинга ОЛМ  
(находящ егося в системе пул-свопинг), то из пула в сво
пинг вы талкиваю тся те О Л М , первое обращение к ко
торым происходило наиболее давно. Некоторые О ЛМ  
пользователь может пометить как не подлежащие вы тал
киванию в свопинг (см. п .5.5.9.).

LPLONL={0-<HeT печати> 11-<печать>} — парам етр, от
вечающий за  печать информации о тех О Л М , которые 
нельзя вытолкнуть в свопинг.
NM — номер копируемого массива.
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NMNW > 0  — номер нового массива.
NMNW =  - 1  — система сама ищ ет первый свободный в 

текущем архиве номер массива и копирует в него массив 
NM, затем печатает номер нового массива.

NMNW = —2 — эквивалентно предыдущему случаю , но 
без печати номера нового массива.

Выходное значение п арам етра NMNW — номер нового 
массива. Возвращ аемое значение функции IC0PP — ко
личество О ЛМ , которые нельзя вытолкнуть в свопинг.

4.6. FUNCTION IСАРР(LX,LPLONL,NM,NMNW,NARXNW)
COMMON /1САСРР/ ICA — копирует массив в другой 

архив из текущего, сохраняя тем же самым текущий ар
хив.
NM — номер копируемого м ассива в текущем архиве.

NMNW > 0  — номер скопированного массива в другом 
архиве NARXNW.

NMNW =  —1 — система сама ищет первый свободный в 
другом архиве номер массива и копирует в него массив 
NM, одновременно печатая номер нового м ассива в другом 
архиве NARXNW.

NMNW =  — 2 — эквивалентно предыдущему случаю , но 
без печати номера нового массива. Выходное значение 
парам етра NMNW — номер нового м ассива в другом архи
ве.
NARXNW — целый номер другого архива, в котором будет 
заведен скопированный массив. Возвращ аемое значение 
функции ICAPP (при ICA = 1 )  — количество О ЛМ , ко
торые нельзя вытолкнуть в свопинг. ICA — параметр, 
определяющий режим работы  функции ICAPP.

ICA = 1  — общий режим работы  (стандартное значе
ние); автоматически в начале функции ICAPP производит
ся выталкивание текущего архива в свопинг, а в конце — 
шнуровка граф а свободного пространства.

ICA = 0  — специальный режим; перед одним или бо
лее вызовами функций ICAPP, осущ ествляющих серию ко
пирований массивов в другой архив NARXNW из текущего, 
вызывается сн ачала функция IDAPP (см. п.4.7.), а затем

FUNCTION ICA2PP(LX,NARXNW) — читает паспорт пула 
данных другого архива NARXNW во второй подпул (NC = 2).
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Л алее после работы  функций ICAPP. вы зы вается

FUNCTION JCA2PP(LX,NARXNW) —  выталкивает паспорт 
пула данных другого архива NARXNW из второго подпула 
(NC = 2) в его свопинг и восстанавливает шнуровку вто
рого подпула (NC = 2) в графе свободного пространства.

4.7. FUNCTION IDAPP(LX,LPLONL)
В ыталкивает текущий архив в свопинг. В ы талкиваю т

ся как ОЛМ , так и паспорт пула данных. Попытка два 
раза  подряд применить IDAPP без активизации или заве
дение нового архива между ними приводит к сообщению 
об ошибке. Возвращенное значение функции IDAPP есть 
количество ОЛМ  во всех массивах текущего архива, ко
торые нельзя вытолкнуть в свопинг.

4.8. FUNCTION JSMPP(LX,LPLONL,NARXNW) — ликвидиру
ет дыры в свопинге и в паспорте пула данных, образо
вавшиеся при исключении массивов. При этом старый 
архив с дырами вы талкивается в свопинг, а новый архив 
без дыр с номером NARXNW становится текущим и активи
зированным. Возвращ аемое значение функции JSMPP 
количество ОЛМ  во всех массивах архива, которые нель
зя вытолкнуть в свопинг.

§8.5. Типы данны х внеш него индекса массива

Как уже отмечалось выше, внешний индекс отвеча
ет за сегментацию м ассива на ОЛ М . В этом п арагра
фе представлены структура и назначение ОЛМ . Описаны 
также функции, работаю щ ие с внешним индексом. С ре
ди них функции, осущ ествляю щ ие настройку на О ЛМ  и 
различные виды продвижений по нему, чтение и запись в 
ОЛМ  по битам и по байтам. Здесь же описана реенте
рабельность функций, работаю щ их с внешним индексом 
массива.

5.1. М ножество чисел, представляю щ их какую-либо 
сеточную функцию, есть структурированны й массив дан
ных, инициализированный из архива в систему: п ул-сво
пинг. Это множество чисел разбито на подмножества.
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Каждое из этих подмножеств представляет собой одно
родный линейный массив (О Л М ) байтов (см. рис.8 .2).

множество, представляющее 
сеточную функцию

Рис.8.2

О ЛМ  описывается двумя числами:
NM =  0, 1,... — номер м ассива в архиве;
IYZ =  0 ,1 ,... — внешний индекс массива. По внешнему 
индексу сегментируется память в системе.

5.2. Зафиксировав NM и IYZ, получаем  линейный мас
сив типа «очереди» (см. рис.8.3).

IY Z = 1

IY Z = 2

IX = 1  I X = 2  . . .

Рис.8.3

К аж дая стрелка «очереди» может содерж ать, напри
мер, фиксированное количество битов и нумероваться 
внутренним индексом м а с с и в а — IX. Таким образом, сет
ке ставится в соответствие граф  типа прямое дерево (см. 
рис.8 .4).

N M

5.3. Вообще говоря, О Л М  может не поместиться 
в оперативной памяти (О П ). Поэтому устанавливается 
«квант обмена» между ОП и свопингом, называемый сег
ментом. Разм ер сегмента в байтах зависит от ЭВМ ,
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на которой эксплуатируется данная версия пакета и вы
бор его рекомендуется администратором версии. Об
мены скрыты внутри пакета и пользователь работает с 
«виртуальной памятью ».

5.4. Возможно введение промежуточного индекса IY, 
который может оказаться полезным при решении трех
мерных задач  (см. рис.8 .5).

5.5. Функции, работаю щ ие с внешним индексом.
5.5.1. С делаем  несколько предварительны х замечаний 

общего характера.
a) Напомним, что идентификаторы функций и COMMON- 

блоков данной версии пакета «Т Е К О Н » заканчиваю тся 
символами РР , что позволяет отличать их от программ, 
функций и COMMON-блоков пользователя, а также от дру
гих глобальных объектов. Если не оговорено иное, зна
чениями функций является нулевой код ответа.

b) Если в идентификатор функции входит буква А, то 
эта функция осущ ествляет чтение из О Л М , а если В — 
запись в ОЛ М .

c) Если в имя функции входит символ I, то эта  функ
ция оперирует с битами (bit), а если Е — с байтами 
(byte).

d) Аргумент функции NIL игнорируется.
e) В качестве значения конструкции ’<объект>: <бу- 

левское выражение>’ берется <объект>, если <булевское 
выражение> есть «истина» и <пусто>, если «ложь».
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5.5.2. FUNCTION IYZPP(LX) о су щ ествл яет  н астрой ку  на 
О Л М . С одерж и т COMMON /IY ZCPP/ NMAS,IYZ, ч ер ез кото
ры й в нее п ер ед аю тся  ном ер м ас с и в а  NMAS и внеш ний 
индекс IYZ. По этим  п а р а м е т р ам  функция н аходит в ар 
хиве соответствую щ и й  м асси в  с ном ером  NMAS и заноси т 
в « н астроечн ую  головку» (MS-у к а з а т е л ь )  информацию  о 
м ассиве. Е сл и  IYZ =  —1, то р а б о т а  функции закан чи ва
ется. И н ач е  (при IYZ > 0) прои сходи т вы зов функции 
IYZ0PP(LX, IYZ) , после чего р а б о т а  функции закан ч и в ает 
ся.

FUNCTION IYZ0PP(LX, IYZ) о су щ ествл яет  н астрой ку  на 
О ЛМ  при  определенном  ран ее  MS-у к а за т е л е . З ан о си т  в 
«настроечн ую  головку»  (IYZ-у к а з а т е л ь )  инф орм ацию  об 
ОЛМ . Н иж е приводим ы е функции пун кта 5 вы зы ваю т
ся лиш ь при настроенном  IYZ-у к а з а т е л е , указы ваю щ ем , 
в частн ости , на текущ ий б ай т с ном ером  NA в ОЛМ . MS- 
у казател ь  при  этом  м ож ет бы ть неопределен .

5 .5 .3 . FUNCTION NEOPP(LNEO) — осущ ествляет  р азл и ч 
ные виды  продвиж ений по О Л М  в зави си м ости  от зн аче
ний ар гу м ен та  LNE0. С о д ер ж и т  COMMON-б локи :

/1Е0СРР/ LX.IE
IE — чи сло  проталки ваем ы х  бай тов (см. LNEO =  0), 

/1ЕТСРР/ NA.NB
NA = 0, 1, ... — номер байта в О ЛМ ;
NB =  0 ,1 , ...7 — номер бита в бай те.
NA, NB —  п ользователем  не изм ен яю тся.

Аргумент LNEO = {0|1|2|3}:
LNE0 =  0 — проталки ван и е бай тов , при этом  IE — коли
чество  проталки ваем ы х  бай тов , (см. р и с .8.6).

З а м е ч а н и е :  IE может быть положительным, отрица
тельным и равным нулю.
LNEO = 1  — установка на начальны й байт О Л М  с воз
можной подкачкой в ОП (предш ествует вызовам с LNEO =

Рис.8.6
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=  {0|3}). При этом фукцией 'присваиваю тся значения 
NA = 0, NB =  0.
LNE0 =  2 — сбр ос О ЛМ  с возможным возвратом  соответ
ствующих сегментов ОП в граф  свободного пространст
ва. После вызова функции NE0PP(2) установка на началь
ный байт ОЛМ  отсутствует.
З а м е ч а н и е :  функцию NE0PP(2) можно вызывать без 
предварительного вызова NEOPP(l).
LNE0 = 3 — проталкивание байтов с экономией сегмен
тов. При вызове NE0PP(3) происходит то же, что при 
вызове NEOPP(0), но информация в байтах с номерами 
NA + 1, ... (после вызова) становится неопределенной (воз
можен возврат соответствую щ их сегментов О Л М , нахо
дящихся в ОП, в граф свободного пространства). 

З а м е ч а н и я :
a) парам етр  IE не и сп о льзу ется  при LNE0 =  1,2.
b ) п ар ам етр  LX в ы р а б а т ы в а е т с я  при н астр о й к е  на  IYZ- 
указатель .
c) параметр NB при вызове NE0PP (с LNE0 ф 1) не изменя
ется.

FUNCTION NEOIPP(IEI) — начальная установка на байт 
IE1 ОЛМ,  эквивалентна следующей последовательности 
действий:

NIL=NE0PP(1)
LIE=IE
IE=IE1
NEO1PP=NEOPP(0)
IE=LIE

5.5.4. FUNCTION NIOPP(LIEO) —  осущ ествляет  р а зл и ч 
ные виды  продвиж ений по ОЛ М . В отли чи е  от функции 
NE0PP продвиж ения о су щ еств л яю тся  не бай там и , а бита
ми. С од ерж и т  COMMON-б ло к и :

/1Е0СРР/ LX.IE,
/1ЕТСРР/ NA.NB.

П араметр IE имеет смысл проталкиваемы х битов. 
Аргумент LIE0 =  {0|1|2|3}.
При вызове функции NIOPP(LIEO) выполняю тся дейст

вия такие же, что и при вызове NEOPP(LNEO). При продви
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жениях вн утри  данного б ай та  (NA) номер бита  NB может 
изм ен яться  и непосредственно, без вы зо в а  функции NI0PP.

5.5.5. Ч т ен и е -зап и сь  в 5 -специ ф и каци и .
FUNCTION КАЕРР(NIL) — осу щ ествл яет  чтение из О Л М  

в значение функции байтам и . С о д ер ж и т  COMMON-б л о к  
/1Е0СРР/ LX.IE, П а р ам етр  IE им еет  см ы сл длины поля 
чтения в байтах . По см ы слу  IE<NEMAX, где NEMAX — ко
личество байтов, допустимое д л я  п р ед ставл ен и я  целого 
в INTEGER.

FUNCTION KBEPP(IW) — осу щ ествл яет  запись из IW в 
О Л М  бай там и . С одерж ит  COMMON- б л о к  /1Е0СРР/ LX.IE. 
С м ы сл  IE тот же, что и в КАЕРР. А р гум ен т  IW — число, 
записы ваем ое  в поле длины 1Е(см. р и с .8 .7).

С  I
IW

П О Л Е  З А П И С И

Рис.8.7

О сущ ествляется контроль (LX =  1): если в IW левее IE  

правы х байтов есть хоть одна 1 , то вы дается диагности
ка об ошибке.

FUNCTION KAIPP(NIL)
COMMON /1Е0СРР/ LX,IE
Р аботает аналогично КАЕРР, но с битами: IE < NIMAX = 

=  8  % NEMAX.
FUNCTION KBIPP(IW)
COMMON /1Е0СРР/ LX,IE
Р аботает аналогично КВЕРР, но с битами.
5.5.6. Чтение-запись в /-специф икации битами (ле

вый бит в поле записи — знаковый, IE > 2).
FUNCTION IAIPP(NIL)
COMMON /1Е0СРР/ LX,IE
Чтение из О ЛМ  в значение функции с размножением 

знака.
FUNCTION IBIPP(IW)
COMMON /1Е0СРР/ LX,IE
Запись из IW в О ЛМ  (левый бит поля записи -- зна

ковый) .
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О сущ ествляется  контроль (LX= 1) ти р аж и р о в ан и я  знака 
в битах из IW левее  IE правых.

5.5.7. Ч т ен и е -зап и сь  в ^ - с п е ц и ф и к а ц и и  битами.
Д ей стви тельн ы й  тип $01REAL за д а е т с я  ад м и н и стр ато 

ром версии  пакета.
$01REAL

1 FUNCTION RAIPP(NIL)
COMMON /1Е0СРР/ LX, IE 
FUNCTION MBIPP(RW)

$01REAL
1 RW

COMMON /1Е0СРР/ LX,IE
5.5.8. Р еен терабельн ость  функций, р або таю щ и х  с вне

шним индексом м ассива.
Функции с чтим свойством  о б л а д а ю т  возмож ностью  

перек лю чаться  с одного м н ож ества  данных (указателя)  
на другое.

FUNCTION IRMPP(LX2, IDS)
DIMENSION IDS(8 )
Запом и нает  MS-у к азател ь  в целы й массив IDS(8 ) из 

8 элементов. LX2={0-<c4eT> I 1 -< отл адк а> |2 -< зан ссен и е  в 
стек вызванных функций без проверок>}

FUNCTION IRBPP(LX2, IDS)
DIMENSION IDS(8 )
В о сстан авли вает  MS-у к а з а т е л ь  из целого м ассива  

IDS(8 ) .
FUNCTION NRMPP(LX2, NDS)
DIMENSION- NDS (11)
З апом и нает  IYZ-у к а з а т е л ь  в целы й  массив  NDS( 1 1 )  из 

11 элементов.
FUNCTION NRBPP(LX2, NDS)
DIMENSION NDS(11)
В о сстан авли вает  IYZ-у к а з а т е л ь  из целого м ассива  

NDS( 1 1 ) .  Э т а  операция им еет  см ы сл  лишь если после за 
поминания IYZ- у к а з а т е л я  в целы й м ассив  NDS( 1 1 )  с дан
ным О Л М  не производилось  никакой р або ты  функциями 
пакета, т.е. операции чтения, записи  и продвиж ения по 
О Л М  «непотенциальны».
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Е сл и  текущ ий О ЛМ , IYZ- у к а з а т е л ь  которого запоми
нается , д ек л ар и р о в ан  в систем е п у л -св о п и н г  и до п р ер ы 
вани я  с ним р а б о ты  к нему п ри м ен ена  функция NEOPP(l) 
(т.е. текущ ий ОЛМ  втолкнут  в пул), то это его состоя
ние долж но ф икси роваться  функцией LSW0LD =  IYZSPP(l) 
вместе с вы зовом  функции NRMPP. В м есте  с вы зовом  функ
ции NRBPP м ож ет быть восстан овлен о  преж нее состояние 
ОЛМ  (функцией IYZSPP(LSWOLD)).

5.5.9. FUNCTION IYZSPP(LSW). LSW={0-<TeKynmft ОЛМ  
можно-вытолкнуть в свопинг> 1 1 -<н ельзя>) .  С тан д ар тн о е  
значение LSW =  0. В о звр ащ аем ы й  р е зу л ь т ат  LSW0LD =  
=  IYZSPP(LSW) —  п реды дущ ее значение LSW-при знака . 
Вызов функции и гн ори руется , если  текущ ий О ЛМ  на
ходится  в паспорте  м ассива . П о л ьзо в ател ь  сам долж ен 
заб о ти ться  о своевременном обнулении LSW-при знака .

5.5.10. FUNCTION IYZDPP(LX, NMAS, IYZ) — ч и тает  при
знак динам ичности  ОЛМ . В о зв р ащ аем о е  значение функ
ции IYZDPP = 1  — ОЛМ  ди н ам и чески й  (на нем может 
р а с п о л а га ть с я  ди н ам и ческая  ст р у к т у р а )  и IYZDPP = 0  — 
ОЛМ  статически й  (сж ат  функциями п ак ета  и не может 
стать  динамическим, ди н ам и ч еск ая  стр у к т у р а  отсу тст 
вует).  И зн ач ал ьн о  заводим ы е О ЛМ  в архиве  - динам и
ческие.

5.5.11. FUNCTION NAYZPP(NIL) — читает (возвращ ае
мое значение) максимальный номер байта (NA), возмож
ный в текущем ОЛМ .

§8.6. Д и н а м и ч е с к и е  т и п ы  д а н н ы х  н а  О Л М

6.1. П од динам ической  с т р у к т у р о й  на  О ЛМ  понима
ется  граф  (см. р и с .8 .8 ), эл ем ен ты  которого (стрелки) 
упорядочены  посредством  организации ссылок в список 
(см. р и с .8 .9).

Здесь  (q) —  множ ество элем ентов , эквивалентны х как 
следую щ ие по отношению к предш ествую щ ем у уровню 
д ер ев а  (элем ент  р ) .

П ам ять  под стрелку  « н а б и р а е т с я »  из динамических 
айтемов ( Д - а й т е м о в ) , которы е п р е д с та в л я ю т  собой э л е 
ментарны е ч асти ц ы  памяти, подобно тому как  слож ная
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f  1
— q

b )

' Р ис .8 .8
молекула собирается из элементарных атомов. Размер 
.D-айтем а, также как и длина поля LFI в битах, задается 
администратором версии пакета. Фрагмент начального 
D - айтема стрелки представлен на рис.8.9. Здесь LE = 1, 
если стрелка последняя в множестве элементов, эквива
лентных как следующие;

биты:

, начало стрелки

2*LFI
LE LB
" Т Т  6

ТЕ SE ТВ SB 
LFI LFI '"LFI LFI

Р ис.8.9

LB =  1, если ст р ел к а  н а ч а л ь н а я  в м н ож естве  элементов, 
эквивалентных как  следую щ ие;
ТЕ={ ’ <указатель  на следую щ ую  стрелку  в м нож естве  э л е 
ментов, эквивалентны х как  следуклцие>: LE =  0 ’ I ^ у к а 
затель  на  предш ествую щ и й  уровень дерева> : LE =  1 ’} 
SE={ ’ 0: <следующего у ровн я  д е р е в а  нет> ’ I ’ < указатель  на  
начальную  стрелку  (LB =  1) следую щ его  у р о вн я  дерева> : 
SE > 0 ’}
ТВ={ ’ < указатель  на преды дую щ ую  стрелк у  в м нож естве 
элементов, эквивалентны х как  сл ед у ю щ и е> : LB =  0 '  1
’<указатель на  п редш ествую щ и й  уровень  дерева> : LB =  
=  1 ’ }

SB={ ’0 : С л е д у ю щ е г о  д е р е в а  нет> ’ I ’<указатель  на  после
днюю стрелку  (LE =  1) следую щ его  уровня  дерева> : 
SB > 0 ’}.

П оля LE, LB, ТЕ, ТВ игнорирую тся в начальной 
стрелке динамической структуры.

В идентиф икаторы  функций и COMMON-б л о к о в ,  р а б о 
таю щ их с д и нам ическим и  с т р у к ту р ам и , входит  буква D 
(или S в функциях ч тен и я  из стрелки) .

6.2. FUNCTION NPDPP(NIL) — формирует в ОЛМ  но
вый паспорт динамической структуры, начиная с текуще
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го б ай та  с номером NA =  NAD, NB =  0 и заводит  ее н а ч а л ь 
ную стрелку. Текущ ий б ай т  с ном ером  NA =  NAD и н уле
вой бит (NB =  0) IYZ-у к а з а т е л я  сохраняется . В О Л М  мо
жет сущ ествовать  не более  одной динам ической  стр у кту 
ры, р асп о л агаем о й  на  всех б ай тах  О Л М , начиная  с NAD. 

П асп орт  динам ической  стр у кту р ы , генерируем ой  функ
циями пакета  в О Л М ,' в сегд а  н ач и н ается  с б ай та  с номе
ром NA =  NAD =  LFI/4, NB =  0.

6.3. FUNCTION IWDPP(NIL) — устан овка  IY Z -указате
ля  на  н ачальн ую  стрелку  (в ы р а б а т ы в а ю т с я  соответст 
вую щ ие NA и NB =  0 в IYZ-д ес к р и п т о р е ) .  П р е д в а р и те л ь 
но IYZ-у к а з а т е л ь  п р о д в и гается  на  пасп орт  динамической  
стр у кту р ы  (NA =  NAD, NB =  0), которы й я в л я е т с я  и воз
вр ащ аем ы м  значением  функции, т.е. NAD =  IWDPP(NIL). С 
н ач аль н о й  стрелкой  д и нам ической  стр у к ту р ы  нельзя  р а 
ботать  как с прямым деревом , т.е. к ней не применимы, 
функции пункта 6.4. П ри установке на  стрелку  динам и
ческой  стр у кту р ы  всегда  NB =  0 в IYZ-д еск р и п то р е .

6.4. Функции, рабо таю щ и е  с динам ической  с тр у к ту 
рой как с прямы м деревом  (с м .р и с .8 .8 ).

В идентиф икаторы  таких  функций входит буква Т 
( t r e e ) .  Функции, начи н аю щ и еся  с букв I. К или М. со
о тветству ю т  прямому ходу ссы лок (буква Е на ри с .8 .8 . 
8 .9). Н а ч а л ь н ая  буква J, L или N со о тветству ет  о б р атн о 
му ходу ссылок (буква В на р и с .8 .8 . 8.9).

6.4.1. FUNCTION MTDPP(NAD) — переход  к следую щ е
му (прямой ход ссылок) во м нож естве  элементов, экви
валентны х как следую щ ие (см. ри с .8 .1 0 ).

S

Рис.8.10

П р е д в а р и т е л ь н о  IY Z - у к а з а т е л ь  п р о д в и г а е т с я  н а .  п р е 

д ы д у щ и й  э л е м е н т  ( q ). Т е к у щ и м  с т а н о в и т с я  с л е д у ю щ и й  

э л е м е н т  ( г ) .



§6 ] Д и н а м и ч е с к и е  т и п ы  д а н н ы х  н а  О Л М 231

С одерж и т  COMMON / IB D C P P /  IBD. Е с л и  исходно нахо
димся на  последней стрелк е  (г), то стоим при  IBD =  0 или 
переходим  на п редш ествую щ ий уровень д е р е в а  (с тр е л 
ка  р) при IBD =  1. В о звр ащ аем о е  значение функции 
MTDPP =  1 (признак к о н ц а ) , если исходно н аходились  на 
последнем элем енте  (г), и MTDPP =  0 — иначе.

6.4.2. FUNCTION NTDPP(NAD)

COMMON / IB D C P P / IBD

С им м етричны й ан алог  функции MTDPP (N A D ) . О б р атн ы й  
ход ссылок.

6.4.3. FUNCTION ITDPP(NAD) — заведен ие  стрелк и  (г) 
перед  собой (q) следую щ ей по порядку  (п рям ой  ход ссы
лок) во множ естве элем ентов , эк вивалентны х  как  следую 
щие (с м .р и с .8 .10). Т екущ ей стан ови тся  вновь заведен ная  
стр ел к а  (г). В озвращ аем ое  значение функции ITDPP =  1 
(признак конца), если исходно находи ли сь  на  последнем  
элементе (г), и ITDPP =  0 — иначе.

6.4.4. FUNCTION JTDPP(NAD) — сим м етричн ы й аналог  
функции ITDPP(NAD). О б р атн ы й  ход  ссылок.

6.4.5. FUNCTION KTDPP(NAD) — уничтож ение стрелки  
(г) перед  собой (q) следую щ ей по п орядку  (прям ой ход 
ссылок) во м нож естве элем ентов , эквивалентны х  как  сле
дую щ ие (см. р и с .8 .10). Т екущ ей о с тается  исходная 
стр ел к а  (q). В о звращ аем ое  значение функции KTDPP =  1 
(признак конца) и не п рои зводи тся  никаких действий, 
если исходно находились  на, п оследнем  элем енте  (г), и 
KTDPP = 0  —  иначе.

6.4.6. FUNCTION LTDPP(NAD) —  сим м етричн ы й аналог  
функции KTDPP(NAD). О б р атн ы й  ход ссылок.

6.5. Функции, р або таю щ и е  с дин ам и ческой  стр у к ту 
рой как с очередью . В и д ентиф ик аторы  таких функций 
входит буква S (s e q u e n c e ) .

6.5.1. FUNCTION MSDPP(NAD) — п ер ех о д  с предыдущ его 
уровня д ер е в а  (р ) на  первую  (прямой ход  ссылок) с т р е л 
ку (s) во множ естве  элем ентов , эквивалентны х как  сле
дую щ ие (см. р и с .8 .10). В о звр ащ аем о е  значение функции 
MSDPP =  1 (признак конца) и не п рои зводи тся  никаких дей
ствий, если исходно находились  на  последнем  элементе 
дерева , и  MSDPP = 0  — иначе.
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6 .5 .2 .  FUNCTION NSDPP(NAD) —  с и м м е т р и ч н ы й  а н а л о г  

ф у н к ц и и  MSDPP(NAD). П е р е х о д  н а  п е р в у ю  ( о б р а т н ы й  х о д  

с с ы л о к )  с т р е л к у  ( г ) .

6 .5 .3 .  FUNCTION ISDPP(NAD) —  з а в е д е н и е  с т р е л к и  н о 

в о г о  с л е д у ю щ е г о  у р о в н я  д е р е в а  и  у с т а н о в к а  н а  н е е .  В о з 

в р а щ а е м о е  з н а ч е н и е  ф у н к ц и и  ISDPP =  1 ( п р и з н а к  к о н ц а ) ,  

е с л и  и с х о д н о  н а х о д и л и с ь  н а  п о с л е д н е м  у р о в н е  д е р е в а ,  и  

ISDPP =  0 —  и н а ч е .

6 .5 .4 .  FUNCTION KSDPP(NAD) —  у н и ч т о ж е н и е  с л е д у ю 

щ е г о  у р о в н я  д е р е в а .  Т е к у щ е й  с о х р а н я е т с я  с т р е л к а  п р е 

д ы д у щ е г о  у р о в н я .  В о з в р а щ а е м о е  з н а ч е н и е  ф у н к ц и и  

KSDPP =  1 ( п р и з н а к  к о н ц а )  и  н е  п р о и з в о д и т с я  н и к а к и х  д е й 

с т в и й ,  е с л и  и с х о д н о  н а х о д и л и с ь  н а  п о с л е д н е м  у р о в н е  д е 

р е в а ,  и  KSDPP =  0 —  и н а ч е .  У н и ч т о ж а е м ы й  с л е д у ю щ и й  

у р о в е н ь  д е р е в а  д о л ж е н  с о д е р ж а т ь  л и ш ь  о д и н  э л е м е н т .

6 .6 . FUNCTION IPDPP(NIL) —  п е ч а т ь  с т а н д а р т н о й  и н 

ф о р м а ц и и  о  д и н а м и ч е с к о й  с т р у к т у р е  в  ц е л о м  ( з а н я т о е ,  

с в о б о д н о е  п р о с т р а н с т в о ,  и  т . п . ) .  Т е к у щ и й  б а й т  с  н о м е 

р о м  NA. =  NAD и  н у л е в о й  б и т  (NB =  0) IY Z - у к а з а т е л я  с о 

х р а н я ю т с я .

6 .6 .1 .  FUNCTION JPDPP(JPD) —  у с л о в н а я  п о э л е м е н т н а я  

п е ч а т ь  с т а н д а р т н о й  и н ф о р м а ц и и  о  с т р е л к е  д и н а м и ч е с к о й  

с т р у к т у р ы :  ( с м .  р и с . 8 .1 1 )  о т н о с и т е л ь н ы й  н о м е р  у р о в н я  

д е р е в а  (1 <  LVL <  М С 0 8 ) ,  н о м е р  с т р е л к и  в  с е м е й с т в е  э к в и 

в а л е н т н ы х  к а к  с л е д у ю щ и е  (NLV >  1), а б с о л ю т н а я  н у м е р а 

ц и я  с т р е л о к  (NBS >  1) с л е в а  н а п р а в о  и  с в е р х у  в н и з  в  с о 

о т в е т с т в и и  с  п р я м ы м  х о д о м  с с ы л о к  ( б у к в а  Е  н а  р и с . 8 .8 ) ,  

а  т а к ж е  к о л и ч е с т в о  и  а д р е с а  Т ) - а й т е м о в ,  о б р а з у ю щ и х  

с т р е л к у .

М а к с и м а л ь н ы й  у р о в е н ь  п о г р у ж е н и я  в  д е р е в о  М С 0 8  з а 

д а е т с я  а д м и н и с т р а т о р о м  в е р с и и  п а к е т а .  В  с л у ч а е  е г о  

п р е в ы ш е н и я  п е ч а т ь  п р е к р а щ а е т с я  и  п р о и с х о д и т  в о з в р а т  

и з  ф у н к ц и и  JPDPP =  1 с  с о о т в е т с т в у ю щ и м  с о о б щ е н и е м .  В  

с л у ч а е  п р е в ы ш е н и я  м а к с и м а л ь н о  в о з м о ж н о г о  ц е л о г о  в е 

л и ч и н а м и  NLV и  NBS о н и  с б р а с ы в а ю т с я  в  н о л ь ,  п е ч а т ь  п р о 

д о л ж а е т с я  с  п о с л е д у ю щ и м  в о з в р а т о м  ф у н к ц и и  JPDPP =  2 

и  JPDPP =  3 с о о т в е т с т в е н н о .  Т е к у щ и й  б а й т  NA =  NAD и  

н у л е в о й  б и т  (NB =  0) IY Z - у к а з а т е л я  с о х р а н я ю т с я .
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LVL NLV NBS

Р и с .8.11

Ф у н к ц и я  JPDPP о с у щ е с т в л я е т  п о э л е м е н т н ы й  п е р е б о р  

с т р е л о к  д и н а м и ч е с к о й  с т р у к т у р ы  в  с о о т в е т с т в и и  с  в о з 

р а с т а н и е м  в е л и ч и н ы  NBS и  в ы з о в  о п и с ы в а е м ы х  п о л ь з о 

в а т е л е м  ф у н к ц и й  KPDPP, ’ LPDPP: KPDPP=—4 ’ и  MPDPP в  к а 

ж д о й  и з  н и х .  П е р е д  в ы з о в о м  к а ж д о й  и з  э т и х  ф у н к ц и й  

I Y Z - y  к а з а т е л ь  п р о д в и г а е т с я  н а  т е к у щ у ю  с т р е л к у  и  м о 

ж е т  н е  в о с с т а н а в л и в а т ь с я  п е р е д  в о з в р а т о м  и з  ф у н к ц и й .  

П а р а м е т р  JPD =  —1,0, 1 ,2 , . . .  п е р е д а е т с я  в  ф у н к ц и и  KPDPP, 

’ LPDPP: KPDPP =—4 ' .

FUNCTION KPDPP(JPD)
COMMON / JPDAPP/ NLVL(MC08)

COMMON / JPDCPP/ LVL,NLV,NBS,NAD 
В зависимости  от возвращ аем ого  значения  функции 
KPDPP происходит { ’<вызов LPDPP> : KPDPP=—4 ’ I ^ в о з 
вр ат  из JPDPP> :KPDPP=—3 '  I Ч н е т  п еч ати  о стрелке>: 
KPDPP=—2 ’ I ’<печать полной  с тан дар тн о й  информации 
о стрелке>: KPDPP= —1 ’ | ’<печать LVL, NLV, NBS и ад 
рес начального  /Z- а й т е м а  стрелки>: KPDPP=0 ’ I ^ п е 
чать  неполной (не более  KPDPP адресов  н ач аль н ы х  D -  
айтемов сТрелки) с тан дар тн о й  информ ации о стрелке>: 
KPDPP= 1 ,2 , . . . ’ }. О п ределен ы  только  первы е LVL элементов 
м асси ва  NLVL(l) =  1, ..., NLVL(LVL) =  NLV определяю щ и е 
номер стрелки  в семействе эквивалентны х как следую щ ие 
от корневого до текущего у ровн я  д ер ева .  В озвращ аем ое  
значение из стан дар тн о й  функции KPDPP =  JPD.

FUNCTION LPDPP(JPD,NUMITM)
COMMON /JP D A P P / NLVL(MC08)

COMMON /JPDCPP/ LVL,NLV,NBS,NAD 
В ы зы вается  после функции KPDPP с в о звращ аем ы м  зн аче
нием KPDPP =  —4. В зави си м ости  от возвращ аем ого  зна
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ч е н и я  ф у н к ц и и  LPDPP >  —3 п р о и с х о д я т  т е  ж е  д е й с т в и я ,  

ч т о  и  п р и  в о з в р а т е  и з  ф у н к ц и и  KPDPP >  —3 с о о т в е т с т в е н 

н о .  NUMITM > 1  —  к о л и ч е с т в о  7 7 - а й т е м о в ,  о б р а з у ю щ и х  

с т р е л к у .  В о з в р а щ а е м о е  з н а ч е н и е  и з  с т а н д а р т н о й  ф у н к 

ц и и  LPDPP =  JPD.

FUNCTION MPDPP(NUMITM)

COMMON / JPDAPP/ NLVL(MC08)

COMMON /JP D C P P / LVL,NLV,NBS,NAD 

В ы з ы в а е т с я  п о с л е  ф у н к ц и й  KPDPP, ’ LPDPP: KPDPP=—4 ’ и  

м о ж е т  и с п о л ь з о в а т ь с я  п о л ь з о в а т е л е м  д л я  п е ч а т и  с о д е р 

ж и м о г о  с т р е л к и .  С т а н д а р т н а я  ф у н к ц и я  MPDPP -  п у с т а я .

6 .6 .2 .  FUNCTION NFDPP(NFD) —  п е ч а т ь  к о л и ч е с т в а  D -  
а й т е м о в  и  NFD >  0 н а ч а л ь н ы х  и х  а д р е с о в  ( е с л и  NFD =  0, 

т о  а д р е с а  в с е х  Т > - а й т е м о в ) ,  п о п а в ш и х  в  г р а ф  с в о б о д н о 

г о  п р о с т р а н с т в а  д и н а м и ч е с к о й  с т р у к т у р ы  в  р е з у л ь т а т е  

и с к л ю ч е н и я  с т р е л о к  и  е щ е  н е  и с п о л ь з о в а н н ы х  в  д р у г и х  

с т р е л к а х  д и н а м и ч е с к о й  с т р у к т у р ы .

6 .7 . FUNCTION NCDPP(LPR,NDS)

COMMON /NCDCPP/ NMAS, IYZ ,NAD 

DIMENSION NDS(76)

О с у щ е с т в л я е т  к о п и р о в а н и е  т е к у щ е й  д и н а м и ч е с к о й  с т р у к 

т у р ы  ( I Y Z - у к а з а т е л ь  т е к у щ е г о  О Л М  п р о д в и н у т  н а  п а с 

п о р т )  н а  д р у г о й  О Л М  с о  « с б о р к о й  м у с о р а » .  К о о р д и н а т ы  

О Л М  д л я  з а п и с и  п р е д с т а в л е н ы  в  COMMON- б л о к е .

OUT IN LPR

0 0 0

0 1 1

1 0 2

1 1 3

П а р а м е т р  LPR ( с м . т а б л и ц у )  у п р а в л я е т  р е ж и м а м и  п е ч а т и  

с т а н д а р т н о й  и н ф о р м а ц и и  о б  и с х о д н о й  ( IN )  и  с к о п и р о в а н 

н о й  (OUT) д и н а м и ч е с к и х  с т р у к т у р а х .  Н е н у л е в о е  з н а ч е н и е  

в  к о л о н к а х  { I N |  OUT) о з н а ч а е т  п е ч а т ь  и н ф о р м а ц и и  о  с о о т 

в е т с т в у ю щ е й  с т р у к т у р е .  NDS(76) —  р а б о ч и й  м а с с и в  н е  

м е н е е  ч е м  и з  7 6 - т и  ц е л ы х .  Т е к у щ и й  б а й т  с  н о м е р о м  NA 

и  н у л е в о й  б и т  (NB =  0) IY Z - у к а з а т е л я ,  у с т а н о в л е н н о г о  н а  

и с х о д н ы й  О Л М , с о х р а н я е т с я .
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В озвращ аем ое  значение функции NCDPP =  1 при о тсу т 
ствии текущ ей динам ической  стр у к ту р ы  (при IN  =  1 вы
д ается  соответствую щ ее сообщение) и NCDPP =  0 в про
тивном случае.

§8.7. Т и п ы  д а н н ы х  и н д е к с а  с т р е л к и  
д и н а м и ч е с к о й  с т р у к т у р ы

Как отм ечалось выше, эл ем енты  д и нам ической  струк
туры  сами по себе такж е я в л я ю т с я  слож ной  стр у кту р о й  
и п р ед став л я ю т  собой очередь из динам ических  айтемов. 
Операции н ад  этим  типом данны х обесп ечиваю т продви
жение, чтение и запись вн утри  стрелк и  динам ической  
структуры  и т.п. О п и сы вается  такж е реен тер абел ьн о сть  
функций, р аботаю щ и х  с индексом стрелк и  динам ической  
структуры .

7.1. FUNCTION NEDPP(LNED) — осущ ествляет  разл и ч 
ные виды продвиж ений по О Л М - с т р е л к и  в зависимости  
от значений а р гу м ен та  LNED (сравн . с п .5 .5 .3 .) .  С о д ер 
жит C0MM0N-6 локи:

/ IE D C P P / IED

/ IT D C P P /  I A . I B

IА =  0,1, ... — номер б ай та  в О Л М  стрелки;
IB  =  0, 1, ..., 7 —  номер бита  в байте.

IA ,  IB  п о л ь з о в а т е л е м  н е  и з м е н я ю т с я .

В о з в р а щ а е м о е  з н а ч е н и е  ф у н к ц и и  NEDPP=<NA с т р е л к и > .

А ргум ент  LNED =  {0|1|2|3}:
LNED =  0 —  р е ж и м  п р о т а л к и в а н и я  б а й т о в ,  п р и  э т о м  

IED —  к о л и ч е с т в о  п р о т а л к и в а е м ы х  б а й т о в .  

З а м е ч а н и е :  IED м о ж е т  б ы т ь  п о л о ж и т е л ь н ы м ,  о т р и ц а 

т е л ь н ы м  и  р а в н ы м  н у л ю .

LNED = 1  —  р е ж и м  у с т а н о в к и  н а  н а ч а л ь н ы й  б а й т  

О Л М - с . т р е л к и  ( п р е д ш е с т в у е т  в ы з о в а м  с  LNED =  { 0 |2 |3 } ) .  

П р и  э т о м  ф у н к ц и е й  п р и с в а и в а ю т с я  з н а ч е н и я  IA  =  0, IB  =  

0. В  « н а с т р о е ч н у ю  г о л о в к у »  (IRW- у к а з а т е л ь )  з а н о с и т 

с я  и н ф о р м а ц и я  о б  О Л М - с т р е л к и .  П е р е д  в ы з о в о м  ф у н к 

ц и и :  IY Z - у к а з а т е л ь  д о л ж е н  б ы т ь  п р о д в и н у т  н а  с т р е л к у  

( Н А = < Н А - с т р е л к и > ) , и  п р и с в о е н о  IED =  NAD.
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LNED =  2 — режим с б р о са  содерж имого  О Л М - с т р е л -  
ки (сам а  с тр ел к а  при этом сохр ан яется )  с возможным 
возвратом  соответствую щ их D -а й т е м о в  в граф  свобод
ного п р о с т р а н с т в а  динам ической  структуры . В резуль
тате  вы зова  функции NEDPP(2) IYZ-у к а з а т е л ь  оказы вается  
продвинуты м  на «пустую »  стрелку , IRW-у к а з а т е л ь  неоп
реде лен.

LNED = 3  — режим п р о тал ки ван и я  байтов с экономи
ей D -ай тем о в .  При вызове NEDPP(3) происходит то же. 
что при вызове NEDPP(0), но ин ф орм аци я  в бай тах  IA +  1.

(после вы зова)  стан овится  неопределенной ( возмо
жен в о зв р ат  соответствую щ их .D-а й т е м о в ,  находящ ихся  
в О Л М -с т р е л к и ,  в граф  свободного п р о с т р а н с т в а  дина
м ической  стр у к ту р ы  ).

З а м е ч а н и я :
a) П а р а м е тр  IED не и сп о льзу ется  при LNED =  2.
b) П а р а м е тр  LX в ы р а б а т ы в а е т с я  при  настройке на 

IYZ-у к а за т е л ь .
c) П а р а м е тр  IB  при вы зове NEDPP с LNED =  {013} не 

изменяется .
FUNCTION N E D IP P ( IE D I)  — устан овка  на н а ч а л ь 

ный байт  О Л М -с т р е л к и  д и н ам и ческой  структуры , гене
рируемой функциями пакета  в О Л М . Э к ви вал ен тн а  сле
дую щ ей последовательн ости  действий:

IE D = L F I / 4  

NED1PP=NEDPP(1)

IED=IED1

7.2. FUNCTION N ID P P (LN ID ) — осущ ествляет  р азл и ч 
ные виды продвиж ений по О Л М -с т р е л к и .  В отличие от 
функции NEDPP продвиж ения о су щ ествл яю тся  не байтами, 
а битами.

С од ерж и т  COMMON- б л о к и :

/ IE D C P P / IED

/ IT D C P P /  I A . I B

П а р ам етр  IED имеет см ы сл п р о талки ваем ы х  битов.
А ргум ент  LNID =  {0|1|2|3}. П ри  вызове функции 

N ID P P (LN ID ) вы полняю тся  д ей ств и я  такие же, что и при 
вызове NEDPP(LNED), и ск лю чая  зам ечан ие  с) пункта 7.1.
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7.3. Ч тен и е -зап и сь  в О Л М -с т р е л к и .
З а м е ч а н и е :  если в идентиф икатор  функции входит 

буква С ,  то эта  функция осущ ествляет  чтение из О Л М -  
стрелки, а  если D — запись в О Л М -с т р е л к и .

7.3.1. Ч т ен и е -зап и сь  в 5 -специ ф и каци и .
FUNCTION К С Е Р Р ( N IL )

COMMON/IEDCPP/ IED

О сущ ествляет  чтение из О Л М - с т р е л к и  в значение 
функции байтам и . П а р а м е тр  IED им еет  см ы сл  длины по
ля  чтения в байтах . К ак обычно, IED <  NEMAX.

FUNCTION KDEPP(IW)

COMMON/IEDCPP/ IED

О сущ ествляет  запись из IW в О Л М - с т р е л к и  байтами. 
С м ы сл  IED такой  же, что и в К С Е Р Р .  А р гум ен т  IW — число, 
записы ваем ое  в поле длины  IED (см. р и с .8 .7).

О с у щ е с т в л я е т с я  к о н т р о л ь  (LX =  1): е с л и  в  IW л е в е е  

IED п р а в ы х  б а й т о в  е с т ь  х о т ь  о д н а  1, т о  в ы д а е т с я  д и а г н о 

с т и к а  о б  о ш и б к е .

FUNCTION K C IP P (N IL )

COMMON/IEDCPP/ IED

Р а б о та е т  аналогично  К С Е Р Р ,  но с битами: IED <

NIMAX =  8 *  NEMAX.

FUNCTION K D IP P (IW )

COMMON/IEDCPP/ IED

Р а б о та е т  аналогично  KDEPP, но с битами.
7.3.2. Ч т е н и е -за п и с ь  в / -сп ец и ф и к ац и и  б итам и  (л е 

вый бит в поле записи  — знаковый, IED >  2 ).
FUNCTION I C IP P ( N IL )

COMMON/IEDCPP/ IED

Чтение из О Л М - с т р е л к и  в значение функции с р а з 
множением знака.

FUNCTION ID IP P ( IW )

COMMON/IEDCPP/ IED

Запи сь  из IW в О Л М - с т р е л к и  (левый бит поля  запи
си — знаковый). О с у щ е с т в л я ет с я  кон троль  (LX =  1) ти
раж и рован ия  знака в битах  из IW левее IED правы х.

7.3.3. Ч т е н и е -за п и с ь  в / / -сп ец и ф и кац и и  битами.
I01REAL

1 FUNCTION R C IP P (N IL )
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COMMON/IEDCPP/ IED 
FUNCTION MDIPP(RW)

$01REAL 
1 RW

COMMON/IEDCPP/ IED

7.4. Р еен тер абел ьн о сть  функций, р або таю щ и х  с ин
дексом стрелки  динам ической  стр у к ту р ы  (см. также 
п .5.5.8.) .

7.4.1. FUNCTION NMDPP(LX2,NSD)
DIMENSION NSD( 7 )

З ап о м и н ает  IRW-у к а за т е л ь  в ц елы й  м ассив  NSD( 7 )  из 7 
элементов. В ы полняется  вм есте  с запоминанием  IYZ-у ка 
зателя  функцией NRMPP. И сп о л ьзу ется ,  если после в о зв р а 
т а  в данны й О Л М  из другого  п р е д п о л а га ет с я  продолж е
ние р або ты  вн утри  О Л М -с т р е л к и .

7.4.2. FUNCTION NBDPP(LX2,NSD)
DIMENSION NSD(7)

В о с с т а н а в л и в а е т  IRW- у к а з а т е л ь  и з  ц е л о г о  м а с с и в а  

NSD (7).  В ы п о л н я е т с я  в м е с т е  с  в о с с т а н о в л е н и е м  IY Z - у к а 

з а т е л я  ф у н к ц и е й  NRBPP.

При операциях чтения, запи си  и продвиж ения по 
О Л М -с т р е л к и  может происходить  «скры тое  непотенци
альное»  продвиж ение IYZ- у к а з а т е л я  по О Л М , со дер ж а
щему динам ическую  структуру . П оэтом у операции запо
минания и восстановления  IYZ- у к а з а т е л я  и IRW-у к а за т е -  
ля  имею т см ы сл лишь если после их запоминания с д ан 
ным О Л М  и с данным О Л М - с т р е л к и  не производилось 
никакой р або ты  функциями пакета . П ри  необходимости 
продолж ить р аботу  внутри  О Л М - с т р е л к и  после «непо
тенциальной» работы  в О Л М , содерж ащ ем  эту динам и
ческую структуру , устан овка  на  н ач ал о  О Л М -с т р е л к и  
призводится  функциями §8 .6 .

§8.8. Т и п ы  д а н н ы х  с е т к и ,  и х  ф о р м и р о в а н и е

Основными операциями тензорного  анализа , при по
мощи которых зап и сы ваю тся  уравн ен и я  м атем атической  
физики, я в л я ю т с я  div , grad , rot . Т ак  как к аж дая  т р е х 
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мерная  р азн остн ая  сетка  состоит из ячеек  (12), узлов (ы), 
граней  (сг) и ребер  (Л), то и  указанны е оп ер ато р ы  могут 
быть определены  на разны х типах  н оси телей  сетки. Кон
кретны й вид  типов данных на сетке зависи т  от типа  дис
кретной аппроксимации. Так, наприм ер, оп ератор  div 
может р а с с м ат р и в а т ь с я  как дей ствую щ и й  из (сг) в (12). а 
может — из (и>) в (12). А налогично, оп ератор  grad может 
дей ствовать  из (12) в (сг) или  из (12) в (lj) и  т .п . При ре
шении з а д ач  м атем ати ческ ой  физики необходимо п остро
ить типы данных на сетке, которы е п озволяли  бы решать 
уравнения  м атем ати ч еск о й  физики, нап рим ер  уравнение 
П уассона. К ак видно из приведенной ниже таблицы , ти
пы данны х на сетке м огут  быть двух  видов — унитарные 
и бинарные. У н итарны м и я в л я ю т с я  ячей ка ,  узел , грань, 
ребро. К бинарным относятся , нап рим ер , 12.сг — ячейки, 
при леж ащ и е к данной грани .

В связи  с выш еизложенным, реш ая, наприм ер, у р а в 
нение П уассона, пол ьзо вател ь  с т ал к и в ается  с проблем ой 
занесения и хранени я  сетки — унитарны х типов данных 
ячеек. З а т е м  возникает п р о б л ем а  создания  бинарных ти
пов данных сетки — так  назы ваем ое  связы вание  м еж до
менных индексов д л я  дальн ейш его  вы чи слен ия  о п ер ато р а  
divgrad.

П осле заверш ения  создан ия  типов данны х сетки, на
пример, уравнение П у ассо н а  на сетке реш ается  сл еду ю 
щим образом. И нструмента.льн’ыми ср е д с т в а м и  §8.10 ор
ганизую тся  тр и  влож енны х цикла. П ервы й цикл по всем 
ячей кам  области . В торой  цикл — вы чи слен ие  div — 
цикл по всем  г р ан ям  дан ной  ячейки. И т р ети й  цикл — по 
ячейкам, смежным ч ер ез  данную  гран ь ,  вн у тр и  которого 
в ы чи сляется  grad . Т аки м  образом , ср е д с т в а м и  системы 
р еш ается  уравнение П у ассо н а  на  сетке. П ричем, такие 
рассуж дения  носят ин вари ан тн ы й  х ар ак тер  и позволяю т 
аналогично вы чи сл ять  го trot, graddiv и т.д. Д а л е е  следу
ет описание типов данны х сетки, возм ож ностей  их форми
рования, а  такж е ци клических операций и операций п ря 
мого д о сту п а  над  ними.

8.1. Типы  данных и со ответствую щ и е  им м а с с и в ы -д е 
скрипторы сетки.
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Т И П IT JT лок.
В И Д .

один и более 
^ д е с к р и п т о р  сетки>: 

<тип м а с с и в а >  ’

п.0 1 г >D(Q.0) : (1 ,0 )  ’

l o . I 2 0 - ’D(w.0) : (2 ,0 )  > I 1 0

п 1 1 + ’D(fi) : (1 ,1 )  ’

f2.UA 1 2 + ’D(n.u-) : (1 ,2 )  ’

П . а 1 4 + ’Р(П.о-) : (1 ,4 )  ’ 112
п.х 1 5 + >D(ft.A) : (1 ,5) ’ | ] 2

L J 2 ±2 + { > ’D(n.u-) : (1 ,2 )  ’ : + > 1
’ >D(u«) : (2 ,2) ’ 1 м

а 4 4 + ’D(O.ct) : (1 ,4) ’ 12 2

\ 5 5 + ’Р(П.А) : (1 ,5 )  ’ I2 2

\ар —  и с п о л ь з у ю т с я  н е ц и к л и ч е с к и е  ф у н к ц и и  т и п а  п  =  IT .  

/3 = JT.
В  п р и в е д е н н о й  т а б л и ц е  и с п о л ь з у ю т с я  с л е д у ю щ и е  о б о 

з н а ч е н и я :

1 -  Cl =  {Г2|Г2.<9} -  я ч е й к а

2 — w — у з е л

4 -  <7 -  г р а н ь

5 -  А  -  р е б р о  

С1.д -  ф и к т и в н а я  я ч е й к а  

i =  { ш | с г | А }  -  м е ж д о м е н н ы й  и н д е к с  

С1.г -  б и н а р н ы й  о б ъ е к т

8 .2 . FUNCTION МТРЕРР(LX,NMAS, I , J) —  у с т а н о в и т ь  т и п

м а с с и в а  ( I , J) к а к  8 * 1  -ф J +  64. I  =  0,1,  ... J  =  0. 1.....
7. С т а н д а р т н о е  з н а ч е н и е  (070) с о о т в е т с т в у е т  д о м е н н о м у  

м а с с и в у  (DM- м а с с и в )  в  с е т о ч н ы х  д о м е н а х  к о т о р о г о  о п 

р е д е л е н  п р о и з в о л ь н ы й  { ’ < а й т е м >  : IYZDPP =  0 ’ | ’ < с т р е л -  

к а > : IYZDPP =  1

8 .3 . FUNCTION N D M P P ( L X ,M S T ,L P T , IX , IY , IY Z ,L )  

DIMENSION MST(9)

{  ’ < з а в е с т и >  : L= 1 . AND . < е щ е  н е т >  ’ I 

’ < н и к а к и х  д е й с т в и й >  :L=1 .AND. < у ж е  е с т ь > '  I 

’ < и с к л ю ч и т ь >  : L=0 .AND. < е щ е  е с т ь > ’ I 

’ < н и к а к и х  д е й с т в и й > : L = 0 . A N D . < у ж е  н е т > ’ } 

д о м е н н у ю  с т р е л к у  д и н а м и ч е с к о й  с т р у к т у р ы  н а  д и н а м и 

ч е с к о м  О Л М  (NMAS=MST( 1) , IY Z ) ,  с о о т в е т с т в у ю щ у ю  д о м е -
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ну с координ атам и  ’ IX: = 0 , 1 . . . . ' ,  ’IY: = 0 , 1 , . . .  .AND. NYZ = 
=  1', ’ IYZ: =  0, 1, ...' в DM-м а с с и в е  (тип (0 ,0)).

Д омен с нулевыми к оорди н атам и  р еком ен дуется  ис
пользовать  под п ар ам етр и ческ у ю  информацию .

П ар ам етр ы  типа  ’ IY:NYZ=0’ всюду в дальн ейш ем  иг
норируется .

П а р ам етр  LPT =  - 2 , - 1 ,  1,2. П ри |LPT| =  1 происходит 
поиск м асси ва  в архиве по номеру NMAS =  MST(l), форми
руется  MS- у к а з а т е л ь .которы й зап о м и н ается  в 8  элементов 
целого м асси ва  MST(2 ) ,  .... MST(9) подобие) пункту 5.5.8.

При |LPT| =  2 в о сстан ав ли в ается  MS—ук азател ь  из це
лого м асси ва  MST( 2 ) .......  MST(9) подобно пункту 5.5.8.

В други х  функциях (см. ниже) вместо  м ассива  п а р а 
м етра MST. задаю щ его  массив  NMAS =  MST(l) в архиве, мо
ж ет  исп ользоваться  массив п ар ам етр  1ST. зад аю щ и й  бо
лее одного м асси ва  из архива . Реж им  р а б о т ы  п ар ам етр а  
|LPT| в чтом случае  аналогичен .

При LPT > 0 происходит запоминание1 и восстан овле
ние MS- у казател я ,  IYZ- у к а з а т е л я  функциями пункта 5.5.8. 
(функции IYZSPP, если это необходимо, вы зы в аю тся  поль
зователем  сам остоятельно)  и IRW- у к а з а т е л я  функциями 
пункта 7.4.

При LPT < 0 происходит запом инание и во сстан о вле 
ние только IRW-у к а з а т е л я  функциями пункта 7.4. MS ука
затель  оказы вается  настроенны м  на м ассив  зад аваем ы й 
в MST. IYZ- у казатель  оказы вается  продвинуты м  на заво
димую стрелку, соответствую щ ую  домену, (L =  1). даж е 
если эта  с тр ел к а  уже есть, и IYZ -указатель  о казы вается  
неопределенным при исклю чении стрелки  (L =  0).

При использовании реж и м а  работы  LPT < 0 в других 
функциях (см. ниже) MS-, IYZ- и IRW-у к а з а т е л и  о казы ва
ю тся  неопределенными.

Н езависимо от заведен и я  или и склю чен ия  (парам етр  
L) функция NDMPP п ы тается  с н а ч а л а  най ти  стр ел к у ,со о т 
ветствую щ ую  домену, и п род ви н уться  н а  нее. В зависи
мости от р е зу л ь т ат а  этих  д ей стви й  в ы р а б а т ы в а е т с я  во з 
вращ аем ое  значение функции NDMPP==<koh установки  на  до- 
мен>.

<кол установки на домен>={ ’0 : < сгрелка  н а й д е н а > ' |
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’ 1 : <нет 1Х -индекса>’ I 
’2 : <нет 1У -и н декса> .AND. NYZ=1’ I 
’3 :<нет  1 Уг-индекса> ’}

’ <правило п ои ска> : <1Уг-индекс>—>■ ’ <1 У-индекс>—>: NYZ=
= 1’< 1 Х - и н д е к с > ’.
С н а ч а л а  п р о и с х о д и т  п о и с к  с т р е л к и  п о  в н е ш н е м у  и н д е к 
с у  IYZ, з а т е м  п о  п р о м е ж у т о ч н о м у  и н д е к с у  ’ IY:NYZ=1’ и ,  
н а к о н е ц ,  п о  в н у т р е н н е м у  и н д е к с у  IX.

8.3.1. FUNCTION МС<1J>PP(LX, NMAS, IYZ, NMAS0, IYZ0)
< IJ > = {00|10|11|20|22} в  с о о т в е т с т в и и  с о  з н а ч е н и я м и  
п а р а м е т р о в  I ( п е р в а я  ц и ф р а )  и  J ( в т о р а я  ц и ф р а )  т и п а  
м а с с и в а  ( с м .  п.8.2.).

П р о и з в о д и т  с ж а т и е  н е п у с т о г о  д и н а м и ч е с к о г о  О Л М  
(NMAS.IYZ) м а с с и в а - д е с к р и п т о р а  т и п а  <IJ> в  с т а т и ч е с к и й  
О Л М  (NMAS.IYZ). П е р е д  в ы з о в о м  ф у н к ц и и  MC00PP в  к а ж 
д у ю  д о м е н н у ю  с т р е л к у  О Л М  (NMAS.IYZ) з а н о с и т с я  а й т е м  
и з  д в у х  п о л е й  А и  В ( с м .  р и с . 8.12). Т р е т ь е  п о л е  (С) ф о р 
м и р у е т с я  с а м о й  ф у н к ц и е й  MC00PP.

начало стрелки <количество байтов отво- <NA начального байта 
димое под домен в стати- домена в статическом 
ческом OJIM(NMAS,lYZ)> CUIM(NMAS,IYZ)>

6 4 101-----------1----------------------------- 1----------------------- >
биты 8 LFI LFI
поля А В С

Р ис.8.12

О Л М  (NMAS0.IYZ0) — р а б о ч и й  м а с с и в  ( с л ю б ы м  NYZ). 
П о с л е  в ы з о в а  ф у н к ц и и  MC<IJ>PP о н  с б р о ш е н .  В о з в р а 
щ а е м о е  з н а ч е н и е  ф у н к ц и и  MC<IJ>PP>0 — п р о д в и н у т о е  
п р и  с ж а т и и  к о л и ч е с т в о  б а й т о в ,  н а  к о т о р ы х  р а с п о л о ж е 
н а  и н ф о р м а ц и я  в  с т а т и ч е с к о м  О Л М  (NMAS,IYZ). П р и  
MS<IJ>PP=0 п у с т о й  О Л М  (NMAS.IYZ) с о х р а н я е т с я  д и н а 
м и ч е с к и м .

8.4.FUNCTION ND10PP(LX, MST, LPT, IX , IY , IYZ, L) 
DIMENSION MST(9)

Р а б о т а е т  а н а л о г и ч н о  ф у н к ц и и  NDMPP ( с м .  п.8 .3.), н о  с  
м а е  с и в  а м и - д е с к р и п т о  р а м и  т и п а  (1,0) и  (2, 0 ) . С о б с т в е н н о  

. д о м е н н о й  с т р е л к и  в  м а с с и в а х - д е с к р и п т о р а х  д а н н о г о  т и п а  
н е т .
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8.5. FUNCTION ND11PP(LX,MST,LPT, IX , IY , IYZ,L,M) 
DIMENSION MST(9)

Р а б о та е т  аналогично функции NDMPP (см. п .8 .3 .) ,  но с 
м ассивам и-деск рипторам и  типа  ( 1 , 1 ) и (2 ,2 ).

М признак граничности  { ’ ={ ’ 1: а  ’ I ’0 : а . д ’ } :L=1 . AND .
<еще н ет> ’ I ’ <и гн ори руется> : (L=l .AND. <уже есть>)
.OR. L=0’ }

а — {'Q : ( 1 , l) ' | 'w  : (2 , 2 )'} -  домен сетки 
а .д  — фиктивный домен.

Здесь  и д ал е е  счи таю тся  вы полнены ми следую щ ие со
глашения.

Заводи м ы й  объект  (L=l .AND. <еще нет>) ав то м ати ч е 
ски становится  глобальн ы м  (стан дар тн о е  значение), т.е. 
всегда  видимым.

Если и склю чаем ы й об ъ ект  (L=0.AND. <еще есть>) л о 
кально невидим, то п еред  исклю чением  он автом атически  
в о сстан авли вается  в гл о бал ьн о е  состояние.

8 .6 . FUNCTION ND12PP(LX,MST,LPT,IP,IX,IY,IYZ,L,LP,M)
COMMON /AD12PP/ JP , JX, JY, JYZ 
DIMENSION MST(9)

Р а б о та е т  с междоменными индексам и i =  w,<r, А с ука 
зателям и  ( I P > 0 , IX , IY , IYZ) и ’ ( J P > 0 ,  JX, JY, JYZ) : L=2 ’ и 
соответствую щ им и им сем ействам и  бинарных объектов 
(Г2.г) в м асси вах -деск ри п торах  типа (1,2), (1,4) и (1,5).

L =  - 1 , 0 ,  1,2.
{ ’<исключить междоменный индекс г с у казателем  

( I P , IX , IY , IYZ) вместе с сем ейством  бинарных объектов 
(А.г)>: L =  —1'|
^ и с к л ю ч и т ь  бинарны й об ъ ект  Cl.i с указател ем  ( IP ,  IX, 
IY.IYZ) (вместе с междоменным индексом г, если он при
надлеж ит  только ячейке  ( I X , IY , IY Z)) > : L=0’ I 
’<завести междоменный индекс г с указател ем  ( IP , IX ,IY ,  
IYZ) вместе с бинарным объектом  f2 .;> :L= l’ I 
’<соединить междоменные индексы  г с указател ем  (IP , 
IX , IY , IYZ) и v  с у к а за т е л е м  (JP , JX , J-Y, JYZ) в один м еж 
доменный индекс г с общим сем ейством  бинарных объек
тов (Й.г). В слу чае  о тсу тств и я  междоменного индекса  он 
предварительн о  заво д и тся  (см. сл у ч а й  L=l) .> :L=2’ }.
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В двумерном  слу чае  п ром еж уточны е индексы  ’ IY.JY: 
NYZ=0’ игнори рую тся . В зави си м о сти  от р е зу л ь т ат а  этих 
дей стви й  в ы р а б а т ы в а е тс я  в о зв р ащ аем о е  значение функ
ции ND12PP =  0, 1, 2 ,3 ,4.
ND12PP={ ’ { ’ 0: <исключен> ’ I ’ ф 0 : О т с у т с т в у е т  по 

<правилу поиска>> ' } : L = - l , 0 ’ I 
’{ ’0 : <уже есть>’ | ’ф 0 : <заведен по 

<правилу поиска>>’ } : L= 1 ’ I 
’{ ’0 :<есть оба, соеди нены >’ |

’ 1 : <есть только ( I P , IX , IY , IYZ)>’ I 
’2 : <есть только ( J P , JX, JY ,JYZ)> ' I 
’3 :< есть  оба, рассоединены> ’ I 
’4 :< о тс у т с тв у ю т  о б а > ’} :Ь = 2 '}

’<правило поиска>:
<IYZ-HnfleKc,ND12PP=3>

’<IY-HHneKC,ND12PP=2>:NYZ=l’
<1Х-индекс, ND12PP=1>
< 1Р-индекс , ND12PP=4> ’

При LP =  0 никакая  л о кальн ая  видим ость  в м а с с и в е -д е с к 
рипторе неразреш ена . Во всем  м ассиве-дескрипторе  р аз 
решена локал ьн ая  видимость только  

{ ’ <междоменных индексов г > :LP =1’ I 
’<бинарных объектов  Cl.i > :LP=2’}
П еред  сменой реж и м а LP — 0 ,1 ,2  необходимо во сста 

новление м асси ва -деск р и п то р а  в гл о бал ьн о е  состояние в 
старом  режиме LP.

З ав о д и м ы й  междоменный индекс г или  бинарный о б ъ 
ект Q.i (L = l ,2  .AND. <еще нет>) ав то м ати ч ески  становится  
глобальны м  (стан дартное  значение).

Е сли  и ск лю чаем ы й  (L=-1,0  .AND. <еще есть>) м еж до
менный индекс г (LP = 1 )  или  бинарны й объект  Г2.г (LP =  2) 
локально невидимый, то п еред  и склю чен ием  он авто м ати 
чески во с с та н а в л и в а етс я  в гл о бал ьн о е  состояние.

М признак граничности  { ’ ={ ’ 1: г ' I ' 0 : дг ’ } : (L=l . AND . 
ND12PP^0) .OR. (L=2 .AND.ND12PP=4)>I 
’< и гн ори руется> : (L=l.AND.ND12PP=0).OR.
(L=2.AND. ND12PP=0,1 ,2 ,3 )  .OR. L = - 1 ,0 ’} 
дг — граничны й междоменный индекс. 
Г л о б а л ь н о е /л о к а л ь н о  невидимое состояние соединен-
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ного междоменного индекса  г (с л у ч а й  L=2 .AND. ND12PP=3) 
и его в н у тр ен н и й /гр ан и чн ы й  М-признак (с л у чай  L= 
=2 .AND.ND12PP=3) б ер у тся  из у к а за т е л я  ( I P , IX , IY , IYZ).

8.6.1. FUNCTION МС12РР(LX, NMAS, IYZ, NMAS0, IYZ0)
П р о и з в о д и т  с ж а т и е  н е п у с т о г о  д и н а м и ч е с к о г о  О Л М

(NMAS.IYZ) в  м а с с и в а х - д е с к р и п т о р а х  т и п а  (1,2), (1,4) и  
(1,5) в  с т а т и ч е с к и й  О Л М  (NMAS.IYZ).

О Л М  (NMAS0.IYZ0) — р а б о ч и й  м а с с и в  ( с  л ю б ы м  NYZ). 
П о с л е  в ы з о в а  ф у н к ц и и  МС12РР о н  с б р о ш е н .

В озвращ аем ое  значение функции МС12РР > 0  про
двинутое при  сж атии  количество  байтов, н а  которых р а с 
полож ена информация в статическом  О Л М  (NMAS.IYZ). 
П ри МС12РР = 0 пустой О Л М  (NMAS.IYZ) со х р ан яется  д и 
намическим.

§8.9. Н е ц и к л и ч е с к и е  о п е р а ц и и  н а  с е т к е

9.1. FUNCTION mxyzpp( l x , m st , l p t r , i x , i y , i y z ) 
DIMENSION MST(9)

IYZ-у к а за т е л ь  п род ви гается  на { 1<айтем> : IYZDPP=0’ | 
’<стрелку> : IYZDPP=1’ } сеточного д ом ен а  (IX ,IY ,IY Z ) в 
DM-м а с с и в е  (тип (0 ,0)).  MS-у к а з а т е л ь  оказы вается  н а 
строенным на массив , з а д ав а е м ы й  в MST. IRW-у к а з а т е л ь  
{ ' <с.охраняется> : IYZDPP=0 ’ | ’ <«еопределен> : IYZDPP=1 ’ }.

В о з в р а щ а е м о е  з н а ч е н и е  ф у н к ц и и  MXYZPP=<koh у с т а н о в 
к и  н а  д о м е н >  ( с м .  п.8.3.).

Е с л и  п р о д в и н у т ь с я  н а  { ’ < а й т е м >  : IYZDPP=0 ’ I ’ < с т р е л -  
к у > : IYZDPP=1 ’} д о м е н а  не, у д а л о с ь  (MXYZPP ф  0), т о  IYZ - 
у к а з а т е л ь  н е о п р е д е л е н .

П а р а м е т р  LPTR = —2 ,—1,1,2. П р и  |LPTR| = 1 п р о и с х о 
д и т  п о и с к  м а с с и в а  в  а р х и в е  п о  н о м е р у  NM=MST(1), ф о р 
м и р у е т с я  MS-у к а з а т е л ь ,  к о т о р ы й  з а п о м и н а е т с я  в 8  э л е 
м е н т о в  ц е л о г о  м а с с и в а  MST(2), ..., MST(9) п о д о б н о  п у н к т у
5.5.8.

П р и  |LPTR| = 2 в о с с та н а в л и в а ет с я  MS- у к а з а т е л ь  и з  це
лого м асси в а  MST(2), ..., MST(9 ) подобно пункту 5.5.8.

Е с л и  MXYZPP ф  0, т о  {LPTR<0-<HeT п е ч а т и >  |LPTR>0- 
< п е ч а т ь> }  и н ф о р м а ц и и  о  н е в о з м о ж н о с т и  у с т а н о в и т ь с я  п а
домен.
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9.2. Д оменны й <сет переменных> =
( ’ v i: ti Vi: t,- ’ , . . . ’ V|n t p | : t|NTP| ’),

|HTP| =  1, MC04 на  сетке — у п оряд очен н ая  п о сл ед о ва
тельность  переменных V,- типов t,- одинаковой п р о стр ан 
ственной разм ерности  (с одинаковым NYZ), задан ная  на 
доменах  сетки одного и того же типа  (либо ячеечных, 
либо узловы х). М аксимально допусти м ы й размер  сета 
МС04> 1 з а д ае т с я  адм и н и стр ато р о м  вер си и  пакета. Сет 
переменных з а д ае т с я  первы ми I NTP I столбцам и сет-мас- 
сива

DIMENSION IST ( 8 , 4*МС04). С то л бц ы  INTPI+1...., 4*МС04
исп ользую тся  как рабочие. Р а с с м о тр и м  типичный стол 
бец I S T ( k , i ) .  k = l , . . . 8  (см. Т абл и ц у  п .8 .1 .).

1ST( 1 , i ) =1Т,
IS T (2 , i )= J T .
IST(3 , i )  ={ '0 : <t; г л о б а л ь н ы й /л о к а л ь н а я  ви д и м о сть> ’ I 

' 1 : < t, глобальны й> ’ }.
I  ST (3 , i ) и гн ори руется , если л о к ал ьн ая  видимость в типе 
t ,  отсутствует  (см. Т абли цу  п.8 .1 .) .

1ST( 4 , i ) , I S T ( 5 , i ) , 1ST( 6 , i )  — не более трех  номеров 
в архиве м ассивов-дескрипторов  сетки, однозначно за 
даю щ их данный тип t j .

Если тип tj- о б лад ает  способностью  видеть объекты  
локально и 1ST(3 ,  i ) =0, то один из трех  м ас с и в о в -д е с к 
рипторов сетки I S T ( 4 , i ) ,  I S T ( 5 , i )  либо 1ST( 6 , i ), отве
чаю щ и й за  локальную  видим ость  в типе t , ,  может быть 
использован  в другом  типе t 3 (вообще говоря  и в другом  
с ет -м асси в е  1ST) лишь в режиме I S T ( 3 , j )  = l.

П ар ам етр ы  I S T ( 3 , i ) , I S T ( 7 , i ) , I S T ( 8 , i )  и сп ользую т
ся только функцией IPNPP.

Переменные ’ v ; : t i 1 , i = l . . . I NTP I с е т -м а с с и в а  1ST упо
рядочены  в монотонную п о следовательность . К аж д ая  пе
ременная из ’ V,-: t ,  ’ попадает  в пространственны й домен 
(IX, ' IY : NYZ ' , IYZ), где она впервы е в стр ети л ась .  М нож е
ство таких доменов монотонизовано: в о зр астает  IYZ; при 
фиксированном IYZ в о зр а с т ае т  ’ IY : NYZ’ ; наконец, при 
фиксированных IYZ и ’ IY:NYZ’ в о зр а с т ае т  IX. В фикси
рованном домене (IX ,IY ,IY Z) м н ож ества  переменных из 
’ V,: t ,  ’ , i = l . . . | NTP I (каж дой при писы вается  номе р IS >
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> 0 ), которые в нем впервы е в стр ети л и сь ,  о б р азу ю т  мо
нотонную подпоследовательность , упорядоченн ую  по г.

Е сли  более одной переменной из впервые
в стр ети л о сь  в одном и том же домене (IX , IY , IY Z), то они 
упорядочены  по своим локальн ы м  ном ерам  IP > 0 в этом 
домене.

А л гебраи чески  переменной из ’ V,-: t ;  ’ , i = l . . . I NTP I 
с е т -м а с с и в а  1ST со о тветству ет  4-вектор ( IS  , IX , IY , IYZ).

9.3. FUNCTION IPNPP(LX,1 S T ,LPT, N TP,IP ,IX ,IY ,IY Z) 
COMMON / JPNCPP/ J P , JX, JY, JYZ 
COMMON /KPNCPP/ KP,KX,KY,KYZ 
COMMON /MPNCPP/ M 
DIMENSION IS T (8 , 4*MC04)

конкатенирует  переменные из 1ST в доменную  последова
тельность.
IPNPP={-11 IS>0} в ы р а б а т ы в а е т  номер IS > 0 перем ен
ной ’ V|n t p | '• ^|NTP| ’ в с е т -м а с с и в е  1ST с указател ем  (1Р>0 , 
IX , IY , IYZ).
Е сли  1 V)n t p | : t|NTP| ’ бинарны й объект, то и сп о льзу ет 
ся еще указатель  (JP , JX , JY, JYZ). Н апри м ер , в Cl.i (1Р= 
= 0 , IX , IY , IYZ) у казы вает  на ячейку О, a  ( J P , JX, JY,JYZ) 
указы вает  на междоменный индекс г в одной из ячеек, ку
д а  он входит.

Выходной п ар ам етр  КР=-1, если объ ект  ( IP . IX .IY ,  
IYZ) впервые в с т р ет и л с я  в домене (IX ,IY ,IY Z). Иначе, 
(KP>0 ,КХ ,KY, KYZ) — у к азател ь  н а  (1Р>0 , IX , IY , IYZ), но 
в домен, где он впервы е в стр ети л ся .

Вы ходной п ар ам етр  ’ М={ ’ 1 : <внутренний> ’ I ’ 0 : <гра- 
ничный> ’ } : 1 Р > 0 ’ признак небинарны х объектов  ’V|n t p | : 
t|NTP| ’ с JT ф 0 (см. Т абл и ц у  п.8 .1 .) .  В вы ходны х п а р а 
м етрах  1ST( 8  , i ), i = l , . . . , | NTP I содерж и тся  количество 
переменных из в доменной последовательности ,
которые впервы е в стр ети л и сь  в домене { ’ ( IX , IY,IYZ) : 
КР=-1’ I ’ (KX,KY,KYZ): КР>0 ’ }.

IP =  {—2| -  1| > 0). П ри  IP < 0 р а б о т а е т  режим т р а с 
сировки доменной последовательн ости .  П од  IS > 0 при 
этом следует  понимать м акси м альн ы й  номер в п оследова
тельн ости  переменных из ’ V;: t ;  ’ , i= 1, . . . , I NTP I , которые 
впервые в стрети ли сь  в домене (IX ,IY ,IY Z). Н ум ерация  в
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доменной последовательн ости  н ач и н ается  с нуля.
Выше описан режим р а б о ты  тр асси р о вк и  IP =  —2. 

В режиме IP =  —1 переменны е ’ ’ V,-: t,-’ : IST(7 , i ) = 0 ' . 
i=1 , . . . , I NTP I в трасси ровке  доменной п ослед овательн о
сти не у ч ас т в у ю т  (т.е. д ля  них в ы р а б а т ы в а е т с я  IS T (8 , 
i )= 0 ) .  Входные п ар ам етр ы  IST(7 , i )  = {0 I 1}. i = l , . . . ,
I NTP I игн ори рую тся  при IP ф — 1.

’ IPNPP=-1 : I P > 0 ' — нет дом ен а  или объекта в доме
не, определяем ы х у к азател ям и  (IP , IX , IY , IYZ) и (JP ,JX , 
JY, JYZ).

’ 1РМРР=-1: 1Р<0 ’ — т р а с с и р у е м а я  доменная последо
вательн ость  пуста  (т.е. из дом ен а  (IX ,IY ,IYZ) в нее не 
попала ни одна переменная из ' : t 2- ’ , ;=1, . . . , I NTP I ).

{ ’ <нет п еч ати > : NTP<0 ’ I ’< п еч агь > : NTP>0’} -  у п р а в л е 
ние печатью  о ситуации, если IPNPP=-1.

9.4. FUNCTION L{Р 1 1 |M22}PP(LX,IST,LPT, NTP,
IX, IY , IYZ, L , M)

COMMON /М{Р11|М22}РР/ M{P11 IM22)

Состояние {<ячеечного Г2> I <узлового ш >} домена  (IX,
IY.IYZ) м асси ва -деск р и п то р а  типа { ( 1 ,1 ) 1 ( 2 ,2 ) }  из 1ST 
с номером в архиве 1ST(4 , I NTP I ) с I NTP 1=1,. . . , МС04 
|<установить>{ ’ <глобальным> ,L{P11 1М22 }РР={ '0  : <уже 
глобальны й> ’ I ’ 1: <был локально невидим> ’ } : L=1' | 
’<локально невидимым>, L{P 11 |М22}РР={ ’ 0 :<уж е л о к ал ь 
но невидим> ’ I ' 1: <был глобальпы м > ’ } : L=0 ’ } I 
’<прочитать глобальное  (L{Р1 1 IМ22}РР=1)/локально не
видимое ( L j P l l I М22}РР=0)> :L=-1 ’ }
и признак домена {<установить> { ’ <внутренним>, в ы 
ходной парам етр>  М{Р11 |М22} = 1 :М=1 ’ I
’ <граничным>, <выходной пара,метр> М{Р11 IМ22}=0: 
М=0’ } I
‘<прочитать внутренний (вы ходн ой  п ар ам етр  М{Р1 1 1 
М22} = 1 ) /г р а н и ч н ы й  (вы ходной п а р а м е т р  М{Р 11 I М22} =0)> : 
М=-1’ }.

В о звращ аем ое  значение функции L{P11 1М22}РР=-1 - -  
домен (IX ,IY ,IYZ) в м асси в е -д е с к р и п то р е  отсутствует.

| ’<нет п е ч а ти > : NTP<0’ I ’< п еч ать> : NTP>0’ } — у п р ав 
ление п ечатью  о ситуации, если L{P11 IМ22}РР=—1
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9.5. FUNCTION LP22PP(LX,IST,LPT,NTP,
I P , IX , IY , IYZ, L , M)

COMMON /МР22РР/ MP22
С остояние междоменного индекса  {w|er|A} с у казателем  

(IP> 0  , IX , IY , IYZ) в м а сси в е -д еск р и п то р е  типа  { ( 1 ,2 )  I (1, 
4) I ( 1 ,5 )}  из 1ST с номером  в архиве  1ST(4,1  NTP | ) с 
I NTP 1=1..........МС04
{<установить>{’<глобальным> , LP22PP={’0 : <уже гл о 
б а л ь н ы й  ' I ’ 1 : <был локально неви ди м > ’} : L=1  ’ I 
’<локально неви дим ы м > , LP22PP={’0: <уже локально  не- 
видим> ’ I ’ 1: <был глобальны м > ’ } : L=0 ’} I 
’<прочитать гл о бал ьн о е  (LP22PP=1) /л о к а л ь н о  невидимое 
(LP22PP=0) > : L =-1 ’} 
и признак междоменного индекса
{<установить>{ ’ <внутренним>, <выходной п арам етр>  
МР22= 1: М= 1 ’ I ’ <граничным> , <выходной парам етр>  
МР22=0:М=0’ } I
’<прочитать внутренний (выходной п а р а м е т р  МР22= 
= 1 ) /гр ан и ч н ы й  (выходной п а р а м е т р  МР22=0)> : М=-1 ’ } .

В озвращ аем ое  значение функции LP22PP=-1 — м еж до
менный индекс {ш|(т|А} с у к а за т е л е м  (1Р>0 , IX , IY , IYZ) в 
м асси ве-деск р и п то р е  отсутствует .

{ ’< нет п еч ати > : NTP<0’ | ’< п ечать> : NTP>0’ } — у п рав 
ление печатью  о ситуации, если LP22PP=-1.

9.6. FUNCTION LP12PP(LX, 1ST,LPT, NTP, IX , IY , IYZ, L) 
COMMON / JP12PP/ J P , JX, JY, JYZ

Состояние бинарного о б ъ ек та  {Г2.а;|Г2.(г|Г2.А} в я ч е й 
ке 12 =  (IX, IY, IYZ) содерж ащ ей  междоменный индекс 
{w|cr|A} с у казател ем  (JP>0 , JX , JY, JYZ) в м а с с и в е -д е с к 
рипторе типа  {(1, 2) |(1 ,4) |(1 , 5)} из 1ST с номером  в архиве 
IS T (4 , I NTP I ) с I NTP 1=1, ..., MC04
{<установить> { ’<глобальн ы м > , LP12PP={’0 : <уже гло- 
бальный> ’ I ' 1: <был локальн о  невидим> ’ } : L=1 ’ I 
’<локально невидимым>, LP12PP={’0 : <уже локально не- 
видим> ’ I ’ 1: <был глобальны м > ’ } : L=0 ’} I ’ <прочитать  
глобальн ое  (ЬР12РР=1)/локально невидимое (LP12PP=
= 0 ) > : L= - 1 ’ }

В озвращ аем ое  значение функции LP12PP=-1 — бинар
ный объект  {12.w|f2.(r|12.А) в ячейке  Cl =  (IX.IY.IYZ).
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содерж ащ ей междоменный индекс {ш|<г|А} с указателем  
( J P > 0 , JX, JY,JYZ) в м а с с и в е -д е с к р и п т о р е  отсутствует. 
{ ’<нет п е ч а ти > : NTP<0 ’ I ’< п е ч а ть > : NTP>0 ’ } у п р ав л е 
ние печатью  о ситуации, если  LP12PP=-1.

§8.10. Ц и к л и ч е с к и е  о п е р а ц и и  н а  с е т к е

10.1. FUNCTION N{1 I2}0pPP(LX, IST.LPT,NTP, J) 
DIMENSION IS T (8 , 4*MC04)

однократны й цикл по всем {<ячеечным Ш)> I <узловым 
(ш)>) домен ам  м а с с и в а -д е с к р и п т о р а  типа  { ( 1 , 0 ) I ( 2 , 0 )} 
из 1ST с номером  в архиве  IST(4,NTP) с NTP=1, . . . МС04. 
В озвращ аем ое  значение функции N{l|2}0pPP> 0 — коли
чество доменов в м асси ве -деск р и п то р е .

П ри J =  0 осущ ествляется  фиктивный проход. При 
J =  1 в каж дом  домене в ы зы в ается

FUNCTION l { l | 2}0pPP(LX)
COMMON /А {1 |2}0рРР/ NYZ, IX , IY , IYZ,LDN, IXT, 

наполнение которой  р е а л и зу е т ся  пользователем . LDN — 
признак динам ичности  О Л М  (см. п .5 .5 .10 .) ,  в котором 
располож ен домен (IX ,IY ,IY Z ).  В ходное значение п а р а 
м е тр а  IXT =  0. Е сли  при выходе из функции 1{1|2}0рРР 
установлено IXT =  1, цикл после  данного д ом ен а  об р ы ва
ется.

Здесь  и д ал ее  р — к, ... — зам ен а  циклической  рекур
сии. Д опустим ы е подстановки  ( А , . . . )  д л я  реализации 
вложенных циклов о п р ед ел яю тся  ад м и н и стратором  вер 
сии пакета.

10.2. FUNCTION (N11 IМ22}рРР(LX,1ST,LPT,NTP,J,LL) 
DIMENSION IST(8,4*MC04)

однократны й цикл по { ’ <всем> :LL=1 ’ I ’<локально види- 
мым>:ЬЬ=0 ’} {<ячеечным (Ш >  I <узловым (и )> )  доменам 
м а с с и в а -д е с к р и п т о р а  типа { ( 1 ,1 )  1 (2 ,2 )}  из 1ST с номе
ром в архиве  IST(4,NTP) с NTP=1,. . .МС04.

В озвращ аем ое  значение функции {N11 |М22}рРР> 0 — 
количество  доменов в м ассиве-дескрипторе , у ч ас т в у ю 
щих в цикле (в зависи м ости  от п а р а м е т р а  LL). Фиктивный 
проход  (J =  0) о су щ ествл яется  именно по этим  доменам.
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При J =  1 в каж дом домене, у ч аству ю щ ем  в цикле, вы зы 
в ается

FUNCTION { m l  J22}pPP(LX)
COMMON / { A l l |В22}рРР/ NYZ, IX , IY , IYZ,M,LDN, IXT,

наполнение которой  р е а л и зу е тся  п о льзователем . М — 
вн у тр ен н и й /гр ан и чн ы й  признак дом ен а  (см. п.9 .4 .) .  Не
нулевое значение п а р а м е т р а  LDN пон им ается  как <NA до
менной стрелки> м а с с и в а -д е с к р и п т о р а  типа  { ( 1 ,1 ) 1 ( 2 ,  
2 )}, на  которую можно п род ви н уться  из функции {11 1 1 
J22}pPP вызовом NIL=NE01PP(LDN). П ри  входе в функцию 
’ {1111J22}pPP:LDN>0’ сч и таю тся  выполненными следую 
щие действия:

NIL=NE01PP(LDN)
LDN=NED1PP(1)
LDN=NIDPP(0)

т.е. текущ им я в л яе т с я  бит ( IА=0 , IB= 1) О Л М  — домен
ной стрелки  м а сси в а -д еск р и п то р а .  В битах  (1А=0,1В=0) 
и (1А=0,1В=1) содерж ится  служ еб н ая  информация.

10.3. FUNCTION N { 2 2 |4 4 |55}рРР(LX, 1ST,LPT,
NTP,J.LL.MM)

DIMENSION IST(8,4*MC04)
однократный цикл по { ’ <всем> :LL=1 ’ I ’ <локально ви- 
димым> : LL=0 1} междоменным индексам  ({<узлам (lj)>| 

<граням (сг)> | <ребрам  (А)>{) м а с с и в а -д е с к р и п т о р а  типа 
{ ( 1 , 2 ) I ( 1 , 4 ) I (1 ,5 )}  из 1ST с ном ером  в архиве  IST (4 , 
NTP) с NTP=1, . . . МС04.

В о звращ аем ое  значение функции N{22 I 44 | 55}рРР> 0 —
количество  междоменных индексов в м асси в е -д еск р и п то 
ре, участвую щ их  в цикле (в зави си м ости  от п ар ам етр а  
LL). Фиктивный проход  (J =  0) о су щ ествл яется  именно 
по этим междоменным индексам. П ри J =  1 в каждом 
междоменном индексе, у ч аству ю щ ем  в цикле, в ы зы вает 
ся

FUNCTION l{22 |44 |55}pPP(L X )
COMMON / А{22 I 4 4 I55}рРР/ NYZ, I P , IX , IY , IYZ, M, LDN, IXT,

наполнение которой  р е а л и зу е т ся  п ользователем .
’М:ММ=11 — вн у тр ен н и й /гр ан и ч н ы й  признак междоменно
го индекса (см. п .9.5.) . Н еопределен  при ММ =  0.
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10.4. FUNCTION N l{ 2 I4 15}рРР(LX, 1ST, LPT, NTP, NITP,
JP,JX,JY,JYZ,J.LDNLDN) 

DIMENSION IS T (8 , 4*MC04)
однократны й цикл по всем  я ч ей к ам  { (Q(w)) I ( Q(er)) | 
( 0 (A ) )}, содерж ащ и м  общий меж доменны й индекс {и>\сг\  
А} с указател ем  ( J P > 0 , JX, JY,JYZ) в м а сси в е -д еск р и п то 
ре типа { ( 1 ,2 )  1 (1 ,4 )  1 (1 ,5 )}  из 1ST с номером  в архиве 
{ >IST(4, I NTP | ) : NITP= 1 ’ I ’ IST,(5, I NTP I ) : NITP=2 ’ } с I NTP | = 
= 1 , . . . MC04.

В озвращ аем ое  значение функции Nl{2 I 4 1 5}pPP>0 — 
количество  ячеек  {(Q(u>)) I (fl(<r)) I ( f l (A ))} с общим м еж 
доменным индексом {w I cr | A}, у ч аств у ю щ и х  в цикле. Фик
тивный п роход  (J =  0) о су щ ествл яется  именно по этим 
ячейкам. П ри  J =  1 в каж дой  ячейке, у ч аствую щ ей  в 
цикле, в ы зы вается

FUNCTION I l { 2 14|5}рРР(LX)
COMMON /А 1{2I4 |5}рРР/ NYZ, I P , IX , IY ,IY Z,I,LD N , IXT,

наполнение которой  р е а л и зу е тся  пользователем .
IP > 0 — номер междоменного и н декса  {w|er|A} в ячейке 
(IX .IY .IY Z) цикла {(fi(w)) I (П(ег)) | (fi(A))}.
{ ’<непервая> : 1 = 0 ' I ’< первая> :1 = 1 ’} я ч ей к а  цикла в мо
нотонной последовательн ости  доменов-ячеек  (см. п.9.2). 
П ризнак динам ичности  LDN (см. п .5 .5 .10) д л я  О Л М , в 
котором расп олож ен а  ячей к а  ( IX ,IY ,IY Z ) цикла { ’<неоп- 
редел ен > :LDNLDN=0’ | ’<определен> : LDNLDN=1'}.

В озвращ аем ое  значение функции Nl{2 I 4 1 5}рРР=-1 — 
междоменный индекс {w|<r|A} с у к а за т е л е м  (JP > 0 ,JX ,JY ,  
JYZ) в м асси ве -деск р и п то р е  отсутствует .

{ ’ <нет печати> : NTP<0 ’ I ’ <печать> : NTP>01} — у п р ав л е 
ние печатью  о ситуации, если  N l{ 2 I4 |5}рРР=-1.

10.5. FUNCTION N {2 l4 |5} lpP P (L X ,1ST,LPT,NTP,NITP,
IX , IY , IYZ, J , I I )  

DIMENSION IS T (8 , 4*MC04)
однократны й цикл {(ы(П)) I (cr(fl)) I (А(П))} по всем меж
доменным индексам  {w|er|A}, в ходящ и м  в ячейку ( IX , IY , 
IYZ) в м асси в е -деск р и п то р е  ти п а  { ( 1 , 2 ) I ( 1 , 4 ) I (1 ,5 )}  
из 1ST с ном ером  в архиве  { ’ IS T (4 ,  I NTP I ) : NITP=1 ’ I ’ 
IS T (5 ,IN T P I) :NITP=2’ } с INTP1 = 1 , . . .MC04.
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В озвращ аем ое  значение функции N{2I4 I5}1рРР>0 — 
количество  междоменных индексов {(w(Q)) I (cr(fi)) | 
(А(Г2))}, входящ их в ячейку (IX ,IY ,IY Z ) у ч аству ю щ и х  в 
цикле. Фиктивный п роход  (J =  0) о су щ ествл яется  имен
но по этим  междоменным индексам. П ри  J =  1 в каждом 
междоменном индексе, у ч аству ю щ ем  в цикле, вы зы вается

FUNCTION I { 2 | 4 I5 } lpPP(LX)
COMMON / А{ 2 I4 I5 } 1рРР/ NYZ, I P , IX , IY , IYZ, I ,LDN, IXT, 

наполнение которой  р е а л и зу е тся  пользователем .
IP > 0 — номер междоменного и н декса  {и|<г|А} в ячейке 
( IX , IY , IYZ) цикла { ( Ц П ) )  | (<r(fi)) I (A(fi))}.

М еждоменный индекс в цикле { ’ <невпервые> : 1=0 ’ I 
’<впервы е>:1= 1’} в с т р е ч а е т с я  в ячей ке  (IX ,IY ,IY Z) 
из монотонной п о след овательн ости  доменов-ячеек  (см. 
п.9.2). П ризнак 1={’<неопределен> :11=0’ I ’ <определен> : 
11=1’}.

LDN — признак динам ичности  (см. п .5 .5 .10.)  для  
О Л М , в котором  р асп о л о ж ен а  яч е й к а  (IX ,IY ,IY Z ).

В озвращ аем ое  значение функции N{2I4 I5}1рРР=-1 — 
ячей к а  (IX ,IY ,IY Z) в м ас с и в е -д е с к р и п т о р е  отсутствует.

{ ' <нет п еч ати > : NTP<0 ’ | ’ <печать> : NTP>0 ’ } — у п р а в л е 
ние п ечатью  о ситуации, если  N{2I4 I5}1рРР=-1.

10.6. FUNCTION MYZpPP(LX,NM,J,LL)
однократны й цикл по { ’<всем >:LL=1’ I ’<локально ви- 

димым> : LL=0 ’ } внешним индексам  м а с с и в а  с номером  NM. 
П а р ам етр  LL и гн ори руется ,  если л о к ал ьн ая  видимость в 
массиве с номером  NM отсутствует . В о звращ аем ое  зна
чение функции MYZpPP > 0  — коли чество  внешних индек
сов в м ассиве  с ном ером  NM, у ч аству ю щ и х  в цикле (в за 
висимости от п а р а м е т р а  LL). Ф иктивный п роход  (J =  0) 
осущ ествляется  именно по этим  внешним индексам. При 
J =  1 в каж дом  внешнем индексе, у ч аству ю щ ем  в цикле, 
вы зы вается

FUNCTION JYZpPP(LX)
COMMON /BYZpPP/ NYZ,IYZ,LDN,IXT, 

наполнение которой  р е а л и зу е т ся  пользователем .
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П р и л о ж ен и е  С

У с л о в и я  (2.1) и  п е р в о е  и з  у с л о в и й  (2.2) г л а в ы  VI, з а 
п и с а н н ы е  в  в и д е

“М н5 ъ 
^

 

II о (С.1)

а '

(С.2)

(С.З)
а

б у д е м  и н т е р п р е т и р о в а т ь  к а к  с и с т е м у  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  
у р а в н е н и й  о т н о с и т е л ь н о  ф у н к ц и и  К ( т д , Г д , ...), г д е  А ,  
В ,  ... — в е р ш и н ы  я ч е й к и  — м н о г о у г о л ь н и к а  Л В . . .  . В ы я с 
н и м  х а р а к т е р  з а в и с и м о с т и  V  о т  г Л , Г д ,  ... , п о з в о л я ю щ и й  
у д о в л е т в о р и т ь  ( С .1 )— ( С . З ) .  Б у д е м  о б о з н а ч а т ь  х 1 = х.  

х 2 ~  У-
С о о т н о ш е н и е  ( С .  I) о з н а ч а е т  и н в а р и а н т н о с т ь  о б ъ е м а  

я ч е й к и  п р и  п а р а л л е л ь н о м  п е р е н о с е  в  л ю б о м  н а п р а в л е 
н и и .  Н е д и а г о н а л ь н ы е  э л е м е н т ы  с о о т н о ш е н и я  ( С . 2) о з н а 
ч а е т  и н в а р и а н т н о с т ь  о б ъ е м а  я ч е й к и  п р и  п о в о р о т а х ,  д и а 
г о н а л ь н ы е  — о д н о р о д н о с т ь  п о  х  и  у  ( в  о т д е л ь н о с т и )  с 
п е р в ы м  п о р я д к о м .  С о о т н о ш е н и е  ( С . З )  о т с у т с т в и е  з а з о 
р о в  и  н а л о ж е н и й  м е ж д у  я ч е й к а м и .

Е с т е с т в е н н о  с ч и т а т ь  ( х о т я  и  н е о б я з а т е л ь н о ) ,  ч т о  о б ъ 
е м  я ч е й к и  з а в и с и т  л и ш ь  о т  к о о р д и н а т  у з л о в ,  я в л я ю щ и х с я  
е е  в е р ш и н а м и ,  и  и м е е т  в и д  V  = УаъХаУъ- З д е с ь  и н д е к -

а,Ь
с ы  а,  Ь п р о б е г а ю т  п о  в с е м  в е р ш и н а м  я ч е й к и .

Р а с с м о т р и м  с н а ч а л а  к а к и е  у с л о в и я  н а  Vab н а к л а д ы 
в а ю т  с о о т н о ш е н и я  (С.1 ), ( С . 2), о з н а ч а ю щ и е  а п п р о к с и м а 
ц и ю  у р а в н е н и я  н е п р е р ы в н о с т и .  Н е д и а г о н а л ь н ы е  э л е м е н 
т ы  ( С . 2) д а ю т  ' Y 2 Vabx ах Ь =  0, о т к у д а  Vab =  - Vba ■ С ’О О Т -  

а, Ъ

н о ш е н и е  ( С.1 ) д а е т  ^ 1 а̂ЪУь = 0. о т к у д а  ^  Уаь = 0. т . е .
а, Ъ о,

с у м м а  э л е м е н т о в  в  с т р о к е  ( с т о л б ц е )  м а т р и ц ы  (Vab) р а в н а  
н у л ю .
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Р а с с м о т р и м  т р е у г о л ь н у ю  я ч е й к у .  М а т р и ц а  {Уаъ), 
у д о в л е т в о р я ю щ а я  с ф о р м у л и р о в а н н ы м  у с л о в и я м ,  о ч е в и д 
н о  и м е е т  в и д

С М  = а
0 1 - 1

- 1 0 1
1 - 1 0

Е с л и  н о р м и р о в а н н ы й  м н о ж и т е л ь  а  в ы б р а т ь  и з  у с л о 
в и я ,  ч т о б ы  п р я м о у г о л ь н ы й  т р е у г о л ь н и к  с  е д и н и ч н ы м и  к а 
т е т а м и  и м е л  о б ъ е м  = п о л у ч и м ,  ч т о  Е ( г д , 1 * в , Г с )  е с т ь  
п л о щ а д ь  п р я м о л и н е й н о г о  т р е у г о л ь н и к а  с  р а д и у с - в е к т о 
р а м и  в е р ш и н  Г д ,  г  в ,  Т с -  Т а к и м  о б р а з о м ,  д л я  т р е у г о л ь 
н ы х  я ч е е к  ф у н к ц и я  V  о п р е д е л я е т с я  и з  у с л о в и й  (С.1 ),
(С-2).

Р а с с м о т р и м  т е п е р ь  ч е т ы р е х у г о л ь н у ю  я ч е й к у .  А н т и 
с и м м е т р и ч н а я  м а т р и ц а  ( V ab) и м е е т  ш е с т ь  н е н у л е в ы х  н е 
з а в и с и м ы х  э л е м е н т о в ,  н а  к о т о р ы е  н а к л а д ы в а ю т с я  ч е т ы 
р е  у с л о в и я  УдЬ = 0 ( и з  н и х  л и н е й н о  н е з а в и с и м ы х  —

а
т р и ) .  Д в а  д о п о л н и т е л ь н ы х  у с л о в и я  с л е д у ю т  и з  ( С . З )  и  
с о с т о я т  в  т о м ,  ч т о  Vab ф  0 т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а  у з л ы  а и  
Ь  с о с е д н и е .  Т а к и м  о б р а з о м ,  Vac — Vbd  -  0 и  о с т а в ш и е 
с я  ч е т ы р е  э л е м е н т а  м а т р и ц ы  ( Уаь) о п р е д е л я ю т с я  с  т о ч 
н о с т ь ю  д о  н о р м и р о в о ч н о г о  м н о ж и т е л я .  Н а к л а д ы в а я  у с 
л о в и е  н о р м и р о в к и :  о б ъ е м  V  е д и н и ч н о г о  к в а д р а т а  = 1, 
п о л у ч а е м ,  ч т о  V { r A , тВ) г с ,  Гд) — п л о щ а д ь  п р я м о  л и н е й - *  
н о г о  ч е т ы р е х у г о л ь н и к а  с  р а д и у с - в е к т о р а м и  в е р ш и н  Г д ,  
гв, тс , Гд.

П р и л о ж е н и е  D

П о л у ч и м  ф о р м у л у  (6.5) г л а в ы  VI. Р а с с м о т р и м  п р о и з 
в о л ь н у ю  ч е т ы р е х у г о л ь н у ю  я ч е й к у  A B C D  ( с м .  р и с . 1 —D) 
с  к о о р д и н а т а м и  в е р ш и н  тА) 1*в, г  с , Г д .  Т р е б у е т с я  н а й т и  
к о о р д и н а т ы  т о ч к и  п е р е с е ч е н и я  с е р е д и н н ы х  п е р п е н д и к у 
л я р о в  к  д и а г о н а л я м  А С  и  B D .

П о  г е о м е т р и ч е с к о м у  с м ы с л у  в е к т о р ы  Б д  и  Sc п е р п е н 
д и к у л я р н ы  д и а г о н а л и  B D , а  в е к т о р ы  S b  и  Б д  — д и а г о -
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н а л и  А С . К р о м е  т о г о

S.4 = -S c , S b  =  — S d -

И з  ф о р м у л ы  ( С . З )  п о с л е  с в е р т к и  п о  г, к с л е д у е т  
(Sa.r„) = 2 V .  Б о л е е  т о г о ,  т а к  к а к  в  м а т р и ц е  (Vab) э л е м е н 
т ы ,  с о о т в е т с т в у ю щ и е  п р о т и в о п о л о ж н ы м  в е р ш и н а м  р а в н ы  
н у л ю ,  с п р а в е д л и в ы  р а в е н с т в а

( Б д . Г д )  + (Sc, Т с )  = (Sb , tb) + (Sb .tb) = V.

И з  ( С . З )  с л е д у е т  т а к ж е  т о ж д е с т в о

c = S a( c , r a) (-D-1)

с  п р о и з в о л ь н ы м  в е к т о р о м  С =  const.
С  у ч е т о м  э т и х  з а м е ч а н и й  и с к о м ы й  в е к т о р  R м о ж е т  

б ы т ь  п р е д с т а в л е н  в  с л е д у ю щ и х  ф о р м а х

R =  ^ ( г д  + Г с )  + a S B = i ( r В  + Г д )  +  / 3 S A . ( D . 2)

У м н о ж и м  ( D . 2) с к а л я р н о  н а  в е к т о р  г д  — Г в  п е р п е н д и к у 
л я р н ы й  S ^ . И м е е м

^ ( Г д  + Г с ,  Г д  -  Г В ) +  a ( r D -  Г в ,  SB) = ~ ( r 2D ~  r 2B ).

Н о  ( г д  -  г в ,  SB) = -(гв, SB) -  ( г д ,  Sb ) = -V, п о э т о м у  

« =  2р:(»,в - » ,г) +  ( г д + г с , г в - г в )).
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П о д с т а в л я я  э т о  в ы р а ж е н и е  д л я  а  в  ( D . 2), п о л у ч а е м

R = ^ (гд-  + г с )+ 2 ^ ( г /| + r c , r D -  r B ) S B +  

+  2\ р(гв  ~  rb )S B  =

~\irA + r c ) - ^ 7  [(r ^ + r c, rB)SB + ( г  а  +  г  с ,  г д )SD] + 

+  2у ( гв$в  +  r^So)-

С  у ч е т о м  ( D A )  д в а  п е р в ы х  с л а г а е м ы х  в  п о с л е д н е м  р а в е н 
с т в е  п р е о б р а з у ю т с я  к  в и д у

(0 + (ii) 2 V
( г д  + r c , r A ) S A + (гд + rc, r c )Sc J =

= 7^(ГА +  ГС, ГД ~  rc )S A -  2^7(гд -  rc)$A
_1
2 V

± ( r * S A+ r2c Sc).

О т с ю д а  п о л у ч а е м  и с к о м о е  в ы р а ж е н и е

R =  ^ £ S°M2-

П рилож ение Б

У с т а н о в и м  я в н ы е  ф о р м у л ы  д л я  в ы ч и с л е н и я  т е н з о р о в  
Nik,а- Р а с с м о т р и м  я ч е й к у  A B C D , т о ч к и  Е,  F,  G, Н  — 
с е р е д и н ы  с о о т в е т с т в у ю щ и х  с т о р о н  ( с м .  р и с . 1 —Е )

Т о ч к а  О  в ы б р а н а  т а к и м  о б р а з о м ,  ч т о  VABo h  =  

=  VB f o e  =  Vc g o f  =  VB B o g  =  \VABc d - О п р е д е л и м  е е  
п о л о ж е н и е .  П о  п о с т р о е н и ю  E H  = F G  =  | BD.  П о э т о 
м у  р а в е н с т в о  VAe o h  =  Vc g o f  б у д е т  в ы п о л н е н о  т о г д а  и
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только тогда, когда точка О лежит на прямой, п араллель
ной диагонали B D  и проходящ ей через середину диагона
ли АС.  Аналогичное условие д ает  и равенство V b f o e  = 
= V d h o g ■ Кроме того очевидно, что при любом положе
нии точки О выполнено V a e o h  + V c g o f  =  V b f o e  +  V d h o g  
(t.k. V a e o h  = V a e o h  и т .д .). Таким образом точка О ле
жит на пересечении прямых, проходящих через середины 
диагоналей параллельно другой диагонали.

Рассмотрим  теперь четырехугольник А Е О Н .  Пусть 
kj а е > ki Eo, ki OH, ki}HA — векторы, направленные вдоль 
соответствующ их сторон, как это показано на рис.2— Е; 
Sk.AE, S k,EO, Sk,Ho, S k,HA — ориентированные наружу 
длины соответствующ их сторон А Е О Н . Тогда

Nik =  kiAESk,AE +  ki'EoSk'EO +  ,HASk,HA,

индекс а опущен.
В дальнейшем нам потребую тся следующие легко 

проверяемые утверждения: пусть £,у — антисимметрич
ный тензор ( £ 1 2  = 1), тогда
1) вектор £;jdj  получается из вектора щ поворотом на 
угол 7г/2  по часовой стрелке,
2) £>j£kq — ^ik ĵq &iq îj •
Обозначим kitHA +  =  U, Sk,HA +  Sk,AE = Sk,  тогда

k i ' H A ^ k . H A  + k i :A E S k , A E  —
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Из геометрических соображений ясно 

k i  , Н А  k i , A E  — 2

S k , H A  S]ctA E  — %£k q k q tH  A  “Ь  %£ kq k q tA E  “  kqlqt  

( k i tH A  — k i }A E ) ( S k , H A  — S k tA E )  =  — ̂ i j ^ k q S j l q  =

=  l i S k -  (l, S ) S i k ,

так что

& i , H A S k , H A  + k i tA E S k iA E  =  U S k — ~(l, S ) 6 i k . 

Аналогично

ki.soSfc.Bo +  kioHSk,oH = miSk — —(m., S)Sik,

™ i  =  k i  E O  +  k i  O H -

Окончательно

Ajjfc — 2 (n > S) îk> n i — h  m i •
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Вектор п  соединяет точки О и Q — серидину диаго
нали B D  (см. рис.З— Е). Очевидно п  = г(<5) — г(О) = 
= г(О ') — г (Р ), где точка Р  — середина диагонали АС,  
О'  — точка пересечения диагоналей.

П р и л о ж ен и е  F

У словия первого порядка аппроксимации интегралов 

вида J pikqikdV связываю т матричные элементы д“- и 
п

геометрические характеристики сетки равенством

9ij Piklk,a<ljqlq,b — У (2/^P(it)9(ijfc) + - ^ P i i ) i ( ^ 1 )

которое должно быть выполнено при произвольных тен
зорах рц., qjg. Получим условия на матричные элементы 
gfj1, не содержащие тензоров pik и qjq. Д ля этого заме
тим, что:
i) P{ik)9(ik) = Pikq(ik), тж. свертка антисимметричной час
ти тензора pik с симметричным тензором 9(ik) равна нулю;
ii) ри = pikSik.
Соотношение (.F.1) принимает вид

9ij Pik̂ k ,a9j qlq ,b =  V(2pq(ik) A ^^ikqj j)Pik j 

И В силу произвольности Pik

9ij lk.aqjqlq,b — V(2pq îk~)A



Приложение G 26:*
Воспользуемся теперь тождествами:

i) Q(ik) — 2  9ki) — 2  (fiijfikq +  &iq t>kj )<?j q i

ii) 4jj =  bjq4jq\
и перепишем (F.2) в виде

9ij If: ta4j q̂q,b — &kq "i“ ^iq^kj  "i“ ^ îkfijq^Qjqi

откуда, в силу произвольности g;? , окончательно получа
ем

П р и л о ж ен и е  G

Это приложение носит справочный характер. В нем 
приведены некоторые сведения о Соболевских простран
ствах и эллиптических уравнениях, используемые в ос
новном тексте при обосновании разностных схем метода 
опорных операторов для уравнения П уассона.

Функция и (х i ,x 2) принадлежит пространству С оболе
ва Н к((Э) (к — целое число), если она сам а и все ее обоб
щенные производные до порядка к  квадратично интегри
руемы в О. Норма в пространстве Н к(0)  зад ается  фор-

9ij lk,alq,b — V ( ^ i j  ̂ kq “1“ ^iq^kj  “1“ ^ik^jq') — VÂ ikjq-

мулой

где a  =  (m, n) — мультииндекс, |a | = m  +  n. 
И спользуется также полунорма

Замыкание по норме ЦиЦ  ̂ о множества бесконечно 
дифференцируемых финитных функций образует в Н к((Э)
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подпространство, обозначаемое Н к{О). Его элементы об
ладаю т тем свойством, что будучи продолжены нулем 
вне области О они принадлеж ат Н к(Oi), VOi D О.

Согласно теореме К альдерона [20] функции из Н к(0)  
можно продолжить на всю плоскость R таким образом, 
что для продолженной функции С\и  справедливо нера
венство

I |Ci “ I |fc,pi =  PilM U.O-

Более того, продолжение можно осущ ествить таким об
разом  [36], что

|C 2 « |fc ,R  =  В 2  | WI jfc 10  .

где константы В\ ,  В 2  не зависят от и.
Д л я  Соболевских пространств имею т место следую 

щие вложения [20]. Пусть О — ограниченная область 
в R с непрерывной по Липшицу границей и пусть С — 
гладкая кривая в О. Тогда:

1. Н 1{О) вклады вается в L k(G),

2. ff2(0) вклады вается в С(0).
Это означает, что:

1. для лю бой функции и £  Я 1 (О) имеет смысл интеграл

J itds и J \u\ds < M i \\u \\i q-,
е е

2. для  лю бой функции и £ Н 2(О) имеет смысл значение 
функции в точке х £  б  и |и(ж)| < Ма|М |а,о;

где константы М \,  М 2  не зависят от и.
При исследовании вопросов аппроксимации в про

странствах обобщенных функций Н к+1(М) разложение в 
ряд Т ей лора зам еняется оценками функционалов, обра
щающихся в нуль на подпространствах Р*(М) полиномов 
степени < к. В этом случае функции iti и Иг, такие что
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« 1  — « 2  G Pk считаю тся эквивалентными и соответствую 
щие классы  эквивалентности образую т ф актор-простран
ство H i+1/Pf; с нормой

IH U + i .m  = in|  ll« +  p||fc+i,M-
р £ Р к

где й G H k+1/Pk  — класс эквивалентности функции и G 
G Н к+1.

О казы вается [20], что

inf ||u +  p||fc+i.M < -W|w|fc+i,M-Р&Рк

И з этого утверждения очевидным образом  следует и лем
ма Б рем бла-Г ильберта.

Обобщенным решением задачи  Д ирихле для уравне
ния Пуассона

Ди =  /  при х G О, и |ао =  ^

назы вается функция и(х)  £ Д 1(0), удовлетворяю щ ая ин
тегральному тождеству

J( grad г}, grad u)dH =  J frjdV

при любой rj(x) G H k(0)  и такая, что и — ц  G Я ^О ).
Обобщенным решением задачи  Д ирихле для уравне

ния Пуассона

Д и =  /  при х G О,
ди
дп = V

дО

назы вается функция «(ж) £ Д 1(0 ), удовлетворяю щ ая ин
тегральному тождеству

j  (grad т), grad«)dV  =  J frjdV  +  J [iT)ds
о  о  do

при лю бой г)(х) G Я 1(0).



266 Приложение G

В ряде случаев решение обладает дополнительной 
гладкостью , а именно и(х) £  Я 2(О). Это имеет место (для 
первой краевой задачи), если f ( x )  £ L 2(О), ц(х) £ Н 2(0)  
а область О есть окружность, кольцо, прямоугольник или 
может быть преобразована в одну из этих областей с по
мощью регулярного преобразования у = у(х ) £ С (0) [19].
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