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Введение

В настоящ ее время идеи и методы  вычислительного 
эксперимента являю тся общепризнанными [1]. С точки 
зрения теории численных м етодоа клю чевым элементом 
этого подхода к организации научных исследований яв­
ляется звено «математическая м одель» — «вычислитель­
ный алгоритм». П роблема состоит в том, как сопоста­
вить выбранной (на данном этапе исследований) мате­
матической модели явления или процесса эффективный 
и гибкий вычислительный алгоритм. Под этим имеется 
в виду следующее. Современные вычислительные мощ­
ности не позволяю т, как правило, проводить расчеты  на 
подробных разностных сетках в случаях, когда эти  рас­
четы носят многовариантный характер . Если, кроме то­
го, проводимые расчеты  генерирую т изменения и уточ­
нения самой математической модели, то отдельные блоки 
вычислительного алгоритма должны быть легко заменяе­
мы и стыкуемы друг с другом.

П ри этом, с одной стороны, создание эффективных вы­
числительных алгоритмов возможно лишь на основе дос­
таточно глубоко проработанной теории, а с другой сто­
роны, отсутствие таковой привело к формулировке полу- 
эмпирических принципов и подходов, позволяющих по­
лучить качественное решение н а достаточно грубых ре­
альных сетках. У трируя, можно сказать, что произошло 
расщепление теории численных методов для уравнений 
математической физики на два  направления. Одно из на­
правлений делает  упрр на обоснование вычислительных 
алгоритмов (аппроксимация, устойчивость, сходимость) 
не интересуясь происхождением исходных дифференци­
альных уравнений и рассм атривая проблему абстракт­
но-математически [2, 3, 5, 6, 8— 10, 12— 14]. Д ругое на­
правление основное внимание уделяет физическому смыс­
лу аппроксимируемых уравнений [4, 7, 11, 15, 16] и на 
этой основе формулирует принципы построения разност­
ных схем, выходящ ие за  рамки собственно теории числен­
ных методов, такие, как консервативность [34] и полная
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вем аналитическим, вопросы сходимости исследую тся с 
учетом гладкости решения и вы ясняется какой степени 
указанного выше согласования следует добиваться при 
заданной гладкости.

Техника построения разностных схем д ля  инвариант­
ных уравнений математической физики была развита в 
работах школы А .А .С ам арского. Это и вариационный 
подход [41, 53— 55] и метод опорных операторов [37— 41, 
56— 57].

М етод опорных операторов, в том виде как он исполь­
зуется в данной работе, был предложен А .А .С амарским , 
В.Ф.Тишкиным, А .П.Ф аворским, М .Ю .Ш аш ковым в 1981 
г. [37— 38]. Применительно к уравнению П уассона идея 
этого метода состоит в том, что один из операторов div 
или grad аппроксимируется непосредственно, а второй 
таким образом, чтобы удовлетворить разностному ана­
логу интегрального тож дества

� �u d iv p d K  =  � �u pds — � (Р: grad u)dV.
�� �� � �

� 1�

В последующих работах этих и других авторов бы­
ли построены и исследованы  разностные схемы метода 
опорных операторов д ля  различны х уравнений матема­
тической физики [46, 51— 52, 59— 71]. Ч асть  этих работ 
была суммирована в [41].

Отметим, что аналогичная идея, применительно к 
прямоугольным сеткам, была вы сказана в [47].

Вариационный подход к построению разностных схем 
для уравнений лагранж евой газовой динамики был пред­
ложен в работах С амарского А .А ., Головизнина В.М ., 
Фаворского А .П. в конце 70-х годов и в дальнейшем ин­
тенсивно развивался этими и другими авторам и [41, 53— 
55]. И дея метода состоит в замене непрерывной среды 
дискретной и применении к последней принципа наимень­
шего действия, считал независимыми переменными коор­
динаты узлов сетки. Построенные таким образом схемы 
оказались консервативными и, более того, — полностью 
консервативными [4].
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са, также неизменная во времени. Аппроксимация таких 
схем в акустическом приближении исследована либо для 
треугольных сеток [70], либо квазирегулярны х четырех­
угольных сеток [53]. Д ля произвольных сеток вопрос об 
аппроксимации остается открытым, более того высказы­
ваю тся сомнения в ее сущ ествовании [71].

Между тем реальные расчеты  зачастую  приходится 
проводить на существенно нерегулярны х сетках. Даже 
если сетка в начальный момент являлась регулярной, 
она может потерять регулярность в результате движения 
сплошной среды (и вмороженной в нее сетки) с сильны­
ми сдвиговыми деформациях. В этом случае происходит 
потеря аппроксимации и полный « р азвал »  сетки, после 
чего дальнейший счет становится невозможным.

Указанные обстоятельства приводят к необходимости 
расширения семейства полностью консервативных разно­
стных схем. Возможных путей для этого несколько, во­
прос в том какой из них ведет к более простым и эффек­
тивным вычислительным алгоритмам .

Один из подходов предлож ен в [72] и состоит в по­
строении разностных схем с мультиплетным числом тер­
модинамических степеней свободы, когда каждой ячейке 
сетки приписывается несколько масс, объемов и соответ­
ственно плотностей, давлений. В основе этого подхода 
лежит следующее соображение: чем больше в разност­
ной схеме термодинамических степеней свободы, тем бо­
лее жесткой является сетка (по аналогии с треугольной 
сеткой).

Д ругой подход состоит в построении более сложного 
оператора, определяющего кинетическую энергию дис­
кретной среды [73]. При таком подходе наиболее простой 
вариант — считать м ассы  узлов симметричными тензо­
рами, определяемыми конфигурацией сетки [74— 76].

Альтернативным подходом к численному моделирова­
нию динамики газа  в рам ках лагранж ева способа описа­
ния является использование свободно-лагранж евых сеток 
и соответствующ их разностных схем. Такие схемы полу­
чили широкое распространение в вычислительной прак­
тике, т.к., в отличие от традиционных лагранж евы х мето­







16 Введение

турные режимы для нелинейных сред в пространственно 
трехмерных областях сложной формы с граничными ус­
ловиями общего вида на ЭВМ  с ограниченными ресурса­
ми быстродействия и памяти.

Расш ирение предметной области  этого пакета факти­
чески связано с реализацией некоторых абстрактных ти­
пов данных (представление скалярны х, векторных и тен­
зорных объектов на структурных элементах нерегуляр­
ной сетки) и совокупности операций над ними (нанример, 
divgrad, rotrot, вычисление гравитационных, магнитогид­
родинамических или вязких сил в сплошной среде и т.д.) 
[84, 85]. Такие задачи возникают, например, при изуче­
нии процессов, сопровождающих термоядерную  реакцию, 
в астрофизических и других приложениях. Д ругими сло­
вами, в отличие от первоначальной версии Т Е К О Н а, ко­
торая ориентировалась на тепловые задачи, новые его 
версии имеют дело с принципиально новой предметной 
областью  и новыми классам и задач .

С ледует особо отметить, что при создании системы 
Т Е К О Н  использовалась идеология операторного подхо­
да и, поэтому, инструментальные средства системы ори­
ентированы прежде всего на решение вычислительных 
задач  этого типа, что, впрочем, никак не ограничивает 
рамки применимости системы для решения других клас­
сов задач.

Целью настоящей работы  является  разработка ма­
тематического аппарата для исследования разностных 
схем на произвольных нерегулярны х сетках, обоснование 
и модификация схем уже используемых в вычислитель­
ной практике. Авторы не ставили своей целью построе­
ние разностных схем в смысле выписывания разностных 
уравнений (хотя таковые и присутствую т в тексте). Тем 
более выписывание шаблонных функционалов, задающ их 
элементы матрицы разностной схемы, эту весьма тру­
доемкую работу может выполнить компьютер. Мы по­
старались на достаточно простых примерах проиллю ст­
рировать технику построения разностных схем на нере­
гулярных сетках и обозначить возможные подходы к их 
анализу и модификации (на основе этого анализа).
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В работе исследую тся разностные схемы для модель­
ных задач: эллиптических уравнений П уассона и линей­
ной стационарной теории упругости, а также гиперболи­
ческих уравнений акустики.

Н есмотря на существенно различны е свойства эллип­
тических и гиперболических уравнений и различные под­
ходы к их аппроксимации, оказывается, что исследование 
сходимости соответствую щ их разностных схем на нере­
гулярных сетках демонстрирует ряд  общих черт.

1) Чтобы  сравнивать решение, полученное численно, 
с решением исходной дифференциальной задачи  в теории 
разностных схем осущ ествляется проектирование послед­
него в пространство сеточных функций. Н а регулярной 
сетке или сетке, обладаю щ ей той или иной симметрией, 
способ проектирования, как правило, не вызы вает вопро­
сов. На нерегулярных сетках выбор проектора неочеви­
ден. Это приводит к необходимости классификации про­
екторов и описания их в терминах моментов (см. §2.3).

2) В обоих случаях разностные схемы, вообще гово­
ря, не аппроксимируют уравнений в локальном смысле, 
поэтому доказательство сходимости возможно после ана­
лиза структуры  погреш ности аппроксимации. И сследо­
вание этого вопроса приводит к идее расщ епления про­
странства векторных сеточных функций в ортогональную 
прямую сумму подпространств потенциальных и вихре­
вых полей.

3) У словия сходимости в «сильных» нормах в обоих 
случаях аналогичны: спроектированный на сетку метри­
ческий тензор Sik должен быть потенциальной сеточной 
функцией. Если это условие не выполнено, имеет место 
сходимость в «слабы х» нормах.

Перейдем к краткому изложению содерж ания работы.
Г лава  I посвящена построению  разностной схемы ме­

тода опорных операторов д ля  уравнения П уассона и ва­
риационно-разностной схемы для уравнений лагранже- 
вой газовой динамики.

В §1.1 вводится разностная сетка и  обсуждаю тся воз­
можные варианты  задания на ней сеточных функций.

В §1.2 ф ормулируется идея метода опорных опера­
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или прямоугольники) в [17] показано слабое вложение се-
�

точных пространств Н2 в L°°. С оответствую щ ая оценка, 
аналогична оценкам, характерным для метода конечных 
элементов [7— 8].

В §2.4 получен разностный аналог интегрального пред-
о

ставления функций из Н2(0 ), на базе которого строит­
ся кусочно-постоянная функция непрерывного аргумента, 
совпадаю щ ая в ячейках с исходной сеточной функцией. 
В дальнейшем оценивается норма именно этой функции в 
Lp , которая равна соответствую щ ей сеточной норме ис­
ходной функции. В §2.5 показано, что имеют место вло-

о
жения сеточных пространств Lp в Н2 при 1 < р  < оо, а

о
в §2.6 показано слабое вложение L°° в Н2 с константой 
М  ��  |1пЛ| з .

Г лава  III посвящена исследованию  сходимости разно­
стных схем метода опорных операторов для уравнения 
П уассона на классических решениях.

Результаты  этого исследования можно сформулиро­
вать следующим образом. Р азностная дивергенция ошиб­
ки вычисления потоков равна нулю. Следовательно эта 
ошибка есть разностный ротор некоторой сеточной функ­
ции С- Функция £ удовлетворяет уравнению вида

�����	 � � �  С = -  ro th (П grad ���  (4)

где rot/,, rot/, — разностные аналоги  оператора r o t ; П — 
проектор, преобразую щ ий векторные функции непрерыв­
ного аргумента в сеточные векторные функции.

Р азл агая  правую часть этого уравнения в окрестно­
сти некоторого узла, получаем

rot/, (П grad ��  = AiUi +  А{кЩк +  

где u; = du/ dx i ,  Щк = � 2� � � � � � � � , •••;

Ai — разностный аналог и нтеграла £  dxi = 0,

Aik — разностный аналог и нтеграла ^ ( x i d x k + X k d x i )  =  0.

Таким образом, отличие от нуля правой части уравнения 
(4) обусловлено рассогласованием  между разностным ро­
тором и проекцией на сетку потенциального векторного
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давления этих возмущений искусственные диссипаторы 
должны быть согласованы со структурой  главного чле­
на погрешности аппроксимации.

В главе VI рассм атривается семейство разностных 
схем с ячеисто-узловой дискретизацией, которая пред­
полагает, что часть переменных (координаты  и скоро­
сти жидких частиц) отнесена к узлам  сетки, другая 
часть (термодинамические величины: плотность, давле­
ние, ...) — к ячейкам-многоугольникам, образованным уз­
лами сетки.

Основное внимание сосредоточено на вопросах ап­
проксимации. Б олее точно, исследуется только про­
странственная аппроксимация, поэтому дискретизация по 
времени не проводится и рассм атриваю тся дифференци­
ально-разностные схемы.

В §6.1 дается описание вариационно-разностных схем 
для уравнений лагранж евой газовой динамики и их аку­
стического приближения.

В §6.2 рассм атриваю тся вопросы аппроксимации ука­
занными разностными схемами уравнений акустики. По­
казано, что уравнение неразры вности аппроксимируется 
с первым порядком точности на произвольных сетках, а 
уравнение движения, вообще говоря, нет. Получен кри­
терий аппроксимации уравнения движения: для аппрок­
симации необходимо и достаточно, чтобы  движения, со­
храняющие объемы всех ячеек, имели нулевой импульс. 
Если сетка четы рехугольная, то имеющихся свободных 
параметров схемы недостаточно, чтобы удовлетворить 
этим условиям.

В §6.3— 6.5 рассм атривается подход к построению 
сходящихся (в акустическом приближении) разностных 
схем лагранжевой газовой динамики, связанный с введе­
нием в разностные уравнения искусственных диссипато- 
ров. Отправной точкой служ ит представление главно­
го члена погрешности аппроксимации уравнения движе­
ния =  0(1) в «градиентном» виде. П равильнее было бы 
сказать, что погрешность аппроксимации имеет «почти 
вихревую » структуру, так как она «почти ортогональна» 
(в интегральном смысле) всем потенциальным сеточным
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функциям. Здесь мы, однако, опираемся не на физиче­
скую интерпретацию, а на формальную  структуру соот­
ветствую щ ей конструкции. Смы сл терминов, взятых в 
кавычки, будет раскрыт в указанных параграф ах. «Г ра- 
диентность» означает, что результирую щ ая сил, дейст­
вующих со стороны ячейки на ее вершины-узлы, рав­
на нулю. С ледовательно, сила, действую щ ая на связ­
ное множество H  узлов имеет поверхностный характер 
и, нормированная на единицу массы , убывает как HIJ �  
Это в свою очередь означает, что движения, вызываемые 
этими силами носят хаотический характер и содерж ат в 
основном коротковолновые возмущения. Так как в полно­
стью консервативных разностных схемах нет численной 
диссипации эти возмущения не м огут быть подавлены и 
следует констатировать, что такие схемы не обеспечива­
ю т сходимость, если отсутствует локальная аппроксима­
ция. Ясно, что диссипативные члены, вводимые в уравне­
ния для подавления этих коротковолновых возмущений, 
должны быть согласованы с погрешностью  аппроксима­
ции, точнее со структурой ее главного члена. Д ейст­
вительно, так как погрешность аппроксимации и вызы­
ваемые ей движения имеют «почти вихревой» характер, 
т.е. не изменяю т объемов ячеек, то очевидно подавить 
их скалярной вязкостью  (добавкой к давлению ), пропор­
циональной дивергенции скорости, невозможно.

В §6.3 устанавливается, что погреш ность аппрокси­
мации уравнения движения имеет «почти вихревой» вид, 
что позволит показать сходимость разностных схем от­
носительно давлений.

В §6.4 рассм атривается структура главного члена по­
греш ности аппроксимации и устанавливается его явный 
«градиентный» вид.

В §6.5 предлагается искусственный диссипатор для 
подавления главного члена погрешности аппроксимации и 
показана сходимость соответствую щ их разностных схем 
в энергетической норме со скоростью  О(Л^). Построена 
нелинейная консервативная разностная схема с предло­
женными диссипаторами.

В §6.6— 6.7 рассм атривается другой вариант расши­
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димости является  следствием полной консервативности 
разностной схемы, более конкретно — отсутствия схем­
ной диссипации энергии. Тем не менее можно показать, 
что имеет место сходимость к решению дифференциаль­
ной задачи  в некоторой негативной норме. Н а качествен­
ном уровне это означает, что ошибка имеет «дивергент­
ный» вид и разностное решение осциллирует около спро­
ектированного на сетку решения дифференциальной зада­
чи. При этом «ам плитуда осцилляций», вообще говоря, 
есть 0 (1 ), а «ам плитуда» сеточной функции под «дивер­
генцией» есть 0(h) .  Подавить эти  осцилляции можно вво­
дя в схему искусственную вязкость порядка 0(h) .  Т огда 
решение разностной задачи будет сходится к решению 
исходной дифференциальной со скоростью  О (Л5).

В §7.1 описывается семейство полностью  консерватив­
ных разностных схем на свободно-лагранж евой сетке с 
областями соответствия — ячейками Д ирихле и исследу­
ется вопрос об аппроксимации этими схемами уравнений 
акустики.

В §7.2 установлен вид главного «дивергентного» чле­
на ошибки аппроксимации уравнения неразрывности и 
показы вается сходимость акустического приближения 
рассматриваемы х разностных схем в негативной норме.

В §7.3 разностные уравнения модифицируются, путем 
добавления диссипативных членов, таким образом, что­
бы получить сходящ уюся (в акустическом приближении) 
разностную схему.

В главе VIII рассмотрены некоторые вопросы по­
строения сопряженных операторов в дискретных алго­
ритмах путем организации ссылок в список с использова­
нием структурно-динамических инструментальных сред­
ств системы ТЕК О Н .

В §8.1 описаны иерархическая структура и дисципли­
на работы  с инструментальными средствами этой систе­
мы.

В §8.2 приводится краткая характеристика основных 
понятий, используемых в описании системы.

В §8.3 дается краткое описание открытия работы  с 
системой и печать ее состояния в момент аварийного ос­
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танов а.
В §8.4 представлена информация об архиве масси­

вов — нетекстовом, многотомном (есть возможность ра­
боты с параллельны м процессором применительно к де­
композиционной алгебре).

В §8.5 описаны типы данных внешнего индекса масси­
ва. П редставлены структура и назначение однородного 
линейного м ассива (О Л М ), который представляет собой 
часть массива и может быть интерпретирован как одно­
родный массив байтов. О Л М  дает возможность осуще­
ствлять работу в режиме виртуальной  памяти.

В §8.6 представлены динамические типы данных (де­
ревья, очереди), которые являю тся важными структура­
ми данных, и наиболее часто использую тся для модели­
рования конкретных физических процессов.

В §8.7 показано, что элементы динамической структу­
ры (О Л М -стрелки) также являю тся сложной структурой 
и представляю т собой очередь из £)-айтемов (структури- 
зованных массивов). £)-айтемы можно интерпретировать 
как элементы внутренней виртуальной  памяти.

В §8.8 продемонстрированы средства создания деск­
рипторов сетки, после чего возникаю т сеточные типы 
данных.

В §8.9 описаны нециклические операции на сетке — 
виды прямого доступа к элементам  сетки.

В §8.10 представлены циклические операции на сетке.
В Приложения вынесены выкладки, имеющие вспомо­

гательное значение и затруднивш ие бы чтение основного 
текста.

Нумерация формул своя в пределах каждого п ар агр а­
фа, а рисунков в пределах главы . Если не оговорено про­
тивное, ссылки относятся к той же главе, в которой они 
делаю тся.

Сеточные функции, как правило, обозначаю тся теми 
же буквами, что и функции непрерывного аргумента. Мы 
надеемся, что такие обозначения вызовут не больше недо­
разумений, чем если бы мы скорость обозначали буквой 
�=� а соответствующ ую сеточную функцию, скажем бук­
вой а . К акая функция им еется в виду в большинстве слу­
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Глава I
Разностные схемы�

на неортогональных сетках

§1.1. Сетки и сеточные функции

Г. Н астоящ ая глава посвящ ена построению разност­
ных схем на нерегулярных сетках для эллиптического 
уравнения П уассона и гиперболической системы урав­
нений лагранж евой газовой динамики. В первом случае 
используется метод опорных операторов, во втором — 
вариационный принцип Г ам ильтона-О строградского . На 
первый взгляд ни сами уравнения, ни методы построения 
разностных схем для них не имеют ничего общего. Од­
нако это не так. Обсуждением этой темы мы займемся 
в §1.4. Здесь отметим лишь следую щ ее. Как уравнение 
Пуассона, так и уравнения лагранж евой газовой динами­
ки могут быть записаны в терминах инвариантных диф­
ференциальных операторов div и grad и попадаю т, таким 
образом, в класс задач, д ля  которого мы предполагаем  
построить теорию разностных схем на произвольных не­
регулярных сетках. Однако в этой главе мы ограничимся 
сетками, элементы которых можно занумеровать двумя 
индексами (напомним, что рассм атриваю тся только дву­
мерные задачи). Б удут описаны процедуры, позволяю ­
щие не только получить для указанных уравнений раз­
ностные схемы на нерегулярны х сетках, но и построить 
разностные операторы, которые следует интерпретиро­
вать как разностные аналоги дифференциальных опера­
торов div и grad.

2°. Д ля построения разностных операторов необходи­
мо заменить область О изменения непрерывного аргумен­
та некоторым дискретным множеством (расчетной сет­
кой), а также ввести соответствую щ ие пространства се­
точных функций. При этом мы ограничимся обсуждени­
ем случая, когда все величины  зависят только от двух 
пространственных переменных. Отметим, что такое рас­
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обстоятельство мы игнорируем. К роме того, сливаю т­
ся грани A B C D ,  A 'B 'C 'D '  и  сам а трехм ерная ячейка. В 
данной главе также не будут рассм атриваться  ситуации, 
когда на таких гранях  определены сеточные функции, по­
этому это обстоятельство также игнорируется. Наконец 
сливаю тся, например, ребра А В ,  А 'В '  и  грань А А ' В ' В  
(аналогично другие ребра и грани), на плоскости (х ,у ) 
они изображ аю тся отрезком, соединяющим узлы  А  к  В.  
Сеточные функции, определенные на трехмерных ребрах 
и гранях, суть различные объекты . Поэтому мы будем 
рассм атривать множество отрезков на плоскости (х ,у ) 
как объекты  двух типов и говорить о сеточных функциях, 
заданных на ребрах, и сеточных функциях, заданных на 
гранях  сетки.

3*. П ри использовании метода конечных разностей наи­
более часто использую тся два  способа дискретизации 
скалярных величин. Первый способ: значения сеточной 
функции, аппроксимирующей скалярную  функцию и(х), 
считаю тся заданными в узлах ( i , j )  и  обозначаю тся 
соответственно. В торой способ: значения сеточной функ­
ции, аппроксимирующей скалярную  функцию и(х), счи­
таю тся отнесенными ячейкам  ( * + j  +  \ )  и  обозначаю тся

х „  ______r _____ шсанию способов дискретизации
векторных величин. Д ля  простоты  будем временно счи­
тать, что векторные поля имею т только две компоненты, 
которые леж ат в плоскости (х, у). Здесь способов дискре­
тизации больше. Заметим сразу, что по построению на 
множестве узлов задан а вектор-функция радиус-векторов 
узлов Ti j .  Т ам  же, следовательно, будут заданы и про­
изводные этого поля по времени, если сетка подвижна. 
Таким образом  в качестве представления векторного по­
ля  и(х) на сетке может быть вы брана сеточная функция, 
отнесенная к узлам  сетки и являю щ аяся в каждом узле 
вектором U* j .

П ри рассмотрении криволинейных сеток более удоб­
ным может оказаться использование компонент вектора, 
вычисленных в местных, связанных с сеткой, системах 
координат. Д л я  этого удобно интерпретировать расчет-
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творить разностному аналогу интегрального тождества

с произвольными и(х)  и р(ж).
Прежде чем приступать к построению  разностной схе­

мы необходимо ввести в расчетной области  разностную 
сетку и на ней определить сеточные функции, аппрокси­
мирующие функции непрерывного аргумента. Способ вы­
бора сетки и задания сеточных функций неявно учиты ва­
ет какой из операторов div или grad будет опорным, а 
какой определяемым. М етод опорных операторов допус­
кает здесь большую свободу вы бора. В иллю стративны х 
целях мы ограничимся в этой главе следующим вариан­
том.

Будем считать, что сетка состоит из узлов, соединен­
ных двумя семействами ребер, которые образую т четы­
рехугольные ячейки (см. р и с .1.3). У злы  сетки, кото­
рые будем нумеровать двум я целочисленными индексами 

образую т множество ш. Узлы, лежащ ие на грани­
це расчетной области, образую т множество 7 . Ячейки 
будем нумеровать полуцелыми индексами (г + ^ , j  + | ) .  
В дальнейшем (для краткости) символ ^2 без индексов 
будет обозначать суммирование либо по всем узлам , ли­
бо по всем ячейкам сетки в зависимости от того целые 
или полуцелые индексы содерж ит выражение под знаком 
суммы.

К узлам сетки отнесем сеточную функцию температур 
Uij.. В этом случае естественным образом аппроксимиру­
ется оператор grad. Б удем  интерпретировать линии уз­
лов i = const (j  — const) как координатные линии £ =  const, 
(7 7  =  const). Пусть Д£,-+ 1 , � �	� � � — ш аги сетки в направ­
лениях £, г). Т огда величины

M» + l,j ~  � �!� � �!�" 1 � �!
’ A»7j+i

можно интерпретировать как производные ди/д£  и ди/дт) 
отнесенные к соответствую щ им ребрам  сетки. А именно
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Аппроксимация интеграла по расчетной области  О полу­
чается суммированием (2.5) по всем ячейкам  сетки

� � � � � 	 � � (2.6)

Пусть теперь сеточная функция {р{,Рц} является  раз­
ностным градиентом, т.е.

_ _  Ц+ lJ  ~  viJ

Pv.iJ+i =
_  ^-,J+ 1  -  Vj,j

. hi j  + i
П одставляя эти выражения в (2.6) и собирая множители 
при V i j t получим

где для внутренних узлов di j  имеет вид 

di,j ~  s « + 1  j 9,>L,j ~  s« - | ,j9,?_ i  j  +

Здесь обозначены:

���� � O * T 2 >3 *T j ij

~ 9n, i j+i  cos A + *  j  + *)+  

����� � � ���	 ��  i J  + iX  

x (9e,i+i,j ““ 94 ,i+i,j + i  cos 5 ,+ i iJ + i ) +  

+ (V c /s in 2  C )j+ i j  + iX

x (9f,,+i j ~  94 l< + i,j- i cos c 'i+ i i i - p +  

+ (V b /s in 2  D X + i j .^ x

x (9f,<+i,i _ 9 4 , i , j - ic o s  I

(2.7)

(2.8)



44 � � �� ���� � �� ���� � � � �� � �� � �� �� � �� � � � �� � � �� � � � �� � � �� �

w,.�•F 0D� �/ 	#8�#N�8�j4

R,�Y&ƒ•�‹�0 � ’ �' 7 8 @ N�G5F�/ #8#] �8 � -‹ �

� ��  �� �� � !������ "���� #

R ,� ŽQ&‚�‹�ž� �I&c‹0)0‹� �G5F� ‹

‹,uG •F 0D� �;-&8jŠ0‚�‹�0 R
( 2 . 8' )

#�8�t� I � ‚�� � �G5F� ‹

+(Vb / F0D� �S p ‚ p R

4 �m��#�N�8�# � I� G5F� ‹

S‚&‚�‹�p‚� bbb� r� � ��� �� � � � �� � �� �$%� �����%������&� ��#

��+��� �" � �%�	� �� � � ! � � � � � ,0�‹ � � � N 	 �� ,# � N�‹ � $ -&� )))� b� X���(�
� � 	 � � � � �� �� �� � � ��� � ,��)� �� �)� � )% -� � � �� �%����(&� ����+��#
� �" � � 	 � 	 � �� � �! � � � � ,0� ‹ � N	� �� � � � � 	 � �� +�� ��$ � �	 ' � � � � �
� s� � & � � 	 � � � � � ,eŽ�‹ � N �8� €- & � ,0� ‹ �' &�‚ � r� $ -� � � � � ���� ������#
��" � �$ �� � � � �� � �� � �� � �� � �&� � �� � �� � � � � � 	 � � � � � � �����#
��� � �� ��� ��)� � � �� � �� � �$ � � � � � � � � �" �� � ����%�����&� ��#
��+��� �" � ���	� �� � � ! � � � � � � # �N � 8� €- & � )))� )� X ���(��#N� r�
� ! t �� � � � ���$&� ��� �� � � � � � � � � � � �� �%�� � � 	 � � � ,e� ‹ � €& �‚-&�
�# �N8� ‹ ' -&� ,e� 8 �� � N 	 �� , # �N� 8 �$ -&� �)�)� � ! t � � � � � 	� � � � � � �  #
�$� < 0< � < ' < � < � �� < ' < � � �� � � � � � � � � �$ �� �$&� �� ��� ���� �� �
� � �� � � � � � � ' � � � � � �$ � �%��� �(� � � � � � � e � � s� � � ,��)� � � � )�)Z-)�
X �� � *�� � �F‚‹ p ‚ � r� � �� � ��(� � � � � � � < ' < � < � < ' � �� �)�)� f � � � � �
��� �����+�"

} � , /01…�”cš� ,� 8�-

��������� � �� � � � � � �( � � � � � ���$ � � �� �� � �� � � /01�N� �� �  � ��
� � ���� � �$ �� ����+��� ƒp‹�p� �� � � � � � � � � � � � �$8

� � � ��� � �� �� ��� � � � �� �� � � � �� � � � � 	 � N,R-� � � � � � ! � �%� �����)�
[ � � � � � � � � � (� �&� ����� �\ ��� �� ,W)Z-� � � � � � � � � � � � � �� � � � �#
��+�� � �$ � � ' � � � � �� � � � � � � d � � � � � � � � 	 � � � � �� �� < � < � < ' < � &�
F0‹Ÿ‚NI‹Š�‚� r � � ����� � � � 	 � � � � �  � � �� � � � � � � � � # � � � � � � � � ��8

ружу, qb‹ 0• r� ��� � �� �� ���� � � � � � � � � �� � �� ��&� � � � � � � ( � � 	



�&� �� � � �� � ��� � ' � �� � � � � � � ' � " ���� �� 	 '� ( "���� � � 	�



	� Разностные схемы на неортогональных сетках [ Гл . I

к коодинатной линии £, т.е. контр авариантная компонен­
та в криволинейной системе координат (£ ,77). А налогич­
ный смысл имеют и другие величины, входящие в (2.7).

Окончательно, разностная схема м етода опорных опе­
раторов д ля  краевой задачи ( 2 .1 ), (2 .2 ) имеет вид

(d iv h (i , j ) £ w \ ) ,

/ j \ u*+i,j — UiJ= -(gradh “)«,i+ kJ =-h~,--
� � ��� �

= —( grad/i u )r),«,j+i = — ~r— -— >
*,J+T

uitj = u m(xi j ) ,  ( i , j ) € y ,

где разностный оператор div/, определен формулами 
(2.9), (2.7), (2.8), (2.8 '); предполагается, что величины 
f ( x i j )  и  u , ( x i j )  имеют смысл.

Разностная схема (2.10) консервативна в том смысле, 
что имеет место разностный аналог баланса

J Qds = J f d V ,  (2 .1 1 )
Е  П

где fl — произвольная часть области  О с границей Е. 
Действительно, умножая первое из уравнений (2.10) на 
Vij  и суммируя по г, j  в пределах i‘i < i < *2 , j  1 < j  < j’2 

получаем

и
1,3

+ sM + | < j+i  ~  /(*<,;)•
* J

Но в сумму в левой части  вы раж ения вида si+^,j<zf+ 1 ; 
входят дважды с противоположными знаками за  исклю­
чением тех, у которых либо г =  *1 , либо г =  г’г. Ана­
логичным образом  обстоят д ел а  с выражениями вида
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В итоге получаем

i

�� S>a,j + j9 , 3 j  + i
j

i

i

Это соотношение и есть разностны й аналог (2.11), вы ра­
жающего «закон сохранения энергии»: количество энер­
гии, уходящей через границу Е, равно ее количеству, 
производимому источниками в fl.

§1.3. Вариационно—разностны е схемы  
д л я  уравнении лагранж евои  
газовой динам ики

Г. Настоящ ий параграф  посвящен построению разно­
стных схем для уравнений лагранж евой газовой динами­
ки исходя из вариационного принципа Гам ильтона-О ст- 
роградского. Разностные схемы такого типа получили 
название вариационно-разностных. К ак и в предыдущих 
параграф ах мы не будем здесь стрем иться к максималь­
ной общности, а наоборот пбстараем ся подробно описать 
процедуру построения вариационно-разностны х схем в 
наиболее простой модели сплошной среды.

Как известно, лагранж ев способ описания служит ос­
новой аналогии сплошной среды с континуальной систе­
мой частиц. Э ту  связь механики континуума с механи­
кой конечного числа материальны х точек целесообразно 
использовать при построении дискретных моделей меха­
ники сплошных сред.

Рассмотрим  адиабатическое движение произвольного 
конечного объем а V(t),  состоящего из одних и тех же кон­
тинуальных частиц (см. р и с .1.8). С ледуя принятой ана­
логии, лагранж иан -С такой системы можно представить 
в виде
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кинематической связи

<5и =
d<5r 
d t (3.4)

И спользуя (3.2), (3.3) и закон сохранения объема, запи­
санный в виде

<5(dV) =  dV div <5r, 

получаем связь между <5е и 6г

ёе = — — div ёг. (3.5)
Р

Опишем процесс варьирования, с целью повторить его 
на дискретном уровне. С учетом (3.2) вариация действия 
есть

11

6W  = �� dt �  [(u, <5u) -  <5ej dm. (3.6)
t o  V( t )

П одставляя в (3.6) выражения вариаций <5u и <5e через 8r , 
в соответствии с (3.4), (3.5), получаем

1 1

И спользуя 8r(to) — ^r(tfi) =  0 и dm =  p d V , после интегри­
рования по частям  первого члена в квадратны х скобках 
приходим к формуле

6W  =
du

' ('P~dt’6r') + P div<5r dV.
to V ( t )

Наконец, применял известную  формулу

div ( /А ) =  /  div А  +  (A, grad / )  

после преобразования вы раж ения pdiv<5r будем иметь

*1

6W  $����%�� (? “j7  +  gfadp, <5г) +  ���&!'���	(  (3.7)
t o  V ( t )  5 ( 1 )
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соответствие между ячейками и «физически бесконечно­
малыми» объемами, заклю чаем, что разностны й аналог 
выражения d ivA  есть

(d ivh A )i+ i  J + i  =  D i+i  j + i ( A ) / V i+i  j + i .

Условие адиабатичности применительно к ячейке сетки 
имеет вид

(M6e ) i + 1  j + i  =  - p , + i iJ + i<5V;+ i ij + i . (3.13)

П оставляя в (3.12) и (3.13) вместо виртуальны х ва­
риаций истинные 6Tij =  Uijd t  и  <5V̂+ i  J+^ = M i+ i  j + iX  
xdt)<+|  J + i  получаем  разностные аналоги уравнения не­
разрывности

(А)У dt Ji+kj + % (d iv h u ) i+ j J + r,

и уравнения энергии

( А )V d 1 + i
+  (pd ivh u )1+i  j + i =  0 .

Кинематическое соотношение имеет естественный вид

d r  j j  
dl «•■J-

Вариация функционала действия в дискретном случае 
есть

<16W = J d t [ 5 3 r n < j ( U i j , « U i j ) - 5 3 ( A f « e ) i + i j + i ],

t o

где мы в соответствии с лагранж евы м подходом полагаем 

SMi+iJ  + L =  0, 6 m i j =  0.

Из связей (3.12), (3.13) вытекает

(M(5e),+ j  J + i  =  - p i+L j+ L(V  divh <5r)i+ i ij + i ,
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Напомним, что ячейка A B C D  (см. ри с.1.10) имеет объем 
V  численно равный площ ади прямолинейного четы рех­
угольника с вершинами в узлах  А,  В,  С, D.  Д л я  опреде­
ленности рассмотрим вектор d V / d  г А . В ариация объема 
связала с вариацией радиус-вектора узла А  соотноше­
нием SV = (d V /d rA ,6rA). Ясно, что если вариация 6гА 
параллельна диагонали BD ,  то SV — 0, и следовательно 
вектор d V / d r A перпендикулярен этой диагонали. Пусть 
теперь &гА перпендикулярен B D  и равен Sh, тогда оче­
видно 6V  = BDSh/2.  И з этого заклю чаем , что вектор 
d V / d r A перпендикулярен диагонали B D  ячейки A B C D  
равен половине длины этой диагонали и направлен из 
ячейки наружу (см. ри с.1.11). Д ругим и словами, вектор 
d V / d r A есть ориентированная площ адь поверхности, опи­
раю щ ейся на середины сторон А В  и A D  и имеющей еди­
ничную высоту по координате, перпендикулярной плос­
кости рисунка. Поэтому, конструкция p d V / d г А , где р  — 
давление в ячейке A B C D ,  есть сила, действую щ ая со сто­
роны ячейки A B C D  на узел А  по указанной поверхности. 
Таким образом F jj есть си ла давления, действую щ ая на 
узел (», j )  со стороны окружающих его ячеек, а (3.14) есть 
второй закон Ньютона, записанный для этого узла.

Чтобы  придать (3.14) форму уравнения Э й лера (3.8), 
припишем каждому узлу ( i , j )  сетки некоторый объем Vij 
достаточно произвольным образом. Поделив (3.14) на 
Vij и  введя величину = m i j / V i j ,  которую будем ин­
терпретировать как плотность, отнесенную к узлу сетки, 
получим уравнение

= h A P ) / V i j  = - ( g r a d  h p) i j .  (3.15)

которое является  разностным аналогом (3.8). С равнивая 
(3.15) с (3.8) заклю чаем, что конструкцию, стоящую в 
правой части  (с обратным знаком) естественно считать 
разностным аналогом gradp  и обозначать gradh р.

Окончательно диф ф еренциально-разностную  схему 
для уравнений лагранж евой газовой динамики запишем в 
виде

=  “ ( g r a d  hp)i,j, (3 .1 6 )
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§2.1. Д и с к р е т н а я  м о д е л ь  с п л о ш н о й  с р е д ы

1°. Н астоящ ая глава посвящ ена построению разност­
ных схем метода опорных операторов для уравнения Пу­
ассона на произвольных нерегулярны х сетках и уста­
новлению ряда неравенств типа вложения для сеточных 
функций, которые потребую тся в дальнейш ем при иссле­
довании сходимости указанных разностных схем в 
Ьр-норм ах (1 < р < оо). В отличие от §1.2, в качест­
ве опорного принят оператор div . Это сделано с целью 
продемонстрировать гибкость м етода опорных операто­
ров. К разностным схемам с опорным оператором grad 
мы вернемся в главе V.

Расчетную  область О покроем семейством разностных 
сеток, каж дая из которых состоит из узлов и,  образован­
ных ими ячеек-многоугольников 12 и граней сг — сторон 
ячеек (см. рис.2.1). Каждой граничной грани сопоставим 
фиктивную ячейку 12,. Во множествах (w) и (сг) выделим 
те элементы, которые лежат на границе расчетной облас-

�	��&��
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ти и будем помечать их символом д, например, ди> — 
граничный узел.

Будем  предполагать, что сетка является  связной в 
следующем смысле: � ) из каждой ячейки в любую дру­
гую можно попасть переходя через грани; � ) любые два 
узла можно соединить ломаной, проходящ ей по граням.

Введем параметр h, характеризую щ ий подробность 
разбиения расчетной области  О сеткой, и имеющий 
смысл линейных размеров элементов сетки. Будем  пред­
полагать, что размеры элементов сетки (ячеек, граней) 
равномерно оценивается для всего семейства сеток aih2 < 
< K(f � ) < агЛ2, b\h < s(cr) < % � Л, где K(f � ) — объем  ячейки 
Г2, s (<t ) — площадь грани <т. При этом подразум евает­
ся, что сетка расположена в трехмерном пространстве и 
все ее элементы имеют единичную высоту по координате, 
перпендикулярной плоскости рисунка (см. §� . � ).

2°. В настоящей главе будет рассм отрен вариант ме­
тода опорных операторов, в рамках которого скалярные 
сеточные функции задаю тся в ячейках, а векторные на 
гранях. П ространство сеточных функций, заданных на 
множестве (Г� ) будем обозначать 01, на множестве (Г� „) — 
01,, на множестве (сг) — IH, на множестве (w) — S.

Обозначим через а пару (Г2, <т), где Cl — ячейка сет­
ки, а — грань этой ячейки. О пределим коэффициенты <та 
следующим образом:

<т„ = + � , если полож ительная сторона грани а являет­
ся внешней для ячейки П;

Рис.2.2
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символ Y2 и считать, что по повторяю щ емуся верхнему и 
нижнемуаиндексу производится суммирование, когда ин­
декс пробегает по всем граням  ячейки. Ф ормула (2.2) 
принимает вид: <raQa = F.  При этом мы считаем, что

интеграл J f d V  вы числяется точно, 
п

2°. Согласно методу опорных операторов разностный 
аналог оператора градиент строится таким образом, что­
бы выполнялся сеточный аналог интегрального тождест­
ва

j  u d i v p d V  = j �« pds +  J (Р, q)dV,
О  9 0

q =  — grad и.

(2.3)

И нтеграл j { Р, q )d v представим в виде Y ,  I (Р, q )d ^ ,
о J

о “ о
интегралы по ячейкам будем аппроксимировать билиней­
ными формами gabPaqb, где даъ — даь(Щ — симметричные 
матрицы (по а, Ь — суммирование).

Таким образом получаем

J (p ,q )d K  =

Левую часть (2.3) аппроксимируем суммой У З UcraP a.
п

Имеем тождественно

�� и<тар а = j 2 u * p a+

П д а  ^ 2  4 )
����� Р а[<?(Щи(П) + ��������������

а

Первый член в правой части  (2.4) аппроксимируетJ upds, а второй таким образом  интеграл J (р, gradw)x 
9 0

xdH J ( P , q ) d V 7



С другой стороны интегралу � � 3 � �q)dE  соответству­

ем
ет сумма gabPaQb, откуда, ввиду произвольности Р а

п
имеем

g<n,(n)Qa + goa{V)Qa = а(ЩП(П)  +  a(Q.')U(Sl'). (2.5)

Оператор в левой части  (2.5), действую щ ий на сеточ­
ную функцию Q, в дальнейшем будем обозначать 3 и на­
зывать метрическим. Так как а — ±1 , то в правой час­
ти (2.5) стоит — A U  =  [ / (Г2) — t/(f2'), где Г2' — та ячей­
ка, для которой полож ительная сторона грани является 
внутренней, для эта сторона является  внешней. Т а­
ким образом, операторный метод приводит к соотноше­
нию SQ = — A U.

3°. Относительно метрических операторов будем пред­
полагать выполненными следую щ ие равномерные (по се­
мейству рассматриваемы х сеток и ячейкам  этих сеток) 
оценки:

а) 3 > / ? /  (/? > & ); б ) £ Ы < � - ( � .%)
а

М етрический оператор 3 позволяет естественным об­
разом снабдить пространство Ж скалярны м произведени­
ем (X, Y) = gabXaY b и нормой ||А � � �  = {X, X ) . 

п
4°. С учетом вышесказанного разностная схема метода 

опорных операторов для уравнения П уассона имеет вид:

&aQa = F  на (П),
5Q =  - A U на (<т).

Если рассм атривается первая краевая  задача, то эта сис­
тема зам ы кается граничными условиями С/(Г2*) =  U*, если 
вторая условиями — ' _1А U — Q+, где заданные сеточные 
функции на (П„) и (да) соответственно.

§2.3. L 3 : 4 2 5 : 3 A � � �их 9 : 9 4 6 5 A
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� °. Основным для теории численных методов являет­
ся вопрос о соотношении между решением, полученным
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A-B3B� &��	 � � ! � � � � � 	 � � � � � � � � � � � � 	 � 	
о

" � �� � � � � � � � � ' � C(��/ � ! � � �� Н 2

Т  В последующих параграф ах установливаю тся раз-
о

ностные аналоги вложений п ространства Н 1 в Lp (1 < 
< р  < оо) и слабое вложение в L°° на нерегулярных сет­
ках. Рассм атривается случай двумерной плоской геомет­
рии. На сетку наклады ваю тся минимальные разумные 
ограничения (см. §2 .1 ).

В континуальном случае доказательство вложений
о

1Р(0)  в 1 / ( 0 )  основано на интегральном  представлении 
функций из t P ( 0 )  в виде [2 0 ]:

(4 л)
о о

и доказательства ограниченности интегрального опера­
тора в правой части (4.1) из Ь 2(0)  в Lp(0).  Л л я  по­
лучения разностных аналогов теорем  вложения реализу­
ем аналогичную процедуру на разностном уровне. На 
первом этапе получим разностный аналог интегрального 
представления (4.1) , и на втором покажем равномерную 
(на семействе сеток) ограниченность возникающих при 
этом операторов, действующих в сеточные пространст­
ва Ьр . Исключение составляет случай  , когда оператор 
действует в сеточное пространство Ь°° . В этом случае 
константа непрерывности зависит от сетки, хотя и дос­
таточно слабо.

2°. Прежде чем переходить к получению разностного 
аналога интегрального представления (4.1) введем сеточ-

о
ные нормы Lp и Н1.

В дальнейшем будут рассм атриваться только функ­
ции, обращ аю щ иеся в ноль на (П„). Поэтому будем счи­
тать, что все функции F  £ доопределены нулем (если 
это необходимо) на (О*).

Сеточную норму Lp введем естественным образом.
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� И �р =  [ Х > �Л р] 1/р
п

где V  — объем ячейки 12.
Под сеточной нормой Я �  будем понимать сеточный

Здесь S — метрический оператор, задаю щ ий скалярное 
произведение в пространстве векторных сеточных функ­
ций Ж и удовлетворяю щ ий условиям S = S*, /Я  < S < 
< /Я, /? > 0. В силу этих неравенств норма | |Я | |а  эквива­
лентна норме

которая в дальнейшем будет использоваться в качестве
о

сеточного аналога нормы Я 2.

3°. Получим разностный аналог представления (4.1). 
Л л я  этого спроектируем ядро интегрального оператора 
на сетку, т.е. образуем  сеточную функцию следующего 
вида

Геометрический смысл фа [х) очевиден — это деленный 
на 2тг угол, под которым из точки х видна грань <т. Угол 
положителен, если видна отрицательная сторона сг, и от­
рицателен в противном случае. И з этих же соображений 
ясно, что разностная дивергенция фа(х) есть

аналог выражения которому согласно

Ометоду опорных операторов соответствует

(4.2)
*�

� � � � � � � � � � �� ���
а

а

сгафа(х) = � , если х лежит внутри � � , 
& , если х лежит вне � � . (4.3)
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Д ля a £ 93 положим |^ ст(х)| < Таким образом

£  \ г  и 2 =  £  \ г  (* ) 12 +  £  (* ) 12 <
о а  93

По построению круги К  леж ат в области  Д  = О — К(х)-, 
если К  выходит за  пределы области  О, его можно «пе­
редвинуть» внутрь области, при этом соответствующ ий 
интеграл не уменьшится (см. рис.2.3). Кроме того каж­
дая точка области Т> покрыта не более чем m  кругами К.  
Поэтому

Y Z4 !K
гп Г d Уу п <
■к3 J  |х у\2 4 ~

к
R

Окончательно

||Т ||оо< М 0 |1п (Т //г)Г / 2 ||Т ||.

Таким образом установлены вложения сеточных про- 
странств Я 1 в Lp при 1 < р  < оо и слабое вложение Я 1 в 
L°° на нерегулярных сетках.



Глава III
Сходимость разностных схем 

метода опорных операторов для уравнения 
Пуассона на классических решениях

§3.1. К ач ествен н о е  и ссл ед о в ан и е  р азн о стн ы х  
схем  м етода оп орны х о п ер ато р о в

Г. В этом параграф е исследуется аппроксимация урав­
нений

div q =  f (x ) ,  ( � . � )

q =  -  grad и ( � .� )

разностными схемами м етода опорных операторов на 
достаточно гладких решениях.

Д ля  уравнений (1.1) — (1.2) рассмотрим вторую  крае­
вую задачу с граничным условием (q,Ti) = Ч*(х ), где

дО
п  — внешняя нормаль к границе области О в точке х , 
д*(х) — известная функция. Решение задачи  существует, 
если выполнено условие разреш имости

�� f d V  =  �� q*ds.
О дО

В этом случае тем пература и(х)  определена с точностью 
до константы, а тепловой поток (\(х) определен однознач­
но.

Разностная схема метода опорных операторов имеет 
вид

<raQ a = F  на (12),

SQ = - A U на (or), (1.3)

Q =  <5* на (да).

Здесь S — метрический оператор, F  =  �� f d V ,  Q » =
п

=  У  g*ds. В силу сделанных в §1.3 предположений суще­
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Тогда имеет место тождество

^2r]Ta(9p)a = ^ Т ? (9 р ) . +  '^2(Sp)aS'JT] =
ш дш & ( 1 7 )

= у(9р)« +  9аьРа6Ьт1,
ди> П

которое является разностным аналогом  интегрального 
тождества

[p ^ ]d S  +  J (р, rot q )d P

О дО  О

(■Л имеет только одну компоненту, перпендикулярную 
плоскости рисунка).

Правую часть (1.6) следует интерпретировать как 
rot (П grad и). Можно сказать, что источником ошибки в 
разностной схеме (1.3) является то, что разностный ана­
лог оператора r o t , действуя на проекцию потенциального 
поля q = — grad и, дает ненулевую сеточную функцию.

3°. Рассмотрим  подробнее правую  часть уравнения 
(1.6). Пусть ш — внутренний узел сетки, гш — его ради­
ус-вектор. В окрестности узла и> поле qi{x) представим в 
виде

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Заметим, что Qik =  Qki, т.к. поле д,-(х) потенциально. 
Тогда

� � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

(S?)(T — 9г(9̂ г)<7 T Qifc ( 95)jfc )<t T — q i h , a  T Q i k ^ i k  ,a T ... ,

Ф =  T a ( S q ) a � �� ;��O7 �P�7� ��Q i k T a L i k ,a� ��FFF�Q�

Здесь

Очевидно |si| =  0(h) ,  |5**| =  0 ( h 2), ... . Первый член не­
вязки ф обращ ается в нуль, если т а/,:„ =  & ; следующий,
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}

+  1 , если ребро а предш ествует ребру b 
— 1 , в противном случае.

Н а рис.5.4 ребро 1 предш ествует ребру 2.
Рассмотрим теперь конструкцию, которая с учетом 

предыдущих выкладок имеет вид

Пуо ть ячейка П — треугольник А В С ,  узел w — верш и­
на А  этого треугольника. Т огда <р — {А, В, С}', (Тел =  — 1, 
(Ta b  — +1 (см. рис.5 .5 -а). Имеем

F� � � � � G H � I J � I H � � D � I K � I L � � �

+  Ч а К  - w A ) +  r]B ( w c  - w b ) =

=  (Va  +  Vb  +  r)C ) { w c  -  w B ).

Пусть ячейка И — четырехугольник A B C D ,  узел и> — 
вершина А  этого четырехугольника. Т огда tp = {А, В , С, 
D}-, (тва = — 1, (Га в  =  +1 (см. рис.5 .5-Ь). Аналогично 
имеем

F� �� � M � N H � N J� � � O � � N J � N L �� �

+ Va (w d � � < = ��� � ��� �<� > -  w B) =

=  - ( v a  +  t}b ) w b  -  (r]D -  Ч в ) ™ с  +  (rjA +  r]D ) W D -

= ? � Z � 8 , [	 \ W � 0 L 0] ^  = ^ N -
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ных схем метода опорных операторов на обобщенных ре­
шениях для уравнений теории упругости, записанных в 
смещениях в двумерной плоской геометрии. Чтобы  ос­
ветить существо возникающих здесь специфических про­
блем, проведем некоторые рассуж дения на качественном 
уровне.

Известно, что континуальные смещения в сплошной 
среде локально делятся на три группы движений

параллельны й перенос Ц (г), деформацию (Qu>^r )> опре­
деляемую симметризованным тензором смещений Q u , и, 
наконец, твердотельное вращение на угол ^ rot Ц. При­
чем физические характеристики среды  — тензор напря­
жений T u  =  2//Q>u  8  j/<r(Q>u )<5 и энергия деформации

не зависят ни от первой, ни от третьей  группы движе­
ний, а определяю тся только деформацией. Здесь // > 0 и 
W > О — коэффициенты Ламе (об остальных обозначениях 
см. п .2 ).

Отнесем сеточную функцию смещений и  к узлам  K (см. 
рис.5 .6 ) и составим всевозможные приращ ения Л д и  = 
= и � � — и ш  на ребрах А. Полученное таким образом ес­
тественное поле инкрементов A� = Л ди  исклю чает лищь 
первую группу движений.— параллельны й перенос, ос­
тавляя в себе третью  — твердотельное вращение. Ч то­
бы обеспечить на разностном уровне инвариантность фи­
зических характеристик среды к поворотам (твердотель­
ным), из естественного поля инкрементов <9д в «чистом» 
виде вы деляется деформация, т.е. симметризованная со­
ставляю щ ая поля (дцл.Л ^дт), только от которой зависит 
сеточный аналог симметризованного тензора смещений 
n��l�  в базисах l�  (см. рис.5.6 ). Остановимся подроб­
нее на структуре симметризованного поля инкрементов 
(Зуд, А ^Зд). Величина Зуд представляет собой продоль­
ную деформацию ребра А (фигурирую щ ую  в законе Гу-

U (r +  ,5r) = U(r) 4- (Qu , �3�  +  ^[rot U, <5r],

о
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ка), в то в р е м я  как =  <9j.a ' —  3 j.a суть в р а щ а т е л ь -
н а л  д е ф о р м а ц и я  базиса tp, у г л ы  п о в о р о т о в  р е б е р  к о т о р о ­
го р а в н ы  З х а  и 3 i a < соответственно.

В пространстве продольных и вращ ательны х дефор­
маций вводится симметризованная норма

'  Л ¥> '

Естественность введения симметризованной нормы || • Ца ,̂ 
может быть проиллю стрирована примером на рис.$ .7 
(«Эффект подшипника»).

` � 1 � �$ ��

Среды  (А  и В)  с нетвердотельностью  вращ ений на ма­
лых пространственных м ерах суммирования энергетиче­
ски эквивалентны в норме || • ||а ,̂ , что не имеет места, 
например, в разностных аналогах среднеквадратичных
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пространственной точке г, `� L  О, �  > О — коэффициенты 
Ламе, <5 — метрический тензор. Символом trT  обознача­
ется след тензора Т, Т+ — транспонированный тензор.

В области О введем семейство нерегулярны х разност­
ных сеток. О граничимся случаем , когда сетка состоит из 
треугольных и четырехугольных ячеек (Г2 ) , базисов �&	�  
узлов (w), ребер (А) и связанных с ними (<т(А)) — грани­
цами балансных узловых доменов d(w) (см. рис.5.8).

Базисы  �& создаю тся системой исходных (ковариант- 
ных) ортов 1(A), образованных ребрами. Под центрами 
ячеек П и ребер А будем понимать средние арифметиче­
ские радиус-векторов узлов £  их образую щ их. Кривая, 
соединяющая эти центры (двух смежных через ребро яче­
ек или ячейку с граничным ребром ЗА), представляет со­
бой поверхность

а (А )=
¥>(л)

ориентированную также как и орт 1(A). Здесь 1, .у?(А) — 
орты взаимных (контравариантных)- базисов по отноше­
нию к исходным базисам, образованным ортами 1(A) (см. 
рис.5.9). Базисны й объем  дается формулой

����  = 1 / 6 |[l(Ai), l (А2 )] | — для треугольной ячейки П, со­
держ ащ ей базис <&�

����  = 1 / 4 1[l(А1 ), 1(А2 )] | — для четы рехугольной ячейки, 
где А](у>) и Аг(у>) — ребра, образую щ ие базис �&�
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Наконец, — суммирование по всем базисам  <р, в об- 
v(A)

разовании которых приняло участие ребро А. Замкнутые 
вокруг у зл а  ш поверхности (<r(A(w))) образую т узловые 
домены d(w).

Будем  считать сетку связной в следующем смысле:
1) Из любого у зл а  в лю бой другой узел можно по­

пасть, двигаясь по ребрам.
2) Сущ ествует непустое множество граничных ребер 

� � � � � � таких что в паре узлов � �� � � � � � , образующих реб­
ро ���� задана нормальная компонента смещений U(w) — 
—(U(u>), е)е, где е — единичный вектор вдоль ребра Ао- 
Из любого ребра �� можно попасть в �� � �� двигаясь от реб­
р а  к ребру по базисам  (^(А, � � � � � � �

Подробность разбиения области  будем характеризо­
вать парам етром  h, который определим как

h = \Jmes О/TV,

где N  — число узлов сетки.
К узлам  отнесем искомую сеточную функцию и . На 

ребрах выделим положительное направление (см. рис. 
5.9) и отнесем к ним сеточную функцию

Д ли  = -  ^ 2  s-A(w)uw =  и*. -  и*.
и<(А)

Наконец сеточные тензорные поля Т  задаю тся с в о и м и  

представлениями в базисах T.tp.



�/� �� $ � � � 	 � � � � � � ��� �9�9:������ ��O��	 '� �	�

: ������ �" " � � �������+�" � ���  � � � � �� � � � � 	 �

@v=� n���&	� �T � ,$-

�� � �� �� � � � �� � � � � �� � � � � 	� �� � � � � � � d � � � � � � � � � /,P-�

@v=̃ �6�   � u � l � B � v v � l� �

g , {-

1�*�

r � �� � � � � � ��� � �� ��� � � � � � � � ! � � � � �&� �� �" � �� � �!� ��

�  � � � � � � 7 ! �  � � � � � � � � � �  � , - � � �� � � � ��� � �+�" � � � � � � � � � �#
��" � �%� ��� � �� ��+���(�$%� �$ �� ' � � � �&� � � ���
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Под •  понимается суммирование по ребрам  А ,  обра-
А(<р)

зующим базис �&�
Вообще, произвольному сеточному векторному полю 

инкрементов 3А £ на ребрах А (которому соответст­
вует некоторое поле смещений 3&) сопоставим поле сим- 
метризованного тензора смещений n>  и поле тензора на­
пряжений ˜A по формулам:

1 1 /П<9 & \
n�� �Z6  ^  ^ ( ^ 1 ' . ^ )  + l'.y>(A)5A) =  ^ ( " d T '^ - I -

A(v)

�/E�4� � � , I � /E �4  +  U � [ �� �/E�4�_E

Л л я вариации континуального векторного поля смеще­
ний <511 на расстоянии <5г справедливо <511 = (d l i /d r ,  <5г). 
В силу определения взаимного базиса (1(A), l'.y>(A')) =  <5АА/ 
для ребра А(̂ >) очевиден сеточный аналог этого соотно­
шения

� � u �� � � � ��~��-

Уточним также силу т ^ А ) , действую щ ую  на поверхность 
<т(А) в поле напряжений Тди

Т т д и ( А )  =  ? � 1EF4�=3EF4�` � � �L U EF4�� �

�	���

V"(A)
+ (1 '.^(A ),A a-u )V.^(A')' +

+aK3EF&�` � £ ( 1 Х А ' ) , Л л < и ) } .  
А'Ы

На поле инкрементов За £ Н ао, таких, что [Зао,1(Ао)] = 
=  0  (т.е. не вращ аю щ ем среду твердотельно) эта  сила оп­
ределяет самосопряженный положительноопределенный 
метрический оператор

S o  : ( А )  -  ( A ) ,  S o  =  S S  >  0 .
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Т га(А )=  £ К р ( 1 > ( А ) , а д )
¥>(л)

т.е.
т т э  =  ЗоЗ.

Д ля 31а и 32л из Д Ло скалярны е произведения (31, 32)л 
и ((31,32)) определяю тся по формулам:

(31,31)Л = Х^(31л,32А),
А

(31, So32)a = УлР [2 М г(<5э1 .<pQa2.<p)+
Ч>

+i/tT(Qai.<p)tT(Qa2.<p)] = (S031 ,32)a =

=  (V 3 l&,T92) = (V32 &,T 9l) =  ((31,32)).

Энергия деформации среды, производимой полем инкре­
ментов � 	 �� есть энергия метрического оператора в э то м  

поле
(So3 ,3 ) a =  « 3 ,3 )) .

Инкремент За разложим на продольную  деформацию реб­
ра Зца и его поворот 3j_a

За = ЗцаКА) +  3±аЦ(А), U(A ) = [k. 1(A)],

Здесь к  — единичный орт к плоскости области  О. На­
до иметь ввиду, что поскольку орты 1(A), 1±(А) являю тся 
малыми порядка Л, то величины � �	 � � � � � � � получились 
умножением продольной и поперечной компонент � 	 � на 
'()&

Определим нормы:

11<Э||а =  (3 ,3)л,

||3 ||L  = h2(d, 3 )л = Л2 Е 1 (А)2 (5 1|Л +  й1л) <
А

< ТзЛ4  ^ ( 3 ( |А +  Зха), 
л

7 з h2 = m ax|l(A ) | 2
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,��)� � � � )_ ) � & -)

~ � � � � [ �Aj� � � � �4. PQ� � r� s%�� � � � � � 	  � � � �� ���&� ���� � ����
� � � � � �� �  � �� � � �� � � � �  � � � � �� �� ��� � � n? �  � � � � � � � ���(���
��� ƒ�€€�� �� � �  � � � � � � [ ps%� ,��)� � � ' �-)

X � � � � � � � � � � � � � � � � 	 � � �&� ��� ���� �$%� ��� � ��� � � � ! � � � �
�� ! � � � � � � ,�&� F	 � � ! � � � � � � 7� � � � � � � � œ„$7�� . ���� � � � � � ��#
���� �$ �� � � � � � � � � � � �&� %�� � � � � � �  � " � � � � �����)� :� �� ���
�� 	 � � � �� � �� �� � � �� � � � � � � � � �

g
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` � 1 � $ ��&
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О тсю да

окончательно
Л #Y

7 6  = m a x | �  8Z , 7 4 7 5  } ■
(5.2)

П араметры  7 3 , 7 4 , 7 5 , 7 6  и /? не зависят от Л и харак­
теризую т структуру и степень связности множества гр а ­
ничных ребер (Ао) и множ ества всех ребер (А) области 
[�

Симметризованный тензор смещений n?  может быть 
преобразован к виду

n?����6  53  � ��4"��Z4  +  / W � ���l�4@�
X(v)

y��&�  =  i ( l (A ) l> (A )  +  l '.^A )l(A )) , 5 3  6- ^  6� S-
A(v)

7-Vx = ^ (u (A )lV (A )+ l'.^ (A )U (A )),

53 7-TX =  7-<PXa +  A .tfixb ~  0.

9)

Зависимость тензора n?���  только от Зцл и разности 17Aj�  
является важным свойством разностной схемы. Схемы, 
обладаю щие этим свойством, будем назы вать нейтраль­
ными по отношению к поворотам  (твердотельным вр а­
щениям). Это означает, что все силовые характеристи­
ки среды, определяемые полем тензора напряжений ˜B�  
и энергия деформации системы (Зо<9,3)д, определяемые 
только через поле симметризованного тензора смещений 
n?  не зависят от поворотов <9j_a = const.

Вычислим

tr (Qa.ipQa-f) +  5||аь +  +

+  (<9||ЛЬ -  3||Aa)2CtgV +
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+  (3||Аа +  A ^ S l s.tp c tg tp)2 +

+  (5||Л6 +  s.ip ctgy>)2J .

По исходным ортам l(A„), l(A*), образую щ им базис tp (см. 
рис.5 . 1 0 ), определен буравчик

Г  +1, ��= $�>
« < „  0 t '

П алее, поскольку

tr(^.y>A) =  1,

Мт-^Аб) =  (1±(А6),1'.у>(А6)) =  s.<pctgtp,

имеем

.� �� / j 2(Qd-<p) =� $��X�&�A^d^s.ip�• / , � � �
<р(Х)

^  3 |̂|Аа +  +  3 c tg V  А 2 дх-

О тсю да

А 2 < 9 | _ )  <  � " � < � 9 ; < J 3 � � � " < � � � � J< � �

AM
+ ^ tr 2 (<5a.^)| < K<p{ [(3 +  2 c tg V )p  +  3jaJ ^ 2  ^||а +

ЛМ
+  [(1 4- 4ctg2<p)p +  3 ^ c tg V j  A 2tpd±. | .

Суммируя по базисам ip, получим

' , [ Е К А в 11» +  Е 1'» ’ К дА  £  <<s.a>> <

V.p [(3 -f- 2ctg2^>)p -f- 3^j ^
A >p( A)

+ У  V.p [(1 +  4ctgV )p  +  3i/ctgV j A 2 <9X,

� " G  =  ? � � � " J<"

<p{ A)
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U� � � � � � � � ������$&� � ! �  � � � � 	 � �� � �� � � � �(� �" � ����&�
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т т и ( А )  =  j (dtr ,  T u ) ,

а ( Л )
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И зучая вопросы аппроксимации будем предполагать, 
что решение дифференциальной задачи  Я,(г) G Я 2 (О). 
Нормы в пространствах С оболева Н к( 0 ) определяю тся 
формулами

mio = £m\\io = £ / Е iD“f/.(r)i2dK
* = 1 t = 1 q | а | < fc

а полунормы

|и|1,0 = Ё|Я,|Е = Ё / Е |D“f/.(r)|2dK
i =  l  х =  1 ^  | а | = А :

Здесь п = 2 — размерность пространства, г  = (а^).
Согласно [36] функции Я,(г) G Я 2 (0 ) можно продлить 

на всю плоскость ( x i ,x 2) таким образом, что

| Я* 12 , Л2 < ТО I Яг' 12 , О,

т.е.
|U|2,r )� � � *�+,�+)��

с постоянной 7 о, не зависящ ей от Ц.
Очевидно dUi/dxj  G Я 1 (О) покомпонентно. В следст­

вие вложений Я 2 (0) в L 1 (A) и в L 1 (<r) [20] имеют смысл 
интегралы

J (d l i /d r ,  dA) и J ( d a , T u ).

Сеточная функция определена в силу вложения Я 2 (0) 
в С (б).

Д алее тождество

ЛЦ. = J (d U /d r, dA) 
л

имеет место в силу свойства абсолю тной непрерывности 
функций Ui по переменной х; (имеющиш в О обобщенную 
производную dUi/dxj )  [2 0 ].

Каждому ребру А поставим в соответствие круг К  с 
независящим от А радиусом р = 0(h) ,  содержащий в себе:
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�)� 	 � �� � � � ,dW,g--� �� �!� ��� � � ! � � � � �o

W)� �� � �� � K\i , � � ���� � �� �$�� � �� � � ! � �%� ,�Ž,dW,�---� *��%�
	� �� � � �� � � � �� � � � � � � � �%o

V)� �� � �� � К а ,� � ������� �$�� �� � � � � � � � � � � � � �%� � �� � �#
� � � �%� �����%����� � ƒ�,�-&� �� � � � ' � � �%�	� �� 	 � �� � �%
(ЩХ)).

U��� � � � � ��� ��� ��� � � � � ! � �  � � � � � � � ����� �� �$%

d�� } � r/p, � u ,3L-� } � • ,E3L-&

d V i / d y j  =  d U i ( p r y ) / d y j  =  p d U i / d x j ,

Q v � } � p ,/ u •/ 3L� ‹ �uL�u-� } � pQu ,

>1� } �W••˜1 �8I�163,˜ 1-p� } � E>H&

i� } � VP, l'-<Py = pl'-<P, V.tpy� } � V.ip/p2,

YM�N � = 5 3  !��M�P $ Z [ � � D  <r(A)/P.
L‚,•-

Q a . ( p y  =  p Q g . l f i ,  T g . l f i y  =  p T g . i p ,  S o y  =  9 o ,

/•L� } � /• /p, � / 4 L� } � /� a/p ,

J ,/ u •/3L&�/•L-� } � J , / J0•/ 3&�/•-&

•� •

�  ,/,>L&�>1 -� } � �  , / 4 )> H -)

4,•-� p,•-

:� � �  � � ( � � � � � � � � � ! � �  � � � � � 	 � � � � � � К � � � � ! � �  � � � 	 � �� � � � ��
����������� � � � � � � � � К у ,� � � � �� � К �	 �� B � К а� r � �� � � � �� � К\*у
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160 Разностные схемы метода опорных операторов [ Гл. V

H 1( K SZ) в имеем

[J dVi /dyjdsyim\ < s^J\w\dsz] <
S y  3 t

dVz =

=  7 8
d2Vj 

дУ] dyi
W y <

< TsIlV-H�
2 , K y < T8 ||V|| �

; � M 	 0

П арам етр 7 8  не зависит от положения ребер А' и поверх­
ностей <т(А) в силу изотропности всех диаметров sz круга 
K az О тсю да и из предыдущего неравенства можем заклю ­
чить, что сущ ествует такая константа 7 9 , не зависящ ая ни 
от ш ага h ни от положения ребер А и поверхностей сг(А) 
разностной сетки, что

I * ( V ) | < 7 9 | | V | | 2i* , .

По построению Ф(У) обращ ается в ноль на пространст­
ве Pi полиномов не выше первой степени �� = 8 �— (р,-), 
Pi = ачУз +  bi £ Pi с произвольными постоянными ач и 6 ,. 
В самом деле (как обычно по повторяю щ имся индексам 
производим суммирование)

H ( dtT»-T p) ■ = Р(ач + a j i ) a y:i(X) + ,
ст(А)

С другой стороны, поскольку

� 	 �� � = [ / (dp /dry,dAy) _ = a,jfc/yijfc(A/),

^  £  k i / y , i ( A ' ) / ' . ^ y , ; ( A ' )  +
A'(v)

+1' ■<Py,i( '̂)ajkly,k(X) -,(aij +  aji)>
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[So J (  dp/dry.dAy)]^ =

`

} � �8�/ � wp ,• 7� ‹ � X  	 78$YZ 2 [ \ 	� ‹ � B8 <��B8$E�/���L	�� � 
v W

—  P ( ^ i j  ^йцСГу  j ( \ ) .

�)�)� y ,� -� } � ])
[ � � � �&� �� �� � � � � � � � � � � ��� � y ,. -� �� *� � � � � � � � � � � � � � �

� �� ���� ���$ � Н 2(К у) / Pi� �� � � � � � � � �$ � �� Н 2( К у)� wW�x� ��#
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m v ) \ < y 9[ Z ( i n f \ \ v , <

<�Z � Z " €± � �p�W,аг�€ � } �Z�Z05€u€W&0IL)�

: �  �� � � � � �(� �� � ���� �� �$� � '&8&� � � � � � � � � �

vy,i8-€� ƒ� J^wp\ \ l \2 ,K-

h������+
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�̀ К
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��� �����-)� X�*��� �

* 2 <  7927 V " | U | ^  <  7 o27927 iV " | 1 ^ , 0

� ��
C � b � $ o7 9 7 io P \ / h | U | 2 ,o ,�

� �� � �� � р�} � 0(h) . � 7 �� � � � � � � (� �

��€��� ƒ� м  Л1+/3/ 2|И |2.о .
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§1 ] Акустическое приближение ���

ление, удельный объем).
П ространство сеточных функций, заданных на множе­

ствах узлов (w) и ячеек (Я) будем обозначать Л  и Я; 
суммирование по множествам (Я), (w), ... соответствен­
но Y2* ••• П редполагается, что все фигурирующие

в дальнейшем изложении суммы, содержащ ие бесконеч­
ное число слагаемых, являю тся конечными (после вычи­
тания, если это необходимо, фоновых значений газодина­
мических величин).

В водятся массы  ячеек М  и узлов ш, которые, в соот­
ветствии с лагранжевым подходом, считаю тся независя­
щими от t. При этом предполагается, что т, М  =  0(Л 2).

Уравнение неразры вности получается дифференциро­
ванием соотношения M v  = V{r \ ,  Г� , ..., r„) по t, где v = 
=  1 / р — удельный объем газа  в соответствую щ ей ячейке 
сетки. «Это дает

Здесь суммирование производится по узлам , образую ­
щим ячейку Я (см. рис.6.2), — скорость узла ш.

В и д  разностного уравнения движения узлов определя­
ется выбором лагранж иана. Обычно принимают

ft и>

` � 1 � %��

(1.1)

ш ft
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r ( = u  (1.2)
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с некоторыми начальными данными. Здесь р — возмуще­
ние давления, и  — возмущение скорости. Считаем, что 
на фоне плотность р — 1, скорость звука с =  1, скорость 
вещ ества и  = 0.

Численное интегрирования уравнений (1 .5)— (1.6) бу­
дем проводить на разностной сетке введенной выше, счи­
тая  что ее узлы  неподвижны.

Систему уравнений (1 .5)— (1.6) аппроксимируем ли­
неаризованной полностью консервативной дифференци­
ально-разностной схемой (1 .1 )— (1.4), которая во вве­
денных обозначениях имеет вид

M p t +  DIV u  =  0, (1.7)

m u, +  GRADp =  0. (1.8)

3°. Чтобы  сравнивать разностное решение (1 .7)— (1.8) 
с решением исходной задачи (1 .5)— (1.6) преобразуем  по­
следнее в сеточные функции при помощи некоторых про­
екторов Пп и Пш, которые будем считать независящими 
от t.

Получим уравнения для  ошибок

д(П) =  р(П) -  П0 р(г), w (fi) =  u (fi) -  Пыи(а:).

Д ля этого применим проектор Пц к (1.5), а проектор Пш 
к (1.6). Имеем

(Пр)< +  П( d iv u ) =  0,

(П и)( +  П( grad р) =  0.

Вычитая эти  соотношения из (1.7) — (1.8), находим

M q t +  DIV w  = -М П ( div u )  +  DIV (Пи) = Мф,  (1.9) 

mwj +  GRAD q =  — т П (  gradp) +  GRAD (Пр) = пир. (1.10)
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которое будем интерпретировать как систему линейных 
уравнений относительно векторов Rn- С ами вектора нас 
не интересуют, важен факт их сущ ествования. Иными 
словами нас интересует совместность системы (2.3). Д ля 
выяснения этого вопроса воспользуемся теоремой Фред­
гольма. Легко видеть, что однородная сопряженная сис­
тема имеет вид

=  0 на (П), (2.4)
а

а условие ортогональности ее решений правой части
(2.3)

^ ш У ^ )  =  0. (2.5)
Ш

Таким образом для аппроксимации уравнений движения 
массы  узлов должны быть заданы таким образом, чтобы 
выполнялось (2.5).

3”. Рассмотрим  систему уравнений

(2 .6)
а

Геометрический смысл решений этой системы понятен — 
они описывают движения, не изменяющие объемы яче­
ек, если векторы £,(ы) интерпретировать как скорости со­
ответствующих узлов. Очевидно, что тензорные сеточ­
ные функции УД(и>) =  cj,£j(w) с произвольным вектором 
Cjt =  const удовлетворяю т системе (2.4). У словие (2.5) 
для них имеет вид (с, mL,) = 0 или, в силу произволь-

Ш
ности с, в другом виде

Х > *  = 0- (2-7)
и>

Таким образом  для совместности системы (2.3) необ­
ходимо, чтобы движения не изменяющие объемы ячеек, 
не изменяли «центра тяж ести» сетки или, другими сло­
вами, не имели импульса.
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2�?7C:�N�� ? G #S@jCSi4/5
п ш

— У ^Mqt4>t +  Х > Р ,  G R A D qt).
П Ш

Окончательно

+  \  Е  ^ 1  GRADgl2 -  £ > ,  G R A D « ))( =
П ш ш

= ^ 2  M q trpt -  GRAD q) <
П ш

< [J2M̂t +J2	 � #$� � %�2] 2[ H mi<p‘ i2 +J2M^ \ 2-
П ш ш П

(3.4)
В обозначениях

3 2 =  X > g(2 +  £ - | G R A D g|2,
n n

F  = £ > ,  GRAD*),
Ш

g 2 = Е - | с р ( |2 + ' ^ 2 м ‘ФЬ
U) П

последнее неравенство принимает вид

QQt < F t + GQ  (3.5)

с начальными условиями

g 2(0 ) = J 2 M 9t( о) = ' £ М Ф2( о) = Q l  F(o) =  о.
n  и

Оценим Q(T)  при произвольном Т. Пусть ^m ax^g^) =  Q*

достигается при t = t t . И нтегрируя (3.5) от 0 до <» по­
лучаем

t .

\ [Q l  ~  gg] < F(U) -  F ( 0 ) +  J G(t)Q(t)dt  <
0

tm
< F ( t , ) + Q . J  G(t)dt.

0



TV� x� � �� � � � �$ �� �+���� 173

a��� �� ����

��� � ���

� �� � � �

F(t„) < Q * ^ 2 �m l<P(MI2 =

e�…

Ql � 8 �W˜&�w	 ,ƒ ] �‹ ��  m,I-/6x� 8 �Ql � ƒ� ]&

]

6 )

V ) � ƒ V 5 �‹ �W�[ # ( * , )  +  �  m,ƒ-/ƒx&

�� �� �� � � ��� �(� �
т

Q(T) � ƒ� 2 & � ƒ� ˜5� ‹ �W�€ � + ^ , ƒ - � ‹ ��  m,ƒ-/ƒx)

]

7������ �&� ���� ����

Х > н 2, Е т 1»‘|а + Е ^ 2
\� �� \� �

�� �(� 7,g-� � � � � ���%� t,� ��� Q(t)� �� ' �� � � � 	 � � � � 0(h) .

V‰)�a��� �' �� � � � � � � � � � (&� � �� � � � � � � � 	 � � � � � � � �$ � �%#
��� �(� � � � ������ � �  � � � � � � 	 � �%�� �� ,� )Z-r ,� )`-&� ���!� ��
�� � � � 	&� ��� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� ' � � � 	� ' ����%�
�����+)� f �� � ��� � ����� �+����� Q(t-� } � 7,g-� � � ' ��� !$�(�
��%��� � � � � � �� � � �� � �� �$%� �� � � �$%� � �� � � � 	%� ��� � � � �#
����" � �����)

9��� � � � �� ' � �� � �� � � 	  � � � � ��� �� �� �" � � � � � ! � � � 	 � � � (#
�����)� X �� � � � � � � � � � � � �� �� � �$%� ���� � �$%� ����+��� v|�
,��)� T�)�-� �� �! � � � � � � � � 	 � �$ � �� � � �  � �� �� � �� ����)�������

(а,Ъ) = 5> (а ,Ъ )
ш

�� � � � � ' � � � �� � � � � �� � � � (� �" � � � 	� �" � ��� � �� !К —� g ¨ � :&8�
X �� � � � � � � � � � � � � � А � � � � �� � �� � � c� � ���+� ��(�$%e� ����#
+��� � � � �

а = — mŒ•@�/,



��	� : � � � �+�� � � �8�� � � � � �$ ���%��$�� � � � � � ' � � � � �� �  � � � � ��� � � � � � � � w� d�)� uv

� � � � � � � � � � � � � � � � � � :� � � c � �%���$%e� ����+��&� � � � � � � � � �#
�	" � �%� � �� � � � 	 �

@ vu K� }� ])

:� � � � � �� � � � (� � � � � � � ���+��� � �Š� 1 � ��K� m� :� � ����� � ! � � � �(#
�	&� ���� � �( � � �� \ � �(� +������� � � � � � � � � �

,�&�²-� } � § š 8 � mŒ•@�• - � 8 � Y�@vu�K� } � ]8
K� X

� � � � ' �� � �� ,�� � � ��� � � � � � � � � � � � � � � � � 1 � *����� � �  � � ' �#
��	-� �$ !��� � � ���&� ��� � �� � � � � � � � � � � � �� ' � � � 	� � � � �� � � � � �
‚pmŒ•@2� m�1� � �)�)� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	 �
�  � � � 	 � � � 	 � ��\(� ��� ��� �� ��� � � �� � � � � � ����+��� P � Š� �&�
� � ' � � � 	 ���g)� U� � � � � � � � ������$&� ��� ��� �� ���P &� � � ' � � � 	 �
�� WV&� ��� � � � � � � � �� �� � ������" � � � � � � � � 	)� f �� � � � � ! � � � � �
� � � � � � � � � � � � � ��\ �� �� � ,W�&� Q„	� �� � �� 	 � � �� � � � �� � ������$%�
����+��� ' � m� W�� �� P � Š� Uhd&� � � � � � � � � � � 	 � � �� � � � � � � � � � � � � �#
� � � ,W�&�g-� �� ,]&�:-&� *�� �"+�	� � �\ �� � 	� �� � � �� �$%� � � � � � � �#
��� � � ��� �� � � � � � � � � ��� � � � � �)� X �*��� �&� ���� � �� � ' ��� 	&�
���� ƒ�� m� g&� ��� ��\ �� ��� ,2&P -� m� ,W�&�g -&� � � ���� � ƒ�� m� WV&� ���
,2&P -� m� ,]&�:-)� :� �" !�� � � � � � � �&� �� � � ƒ�� } � ] ,� -� � � � � � �$#
� � �( � � �� �%��� � � ��(� � � � � ��� � � � �%��$� ,�)_-�r�,�)�-� ����#
�� ���(� �� � � � � � � � � � � ��( 	)� :� ��� ' �� � � � � 	&� ���� � ƒ�� c� ���� �
� � ' � �e� �� :� � � � � � � � � � ' � � ��(� �%��� � � ��� � � �� ��� ���(���
���� �� � �)

X ����� �� �� �� � � �� �  � � � � � � � 	 � � � � � � � � 	 ��� ������\ ���"
,V)Y-� �� � � � � � � � � � � � �$ �� ' �� � �� � � 	 � *� � f � � � ���� Yp%�
Rm Œ• @ 2� m� g&� ��� �� ƒ�� ��' ��� � � � ! � � � �( � � �� � �� �(��" �
����+�"� K� m� :&� � �*��� �

* � ƒ� n � 0DI� €€,�� ‹ �K��)
’ � CbC� �

� � �� � �� � � �&� � � � � � 	 � � � � � ( � ,V)Y-

jj � 0
mŒ•@2-� ƒ 2 w p Q u 8 ,W‹ C I � €€,�,�‹ �› €€Wx— )

I6� K� I6

f���� � � ! � �  � � ��$����%���� � ��� � � � � � � � � � � � ,V)_-&� ��� �� � �#
��� �+�������$� �� * � �� •� � . �� � � � � � � � � � � � � � 	 � � �� �����&





176 : � � � �+�� � � �8�� � � � � �$ ���%��$ �� � � � � � ' � � � � ���  � � � � �� � � � � � � � � [ d �)� uv

�  � � � � ,� � 	 � � � ' � � �� � а � *�� � � �$&� ������ �&� ��� �-&�  �� �" #
����$%� �� � ��� ' � � ��(� � � � � � � � � 0(h ) � �� €›�e � � } � ] ,� -o

W-� ��*� � �+����$� � � � � ' � � � 	 � ,W)�-� � � �" �� � � � 	� � �
| с “ | = 0(1).

[ � 	 � �����&� �� ��� 	� �� � � � � � �$ � �%��� �(�$%� 	��� �&� ! �#
 ���$�� ����+���K • ,P-� ��'��� � � � � � � � �( � �� �� �" � � � �� ! � �#
 ��)� � � � � � � � � � � � ���� ������� �� � � �$ � �%��� �(�$ �� 	� �� � � �
,��)� � � � )�)V-)� 7 ����� � �&� �� � � ' � �� � � � � � � � �( � �������" �
����+�"� K� Š� Ъ� � ��� �� �" � � �� � � � 	 � �� �(� � � �� �  � �%� �\ � � �#
%�����$%� 	��� �)� [ � � � � � � � � � (� �&� @vu�K� } � ]� � � 	 � ���%� 	 � �#
��&� ���� �� � � � � � �+���&� �  � ! � � ' �� �$%�� �� � � � )�)V)� . �� � � � 	 �
@vu K� }� ]� � � 	 � *��%� 	� �� � � � �" � � � � � � � �+ � �( � ��������$%�
������$%� � � �� � � � � � � � � 	 � � � � � � �+ � � � � � ��  �����$%� ��� ��#
����� \ ���� � � � � �� � � � � ›,� -&� )))&� K,8l-)� h�� *� � � � �� � � �+��(�
� � � � � � � � � ���� 	 � � 	 " � � 	 �� � �� � �� �$ � �&� �)�)� @vu K� }�7&�
���� �� � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � 	 � ��� � � � � � �+ �� � � ��� �� �$ � �
	� �� � � � )� U � �� � � � � � � (� �&� �� � � � � � � � � � � �� � � � � � � (� � � � � �#
\����� *��%� ���� � �� � �&� �� �� �$ �� �� � � � � � �%� �������� ����&�
� � ' ��� !$�(� � �� � � � � � � �� � � � ���&� ���� €K • ,P-€� } � ] ,� -)� f �#
���� � ! � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	 � � � � � � � � 	 � ����+�	� K� Š�
Š� Ъ,� � � �� ���(� � � � � � � � � �� � �� � �� � � \ � ��� � � � � �&� 	 � � 	 " #
� �%�	� ���\ � � �� � � � ��%

�������%� 	� �� � � 7&� О'.� : $ ! � � � 	 � � � � � � �$ �� � � �$ � 	 � �#
��� ��' ��� � � � � � � � �( � � � ����� � � � � � � ���� ������$%� ����+���
K �Š�Ъ,� �� ��������� � � � �&� �� � ! � �  � � � � ( � � � ��%� !� � �� �� Ъ.



TY� x� cd��� � � � � � � �e � � � � � � � � � � � � � � � � �� 	  � � � �� � � � � � � � � � � � � � ' � � � 	 ���

X���' �� � � �� ��(&� ���� �� � � � � � � � � � � � �$ �� � � � � � � 	 � � � �#
���� � �$ � � � 	

0DI� vv��� ‹ �›€€� } �� � � 	 �
( �  � Ž

X��� ' � � � K,P-� } � p p , � • &�E — -K • ,P-&� ���� � —� ���� �� � � �� ��8
B

������ ��� uE� �� � � � � ��� � ��� � � � � � � � � 	 � K • ,P-&� ��� � � � ��&�
�� � � � � � � ��� 	 � � � � � � �X&� XŽ� ,��)� � � �)�)V-)� f � � � �

0DI� ���� ‹ �› €€W� ƒ� €€,�� ‹ �› €€W� } � u �; �F �‹ �› €W)�
KB¨� 8 � �� –

7+����� ��� ��(� � �� ��(�$ �� � � � � � � � $ � � �� � � � � � � � � � � � �

ƒ��‹ �K� } � r�mŒ•@,X�-�8 �X ,234/E-� ‹ �u , � — &�E • -K • ,P-)�
;

B

X��� � ���� ����� � �� � K� �� � � � ���� B� �� � � � ' � � � ��� �� � � �� � � ��
� ����� � � � �� � �$%&� ��� �%� ��� � K • ,P-� F� ]&� � � � � � � � � � �� ��� � �
*��%� › •� � � ' � � � �� � � � ��� � � � � � � � � � � � 	 � �� +�� �� � � � �� �  � � � �L� �
f �� � �� � � �$ �� ' �� � �� �� � � � � � � � � � � � � � � � �� �� � ��� � � � � � � � �#
� � � � ! � �� �" � � � � 	 � �� � � �(� � �� � ��� � � � �%� ������� � ƒ� �&� ���
€ƒ�� ‹ �K €� } �� � � 	 � � � � � &�$	� m� U W)� U� � � �� � � � *��%� � �� �� �� ��� �
� � � � � � � � � ,V)��r�-)� � � �� � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	 � ,V)��r��-&�
�� �� � � ��� �(� � � n�l	 � } � � � � 	 � � �)�)� � �  � � � � � � 	 � �%�� �� ,�)Z-&�
,�)`-� � � ���� � �� �$ � � � � � 	 � � � � �� � � � � �� � � �� � �� ���(� � � � � �#
����	)

A�B3B� m� � � � � � � � � 	 �n � " � � � � � � � � � � � � � � �� ' �� � �
�� ( � � � � � � � � �� � � 1 � � � '

d)�� � � � � � � � � � � �� � � � (� ! � � � �� � � ���!� �� � ��	 � � � �� � � � �#
������ � �� ' �� � 	� ' � � ��%� � � � � �+ � �� ����' ��&� ���� � �� � � �$#
��%��� �(� � � � ������ ��� � � � � �$ � � � � � � � � � �� ��c �� �� � � � � � �" e�
�����)� a ��� �' �� �� � � � � � � �( � ��� ������ � �&� ���� c � � � � � � � �#
�$��e� � � � � �  � � � � �" � � 	 � ��� � �&� ������$ �� ����+��� � �� ,P-&�
��� � � � � ��� � �� � � �� �$%���� �� 	 � � � � �� � � ' � ��� � � �  � � � � ���#
� � � � 	 � �� ��� � �� ��� � � � � �+�� *�� �� � � � � ' � � � � �)� . ���� � �� � �
	��$�� ���� *�� � � c �� � � � � � � � � �e � � ���$� �� � � � � � � ��  � � � ��



178 В ариационно-разностны е схемы лагранж евой  газовой динамики [ Г л . VI

понятие «градиентности» в данном случае. Итак

mtpk(ui) =  ~ р {( и )  +  mSik) +  т х * (ы ) .  (4.1)
а

Здесь p,-(w) = V ,p (rw), X i a — первые моменты проекто­
ра П, т  — м асса узла и>, суммирование производится по 
ячейкам, окружающим узел и). Вообще говоря, первое 
слагаемое справа (при достаточной гладкости р(х)) есть 
шО(1), второе mO(h).

Чтобы  выделить из этого выражения «градиентную » 
часть проведем следующие геометрические построения. 
Пусть т  = 1 /4 у ^ М 0 для всех узлов сетки. Рассмот-

а
рим некоторую ячейку Г2 = A B C D .  Выделим в ней точ­
ку О таким образом, чтобы площ ади четырехугольников 
А Е О Н , B F O E ,  ... были равны S a b c d / 4. Из геометри­
ческих соображений ясно, что точка О лежит на пересе­
чении прямых а  и /?, выпущенных из середин диагоналей 
А С  и B D  так, что a\\BD,  /^ЦЛС. В силу имеющегося 
произвола в выборе проекторов положим Пр(х) =  р(О). 
Тогда, Xi  a, = Xi,o-  Зафиксируем теперь узел и  (пусть 
и> =  Л, см. рис 6.4) и рассмотрим отдельное слагаемое 
X i taSf; а в (4.1) соответствую щ ее узлу ш и ячейке Г2. Век­
тор Sk:a имеет смысл ориентированной площ ади отрезка 
Е Н  (имеющего единичную высоту по третьей  координа­
те). Очевидно Sk,a =  —Sk'EO ~  Sk,HO, Где Sk.EO, $к ,но — 
площади отрезков О Е  и ОН,  ориентированные внешним, 
относительно четырехугольника А Е О Н , образом.

Пусть М , N  — середины отрезков ОЕ, О Н  соответ­
ственно. Тогда

Хг,а^к,а — Xi  t0^k,OE Xi^oSktOH —

=  ~Xi ,M Sk,OE +  (X iM  — X i to )S k tOE —

�G�K	��O�P �, � (X*,n � ��G � Q � � � J�P� % � �� J G���� �,

E O H

где М(к,а -  (Xi'M -  X i :o)Sk,OE +  {Xi tN -  X i to)Sk,OH ■
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где + � �� H �  — середины сторон 1 �  и 1 } , S k,AH , " ��/~  — 
площади отрезков 1 �  и 1 } , ориентированные внешним, 
относительно четырехугольника 1 } [ � �  образом. Окон­
чательно

m<Pk(u ) = -Pi(“ ) ( j 2 M i kja + J 2 Mik,a) =  ~Pi(“ ) J 2  Nik’a'

2°. Из конструкции тензоров H # � �? очевидно, что

(4.2)
B

где суммирование проводится по вершинам ячейки П. 
Кроме того (�q  it, а | = О (Л2) в общем случае и H#��? =  0, 
если / O � P  — параллелограм м .

Такой же вид на линейном профиле давлений имеет 
выражение

(4-3)
а

где �#�B — каким-либо образом отнесенное к ячейке зна­
чение V,p (например, — среднее по П).

Кроме того, конструкция (4.3) имеет «градиентный» 
вид в следующем смысле. Пусть 20 — связное множество 
ячеек сетки, т.е. из любой ячейки S] 6 20 можно попасть 
в любую другую  П' £ 20 переходя от соседа к соседу (со­
седи — ячейки, имеющие две общие вершины). Вершины 
ячеек О 	� 20 образую т связное множество узлов ГО, с гр а ­
ницей Зго — множеством узлов, являю щ ихся вершинами 
ячеек, как принадлежащих, так и не принадлежащ их 20. 
Тогда

ЕЕ Z # � ? 7 l � � ? = ЕЕ' Z # 7 # � � ? + Е»Е H # � � B � (4.4)oigro ?� � u � ?� B

Здесь 5Z — суммирование по ячейкам, не принадлежа-
а

щим 20.Последнее слагаемое в (4.4) исчезает в силу (4.2) 
и остается только сумма по Зго.

Возможность преобразования суммы по ГО к сумме по 
Зго очевидно связана со свойством (4.2) тензоров H#��?�
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§5 ] Разностная схем а с искусственным диссипатором ��,

а баланс энергии

N N l 8 ]  � iN' w i2 =
n

=  - ^ ( N * w ,n ( V p ) ) - X > ( N * w ,N * ( n u ) )  <
n n

< x  fe|N*w|2 +  -^ |n (V p ) |2 +  ^ ! |N * w |2 +  — |N*(П и)|21, 
�  4e 4£l j

где e(fi), £i (Q) > 0.
П оложив A� � �  � � � � # � 5 � �� — �  �7� � � �  � � ���� 891*:;<	 �

оценку
j  1 Е [ 1 Щ ^ + Д П и )|1

4 ' L �  � 1 — А*п
и, в силу произвольности ��

] ] � < лГ (1П(Ур)| +  ц 1 ^ (Й ц ) |)2 

‘ “  n 4"

Так как =  О (/г2) и ^  H #�L? =  0, то |N* (Пи) | =  О (/г3).
B

Кроме того |П(Ур)| = 0 (1 ). Поэтому, если положить �� ,  
=  по3 � s с п0 = const = 0 (1 ), правая часть последнего нера­
венства будет иметь порядок � � � 	 �  С ледовательно разно­
стная схема (1.7) — (1.8) для уравнений акустики с дис­
сипатором N[i/N*u] при указанном выборе W будет схо­
диться со скоростью О (Л1/ 2) в энергетической норме.

2°. М одифицируем теперь нелинейную разностную схе­
му (1.1)— (1.4) так, чтобы она осталась консервативной, 
а в акустическом приближении переш ла в (1.7) — (1.8). 
Уравнения (1.1), (1.2) очевидно следует оставить без из­
менений, а в уравнение (1.4) движения добавить дисси­
пативный член, после чего оно примет вид

m u, +  G R A D p +  N[i/N*u] = 0. (5.4)

Консервативность по импульсу при этом гарантируется 
«градиентной» структурой оператора N. Умножая (5.4)
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§7] Полностью консервативные схемы с тензорными массами узлов ���

и условия адиабатичноСти

de dV
M T t + p  dT �����

имеют вид

^-Amiku k)w -  l-  =  -  GRAD ,p. (7.3)
" . С/Х $ ijjw' *

Здесь — сумма по тем узлам , м асса которых т,*, ы/
ш'

зависит от положения узла ui. Можно считать, что эта 
сумма по всей сетке, хотя н а самом деле в ней ограни­
ченное число членов.

2°. Покажем, что разностная схема (7 .1)— (7.3) явля­
ется полностью консервативной. Пусть 2U — некоторое 
связное множество ячеек сетки. Рассм отрим  систему, со­
стоящую из этих ячеек и узлов to, являю щ ихся их вер­
шинами. Под полной консервативностью  мы будем пони­
мать то свойство разностной схемы, что импульс и пол­
ная энергия такой системы (при произвольном выборе 
множества 2U) не имеют внутренних источников, т.е. из­
меняю тся только за  счет взаимодействия с другими эле­
ментами сетки (или границы) по своей поверхности.

Рассмотрим баланс импульса выделенной системы. 
Импульс узла и>

Pi,w =
dd

— ^ i k ,шик,ш •

Просуммируем (7.3) по множеству 2U. Имеем

-  \  J 2  1 2  ui ’ulUk>u' dld x i ’“' =  _  ^  GRAD, р.
ш'

(7.4)
Во втором слагаемом слева соберем члены, содержащие 
множитель UjiUiukjtui. Очевидно, они имею т вид

1 v ' '  drrijic ш>
5«j,«'«*,«< 2 ^  Qxiu ■

Ulgro
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(8.1) с учетом симметрии тгцк уравнения движения при­
мут вид

d � � - � 1 о df f l j  к,ш' ^  ц � k�v��^�?
dxi tw d t

..� & FF  ! * � G 1  $ ; H � 3 ! * � ��  л п  а п

-Uk J 2 ui.“' Q -  2 UjUk^  d x iw ~  G R A D ,p-ш1 ’ ы* *
(8.2)

С равнивая (8.2) и (7.3), находим следующие условия 
инвариантности разностной схемы (7 .1)— (7.3) относи­
тельно преобразований Г алилея

dniji Ш дтП]к,ш'
~ d —  ~ 2 ^ > '  d x iiUш'

Из (8.3) с учетом

E drrijk^1
. U<L% w ш> 1

� � � � � � � �  v - '  � � � � � � � 1 

dt 2—i Ui'w dxj ш

(8.3)

(8.4)

имеем

J2 ui ’“‘
dmik,uj

Т ребуя, чтобы последнее уравнение удовлетворялось 
при произвольных UjtW', получаем

дт*к,ш _ dmjk'W1
dXj f ш1

(8.5)

Очевидно, что при выполнении (8.5) и (7.5) условие (8.4) 
выполняется автоматически.

У словие (8.5) будет выполнено, если сущ ествует «по­
тенциал масс», т.е. векторная функция Л*(гш;М п) такая
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§7.1. Семейство разностны х схем. У словия ап­
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сумма «дивергентных» слагаемы х по связному множест­
ву узлов сводится к сумме по границе этого множест­
ва. На качественном уровне это означает, что ошибка 
также имеет «дивергентный» вид и разностное решение 
осциллирует около спроектированного на сетку решения 
дифференциальной задачи. При этом «ам плитуда осцил­
ляций», вообще говоря, есть & ( � ), а «ам плитуда» сеточ­
ной функции под «дивергенцией» есть 0(h) .  Подавить 
эти осцилляции можно вводя в схему искусственную вяз­
кость порядка 0(h) .  Т огда решение разностной задачи 
будет сходится к решению исходной дифференциальной 
со скоростью & (Л1//2).

Сделанные утверждения можно наглядно проиллю ст­
рировать на дифференциальном уровне следующим при­
мером. Рассмотрим уравнение переноса

г( -)- azx = —фх , а =  const > &  ( � . � )

при —оо < х < оо, t > 0. Пусть г| =  0 и ip(t,x) финитная
по х функция с £ 2-норм ой  \\ф\\ = 0(h) ,  где h — малы й па­
раметр. И мея в виду ассоциацию с разностными схема­
ми под h следует понимать шаг пространственной сетки. 
Пусть при этом HV’xll =  0(1).

Ясно, что в общем случае ЦгЦ =  0 (1 ). Оценим нега­
тивную норму решения. Умножим (1.1) на ( ( t , x )  и про-

+ &О

интегрируем по ж. О бозначая (£, z) — �� £zdx  и выполняя 

интегриробание по частям , получаем

�T�U�� � � � �TJ�U�� ���T� �U� � % � � V � � W � "

Т ребуя, чтобы £(<,ж) удовлетворяла уравнению

О +  °Сг — о,

находим (С, z ) t =  (Ст,Ф), откуда

т т

l(C,z)l< У l(G,V’)|dr < �  ||Cr|||V||dr:
О о

� � �� �
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Но ||Сх|| =  IICIIi очевидно не зависит от t , поэтому

! ^ < / l M d n  ( U )
о

В левой части  этого неравенства (  рассм атривается в 
момент времени t и может быть произвольной функцией 
х. Н а временной интервал 0 < т < t она продолж ается 
согласно уравнению (1.2). Б ер я  в (1.3) supremumrio всем 
C{t,x) при фиксированном t получаем

т|М|_! = 8UP!|̂ i < J ||V#b- = 0(ft).
О

Добавим теперь в уравнение (1.1) диссипативный (диф­
фузионный) член. При этом следует помнить, что на са­
мом деле ( 1 . 1 ) является аналогом уравнения для ошибки 
полностью консервативной разностной схемы, а дисси- 
патор вводится в сами разностные уравнения. Поэтому 
в ( 1 1 ) появится не только диффузионное слагаемое, но 
и дополнительный член в правой части, имеющий ту же 
структуру. Вместо (1.1) получаем

Zt -|- dZj; isz ĵ; — ipx "4- ъир %, iz — const ^  0 ,

где ip — аналог решения исходной задачи  (точнее произ­
водной решения по х).  Это уравнение рассм атривается 
при тех же начальных данных и условиях на г/t. Умножая 
его на z ( t , x )  и интегрируя по х,  находим

^ 1 М | 2 +  И Ы | 2 =  �b"�ccV$!7'��

Применяя ^-неравенство с е — v  получаем

т  т т

ini2 <^J и- H i2dr <IJ\m2dr+ «, J  iMi2dr.
0 0 0

Так как ||̂ />|| = 0(h)  из последнего неравенства следует, 
что следует полагать и = 0(h) ,  при этом ||г|| = О (h1!2).
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Геометрический смысл вектора < 9 К ,/З г п р и  сле­
дующий [78]. Пусть отрезок А В  — сторона ячеек Ди­
рихле узлов и> (точка О) и и>' (точка O'),  а С  — середина 
этого отрезка (см. рис.7.1).

Тогда
дУш 
дг  Ш1

3°. Вопросы аппроксимации и сходимости разностной 
схемы (1.5)— (1.8) будем рассм атривать  в акустическом 
приближении. Подробность разностной сетки будем ха­
рактеризовать парам етром  Л, предполагал, что расстоя­
ния 1ШШ1 между соседними (области  Д ирихле которых 
имеют общую сторону) узлам и и>, и>' удовлетворяю т ус­
ловию Cih < � � � �  < c^h, где сi, С2 не зависят от сетки из 
рассматриваемого семейства и пары  ш, ш' .

Кроме того будем считать выполненным следующее 
вложение

Y ,  1C" “  С"' I2  < с2  Y ,
UJ

GRADCI2

М

для произвольной финитной C(w) и константой с независя­
щей от сетки. Здесь слева суммирование проводится по 
всем соседним парам . По сущ еству это неравенство озна­
чает, что рассм атриваю тся сетки, такие что GRAD С =  О 
только при С =  const.

Уравнения акустики имею т вид

Pt +  divu =  О, 2 9>4
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— V  . ри.
Чтобы  выполнялась оценка ф — 0(h ) ,  следует потребо­
вать ф0 =  0, т/ч =  0 при произвольных u , и . О тсю да

Рассмотрим  невязку в правой части  (1.14).
Если р(х) — ;�= const, то b�;�= b�;c =  GRADp.
Если р(х) =  (р ,г ) , то rraр =  М<р\ = GRAD (р, г) — Vp.  
Чтобы выполнялась оценка <р =  0 ( h ) > следует потребо­
вать сро =  0, q>i =  0 при произвольных р, р � = const. О т­
сюда

У словия (1.15), (1.17) очевидно выполнены, проверим 
выполнение (1.16), (1.18). Рассм отрим  узел ш. Введем 
векторы 1а = г ш< — г ш, где а — упорядоченная п ар а  (ш,ш'), 
—а = (ш1 ,и>). Т огда в силу (1.17) условие (1.18) для узла 
и  можно записать в виде

Здесь фиксированный индекс ш опущен, суммирование 
проводится по всем соседям у зл а  ш, а дифференцирование 
по координатам узла w. Вектор dVa/dxi ,  как уже отмеча­
лось, есть А „ Д _ а , где \ а =  |S a | : |la |, Sa — ориентирован- 
нал наружу площадь стороны А В  ячейки Д ирихле узла 
ш (см. рис.7.1). В силу этого тензор

(1.15)

(1.17)

a
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и, следовательно,

т.е. в (1.14) ф = 0(h)  локально.
Рассмотрим  теперь условия (1.16). Аналогичные вы­

кладки даю т

’ а ' а

П равая часть последней цепочки равенств, вообще гово­
ря, не равна V&ik■ Найдем разность этих величин и вы­
ясним ее структуру. Имеем

'У ] fi ,gSkta = ~  'У ] fi,-gSk,a +  У ^(/»,а +  fi, — a)Sk,a =
а а а

— V6{]с +  ^   ̂€i,aiktai
а

(дУш\  , (дУш>\где вектор е а = I  ----  I ——  симметричен относи-
T �OX{ jj *

тельно и>, и>'.
Таким образом  погрешность аппроксимации уравнения 

неразрывности на линейном профиле скорости X � ' � % Y L � ( �'
Z Z (

Мф = Uik &italk,a-
а

Очевидно, что такой же вид на линейном профиле скоро­
сти имеет и конструкция

^ е , - , аД аПи,-, (1.19)
а

где Д аПи* =  Пн — Пи,(а>). Выражение (1.19) имеет 
«дивергентный» вид в смысле, указанном во введении. В 
самом деле, векторы е а  симметричны относительно заме­
ны и) ► и/ а Д„Пи, — антисимметричны. Поэтому при 
суммировании выражений (1.19) по связному множеству 
узлов 2D слагаемые, соответствую щ ие парам  ш, ш1 £ 2D,
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2°. Рассмотрим  систему (1 .13)— (1.14) с указанной пра­
вой частью

Mq t +  DIV w  =  да ,
а

M w t +  GRAD g =  0, ( � .' )

Ч =  & ,
t=о

w = & .
t=о

Умножим первое уравнение на т в т о р о е  на £,(<,w) и 
просуммируем по всем ш

('?,� t) � � ( t , w () � � ^ 7 ?D IV w  +  ^ ( £ , ,  GRADg) =  ^ 4 ^ 2  9а,
и> ш ш а

где (С, z) — M ( ,z . С учетом DIV * =  — GRAD имеем
Ш

( Г ),  q ) t  +  (£,, w )t -  ( r ) t , q) -  q DIV £,—

" ^  (2.4)
w) -  £ ( w ,  G R A D �� ) =  - 2 2 , g „ A ar).

�� ��

Здесь — суммирование по всем парам  (w,u/), являю -
*�

щихся сЬседями. Наложим теперь на сеточные функции 
r](t,u)� и i,(t,ui)� условие, состоящее в том, что они удовле­
творяю т системе

Мг)т +  DIV £, =  0,

M£,r +  GRAD т] = 0.

Тогда из (2.4) следует

t

(V, q) G � <y =�w) =  -  I  g„ [ L N �@ R

& a

(2.5)

� � �� �

Прежде чем оценивать правую часть последнего равенст­
ва рассмотрим систему (2.5). Продифференцируем пер­
вое из уравнений по г, умножим на цг и просуммируем
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по ш. Тогда

0 = У  \Мг]г г}тг +  11т DIV £.гJ =
Ш

= E [ y ( ^ - ( ^ - G R A D 4r)] =
ш

=  E 2 ^ [ ( Dl V b ) 3 + (G R A D T ,)3] r ,
Ш

т.е. выражение

НСН? = Е  = " [(DIV £.)2 + ( g r a d  [�c

не зависит от г.
Вернемся теперь к (2.6). Рассм отрим  поды нтеграль­

ное выражение в правой части  в момент времени <:

� J �J � K� Q� J W!�Q�2�J4!W!� K

X2 (GRAD т?) 
~М~

2  , I
[Е � � �  <ciiciii[E^

В силу HClIi = const имеем

t

 �:+$�++Y++�Z������[��[���� �:�)/��� (2.7)

Подынтегральное выражение в последнем неравенстве 
легко оценить, предполагал ту или иную степень глад ­
кости и(х).

Негативную норму решения задачи  (2.3) z — (g ,w ) в 
момент времени t введем по формуле

lk ll- i  = sup% j ^ -  (2 -8 )

где С =  (т], £,).
В (2.8) сеточные функции г) и £, определены только 

при т — t. Продолжим их на временной отрезок 0 < т < t
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схему (1.5) — (1.8) так, чтобы в акустическом приближе­
нии получить уравнения ( 1 .1 1 )— ( 1 . 1 2 ) и при этом сохра­
нить ее консервативность.

Так как диссипативные слагаем ы е вводились в урав­
нение неразрывности, уравнение движения оставим без 
изменений.

M ilt +  GRADp =  0, (3.1)

Уравнение неразрывности запишем в виде

V, -  D IV (u  +  v) =  0, (3.2)

i>
где v  =  — —  GRADp.

М
С другой стороны тождественно

Vt -  DIV г t =  0,

так что вместо ( 1 .8 ) следует написать

r ( = u  +  V. (3.3)

И з уравнения движения (3.1) вы текает баланс кинетиче­
ской энергии

d М  и ̂
+  (u, GRADp) =  0. (3.4)

Чтобы  сохранить консервативность схемы по полной 
энергии, баланс внутренней энергии следует записать в 
виде

M e t + p D I V u  =  0. (3.5)

Именно в этом случае вторые слагаемы е соотношений
(3.4), (3.5) при суммировании по связному множеству уз­
лов свернутся в сумму по границе, что обеспечит консер­
вативность разностной схемы. П одставляя в (3.5) и из 
(3.3) получим баланс энтропии

M e t + pVt = M T s t — DIVv.

т.е. происходит обмен энтропией между ячейками Д и­
рихле.
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быть использован и другой подход, менее наглядный, но 
более экономичный. Он учиты вает то обстоятельство, 
что наиболее трудоемкой операцией при построении раз­
ностных схем на нерегулярных сетках является  вычисле­
ние матриц Г рам а в базисах сетки. Чтобы вычислять 
матрицу Г рам а один раз в каждом базисе, делается цикл 
по базисам сетки (или внешний по ячейкам  и внутрен­
ний по базисам ячейки). В каждом базисе расписы вает­
ся часть метрического оператора, связанная с матрицей 
Г рам а в этом базисе. Полученная конструкция содержит 
значения сеточной функции «тем ператур» в трех узлах 
(см .рис.8 .0-с). Коэффициенты при «тем пературах» д а­
ют вклады (обусловленные рассматриваемы м базисом) в 
матричные элементы, на пересечении трех строк и трех 
столбцов, соответствующ их указанным узлам . Анало­
гичным образом вы числяю тся и правые части.

Рис. 8.0-с

3°. Таким образом, есть возможность не формировать 
разностный оператор в явном виде, выписывая форму­
лы для матричных элементов, а собирать его по частям, 
используя структурно-динамические инструментальные 
средства системы «Т Е К О Н ». Смысл этого подхода сво­
дится к следующему. И нструментальны ми средствами 
системы «Т Е К О Н » организую тся циклы по элементар- 
ныт объектам сетки (ячейкам, ребрам , базисам  и т.п.). 
При этом на каждом конкретном элементарном объекте 
делается вклад сразу в несколько строк и столбцов фор­
мируемой матрицы. Но матричные элементы формиру­
ю тся не до конца, и на каждом следующем элементарном 
объекте происходит прибавление вклада. Таким обра­
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зом, лишь после заверш ения цикла по элементарным объ­
ектам сетки формируется оператор системы разностных 
уравнений.

§8.2. Основные понятия

Приведем краткую характеристику основных понятий, 
используемых в дальнейшем.
- с е г м е н т  о б м е н а  — единица информации в байтах, ис­
пользуемая для обменов между оперативной памятью 
(ОП) и внешним носителем (свопингом).
- с в о п и н г  — место хранения архива массивов на внешнем 
носителе.
- п о д п у л  о п е р а т и в н о й  п а м я т и  — часть ОП, нумеруемая 
в байтах (НА = 1, ...,НАМАХ), длина которой НАМАХ ограни­
чена возможностями, предоставляемы ми памятью  ЭВМ; 
количество подпулов НСМАХ > 2.
- ф а й л  п р я м о г о  д о с т у п а .  При помощи программы обме­
на система связы вается с операционным окружением. В 
данной версии эта  связь реализована посредством файла 
прямого доступа, использующего стандартны е утилиты 
OPEN и CLOSE.
-  п у л  о п е р а т и в н о й  п а м я т и  — совокупность подпулов НС =
1 ,...,НСМАХ, включающих в себя паспорт архива, граф  сво­
бодного и занятого пространства. Процесс перевода ней­
мановской (т.е. обычной) памяти подпулов в граф  сво­
бодного пространства назы вается шнуровкой. В паспор­
те архива распологается стек, длина которого заказы ва­
ется пользователем  (см. §8.4) и используется им по необ­
ходимости. В графе занятого пространства расположе­
ны О ЛМ  (м а с с и в ы  информации, внешне представляемы е 
системой как о д н о р о д н ы е  л и н е й н ы е  упорядоченности бай­
тов). Сегменты обмена, показанные на рисунке, могут 
принадлежать как к графу свободного (без О Л М ), так 
и занятого (с О Л М ) пространства. В первом подпуле 
расположен паспорт архива. О ставш аяся часть перво­
го подпула и остальные подпулы прошнурованы в граф 
свободного или занятого пространства (рис. . . � ).
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декса, ди ап азон  изм енения которого  о п р ед ел яет  коли че­
ство О Л М  в данном  м асси ве. В этом  п а р а гр а ф е  описаны 
различны е возм ож ности , п р ед о ставл яем ы е  систем ой  д л я  
работы  с архивом  специальны х м асси вов . С р ед и  них за ­
ведение и акти ви зац и я  ар х и ва , заведен и е и исклю чение 
м асси ва, копирование м асси в а  в текущ ем  и др у го м  а р ­
хиве, запись содерж им ого ар х и в а  в свопинг. Х а р а к т е р ­
ной ч ертой  систем ы  я в л я е т с я  возм ож н ость р аб о ты  сразу  
с нескольким и архи вам и , что п о зво л яет , в принципе, вес ­
ти  работу  с п ар ал л ель н ы м  проц ессором  прим енительно, 
наприм ер, к декомпозиционной ал геб р е . Л а л е е  следует  
описание основных функций, необходим ы х п ользо вател ю  
для р або ты  с архивом .

4.1. FUNCTION NARPP(LX, N, NSWMAX, NSP, NARX, LSCB, LNST,
NAP.NAST) — завод и т  новы й архи в  с ном ером  NARX. 
ЬХ ={0-<счет>}I1-<отладка>} — эксп ертн ы й  п ар ам етр .
N > 0 —  дли н а  п оля  в п ам яти  под номер м асси в а  (NM =  
= 0 , 1 , . . . , 2 JV- 1 ).
NSWMAX =  1, ..., 2LFre 1 — 1 — полное коли чество  сегментов, 
обмена в свопинге. Л л и н а  п о л ей  LFI, LFI01 в битах  за д а ­
ется  адм и н и стратором  верси и  п акета .
NSP =  1 ,..., NSWMAX — кол и чество  сегм ентов обм ена под 
п аспорт п у л а  данных.
NARX — целы й номер ар х и ва . Л и ап азо н  изм енения п а р а ­
м етр а  NARX о п р ед ел яется  ад м и н и стр ато р о м  вер си и  п аке­
та.
LSCB =  5*(L F I/8  +  l ) , ..., 2LFlei — 1 —  д ли н а  сегм ен та  обмена 
в бай тах .
LNST =  0 ,..., 2LFM1 — 1 — д ли н а  стека  в п асп орте  п у л а  дан­
ных в бай тах .
NAP — вы ходной п ар ам етр ; кол и чество  бай тов  в н езан я­
том конце п асп о р та  п у л а  данны х.
NAST — вы ходной п ар ам етр ; а д р ес  стека  в п асп орте  пу­
л а  данных. В се п ар ам етр ы , кром е LX и NAP, яв л яю тся  
атр и бу там и  архи ва . П осле заведен и я  архив  стан ови тся  
текущ им. Н еп асп ортн ая  ч ас ть  п у л а  п рош н урован а в граф  
свободного п р о стр ан ства .

4.2. FUNCTION IACPPCLX.NARX.LSCB.LNST.NAP.NAST) —
акти ви зи рует  ранее заведен ны й архив с ном ером  NARX.
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IYZ0=IYZ0i 
IYZl=IYZli 
RETURN

к NMSRPP=0 
IYZ0=IYZ0k 
IYZl=IYZlk 
RETURN 
END

вместо стандартной. Д иапазоны внешних индексов не 
должны иметь общих элементов.

С лучай  МТ = 0 небходим пользователю , если он хо­
чет, чтобы часть ОЛМ  хранилась в паспорте массива, а 
часть О ЛМ  в системе пул-свопинг. Д ля  этого необхо­
димо описать FUNCTION NMSTPP(LX, IYZ, IOUT) для каждого 
внешнего индекса IYZ (входной п арам етр). В зависимо­
сти от значения выходного п арам етра IOUT возвращ аемое 
значение функции NMSTPP > 0 трактуется  как длина в бай­
тах поля под О ЛМ  в паспорте м ассива (при IOUT = 1) или 
как длина поля под О ЛМ  в сегментах обмена в системе 
пул-свопинг (при IOUT = 0). При МТ = 0 вызов функции 
NMSTPP из функции NMSPP происходит всегда. С тандарт­
ное значение NMSTPP = 0 и в этом случае вы дается сооб­
щение об ошибке.

4.4. FUNCTION IMSPP(LX.NM) — исклю чает массив с но­
мером NM из текущего архива.

4.5. FUNCTION ICOPP(LX,LPLONL,NM,NMNW) — копирует 
массив в текущем архиве.

Если в пуле недостаточно свободных сегментов об­
мена для размещения подкачиваемого из свопинга ОЛМ  
(находящ егося в системе пул-свопинг), то из пула в сво­
пинг вы талкиваю тся те О Л М , первое обращение к ко­
торым происходило наиболее давно. Некоторые О ЛМ  
пользователь может пометить как не подлежащие вы тал­
киванию в свопинг (см. п .5.5.9.).

LPLONL={0-<HeT печати> 11-<печать>} — парам етр, от­
вечающий за  печать информации о тех О Л М , которые 
нельзя вытолкнуть в свопинг.
NM — номер копируемого массива.
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NMNW > 0  — номер нового массива.
NMNW =  - 1  — система сама ищ ет первый свободный в 

текущем архиве номер массива и копирует в него массив 
NM, затем печатает номер нового массива.

NMNW = —2 — эквивалентно предыдущему случаю , но 
без печати номера нового массива.

Выходное значение п арам етра NMNW — номер нового 
массива. Возвращ аемое значение функции IC0PP — ко­
личество О ЛМ , которые нельзя вытолкнуть в свопинг.

4.6. FUNCTION IСАРР(LX,LPLONL,NM,NMNW,NARXNW)
COMMON /1САСРР/ ICA — копирует массив в другой 

архив из текущего, сохраняя тем же самым текущий ар­
хив.
NM — номер копируемого м ассива в текущем архиве.

NMNW > 0  — номер скопированного массива в другом 
архиве NARXNW.

NMNW =  —1 — система сама ищет первый свободный в 
другом архиве номер массива и копирует в него массив 
NM, одновременно печатая номер нового м ассива в другом 
архиве NARXNW.

NMNW =  — 2 — эквивалентно предыдущему случаю , но 
без печати номера нового массива. Выходное значение 
парам етра NMNW — номер нового м ассива в другом архи­
ве.
NARXNW — целый номер другого архива, в котором будет 
заведен скопированный массив. Возвращ аемое значение 
функции ICAPP (при ICA = 1 )  — количество О ЛМ , ко­
торые нельзя вытолкнуть в свопинг. ICA — параметр, 
определяющий режим работы  функции ICAPP.

ICA = 1  — общий режим работы  (стандартное значе­
ние); автоматически в начале функции ICAPP производит­
ся выталкивание текущего архива в свопинг, а в конце — 
шнуровка граф а свободного пространства.

ICA = 0  — специальный режим; перед одним или бо­
лее вызовами функций ICAPP, осущ ествляющих серию ко­
пирований массивов в другой архив NARXNW из текущего, 
вызывается сн ачала функция IDAPP (см. п.4.7.), а затем

FUNCTION ICA2PP(LX,NARXNW) — читает паспорт пула 
данных другого архива NARXNW во второй подпул (NC = 2).
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