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номерной системы (1.7) нужно оставить, чтобы эффективно 
описывать процессы в нелинейной среде. Такая оценка осо­
бенно важна при анализе стохастических режимов. В послед­
нее время появился ряд работ, позволяющих ответить на этот 
вопрос для некоторого класса задач [267, Д28], на них Мы 
остановимся позже.

Физический смысл приведенных результатов прост: пара­
метрами порядка в таких системах являются моды с наиболь­
шими характерными временами. Медленные моды «подчиняют» 
быстрые. В качестве Z�  здесь естественно выступают ампли­
туды Фурье-гармоник.

Проблема обоснования такого подхода возникает и в 
теории численных методов: насколько близки решения исход­
ной бесконечномерной задачи и решения конечномерной систе­
мы, полученной применением к исходному уравнению метода 
Галеркина [169].

Не менее интересным представляется другой класс явле­
ний, в которых т^кже наблюдается самоорганизация и возни­
кают диссипативные структуры. В 7 0 -е  годы в физике плазмы 
внимание исследователей привлекли сверхбыстрые режимы, ко­
торые позволяли во многих случаях использовать одни группы 
процессов и пренебрегать многими другими [93]. Это привело 
к появлению большого класса математических моделей, где 
параметры порядка iv ^гут быть не связаны с Ф урье- 
гармониками и определяются наиболее быстрыми процессами в 
системе.

В качестве простого примера такой модели можно при­
вести нелинейное уравнение теплопроводности с объемным ис­
точником [81, 93, 121, 172].

7"� 0  (*  (г ) ГЛ  +  Q <г )-

-Ю < .  <  ю, < (Г), 4"Q�  > 0, 7"�� 0) =  7 (. ). (1.18)

Здесь 7 можно интерпретировать как температуру среды, го­
рение которой моделирует источник 4"Q��  Для простоты будем
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ческой кинетике и биологии привлекают нестационарные про­
цессы, идущие с наименьшими характерными временами в изу­
чаемых системах [121]. Их идеализацией являются режимы с 
обострением, при которых одна из исследуемых величин неог­
раниченно возрастает за конечное время, называемое време­
нем обострения. Далее оно будет обозначаться ,!� Уравне­
ния, где возможны режимы с обострением, представляют собой 
упрощенную модель определенных стадий многих процессов 
� ��� ��

Например, в одной из работ, посвященных теории эволю­
ции, утверждается, что естественный отбор признаков, даю­
щих преимущество в ходе развития, приводит к тому, что 
«...сам  этот процесс идет со все большей до некоторого 
предела скоростью, так как в естественном отборе побеждают 
более совершенные формы, возникающие быстрее, раньше дру­
гих» [203].

Простейшим дифференциальным уравнением, в котором 
возможны такие режимы, является уравнение

q � 0  W '  r � s t � � 0 � Z� H  “ • <2 -2 )��
Последнее неравенство, выражающее необходимое и достаточ­
ное условие существования режима с обострением в такой 
системе, получило название критерия Осгуда [82]. Например, 
если 4"K�� 0 � ,!;�  то �  ~  ",� '  =  �"

-  1), т. е. время существования решения зависит от началь­
ных данных. Вопрос о наличии режимов с обострением иссле­
довался и для многих систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений [82].

Интересно изменение точки зрения на такие режимы. Еще 
недавно несуществование решения в целом (т. е. от 0 H � ,� H 
H оо) трактовалось как некорректность модели и непримени­
мость ее для описания реальных процессов. Сейчас все боль­
шее внимание привлекают явления, в которых время развития 
неустойчивости конечно (чего в линейных системах не быва­
ет). В качестве примера здесь можно привести классическую
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задачу, изучавшуюся Гудерлеем, о кумуляции сферических 
ударных волн на центр [186], некоторые модели турбулентных 
течений, где появляются уравнения с отрицательной вяз­
костью [181], вопросы, связанные с воздействием нестацио­
нарных краевых режимов на линейные среды [170], задачи фи­
зики плазмы, и в частности, коллапс ленгмюровских волн 
[89], многие другие системы [383].

Рассмотрим вновь уравнение нелинейной теплопровод­
ности

78 =  "<"Q�Q# �# +  4"Q��  -  «» <  х <  о», 7"��5�� 0 � 75"���  (2.3)

Q"#�,� будем интерпретировать как температуру среды, горе­
ние которой моделирует объемный источник 4"Q��

В линейном уравнении теплопроводности без источника 
(а также с линейным источником или стоком) в случае финит­
ных начальных данных "Q4"#�  = 0 вне некоторой области G) 
при ,� [  0 температура оказывается отличной от нуля во всем 
пространстве -  тепловые возмущения в такой модели рас­
пространяются с бесконечной скоростью. Совершенно иное по­
ведение наблюдается в системах, где теплопроводность нели­
нейна и V

:i<"K�KJaOK� H ю. (2.4)
0

При финитных начальных данных в уравнении без источника 
скорость фронта тепловой волны в таких средах оказывается 
конечной [155].

Основные качественные эффекты в системе удается выяс­
нить при исследовании уравнения со степенными функциями 
<"Q� и 4"Q�� <"Q�� 0 � < F Y � � 4"Q�� 0 � l4Qu [93, 121, 170, 172].

Пусть Э =  <r +  1, Э > 1. Типичная эволюция решения за­
дачи (2.3) показана на рис. 2.1. Сначала максимальная тем­
пература падает (момент времени v2), но затем она начинает 
расти (*3.*4). Как следует из неравенства (2.4), в каждый 
момент времени тепло сосредоточено в ограниченной области 
пространства. Далее фронт доходит до некоторых точек >  и ?  
(см. рис. 2.1, момент v4) и останавливается. Тепло оказы­
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Рнс. 2.2��� �  Эффект локализации тепла. Две тепловые структуры в- нелинейной
� � � � �среде развиваются независимо: �� = 0,0; ��  =  3,56 МО ; <, =  3,93 МО ;_2 ��  1 z о

<4 =  3,98 МО ; <5 =  4,00М0 . б -  Развитие структуры с минимальным време­

нем обострения. Оставшаяся часть профиля «замирает» при � ��  = 0,0;

<2 =  0,147; <3 =  0,220; <4 =  0,245

лей начальных данных. Сохранение формы распределения, по­
луширина которого не меняется, говорит о том, что горение 
в пределах области длины происходит согласованно, -  за­
кон роста температуры в каждой точке оказывается одним и 
тем же с точностью до множителя.
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Обратим внимание на принципиальную роль диссипативных 
процессов в такой системе. Допустим, что <4 =  0. Тогда в 
соответствии с уравнением (2.2) в каждой точке пространст­
ва, где 7"0� �� �� Y 0, горение происходит со своим значением 
,9 Если <4� Y 0, то в пределах целой области горение про­
исходит с одним значением времени обострения. Поэтому ес­
тественно рассматривать упорядоченность, возникающую в та­
кой среде и развивающуюся в режиме с обострением, как 
нестационарную диссипативную структуру. Поэтому модель
(2.3) в ряде работ называют моделью тепловых структур 
[121, 170].

Сохранение формы профиля при , kY  позволяет пред­
положить, что на развитой стадии происходит выход на авто­
модельное решение вида

Q"#�,� =  m ", � !"5 � £ =  *  /  HN",�� (2.5)

Подставив (2.5) в задачу (2.3), можно получить закон изме­
нения амплитуды g(t) и полуширины HN",�

m",�� 0 1 -  , F , 8�

��������	����������
w � 0  А,(1 -  / / / , )  (2.6)

(Здесь >�� >1� '  постоянные величины, которые определяются 
параметрами (3, <r, <4�� l4��  Для определения функции [(£),
которая задает форму диссипативной структуры, получаем не­
линейную краевую задачу

1 Э—O’—1
! + -------------  S /c  = p ! ! : S +  Г . (2.7)

0 - 1  � , 8 2 0 - 1  ? s  4

f5 lC=0 -  0. «■ f ' 5 = V  "•
(2.8)

Условие при £ =  0 позволяет выделить только симметричные 
решения, на которые и происходит выход при , kY� ,9  Два
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рассматривать только самые быстрые процессы с минимальными 
временами обострения.

До сих пор мы полагали, что Э =  о- +  1. Выясним, что 
происходит при изменении параметров нелинейной среды Э и 
о-. Из формулы (2.6) следует, что для Э >  с  +  1 Hx",�� kyY О 
при ,� Y� ,9 и что HN",� kY  со при , kY� ,9  если Э <  о- +  1. 
В первом случае полуширина распределения температуры долж­
на сокращаться, при этом говорят, что реализуется L S -p e- 
жим с обострением, во втором случае она неограниченно воз­
растает, и мы имеем HS-режим. Примеры обоих режимов по­
казаны на рис. 2.3. Когда Э =  о- +  1. полуширина остается 
постоянной (S-режнм) [121, 170, 172].

Для нелинейной задачи (2.3) не справедлив принцип су­
перпозиции. Действительно, если изменить начальные данные 
в несколько раз, то это приведет не к умножению решения на 
постоянную величину, а к процессу, идущему в совершенно 
другом темпе, с другим временем обострения. Здесь нельзя 
«сшить» общее решение из известного набора частных. Так 
какова же ценность найденного автомодельного решения?

Ответ следует из ряда приведенных расчетов [121] и 
некоторых строгих утверждений [170]: любое распределение
при , kY  fj выходит на одно или несколько автомодельных 
решений. И хотя здесь нет принципа суперпозиции, мы знаем, 
какие структуры возникнут на стадии интенсивного горения. 
Это глубокий и интересный факт.

Один из традиционных способов анализа линейных задач 
математической физики связан с разделением переменных и 
последующим нахождением множества частных решений. Для 
этого ищутся собственные функции изучаемой задачи (которые 
также являются некоторыми автомодельными решениями). Они 
существенно зависят от области, в которой решается уравне­
ние, и от граничных условий. Далее с помощью этого набора 
частных решений строится общее [185].

На первый взгляд обсуждаемая ситуация оказывается по­
хожей, нелинейная задача (2.3) допускает обобщенное разде­
ление переменных (2.5). Определение профиля автомодельного
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решения приводит к нелинейной краевой задаче на собствен­
ные значения (2.7), (2.8). Собственным значением при за­
данном является координата фронта Преобразование
подобия позволяет найти профили !"z�  и для других ,!� В 
последние годы близкие задачи возникли во многих областях 
науки [182].

В связи с этим решения уравнений, которые описывают 
конфигурации нестационарных структур, получили название 
собственных функций нелинейной среды [80, 171]. В отличие 
от обычных собственных функций, они описывают локализован­
ные процессы и не зависят от граничных условий. (Например, 
формула (2.9) может определять решение огромного класса 
различных краевых задач для уравнения (2.3), . в которых 
длина `� [  L{.) Можно сказать, что они описывают внутренние 
свойства нелинейной среды. Не удивительно, что исследова­
нию этих функций было уделено большое внимание [121, 170, 
58]. Отметим несколько принципиальных результатов.

Решение (2.9), (2.10) оказывается очень простым, про­
филь температуры, который оно описывает, имеет единствен­
ный максимум. (Будем говорить, что оно определяет ��	���=  
�����������  Возникает вопрос, могут ли в нелинейных сре­
дах, которые описывает уравнение (2.3), существовать слож­
ные структуры, имеющие большее число максимумов и по- 
прежнему сохраняющьэ свою форму.

Физическая идея оказывается достаточно простой. Пусть 
в среде есть две структуры, каждая из которых имеет об­
ласть локализации L{. Если расстояние между ними превышает 
`9� �	  они не влияют друг на друга. Если это расстояние 
гораздо меньше, чем ` ! �� �	  они быстро вырождаются в прос­
тую структуру. В промежуточном случае в течение длительно­
го времени максимумы движутся к оси симметрии, но форма 
профиля меняется мало. Это позволяет говорить о взаимодей­
ствии тепловых структур.

Пример такого взаимодействия показан на рис. 2.4. 
Видно, что четыре локальных максимума температуры при 
, kY  движутся к центру. В процессе взаимодействия
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Отсюда следует, что

!  —» C .£ -2f<r + v�F"v|� J� � � J  Ч (2.13)

� Y e

Если при решении нелинейной задачи (2.7), (2.8) нужно было 
найти значение £ (величину можно положить единичной), 
то здесь требуется определить Z� �

Построенные численно решения (2.7), (2.12) позволили
установить интересную закономерность [80, 171]. В решении
можно выделить две части. В одной из них решение представ­
ляет собой малые колебания около !  =  1. (В исходном урав­
нении решению ! � 0  1 соответствует однородный фон Q"#�,� ~  
~  (1 -  поэтому его иногда называют �	� 	� �� '

� �%����� ��  В другой происходит быстрый выход на асимптоти­
ку (2.13). Это хорошо видно на рис. 2.5, где показан пол­
ный набор собственных функций нелинейной среды, которая 
описывается уравнением (2.3) со степенными нелинейностями 
при Э =  3,18, (г =  2; l4  =  1, <4� 0  1.

Рис. 2.5.а —  Полный набор собственных функций данной нелинейной среды 
зависящих от одной пространственной координаты, б -  Эволюция второй соб­

ственной функции

��



6����� +�������� ��)����� &�������� ���(� ������� ������

��'�������+� �������� } � ����������� �����-� ��������/ � �� �����*

���� ���������������� ������ ! � K� �� ������� =�O�>

}� 0 � p� � ' � = 	 � � �>>� j � �-� �� K � 5T ��7� 5T � � � � �-� $5 $�W7

�� ���3�� &������(� ���� ����4�+� �����(������ =�>$

1�������(-� ���� ��3��� �)��(� ��)����� ����������������

������� �� ����&�������� &��� } � YC� ��-� ��'���� ������ �)�������

���-� ���'�� �� ���� ��&�������(� ������������� �������� 4������*

��$� E������� &�������-� ���� &����������� ������ �'������ ����*

���� ����(� '������ �� ��)�����-� &���������� ��������� =� W-�

� F>$� 6�&����/� �������� ���/��������� ���$�  $N$� U���(� &���*

����� ���� ��������� &����������� ��'��������� �������� �������*

���� ������ &��� T � K � #-F-� ��� K �  � �� �����������/0��� ����&�������

�� ������������ 4�������������4�� ��)����� �� &��� } � YC� ��� 5���$�

 $N -�7$� E��$�  $N-N � &��������� �������(� ��������� &�����������

��'��������� �������� �� &��'��3����-� &���������� ��������

�)������$� %����-� ���� ���� '�����$

�!"�� 2�=�� �,F"$�'%%&'� R)%*0!!� %'�!%'@%,@� "('-&� #(!� P � Z � 9H<\� P�� Z � 2� �
�� � �$,(�1� !� $('$>1� ",F"$�'%%&'� R)%*0!!� M"#�,J%�1� �!%!1UH� ",,$�'$"$�)KC!' �
�"!+#$,$!*!� �F�!/!� .,+,$'(+!I'"*,.,� ('J'%!1� MJ$(!?D#)%*$!(%�1� �!%!1U� ! �
#(!� S e _,,� M#)%*$!(%�1� �!%!1UH� FU� $'� G'� R)%*0!!� !� !?� #(!F�!G'%!1H� #,�)X

I'%%&'� +'$,-,+� "J!��%!1� �"!+#$,$!*

6����� �'�����-� ������ �)������� &�������� &������(� +���*

)��� &��'��3������ ��)����� 5&��'��3����7� ��+������ �����������

������� 5 $O7-� 5 $� 7$� 6����� &��'��3����� '���� ��&��(�������

���� &���������� ����+� ��������+� ��4�������-� ��������+� �

��



итерационными процессами и применением метода Ньютона 
[125].

Это, в свою очередь, позволило продвинуться в пост­
роении многомерных собственных функций нелинейной среды. 
Двумерный аналог задачи (2.3) (в котором член "<"Q�Q#�# 
заменен оператором div (<"Q) grad 7)) допускает автомо­
дельное решение вида Q"M�,� =  m",�!"MFHN",��4�� где г и 0 -  
полярные координаты. При этом двумерная функция !� опреде­
ляющая форму сложной структуры, удовлетворяет нелинейному 
эллиптическому уравнению

_  р - 0- 1 €  + � � �
<г+1 � � � � � �� � �

у(0)<С, � � ������ 	� ��� �� �����
£ —»со £ —»со

� � � � ����

* о, � � a  f 1/(<r+1)(0 -

О,

(2.15)

Стандартные' численные методы позволяют строить только про­
стейшие центрально-симметричные решения f(£) =  f(|CD- Ес­
ли действовать по аналогии с одномерным случаем, то нужно 
искать границу, на которой можно сшить решение линеаризо­
ванной задачи с асимптотикой при |£| kY  со. Возникает зада­
ча со свободной границей, представляющая большие 
сложности.

Оригинальный подход был предложен в работах [124, 
125, 161]. При исследовании открытых нелинейных систем,
которые описываются нелинейными параболическими уравнения­
ми, зачастую удается выделить набор параметров порядка, к 
которым «подстраиваются» все остальные степени свободы. 
Попробуем найти параметры порядка, характеризующие функцию 
!� Допустим, она переходит в себя при повороте на угол 
2 я /я . Разложим ее в ряд Фурье по угловой переменной. По­
нятно, что соответствующий ряд будет содержать только гар­
моники с номерами 0, ��� 1 ��  ...

Будем считать, что существенны только первые гармо­
ники этого ряда. Это позволяет намного уменьшить коли­
чество степеней свободы системы. При этом условия сшивания
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уже не могут быть выполнены на некоторой непрерывной 
кривой. Естественно требовать, чтобы они были удовлет­
ворены на нескольких лучах в секторе 2 � F� �  Такой подход 
дает целую иерархию упрощенных конечномерных моделей. Они 
позволяют предсказывать конфигурацию высших собственных 
функций в области немонотонности и дают хорошие начальные 
приближения, необходимые для численного построения таких 
решений.

�!"�� 2�N�� 6!-,�&'� #(,'*0!!� %'"*,�>*!?� ",F"$�'%%&?� R)%*0!@� %'�!%'@%,@
"('-&

*
��



J��������� �
K�������� �
L����	 

�� � � ��

�!"�� 2�Q�� ��F,(� ",F"$�'%%&?� R)%*0!@H� #('-"*�/�%%&?� "� #,+,C>K� #(!F�!G'%X
%,.,� �%��!/�� !� /�$'+� #,"$(,'%%&?� I!"�'%%,

%� ��'���+� =� F-� �N�>� .��� &��'��3����� )������ ��&��(��*

�����(-� �� '��� &�������� '��()��� ������ ���)�+� ��'�������+�

�������� ���������+� ����$� %������� &�������� ������(��+� ����+�

�������� &�������� ��� ���$�  $O$� E��$�  $O� ����� &�������������

�� ��'���� ��'�������+� �������-� &�����������+� ��� �������

&��'��3����4�� �������� �� ������ &���������+� ��������� ���� � � �
�

�������� ����������� �����$� ;���� �����(���� ������������ ����(�

����������$

�	





желаемое поведение, и было бы очень заманчиво использовать 
резонансные возбуждения, явления самоорганизации, эффек­
тивно опираться на внутренние свойства самой системы. Это 
особенно необходимо в тех случаях, когда нет возможности 
действовать методом проб и ошибок.

Можно сказать, что на сегодняшний день модель тепло­
вых структур представляет собой одну из немногих систем, 
для которой установлены законы организации диссипативных 
структур. Поиск близких закономерностей проводился и для 
ряда других моделей. Во многих случаях он оказался успеш­
ным. Трудно остановиться даже на основных результатах, 
полученных в последние годы при изучении модели (2.3) и ее 
обобщений. Поэтому мы охарактеризуем только несколько 
крупных направлений исследований.

Первое направление связано с обобщениями модели (2.3) 
на более сложные среды и с ее использованием в различных 
физических задачах. Было показано, что явление локализации 
и режимы с обострением характерны для систем, параметры 
которых явно зависят от пространственных координат. Были 
рассмотрены случаи, когда плотность среды и нелинейный 
источник степенным образом зависят от координаты � � " �  =
=  "�1  +  91�P1 или �  =  "�1  +  �1  +  z V /2 ) [122]. Здесь
также возникают локализованные структуры, развивающиеся в 
режиме с обострением. Они могут, например, представлять 
собой локализованные цилиндрические или сферические слои.

В ряде случаев здесь также удается построить 
собственные функции нелинейной среды как в одномерном, так 
и в двумерном случае [124, 125, 161].

Аналогичные результаты были получены и для системы 
двух квазилинейных уравнений параболического типа с объем­
ными источниками.

�"  =  "<aK 1 � ���  +  laK

G, < � => � 2� ? � > (2.16)
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чтобы стала возможной термоядерная реакция. Сверхвысокое 
сжатие позволяет намного снизить требования к лазерам. 
«В  лазерном термоядерном синтезе, -  писал американский 
ученый Дж.Наккольс, -  мы пытаемся использовать преиму­
щества следующего важного принципа: для сжатия мишени в 10 
тысяч раз по отношению к ее нормальной плотности требуется 
только один процент той энергии, которая нужна, чтобы на­
греть мишень до температуры зажигания» [Д21].

Выяснилось, что оптимальные условия для такого син­
теза будут созданы, если мощность лазера можно менять в 
режиме с обострением /  “ " , ! -  ,�U�� U <  0. Режимы с обост­
рением и новый подход к решению крупной научно-технической 
задачи оказались тесно связанными. Об этом периоде в проб­
леме ЛТС подробно рассказывается в книге [Д21].

Изучение проблемы ЛТС привело к расцвету вычисли­
тельного эксперимента в физике плазмы. Система настолько 
сложна, что без вычислительного эксперимента нельзя 
рассчитывать на успех натурного, нельзя браться за созда­
ние уникальных эспериментальных установок. Необходимостью 
стало появление нового поколения вычислительных методов, 
более глубокий анализ различных физических явлений.

Одно из явлений, подвергшихся такому анализу, -  само­
фокусировка и коллапс ленгмюровских волн. Плазма, как 
известно, состоит из электронов и ионов, плотности зарядов 
которых приближенно равны. Представим, что электроны смес­
тились относительно ионов. Тогда возникнет электрическое 
поле, которое стремится возвратить электроны в положение 
равновесия, возникают колебания, называемые ленгмюровски- 
ми, и по плазме начинают распространяться волны с близкой 
частотой. Их может возбуждать лазерный импульс или элект­
ронный пучок. Появление ленгмюровских волн в плазме может 
сопровождаться появлением локализованных каверн (кавито- 
нов), в которых растет напряженность электрического поля и 
понижается плотность плазмы. При этом, хотя система и не 
является диссипативной, в ней возможны режимы с обострени­
ем. Здесь одномерные и двумерные задачи принципиально от­
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личаются. Например, самофокусировку ленгмюровских волн мо­
делируют с помощью уравнения

�$%� +  &$'  +  $'($'(�� �  0 ,

где $'� '  комплексная функция, которая характеризует напря­
женность электрического поля. В одномерном случае это 
уравнение, называемое кубическим уравнением Шредингера, 
может быть решено аналитически (оно сводится к некоторому 
линейному уравнению). Его решения -  уединенные волны или 
�	���	���  Уравнение имеет бесконечное число законов сохра­
нения.

Рис. 2.11. Типичная картнна возникновения плазменного шнура. Амплитуда 

падающей волны )  ~  � * � (+�(� �  =  0,55; ОС =  0; у  =  1; , � �  10,0; /3 = 2,0

В многомерном случае решения качественно меняются -  
это локализованные распределения, которые определяются 
соотношениями вида H�� ' � ", � ' � , � � a ! "M F" , � ' � ,,)^), �  =  (х 2 +  
+  �� �  . Однако если в модели тепловых структур показате­
ли степеней выражались через параметры среды Э и о\ то 
здесь определение степени у и б требует проведения сложных 
численных расчетов. Вопрос о том, каковы у и б, дискутиру­
ется до настоящего времени.
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таком подходе учитываются в изобарическом приближении. Для 
функции C выполнены условия излучения.

Типичный пример возникновения локализованной неста­
ционарной структуры в поле сходящейся цилиндрической СВЧ- 
волны показан на рис. 2.11. Видно, что рост амплитуды 
распределения сопровождается сокращением его полуширины 
(рис. 2 .11 ,а). На рис. 2.11,6 представлен рост концентра­
ции $m в центре волны. Видно, что на определенном времен­
ном интервале она выглядит так, как если бы процесс шел в 
режиме с обострением. И действительно, представления, 
развитые при анализе тепловых структур, эффективно исполь­
зуются и в теории СВЧ-пробоя.

Режимы с обострением характерны и для других модель­
ных уравнений. Например, недавно было показано, что упро­
щенной моделью многих явлений в гидродинамике, астро­
физике, физике плазмы и нелинейной оптике является уравне­
ние

Р, +  " NGL � 0 ° ’ G, +  GG# =  \T_"x†_�#� y

Это уравнение движения газа с отрицательной сжима­
емостью описывает не бегущие волны, типичные для обычных 
газов, а стоячие возмущения, нарастающие со временем в 
режиме с обострением. Одна из первых моделей такого типа 
была предложена русским ученым С.А.Чаплыгиным в 1 8 9 6 - 
1902гг. Однако общность этой модели была осознана только в 
последние годы [383]. Интересно, что с помощью преобразо­
вания годографа эта модель сводится к линейному уравнению.

Локализованы могут быть не только стационарные дисси­
пативные структуры или структуры, развивающиеся в режиме с 
обострением, но и более сложные колебательные или хаоти­
ческие процессы. Вероятно, в ближайшие годы анализ таких 
локализованных процессов будет активно развиваться.
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Модель тепловых структур и другие модели, связанные с 
одним параболическим уравнением, не обладают двумя важными 
особенностями, характерными для многих нелинейных сред. В 
силу принципа максимума в таких системах не могут возни­
кать новые экстремумы, и, следовательно, не могут
появляться новые структуры. Кроме того, в рассмотренных 
средах устойчивы только простые структуры, для создания 
сложной упорядоченности нужно задать специальным образом 
начальные данные.

Описание сложных устойчивых структур, процессов их 
возникновения требует перехода к системе уравнений. В ряде 
случаев и здесь удается выяснить, каким образом из простых 
структур могут быть построены сложные, как возникает 
упорядоченность в таких средах, как меняется ход процессов 
при переходе от одномерных к многомерным моделям. Эти воп­
росы были исследованы для систем с триггерными свойствами 
[128]. Обратим внимание на некоторые из полученных 
результатов.

Пусть при Dj =  О, Z>2 =  0 (когда нет диффузии), систе­
ма может находиться в двух устойчивых состояниях (ы ^ ,^ )  и 
" � 1�� 1�  и в одном неустойчивом (0,0). Такие системы полу­
чили название бистабильных или триггерных. Триггерные сис­
темы с диффузией возникают в химической кинетике, в нели­
нейной оптике, при моделировании морфогенеза [33].

Для простоты возьмем следующую модель:

������ � �� ��� ��� � ����	��� �� ������	� �� �� � � �� �	� ������

K#"5�,�� 0 � K#"R�,�� 0 � G#"5�,�� 0 � G#"R�,�� 0 0;

�� �� G  здесь можно рассматривать как отклонения от равнове­
сия концентраций каких-либо веществ. Понятно, что �  и G 
могут быть как положительны, так и отрицательны. Будем

��



������(-� ���� ��'��������� ��������� �������� >� ' � ���&�������

��&��3������ ������ �� &���3����(����� ����������(����� �����*

��$� 5;��� ��������� ������������ ��������� ��������������� ��*

����4�� ��)����� ������� 5 $ W7$7� �������� ? � �&��������� ����*

�����(��-� ���� ��������� ������������ ��������� �4�������������

��)����� &��� T� _� ,� H� ��$� U������ 5 $ W7� ������������ ������*

���(��� &���'���������� c K �G•� YC� 8 ' � � � �� •-� &�����(��� &������

������ ���������� �����3��� ���(��� ��������� ���&���� �������-�

&�.����� �1� 0 � ' � ��� K � � � �Y� G1� 0 � '� "�� K � � � GY�� "4,"K ��G ��� K � T]�

;� 0� �- ]� V� 0� �- 7$� X����� ������������(� ������ ���������

+ 9+ 1 � � � o-� &��� ������+� �������������(� 6(/���4�� ��� �����*

����$

�!"�� 2��2�� 5(!+'(� L�'+'%$�(%,@� "$()*$)(&� �� $(!..'(%,@� "('-'�� 5�(�+'$(&

(�"I'$�Y� � �� � �PH�Q\� ��� � � PH<N=\���� �� �� � � �� ����� � � � ��� �� �� ������ ��� � � �� � �
� a � �  �  � P

j� .� ' � M:0� j� K�"K� @�.� �

%� ��������� �����(��+� �����+� �������� ��������

@���&��(��C� � ��� � � �Y� ��� � � �� � &��� �� � � � � � �  	� �� � � ' � Y � �� � �

0 � !� � � &���  � }� � � P � o7$� %� �������+� ��'�/������� '������� ��+���

��� ������������� ��)����-� ��&������ ���� ������4�� &������� ���

���$�  $� $� %��������� &���+������ �'����(-� ������ ��� ��������

��+������� ����� ����������� ���� 5 KYGa7-� �&����� ���4��� " ' � Y �

� . � � � � 6����� ��)����� ��� �������� .������������ �����������

5������ ��������� ��� &������� �����7$� ��3��� �� '��()��� �����*

����� �����(� ������ �'������ �� &��������  	 � �������/0��� .��*

���������� ���������� &��� .���� &����������� ��� ��������$� 1���

.���������� ������������$

��



Обратим внимание на то, что в модели тепловых 
структур была возможна строгая локализация: Q"#�,� = 0 вне 
Сд при �  <  ,� H � ,9 Здесь есть эффективная локализация: 
можно задать малое число е и указать область ‹�  вне кото­
рой шах [(ы -  �Y�1� @� "G� ' и*)2] <  е  или шах [(ы +  � Y�1� @ 

#Œ‹� #Œ‹

+  "G +  t/*)2] <  e.
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В отличие от модели тепловых структур, здесь явление 
локализации связано не с источниками, а со стоками, так 
как в окрестности каждого из устойчивых фонов 4a"K�G� и 
� �� � ��� �� ведут себя как стоки. Кроме того, если в триггер­
ной среде возникли структуры, то далее решение от времени 
не зависит.

Поскольку элементарные структуры локализованы, из иих 
можно построить более сложные конфигурации, задав в ка­
честве начальных данных несколько «ступенек». Расчеты по­
казывают, что их действительно можно построить, если рас-

� � � � �

стояние между «ступеньками» не слишком мало "` � [ � v�v  опре­
деляется свойствами нелинейной среды). Пример решения, 
возникающего в этом случае, показан на рис. 2.13. Все ос­
тальные структуры в этой среде состоят из множества эле­
ментарных, находящихся на разном расстоянии друг от друга. 
Метод сшивания, оказавшийся очень полезным при исследова­
нии модели тепловых структур, и в этом случае дает хорошие

��



зультады, т. е. приближенные решения, соответствующие эле­
ментарным структурам [161].
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Рис. 2.16. Возникновение структур и их последующий распад в двумерной 
задаче. Параметры расчета те же, что на рис. 2.14
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дем обозначать ее {х  }. По-видимому, среди этих чисел есть 
какая-то закономерность. Естественно ожидать, что числен­
ность популяции в данный год х � , �  зависит от того, сколько 
животных было год назад, т. е. от величины � ��  Таким обра­
зом, в простейшем случае

V i  =  К *„ 'А>- <4 Л >

Здесь !� '  непрерывная функция, А -  параметр, который зави­
сит от того, какую конкретную задачу мы рассматриваем. 
Часто используется функция !  вида Ах " } '#  ):

� � � � � ��!�"� � � # $ �& � � � � � ' ( � � � "%� � � "� �

Эта формула показывает, что если А }  > 1, численность 
вида быстро растет, пока она мала (х «  }��  и начинает 
убывать, когда животных становится слишком много. Удобно 
сделать замену переменных � �� 0 � # �} �  А =  A' F} �  при этом 
формула (4.2) приобретает вид

� 	 � �� �� ��!� � � � � � � � �� �� �� � � � !�� �����л+1 л' �ff� �� Ž� �

В дальнейшем штрихи у новых переменных будем опус­
кать.

Нас интересует вопрос о том, что произойдет с различ­
ными видами по прошествии достаточно долгого времени. Для 
ответа на него в этой простейшей модели достаточно выяс­
нить, какой будет последовательность {х  }, �  —» ю при раз­
личных значениях А. Отображения вида (4.1) используются 
при феноменологическом описании многих других явлений. §

§ 4.1. Переход к хаосу. Сценарий Фейгенбаума

При небольших значениях А (0 с  А с  1) х^ —» О при 
�  —» ю независимо от выбора �a�  Поведение последователь­
ности в этом и в других случаях удобно представлять графи­
чески.

���





,��� H� _� �� ����������� ���������� +a� K � H+a5�� � � +a7� ������

����� �����������(���� �����(� �Y� K � T$� ,��� H� l� �� ��������*

���(��+� ������� ���?� �Y� K � T� �� +a� K � 5H� � � �7oH$� ,��� H� K � �� ��*

&����3���� ������ �Y� K � � � ������� �����������(-� �� ����(� &�*

����) ����� ������ ����������� ����������$

	�������� �&�������(-� '����� ��� ����������� ��&����3����

������ �Y� ���'��3����� !"#��� ,���(� �� 0 �Y� @� H+� -� 4��� H+� � �

������ �����$� G���� ������ ���������-� ��� �� ������� � � ���������

Z9+&Z� ���3��� ����()��(��$� ,���&�)��� �������� 5W$�7� �� ����

a� a� a� O !8# Y �
œ� j � : � , � � K � Q a� �̂ j � : $ 7 �� � a l� @� 'B � k � :

,��� �������� ������������� ���'�+� ������ �'���������+�

������������(��+� ���������� &�����������-� ���� �� ������3���*

���� ������� ���� �&����������� ���������� �������� 5&������ ��*

���� ������� ������������� I�&�����7$� ,������� ����(� �����4��*

���� �����3�����-� ��3��� �'����(��-� ���� �����������(� ������

�Y� �&����������� &���������� ���'��3����

H+� , �

O !"# Y �

B �
H+� $� 5W$F7

9��� ��4�� ���'�� H+�P � � � -� ���3��� ��&�����(��� �����������

Z� O !8# Y ��
�� O# _ � � $ 5W$N7

��	







��+� �����+� ���'��3����-� �� ���3�� �� �����+-� &�������3�0�+�

������� r1� � &������ ���� � 1� K � K � !" !"2 1���� � v� K � 9 � 7� K

K � !"!"2… ��� 8���������� &�������� H-� ��� ������4������ ������/�

! � "�� � ����(� ���� �� � D� ����� &��� ���������� ��������� H� �����
I

�� 0 � � � �� �� 0 � !� "�� � &�������/���� �� ������ ������ 5��$� •� ���$�

W$F7-� ��� �� ������������ H� ��4��� &�����(��� �0�� ���� ������ &�*

���������� 5��$� ���$� W$N7$� 1������ �� '����� �&�������(� �����

r � � � ,���+��� t � YC� t � �� 1��'��3����� !"#�� �'��������� ���-
�

���� �� ���'��3����� !� 5+7� ����� ��� ��&����3��+� ������ �������

�����������(-� �� �� ��� ������������ &�����/���� ���� ������ ��*

��������� ��&����3���� �����$� E������������ �������� ! ‘"#�� �

!ƒ"#�� �� �$� �$-� ��3��� ������(-� ���� &����+����� �����/0��� ��*

������$� %� ��3���� ��� .��+� �������� ����� ������ ������� �����*

������(� �� &�����/���� ���� ���4��� ����������� �����-� &�.�����

&������ ������ �����������$� ,��� .���� �������������� �������*

��4�� ������ t � � �� ���'��3����� ' 9 , � � K � !"#$�� �������� �� &�����*

����� ���+� ���������+� ������� �� ���'��3����� ! � � �� ������+� � � ��
�

&����3��+� ������ �� !� �

9�������� ���� 3�-� ���� �� ������� ��&����3���� �����-� ��3��

��� &������(-� ���� �����������(� ������ F � �� .���������� ���

O ! x"#’�
'����� �&�������(��� �������� � � H� � -� <� 0� � -

���





E������-� &����������� ��� ;%�-� &�������-� ���� ������ I� ��

I� � &��� '��()�+� � � ������ ��'�� ���� 4�������������� &��4������$�

G�� ����������(� ������ '� K � W-NN� T�N$$$� $� 9��4���� �������-

JXX v� w � I� ��������� C� F� $� 5W$�7
!� � L�� 5L�� � ,U6

1���)����� O$F O9 , � � ���3�� ������ &�����-� ������� �-� 4���

� � K �  -FT  �TOM�$� �

��3��� ������� 5W$#7� ����������(� ���4��� ���������� ���*

��������+� �������-� ���/0�+� ��� �������� = � - � >� ����� ���������

�� '�����+� ������ ���)���� �� ������������� &���'���-� �� ��������

���3�� &����+����� '����������� ������� '���������� ���������

&������� &��� ���������� &��������� H$� 1�������(-� $���� �� �/*

'��� ������ ������� ������ � � �� '� '����� ������� �� ����� 3�$� X����
1�

��4�-� ����������� ��� ����� !"#�� &������ ~h{ � "'���� ! � ""�� '
&�l�4�

� � T -F 7 o 5 � � 7 &-� I&7� ��0 �������� �� '����� ������ �� ���� 3�$� G4��

������/�� � � � � � � � � �&� 	 � � - �� �  � �� � m4"#��

;��� ��������(���� ��������������� '���� �'����3���� �� &�*

����� ������������� ������������ �$2��4��'������ �� ��OM� 4����

= N�� � �  N#>$� �$2��4��'���� &�����3��� ����������(���� ������*

���-� �&������/0��� �-� '-� † � 5•7$� %� ����� ���������(������

������ �-� '-� †g5•7� �� ���4�+� �������� ����4�� ��&�-� .��� �����/�

������/�� � �	����� �� � ������&�	�� � � � 6�-� ���� &���+��� �� +�����

��� ���4�+� ���������+� ���'��3����+� &����+����� �� �����(�����

'���������4�� �������� '���������� ��������� &������-� '����

������������ �� ����� &���)�����/0�+� ��'��� = T�-� # O>$� 1������

��������� 5W$�7� �� ��0����������� ���������(��+� �������

&�������� �'S�������� ������� �� .���� ������$

%� .���� ������� &����������� ������ �������4��&&�-� )������

��&��(������� �� ���������� ������� &���� �� ��������������� ��*

����$� ,��� ������ &��+���� &���������� � � ��3��� '��(� �&���������

��� ���������-� �������� ������ ��4������� 4�������������

�����$

B������� ���$� W$#� �� W$M$� ;������� ������� !1"#��� &�&��*

)��� �����(� ���()�4�� ��������-� ����(� &�+�3� ��� ��4�� �������

���

























































































































































































































































































где g�  -  проекция на собственные функции линеаризованной 
задачи H��"��  =  exp";<�#�� где =  � , <1 =  � , =  - � ,

=  2, =  - 2  и т. д. В этом случае

QMpc",�5�� 	� g�ˆ� 0 £ [ /?  -  (1 +  ;G�<1A (9.50)
/=  �  '

Следовательно, нижняя оценка суммы глобальных ляпуновских 
показателей не зависит от параметров   и G и определяется 
формулой

А. +  . . .+  А *  v 8 € � ' � <•  (9.51)

Для оценки этой суммы сверху нужна априорная оценка 
(9.42). Пусть -�� '  ортонормированные векторы в множестве 
g  (,�`1�  Тогда

Re{Tr[F(/,i40) о g  (/)]} =  E � 8H-� "€� @� ` � ) - [ � '  
и " � ( �  ' � � v

'  2 H-��  | > 11- [  -  Re[(l +  ;$�� H� - ��>žY[“•�  (9.52)

о
Для любого вектора -'� � � `� �� …4� � � .  

1H-I>I1-[  -» Re{(l +  � ž�H-�>1-Y[•� 0

=  - 2  J  O#� I>I1 I-I1  -  Re{(l +  tfx) J  dx Л� 0 * 2} £

— 5 IIЛИE �II-II1�  (9.53)

где

5 =  т а х {0 , -  2 +  |1 +  /д|}.

Используя соотношение (9.53) и равенство (9.48), получим

А. +  ... +  A =£ £  { €� @� ƒ IIЛИ1� ' � <1� �� (9.54)
/ = �

При |д| £ 'F› � ƒ� '  0, поэтому верхняя (9.54) и нижняя 
(9.51) оценки совпадают. При д < 'F›  «самым неустойчивым» 
здесь является нулевое решение.
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Рнс. 9.18. Зависимость ляпуновскон размерности ^  для уравнения Курамото- 
Цузуки при | fjL| ^  v^3 (непрерывная ломаная кривая), верхняя оценка (9.55) 

(гладкая кривая) и нижняя оценка (набор горизонтальных отрезков) [253].
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ров и близость самих оценок ((9.22) и (9.56)), исследовав 
ние турбулентных режимов течения жидкостей, движение кото­
рых описывается уравнением Навье -  Стокса, и анализ диф­
фузионного хаоса существенно отличаются. Обычно при анали­
зе турбулентных течений число Рейнольдса (или параметр ‹�  
уже в момент возникновения турбулентного режима оказыва­
ется достаточно велико. Кроме того, приходится рассматри­
вать по крайней мере двумерную задачу. Все это намного 
усложняет анализ хаотических режимов. В то же время диф­
фузионный хаос во многих интересных случаях описывается 
странными аттракторами небольшой размерности. Это согласу­
ется как с обсуждавшимися выше оценками фрактальной 
размерности максимальных аттракторов, так и с приведенными 
в настоящей главе расчетами.

Обратим внимание на еще один важный результат, свя­
занный с оценкой размерности аттракторов в системах пара­
болического типа, возникающих в задачах химической кинети­
ки. Он подробно обсуждается в статье [29]. Для нелинейного 
уравнения

�"  =  G2…K� ' � !"# �K �� @� I�� ы1дд =  0. П с  К”, 

в котором

u — "P9  ..., YY��f� ! — " ! •••’ / п)>

а -  матрица порядка �  с постоянными коэффициентами, такая, 
что матрица (а +  а % ' � �  положительно определена и ее мини­
мальное собственное значение превышает д0> т. е.

-  Z� z� !"# �K�K £ Д�� 1 ы | +  Z�� x4  > 2,

показано, что

O:P� £  СЛП/� � Г " /2 , Л > 1, . � �� 0.
7

(9.59)
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Оказалось, что для решений залами (9.41) условие конуса 
(9.62) выполнено при ,� kY  со. Это позволило получить сле­
дующие оценки рамерности инерциального многообразия +  
[Д28]:

+  5  [2Я2] ’ [l +  [l +  ~1“ †1@ 2 |fi|j (€� @� 1x™F1 �� @ 1

при |fi| £ V3V

+  =  +  (l +  Д2] +  2|Ml] x (9.64)

/ � *+ � �  25/?2{ l  +  M & � +  � ) / � � t f ] � / � j ]  +  �

при ž� '  v̂ T,

где �  =  max jo , � �  +  & �  +  /i) � / � j-.

Можно сказать, что величина +  характеризует число 
«существенных» низших мод или число параметров порядка. 
Сравнение оценок (9.55), (9.57) и (9.64) показывает, что 
величина +  растет с увеличением €  (или с увеличением длины 
области в исходных обозначениях (9.58)) гораздо быстрее, 
чем хаусдорфова размерность максимального аттрактора. Пока 
неясно, связано ли это обстоятельство с особенностями при­
менявшейся техники или оно отражает важное внутреннее 
свойство изучаемой задачи.

Дальнейший анализ инерциальных многообразий в систе­
мах, которые описываются диссипативными уравнениями в 
частных производных, представляет большой интерес. Возмож­
но, с анализом свойств многообразий Z и дифференциальных 
уравнений на этих многообразиях и будет связано более 
глубокое понимание диффузионного хаоса и других хаотичес­
ких режимов в нелинейных средах.

���



�� x �d �� 9!+"�D&�)�&� '&Y�*%� #� $&-�$&@$%;� �'&,!;�

�-:"&'$!"�#$%&�  +,;+,%�

,������������� �� +����� �� ���������+� �����+� ���� �'�

���������)����� ��3���� �� ���������� ������������� �������� ���

��������� ������������ &�������� �� &��������� ������ ���� .��&�*

��������(��+� &������3������ =#ON>$� 1�����-� �������� �� ���4���

&������������� �� &������� +���������+� ��3����� �� ���������+�

�����+-� �������� ������ �'0��� +�������-� �� ��4��� ������(���

&��������� &��� �������� ������� �������� � � ��������$� 1'������

��������� ��� ���������� ��� ��+$

�&&,�$�"#&$$+�":� �� !��* "+"�D&�)!4� $&&,�$�"#&$$+�":� �

,��� �������� 4����������������� ���'����������� ������� ����

�������������+� &��'���$� 1���� ��� ��+� �������� �� ���-� ���� ���

������0�4�� �������� ��� ������(� �������(� ��0����������� ��

�������������(� ���(��4�� ���'�'0����4�� ��)����� ����������

	��(�� � � B�����$� ;��� &������� ž$I���� �� ���4�+� ���������������

�� �����-� ���� ����������� ����+� �����(������ �������� ��� �� ��*

����������� �������������4�� �&&�����-� �� �� &�������� �������$

%� ������ ����-� �� ����������� ��������� '��()��� ������ ��*

)����� ���������+� ���������-� ��� ��0�����/0�+� �� ������ 5����*

��-� ��&�����-� ��3���� �� �'���������-� �'��3���)����� �� 4�$� � �

�� ������ �� �����(/� ��&����+� ��������7-� �� '��()��� ������

���������-� �� ������+� �����(���� �������� ��� �&������/��

������������� ��)����$� 5	�&�����-� ������� �� 0 � +� ]� +5T7� K � 1-�

� � _� � � ������ ���� ��)����?� #",�� 0 � � � �� #",� � K

K � 5 ~ � y 7 �P �L TP �P ��TP$7� 	��(��� ����/���(-� ���� ������ �'��*

���� ��������� �� ��)����� ���������� 	��(�� � � B������ �� ������*

��+� ���4�+� ���������-� �&�����/0�+� ����������� �����$� G����

.��� 4�&������ �����-� ��� �����(-� �'����/0��� ������� ���� ����*

��-� �����������-� �� ���'������ ��'�� ���4��� �&������-� ��'��

����� ��������-� �������� �������/�� ���������������(� ���� ��*

��0����������� ��)����$� %�&���� �� ���-� ������ ��� ����)�����

.��� 4�&������ �� ��������/� 	��(�� � � B������ �� ���������� ���4���

����������-� �&�����/0��� +����������� ��3���-� ���������

��������$

���



В метеорологии, астрофизике, ряде других областей ха­
рактерные числа Рейнольдса, при которых турбулентные реше­
ния представляют наибольший интерес, превышают � � 5*  � � 6. 
Поэтому здесь естественно использовать асимптотические ме­
тоды. Их применение также оказалось связанным с большими 
трудностями. И это позволило предложить новую гипотезу 
возникновения турбулентных режимов, связанную с так назы­
ваемой асимптотической неединственностью [145]. Остановим­
ся на ней подробнее.

Рассмотрим задачу Коши для волнового уравнения 

«« =  ! � � * �P ) �

�" 0) =  ф� (дс) exp(AS � (x)), А »  1, -оо < �  < оо.

Начальные данные здесь представляют собой быстро осцил­
лирующую функцию (множитель exp";Ir4"#��  с медленно меняю­
щейся амплитудой осцилляций (множитель Hg5"A��'  Тогда, 
применяя асимптотические методы, можно убедиться, что 
решение такой задачи имеет следующий вид:

�� 0 � HN"#�,� exp(AS(x,/)) +  0(1/Л ),

где функция S определяется уравнением Гамильтона -  Якоби

S �  =  c � (VS)2.

То есть решение принадлежит тому же классу быстро осцил­
лирующих функций, что и начальные данные. Естественно 
ожидать, что это свойство будет характерно и для уравнения 
Навье -  Стокса

g y  +  "K�†�K� @� †x =  ^  Aw,

(V .u) =  0
(9.65)

�  =  "K�"#�,��� K :# �, � � � K :# �, � � � � �  € П, Й с  R ,  Re »  1

для некоторых классов начальных данных.
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где

!"#� =  U# � @ w(modl), # ¢$ e [ � , � ), ; � 0  � � � � � � � �� � � .
Здесь $ характеризует временную координату, ; -  простран­
ственную. Отображение x 9 , �  =  !"#$� устроено таким образом, 
что в течение определенного числа итераций �  возрастает, и 
достигая порогового значения �  =  s -1(l -  о>), резко умень­
шается (рис. 9.19).

Такие отображения ранее использовались в модели ней­
ронов и в теории колебательных химических реакций. Пусть 
s <  1. В этом случае система не имеет хаотических режимов 
и ведет себя регулярным упорядоченным образом. В част­
ности, при s =  0,91 и � ) =  � � �  в ней существует устойчивый 
цикл S25.

Сумма в правой части формулы (9.68) просто определяет 
усреднение по ближайшим соседям. Пусть �� '  1. Чтобы оце­
нить, насколько быстро происходит выход на аттрактор,

	

задавались � �  случайных начальных конфигураций, рассчи­
танных с помощью метода Монте-Карло. Результат усреднения 
времен выхода на пространственно однородный или более
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Рис. 9.21. Зависимость среднего времени переходного процесса 9 от числа
элементов =  [243]
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Оказалось, что в этом и ряде других случаев традици­
онный анализ количественных характеристик хаотических 
режимов не позволяет отличать переходный пространственный 
Хаос от хаотических режимов, существующих при , kY  оо. На 
временах ,� H� Q} будет происходить с высокой точностью 
установление пространственно-временного спектра мощности, 
функции взаимной информации, распределения вероятностей в 
разных точках фазового пространст ��

Если переходный хаос имеет отношение к гидродинами­
ческой турбулентности и к системам реакция -  диффузия, то 
даже самые мощные компьютеры не позволяют выяснить, каковы 
аттракторы таких систем, даже если числа Рейнольдса и 
соответственно длина области невелики. Авторы работы [243] 
оценили по формуле (9 .69) время выхода на аттрактор в 
модели (9 .68), состоящей из 128 ячеек, при параметрах, 
указанных выше. Если считать, что изучаемый физический 
процесс таков, чтО каждая итерация занимает 10-15 сек., то 
чтобы дождаться выхода на аттрактор, потребуется Ю40 лет.

Если переходная турбулентность характерна для гидро­
динамических задач, нелинейных нейронных сетей, эволюцион­
ных моделей, то нужно принципиально изменить подход ко 
многим задачам, к вычислительному эксперименту в этих 
областях. Возникнет необходимость детального исследования 
метастабильно устойчивых структур и метастабильных хаоти­
ческих режимов, которые до настоящего времени практически 
не исследовались.

Однако сейчас неясно, насколько велик класс моделей, 
для которых характерна переходная турбулентность, и время 
выхода на аттрактор растет сверхэкспоненциально. В самом 
деле, и изучаемое отображение, и тип связи с ближайшими 
соседями имеют специальный вид. Возможно, их небольшое 
изменение намного ускорит переходные процессы. Этот вопрос 
требует дальнейшего исследования.

�'+�"'!$�"#&$$+� F � #'&*&$$+@� ;!+�� в $&+/'!$�D&$$%;� +Sr

-!�"4;�� До сих пор мы рассматривали в качестве прообразов 
хаотических режимов в системах реакция -  диффузия диффе­
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 7� � � � � �= �� � �  �� � � � }a� �� }  � � � � �  � � 	 � � � � � � � � �� � � � � �

��	���������� � 	 � �%� � � � � 	����	��� ��&�	�� �� � c+ ]•-� �IP� P� ;� _�

P� IP -� ���	�= � � 	� � � � � � � � � � � � 	��	�����&�	� � ��� � ˆ � � � � � ]

���



3) � � � � � �%��� � � � �������� "j �� •� � �� —�� ������ ��� � � � � �

� �( � � �= � � �œ

4) � � � � � �%��� � � � �������� "j �� •� � �� r � � � ��) �� � ����� ��  
� � � � � �( � � �= � � � �� � � � � r � ' � 	� ���� 	�� � � � � � � � � � j�

Из этой теоремы следует, что отображение (9.70) обла­
дает сильными эргодическими свойствами: в нем существует и 
временной, и пространственный хаос.

В нескольких работах численно исследовались цепочки 
осцилляторов, динамика которых определяется одномерными 
отображениями [64]. Однако, чтобы использовать представле­
ния о пространственно-временном хаосе при решении многих 
конкретных задач, нужен дальнейший анализ этого класса ма­
тематических моделей. Важно было бы оценить, насколько ве­
лика должна быть длина области, чтобы наблюдалось поведе­
ние, близкое к пространственно -  временному хаосу. 
Интересно было бы выяснить, какие качественные эффекты 
будут наблюдаться при изменении функции ! и вида связи а. 
По-видимому, эти вопросы будут активно изучаться в 
ближайшие годы.
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При изучении многих открытых систем существенными 
оказываются многомерные эффекты, и системы типа «реакция -  
диффузия» приходится рассматривать в двумерных и трехмер­
ных областях. Представления о возможных типах упорядочен­
ности в таких нелинейных средах дает .двумерный аналог 
уравнения Курамото -  Цузуки

b,� 0 � b �@  (1 +  ;S#�� "b##� @� b99� -  (1 +  ;S1�� IbI1� b�  (10.1)

Это уравнение используется в теории ветровых волн на 
воде [5], при исследовании диссипативных структур в 
активных средах и в колебательных химических реакциях 
[290], в некоторых моделях морфогенеза [32]. Отметим, что 
уравнение (10.1) описывает более узкий класс двухкомпо­
нентных систем, чем уравнение Курамото -  Цузуки в одномер­
ных задачах. Поскольку в двумерном случае существенна не 
только длина, но и направление волнового вектора, то 
неустойчивых мод становится больше, и возникают более 
сложные модели, чем уравнение (10.1) [346].

В ряде исследований основное внимание было уделено 
задаче Коши для этого уравнения. Большая библиография 
таких работ приводится в [290]. В них обычно рассматри­
ваются автомодельные решения (как правило, спиральные вол­
ны), определенные в бесконечных областях и имеющие особен­
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б) одномерные решения b "#�9�,�  =  b"#�,�  или 
b "#�9�,�� 0 � b"9�,�I

в) решения, симметричные относительно диагоналей 
квадрата

b "#�9�,�� 0 � b "9�#�,�  или b "#�9�,�� 0 � b"R� ' � � �R� ' � # �,��  •

Остановимся на следующих вопросах. Будут ли устойчивы 
одномерные решения задачи (10.2) относительно двумерных 
возмущений? Имеет ли эта задача решения, у которых нет 
одномерного аналога? Как происходит усложнение двумерных 
структур при изменении параметров �a и с2?

�� �l���� � '+_&$$!4� )+$&D$+*&'$!4� ���"&*!

При исследовании одномерной задачи важную роль играет 
анализ различных упрощенных моделей. Для построения таких 
моделей в двумерной задаче удобно представить ее решение в 
виде _

K"#�9�,�� 0 Е 2 _$",�  cos
m. л=0

� � � � �� �  cos Г ,

G"#�9�,�� 0 Е 3_$",�  cos ^  cos ��
��  л=0

� � �

и записать систему уравнений, связывающую 'коэффициенты
Фурье 2 � ",� и 3� ",�˜

•�� � ���� �� � � � � f
�� � � �� 	� � � 	 � �� � 	 � � ��  = � ' " � � '

�� �� ' ��

� � ( � ' " � � ��  
� � �� ���� ��

� ��
t †� '  

��

� � � � �f 	 � ���
��l�R�

< =  тг//,

шестные функции {а..} , 8D��•� В
D.� V o  9дальнейшем будет использоваться обозначение р =  �  +

@� 3 h� � Упрощенные модели можно получить из этой бесконеч­
ной системы, оставляя в ней конечное число уравнений. Это 
можно сделать разными способами, например, отбрасывая гар­
моники � ���� D��  с номерами, у которых �  i  �  или �  i  ��  По­
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лученную таким способом упрощенную систему мы будем назы­
вать системой с }� 0 � ��  она содержит 2р2 уравнений.

Далее мы будем рассматривать упрощенную модель с 
}  =  2, представляющую собой систему восьми обыкновенных 
дифференциальных уравнений.

Рис. 10.1. Устойчивые особые точки в упрошенной модели с =  = 2

Число входящих в нее уравнений можно на единицу 
уменьшить, если перейти к переменным g���  0 mn по формулам 
�  =  р cos = , 3 = р  sin H� , 0 =  � � ' � � � � �

Уравнение для HN44 можно решить отдельно. Это означает, что 
функции 2 _$",��� 3_$",�  изменяются более сложно, чем Pmn(0  
и 0 ",��  В частности, особым точкам р =  const, 0 =
0  const соответствуют периодические решения a mn(0 .
3� ",�œ предельным циклам -  двухчастотные режимы. Поэтому 
далее будем называть решения упрощенной системы, у которых 
g��� 0  const, особыми точками, решения, у которых Pmn(0  
периодичны, -  предельными циклами.
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котором происходит эта бифуркация, совпадает с критическим 
значением параметра для задачи в частных производных. В 
появившейся особой точке р = 0  при �� Y  0. Заметим, что 
одновременно в системе появляется и другая особая точка, у 
которой g��  =  0, если �  *  0. В этом случае система с }  =  2 
упрощается и переходит в систему обыкновенных дифферен­
циальных уравнений (3.15), которая рассматривалась в гл. 7

� � � � � �� � � � � � � � � � � �	� � �  � !" � � � � � � � � � � � � � � � 	 � �
При дальнейшем уменьшении с2 точка, у которой � ��  =  0 

при � � Y  0, также теряет устойчивость, и асимптотику опре­
деляет особая точка � �  *  0 (рис. 10.1, сплошные линии). 
Затем при некотором значении с2 становится в точности 
равным рю, и далее в расчетах наблюдается выход на сим­
метричное решение =  a J0,

При c2 » - 3 ,3  происходит бифуркация Хопфа, и рожда­
ется симметричный предельный цикл (р01(0  =  Р10(0)- Поло­
жение особой точки, потерявшей устойчивость, и примеры 
симметричных циклов показаны на рис. 10 .2 ,а. При с2 ~ -3 ,7  
цикл теряет симметрию. Две проекции решения такого типа 
показаны на рис. 10.2,6. Наблюдаемую последовательность 
бифуркаций можно условно представить следующей схемой.

	-%,(,-%,'� ( ' J '% ! ' � " 	"� ,�F�1� $�,� I*�� "

PPPZ� � $ . � P D� 3�_!� ( � D P H�3 b P�
+ �3-

	 " ,F �1 � $,I*�� " 	",F��1� $ , I * � � "
�� bP ( Z(+ �3- + �3- + �-3

�!++'$(!I%&@� 0!*� �'"!++'$(!I%&@
z!�>

�?'+�� �P��

В этой последовательности большинство бифуркаций 
связано с потерей или возникновением симметрии, что су­
щественно отличает двумерную задачу от одномерной.
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Первый переход в этой последовательности связан с во­
зникновением особой точки с р00 Y 1. Критическое значение 
параметра, при котором этот переход происходит, как и в 
одномерном случае, определяется равенством (7.8). Однако 
ситуация может быть более сложной. В этом можно убедиться, 
проследив за изменением решений на линии �a =  3 ,0  (см. 
рис. 10.1). Схема усложнения решений, определяющих асимп­
тотику упрощений системы с }  =  2, будет следующей.

Однородное
решение

Симметричный цикл

Схема 10.2

Проекции устойчивых предельных циклов на линии 
Cj =  3 ,0  представлены на рис. 10.2.

Важно отметить, что особая точка с =  рю появля­
ется при том же значении параметра с2, при котором могут 
появиться точки с � ��  =  0, �  *  0. Выход на симметричное 
решение происходит с начальных данных общего вида (спон­
танное возникновение симметрии). Попробуем разобраться в 
причинах этого явления.

§ 10.2. Потеря устойчивости пространственно -  однородного
решения

Рассмотрим задачу (10.2) вблизи критических значений 
параметров, при которых однородное решение (10.3) потеряло 
устойчивость. Результаты соответствующих расчетов показаны 
маркерами на рис. 10.1. При , —> со асимптотику определяют 
решения с � ��  =  const, ��� �� 0  0, 1, 2, ... На линии �a =  
=  1,5, как и в упрощенной модели с }  =  2, возникающее ре­
шение одномерно, на линии =  3 оно оказывается симмет­
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Подставим формулы (10.7) в уравнения (10.6) и при­
равняем члены при одинаковых степенях е. Это даст системы 
уравнений для последовательного определения �f�"� �� ��  
� �"� �� ��  В нулевом порядке по е уравнения удовлетворяются 
тождественно. В первом порядке их можно привести к ви д у

Лг, +  k2rt =  <:,(#>, +  м ,)/(1 +  �1��  

Да, =  2 ̀ M# +  (ф, +  ы ,)/(1 +  �1��
� �� � � �

где �1� 0  -2(1  +  cJc 2) / ( l  +  �1��� `� 0 � " � 1� '  с , ) / (  1 +  �1��

Структура уравнений л -го  порядка аналогична: г и a 
входят в них так же, как и г,, �a  в формулы (10.8), но 
правые части гораздо сложнее.

Из граничных условий задачи (10.2) следуют равенства

OM� F� � I „ . =  0, � � � F� � I  __ =  0,�  'дс=0./ ’ �� � ��	9%:
(10.9)

� � � F� � I  „ . =  0, � � � F � �  | __ . =  0. �  1 *=0,/ �  э 1 �05�v  ’

Можно проверить, что задача (10.8), (10.9) разрешима толь­
ко при условии <р, +  ы, =  0. Ее решение имеет вид

-  Е c o s ( E p ) c o s ( ^ ) .
����� ]� ]� :

a, =  ' 1 ` M a F< 1 +  const, $1"_1@$ 1� F R 1� 0 � <1�
� � � � � � �

где _�� $� '  целые числа. Из формулы для < следует, что в 
точке первой бифуркации �  =  0, �  =  1 либо �  =  1, �  =  0. В 
лальнейшем будем считать, что <� 0 � �F R, и �a  имеют вид

г, =  /1 cos <#� @� ? cos <9� 

a , =  - 2  ̀ Ma F< 1� @ const.
� �� � �� �

Уравнения высших порядков будут разрешимы, если их правые 
части ортогональны ко всем нетривиальным решениям соответ­
ствующих однородных уравнений (альтернатива Фредгольма).
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Рассматривая условия разрешимости для уравнений второго 
порядка, получим

0), =  О,

H�1� @� 0 � ž>1� @� ?1�" 1 +  S1�p1`1F < 1� @� <1F1 I

Решения этих уравнений будут таковы

�1 =  Z  cos <#� @� + cos <9 +  QjCOs 1<# +  Q2cos 1<9� @

Q, =  / [ 0 , 2 5  +  2L2/(3A 4)],

Q2 =  fl2[0 ,25 +  2L2/(3/54)],

Q3 =  3 /Ifl, Q4 =  - ( /  +  ¤1�"`1F < 1� @� <1F ‘ � @ 5 / 4 ) ,  

fl, =  …1p ` F8 ‘ < 1�� ' L3/ ( ЗЛ6)], fl3 =  - 4  … ¤ ` F< 1�

¤1� 0 � ¤1p ` F" ‘ < 1�� '  L3/ ( ЗЛ6)],

С и D -  новые неизвестные константы.
Условия разрешимости для уравнений третьего порядка 

позволяют определить значения > и ?� Малый параметр е 
ранее был определен с точностью до множителя. Далее мы бу­
дем считать, что

+  Q3cos <# cos <9� @ Q4, (10.13)

�� �� & U .� +� R�K�O�� �� ��� (10.14)

Это упростит соотношения для > и ?˜

>� "A>1� @� /¤1� ' � 2” �� 0  0, 

?  (���� � � ,-�� . � /( 0�� �  0, (10.15)
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зультате получится задача на собственные значения, которую 
можно привести к виду

Дг +  � �� ���� � � �� �� � �� � �� � � � � � � �� � ���� �

Ц +  с? 1 +  с? * J

/?Д0 +  г [~

-  1€"2IV[# +  а Д )  =  А(1 +  с ,/?0 )/( 1 +  с2),

«  -  с . г -  г -  (10.18)
1 +  3  ^ ^

+  � � 1 +  cl
Я2 +Да] +  1O г +

+  1 � � � � @� 1€� -� @ 1 €� -� 0 � ."€IN� ' � � � � � ˆ  1 +  с ,). 
0� 1 � �� �� 1 & 1 � 2� �&� !� �� 1� !1</ </

Краевые условия для г(х,у) и -"����  будут такими же, 
как в формуле (10.9).

Поскольку нас интересуют решения в окрестности крити­
ческого значения с 2, будем полагать

€  =  1 +  erj +  е 2г2 +  е 3г3 +  . . .  ,

H�� 0 � RT,� @� ��a� @ % �I �� +  % �I �� +  . . .  , 

J � � � � � �� � � K��% �� � � )L�% �� � � � � � � � �

� �� � � � �� � � I��% �� � � J �% �� � � � � � � �

(10.19)

Пусть сначала е =  0, т. е. €� 0  1, H�� 0 � 'Sa ,� Будем искать

решение задачи (10.18) в виде К| =  £  „ ��I� ST Ua Va '  х

, чтобы выполнялись граничные условия. В результа­
те для каждой пары &� 	� 3� получим систему уравнений, ко­
торая будет разрешима при условии

Л2 +  2А [п2™2/ / 2 +  тi V / / 2 +  1] +  тг2( т 2 +  л2) / / 2 х

х [(1 +  с2) тг2( т 2 +  л 2) / / 2 +  2(1 +  с,с2)] =  0. (10.20)

Задача (10.18) имеет собственное значение, равное нулю, 
при условии

(1 +  с2) тг2( т 2 +  л2) / / 2 +  2(1 +  с,с2) =  0. (Ю.21)
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— о 9Именно оно определяет � 2, если положить �� @� �  =  1.
Пусть теперь е Y 0, выполнены соотношения (10.19) и 

при этом

А/(1 +  �1�  =  еЛ, +  е 2А2 +  . . .  , � � 0 � N4� @ ер, +  е 2р2

;� 	� ;��  � Y 2 ( � - � < �=� � - � � � � � �

+  ��� � �

� �� � �� �

Подставим разложения (10.19), (10.22) в уравнения (10.18)
и приравняем члены при одинаковых степенях е. Уравнения 
нулевого порядка дают

р0 =  ‰ STU<#� @� cSTU<9� �� -5� 0 � ' 1`N4F <2 +  const. (10.23)

Условия разрешимости уравнений первого порядка приводят к 
равенствам

А, =  0, >C +  ¤c  -  0, (10.24)

где >� �� ?  определяются формулами (10.16). Их решения имеют 
вид
Pj =  £jCOs 1<#� @� � � �� � � <9� @ £3cos <# cos <9� @

@ ^ 4COS <#� @ £5COS <9�

(10.25)
=  T)jCOs 1<#� @ T)2cos 2<9 +  T)3cos <# cos <9� @

где
+  T)4cos <#� @ T)5cos <9�

0 � …‰ [0 ,5  +  4L2/ ( 3 * 4)], £ 2 =  ¤c  [0 ,5  +  4L2/ ( 3 * 4)],

€ 3 =  3 "…c� @� ¤‰�� 

� N�� � � `…‰ [ l / ( 2 * 2) ' � �Q�� � I � K�/�  

� ��� � � `¤c � pI F"1<1�� ' � �Q�� � I � K�/�  

� �I� � � � ? `  "…c� @� ¤ ‰ �F<2,

T)4 =  ' 1 v a F < 1� T)5 =  ' 1 P ;›F < 1�

���
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3. Сравним полученные формулы с результатами про­
веденных двумерных расчетов. Из формул (10.7), (10.11)-
(10.16) следует, что в окрестности точки бифуркации с 2 вы­
полняются соотношения

р00 =  1 - 1с2- с 2 |(Л2 +  u I R • F < Y @ � `1F < 1@� <1F I +  5 / 4 ]  +  ... ,

Р ,0  =  ' с 2 -  " 2 I 1 /2  l ' 4 ! П  +  4Т .2 / Л 4 ] , / 2 +  . . .  .

Р 0 1 =  1с 2 -  ? 2 I 1 / 2  l f l l П  +  4 ^ 4 ] , / 2 +  ■ ■ ■  . ( 1 0 ‘ 3 1 )

� �  =  |с2 -  с 2 | | >?  | [9 +  40L2/ * 4 +  16L4/ * 8] ,/2 +  . . . .

Для Cj =  1,5, < =  1, с2 =  -1 ,7 5  и `  =  -1 . При � �� �  -1 ,8 5 ,
то есть е 2 =  0,1 формулы (10.31) дают N44 =  0 ,903, pQ1 =
=  0,372. Заметим, что в этом случае ] � 0  - 3 1 /1 2 , поэтому 
устойчивым должно быть одномерное решение. В расчетах для 
задачи в частных производных получены значения pQQ = 
=  0 ,908 , р01 =  0 ,334, гармоники g���� �  > 0 быстро убывают 
и стремятся к нулю при , —> со. В системе восьми обыкновен­
ных дифференциальных уравнений pQQ =  0,911, pQ1 =  0 ,333,

р10 =  ри =: °-
При Cj =  3, < =  1, ]  =  11/12, здесь должно быть

устойчиво симметричное автомодельное решение. Критическое
—  о

значение с2 =  - 2 ,  `� 0  -0 ,5 . Для с2 =  -2 ,1 , е =  0,1 форму­
лы (10.31) предсказывают значения pQ0 =  0 ,937 , pQ1 =  рю = 
=  0,177, р^ =  0,070. В задаче в частных производных полу­
чено р00 =  0 ,942 , р01 =  0,162, рю =  0,156, � �� 0  0 ,057, в 
упрощенной системе с }  =  2: pQ0 =  0 ,945 , pQJ =  рю =  
=  0,157, р^ =  0,055. Это означает, что формулы (10.31) 
хорошо описывают решения задачи (10.2) в окрестности точки 
биффуркации, когда е =  /0 .1  ~ 0.316.

Из соотношения (10.30) следует, что при малых значе­
ниях в момент потери устойчивости однородного решения 
также должны появиться симметричные решения. Расчеты 
подтверждают этот вывод.Такая картина наблюдается, напри­
мер, при =  0 ,4 , <� 0 1. Можно сказать, что полученные
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выше разложения хорошо согласуются с решениями задачи в 
частных производных и упрощенной системы.

§ 10.3. Усложнение решений задачи 
в частных производных

Простейшему аттрактору системы обыкновенных дифферен­
циальных уравнений -  устойчивой особой точке -  в исходной 
задаче соответствует сложный автоколебательный процесс, 
который описывается автомодельным решением вида (10.5). 
Отметим, что частным случаем этого решения является спи­
ральная волна

b  =  €"M� exp p;"O, +  ;r"M�� @� ;_N“�

#� 0 � M� STUa;N , � � 0 � M sin N�
(10.32)

Формула (10.32) совпадает с (10.5), если €"#�9�� 0 � €"M��

�"� �� �� 0 � r"M�� @� ���

На рис.10.3 показана видовая проекция функции 
K"#�9�,�� соответствующей несимметричному автомодельному 
решению. Она периодична по времени. Из формулы (10.5) сле­
дует, что K"#�9�,�� 0 � G"# �9 �,@Q F‘ �� где 7� '  период. Рис. 
10.3 дает только качественное представление о поведении 
решений, поскольку на нем показаны неоднородности относи­
тельно меняющегося со временем уровня.

Реальные значения максимумов и минимумов �� �� �  изме­
няются в широких пределах и могут быть как положительными,

о
так и отрицательными. Несмотря на это, функция €� 0  

�� �=  K� @� G не зависит от времени. На рис. 10.4 показаны ее 
линии уровня и видовая проекция.

Здесь и далее линия уровня с номером �  соответствует 
значению функции !� 0 -1  +  "�� '  1 )/1 0 , ось абсцисс направ­
лена горизонтально, ось ординат -  по вертикали вверх. Все 
двумерные расчеты в этой работе проводились с использова­
нием метода переменных направлений [168]. Шаги по времени 
т  и по пространству А указаны на рисунках.
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Рис. 10.4. Функция ^ �74J�4 соответствующая несимметричному автомодельно­
му решению, показанному на рис. 10.3

1��� �&���������(� &����� &���������� �������+� ��������$�

%� ��+� ������+-� ��4��� �� ���������� ������� ����&������� �&��*

��������� ����������� ��)�����-� &��������� &����������� ���&�*

����� �� ��)�����-� &����������� ���� ����������� ������� &�� ���*

4��� ��������� =  >$

,������� ��+���� ��� ���������(���� ��)����� &������� ���

���$� �T$F$� 2������� T DU�� �  ���������� �� &���������� ����������

&��� �  YC� /-� &������ �T�� a � �/$

Рис. 10.5. Процесс выхода на автомодельное решение, показанное на рис.
10.3
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На линии с1 =  3, как показано выше, после потери 
устойчивости одномерного решения возникают симметричные 
решения вида (10.5). На рис. 10.6 приведены результаты 
соответствующего расчета. Показана функция €"#�9��  которая 
при достаточно больших , не зависит от времени. Функция 
K"#�9�,� сложно меняется со временем (рис. 10.7), сохраняя 
симметрию относительно диагонали квадрата.

Рис. 10.6. Функция ^ �74J�4 соответствующая симметричному автомодельному�

решению: с = 3, с = -2,5, �� �� �4� V� �  1Г/20, Т = 10 ^

Посмотрим, как происходит усложнение решений задачи в 
частных производных. На линии с1 =  1,5 последовательность 
такова:

Однородное Одномерное
решение автомодельное

решение

Не с имметричное Нес имметричн ое
а в т омодельное решение с двумя
решение ча ст ота ми

Схема 10.3
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Рис. 10.8. Решение первого типа, у которого функция ^�74J4�� периодична 
по времени. Показаны линии уровня ^�  Параметры расчета 0�  = 1,5,

с2 = -3,2, � = _4� V = 7Г/20, Т = 10-2
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ние всего периода направления �  и �  «неравноправны». Назо­
вем его решением типа I. Решению, показанному на рис. 
10.9, соответствует замкнутая кривая, которая лежит по обе 
стороны от диагонали (см. рис. 10.11). Эта линия почти 
симметрична относительно прямой p1Q =  pQ1. Направления '�  и 
�  через время 7/ 2 «меняются местами»: €"#�9�,  +  7 F2) J 
J� €"9�#�,��  Это видно и на рис. 10.12, где показаны видо­
вые проекции функции €"#�9�,�  на моменты времени ^  =  
=  30,963 и /2 =  37,333. Будем называть такой аттрактор ре­
шением типа II. Важно подчеркнуть, что решения типа I и 
типа II качественно отличаются друг от друга. Переход меж­
ду ними внешне похож на бифуркацию удвоения периода: при 
малом изменении параметра с2 период решения увеличился 
примерно в два раза, функция Р00(/) близка к р00(/ +  7V2)
(см. рис. 10.И ,а,б). Однако р (/) и Р10(0  ведут себя
иначе: часть периода функция Р10(0  на рис. 10.11 (решение 
типа II) повторяет ход Р10(0  на рис. 10.10, оставшуюся 
часть -  ход функции рр1(/). При приближении к точке пере­
хода период циклов резко возрастает.

В упрощенной системе �� }� 0 � 1  такие переходы не наблю­
дались. Однако причину их появления можно пояснить, исходя 
из представлений о конечномерной модели.

Пусть при некотором значении параметра с2 у системы с 
достаточно большим числом }  есть две устойчивые особые 
точки, расположенные симметрично относительно плоскости 
g��� 0 � g���  но не лежащие на ней. При уменьшении с2 проис­
ходит бифуркация Хопфа, появляются два предельных цикла, 
переходящие друг в друга при отражении относительно той же 
плоскости. По мере уменьшения с2 амплитуда колебаний будет 
возрастать и циклы с разных сторон будут приближаться к 
плоскости симметрии. В силу единственности решений они мо­
гут. коснуться друг друга, а значит, и плоскости р =  р , 
только в особой точке. Период каждого из циклов при при­
ближении к этому значению параметра с2 =  с* должен неогра­
ниченно расти. После перехода (с2 < с*) циклы качественно 
перестраиваются. Если раньше, находясь на предельном цик­
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ле, точка вращалась вокруг одного состояния равновесия, то 
теперь она бывает поочередно в окрестности каждого из них.

Рис. 10.12

Обратим внимание на то, что при с2 '  с* в конечномер­
ной системе возникает гомоклиническая траектория, а сама 
система обладает специальной симметрией (если (Рт „(0> 
0 mn(0 } -  решение, то и {Pnm(0- 0 nm(O) будет решением, 
т. е. индексы � � �  можно поменять местами). Это позволяет 
предположить, что здесь могут быть эффективно использованы 
методы, развитые при анализе системы Лоренца [373].

Напомним, что наряду с решением, показанным на 
рис. 10.11, существует симметричное ему решение
/ч/
b "#�9�,�� 0 � b "9�#�,��  Поэтому усложнение решений задачи
(10.2) может и дальше идти по тому же пути, существенно 
связанному с симметрией.

Такой механизм, иногда называемый «аномальными бифур­
кациями удвоения», является достаточно общим и характерен 
для многих систем с симметрией [312].

Совершенно другая картина наблюдается при с1 =  3. Это 
связано с тем, что бифуркацию Хопфа в этом случае претер­
певает симметричное автомодельное решение, как это было и 
в упрощенной системе � � }� 0 � 1�  На рис. 10.13 и 10.14 показа-
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При дальнейшем уменьшении параметра �1 решения одно­
мерной и двумерной задач становятся непериодическими. В 
одномерном случае как на линии Z�  =  1.5, так и на линии 
Z�  =  3 усложнение было связано с последовательностью би­
фуркаций удвоения периода. В двумерной задаче также наблю­
даются решения, в которых за время расчетов не удается 
обнаружить никакой упорядоченности. Примеры таких решений 
обсуждаются в работах [19, 20]. Однако диффузионный хаос 
в двумерных системах, сценарии его возникновения требуют 
дальнейшего исследования.

�� � l �R�� � �'!-:$%&� #+-$%� #� ���"&*!;  
'&!)3�4� F � ,�..(0�4

Выше мы рассматривали простейшие типы упорядоченности 
в окрестности точки бифуркации, которые описывались дву­
мерным аналогом уравнения Курамото -  Цузуки в небольших 
областях. Однако представляет интерес и другой предельный 
случай -  задача в неограниченной области.

Для этой задачи с помощью численных и асимптотических 
методов были исследованы спиральные волны. Существенные 
результаты, касающиеся спиральных волн в системах реакция- 
диффузия с автоколебательной кинетикой, были получены во 
многих работах, но мы обратим внимание только на типичную 
постановку задачи и на некоторые свойства решений, в 
основном следуя работам [285, 290, 307, 308, 313].

I. Начнем с простейшего случая Z�� 0  0. Перейдем в 
уравнении ( � � .� ) к полярным координатам �� 0  rcosO, � � 0  
0  rsinO, �  =£ �  ^  � тг

�' � � � �??�  � �� �5�  � 2 � �@@�  � �A� � � � � � � � ' � 2 � B
(10.33)
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N"!� ~  2 M_ при M kY  � , 5Д0) � � �  (10.36)

N"M�� r M"M� ограничены при �  - + � � , (10.37)

а  здесь произвольная постоянная. Таким образом, д л я # дан­
ного значения � �  построение m-витковой спиральной волны 
сводится к выбору постоянных ос(с2), <"Sa�� при которых ре­
шения (10.35) будут удовлетворять краевым условиям
(10.36), (10.37).

В силу симметрии задачи без ограничения общности 
можно считать, что

с �  < 0, �  > 0. (10.38)

Чтобы представить типичные решения задачи (10.35)— 
(10.37) и их зависимость от параметров, удобно рассматри­
вать плоский аналог этой задачи [290, 309]. Ее решения 
имеют вид

Р =  Р(*).

где <� '  постоянная. 
(1СГ6), получим

H�� � � � , � � � 1 ' � <1�� ,� @� r"#��� (10.39)

Подставляя формулу (10.39) в уравнение

*�� � � � P(1 � � P � �

S  + 2 ^ 5
�� � N� �

� � +�,� � � �  
��

� � � E �� � � � � � � � ' � N 1��

(10.40)

Аналогом краевых 
условия

условий (10.36), (10.37) будут

,  N"#� ~  2# при # —F� � , -� � (� ) � � .
(10.41)

P(*). r #"#� ограничены при # —G�� �� ���

Задача (10.40), (10.41) имеет аналитическое решение 

�"��  =  & �  -  ' � % � � �  tanh Jy ,

r : # � � 0 � � � tanh
(10.42)
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(10.43)- с  =  — 3 *
�  _ ' < 1�

Зависимость < " 'S 1� показана на рис. 10.16. Зависимости та­
кого типа являются очень важными в теории спиральных волн. 
Они показывают, как зависит скорость бегущей волны от час­
тоты, с которой происходят колебания в сосредоточенной 
системе. Кривая на рис. 10.16 и формулы (10.42), (10.43)
показывают, что наибольшую скорость и амплитуду волна бу­
дет иметь при уменьшении |с2 |. Напротив, при |с2 | —» со 
скорость волны и ее амплитуда будут стремиться к нулю.

76; � 3 � � � �� � "8 9 ;6 ;Q2 ;5 !2 � ! " "5+"S ;+ . ; :

2. Вернемся к задаче (10.35)—(10.37) и еще более 
упростим ситуацию, положив � �  =  0. Из второго уравнения 
(10.35) следует, что =  0, а функция � "��  определяется 
соотношениями

�

g� � @ �  g�  +  Р(! ~  "  р2) =  ° ’

� "��  ~  а � �  при �  —» � .
(10.44)

Было показано [285], что эта задача имеет некоторое 
критическое значение а  =  такое, что

1) при 0 < а  < решения задачи (10.44) � " � �� �  ос­
циллируют по г,
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При таком подходе решения ищутся в виде

� "��  ~  р°(л) +  �1 р(� )(л) +  �Y� � "1�"��� @ ... ,

U M"M�----- S1Gi"M�� ' � |� G"I M�� @� ���� �
(10.46)

В качестве первого приближения для � "��  возьмем 
� "��  =  g� "��  тогда

Г

Gi"M�� 0 J  U x 1_"U� M �  -  x 1_"U�“� OU� (10.47)
X т ' Г) �

Эти выражения в свою очередь могут быть использованы 
для построения асимптотик в различных областях изменения 
��  Например, при � � e  1

g"��  ~  1 - �

�  � 1

rM"M� ~  - с �

logr+C
�

(10.48)

где величины Z�  могут быть найдены с помощью численных 
методов.

M &�� �3���� � �� ��6� �� &��(��(&(���(� +�� & ��&( �� 5���8�!!�$� 8 &��!!�Q� #� N
�)�� ��  � >� , � +�� & ��&(6��� 5���8�!!)�� &� 5���7O�� �& �5(�( 8�&# �� ��(����

Рассматривая асимптотические выражения для � "��  и 
rM"M� при малых, больших и промежуточных значениях ��  а 
затем «сшивая» эти асимптотики, можно получить приближен­
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ное выражение, определяющее зависимость скорости вращения 
спиральной волны от параметра с �  [290]:

*  -  I � R 8� 8 � ( œ  -  �  -  <10 4 9 >

где у -  постоянная Эйлера (у =  0 ,5772 ...).
Соответствие между зависимостью (10.49) и функцией 

£(—Cg), рассчитанной численно, показывает рис. 10.18. 
Видно, что при небольших значениях |с2 | они действительно 
хорошо согласуются.

Асимптотические методы можно применять и в противо­
положном случае, когда величина |с2 | велика. В этой облас­
ти параметров естественно рассматривать разложения изуча­
емых функций по степеням |с� 4 � �

! � 1�� �  & �  �� �� � � 	������ � � � �H2-%� ,� � �H&�%&Z%,�- [�
	 � Z�	

 4�4�� %�*%+�������,�������!����������$�� �-.�/0�
c 2( l  *  ) _ \ �

^-------  =  … ?� R �� �
>��

@ � � �

Подстановка этих рядов в формулы (10.35) -  (10.37) дает 
следующие соотношения:

� { � � � %&� ' l �� � I � " W � I � ( { 2 �� < � +

†iM� @� I� †5� @ 2 ^  †5� 0  Л°(1 -  Р °2),

п _п (10.51)
Р°(г) ~  a4M_ при �  - >  0, К°(0) =  0.

Р°(г) - »  1, V°(r) - »  1 при �  kY  + � � .

Нелинейная задача на собственные значения (10.51) мо­
жет быть решена численно. Роль собственного значения здесь 
играет величина А0. Для одновитковой спиральной волны �  =
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больших значений |Cj| «  �  в области параметров, где 
устойчиво пространственно однородное решение (10.3) 
�  +  c � �  >  � . /

Пример расчета для уравнения (10.2), в котором про­
исходит выход на решение, близкое к одновитковой спираль­
ной волне, приводится в работе [313]. Однако системати­
ческие исследования таких решений, анализ некоторых 
методических вопросов, возникающих в этой связи, расчеты 
на достаточно подробных сетках пока не проводились.

Рассматривая установившиеся режимы в уравнении 
Курамото -  Цузуки в небольших областях, мы видим, что в 
определенном диапазоне параметров реализуются двухчастот­
ные и хаотические режимы. Можно ожидать, что такие режимы 
будут наблюдаться и в больших областях при некоторых 
значениях и �a�  Естественно предположить, что эти реше­
ния, так же как и спиральные волны, будут в некоторых 
случаях иметь особенности фазы (т. е. точки, в которых фа­
за функции b� 0 � � �®  не определена). Анализ таких решений 
представлял бы большой интерес.

Изучение двумерных решений (10.3) позволило сформули­
ровать оригинальную гипотезу, касающуюся возникновения 
хаотических режимов в двумерных осциллирующих средах 
[313].

Обратим внимание на рис. 3.8  и 10.15. Они показывают, 
что вблизи точки особенности фазы (|№| = � ) линии уровня 
функции b "#�9�,�  имеют достаточно сложный вид. Пусть в на­
чальных данных задана особенность фазы в точке " � Y��Y��  
Эта точка лежит на пересечении контуров K"#�9�,� =  0 и 
G"#�9�,� =  0 (рис. 10.19, � ��  Естественно ожидать, что в 
окрестности точки (д�Y��Y� в течение некоторого времени ли­
нии уровня будут изгибатьея, как если бы формировалась 
спиральная волна (рис. 10.19,6). (В отдельных расчетах 
наблюдается именно такая картина [313].)

Пусть спиральная волна при данных �a и неустойчи­
ва. В этом случае линии уровня K"#�9�,� =  0 и G"# �9 �,) =  0 
будут сложным образом искривляться. Например, так, как

% ���



показано на рис. 10.19,��  Это может привести к появлению 
новых точек с особенностями фазы (на рис. 10.19 � �  их уже 

пять).
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Спиральные волны были обнаружены и в системах, кото­
рые описываются уравнением ( � � . � ), куда вместо b  входит 
член, явно зависящий от пространственной координаты [397]:

M �  +  ;S4� @ twQ exp(-r2/ Лр )] b�

Спиральные волны рассматривались также в системах 
реакция -  диффузия [307, 308]. Для них были получены неко­
торые усредненные уравнения, описывающие амплитуду и фазу 
волны. Оказалось, что для большого класса нелинейных сред 
эти уравнения будут одними и теми же. Их анализ показал, 
что возможна более сложные аналоги спиральных волн, в ко­
торых особенности фазы находятся не в центре, а по окруж­
ности [307, 308].

�� � l �X�� � �'!-:$%&� #+-$%� #� $&)+"+'%;� #+0S(,�*%;� �'&,!;

Выше мы обсуждали спиральные волны в средах, где в 
сосредоточенной системе при , —» со происходил выход на 
предельный цикл. Пользуясь радиотехнической аналогией, 
можно сказать, что в каждой точке такой среды находится 
генератор автоколебаний. Однако существует другой важный 
класс систем, где также обнаружены спиральные волны. Это 
возбудимые среды. Они устроены таким образом, что если 
амплитуды воздействия на них превышают некоторое критичес­
кое значение, то по среде начинает распространяться им­
пульс возбуждения, а затем система возвращается в исходное 
состояние. Аналогичные системы широко используют в радио­
технике (это так называемые блокинг-генераторы; их относят 
к генераторам, работающим в ждущем режиме).

Библиография работ, посвященных спиральным волнам в 
возбудимых средах, насчитывает сотни названий. На многие 
важные работы обращается внимание в книгах [97, 103, 390] 
и обзорах [118, 385]. В течение более чем 40 лет исследо­
ваний волн в возбудимых средах были построены содержатель­
ные модели различных типов, теоретически предсказан и
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экспериментально обнаружен целый ряд интересных эффектов. 
Были получены качественные представления о динамике про­
цессов в таких системах, развиты приближенные методы их 
анализа, что представляется не менее важным. По-видимому, 
эти подходы могут быть использованы и для анализа более 
широкого класса нелинейных сред. Здесь мы обратим внимание 
на три типа моделей, используемых при изучении волн в 
возбудимых средах: аксиоматические модели, системы
реакция -  диффузия, кинематические модели; а также на эф­
фекты нестационарной циркуляции спиральных волн.

1. Анализ процессов в возбудимых средах был начат в 
1946 г. в работе Н. Винера и А.Розенблюта [55]. В этой ра­
боте рассматривались различные режимы возбуждения ткани 
сердечной мышцы и нейронных сетей.

Эксперименты показали, что в нормальном состоянии по 
волокнам сердечной мышцы могут распространяться бегущие 
импульсы. Возникновение автономных источников волн в сер­
дечной мышце приводит к фибрилляции (режиму несинхронизо- 
ванной активности мышцы) и различным аритмиям. Такие режи­
мы работы сердца являются патологическими для организма, 
поэтому большое значение приобретает исследование волн в 
возбудимых средах и способов воздействия на них. В настоя­
щее время считают, что связь между клетками сердечной мыш­
цы осуществляется ионными токами и с помощью специальных 
веществ -  медиаторов. Близкие механизмы обеспечивают рас­
пространение импульсов по нервному волокну. В качестве 
математической модели этих процессов естественно рассмат­
ривать некоторую нелинейную среду.

Н. Винер и А. Розенблют предположили, что каждый из 
элементов такой среды может находиться в одном из трех 
состояний: покоя, возбуждения и рефрактерности. Благодаря
■ внешнему воздействию или и з-за взаимодействия с ближайшими 
соседями, элемент, находящийся в состоянии покоя, может 
перейти в возбужденное состояние, через некоторое время в 
состояние рефрактерности и, наконец, через определенное 
время опять в состояние покоя. При этом элемент может быть
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периодом т  >п, равным суммарной длительности возбужденного 
и рефрактерного состояний [55].

Спиральные волны были найдены в двумерных химических 
системах, в которых идут колебательные химические реакции 
и, в частности, реакция Белоусова -  Жаботинского [85]. Они 
были экспериментально обнаружены в ткани сердечной мышцы и 
в коре головного мозга (волна депрессии) [119, 276]. Во
всех этих случаях период вращения оказался гораздо больше, 
чем минимальный период следования волн возбуждения т

), �X� �0vƒ5

Рис. 10.20. Спиральная волна в возбудимой среде, 'моделируемая с помощью- 
клеточного автомата [100]

Основная причина -  зависимость скорости распростране­
ния волны в двумерной среде от кривизны ее фронта. Эта за­
висимость обусловлена тем, что в случае выпуклого вперед 
фронта диффузионный поток активатора из возбужденной зоны 
рассеивается по большей области перед фронтом. Модель
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переднему и заднему фронтам импульса. Относительно медлен­
ное движение по участку ?Z  соответствует фазе возбуждения, 
а возврат в исходное состояние описывается участком +…�

�!"�� �P�2�

Возбудимые среды часто моделируют с помощью систем 
реакция -  диффузия. Уравнения, которые их описывают, могут 
быть представлены в виде
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k™´…`{mdm•y� q$t$-� ¦•…Žd•{̀ •� t$s$-� ®y~h‰mf^™hh� „$„$-
ty{y…^™hh� k$k$

q´m� ­``™� h^� ¨…hffm‰� ­d� f´m� ~myŽh‰†� t`•hmf� ^‹mnhy~h^f^�
h‰� f´m� ihm~Ž� `i� {yf´m{yfhny~� ‹´d^hn^� y‰Ž� ^d‰m…†mfhn^$� ‡‰m
`i� hf^� y•f´`…^� k yŽ$� ty{y…^™hh� k$k$� h^� f´m� n…myf`…� `i� f´m�
t`•hmf� ~y…†m^f� ^nhm‰fhihn� ^n´``~� h‰� n`{‹•fyfh`‰y~� y‰Ž�
{yf´m{yfhny~� ‹´d^hn^$� tnhm‰fhihn� …m^•~f^� …mnmh•mŽ� ­d� f´h^�
^n´``~� ´y•m� yn •h…mŽ� ¨`…~Ž¨hŽm� …mn`†‰hfh`‰$

q´m� ­``™^� ­d� knyŽ$� ty{y…^™hh� ´y•m� ­mm‰� …m‹myfmŽ~d�
‹•­~h¨^´mŽ� h‰� {y‰d� n`•‰f…hm^$� kf� f´m� ‹…m^m‰f� fh{m� knyŽ�
ty{y…^™hh�h^� f´m� z´yh…{y‰� `i� f´m� §yfh`‰y~� z`{{hffmm� `‰
®yf´m{yfhny~� ®`Žm~~h‰†$

k‰`f´m…� y•f´`…-� z`……m^‹`‰Žh‰†� ®m{­m…� `i� f´m� "tt˜�
knyŽm{d� `i� tnhm‰nm^-� bh…mnf`…� `i� ¦m~Žd^´� \‰^fhf•fm� ì
k‹‹~hmŽ� ®yf´m{yfhn^� ¦•…Žd•{̀ •� t$s$� h^� y� …mn`†‰h^mŽ�
y•f´`…hfd� h‰� ^d‰m…†mfhn^$

q´m� ­y^h^� `i� f´m� ­``™� h^� f´m� ^•…•md� L§`‰^fyfh`‰y…d�
tf…•nfh…m^� y‰Ž� bhii•^h`‰�h‰Ž•nmŽ� n´y`^� h‰� §`‰~h‰my…� ®mŽhyL�
¨´hn´� ¨y^� ‹•­~h^´mŽ� h‰� f´m� J`•…‰y~� es´d^hn^� ˜m‹`…f^e� h‰�
��M�$� q´m� ­``™�Žm^n…h­m^� y� ‰m �̈ Žh…mnfh`‰� h‰� ^d‰m…†mfhn^� �
f´yf� `i� f´m� f´m`…d� `i� ‰`‰^fyfh`‰y…d� ~`ny~h^mŽ� Žh^^h‹yfh•m�
^f…•nf•…m^$� q´h^�h^� y� ‰m �̈ fd‹m� `i� `…Žm…h‰†� f´yf� `nn•…� h‰

f´m� ^d^fm{^� ¨hf´� y� ‹`^hfh•m� immŽ­yn™$� ®•n´� n`‰^hŽm…yfh`‰�
h^� †h•m‰� f`� f´m� {yh‰� {yf´m{yfhny~� …m^•~f^-� ‰m �̈ {mf´`Ž^� ì
�´m� y‰y~d^h^� `i� f´m� ^d^fm{^� •‰Žm…� ^f•Žd-� y‰Ž� y‹‹~hnyfh`‰^
f`� f´m� fy^™^� `i� n´m{hny~� ™h‰mfhn^-� ‹~y^{y� ‹´d^hn^-�  •y‰f•{�
ihm~Ž� f´m`…d$

k‰`f´m…� f´m{m� `i� f´m� ­``™� h^� f´m� y‰y~d^h^� ì�

fh{m�Žm‹m‰Žm‰f� †m‰m…y~h|mŽ� „h‰|­•…†�Šy‰Žy•� 5qb„Š7�
m •yfh`‰-� ¨´hn´� h^� `‰m� `i� f´m� {yh‰� {̀ Žm~^� `i� ^d‰m…†mfhn^$
—`…� hf^� h‰•m^fh†yfh`‰-� h‰� …mnm‰f� dmy…^� ^nhm‰fh^f^� ´y•m�

•^mŽ� {mf´`Ž^� `i� h‰•y…hy‰f�†…`•‹� y‰y~d^h^-� f´m� f´m`…d� ì�
Žd‰y{hny~� ^d^fm{^� ¨hf´� n`‰fh‰h`•^� fh{m-� f´m� f´m`…d� ì



`‰m�Žh{m‰^h`‰y~� y‰Ž� f¨`�Žh{m‰^h`‰y~� {y‹^-� y‰Ž� f´m`…d� `i�

h‰m…fhy~� {y‰hi`~Ž^$
q´m� ­``™� †h•m^� y� Žmfyh~mŽ� n`‰^hŽm…yfh`‰� f`� f´m

´hm…y…n´d� `i� ^h{‹~hihmŽ� {̀ Žm~^� ­•h~f� ¨´m‰� y‰y~d^h‰†� qb„Š$�
q´m� ‹…`•m{m‰f� `i� m •h•y~m‰nm� `i� f´h^� m •yfh`‰� f`� ^`{m

Žd‰y{hny~� ^d^fm{� 5h‰m…fhy~� i`…{7� h^� y� ™md� …m^•~f� h‰
y‹‹~hmŽ� {yf´m{yfhn^� h‰� …mnm‰f� dmy…^$� q´h^� Žh…mnfh`‰� `i
h‰•m^fh†yfh`‰� h^� ­mh‰†� y‰y~h^mŽ� h‰� f´m� ­``™� y^� ¨m~~$

q´m� ­``™� h^� ¨m~~� h~~•^f…yfmŽ$� q´m� …h†`…`•^� …m^•~f^
­mh‰†� Žh^n•^^mŽ� h‰� f´m� ­``™� y…m� ^•‹‹`…fmŽ� ­d� {y‰d�
m•y{‹~m^� i…`{� •y…h`•^� ^nhm‰nm^$

q´m� ­``™� {yd� ­m� h‰fm…m^fh‰†� i`…� ^‹mnhy~h^f^� h‰
y‹‹~hmŽ� {yf´m{yfhn^-� i`…� n´m{h^f^-� ‹´d^hnh^f^-�
­h`~`†h^f^$� \f� {yd� y~^`� ih‰Ž� ¨hŽm� …myŽm…^´h‹� y{`‰†� ‹m`‹~m�
fy™h‰†� h‰fm…m^f� h‰� ^d‰m…†mfhn^$� q´m� ­``™� n`‰fyh‰^� ‰`f� `‰~d
f´m� `…h†h‰y~� …m^•~f^� yn´hm•mŽ� ­d� f´m� y•f´`…^-� ­•f� y~^`� f´m�
y‰y~d^h^� `i� f´m� {yh‰� n`‰nm‹f^� `i� ‰`‰~h‰my…� Žd‰y{hn^-� ¨´hn´�
{y™m^� hf� •^mi•~� i`…� {y‰d� ‹`^f�†…yŽ•yfm^$


