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ПРЕДИСЛОВИЕ

Квазилинейные параболические уравнения второго порядка и 
параболические системы квазилинейных уравнений лежат в ос
нове математических моделей самых разнообразных явлений и 
процессов в механике, физике, технологии, биофизике, биологии, 
экологии и многих других областях знаний. Например, квазили
нейное уравнение теплопроводности в определенных условиях 
описывает процессы электронной и ионной теплопроводности в 
плазме, адиабатическую фильтрацию газов и жидкостей в пори
стых средах, диффузию нейтронов и альфа-частиц; оно возникает 
при математическом моделировании процессов химической кине
тики, различного рода биохимических реакций, процессов роста 
и миграции популяций и т. и.

Такое широкое распространение квазилинейных параболиче
ских уравнений объясняется прежде всего тем, что они выво
дятся из фундаментальных законов сохранения (энергии, массы, 
числа частиц и др.). Поэтому возможна ситуация, когда два фи
зических процесса, не имеющих на первый взгляд ничего общего 
(например, теплопроводность в полупроводниках и процесс рас
пространения магнитного поля в среде с конечной проводимо
стью) , описываются одним и тем же нелинейным уравнением 
диффузии, только с различными числовыми параметрами.

В общем случае различие квазилинейных параболических 
уравнений, лежащих в основе математических моделей самых 
разнообразных процессов, заключается в характере зависимости 
коэффициентов уравнения (коэффициентов теплопроводности, 
переноса, мощности объемных источников и стоков энергии) от 
величин, определяющих состояние среды, т. е. от температуры, 
плотности, магнитного пол.ч и т. д.

Вряд ли возможно охарактеризовать даже простым перечис
лением основные результаты, полученные в теории нелинейных 
параболических уравнений. Отметим лишь, что для широких 
классов уравнений решены принципиальные проблемы разреши
мости и единственности решений различных краевых задач, 
подробно изучены дифференциальные свойства решений. Общие 
результаты теории позволяют анализировать с указанных пози
ций целые классы уравнений одного вида.

Что касается качественных, или конструктивных, исследова
ний квазилинейных параболических уравнений, связанных с изу-
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чснием пространственно временной структуры решений (что осо
бенно важно для практических приложений), то здесь также 
достигнуты значительные успехи. Работы такого плана были на
чаты советскими математиками и механиками. Были исследованы 
свойства большого числа частных автомодельных (инвариантных) 
решений различных нелинейных параболических уравнений, 
описывающих важные закономерности физических процессов в 
сплошных нелинейных диссипативных средах. Асимптотическая 
устойчивость многих из них означает, что эти частные решения 
простого вида могут описывать свойства, характерные для широ
кого множества решений нелинейных краевых задач. Это свиде
тельствует о возможности своеобразной классификация свойств 
семейств решений с помощью набора устойчивых частных реше
ний, которая способна в какой-то степени играть роль «принципа 
суперпозиции» для нелинейных задач. Исследования такого тина 
породили целое направление в теории нелинейных эволюционных 
уравнений; и это привело к созданию качественной (конструк
тивной) теории нелинейных параболических задач*).

Оказалось, что с позиций конструктивных исследовании каж
дая нелинейная параболическая задача обладает своей индивиду
альностью и, вообще говоря, не может быть решена па основе 
единого подхода. Как правило, для подобного анализа даже от
дельных и весьма частных свойств решений требуется целый 
спектр методов качественного исследования. Этот факт подчер
кивает глубокую содержательность даже простейших модельных 
параболических задач, изучение которых позволяет выделить 
главные направления развития конструктивной теории.

Основные проблемы, возникающие при исследовании сложных 
реальных физических процессов, связаны в первую очередь с не
линейностью уравнений, лежащих в основе математической мо
дели. Первое следствие нелинейности — отсутствие принципа 
суперпозиции, свойственного линейным однородным задачам. Это 
обеспечивает неисчерпаемость множества возможных направлений 
эволюции диссипативного процесса, а также определяет возник
новение в сплошной среде дискретных пространственно временных 
масштабов. Они характеризуют свойства нелинейной среды, не 
зависящие от внешнего воздействия. Нелинейные диссипативные 
среды могут проявлять некоторую внутреннюю упорядоченность, 
которая характеризуется спонтанным возникновением в среде 
сложных диссипативных структур. В ходе эволюции происходит 
процесс самоорганизации.

Эти свойства проявляют даже простейшие нелинейные 
параболические уравнения и системы, что порождает ряд 
принципиальных проблем, возникающих на пути их конструктив
ного исследования. Принципы эволюции и пространственно вре
менную «архитектуру» диссипативных структур целесообразно

*) Разумеется, такое разделение теории на общую и конструктивную 
части условно. Оба круга исследований тесно взаимосвязаны.
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детально изучать на простых (но тем не менее все равно содер- 
жатецьных) модельных задачах, возникающих из сложных реаль
ных математических моделей путем выделения основных меха
низмов, которые отвечают за рассматриваемый круг явлений.

Важно подчеркнуть, что развитие конструктивной теории не
линейных дифференциальных уравнений математической физики 
немыслимо без использования методологии математического мо
делирования на ЭВМ и вычислительного эксперимента. Выводы 
и результаты конструктивных теоретических исследований всегда 
полезно проверить в численных расчетах. Таково фактически 
внутреннее требование конструктивной теории; в особой степени 
это относится к результатам, непосредственно ориентированным 
на приложения.

Правильно организованный вычислительный эксперимент (и 
этому есть много примеров) позволяет не только проверить за
конность и реальность теоретических оценок, но и выделить тон
кие эффекты и закономерности, определяющие новые направле
ния развития теории. На наш взгляд, сложившийся в ходе про
ведения вычислительного эксперимента уровень понимания физи
ческого процесса, явления и даже свойств решений абстрактной 
эволюционной задачи не может быть достигнут в процессе чисто 
теоретического анализа.

Особое место в теории нелинейных уравнений занимает круг 
исследований неограниченных решений, или, как их по-другому 
называют, режимов с обострением (физический термин). Нели
нейные эволюционные задачи, допускающие неограниченные ре
шения, являются глобально (по времени) неразрешимыми: реше
ния неограниченно возрастают в течение конечного промежутка 
времени. Долгое время их рассматривали в теории как некие 
экзотические примеры, пригодные разве что для установления 
степени оптимальности условий глобальной разрешимости как 
естественного «физического» требования. Хотя, отметим, что пер
вые успешные попытки вывода условий неограниченности реше
ний нелинейных параболических задач были предприняты более 
20 лет назад. Тот факт, что такие «сингулярные» по времени 
решения имеют физический смысл, был известен еще раньше — 
это задачи теплового взрыва, процессы кумуляции ударных волн 
■и др.

Новый импульс развитию теории неограниченных решений 
придали возможности приложений в различных областях, напри
мер самофокусировка световых пучков в нелинейных средах, 
нестационарные структуры в магнитной гидродинамике (Г-слой), 
безударное сжатие в задачах газовой динамики. Число публика
ций, в которых изучались неограниченные решения, в последнее 
десятилетие резко возросло.

Необходимо отметить, что в математическом исследовании 
неограниченных решений нелинейных эволюционных задач за
метное предпочтение отдается вопросам общей теории: конст
руктивные исследования в этой области развиты еще недостаточно
8



широко. Сложившуюся ситуацию можно объяснить, с одной сто
роны, тем, что здесь традиционные вопросы общей теоуин еще 
далеки от завершения, а с другой стороны, возможно, тем, что 
конструктивное описание неограниченных решений требует прин
ципиально новых подходов и фактически переориентации взгля
дов и теоретических представлений. Главное здесь, на наш взгляд, 
то, что общепринятая проблематика конструктивных исследова
ний режимов с обострением еще не сложилась и широкому кругу 
специалистов в области нелинейных дифференциальных уравне
ний неизвестно, что можно ждать от неограниченных решений 
как в теоретическом плане, так и с точки зрения приложений, 
какие свойства нестационарных диссипативных процессов они 
описывают.

Свойства эти очень интересны и, можно сказать, парадоксаль
ны, если трактовать их с позиций обычных взглядов на нестацио
нарные диссипативные процессы.

В книге дается изложение некоторых математических аспектов 
теории режимов с обострением в сплошных нелинейных средах. 
Основные модели, на примере которых анализируются особен
ности режимов с обострением, составляют квазилинейное уравне
ние теплопроводности и некоторые параболические системы ква
зилинейных уравнении.

В основу книги легли результаты исследований, которые про
водились около 15 лет в Институте прикладной математики 
им. М. В. Келдыша АН СССР. За это время был открыт и изучен 
ряд уникальных эволюционных свойств неограниченных решений 
многих нелинейных краевых задач. С привлечением вычислитель
ного эксперимента была подробно изучена пространственно вре
менная структура режимов с обострением, обнаружено единство 
характера их проявления в различных диссипативных средах. 
Проведенный цикл исследований определил проблематику и на
правление развития теории режимов с обострением в нелиней
ных эволюционных задачах, указал главные требования к теоре
тическим методам изучения неограниченных решений и, наконец, 
позволил выделить простейшие нелинейные модели теплопровод
ности и горения, которые характеризуют универсальные свойст
ва режимов с обострением.

Данная книга посвящена изучению таких модельных задач, но 
еще раз подчеркнем, что многие паиболее общие эффекты свой
ственны неограниченным решениям нелинейных эволюционных 
уравнений разных типов. Это, в частности, относится к эффекту 
локализации режимов с обострением в сплошных нелинейных 
средах: неограниченное возрастание, например, температуры сре
ды происходит лишь в конечной области, и, несмотря на наличие 
теплопроводности, тепло, сосредоточенное в этой области локали
зации, не распространяется в окружающее холодное пространство 
в течение всего времени существования режима.

Теория режимов с обострением в параболических задачах 
далеко не исчерпывается той проблематикой, которая отражена в.
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данной книге. Не будет преувеличением сказать, что исследова
ния режимов с обострением в диссипативных средах сформули
ровали ряд принципиально новых проблем и задач для нелиней
ных дифференциальных уравнений с частными производными. 
За рамками книги остались многие интересные результаты и вы
воды, которые пока не получили достаточного математического 
обоснования.

Одной из главных идей в теории диссипативных структур и 
теории нелинейных эволюционных уравнений являются пред
ставления о так называемых собственных функциях (с. ф.) не
линейной диссипативной среды как об универсальных характе
ристиках тех процессов, которые могут в ней устойчиво разви
ваться. Исследование архитектуры всего набора с. ф. нелиней
ной среды и одновременно условий их резонансного воз
буждения дает возможность «управления» нелинейными дисси
пативными процессами за счет минимального энергетического 
воздействия.

Развитие режимов с обострением сопровождается возникнове
нием в среде сложных, как правило, дискретных наборов с. ф. с 
разнообразной пространственно временной структурой. Внутрен
ней причиной такого усложнения организации нелинейной средй 
является локализация диссипативных процессов.

Проблема исследования с. ф. нелинейной диссипативной среды, 
которая естественно формулируется применительно к дифферен
циальным уравнениям соответствующей математической модели, 
тесно примыкает к фундаментальной проблеме установления за
конов термодинамической эволюции неравновесных открытых 
систем.

Связанные с этим вопросы сейчас интенсивно изучаются в 
рамках синергетики. В открытых термодинамических системах 
присутствуют источники и стоки энергии, определяющие вместе с 
механизмами диссипации характер ее эволюции, которая, вообще 
говоря, приводит систему в сложное устойчивое состояние, от
личное от равновесного однородного. Последнее характерно для 
замкнутых изолированных систем (второе начало термодина
мики) .

Круг проблем, связанных с анализом тонкой структуры с. ф. 
нелинейных диссипативных сред, представляет собой следующий, 
более высокий (и, надо сказать, более трудный для исследования) 
уровень теории режимов с обострением.

Первые две главы книги являются вводными. В гл. I изла
гаются необходимые элементарные сведения из теории квазили
нейных параболических уравнений второго порядка. Главу II, 
основу которой составляют результаты анализа большого числа 
конкретных задач, следует также рассматривать как вводную к 
методам исследования и подходам, которые будут систематически 
использоваться в дальнейшем. В этих главах даны необходимые 
понятия, связанные с неограниченными решениями и эффектами 
локализации тепла и процессов горения.
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Главы III, IV посвящены исследованию эффекта локализа
ции режимов с обострением в двух конкретных задачах для па
раболических уравнений со степенными нелинейностями. В по
следующих главах развиваются специальные методы исследования 
неограниченных решений квазилинейных параболических урав
нений общего вида, даны соответствующие приложения. После 
каждой главы помещаются комментарии, в которых можно найти 
необходимые библиографические ссылки и дополнительную ин
формацию о близких результатах. Там же в некоторых случаях 
приводится краткий список наиболее интересных и важных с 
нашей точки зрения проблем, которые пока не решены и, более 
того, для решения которых пока не удалось выработать какого- 
либо подхода.

Глава III в основном посвящена исследованию краевой задачи 
в (О, 7,)X R + для уравнения теплопроводности со степенной не
линейностью и, = (и аи.х)х, а =  const >  0, с задаппым на граница 
я =  0 режимом с обострением: u(t, 0) = ul ( t)>0,  Ui(t)-+ °° при 
t ^ Т ~ < °° .

В случае а >  0 основное внимание уделяется анализу степен
ных режимов ut(t) = (Т — t)n, где и =  const < 0 . Этому классу 
принадлежит «предельный» локализованный S-режим с обостре
нием Ui(t) = ( T — t)~l/a; локализацию теплового воздействия на
глядно иллюстрирует простое автомодельное решение в разде
ляющихся переменных*):

uA{t, х) = {Т — t ' f 1/r! (1 — - f )  *0 =

В соответствии с (1) тепловые возмущения из области лока
лизации {0 <  х  <  £„} не проникают в окружающее холодпое про
странство, несмотря на неограниченный рост температуры внутри 
нее. В гл. III проводится подробное исследование локализован
ных (я ^  — 1/ст) и нелокализоваиных ( я < —1/а) степенных гра
ничных режимов, построены соответствующие автомодельные ре
шения, исследовано асимптотическое поведение неавтомодельных 
решений краевой задачи, обсуждаются физические причины ло
кализации тепла.

Несколько по-другому проводится анализ случая о =  0 (линей
ное уравнение теплопроводности). Здесь локализованный S-режим 
экспоненциальный: щ ( t)=  exp { ( Т — t ) -1}. При этом поступающее 
с границы тепло эффективно локализовано в области { 0 < х < 2 > : 
и (t, х) °° при t —- Т~, 0 < х ^ 2  и и(Т~ , х )<  °о при всех х >  2. 
Исследовапие асимптотической стадии процесса нагрева прово
дится с помощью приближенных автомодельных решений, общие 
подходы к построению которых излагаются в гл. VI.

Глава IV содержит результаты исследования эффекта локали
зации процесса горения в задаче Коши для уравнения со сте

2 (а 4-  2) 1/2
(1)

*) Здесь (z)+ = m a x {z , 0).

11



пенной нелинейностью: и, =  V . (n°Vu) j -м11, ( > 0 , i e  R''1', где о 3* О, 
(1 >  1 — постоянные. При о > 0  исследопанио пронодится в не
скольких направлениях. Построены неограниченные автомодель
ные решения, которые описывают асимптотическую стадию раз
вития режимов с обострением; определены условия глобальной 
неразрешимости задачи Коши, а также существования глобальных 
решений при [ l > a + l  +  2//V; доказаны теоремы о локализации 
(Р 3* о + 1) и отсутствии локализации (1 <  [1 <  а +  1) неограни
ченных решений.

Локализацию процесса горения в рамках данной модели ил
люстрирует автомодельное решение (S-режим) при [1 =  0 +  1, 
N =  1 в области (О, r 0)XR:

где Ls =  2л (о +  1) 1/2/о — фундаментальная длина S-режима. Основ
ная особенность этого решения состоит в том, что процесс горе
ния целиком протекает в ограниченной области {|л:1 <  Ls/2); вне 
ее нА =  0 в течение всего времени существования режима с обост
рением (t е (0 , Го)).

Исследование пространственно временной структуры неограни
ченных решений опирается на специальное «сравнение» решения 
задачи Коши с соответствующим автомодельным решением (на
пример, с (2)). Главная идея «сравнения» состоит в анализе 
числа точек пересечения N (t) пространственных профилей двух 
различных решений: u(t, х) и uA(t, х),  имеющих один и тот же 
момепт обострения. Тот факт, что N (t) не превосходит числа 
пересечений, возникающих на параболической границе рассмат
риваемой области (и в ряде случаев не возрастает по I), явля
ется естественным следствием сильного принципа максимума для 
параболических уравнений. Оказывается, что при сравнении 
неограниченных решений с совпадающими временами существо
вания N(t)  не может и сильно убывать; во всяком случае, если 
iV(0) > 0 , то, грубо говоря, /V (f)>0npii любых fe (0 ,  Г0).В гл. IV 
используются теоремы сравнения типа N ( t ) ^  1 и N(t) =  2.

Подчеркнем, что для исследования конкретных свойств не
ограниченных решений не применима в обычной форме теорема 
сравнения по начальной функции. Причина в том, что мажори
рование одного решения другим, например u(t, x ) ^ u A(t, х) в 
j(0, Г0)ХК, как правило, означает, что решения и Ф и А имеют 
различные моменты обострения, и, следовательно, начиная с не
которого момента времени, такое сравнение теряет смысл.

В гл. IV рассматривается также случай полулинейного урав
нения (о =  0). Любопытные свойства проявляют при различных 
(1 >  1 неограниченные решения уравнения с «логарифмической» 
нелинейностью: ut — Ам +  (1 + u ) ln |)( l +  и), t >  0,

О, И  >  Ls/2;
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В гл. V доказываются теоремы сравнения решений различных 
нелинейных параболических уравнений, основанные на специаль
ных поточечных оценках старшей пространственной производной 
одного из решений; даны приложения этой теории.

Идея такого сравнения состоит в следующем. В теории нели
нейных параболических уравнений второго порядка

и, = А(и),  (t, i ) e G = ( 0 ,  T)XQ,  (3)

где Q — область в А (и) — нелинейный эллиптический опера
тор второго порядка с гладкими коэффициентами, хорошо известен 
принцип сравнения его верхних и нижних решений. Пусть и ^ О  
и v > 0  — соответственно верхнее и нижнее решения уравнения 
(3), т. е.

и , > А ( и ) ,  и, <  А(н) в G, (4)

и и 3= v на dG, где dG — параболическая граница G. Тогда и ^  v 
всюду в G.

Подобные утверждения часто называют леммами Нагумо. 
Систематическое конструктивное исследование нелинейных па
раболических уравнений началось именно с понимания того фак
та, что решение рассматриваемой задачи может быть довольно 
точно оценено сверху и снизу решениями соответствующих диф
ференциальных неравенств (4). Леммы типа Нагумо оптимальны 
в том смысле, что дальнейшее расширение сравнения различных 
функций и, v невозможно без использования дополнительной ин
формации об пх свойствах.

В неравенствах (4) фигурирует один и тот же оператор 
А (и). Рассмотрим теперь ситуацию, когда необходимо найти ус
ловия сравнения решений h(v)^ 0  параболических уравнений

H(V) =  L(v)(w(" ,  I |, Ah(n)), (t , x) e  G, v =  1, 2, (5)

с различными эллиптическими операторами L(,) Ф TJ2\  где 
L(v)(p, q, г)— гладкие функции своих аргументов. Параболичность 
уравнений означает, что

^  L(v) (р, д, г) >  О, p , ? e R +, r<=R . (6)

Из обычной теоремы сравнения классических решений сле-
дует, что неравенство 
ц(2) ^  и(1) на dG и для

ит 3® н(,) в G будет иметь 
всех v е= С]'2 (С) П С (G)

место, если

L ^ ( v ,  1Ы , A v ) > L (l)(u, |Vu[) Ди) в G (V)
(это утверждение эквивалентно лемме Нагумо). Последнее усло
вие часто слишком обременительно и не позволяет сравнивать 
решения уравнений (5) с существенно различными оператора
ми L(v).

13



Предположим теперь дополнительно, что и(2) — критическое 
решение:

и\2) ^  О в С, (8)
и, следовательно, L w  (u(2), |Vn(2)|, Аит ) > 0  всюду в G. Парабо- 
личность уравнения при v = 2 позволяет, вообще говоря, разре
шить последнее неравенство относительно Ди(2), и в результате 
получается искомая поточечная оценка старшей производной:

Au<2)> / i 2)(n(2), | Vw<2)|) в G. *  (9)
Поэтому для сравнения ит ^  и{1) в G достаточно проверить вы
полнение неравенства (7), но теперь не при произвольных v, 
а только при тех функциях, которые удовлетворяют оценке (9).

Это накладывает следующие условия на операторы L(v) в (5):

y r ( L<2)( P , 0, г ) —  0 . r ) ) ^ s O ,  L U ) ( p ,  q, 1 (0г ) ( р , ? ) ) < 0 .

Для квазилинейных уравнений Ьм = K iv) (р. q)r + V v) (р, q) эти 
условия выглядят особенно просто: Кт > K {i\  K il)N m 
в R4 X R+.

Требование критичности (8) мажорирующего решения цели
ком зависит от краевых данных и часто легко проверяется.

Особые возможности открываются, если сравнивать не сами 
решения, а некоторые нелинейные функции от них; например, 
um > E { u {i)) в G, где Е : [0, °°)-*-[0, °°)— гладкая, монотонно 
возрастающая функция. Ее удобно выбирать исходя из вида эл
липтических операторов L(v) в (5). В гл. V рассматривается еще 
одна возможность развития теории сравнения; это вывод более 
общих поточечных оценок, которые возникают как следствие 
ф-критичности задачи: м<2>—ф (и(2)) ^ 0  в G, где ф — гладкая 
функция.

В качестве приложений в гл. V получены условия локализа
ции граничных режимов с обострением и ее отсутствия в крае
вых задачах для уравнений нелинейной теплопроводности общего 
вида (путем сравнения с автомодельными решениями уравнения 
и1=(и°их)х, a S5 0, подробно изученными в гл. III). На основе 
условий ф-критичности выводятся признаки отсутствия глобаль
ных решений квазилинейных параболических уравнений.

В гл. VI излагается другой подход к исследованию асимпто
тического поведения решений квазилинейных параболических 
уравнений. Там также идет речь о сопоставлении решении раз
личных уравнений.

Как уже отмечалось выше, эффективный метод исследования 
нестационарных процессов нелинейной теплопроводности, описы
ваемых, например, краевой задачей

и, =  А(и) =  (ftfuju*)*, г<=(0, 7), х > 0 ;
(Ю)

u(t, 0) =  Ui(t) °°, t-+T~\ и(0, х) = и0(х)> 0, я > 0 ,
состоит в построении и анализе соответствующих автомодельных 
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или инвариантных решений. Однако подходящие частные реше
ния существуют в весьма редких случаях, лишь при некоторых 
коэффициентах теплопроводности к ( и ) ^ 0  и граничных режимах 
u(t, 0 )= U i(£ )> 0  в (10). С помощью развитой в гл. V теории 
обобщенного сравнения не всегда удается выделить путем оценок 
снизу и сверху точную асимптотику решения. Во многом это 
связано с той же причиной — немногочисленностью инвариантных 
решений задачи (10).

В гл. VI исследование проводится с помощью приближенных 
автомодельных решений (п.а. р.), главной особенностью которых 
является то, что они не удовлетворяют уравнению, но тем не 
менее правильно описывают асимптотическое поведение решений 
рассматриваемой задачи.

В общей постановке построение п. а. р. проводится следую
щим образом. Эллиптический оператор А в уравнении (10), ко
торое по предположению не имеет подходящего частного реше
ния, раскладывается на сумму двух операторов:

A(u) = B( t , и )+  [А (и) — В (t, и)] (11)

так, чтобы уравнение
и, =В(<, и) (12)

допускало инвариантное решение u = ua(t1 х), порождаемое за
данным граничным режимом: ua(i, 0) = u l(t). Но самое главное, 
чтобы на этом решении оператор А —В в (11) был «много мень
ше» первого, т. е. в определенном смысле

НА (иа (t, • ) ) -» (* ,  u.{t, ■))Н«1|В(г, u.(t, -))1'
при t -*■ Т~. Это может обеспечить асимптотическую близость ре
шения иа уравнения (12) и решения исходной задачи.

В гл. VI на примере нескольких задач решаются две глав
ные проблемы: 1) правильный выбор «определяющего» оператора 
В с указанными выше свойствами; 2) обоснование законности 
перехода к уравнению (12), т. е. доказательство сходимости в 
специальной норме u(t, )-+uA{t, ) при t -+T~  Оказалось, что 
определяющий оператор В может иметь вид, на первый взгляд 
никак не связанный с оператором А исходного уравнения. На
пример, обнаружен широкий класс краевых задач (10), п. а. р. 
которых удовлетворяют уравнению типа Гамильтона — Якоби:

(м» )< =  (“*)* =  В (“а)* (13)

Тем самым на асимптотической стадии процесса происходит «вы
рождение» исходного параболического уравнения (10) в уравне
ние первого порядка (13).

С помощью построенных семейств п.а. р. в гл. VI решается 
вопрос о локализации грапичных режимов с обострением в произ
вольных нелинейных средах.
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Значительное место в гл. VII занимает метод стационарных 
состояний для нелинейных параболических задач, удовлетворяю
щих принципу максимума.

Хорошо известно, что наличие у эволюционного уравнения 
и , = А ( и )  при г >  0, п (0 )= м 0 стационарного решения и =
=  и% (А («*)=()) выделяет в пространстве начальных функций
отвечающее ему множество притяжения М\  если то
u(t,  при Это обеспечивает близость широкого мно
жества нестационарных решений к и.% при больших t.

Для существенно нестационарных решений, например режи
мов с обострением: \\u(t, -)II -+- °о при <  оо , стабилизация
к и%, разумеется, невозможна. Тем не менее, как показано в 
гл. VII, определенная «близость» таких решений, теперь уже к 
целому семейству стационарных состояний {£/*} (А, — параметр 
семейства), все же имеет место. На примере ряда задач установ
лено, что в непрерывном но К семействе стационарных состояний 
{UJ, А(1/л) =  0, содержатся в некотором «параметризованном» 
(в смысле зависимости А =  А(£)) виде многие важные эволюцион
ные свойства решений уравнения. Поскольку для использования 
метода необходима лишь самая общая информация, касающаяся 
семейства {С/А}, этот факт позволяет описать довольно тонкие 
эффекты, связанные с развитием неограниченных решений.

Помимо этого в гл. VII проводится исследование режимов с 
обострением и глобальных решений краевых задач в ограничен
ной области для квазилинейных параболических уравнений с 
источником. В заключительном параграфе объектом исследования 
являются разностные схемы для квазилинейного уравнения, до
пускающего неограниченные решения.

В первых двух вводных главах используется сквозная (по гла
вам) нумерация теорем, предложений и вспомогательных утверж
дений. В последующих более специальных главах теоремы и лем
мы нумеруются по параграфам. В каждом параграфе применяется 
своя нумерация формул. Количество ссылок на формулы из дру
гих параграфов той же главы сведено до минимума; в тех же 
редких случаях, когда это необходимо, используется двойная 
ну.мерация формул, где первая цифра указывает на номер па
раграфа.

Авторы благодарны своим коллегам по работе В. А. Дородни
цыну, Г. Г. Еленину, Н. В. Змитренко, а также сотрудникам 
ИПМ им. М. В. Келдыша АН СССР, кафедры прикладной мате
матики МФТИ и кафедры вычислительных методов ВМиК МГУ, 
которые принимали активное участие в многочисленных обсуж
дениях результатов выполненного исследования. Мы также при
знательны С. И. Похожаеву и всем участникам руководимого им 
научного семинара МЭИ по нелинейным уравнениям за плодо
творные обсуждения большинства результатов и критические 
замечания.

Авторы



Г л а в а  I

НЕКОТОРЫЕ ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 
ИЗ ТЕОРИИ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ 

УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

В этой вводной главе излагаются хорошо известные сведения 
из теории квазилинейных параболических уравнений второго по
рядка, которые будут использованы в дальнейшем при изложе
нии некоторых специальных вопросов.

Основное назначение главы состоит в том, чтобы на сравни
тельно несложных примерах показать многообразие свойств ре
шений нелинейных уравнений параболического типа и дать пред
ставление о методах исследования, которые будут применяться 
в следующих главах. Мы хотим особо подчеркнуть роль частных 
(автомодельных или инвариантных) решений рассматриваемых 
уравнений, которые описывают важные свойства нелинейных 
диссипативных процессов и являются тем «базисом», на основе 
которого можно в принципе описывать свойства широкого мно
жества произвольных решений. Более полно эти представления 
реализованы в гл. VI.

В данной главе иллюстрируются примерами простейшие ут
верждения из теории квазилинейных параболических уравнепнй. 
Более подробное изложение некоторых из затронутых здесь воп
росов можно найти в гл. II; развитию других результатов посвя
щены последующие главы.

§ 1. Постановка основных задач. Теоремы сравнения

1. Формулировка краевых задач и задачи Коши. В большин
стве случаев мы будем иметь дело с квазилинейными параболи
ческими уравнениями следующего вида: уравнениями нелинейной 
теплопроводности:

u , - A ( u )  =  V .(*(u)V B), V( )= g ra d i ( ), т е Г ,  (1)

либо с уравнениями нелинейной теплопроводности с источником 
(стоком):

и, =  В(и) =  V ■ (k(u) Vu)+ Q (и) . (2)

Здесь функция к (и) имеет смысл коэффициента нелинейной 
теплопроводности, зависящей от температуры u =  u(t, х ) ^ 0 .  
Коэффициент к будем считать неотрицательной и достаточно глад
кой функцией: к ( и ) ^ С г((О, °°))ПС(|[0, °°)).
2 А. А. Самарские и др. 17



Если и >  0 — достаточно гладкое решение, то (1) можно пере
писать в виде

ut =  А(ц) э 

где Д — оператор Лапласа:

к(и)Аи  +  к' (и) |

А V  д2аАи =  Л  — ,
i=i c).rf

IVmI

(I').

Уравнение (1) эквивалентно уравнению
и, =  А(п) =  Ац>(и), (1")

U

ф(и) =  J*(Ti)rfTit м ^О . 
о

Функция @(и) в (2) описывает процесс тепловыделения или 
горения в среде с нелинейной теплопроводностью, если Q ( u ) ^ 0  
при и >  0, и, обратно,— поглощение тепла, если ()(и)г£0. Функ
цию Q(u) мы также будем считать, если не оговорено противное, 
достаточно гладкой: ^ (и )е С '([0 , °°)). В большинстве случаев 
предполагается, что горение (поглощение) в холодной среде от
сутствует, т. е. Q(0) =  0.

В дальнейшем мы будем иметь дело в основном с первой 
краевой задачей и задачей Коши для уравнений (1), (2). Первая 
краевая задача состоит в определении функции u(t, х),  удовлет
воряющей в (0, 7,)X fi, где Т >  0 — постоянная, П — область в Rw 
(может быть, неограниченная) с гладкой границей dQ, рассматри
ваемому уравнению, а также начальному н краевому условиям:

и(0, х) = и0(х)>  0, г е й ;  jfoe C(Q), supu0< °°; (3)
u(t, x)=Ut{t,  х ) >  0, ( е (0 ,  Т), x ^ d Q \

W, е С ( [0, Т ) Х д й), su p ii,< °° .

Функцию и0(х) в (3) можно рассматривать как начальное 
температурное возмущение. Условие (4) описывает внешнее теп
ловое воздействие на границе 3Q рассматриваемой области. Усло
вие sup и„ <  °о в (3) играет существенную роль в том случае, 
когда Й — неограпнчеппая область. Решение задач (1), (3), (4) 
или (2) — (4) следует тогда искать также в классе функций, 
ограниченных равномерно по i s f i  при f e  [0, Т).

Помимо первой краевой задачи будем рассматривать задачу 
Коши в (0, T )X R 'V с начальным условием

и(0, x) = uo(x)>0,  i e R v; u0eC '(R 'v), supH0< 00. (5)

Решение задачи ищется в классе функций, ограниченных равно
мерно п о х е  R ‘v при каждом £е [0, Т).

При формулировке указанных задач опущены некоторые мо
менты, требующие дополнительного разъяснения. Во-первых, не 
сказано, в каком смысле решение u(t, х) удовлетворяет уравне
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нию, а также краевому и начальному условиям. Этот вопрос ре
шается просто, если искать классическое решение и е  
е  С\х ((О, Т) X Й) П С ([О, Т)Х  Й), имеющее все производные, вхо
дящие в уравнение, и удовлетворяющее ему в обычном 
смысле. Естественно, для существования классического решения 
необходимо, чтобы было выполнено условие согласования краевой 
и начальной функций в первой краевой задаче:

и0{х)= щ(0, х), х^дО..
В этом случае условия (3), (4) или (5) выполняются в обычном 
смысле.

Во-вторых, коэффициенты k, Q были определены только при 
и S* 0. Поэтому постановка задач предполагает, что решение 
ы(£, х) является всюду неотрицательным. Последнее обеспечи
вается принципом максимума, который играет фундаментальную 
роль практически во всех аспектах теории нелинейных параболи
ческих уравнений.

2. Принцип максимума н теоремы сравнения. Принцип мак
симума характеризует своеобразную «монотонность» решений 
параболических уравнений по начальным и краевым функциям. 
Мы не будем останавливаться на изложении принципа макси
мума для линейных параболических уравнений, который служит 
основой доказательства аналогичных утверждений для нелиней
ных задач. Он подробно изложен во многих учебниках и книгах 
(см., например, [128, 165, 21, 259, 265, 141, 179, 229, 270]). Там 
же можно найти необходимые ограничения на гладкость и 
структуру границы дЙ (они особенно существенны, когда область 
Q неограниченная). Поэтому перейдем к формулировке утверж
дений, относящихся к приведенным выше нелинейным задачам.

Утверждения такого рода объединяются под названием прин
цип максимума, поскольку имеют один и тот же «физический» 
смысл и доказываются приблизительно одними и теми же техни
ческими проемами, которые будут неоднократно использоваться 
на протяжении всей книги.

Приведенные ниже теоремы сравнения подробно доказыва
ются, например, в [165, 259, 265]. Формулировки теорем даются 
для краевых задач, однако они без изменений переносятся и па 
случай задачи Коши.

Т е о р е м а  1. Пусть u(i). u(2) — неотрицательные классические 
решения уравнения (2) в (0, f )X  Q, причем

н(2>(0, х ) > и ^ { 0 ,  х),  х е й ;  (6)
н<2>(£, x ) ^ u w {t, х ), ££[0 , Г), x ^ d Q .  (7)

Тогда
uw (t, x ) > u ^ ( t ,  х) в [0, Т)Х  Й. (8)

С физической точки зрения теорема легко объяснима. Дейст
вительно, чем больше начальное температурное возмущение и чем 
интенсивней граничный тепловой режим, тем температура в сре-
2* 19



де должна быть больше. Доказательство теоремы основано на 
анализе «линейного» параболического уравнения для разности 
z =  ut2)— и(,) ц фактически использует знакоопределенность про
изводной Az в точке экстремума функции z.

Непосредственным следствием теоремы 1 является следующее
П р е д л о ж е н и е  1. Пусть (1(0) =  О, и пусть u(t, х )— клас

сическое решение задачи (2) — (4). Тогда и 3* 0 в [0, r )XQ.
Действительно, =  0 — решение уравнения (2). Тогда, по

лагая и{г) = и, убеждаемся в справедливости условий (6), (7), 
и, следовательно, н(2) 3* н(1) =  0 всюду в [О, Т) X Q.

Теорема сравнения позволяет сопоставить различные решения 
параболического уравнения и тем самым даст возможность с по
мощью какого-то одного фиксированного решения описать свой
ства широкого класса других решения. Однако то, что в теореме 
фигурируют только точные решения рассматриваемого уравнения, 
во многом ограничивает ее применимость.

Существенно расширяет возможности исследования нелиней
ных параболических уравнений другое утверждение [105, 21, 
259, 272].

Т е о р е м а  2. Пусть в [0, Г)Х£2 определены классическое ре
шение u(t , х)3*0 задачи (2) — (4), а также функции u±(t, х) е  
^C 'x2((0i Г)ХЙ)П С([0, T)XQ), удовлетворяющие неравенствам 

du+/d t>  В(и+), o u - /d t< B (u - )  в (0, Т)Х  Q, (9) 
и, кроме того,

н_(0, х ) ^ щ ( х ) ^ и +(0, х), r e Q ;  (10)
u-(t,  x )< u , ( t ,  x ) < u +(t, x), fe=[0, T), xe=dQ. (11)

Тогда
r / _ s £ u ^ u + в [0, Г)ХЙ.  (12)

Подчеркнем, что речь идет о сравнении решения задачи не с 
другим решением того же уравнения, как в теореме 1, а с ре
шениями соответствующих дифференциальных неравенств (9). 
Это расширяет возможности исследования свойств решений не
линейных параболических уравнений, так как найти подходящее 
решение дифференциального неравенства значительно проще, чем 
какое-либо точное решение параболического уравнения.

Функции и+ и ц_, удовлетворяющие неравенствам (9) — (11), 
называются соответственно верхним решением и нижним реше
нием задачи (2)—(4).

Утверждения, аналогичные теоремам 1, 2, справедливы для 
нелинейных параболических уравнений второго порядка общего 
вида, в том числе для существенно нелинейных (не квазилиней
ных) уравпоннй

u , = F ( u , ?и, Ли, t, х), (13)

где F (р, q, г, £, х )— функция, непрерывная вместе с частными 
производными в R+ X Rv X R X [0, Т) X Q. Условие параболичности 
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уравнения здесь имеет вид
dF(P, q, г, t, х ) /д г> 0 .  (13')

Если в качестве F взять оператор, стоящий в уравнении (1) 
или (2), то условие (13') превращается в неравенство А(р)> О,
р >  0.

Прп некоторых дополнительных ограничениях на область Q и 
ее границу сформулированные выше утверждения справедливы 
для второй краевой задачи, когда вместо (4) на dQ задается ус
ловие, например, такого вида:

ди/дп = u,(t, х), te z (0 ,T ) ,  т е й й ;  иг <=С, sup ц2 <  <», (14)

где д/дп — обозначение производной по направлению внешней 
нормали п к 3Q. Условие (14) имеет смысл, если производные 
их. непрерывны в (О, Т)ХИ.  При этом возникает новое условие 
согласования:

ди„(х)/дп =  м2(0, х), x ^ d Q ,
н тогда можно говорить о классическом решении второй краевой 
задачи.

В этом случае в теореме 1 вместо неравенства (7) должно 
выполняться неравенство

ди11)/д п >  ди11)/дп, f e [ 0 ,  Т), (14')

Поскольку произведение к(и)ди/дп  равно тепловому потоку на 
границе, то (14') имеет простой физический смысл. Соответствен
но в случае второй краевой задачи в теореме 2 неравенства (11) 
заменяются па неравенства

ди_/дп г£ ди/дп s£ d u j d n , t е  [О, Т ) , х  е  д<2 (15)

(при этом на верхнее п нижнее решения и± накладываются до
полнительные условия гладкости).

Прп соответствующих изменениях теоремы остаются справед
ливыми, когда на dQ задаются более общие нелинейные краевые 
условия третьего рода, напрпмер

ди/дп = а {и, t, х),  £е(О, Т), x ^ d Q ,  (16)

где а (и, t, х) — любая достаточно гладкая функция [165, 259].

§ 2. Существование, единственность и условия 
ограниченности классического решения

Вопросы существования и единственности решений краевых 
задач для уравнений нелинейной теплопроводности подробно 
изучены в известных работах [128, 165, 270], где используется 
широкий спектр методов исследования. Ниже мы рассмотрим не
которые важные ограничения па коэффициенты уравнений, не
обходимые для существования и единственности классического 
решения.
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Нас особенно будут интересовать вопросы об условиях гло
бальной разрешимости краевых задач, когда решение u(t, х) 
определено при всех £ ^  О, и, обратно, об условиях глобальной 
неразрешимости, или неразрешимости в целом. Другими словами, 
когда локальное решение и(£, х),  определенное на некотором 
интервале (О, Т),  может быть продолжено в область произволь
ных значений £ >  0 и когда этого сделать нельзя. Локальная раз
решимость (или разрешимость в малом) имеет место для широ
кого класса квазилинейных уравнений с достаточно гладкими 
коэффициентами без каких-либо существенных ограничений на 
характер нелинейности этих коэффициентов. Такие ограничения 
возникают при построении глобального решения.

Для уравнений с источником
ut =  V - (k(u)Vu) + Q(n) (1)

проблема существования глобального решения эквивалентна проб
леме его ограниченности в Q на произвольном интервале (О, Г).

Именно: глобальное решение определено и ограничено в £2 
при всех £ ^  0, неограниченное же решение определено в Q на 
конечном интервале (0, Го), причем

lim supn(£, х) =  оо, (2)
то

что делает невозможным его продолжение в область £ >  Г0.
Вопросы, связанные с потерей ограниченным решением не

обходимой гладкости, обсуждаются в § 3.
1. Условия локального существования классического решения. 

В настоящее время этот вопрос хорошо изучен [111, 128, 162, 165, 
221]. Существование классического решения краевых задач и 
задачи Коши в малом при гладких краевых данных и необходи
мых условиях согласования имеет место для достаточно произ
вольных квазилинейных параболических уравнений с гладкими 
коэффициентами вида 

N

Щ =  2  аИ (w- £> х) их.х, +  а (и, У и, £, х), (3)
',)=1

если они являются равномерно параболичными. Последнее озна
чает, что

1V
v(p)||H |2<  2  fly (р, q, £, 2)ГгГ;< Ц (р) || Г ||2 (3')

U=1
при произвольных £е [0, Г), z e Q ,  р ^ О , q, r e R " ,  где непре
рывные функции v(p),  ц(р) строго положительны. Условие (3'), 
в частности, означает, что эллиптический оператор второго по
рядка в (3) невырождающийся и матрица Ня,-,11 положительно 
определена. Локальная разрешимость установлена также и для 
широкого класса более общих нелинейных уравнений типа
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(1.13) *) (см. [112, 199]). В эхом случае условие равномерной 
параболичности имеет вид

v(p)<dF(p,  q, г, t, х) /дг<р,(р) .

Для уравнений типа (1) условие равномерной параболич
ности выглядит особенно просто.

П р е д л о ж е н и е  2. Пусть функции k(u),  Q(u) являются 
достаточно гладкими при и >  0, (?(0) =  0. Тогда при выполнении 
условия

к (и) >  е0 =  const >  0, и >  0, (4)
существует локальное классическое решение краевой задачи 
(1.2) —(1.4), причем, если и0 ^ О  в Q или «1 (0, х ) ^ 0  на ЭО, то 
u(t, х ) > 0  в Q при всех допустимых f > 0 .

Неотрицательное решение равномерно параболичного урав
нения (1) является строго положительным всюду в своей области 
определения. Другими словами, в тепловых процессах, описывае
мых такими уравнениями, возмущения распространяются с беско
нечной скоростью. Если, например, в задаче Коши непрерывная 
начальная функция и„Ф 0 финитная и, возможно, недифферен
цируемая, то все равно локальное решение является классиче
ским при t >  0. Кроме того, при всех сколь угодно малых £ > 0  
функция u(t, х) строго положительна в При соответствующих 
ограничениях на коэффициенты уравнения в любой допустимой 
области (0, Т) X Q она имеет производные по t и х высокого по
рядка.

При нарушении условия (4) при финитной функции и0 реше
ние задачи Коши также может быть финитным по х при всех 
t >  0 и в результате может не иметь в точках обращения реше
ния в нуль производных по t и х  даже первого порядка. Более 
подробно об обобщенных решениях вырождающегося уравнения 
(1) будет говориться в § 3, где указано необходимое и достаточ
ное условие существования строго положительного (и тем самым 
классического) решения.

2. Условие глобальной ограниченности решения. Прежде все
го отметим, что проблема ограниченности решения краевой задачи 
(1.1), (1.3), (1.4) для уравнения без источника (Q =  0) не воз
никает. Это непосредственно следует из теоремы 1 ( §1 ) .  Пола
гая в ней

u(2) (t, х) =  М =  const 3* max (sup щ, sup «,}, (5)
u(1) (t, x) ^  u(t, x),

убеждаемся в справедливости условий (1.6), (1.7) и, следова
тельно, u(t, х ) ^ М ,  т. е. и ограничено в Q при любых f e ( 0, Т),
Т >  0 произвольное. То же самое, как нетрудно проверить, спра

*) Указанным способом даются ссылки на формулы из предыдущих 
параграфов, в данном случае из § 1 .
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ведливо для уравнения (1) со стоком, когда @(и)<0 при всех 
и ^ О .  Для уравнения с источником дело обстоит по-другому.

П р е д л о ж е н и е  3. Пусть в уравнении (1) Q(u)>  0 при 
и > 0 .  Тогда условие

i<&-~ <е>1
является необходимым и достаточным для глобальной ограничен
ности любого решения задачи (1.2) — (1.4).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о с т а т о ч н о с т ь .  Воспользуемся 
теоремой 1. Возьмем в качестве um (t, х) пространственно одно
родное решение uw (t) уравнения (1):

* ^ n  =  Q (u™{t) l  t > 0 ; u(2) (0) =  Л/ >  0, (7)

где постоянная М  удовлетворяет (5). Функция u(2)(t) 
ется из равенства

и(2>(0
Г *1

м С(П) =  г,

определя-

причем в силу (6) м(2>(() определена прп всех t^ (0 ,  °°). Тогда 
из теоремы 1, полагая иН) =  и, получаем

u(t, x ) < u (2,(t), * e(0 , Т),
т. е. и глобально ограничено.

Н е о б х о д и м о с т ь .  Она вытекает из следующего простого 
примера.

П р и м е р  1. Пусть в задаче Коши для (1.2) 
н0 (x) = m =  const > 0 , х е  Rv,

и пусть (6) не выполняется, т. е.
сю

1
00 f (8)

где <?(и) >  0 при и >  0. Решение задачи тогда является прост
ранственно однородным: u(t , x) = u(t),  где u(t) удовлетворяет 
уравнению (7) и условию и(0 )= т ,  т. е.

и(0

т
Отсюда видно, что u{t) определено на конечном интервале изме
нения времени (0, Г0), где

оо

т

<  оо,
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причем
u(t)-+-oo, t —>■ Tq .

В предложении 3 отражен один аспект проблемы неограни
ченности решения. В случае задач с конкретными краевыми ус
ловиями существование глобальной оценки сверху классического 
решения зависит от соотношения между коэффициентами к, Q и 
функциями, входящими в формулировку краевых условий, а так
же от пространственной структуры области £2. В общей постанов
ке проблема неограниченности является весьма сложной. Для 
некоторых классов задач эта проблема будет проанализирована 
в последующих главах (отдельные примеры приведены ниже).

Обратим внимание, что необходимое и достаточное условие
(6) глобальной ограниченности всех классических решений воз
никает при анализе обыкновенного дифференциального уравне
ния. В примере 1 построено неограниченное решение, которое 
растет до бесконечности при сразу во всем прост
ранстве R*.

Что будет, если рассмотреть краевую задачу в ограниченной 
области £2, причем на д£2 решение ограничено сверху равномерно 
по <? Могут ли такие пространственно неоднородные решения 
быть неограниченными в смысле (2)? Следующий пример дает 
положительный ответ.

П р и м е р  2. Рассмотрим краевую задачу для полулинейного 
уравнения

И ( = Д м  +  @( м) ,  f >  0, i e Q i (9)

в ограниченной области Q c R "  с гладкой границей dQ. Пусть 
м(0, х) = и0(х)>  0 в £2, и0 е  С (£2), и„Ф 0 и

u{t, х) = 0, t >  0, хеЗ£2. (10)

Обозначим через =?.i(£2)> 0 первое (наименьшее) собственное 
значение задачи

Дф +  Аф =  0, хе£2; -ф (дг) =  0, x ^ d Q ,  (11)

и через i(>i (х) первую собственную функцию, которая, как из
вестно [129, 161], знакопостоянна в £2. Пусть ф, (аг) >  0 в £2 и

N =  f И  dx =  1. (12)
а

Пусть Q(u) kiU >  0 при всех и >  =  const >  0 и, кроме того,
оо

< 1 3 >

во
(отметим, что в том случае, когда Q (u )> u  при и °°, это ус

ловие совпадает с (8)). Будем также считать, что @ e C 2(R+)
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является выпуклой функцией:
Q " ( u ) >  0, и >  0. (14)

Тогда при любых начальных функциях и0(х)&* 0 таких, что

Е0 =  J  и0 (х ) ф! (z) dx >  б0,
Q

решение задачи является неограниченным и существует в тече
ние времени

т0< т .
ао

dr]
Q (Л) -  X,., <  эо.

Для доказательства введем функцию

Е (t) =  j" и (I, х) ф! (х) dx. 
о

Тогда Е(0) = Еа, причем, как следует из (9), E(t) удовлетворяет 
равенству

=  j* Аи (t, х) ф! (х) dx +  J<? (И (t , х)) ф! (X) dx. (15)
Q Q

Интегрируя по частям, с учетом (10) и (11) получаем

J  А и (t, 1 )ф! (т) dx — I* u(t, х) Афх (х) dx — — f и (t, х) фх (я) dx =  
Q а а

=  — klE (t).
Далее из неравенства Йеисена для выпуклых функций [167]

получаем

j* Q (и) фх d x ^  Q |  j  urp^xj  =  Q (£)

(для выполнения этой оценки существенны ограничение ф , > 0  в 
Q и нормировка (12)), и поэтому из (15) следует неравенство

d E ! d t > - \ i E  + Q(E), t >  0; Е(0) = Е0> 6 0.
Отсюда в сделанных предположениях E ( t ) > E l) при всех t > 0 ,  
и, следовательно,

EU)
f dr, > t > 0 .

Поэтому в силу (13) E{t) -*-<*> при t -*-T j ^  У*, а поскольку 
Е (t) ^  sup u(t, х), то решение u(t, х) удовлетворяет (2) при не-

X
котором T o ^ T t  и является неограниченным.
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Этот пример интересен тем, что рассматриваемая краевая за
дача при достаточно «малых» начальных функциях uQ(x) имеет 
глобальное решение, определенное при всех t >  0 (см. гл. VII, 
§ 2). При «больших» иа решение неограниченно возрастает при 
t —>To, То <  °°. Может возникнуть вопрос: где, в какой части 
области £2, оно обращается в бесконечность при 7Y? Эта проб
лема локализации неограниченных решений рассматривается в 
последующих главах.

Мы закончим обсуждение условий глобальной ограниченности 
решения одним элементарным примером второй краевой задачи.

П р и м е р  3. Пусть £2 — ограниченная область, £2 <= Rw) Q (и) — 
выпуклая при ц > 0  функция, удовлетворяющая (8). Рассмотрим 
для (1) вторую краевую задачу с граничным условием тепло- 
изолировапности

ди/дп =  0, t >  0, x ^ d Q  (16)

и начальным возмущением н(0, х ) =  и0( х ) ^  О в £2. Покажем, что 
любое нетривиальное (иФ  0) решение задачи является неогра
ниченным.

В предположении достаточной гладкости решения проинтегри
руем уравнение (1) по области £2. Тогда, вводя обозначение 
энергии

Н  (t) =  f и (t , х) dx, t ^ O ,  
а

(17)

после интегрирования по частям с учетом (16) получаем

^ Q (и (t , z)) dx , t >  0;
Ь

H  (0) =  II(t =  I* ua (x) dx >  0.
S3

Используя неравенство Йепсена

j* Q (и (t, x)) dx =  mes £2 J  Q (u (t, x)) dx >
S3 Q

>  mes £2 Q ^ j  ^  и (t, x) dz j ^  mes £2 Q ( ^ | ) ,

из (17) получаем неравенство

^ i i ) >mes£2 t >  0.dt ^  v  ^mos Q J

Отсюда в силу (8) следует, что энергия H(t) (и тем самым 
u(t, я)) определена и ограничена на конечном интервале (0, Т7,),
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и, следовательно, lim supu(i, я) =  °°, t -*-T0 ^  Гi.
X

3. Об условиях единственности классического решения.
В предположении достаточной гладкости коэффициента Q в (1) 
локальное классическое решение всегда единственно. Это непо
средственно следует из теоремы 1 § 1. Действительно, если пред
положить, что существуют два различных решения и* и м* урав
нения (1), отвечающие одинаковым краевым условиям, то из тео
ремы 1, полагая сначала и(,) = и*, и{2) — и*, а затем меняя и* и 
и* местами, получаем, что одновременно и * ^ и # ,  и * ^ и ^ ,  т. е. 
и* - и*.

Остается убедиться, насколько существенным является требо
вание гладкости коэффициента Q, который является неотрица
тельной функцией. В случае стока тепла (@(к)<0,  и >  0), как 
нетрудно проверить с помощью принципа максимума, единствен
ность решения имеет место без каких-либо ограничении на ха
рактер гладкости Q{u).

Итак, пусть непрерывная функция Q(u) (Q(0) =  0: Q(u)>  0, 
и > 0 )  является недифференцируемой при tt =  0, Q*=C'((0, “ ))• 
Следующий пример показывает, к чему это может привести.

П р и м е р  4. Рассмотрим задачу Коши для уравнения

и , = А и  + иа, t >  0, r e R ^  (18)

где а е ( 0 ,  1) — постоянная. Здесь Q (u )= u ’t, <?(0) =  0, (?'(0+) =  
=  °°. Пусть

и(0, х )=  ы0(х )^  0, l e R ” (19)

Очевидно, что задача (18), (19) имеет тривиальное решение 
u(t, х) =  0. Однако помимо этого она имеет бесконечное множест
во других пространственно однородных решений u(t, x)=u.(i) ,  
которые удовлетворяют обыкновенному дифференциальному урав
нению

u'(t) = ua(t), t >  0; и(0) =  0. (20)

Решениями этой задачи будут функции

[0, 0 <  < < т ,
U (t) =  Vx (t) =  | (1 _  a )l/(i-a) (< _  т)1/(1-а)) г > т _ (21)

где т ^  0 — произвольная постоянная.
Таким образом, здесь из-за недифференцируемости источника 

при и =  0 из нулевого начального возмущения (19) возникают
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нетривиальные решения, одинаково растущие во всем простран
стве. Отметим, что при а е ( 0 ,  1) все функции i\( i)  являются 
классическими решениями, так как С1 (,[{), оо)).

Нетрудно проверить, что аналогичные нетривиальные решения 
задачи Коши можно построить в случае произвольных источни
ков (?(и)>0,  и >  0, если

< 2 2 >

О

Отсюда получаем условие
1

о
(2 2 ')

по крайней мере необходимое для единственности решения задачи 
Коши.

Этот пример целиком основан на анализе пространственно 
однородных решений, удовлетворяющих обыкновенному диффе
ренциальному уравнению. А если рассмотреть задачу с краевыми 
условиями, которые не давали бы возможности решению расти на 
границе? Оказывается, и в этом случае решение прп отсутствии 
достаточной гладкости источника при и =  0 может быть неединст
венным.

П р и м е р  5. Пусть Й — ограниченная область, й  с  R1̂  и >  
>  0, г|:,(.г)>0 в й — соответственно первое собственное значение 
и отвечающая ему собственная функция задачи (11). Рассмотрим 
краевую задачу в R+ X й  для уравнения

ut =  Ли +  "к̂ и +  [х) иа, t >  0, г е Й ,  (23)

с условиями

м(0, х ) =0 ,  г е Ц ;  u(t, i )  =  0, t >  0, т е З Й . (24)

Пусть а  е (0 , 1); тогда источник (х) который зависит 
не только от решения и, но и от пространственной координаты х, 
является недифференцируемым по и при и =  0+ всюду в й. Не
трудно проверить, что задача (23), (24) помимо тривиального 
решения и =  0 имеет семейство решений

u(t, х )=  1\ ( 0 Ф1 (*), * >  0,

где vT(t)— функции, определяемые в (21).
В заключение отметим, что неединственность решения связана 

с конкретной постановкой задачи. Если, например, взять в задаче 
Коши для (18) начальную функцию иа(х) ^  б., >  0 в R*, то ее 
решение будет классическим и единственным, поскольку в силу 
теоремы 2 решение будет удовлетворять условию u(t, х ) ^ 8 0 в
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R*. В области цЗ*60 коэффициенты уравнения (18) достаточно 
гладкие, что гарантирует единственность решения. Аналогично, 
если в задаче (23), (24) и0> 0  в Q, то ее решение также един
ственно.

§ 3. Обобщенные решения квазилинейных 
вырождающихся параболических уравнений

В этом параграфе рассматриваются уравнения (1.1), (1.2), ко
торые не удовлетворяют условию равномерной параболичности. 
Как и выше, функции к и Q будем считать достаточно гладкими: 
к ^ С г((О, °°))ПС(|0, °°)), <2еС'([0, °°)) (последнее, как пока
зано в § 2, необходимо для единственности решения), к (и )> 0  
при и >  0, причем

*(0) =  0, (1)
т. е. уравнение является вырождающимся. Формально это условие 
означает, что эквивалентное (1.1) уравнение второго порядка 
(1.1') вырождается при и = 0 в уравнение первого порядка (если 
/с'(0)=^0 и u(t, х) имеет две производные по х ) .

Прежде чем переходить к примерам, поясняющим некоторые 
свойства обобщенных решений, сделаем одно замечание. Когда 
мы имели дело с классическими решениями и е  С}±г, не было 
необходимости специально оговаривать непрерывность теплового 
потока W(t, х) = —k(u(t,  x) )Vu( t , х).  Это условие, как и непре
рывность самого решения (температуры), является естествен
ным физическим требованием к постаповке задачи. Здесь же нам 
придется постоянно следить за этим свойством обобщенных ре
шений.

1. Примеры обобщенных решений (конечная скорость рас
пространения возмущений, эффекты локализации граничных ре
жимов с обострением и в средах со стоками).

П р и м е р  6 (конечная скорость распространения возмуще
ний). Рассмотрим уравнение (1.1) в одномерном случае:

и, =  ( к ( и ) и х) х (2 )

и построим его частное автомодельное решение типа бегущей 
волны:

Ux{t, x) = fA(l) ,  1 = x - X t ,  (3)
где X >  0 — скорость движения тепловой волны. Подставляя вы
ражение (3) в (2), получаем для /л( | ) ^ 0  уравнение

или, что то же самое,

* (/а) ^  +  */а =  С. (3')

Полагая
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дальнейшего), получаем равенство

* ( / а) dU
(4)/А dl -

Предположим, что
1

(5)
О

и тем самым имеет смысл функция
и

Ф (М) =  j 'A M dn, и > 0 . ф (0) =  о. (5')
о

Тогда из (4) следует, что
Ф (М б) ) = - * ( £ - £ « ) ,  =  const.

Пусть | 0 =  0; тогда
/Л(|) =  Ф-‘( - х и ,  1 ^ 0 ,

где Ф 1 — функция, обратная к Ф (она существует в силу моно
тонности Ф; см. (5' )).  Продолжим /А в область {£>0} тождест
венным нулем; непрерывность теплового потока ^ ( /а) / а в точке 
|  =  0, как следует из (3') при С =  0, при этом не нарушится. 
В результате получаем следующее автомодельное решение:

где введено обозначение (х)+ =  {х, если х ^ 0 ;  0, если х <  0).
Положим Т„ =  Ф(°°)/Д.2 sS °о. Тогда (6) можно рассматривать 

как решение в (0, Г„)ХИ+ первой краевой задачи для уравнения 
(2) с условиями

м(0, х) =  0, х  >  0; u(t, 0) =  Ф-*(Х*0, 0 < f < 7 V  (7)
Таким образом, при выполнении условия (5) задача (2), (7) 

имеет решение с всюду непрерывным тепловым потоком, которое 
при каждом <е(0,  То) является финитным по х:

Поэтому уравнение (2) описывает процессы с конечной скоростью 
распространения возмущений. В тех точках, где г/А >  0, решение 
задачи является классическим и может не иметь достаточной 
гладкости в точках фронта тепловой волны х<1)(1) = Ы, где оно 
обращается в нуль.

Для более детального исследования поведения решения в точ
ках вырождения рассмотрим случай

Тогда Ф (и)— иа/а, Ф~1 (и) = (аи)1,°, Го =  °°, и решение типа

i/A(f, х )=  Ф_‘[Т.(М — х )+], i >  0, i e R , ( 6)

uA(t, х ) ^ 0 ,  x > k t ,  t e ( 0, Го).

k(u) = ua1 о =  const > 0 .
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бегущей волны имеет особенно простой вид:
uA(t, а;) =  [оЯ(М — z )+]1/a, t >  О, х > 0 .  (8)

Проверим еще раз, что тепловой поток в точках хф (t) = Xt 
является непрерывным. Действительно,

W  (*, х) = - и ° А («А)« =  o1,akla+n°[(kt -  х)+]1/°,

т. е. W ( t , х£  (t ))= w ( t ,  ;Гф (t)) =  W  (t , 2Ф(0 )=  0 при всех t >  0. 
В то же время, если а >  1, то в точках вырождения х = хф{1) не

существует производных ut, 
их, к„. В случае а е [1/2, 1) 
производные ut, их сущест
вуют, но не определе
на производная u.«(f, .Гф(£)). 
Если же о е  (0, 1/2), то ut, 
их, ихх существуют всюду 
(т. е. фпннтпое решение (8) 
является классическим), од
нако в точках фронта нет про
изводных высокого порядка.

Таковы основные диффе
ренциальные свойства пост
роенного обобщенного реше
ния. Фупкцпя (8) в различ
ные моменты времени схема
тически изображена на рис. 1. 
Это решение представ

ляет собой тепловую волну, движущуюся по невозмущенному 
(нулевому) фону температуры со скоростью К =  dx^(t)/dt.

Условие (5) является необходимым и достаточным для су
ществования финитного решения типа бегущей волны. Если оно 
нарушается, т. е. 1

1 -^тг d11 =  °° ' (9)о
то, как следует из (4), функция /А( |)  строго положительная при 
всех допустимых |  е  R, и поэтому (3) представляет собой поло
жительное классическое решение уравнения (2) (рис. 2).

Очевидно, что в случае к(0) >  0, т. е. при равномерной пара- 
боличности уравнения (см. предложение 2, § 2), условие (9) 
выполнено. Однако среди коэффициентов к (и), fc(0) =  0, есть та
кие, для которых имеет место (9). Это справедливо, например, 
для функции к (и )=  |1н н |-1, и е ( 0, 1/2); к(и)>  0 при и >  1/2. 
Тогда решение типа бегущей волны строго положительное и тем 
самым классическое. Более того, если к ( и ) ^  С“ (R+), то и можно 
дифференцировать по t п х в области (0, T0)X R + любое число 
раз.

Рис. 1. Бегущая волна в случае конеч
ной скорости распространения возму

щений.
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Любопытно, что столь просто полученное условие (5) явля
ется не только достаточным, но и необходимым для конечной 
скорости распространения возмущений в процессах, описываемых 
уравнением (1.1).

Рис. 2. Бегущая волна в случае бесконечной скоростн распространения
возмущений

Решение типа бегущей волны обладает еще одной уникальной 
возможностью: оно показывает на простои примере локализацию 
тепловых граничных режимов с обострением. Исследованию этого 
интересного эффекта в различных задачах посвящена значитель
ная часть книги.

П р и м е р  7 (локализация граничного режима с обострением). 
Пусть

А(и) =  мехр{—и}, и >  0.

Тогда, как нетрудно проверить, решение (6) имеет следующий 
вид:

(— In [1 — А, Ш — х)\, О ^ я ^ А ,? ,
в* ( * • * ) - {о,

причем оно определено на ограниченном интервале изменения 
времени [0, Г0), где Г0 =  1/АЛ Отвечающее (10) краевое условие 
при х  =  0 имеет вид

цЛ(£, 0) =  м,(£) =  — In (1 — кН), 0 < t< T „ ,  (11)

и, следовательно, u,(t)-<-oo При t-^- Т ^  Однако, несмотря на 
неограниченный рост температуры па границе в режиме с обост
рением, возмущения проникают лишь на конечную глубину L =  
=  1/А., т. е. uA(t, х) =  0 для всех x ^ L  в течение всего времени 
существования решения ( е ( 0, Г0) (рис. 3). Прн этом всюду, за 
исключением граничной точки х =  0, решение ограничено сверху
3 А. А. Самарский и др. 33



равномерно по t:

У*А (£» х) Ца (^о ' ^0 =  |о,
— 1п(Хх), 0 <  ж  1Л, 

х ^  1Д,

и растет до бесконечности за счет действия граничного режима с 
обострением в одной точке х =  0. Предельная кривая и =

=  ua {Toi х) показана на рис. 3 жир
ной линией. Отметим разительное 
отличие этой останавливающейся 
тепловой волны от обычных темпе
ратурных волн, изображенных па 
рис. 1, 2.

Рассмотрим пример обобщенного 
решения уравнения теплопровод
ности в многомерном случае.

П р и м е р  8. Найдем решение за
дачи Коши для уравнения со степен
ным коэффициентом

и, = V  .(и°Угг), г >  0 , x e R J', ( 12)

которое имеет постоянную энергию

[ и (f, х) dx =  Е0 =  const>  0 (13)

Рис. 3. Автомодельное решение 
(10) типа бегущей волны, ло
кализованное в области (О,

1А)

(это решение типа мгновенного то
чечного источника).

Будем искать его в автомодель
ном виде:

u(f, х) =  гв0(!),  | = x / / f eR", (14)
где a, jJ — постоянные, а 0 ( |)3*О — непрерывная функция. Под
ставляя (14) в (12), получаем следующее уравнение:

о ^ -'э  -  Р«“-1 2 | r E i  =  t«<e+»-*i>vs.(0ev £e).
г=1

(15)

Отсюда вытекает необходимость равенства а — 1 =  а(о +  1) — 
— 2[1; тогда временные множители в (15) можно сократить. Да
лее, используя тождество

j  u { t , x ) d x =  jV e  rfx =  ta+A'p J 0 (i) di
n N r'v '  1 '  rJV

(предполагается, что В е Р ) ^ ) ) ,  в силу (13) имеем а  +  Лф =  0. 
Отсюда получаем единственную пару зпачений параметров a  =  
=  — N/(Na  +  2), fl =  l/(lVa +  2), т. e. искомое решение имеет вид

u(t, x) =  t-N/<N°+Z)Q(| ) ,  g =  дг/«,/(Ло-'-2>. (16)
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Тогда, как следует пз (15), функция 0^=0 удовлетворяет ква
зилинейному эллиптическому уравнению

+  s ^ r 20 - o ,  i <=r ", а ? )
i = l  Ъг

а также условию

f 9 (I) 6Ц = Е0. (18)

Пусть функция 0 является радиально симметричной, т. е. за
висит от одной координаты: 0 =  0 (т|), ц =  |£| 3^0. Тогда уравне
ние (17) принимает вид

ф г М - W ) ' +  ^ * 4  +  ^ 1 ) -  0, ч > 0 ,  (19)

причем в силу симметрии необходимо потребовать, чтобы выпол
нялось условие

0°0'(О) =  О.
Уравнение (19) эквивалентно уравнению

(пл' - № ) Ч ^ 2(0тП '  =  о, Ц >  о.

Интегрируя его и полагая постоянную интегрирования равной 
нулю (последнее, как нетрудно проверить, необходимо для су
ществования решения с требуемыми свойствами), приходим к 
уравнению первого порядка

tia'_w  +  jv̂ F 2 0ti'v =  0’ п > ° ;  9а0 '(0) =  о.

Его решения имеют вид

0 (л) = ч7Хя\ ( ’Чо т12)+]1̂ ° 0 > О . ( 20 )2 (No +2)

Здесь rjo — постоянная, которая определяется из условия (18): 

Оо1I (Е0) =  {"'
—N /2 I 2 (No  -f- 2) l/a Г (ЛГ/2 +  1 +  1/а) р }o/(No+2) 

Г (1/и +  1) £'° )

Итак, искомое автомодельное решение с неизменной энергией 
имеет вид

UA (£, х) =  £ -Л'ДЛго+2)
2 (No +  2)

„2
0 0 г2/(Л'СГ+2)

+

I/O
(2 1 )

При любом О  0 оно финитно по х, а при £ -► 0+ стремится к 
б-функцип: иЛ(£, х) -► Е„д(х), £ -► 0+ Всюду, за исключением по- 
иерхности вырождения И+ Х {|я | =  r)0£,/<Wo+2)), оно является клас
сическим (н бесконечно дифференцируемым), а на поверхности 
фронта имеет непрерывный тепловой поток. Дифференциальные
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свойства решения (21) такие же, как у частного решения тина 
бегущей волны, рассмотренного в примере 6. Поскольку уравне
ние (12) не меняется при замене t на T + t, где 7’ =  const> 0 , 
то uA(t + T, х) также будет решением с постоянной энергией.

В следующем примере с помощью построенного решения ана
лизируется любопытное свойство квазилинейного вырождающе
гося параболического уравнения со стоком.

П р и м е р  9 (локализация тепловых возмущений в средах с 
поглощением). Рассмотрим уравнение

и, =  V • (u°Vtt)— уи, t >  0, i e R * ,  (22)

где if >  0 — постоянная. По сравнению с (12) в это уравнение 
добавлен линейный сток тепла. Посмотрим, как это сказывается 
ва свойствах обобщенного решения.

Положим в уравнении (22)
u(t, x) = exp i—^t}v(t, х),

где v — новая неизвестная функция. Тогда уравнение для v при
нимает вид

ехр{уоН п( =  V • (y°V[j), f > 0 ,  l e R " .

Вводя новую независимую переменную (время)

ехр{— yof}], т е  0,* - т Ю =  т5-11

получаем для v = v(x, х) рассмотренное выше уравнение
щ =  V -(v°Vv),

частное решение которого нам известно. Выбирая в качестве н, 
например, функцию мА(1 +  т, х) (см. (21)) и проводя обратные 
преобразования, получаем следующее решение уравнения (22):
u(t,  х) =

=  е х р { - у г } [ * ( 0 Г ™ +2)
2 (No  + 2 )  , g  ( t ) j* /< ,JV °+ 2)

1*Г

f >  0 , i e R J',

где g ( £ ) = l + x ( i ) .  Это решение имеет поверхность вырождения

I Ф̂(01  =  Ло[ 1 + 1 — ехр {— уог)
70

i/(iVa+2) t > 0 , (23)

на которой тепловой поток непрерывен. Но не в этом его глав
ная особенность.

Так же, как в примере 8, носитель обобщенного решения 
монотонно возрастает, однако здесь

^  =  H m | ^ W I  =  Ло (!
i/(.Va+2) <  оо,

т. е. тепловые возмущения локализованы за счет действия стоков 
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энергии в ограниченной области пространства — в шаре ра
диусом L.

2. Определение и основные свойства обобщенного решения.
Рассмотренные в о. 1 примеры позволили выделить многие свой
ства обобщенных решений квазилинейных вырождающихся пара
болических уравнений. Отметим еще раз, что обобщенное реше
ние может не иметь всюду производных, входящих в уравнение, 
однако в точках вырождения оно обладает определенной регуляр
ностью— тепловой поток непрерывен. Во всех других точках, где 
уравнение не вырождается (и, следовательно, равномерно пара- 
болично в некоторой их окрестности), решение, как следует ожи
дать, является классическим. Дадим определение обобщенного 
решения, которое учитывает указанные особенности.

Рассмотрим в (0, Г ) Х й  первую краевую задачу (1.2)— (1.4) 
для уравнения с достаточно гладкими при и > 0  коэффициентами 
к(и), Q(u), причем к не удовлетворяет условию равномерной 
параболичности, т. е. &(0) =  0.

О п р е д е л е н и е .  Неотрицательную непрерывную ограничен
ную функцию u(t, х),  удовлетворяющую краевым условиям (1.3), 
(1.4), будем называть обобщенным решением задачи (1.2) — (1.4), 
если существует обобщенная производная (и)= к(и)^и,  сум
мируемая с квадратом в любой конечной области ы'<=(0, T)XQ 
и ограниченная в любой области вида (т, Т)Х  Q, т =  const е  
е (0 , Т), и если для любой непрерывно дифференцируемой в 
(О, T )X Q  финитной функции f(t, х),  равной нулю при (t , х ) е  
е  [0, Т ) Х д Q п при t = T , выполняется равенство 
т
J \ [ u Jt ~  Vu‘V/+ (?  (u )] jd xd t  +  I* uo(x)/(0, x)dx  =  0. (24)
о a '  ! h

Отметим, что равенство (24) на формальном уровне получа
ется после умножения уравнения (1.2) на / и интегрирования 
по области (0, Т)Х£2. При этом интегрирование по частям (по 
переменной х) будет законным, если функция к(и )^и  непрерыв
на в Q. Это требование не содержится в определении, где указа
ны более слабые ограничения на производную ^ф(м) (существо
вание в обобщенном смысле и условие Vcp (и) е  £]ос((0* Т) X Q), 
при которых интегралы в (24) имеют смысл). Однако для ши
рокого класса вырождающихся уравнений сформулированных 
ограничений достаточно, чтобы доказать непрерывность к(и)^и  
(об этом несколько подробнее сказано ниже).

Естественно, необходимость в определении решения в обоб
щенном смысле возникает в том случае, когда решение имеет в 
(0, J ) X Q  точки вырождения, где_и(£, х) =  0. В противном слу
чае, если, например, и0( х ) > 0  в Q и Q(u)>  0, то u(t, х ) > 0  в 
(0, Т) X  Q, и поэтому решение является классическим, так как 
уравнение в рассматриваемой области не вырождается.

Подробное исследование обобщенных решений квазилинейных 
вырождающихся параболических уравнений проводилось в боль
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шом числе работ (см., например, [140, 149, 78, 20, 131]). Не оста
навливаясь на этом подробно, отметим одно важное обстоятель
ство. Как правило, обобщенное решение u(t , х) уравнения с глад
кими коэффициентами единственно и может быть получено как 
предел при п °° монотонной последовательности гладких огра
ниченных положительных решений ип (£, х) того же уравнения. 
В результате обобщенное решение в окрестности всех точек 
(I, х ) е (0 ,  T)XQ,  где и >  0, является классическим и теряет 
гладкость только на поверхности вырождения, отделяющей об
ласть {и >  0} от области (м =  0). Для доказательства непрерыв
ности теплового потока —к{и)^и  необходимо привлекать допол
нительные технические приемы (см. например, [173]). Некото
рую дополнительную информацию о дифференциальных и дру
гих свойствах обобщенных решений можно найти в комментариях 
к данной главе.

Ниже мы несколько подробнее остановимся на тех ограниче
ниях, при которых необходимо рассматривать решение параболи
ческого уравнения в обобщенном смысле. Это будет сделано па 
примере нелинейного уравнения теплопроводности

И/ =  V (к(и)'Уи), t >  0, l e R " ,  (25)

для которого рассматривается задача Коши с финитной начальной 
функцией

и(0, х) = щ (х )> 0 ,  х е Г ;  ф(н„)еС‘ (КЛ), (26)
так что

u0(x)=0,  Ixl > 1 =  const >  0. (27)
Сейчас мы снова вернемся к полученному в примере 6 усло

вию финитности решения типа бегущей волны, которое обладает 
значительной общностью.

П р е д л о ж е н и е  4. Сходимость интеграла 
1

(28)
О

является необходимым и достаточным условием финитности по х 
решения задачи Коши (25)— (27).

Другими словами, если интеграл в (28) расходится, то u( t , x )>  
>  0 в ПЛ при всех t >  0. Доказательство этого утверждения осно
вано на теоремах сравнения обобщенных решений, в принципе 
аналогичных приведенным в § 1. Вторая из них в обобщенном 
рассмотрении имеет некоторые особенности.

3. О теоремах сравнения обобщенных решений. Теорема 1 
дословно переносится на случай обобщенных решений. В общем 
случае ее доказательство проводится на основе анализа интеграль
ных тождеств типа (24) для решений м(1), и{2) или с использова
нием сравнения последовательностей классических положитель
ных решений Un\ и(п2>, которые сходятся соответственно к обоб
щенным решениям м(1), н(2).
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Формулировку теоремы 2 необходимо изменить. В конкретных 
приложениях мы будем использовать следующий ее вариант.

Т е о р е м а  3. Пусть в [0, T)Xf i  определены неотрицательное 
обобщенное решение краевой задачи (1.2)— (1.4), а также функ
ции и± еС ([0 , T)XQ ) ,  и± е С |,! всюду в (О, T )X Q  вне конечного 
числа гладких непересекающихся поверхностей (0, T)XSi( t ) ,  на 
которых (функция Уц>(и)= k(u)  Vu непрерывна. Пусть всюду в 
(О, Т) X  (Q\(x е  Si(t)}) выполнены неравенства (1.9), а на пара
болической границе области (О, Т)Х  Q — условия (1.10), (1.11). 
Тогда

u_s£its£u+ в (О, T)XQ.  (29)

Здесь повым элементом по сравнению с теоремой 2 факти
чески является лишь то, что обобщенные верхнее и+ и нижнее и_ 
решения могут быть финитными, однако на поверхностях вырож
дения (О, Г) X 5 ,(0  отвечающие им тепловые потоки должны 
быть непрерывными. Тем самым к функциям и± предъявляются, 
грубо говоря, то же требования, что и к обобщенному решению 
задачи. Если в (1.9) заменить знаки неравенства на равенства 
(в (0, Т) X (й \ {х е  Si(i)})), то функции и± будут просто различ
ными обобщенными решениями уравнения (1.2).

4. Доказательство предложения 4 (о конечной скорости рас
пространения возмущений) и некоторые его следствия. Достаточ
ность условия (28) непосредственно вытекает из анализа авто
модельных решений типа бегущей волны, проведенного в при
мере 6. Поместим ограниченную область dj =  suppu0 в некоторый 
параллелепипед {I л:, | <  ZP, i =  1, 2, ... ,  N} со сторонами, па
раллельными осям я,, так, чтобы со с Р ,  Покажем, что скорость 
распространения возмущений вдоль £-го направления конечна. 
Так же как в примере 6, построим частное решение типа бегущей 
волны вида

и\ (t, х) =  0 (Я; — 10 — Х(), и 1А (0, я) = 0  ( я ;  — 10) =  0

при я, =  I.,. Оно строго положительно в левой полуокрестности 
П,, — е <  я, <  /0} плоскости я, =  /0. Однако supp иа <= Pt поэтому 
найдется такое е >  0, что и0(я) =  0 при я( =  /„—е. В силу непре
рывности u(t, я) при я, =  ?0—е в течение некоторого времени 
i s ( 0, т) будет выполнено неравенство u ( t , я)<Си'А(<, я), и в си
лу теоремы сравнения 1 и (г, я) ^  и\  (£, я) в области П е  (0, т), 
я, > / 0—е). Следовательно, u(t, я) финитна по я вдоль произволь
ного направления я,. По мере роста suppn(i,  я) параллелепипед 
Р увеличивается, и повторяются те же рассуждения.

При доказательстве необходимости используется другое авто
модельное решение уравнения (25):

ил(г, x) = f ( l ) ,  | = 1 я | / t lf2, t >  0, я е Г ,  (30)

где функция /  ^  0 удовлетворяет обыкновенному днфферепциаль-
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ному уравнению 
1 (31)йу=г (£"_1*(Л/'У + ^ П  = о, 1 > о .

Л е м м а .  Условие (28) является необходимым и достаточным 
условием существования неотрицательного обобщенного решения 
уравнения (31), обращающегося в нуль в точке 1 =  10>О, в ко
торой тепловой поток непрерывен.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Существование решения / =  /(£) такого, 
что /(!о) =  0, (k(f) / ' ) ( !  о) =  0, / ( ! ) >  О при всех | е ( 0 ,  | 0), уста
навливается после сведепия (31) в окрестности точки |  =  | 0 к 
эквивалентному интегральному уравнению относительно монотон
но убывающей функции 1 =  !( / ) :

£(/) =  ■*(£)(/) =  £ < , - ] '  (т)) * (т)) ^  , / >  0. (32)
0 j  О

о
Локальная разрешимость вытекает из теоремы Банаха о сжи

мающих отображениях. В том случае, когда интеграл в (28) рас
ходится, решения с конечной точкой фронта |  =  | 0 не существует. 
Действительно, с одной стороны,

Нш 1(f) =  %0< о о ,
/-»о +

а с другой — из (32) получаем

lim  I  (/) =  П т Ж  (1) (/) =  10 —  21,71 Нш Г dx\ =  —  оо.
/^о+ /->о+ о Л

В этом случае (31) имеет монотонное, строго положительное в 
R+ решение /  =  / ( | )  такое, что /(!)-*-0 ПРИ (см., напри
мер, [143, 181, 256]).

Необходимость условия (28) также доказывается с помощью 
теоремы сравнения 1. Пусть интеграл в (28) расходится. Пока
жем, что тогда u(t, г ) > 0  в Rw при любых t >  0. Возьмем указан
ное в лемме решение / ( | )  уравнения (31) и положим

в(1)(*, х) = f ( \ x \ / t i/z) >  0, f > 0 ,  xeR»\{0>. (33)
Функция / ( | )  может быть не определена при 1 =  0, но это не 
существенно. Для нас важно то, что в силу (33) u(i)(t, я)-»-0 
при t 0+ равномерно в любой области {1 а: | >  6), б =  const > 0 .

Пусть без ограничения общности 0 е  supp и0. Выберем б >  0 
столь малым, что {\х\ ^  б) <= supp и0. Тогда, очевидно, существует 
такое т >  0, что ы(1) (t , x )< u ( t ,  х) при Ы  =  б, t ^  (0, т ) .

Используем теперь тот факт, что решение задачи (25), (26) 
может быть получено в виде

и (t , х) =  lim ие (f, х), t >  0, х е  R^, 
е->о +

где — классические положительные решения уравнения (25), 
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отвечающие начальным фуннциям ие(0, х) =  е +  иа(х),
Но, нак нетрудно видеть, для любого е >  0 всегда можно указать 
такое «=((), т) при е->-0+), что м(1) (t, х ) < и £(0, х) в
<|х| >6} при 0, <е], причем в силу построения семейства {ut} 
имеем м(,) (t +  tc, х) ^ u c(t, х) при \х\ =6,  ( е (  0, т — tE) .

Следовательно, из теоремы сравнения 1 получаем неравенство 
u(l>(t + te, x ) ^ u e (t: х) при х  е  Rv\{|a:| ^  б), i e ( 0, т — t,). Пере
ходя в этом неравенстве к пределу при е 0+, получаем 
м(1) (t, х) ^  u(t, х) при х  ^  Rw\{|a:| б), i e  (0, т), что в силу (33)
означает строгую положительность в RjV решения задачи (25), 
(26) при всех сколь угодно малых £ > 0 .  Этим завершается дока
зательство предложения 4.

Таким образом, при выполнении условия

J  д ц  =  оо (34)
о

нет необходимости определять решение задачи (25), (26) для 
вырождающегося уравнения в обобщенном смысле: любое нетри
виальное решение — строго положительное (л тем самым класси
ческое). Естественно, это же будет справедливо и для любого 
уравнения (1.2) с источником.

П р е д л о ж е н и е  5. Пусть Q(u)>  О, Q ^ C '  ([0, °°)) и коэф
фициент к удовлетворяет условию (34). Тогда, если и0(х)^к О, то 
решение задачи Коши (1.2), (1.5) строг о положительно в НЛ" при 
любых допустимых t >  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теоремы сравнения 3 обобщен
ное решение рассматриваемой задачи (обозначим его через 
Um (t, х))  всюду не меньше решения u =  u{i) задачи Коши (25), 
(26) для уравнения без источника: um З5 м(,). Однако из предло
жения 4 следует, что м(,) > 0  в Rw при t >  0; следовательно, это 
справедливо и для и{2).

Для уравнения со стоком ситуация усложняется. Здесь, даже 
если А: (0) >  0, решение u(t , х) может быть финитным. Однако 
для этого действие стока при малых температурах и >  0 должно 
быть очень интенсивным и функция Q(u)— недифференцируемой 
в нуле. В противном случае, как показывает следующий пример, 
решение все равно будет строго положительным и классическим.

П р и м е р  10. Рассмотрим задачу Коши для полулинейного 
уравнения со стоком:

ut = \ u  — Q(u), t >  0, r e R " ,  (35)
с финитной начальной функцией и„(х)^к 0, 0 ^  и0 ^  М, suppu0c  
с  {|а;| <  IJ. Пусть <?(и)>0 при м > 0 ,  Q (0) =  0 и Q ^  С' ([0, °°)). 
Покажем, что u(t, г ) > 0  в R,v при £ > 0 .

Прежде всего из теоремы 1 сразу получаем, что
0 ^  u(t, х ) ^  М, t >  0, i e R " .

Затем, учитывая ограничения па коэффициент Q, выводим, что 
Q (u )^C u ,  и е [0 , Л/]; С =  const >  0.
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Тогда, сопоставляя па основе теоремы 3 решения уравнения (35) 
и уравнения

v, = A v —Cv, t >  О, i e R",

удовлетворяющие одному и тому же начальному условию, убеж
даемся, что

u(t, x ) > v ( t ,  х) в R+ X R A (36)

Однако v >  0 при t >  0. Действительно, полагая
v =  ехр {—Ct)iv, (37)

получаем для w уравнение теплопроводности 1п( =  Дш, w(0, z) =  
= и0(х)&* 0 в Rw, и0 ^  0, и поэтому w >  0 в R* при t >  0. Из (37), 
(36) следует необходимый результат.

Следующий пример показывает, что в среде с интенсивными 
стоками тепловая волна может быть не только финитной, но и 
локализованной.

П р им ер 11. Рассмотрим первую краевую задачу для урав
нения теплопроводности с поглощением в одномерной постановке:

Ui= ua ~ u a, 1> 0, £ > 0 ,  (38)
и(0, х) =  и0 (х) >  0, £ >  0, (39)
u(t, 0) = и1(1)> 0, t >  0, (40)

где а е ( 0 ,  1) — постоянная, т. е. функция — иа недифференцируе
ма при и = 0 (интенсивный сток). Пусть начальное возмущение 
и0 финитно: и0(х) =  0 при всех х >10 > 0 , а внешнее тепловое воз
действие ограничено: ul ( t ) ^ M < ° o  При всех t ^  0. Покажем, что 
в этих условиях решение всегда финитно (хотя &(и) =  1 > 0 )  п, 
кроме того, локализовано в ограниченной области.

Оба этих утверждения доказываются путем сравнения реше
ния задачи (38) — (40) со стационарным решением v = v(x) того 
же уравнения

Пи—к“ =  0, (41)
которое определяется следующим образом.

Фиксируем любое ! > 0  и рассмотрим для (41) задачу Коши 
в области (0 <  х < I) с условиями

v(l) =  О, 1/ ( 0=  о. (42)
Одно решение задачи (41), (42) тривиальное. Но. как нетрудно 
проверить, существует и другое, положительное на (0, I) ре
шение.

Всякое решение (41) удовлетворяет тождеству
1

а 4- 1
„а+1 =  Сп

где постоянная С\, как следует из (42), должна равняться нулю.
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Тогда
vx = —М2/ (а + l ) v <a+l>/2.

и поэтому
2 (1 - а )/2

1—а (Х) = - У - * - х + Сг.

Здесь постоянная С2, определяемая из первого условия (42), име
ет вид Сг = 1У2 / ( а  +  1), и, следовательно,

V { x ) = \y i2 (a ar i ) { l- X)T 1~a)’ ° < X< L1 /  2 (а

По построению функция 

Wi(* )=
1 —  а

.1 /2  (а  +  1)
(l — x)+ j 2/(1 а) х > 0 , (43)

является классическим стационарным решением уравнения (38)' 
п имеет при х  >  0 непрерывные производные их, ихх (отметим, 
что в точке фронта х  =  / производные более высокого порядка 
могут не существовать). Выберем теперь / = / * > 0  столь боль
шим, что и0(х)^.Ш1*(х) при х >  0 и, кроме того,

wu  ( 0 ) Г . . | - “ ' . Г 1- ' - ™  
11/2 (Ст-h 1) J

Тогда ul (t) <  wu (0) при всех t ^ O .  Следовательно, в силу тео
ремы сравнения 1 справедлива оценка

u ( ( , i K ! i ’i,( i) , t ^  0, a : e R +.

Поэтому, во-первых, функция и финитна по х  при всех ( > 0  и, 
во-вторых, тепловые возмущения локализованы в области 
( x e ( 0 ,  £*)} в течение всего времени ( s ( 0, °°).

Подчеркнем, что эти свойства возможны только в случае 
cte (0, 1); при ос 3*1, как показывает пример 10, решение строго 
положительно при t >  0. Об этом же свидетельствует отсутствие 
в случае a S51 нетривиальных решений стационарной задачи 
(41), (42) с конечным Z>0.

5. Об условиях локального и глобального существования обоб
щенного решения. В целом здесь сохраняются все положения, 
сформулированные в п. 2 § 2 применительно к классическим ре
шениям. Локальное существование обобщенного решения выте
кает из возможности его построения как предела последователь
ности классических решений, определенных на конечном интер
вале (О, Г). Естественно, остается в силе и предложение 3, по
скольку указанное в нем условие получено на основе анализа 
классических решений. Анализ неограниченных классических ре
шений в примерах 2, 3 является корректным и в случае обоб
щенных решений. Рассмотрим следующий пример (в боль
шей общности подобные задачи изучаются в гл. VII, § 2).
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П р и м е р  12. Пусть Q — ограниченная область в Ry с гладкой 
границей dQ, о > 0  — фиксированная постоянная. Рассмотрим для 
вырождающегося уравнения

ы, = V  .(ц»7ц) +  иа+1, f > 0 ,  X&Q, (44)
краевую задачу с условиями

«(О, х) = и0(х)>  0, a re fi; и0е С ( й ) ,  
u ( t , x )  =  0, « > 0 ,  x&dQ. ^

Через ф, ( х ) > 0  в Q, | ^ i ||li(q) =  1, обозначим первую собственную 
функцию задачи Агр -Ь Ялф =  0 в Q, ф =  0 на dQ, и через Я,, >  0 — 
соответствующее собственное значение.

Покажем, что при A,i <  о +  1 всякое нетривиальное решение 
задачи существует только в течение конечного времени. Будем 
действовать так же, как в примере 2. Умножим скалярно в Бг(й) 
уравнение (44) на ф, н, вводя обозначение E(t) = (u(t, х ), ф,(х)),  
получаем

(t) =  j фх (х) V.(uMu)dx  +  J Ф1 (х) ua+1dx. (46)
о о

Здесь, как и в случае классического решения, можно провести 
интегрирование по частям в первом члене в правой части (46). 

Покажем, что

J фх (х) V -(uaVu)dx =  j* н<т+1Аф1 (я) dx. (47)
Q Ь

Если ц „ > 0  в £2, то u(t , х ) — классическое решение. Пусть 
supp щ с  £2. Обозначим через да (t) поверхность вырождения 
уравнения (44) в данной задаче, т. е. границу носителя решения 
a (t) =  supp гг(f, х).  Тогда u(t , х) =  0 в Q \ol>(f ) , и по формуле 
Грина

|*фхУ •(u°S/u)dx =  -  * t J ф1Ди<т+1с?х =
о й)(о

f  Аф1и ° + 1 ^ +  j* Фi dj£ r d s — J  B0+,rf*)< (48)
(|)‘(|) 30(1) ‘ 0(й(О 1 J

где d/dnt — обозначение производной по направлению внешней 
нормали к da(t) .  Однако ц°+1= 0  на da(t)  и в силу непрерыв
ности теплового потока ди^ /дп ,  =  Vm0+i nt = 0 при x ^ d a ( t ) .  
Поэтому два последних интеграла в (48) равны нулю, что при
водит к равенству (47).

Надо сказать, что в проведенном анализе не рассматри
вался вопрос о регулярности поверхности вырождения da(t)  
(в частности, существование производной du0+l/dnt на dio(t)); 
для отдельных классов уравнений эта проблема изучена весьма
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полпо (см. комментарии) . В данном случае в этом нет необхо
димости; определение обобщенного решения предусматривает 
возможность интегрирования по частям и позволяет доказать ра
венство (47).

Используя (47) п учитывая, что в Q, из (46) по
лучаем

§  W =  ( i - ^ ) k +1. ЧчЬ f > 0 .  (49)

Если Х| <  ст +  1, то с помощью неравенства Йенсена (м0+1 выпук
лая при и > 0  функция) приходим к оценке

ЗГ »  ( ‘ — г ч т )  -  г г '  > ° -
Отсюда следует, что E(t)  (и тем самым u{t, а:)) остается ограни
ченной в течение времени, не большего

а +  1
а +  1 — J  ио (х) ^1 С1) d s j <  00,

т. е. существует Г*] такое, что l imsupn(£,  г) =  оо, t->-T0 .
X

Отметим, что при + i  из (49) вытекает ограниченность
E(t)  при всех £5=0. Это можно расценить как свидетельство гло
бальной ограниченности решения (см. § 2 гл. VII).

В заключение приведем один простой пример неограниченного 
обобщенного решения, проявляющего свойство локализации тепла 
в нелинейных средах с объемным энерговыделепием.

П р и м е р  13. Уравнение

ut =  (иаих)х +  ue+I, о =  const >  О,

имеет в области (—°°, T ^X R  следующее автомодельное решение 
в разделяющихся переменных:
и (t, х) =  (Г0 — t)~1/a 0s (г) =

^2(о +  1)
=  (Т’о —0 _1/а ‘

cos‘а (а +  2)
0. M > L s/2,

л.г\1'<т
^S/

\ x \ < L s/2,

О <  t <  Т,
(50)

о»
где Ls =  2я (а +  1)1/!/а п Т„ >  0 — произвольная постоянная.

Укажем основные особенности этого решения. Во-первых, оно 
фппитпо по а: и является обобщенным, в точках вырождения 
х =  ± L s/2 тепловой поток непрерывен.

Во-вторых, это режим с обострением: u(t, а:)->-°° при 
при любых Ы  <  LJ2.

И в-третьих, его носитель suppn(£. х )= { \х \  <  LJ2)  неизменен 
в течение всего времени существования решения. Оно локализо
вано, тепло из области локализации (1т| < Ls/2) не проникает в 
окружающее холодное пространство (рис. 4) несмотря на то, что
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во всех точках области локализации температура неограниченно 
возрастает при t —*■ Полуширина £эф(<)> 0 этой интенсивно
растущей тепловой структуры, т. е. координата точки, в которой 
u(t, x3lb(t)) = u(t, 0 )/2 , также не меняется со временем.

6. Примеры неединственности обобщенного решения. Очевидно, 
что требование на гладкость источника Q З5 0 в уравнении (1.2), 
необходимое для однозначной разрешимости задачи Коши (см.

п. 3 § 2) в классе гладких функций, 
остается в силе и в обобщенной по
становке. Пример 4 без изменений 
переносится на этот случай. Кроме 
того, нетрудно привести вырождаю
щееся уравнение, построенное так 
же, как в примере 5, и имеющее в 
ограниченной области неедипствен- 
ное пространственно неоднородное 
решение.

Например, задача

щ =  Д u0+1 +  M ° +1 +  Vi1_a>/(0+,>̂ .  
и — 0 в Q при t =  0 и в R+ X dQ,; а е  
е (0, 1), о >  0 — постоянные; другие 
обозначения те же, что и в примере 
5 § 2, имеет семейство нетривиаль
ных решений

u(t, х) = vz (t) ф}/(а+,) (х), 
t >  0, л е й .

Рассмотрим пример, который на
глядно показывает, что при отсутст
вии условия единственности решения 

перестают быть справедливыми теоремы сравнения обобщенных 
решений.

П р и м е р  14. Фиксируем произвольное a<s(0, 1) и рассмот
рим при t >  0, х >  0 уравнение

и, = (иаих)х+ и ' - \  (51)

Здесь Q(u)= и1~а, так что (?(0) =  0, по <2'(0+) =  °°. Найдем ре
шение типа бегущей волны.

Полагая u{t, я) =  /Л(1), % = х - М ,  X >  О, получаем для /А^ 0  
уравнение

—  V a =  ( / а / а )  +  / а  а >

k и(t, X)

Р и с . 4. Л о к а л и з а ц и я  п р о ц е с с а  
г о р е н и я  с  о б о с т р е н и е м  в  S- 
р е ж и м е  (а в т о м о л е л ы ю с  р е ш е 

н и е  (5 0 ))

которое при Х > 2  имеет два различных решения:

f t  (5) =  С± [ ( - £ ) +]1/в,

.X ± / х 5". _ ( e i ± V V = « ) w > 0 .



Таким образом, искомые автомодельные решения имеют вид
«*(*, х) =  С±[ ( М - х ) +],Л\  * > 0 ,  х > 0 .

Сравним эти обобщенные решения с пространственно одно
родным решением (рис. 5)

u*(t, x) =  (of),/o, t** 0, х >  0.
Во-первых, все они как решения кра
евой задачи в R+ X R+ удовлетворя
ют одному и тому же начальному 
условию:

к* (0, х) =  и* (0, х) =  0, х > 0 .

Во-вторых, при К > 2  граничные зна
чения удовлетворяют неравенствам

u*(t, 0) <  u~(t, 0 ) < u +(t, 0), t >  0.

Тем не менее взаимное расположение 
этих решений на рис. 5 не подчиня
ется теореме сравнения. Отметим, 
что уже один факт существования 
двух решений типа бегущей вол
ны с одинаковыми скоростями дви
жения и совпадающими фронтами, но отвечающих существенно 
различным по величине граничным режимам, противоречит фи
зическим представлениям.

К О М М Е Н Т А Р И И  И  Б И Б Л И О Г Р А Ф И Ч Е С К И Е  З А М Е Ч А Н И Я

Н е о б х о д и м ы е  б и б л и о г р а ф и ч е с к и е  с с ы л к и  к с о д е р ж а н и ю  б о л ь ш е й  ч а с т и  
§ 1, 2 у к а з а н ы  в  т е к с т е . П о п о в о д у  п р е д л о ж е н и и  2, 3 в § 2 см . [128, 141, 105, 
251)]; о г р а н и ч е н и е  (0) в § 2 с о в п а д а е т  с к р и т е р и е м  О сгу д а  н е о г р а н и ч е н н о й  
п р о д о л ж и м о с т и  р е ш е н и и  о б ы к н о в е н н о г о  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  (7) 

100]. Р е з у л ь т а т ,  с ф о р м у л и р о в а н н ы й  в п р и м е р е  2, в п е р в ы е  п о л у ч е н  в 
220]. П о  п о в о д у  п р и м е р а  5 см. [229, 209]. Н е е д и н с т в е н н о с т ь  р е ш е н и я  к р а е 

в о й  з а д а ч и  в о г р а н и ч е н н о й  о б л а с т и  д л я  п о л у л и н е й н о г о  у р а в н е н и я  с в о г н у 
т ы м  но  и и с то ч н и к о м  д о к а з а н а  в [209] (см . т а к ж е  [2 0 8 ] ) .  А в т о м о д е л ь н о е  
о б о б щ е н н о е  р е ш е н и е  и з  п р и м е р а  8 п о с т р о е н о  в  р а б о т а х  [86] ( N  =  1) н 
[8, 87], (.V ^  1 п р о и з в о л ь н о е ) . А с и м п т о т и ч е с к а я  у с т о й ч и в о с т ь  а в т о м о д е л ь 
н о го  р е ш е н и я  (21) и з § 3 п ри  .'V =  1 у с т а н о в л е н а  в [227], и д р у г и м  сп о со б о м  
в  [0 5 ]. Д о к а з а т е л ь с т в о  у с т о й ч и в о с т и  в м н о го м ер н о м  с л у ч а е  п р о в е д е н о  в 
[2п5]. (к а ч е с т в е н н ы е  р е з у л ь т а т ы  р а н е е  б ы л и  п о л у ч е н ы , н а п р и м е р , в  [5, 85, 

8 7 ] ) ;  см, т а к ж е  гл. И.
Л о к а л и з о в а н н о е  р е ш е н и е  в п р и м е р е  9  в з я т о  н з  [133], О п р е д е л е н и е  о б о б 

щ е н н о г о  р е ш е н и я  н и. 2 § 3 д л я  в ы р о ж д а ю щ е г о с я  у р а в н е н и я  о б щ его  в и д а  
б е з  и с т о ч н и к а  с ф о р м у л и р о в а н о  в  [140, 149, 1 50]. Т а м  ж е  д о к а з а н ы  т е о р е м ы  
с у щ е с т в о в а н и я  и е д и н с т в е н н о с т и  о б о б щ е н н ы х  р е ш е н и й  к р а е в ы х  з а д а ч  и  з а 
д а ч  К ош и . Д л я  к в а з и л и н е й н ы х  п а р а б о л и ч е с к и х  у р а в н е н и й  с  м л а д ш и м и  ч л е 
н а м и  т а к и е  т е о р е м ы  д о к а з а н ы , н а п р и м е р , в [20, 102, 99, 106] (см , т а к ж е  
[18, 26, 30, 78, 131, 151, 170, 177, 178, 191. 215. 240, 262, 2 6 3], гд е  в  р я д е  с л у 
ч а е в  р а с с м а т р и в а ю т с я  б о л ее  с л а б ы е  о б о б щ е н н ы е  р е ш е н и я ) .

Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  с в о й с т в а  о б о б щ е н н ы х  р е ш е н и й  у р а в н е н и я  и t =  
=  (u ° + , )i.v, о  >  0, и з у ч а л и с ь  в [173— 175], где, в  ч а с т н о с т и , у с т а н о в л е н а  н е -
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Р и с , 5. Т р и  р а з л и ч н ы х  р е ш е 
н и я  у р а в н е н и я  (5 1 ), не  п о д ч и 
н я ю щ и х с я  п р и н ц и п у  м а к с и 
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п р е р ы в п о с т ь  т е п л о в о г о  п о т о к а  —  ( и а + ' ) х, п о л у ч е н ы  н е к о т о р ы е  р е з у л ь т а т ы , 
о т н о с я щ и е с я  к  с в о й с т в а м  к р и в ы х  в ы р о ж д е н п я , п д о к а з а н а  г ё л ь д е р о в о с т ь  
п о  х  о б о б щ е н н о г о  р е ш е н и я  с  п о к а з а т е л е м  v  =  m i n { l ,  1 /о } . П о с л ед н е е  в л е 
ч е т  з а  со б о й  н е п р е р ы в н о с т ь  р е ш е н п я  п о  Г ё л ь д е р у  п о  t с п о к а з а т е л е м  v /2  (см . 
[214. 1 0 9 ]) .

В  [198] п р и  н е к о т о р ы х  д о п о л н и т е л ь н ы х  п р е д п о л о ж е и и я х  п о к а з а н о , что  
п о к а з а т е л ь  г ё л ь д е р о в с к о й  н е п р е р ы в н о с т и  п о  t т а к ж е  р а в е н  v (к а к  с л е д у е т  
в з  в и д а  р е ш е н и я  в  п р и м е р е  8, это  о п т и м а л ь н ы й  р е з у л ь т а т ) .  В д а л ь н е й ш е м  
н е к о т о р ы е  и з  э т и х  р е з у л ь т а т о в  б ы л и  о б о б щ е н ы  н а  с л у ч а й  б о л ее  о б щ и х  в ы 
р о ж д а ю щ и х с я  у р а в н е н и й  [101, 106, 215, 232, 233]. С в о й с т в а  п о в е р х н о с т и  в ы 
р о ж д е н и я  у р а в н е н и я  u t =  A u0+I и з у ч а л и с ь  в [175, 194, 195, 2 3 2], гд е  п о к а 
за н о , ч т о  н а ч и н а я  с н е к о то р о г о  м о м е н т а  в р е м е н и  о н а  я в л я е т с я  д и ф ф е р е н 
ц и р у е м о й  (м н о г и е  и з  э т и х  р е з у л ь т а т о в  с у м м и р о в а н ы  в [2 0 4 ]; см . т а к 
ж е  [2 5 7 ]) .

Н е с к о л ь к о  п о д р о б н е е  о с в о й с т в а х  о б о б щ е н н ы х  р е ш е н и й  в ы р о ж д а ю щ и х 
с я  у р а в н е н и й  б у д е т  г о в о р и т ь с я  в  гл . I I ,  I I I  в  в  к о м м е н т а р и я х  к  н и м .

Д о с т а т о ч н о с т ь  у с л о в и я  (28) и з  § 3  в  п р е д л о ж е н и и  4  (н а л и ч и я  к о н е ч 
н о й  с к о р о с т и  р а с п р о с т р а н е н и я  в о з м у щ е н и й )  у с т а н о в л е н а  в  [140], д л я  о д н о 
м е р н о го  с л у ч а я ;  с м . т а к ж е  [1 3 ]. Н е о б х о д и м о с т ь  п р и  н е к о т о р ы х  д о п о л н и т е л ь 
н ы х  о г р а н и ч е н и я х  д о к а з а н а  в  [100],. П р и  д о к а з а т е л ь с т в е  п р е д л о ж е н и я  4 
и с п о л ь з у е т с я  м ет о д , к о т о р ы й  п р и м е н я л с я  в [256] в с л у ч а е  N  =  1. П о  п о 
в о д у  т е о р е м ы  3 с м . [102, 103, 106], П р и  и з л о ж е н и и  р е з у л ь т а т а ,  с ф о р м у л и 
р о в а н н о г о  в  п р и м е р е  11, и с п о л ь з о в а л с я  п о д х о д  [102] ( с р а в н е н и е  со  с т а ц и 
о н а р н ы м  р е ш е н и е м ) ,  гд е  п о л у ч е н ы  у с л о в и я  л о к а л и з а ц и и  в  п р о и з в о л ь н ы х  
с р е д а х  с о б ъ е м н ы м  п о г л о щ е н и е м . Б о л е е  п о д р о б н о  об э ф ф е к т е  л о к а л и з а ц и и  
в  с р е д а х  со с т о к а м и  см. в гл . II  и  в о б зо р е  в  [5 3 ]. П р и  а н а л и з е  п а р а б о л и ч е 
ск о го  у р а в п е п и я  в  п р и м е р е  12 и с п о л ь з у е т с я  о б о б щ е н и е  м е т о д а  [229] н а  с л у 
ч а й  к в а з и л и н е й н ы х  з а д а ч  [2 5 ,2 6 ,3 0 ]  (с м . т а к ж е  [2 2 4 ], гд е  т е м  ж е  с п о со б о м  
п р о в о д и л о с ь  и с с л е д о в а н и е  к в а з и л и н е й н о г о  у р а в н е н и я  д р у г о го  в и д а ) .  Л о к а 
л и з о в а н н о е  н е о г р а н и ч е н н о е  р е ш е н и е  и з  п р и м е р а  13 в п е р в ы е  п о с т р о е н о  в 
[92, 157] (см . гл . IV ) .  П р и м е р  14 в з я т  и з  [2 7 ] ,  г д е  п о л у ч е н ы  у с л о в и я  н а  
к { и ) ,  Q { u ) ,  п р и  к о т о р ы х  п а р а б о л и ч е с к о е  у р а в н е н и е  о б щ его  в и д а  д о п у с к а е т  
п е е д и н с т в е н п о е  а в т о м о д е л ь н о е  р е ш е н и е  т и п а  б е г у щ е й  в о л н ы .



Г л а в а  II

О НЕКОТОРЫХ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЯХ. АВТОМОДЕЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ 
И ИХ АСИМПТОТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ

В настоящей главе, которая, как и предыдущая, является 
вводной, кратко излагаются результаты исследования отдельных 
квазилинейных параболических уравнений. Как следует из назва
ния, один из главных методов исследования состоит в построении 
и анализе частных автомодельных (или в общем случае инвари
антных) решений рассматриваемых задач.

На различных примерах мы постараемся показать, какое зна
чение имеют эти частные решения для описания общих свойств 
решений параболических уравнений самого разнообразного вида. 
Здесь же дается представление о приближенных автомодельных 
решениях (п.а. р.) нелинейных уравнений параболического тина. 
Как самостоятельный метод исследования, построение п. а. р. бу
дет широко использоваться в других главах.

Излагаемые результаты охватывают достаточно широкий спектр 
нелинейных уравнений. На сравнительно простых и часто хорошо 
известных примерах отражены многие идеи и методы исследова
ния, которые более последовательно и подробно будут развиты 
в последующих главах.

Многие из рассматриваемых ниже проблем и задач подробно 
изучены; соответствующие ссылки даны в конце главы. Из всех 
результатов мы выбираем лишь те, которые, во-первых, являются 
конструктивными, т. е. дают возможность наглядно описать кон
кретные свойства решений задачи, и, во-вторых, что важно имен
но для вводной главы, могут быть сравнительно просто и в 
небольшом объеме доказаны по крайней мере на формальном 
уровне. Там, где это в полной мере не удается сделать, мы огра
ничиваемся краткими пояснениями к доказательству илн обсуж
даем только «физический смысл» результата, который содержит 
идеи строгого доказательства. В этой связи мы не стремимся к 
достаточной общности изложения; нередко даются другие доказа
тельства известных фактов, которые, с нашей точки зрения, либо 
более наглядно выделяют «физическую сущность» явления, либо 
иллюстрируют математические методы исследования, применяе
мые в дальнейшем. Отметим, что на этом пути (в частности, 
с помощью автомодельного подхода) нередко удается получить 
более оптимальные и даже новые результаты.

Мы хотим особо выделить понятие асимптотической устойчи
вости автомодельных решений нелинейных параболических урав
нений по отношению к возмущениям краевых условий задачи, 
а также по отношению к возмущениям самого уравнения. Авто
4 А. А. Самарский и др. 49



модельные (инвариантные) решения являются не просто частны
ми решениями, появляющимися по счастливому стечению обстоя
тельств. Во многих случаях они служат своеобразными «цент
рами притяжения» широкого множества решений данного урав
нения, а также большого класса других параболических уравне
ний, полученных за счет «нелинейных возмущений» исходного. 
В каком смысле следует понимать слова «центр притяжения», 
будет ясно из дальнейшего изложения.

Конкретный вид автомодельных решений определяется из 
условий инвариантности уравнения относительно некоторых пре
образований. В общем случае семейства инвариантных решений 
находятся путем групповой классификации уравнения, которая 
позволяет выделить все классы уравнений рассматриваемого ви
да, инвариантных относительно специальных групп преобразова
ний (например, локальной группы Ли точечных преобразований 
или касательных преобразований Ли — Беклунда; см. 197, 139]).

Мы начнем с анализа простой линейной задачи; однако, как 
будет показано ниже, это исследование позволяет установить 
свойства решений целого семейства нелинейных задач.

§ 1. Краевая задача в полупространстве 
для уравнения теплопроводности. Понятие 

асимптотической устойчивости автомодельных решений

Рассмотрим задачу для линейного уравнения
ut = uxx, £ > 0 ,  Z > 0 ,  (1)

с краевыми условиями
и{0, х) = щ ( х ) ^ 0 ,  £ > 0 ;  .supa0< 00, (2)
u{t, 0) =  u,(t) > 0 , t >  0. (3)

Предполагается, что функция щ (х) Липшиц непрерывна в R+. 
Здесь проводится анализ «безразмерного» уравнения (1) с коэф
фициентом теплопроводности к„ =  1. Это нисколько не ограничи
вает общности результатов, так как перенормировкой времени 
t k„t (или пространственной координаты х к0 1/2х) линейное 
уравнение ut =  к „ и к 0 =  const >  0, приводится к исходному. Тем 
самым в уравнении (1) переменные t, х также являются безраз
мерными величинами.

Как уже упоминалось, задача (1) —(3) моделирует процесс 
теплового воздействия на среду с постоянным коэффициентом 
теплопроводности. Наша цель — дать конкретное описание ха
рактера протекания процесса нагрева, определить закон движе
ния тепловой волны, выяснить, как зависит ее глубина проник
новения (полуширина) хЭф(0 от времени*) и каков пространст
венный профиль волны.

*) В е л и ч и н а  х Яф (/) о п р е д е л я е т с я  в  к а ж д ы й  м о м е н т  в р е м е н и  t >  0  и з  р а 
в е н с т в а  u( t ,  х э ф (0 )  = u ( t ,  0 ) /2 , т . е . это  т о ч к а , в  к о т о р о й  т е м п е р а т у р а  р а в н а  
п о л о в и н е  т е м п е р а т у р ы  н а  гр а н и ц е .
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Решение сформулированной задачи выписывается в явном 
виде через тепловые потенциалы [128]:

и (t, х) =  —— f exp ( — у—----- ] — !—— di  +
о '

+ г Ь ь  J [exp {“  T 51’}- expЬ Т Г Щ &)<%■ (4)

Однако непосредственно выделить из (4) интересующие нас ха
рактеристики процесса не представляется возможным. Поэтому 
мы будем действовать другим способом.

1. Автомодельное решение. Рассмотрим граничный режим спе
циального (степенного) вида:

«»(«) =  ( ! +  «)", t >  0, (5)
где т >  0 — постоянная. При такой граничной функции уравне
ние (1) имеет подходящее автомодельное решение:

uA(t, *) =  (1 +  * г е Л(£), s = * / ( i  +  i ) 1/2. (6)

Подставляя решение (6) в (1), получаем длщ 0А( |)  
ное дифференциальное уравнение:

обыкновен-

е ;  +  J 0̂ - » 10A = 0, £ > 0. (7)
Пусть

0а(О)=1. (8)
Тогда решение ыЛ удовлетворяет краевому условию (3), (5). Учи
тывая условие ограниченности ил при х-*- °° (см. (2)), потребуем 
выполнения неравенства Эл(00) < 00. Из уравнения (7) легко по
лучить, что такое решение должно удовлетворять условию

0д(~) =  О. (9)
Таким образом, проблема построения автомодельного решения 

(6) уравнения с частными производными свелась к краевой за
даче (7) — (9) для значительно более простого обыкновенного 
дифференциального уравнения.

Решение задачи (7) — (9) существует, единственно, монотонно 
п строго положительно:

0А (I) = 22m+1 T- ^ ± f  exp { _  Ц  t f  _(2m+1) (!_), (10)

где t f v ( z ) — функция Эрмита:
оо

Н ,  (*) =  r i b )  J exP l— *2 -  2zt\ f" (v+1)*  (11)
О

(специальная функция математической физики [137]). Функция 
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оо •

0A (5)~exp{-iV 4), (12)

Построенное автомодельное решение (6) имеет простую прост
ранственно временную структуру. По виду решения легко опре
делить зависимость от времени глубины проникновения (полу
ширины) тепловой волны:

(0 =  U  (1 +  0 1' 1. (13)

где постоянная | , ф =  1эф {т) такова, что 0А( | ,Ф) =  0А (0)/2 =  1/2. 
Функция 0А(£) характеризует при каждом 2 > 0  пространствен
ную форму тепловой волны.

2. Сравнение с другими (неавтомодельными) решениями.
В силу теоремы сравнения иА мажорирует большое множество 
решений задачи (1) — (3).

П р е д л  о ж ен и е 1. Пусть

“ i(* )< ( l  +  Om. * > 0 ;  “ о(* )^ 0 а(*), * > 0 .  (11):
Тогда решение задачи (1)— (3) удовлетворяет неравенству

u{t, x ) ^ { l  + t)mQA{x/{l + t)''*), t >  0, х > 0 .  (15)

Тем самым при выполнении неравенств (14) мы имеем оцен
ку сверху решения задачи, которая позволяет установить характер 
распределения в пространстве тепла, поступающего с границы. 
Пусть, например, граничный режим автомодельный:

u{t, 0) =  ( l  +  f)m, t > 0 ,  (16)
а начальное возмущение и0( х ) ^ в А(х) в R+. Тогда в силу (15) 
®эф(/)<^ф(<). т.е.

г эф( * К 1 вф (т)(1  +  г),/2, t >  0.

Неравенство (15) дает также определенную информацию и о 
пространственном профиле неавтомодельной тепловой волны.

3. Асимптотическая устойчивость автомодельного решения по 
отношению к возмущениям краевых данных. Рассмотрим другой 
аспект проблемы. Что будет, если ограничение на начальную 
функцию и0(х) в (14) не выполнены, например щ ( х ) = [  в R+ 
(тогда в силу условия 0А(а:)-*-О при х  °° неравенство и„(х)=^ 
s£ 0a (^) не выполнено при всех достаточно больших х > 0 ) .  В этом 
случае автомодельное решение позволяет получить точные оцен
ки пространственно временной структуры тепловой волны, но, 
естественно, только при достаточно больших t. Ниже речь пойдет 
об асимптотической устойчивости автомодельного решения (6) по 
отношению к возмущениям начальной функции.

Пусть выполняется равенство (16). Введем в рассмотрение 
автомодельное представление (автомодельную «обработку») ре
шения задачи (1)— (3), определяемое в каждый момент времени

6а(£) быстро убывает при |
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В соответствии с видом: автомодельного решения (6):
е(*. =  + g ( i-H )1'2), «>о , £ >  о. (17)

Это выражение устроено таким образом, что автомодельная обра
ботка ux {t, х) дает в точности функцию 0А(£).

П р е д л о ж е н и е  2. Пусть ui(t) =  (1 +  £)m, t >  0. Автомодель
ное решение (6) асимптотически устойчиво по отношению к про
извольным (ограниченным) возмущениям начальной функции: 
при любых щ (х)

! &(*>•) — 0а (*) 1!е(н +) =  sup | 0 (£, Е) —0А (1)\ =
£ > о

=  о ( ( 1  +  г Г т ) - ^ о ,  (18 )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Оно вытекает из принципа максимума. 
Положим z = u — uA. Тогда ъ удовлетворяет уравнению

zt -- zxx, t >  0, х >  0,

причем z(t, 0) =  0, £ > 0 ,  и 
нения получаем

sup | 2 (0, а;)|<Соо. Из теоремы срав- 
зс> 0

| z(t, х) | ^  М  =  sup [ 2 (0 , х) [, t >  0 . 
*>0

Отсюда непосредственно следует, что

|0(«,  1 ) - 0 а ( 1 ) [  +  t - o о,

при всех |  3* 0.
Таким образом, при любых начальных функциях решение за

дачи со степенным граничным режимом по истечении определен
ного времени становится весьма близким к автомодельному. Из 
(18) нетрудно вывести, например, асимптотически точное выра
жение глубины проникновения тепловой волны:

x ^ ( t ) =  £Эф(иг)г1/2 +  o(t'n ), (19)

которое при больших временах близко к автомодельному: 

хЭф (t)/x3% (£)->-1, t^ - o o .

При этом в силу (18) автомодельная функция 0А( |)  правиль
но характеризует профиль тепловой волны на развитой стадии 
процесса.

Этим не исчерпываются свойства построенного автомодельного 
решения. Оказывается, что оно является устойчивым и по отно
шению к малым возмущениям граничного режима. Общее утверж
дение об асимптотической устойчивости автомодельного решения 
(6) по отношению к возмущениям краевых данных выглядит сле
дующим образом (оно доказывается так же, как предыдущее).
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оо (20)
П р е д л о ж е н и е  3. Пусть

и, (*)/(! +  *)"■ 1, t
Тогда
II0 (t, •) — 0л(-)||с(П+)= О [ш а\ [ Г т, 11 — ul (t)/tm | )] ->0, t-*-oо.

( 21 )
При выполнении (20) справедлива та же точная оценка (19) 

для глубины проникновения волны. Этот результат дает нагляд
ное представление о характере протекания процесса нагрева при 
произвольных начальных возмущениях и граничных режимах, 
асимптотически близких в смысле (20) к степенной зависимости.

4. Асимптотическая устойчивость автомодельного решения по 
отношению к малым возмущениям уравнения. Покажем теперь, 
что пространственно временная структура автомодельного реше
ния сохранится при больших t > 0  в случае «малого нелинейного 
возмущения» исходного параболического уравнения теплопровод
ности.

Пусть достаточно гладкий коэффициент теплопроводности не 
является постоянным: к = к ( и ) > 0  при 0. Однако он близок 
к нему при больших температурах:

к(и)-+ 1, и->- оо. (22)

Рассмотрим тот же процесс теплового воздействия, но на этот 
раз на нелинейную теплопроводную среду:

и, = (к (и )их)х, t >  0, я >  0, (23)

где u(t, х ) удовлетворяет краевым условиям (2), (3). Введем для 
удобства функцию

Gh {и) =  | [ 1 — к1/2 (ц) ]2d\\, и >  0. 
о

П р е д л о ж е н и е  4. Пусть Ui(t) =  (1 +  t )m, t >  0; u0e £ ,! (R+), 
и0(х) не возрастает по х и выполнено условие (22). Автомодель
ное решение (6) устойчиво по отношению к указанным возму
щениям коэффициента теплопроводности, и справедлива оценка

ОО
II в (*,-) — 0а( •) I|l2(R+) *  f  [0 (t, |)  -  0 А  ( | ) ] Ч  =

О

= о [(1  +  t y 2m~1/2 maxjl ,J(1 +  т)m~1/2Gh[{\ + т)т ] tfrjJ-^0 , f->оо .

(24)

При выполнении условия (22) правая часть оценки (24) 
действительно стремится к нулю при t-+ в чем нетрудно
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убедиться, раскрывая неопределенности:

С (1 +  т)т-1/2Сл[(1 +  т)г. с/Т

lim —
t -юо (1 + <)4т+1/2

1 i . Gu (*) olim
2 m  1 - 1 / 2 ^ ^  s

1
2m + 1/2 lim ( l  - / , - 1/2(s))2 =  0.

Отметим, что сходимость 0((, ) к 0Л(-) при t -* <*> в норме
L2(R+) означает, в частности, поточечную сходимость почти 
всюду.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Функция w =  и — ил удовлетворяет в 
R+ X R+ уравнению

wt =[A:(u)ui - ( ua) J t, (25)

причем w(t, 0) =  0, w(t, х)^~0  при х  оо (непосредственное 
следствие принципа максимума) и ш(0, ) e t ! (Rt ). Последнее
обеспечивается требованием и л ^ Ь 2 ( R+); в силу (12) автомодель
ное решение ux (t, •) принадлежит L2(R+) при любых т >  0. Мы 
ограничимся формальным анализом уравнения (25).

Умножим скалярно в Z,2(R+) уравнение (25) на w и, убедив
шись, что это скалярное произведение имеет смысл, проведем в 
правой части интегрирование по частям, которое возможно в си
лу равномерной ограниченности производных их и (ид)* в R+ X R + 
и условия w 0 при х °°. В результате получим

~ 2 ~ d t  H b 2 ( R + ) =  ^W* '  ^  ^ и *  ( “ а ) * ) *

Без труда проверяется справедливость тождества
—  (и* —  (мА)х) ( к  (и) и х — (Мд)х) =

=  — ( к 1/2 (и )  и х — (Ид)*)2 +  (1 — к1/2 ( и ) ) 2и х  ( и А ) х  =

=  — (к112 (и) их — (ил)х)2 + (и) {иА)х,

с помощью которого предыдущее равенство приводится к виду

Т ^ - | | ' < ;1|ь г ( н + ) =  - l fcl/2 ( в ) и *  — ( и а ) * 11» ( н + )  +  ( ^ G h ( u ) ,  ( И д ) * ) .

В сделанных относительно иа(х) предположениях ux(t, х ) ^ 0  
в R+. при всех £ > 0  (следствие принципа максимума; см. § 1 
гл. V). Учитывая теперь в последнем равенстве, что (мл)х< 0  в 
R+ X R.H приходим к оценке

~2"dt^W ê2(R+) ^  (ма).т) <
ОО

<  — sup I (иА (t , х))х I j ' - ^ G k (u(t, x)) dx. (26)
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Легко проверить, что

I (ИА (<» х))Х | =  (1 +  t)m~1/2 | 0А (|) |,

иричем sup | 0а (£) | =  qA <  оо. Тогда из (2G) получаем

"Т йгИ U7ib2(R+) ^  9а (  ̂ +  [(1 +  О7”]- (27)

Поскольку, как следует пз (17),

1»(«.-) t (R+) -  (1 +  t f m+1/2II е ( * . • ) -  0а (■) ||Ь(н+),

из (27) непосредственно вытекает оценка

в 0 (/, -) — (-) Hi-(H+) <  И «0 (■) — вл (-) lli*(R+) (1 - и Г ,т "1/8 +
t

+  2qx (1 +  t )~2m~1/2 j  (1 +  T)m- 1/2 CA [(1 + TF ]  dx,
0

которая совпадает с (24).
З а м е ч а н и е .  Оценка (24) справедлива в случае достаточно 

произвольных (немонотонных по х) начальных функций и0 е  
e L 2(R+) таких, ч т о О < п ^ <  и0<  п0+ в R+, где — монотонные 
функции, п*(0) =  щф).  Тогда тем же способом выводятся оцен
ки вида (24) автомодельных представлений 0*(£, | )  решений 
и±(f, х ) , удовлетворяющих начальным условиям и±|<=о=м*в R+. 
Поэтому стабилизация Q(t, |)-*-0А( |)  при f-*- °° будет вытекать 
из неравенств и~ <  и <  и+ (или, что то же самое, 0“ 0 <  0+) в
R+ X R+.

Итак, автомодельное решение (6) правильно описывает при 
больших t свойства решений широкого класса квазилинейных 
параболических уравнений. При этом остается верной оценка (10) 
глубины проникновения тепловой волны, а функция 0Л( |)  опре
деляет ее пространственную форму при *-►<». По отношению к 
нелинейному уравнению (23) функция нЛ будет приближенным 
автомодельным решением (иА ему не удовлетворяет, но правиль
но описывает асимптотические свойства решения этого урав
нения) .

Таким образом, с помощью одного автомодельпого решенпя 
(6) можно дать описание асимптотических свойств решений 
краевых задач, отвечающих различным краевым данным и0(х), 
М| (t) и различным уравнениям (в данном случае — с различными 
коэффициентами теплопроводности к(и)) .  Однако (1) допускает 
также другие автомодельные решения, например решение типа 
бегущей полны

uA(t, х) =  exp {t — xi, t >  0, i > 0 ,  (28)
для которого u,( t )=  ехрШ. Нетрудно показать, что оно устой
чиво по отношению к возмущениям начальной и граничной функ
ций, а также к возмущениям уравнения, что позволяет асимпто-
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•гпчески точно решить другой класс краевых задач с граничными 
режимами экспоненциального вида.

В заключение отметим, что свойства автомодельных решений 
уравнения (1) (например, вида (6) пли (28)) сохраняются и при 
■более сильных возмущениях краевых режимов и уравнения по 
сравнению с указанными в (20) и (22) (си. §* 4 гл. VI).

§ 2. Асимптотическая устойчивость фундаментального 
решения задачи Кошп

В этом параграфе рассматривается задача Коши для уравне
ния теплопроводности

и, =  ы,х, * > 0 ,  i e R ,  (1)

и(0, х) = и(, (х)> 0, j e R ;  и0е С(к ). (2)

где начальная функция и0 обладает конечной энергией:

=  IIЩ lx,I(R) <'~ 00 ’ Е0^>0. (3)

Тогда этим же свойством обладает решение задачи (1), (2)— его 
энергия не меняется со временем:

J  и (t , х) dx = Е0, 0. (4)

В дальнейшем мы будем для простоты считать, что и0(х)=* 
=  о(ехр{— Ы 2)) при \х\ -*■ °°.

Ставятся те же вопросы: по каким законам происходит расте
кание начального теплового возмущения, как меняются со вре
менем его амплитуда и ширина при t °°?

Подчеркнем, что данная проблема в указанной постановке 
заметно отличается от рассмотренной в § 1. Здесь в отличие от 
краевой задачи не происходит «забывания» специфики начального 
возмущения, поскольку величина энергии Е„ в (4) (которая слу
жит характеристикой функции и0) играет существенную роль на 
асимптотической стадии процесса. Этот факт налагает дополни
тельные ограничения на методы исследования асимптотических 
свойств решения задачи (1), (2).

Уравнение (1) имеет в R+ X R хорошо известное автомодель
ное (фундаментальное) решение:

М * .  z ) = ( i - b O - ,/2M i ) ,  S =  * /(1  +  о 1/г, (5);
где

Ы£) = ̂ ехр{-т}’ (6)
Оно удовлетворяет закону сохранения (4).
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Решение (5) реализуется лишь в том случае, когда начальная 
функция и0(х) также является автомодельной, т. е.

Ц )И  =  иЛ(0. х) =  ^ j e \ p { — 2- e R .  (7)

1. Устойчивость по отношению к возмущениям начальной
функции. Анализ этой проблемы нс очень сложен, поскольку 
существует представление решения задачи (1), (2) в виде тепло
вого потенциала [128]:

оо

u {t' Х) = 1 ^ 7 5  j “о М  ехР { -  ау. (8)
—  30

Для удобства введем в соответствии с пространственно вре
менной структурой решения (5) автомодельное представление 
решения задачи (1), (2):

/(«, !) =  (1 + t y n u{t, 1(1 +  0 ,/2), « >0 ,  (9)
(подстановка решения (5) в (9) дает функцию /Л( | ) ) .

П р е д л о ж е н и е  5. Автомодельное решение (5) устойчиво 
по отношению к произвольным возмущениям автомодельной на
чальной функции (7), оставляющим неизменной ее энергию: если 
выполнено (3), то имеет место поточечная сходимость:

( 10)'

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Фиксируем произвольное £ =  я/(1 + t )4 
Тогда с помощью (8) после элементарных преобразований по
лучаем

— эо

Поскольку w , e P ( R )  удовлетворяет условию (3), интеграл в пра
вой ласти стремится к Е0 при Это означает выполне
ние (10).

Что следует из полученного результата? Во-первых, амплитуда 
теплового возмущения меняется при больших временах по закону

£
supu (t, х) ~  — ^ тт  t -У ОО,
ген 2л,/Л

и соответственно ширина тепловой неоднородности
а:эф(г)~  2(1п 2)‘/2г1/2, <

2. Устойчивость по отношению к нелинейным возмущениям 
уравнения. Здесь мы используем автомодельное решение (5) для
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исследования нелинейного уравнения теплопроводности
и, = (к (и )их)х, t >  0, l e R .  (11)

Поскольку в задаче Коши (1), (2) амплитуда решения ит (t) =  
=  sup u{t, х) стремится к нулю при t-+ асимптотические свой-

X
стна решения u(t, х ) зависят от характера поведения коэффи
циента к(и) при малых температурах и >  0.

Ниже будет установлена устойчивость автомодельного реше
ния (5) уравнения теплопроводности по отношению к следующим 
возмущениям постоянного коэффициента: к ^ С ~ ( ( 0, °°))Л
Г, С({0, °°)), А(м) >  0, &'( ц ) > 0  при и >  0,

[Лг(и)/Л'(и)]' — оо, в->0,  (12)

и, кроме того,
lim [A; (|w)//c (н)] =  1, | > 0 .  (13)
и-*о

Этим условиям удовлетворяет, например, коэффициент
к (и )=  l lnu[-a, a  =  const>0,  u s ( 0 ,  1/2), (14)

который существенно отличается при и 0 от коэффициента 
к =  1. Тем не менее асимптотические свойства решения уравне
ния (11) можно описать с помощью фундаментального решения
(5), преобразуя его специальным образом. Тем самым, проблема 
устойчивости автомодельного решения относительно нелинейных 
возмущений уравнения (1) рассматривается здесь в новой (по 
сравнению с § 1) постановке. Одновременно будет доказана устой
чивость us по отношению к малым возмущениям коэффициента 
теплопроводности, когда А:(и)->-1 при и 0+

Помимо (14) всем условиям удовлетворяют также коэффи
циенты к(и )=  [In I In и |]_а, а > 0 ;  к (и )=  ехр{—llnw|“), а<=
е (0 , 1), и т. п.

Уравнение (И ) с произвольной пелипейностыо не имеет ав
томодельного решения, описывающего «расплывание» начального 
возмущения в задаче Коши. Поэтому мы будем искать прибли
женное автомодельное решение иЛ, которое не удовлетворяет 
уравнению (11):

Ua{t, х) = £ =  (15)

где q:(i) — монотонно возрастающая положительная функция, 
сp(t)-+oo при £-*-<», а f.\(t) — функция (6) (именно через нее 
осуществляется связь п. а. р. с фундаментальным решением (5)). 
Функция иЛ удовлетворяет закону сохранения энергии (3).

Главная проблема — определить функцию ф(£) в (15), зави
сящую от поведения к (и) при малых температурах. Она дает 
одновременно и закон падения амплитуды:

_£о___L_
Ф (0 2л1/2’Um («) ~ t-*- оо,



и закон изменения ширины теплового возмущения: 

(0  — 2(1п 2 )|/2<р(£), t -*■<».

Введем, как обычно, автомодельное представление решения 
задачи (И) ,  (2)

0(/, £)=<р(t)u(t,  5ф(0).

Доказательство сходимости 0(£, £) к /А(£) (которая устанавли
вает близость асимптотических свойств решения задачи и п. а. р.
(15)) удобно провести, рассматривая функции м((, •) как эле
менты гильбертова пространства й-1(К). К нему относятся все 
функции h; s L‘(R),  удовлетворяющие условиям

ао 00

|  w (х) dx =  0, Ju; (y)dy^. L r  (R), (16)
—  OO X

j  dx j  w (y) dy <  oo,
V  *

|  dx j w (y) dy
— oc — oo

<  oo. (17)

В этом пространстве обычным образом можно ввести скаляр- 
вое произведение

(v, w)- i=(v,  (—cP/dx2)~'w),

где функция W  = (—d2/dx2)~iw является решением задачи 
<PW/dx2 =  —w, i e R ;  | PF(±°o)| <  <». Нетрудпо проверить, что 
в силу (16) и (17) решепие этой задачи существует. Через 
Л' Ik-J(R) обозначим норму в hr1 (R) :

( со

1 Ш 1 л -1 (Н )=  (И7, W ) - ?  =  |  J  W { x )
' — ао

ь*(П)
П р е д л о ж е н и е  6. Пусть выполняются условия (12), (13), 

щ удовлетворяет (3), причем щ (■) — /А( ) е  hr1 (R). Тогда ф(£) =  
=  [1 +  ц-1 (£) ]|/2 при всех достаточно больших £>0 ,  где через 
ц-1 обозначена функция, обратная к монотонно возрастающей 
функции

dx
*[(1 +  т)-1/2]

1 +  *
*1(1+ *Г1/21 ’

оо.

При этом решение задачи (И) ,  (2) сходится к п.а.р.  (15\:

II0  (*> •) —  / а  (•) 0 ,  t оо.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сделаем в задаче (И) ,  (2) преобра
зование t  -*■ p(J).  Тогда *)

<р(р(0) =  (1 +  0 1/2,
и и(ц(£), х) удовлетворяет уравнению

u ,  =  [ i ' ( t )  ( к ( и ) и х ) ж.

При этом п. а. р. (15) преобразуется в функцию (5), т. е. 
иа(ц(г), х) =  uA{t, х) при 

Положим w(t , х ) = и ( р ( / ) ,  х) — иа(ц(/), х). Тогда
OD
J” w ( t ,  х) dx =  0, t  >  О

— ОО

(так как и и иа имеют по предположению одинаковые энергии) 
И  W  е= * - '(* )  при всех t  ^  0. Функция i v  удовлетворяет 
уравнепию

wt =  [fi' ( t)k(u)ux—(ua) ^ .
Умножая его скалярно на (—йг/йхг)~'ю и производя справа ин
тегрирование по частям, получаем

4  ж Iw K-i(H) =  (*)к (“) и* -  («•)*» ( 4 ) 1 w) • (18>

Легко проверить, что 

( f i '(0 * (u) M* - ( ua)*, (d/dx)_*(M- ua)) —
е -ц '( 0  (^(M)-^ (» a ), И -  иа) +  ((ц/ (^)*(Иа)-1)(»а)*, (d /d x )~ 'w ),

u
где F (и) =  [ /с (д) сйр Поскольку первый член в правой части не- 

о
положителен, оценивая второй с помощью неравенства Коши — 
Буняковского, из (18) получаем

^к-ЧЮ <  I (*) А (“а) -  1] Ы х  |Ь*(Н).

Отсюда (см. доказательство предложения 4)
11ц,(^-)1л-1(Н)<1ц,(°--)1л-1(Н) +

t
+  ( 2 ? а ) 1 / 2  J (1 +  т )-1/2Я 1/2 ( /А (0) (1 +  т )-1/2; т) dt, (19)

О

qA =  sup | /а (̂ ) 1 <

*) Для доказательства достаточно, чтобы это равенство было выполне
но при больших t >  0.

61



где функция Н  имеет вид

Н (s; t) =  J (ц/ (t) к (ц) — l) 2̂ .
О

Учитывая, что

II W (t 1 * ) l-l(R) =  (1 +  01/4 II 0 (Ц (t) , • ) -  / а ( •) HA- l<n)r
из (19) выводим оценку

||9 (р (£)>•) — /л (•) 11д-1(П) ^  (1 +  *) 1/4II ,г (9, •) |Л-1(В) +
(

+  (29л)1/2 (1 +  t)~Ui [ (1 +  т)"1/2Я ,/2 ( /А (0) (1 +  т Г 1/2; т) dr. (20) 
о

Последовательно раскрывая в правой части возникающие неоп
ределенности, с помощью равенства

р ' ( 0  =  1/А: [ (1 +  t)~'/2\, t->°о,
получаем

l i m| 0 (p  (f),-) — /a (-)Ia- i(R)<
t-»ao  v

/A(oHi+0_1/2
32qA Iim (1 +  t)xl1 f [p' (t)k(r\) —- \ \ 2dr\ =

<-»“ n

Л: [g (1 -h Q~1/2] 
. ft [(1 +  «)~1/2l

- 1  dZ, =  0.

Сходимость к п. a. p. вытекает из условия (13).
З а м е ч а н и е .  Если в дополнение к (12), (13) потребовать 

выполнение условия к(и) /к (ик1/2 (и) ) 1 при и-*- 0, то справед
ливо асимптотически точное равенство

ф ( t ) s ( H - t ) • /**>«[ ( 1 - И ) - 1'*], г -  оо.

Оно, в частности, имеет место для коэффициента (14).
П р и м е р  1. Пусть к(и)  =  I In u | _а при малых п > 0 ,  а  =  

=  const> 0 . Условия (12), (13), как уже отмечалось, выполне
ны. Из предложения 6 в этом случае получаем

ф (£)^2а'2£1/21п-а/Ч  (21)

и поэтому п. а. р. (15), к которому сходится решение задачи (11),
(2) (и„ удовлетворяет (3)), имеет вид

М *, х) 1п“ <

- 1/2

е . и р | - - д «7 In  Л 1

где Е0 =  ||ы0 ||i,i(R) <  оо. Отсюда получаем оценку амплитуды 

sup U ( С  х )  ^  На (t, 0) ££ ( 2“+2.4)_1/2£’0 ( l n “ t / f  )1/2а t — ОО ,
x=R
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Оценку эффективной ширины тепловой неоднородности при боль
ших временах дает (21).

В следующем параграфе мы переходим к анализу автомо
дельных решений нелинейных уравнений теплопроводности.

§ 3. Асимптотическая устойчивость автомодельных 
решений уравнений нелинейной теплопроводности

Рассмотрим сначала встречавшийся в гл. I пример автомо
дельного решения, существующего при произвольных коэффи
циентах к (и) ^  0.

1. Автомодельное решение с постоянной температурой на 
границе. На этом примере удобнее всего выделить одно из ос
новных свойств автомодельных решений нелинейных уравнений 
теплопроводности — асимптотическую устойчивость по отноше
нию к возмущениям начальной функции.

Рассмотрим, как и в § 1, краевую задачу в R+ X R + для 
уравнения

ut = (k (u )u x)x (1)

( к ( и ) > 0  при н > 0  — достаточно гладкая функция) с условиями
и(0, х )=  и0(х)>  0, £ > 0 ;  u0e C ( R +), (2)

u(t, 0) =  1, £>0 .  (3)
Уравнение (1) при произвольных к (и) допускает автомо

дельное решение, удовлетворяющее условию (3):
uA(t, x) = gA(t) , l  = x/{{ + t y \  (4)

где gA{%) — решение задачи

(&(Ы £а)' +  y g k  =  0, ? > 0 ,  gA(0) =  l,  £а (°°) =  0) (5)

причем оно финитно или не финитно в зависимости от того, 
допускает ли уравнение (1) конечную скорость распространения 
возмущений или нет.

Далее ограничимся анализом случая, когда коэффициент к 
удовлетворяет условию конечной скорости распространения воз
мущений :

Г * (Т1) dr)<Z оо,

и в качестве gA(t,) возьмем финитное решение задачи (5). 
Функцию По в (2) также будем считать финитной.

Наличие автомодельного решения вида (4) связано с инва
риантностью уравнения (1) при произвольном к (и) относитель
но преобразований t -+ t ja ,  х ^ - х / а ' п \ а >  0. Тем самым, если 
u(t , х) — решение, то u{t/a, х /а1,г) —также решение. Попро
буем найти решение, инвариантное относительно данных преоб-
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разовапий, т. е. такое, что u(t, x )= u ( t /a ,  х/<х'п ) при всех а  >  0. 
Полагая в последнем равенстве а  =  t, получаем u(t, х ) =  
=  и( 1, x/ t l/2). Обозначая и( 1, £) через #Л(£) и используя заме
ну t -*■ 1 +  f, не меняющую уравнения, приходим к (4).

Очевидно, что (4) является решением исходной задачи (1) —
(3) только в том случае, когда u„ =  uA(0, x) = gA(x). Ниже будет 
показано, что при любых возмущениях финитной начальной 
фупкцни и0(х) асимптотическое поведение при больших t реше
ния u(t, х) описывается автомодельным решением иА. Тем са
мым закон движепня полуширины автомодельной температурпой 
волны, определяемый из (4):

**  (t) =  гЭФ (1 +  t)'12, t >  о (gA (ЪФ) =  1 / 2), (6)

сохраняется при t -*■ °° для других решений уравнения ( 1 ). 
Поэтому скорость движения волны по характеру зависимости 
от времени одна и та же для всех уравнений (1 ) с достаточно 
произвольным коэффициентом теплопроводности. Формулы (6) 
при различных коэффициентах к (и) отличаются друг от друга 
только величиной постоянной £Эф, которая, разумеется, зависит 
от вида к(и).

Введем автомодельное представлеппе решения задачи: 

g(t, l )  =  u(t, 5 (1  +  0 1/г)

и покажем, что g(t, £)->-gA(5) пРи Это гарантирует бли
зость осповпых свойств решений u(t, х) и uA(t, х) при боль
ших t, в частности справедливость для u(t, х) оценки (6) при 
*-*•<». Асимптотическую устойчивость автомодельного решепия 
в этом случае удобно доказать в норме пространства A_I(R+).

К гильбертову пространству h~'(R+) отнесем функции н(.т)е 
s L '( R +), удовлетворяющие условиям

j  v (У) dy е  £ 2(R+),
оо ао
j  dx j  v (у) dy <
0 х

00. (7)

Скалярное произведение в h~' (R+) имеет вид

ш|(я)<£г, (8)

где через W = (—d1/dxi )~,w обозначено решение задачи
d*W/dx2 =  — w, х > 0 ;  И7(0) =  0, I I <

Нетрудно проверить, что при выполпении (7) решение этой 
задачи существует и единственно:

X оо

W (х) =  [ dy § w (г) dz, х ^ О .
6 у
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Норма в A“‘(R+) определяется в соответствии с (8):

II w
'Л - \ в + )

=  (и:, и:)1/2- и

т. е.

В норме й~'(Н+) сходимость g ( t , ) к g A ( ) доказывается осо
бенно просто (естественно, она имеет место и в более сильных 
нормах; см. библиографические замечания). Сходимость 
в h~'(R+) означает, в частности, поточечную сходимость почти 
всюду.

П р е д л о ж е н и е  7. Пусть и0( х ) — финитная функция. 
Тогда

1 №  О - Ы - Н л - х ^ )  =  0((1 +  0 _я/4) - о ,  t - + o o .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Функция z = и — ил удовлетворяет 
уравнению

z< =  [k(u)ux — k(uA) (uA)J*, « >0 ,  x > 0 ,  (9)
причем z(t , 0) =  0, z(t , x) — финитная по x функция и z(t, ) e  
e fe - 1 (R+) при всех 0. Умножив уравнение (9) скалярно 
в fe- 1 (R+) на z, после интегрирования по частям приходим 
к равенству

Т  =  “  (F (w) “  F (Wa)’ (10)
где

U

F(u)= { k(r]) dii 
о

есть мопотонно возрастающая функция. Поэтому (F(u) — F(uA), 
и —  пл)3*0, и тогда из (10 ) получаем

И * ’ •) 1-1(1,^ <  II 2(0, •) l/[- l (R+) =  II w0 ( •) 8 А (■) 11л-1(н+)

при всех t >  0. Поскольку в силу (4) и способа определения 
автомодельного представления g(t, £) справедливо тождество

IIZ (С - )М (н +) =  (1 +  t)3/ilg(t,  • ) - ^ л ( - ) 11, - 1(К+).

получаем искомую оценку скорости сходимости:

11*(*. •) — А  (-) 1и-1(и+) В * (0. и - 1(н+) +  t r m -

Об асимптотической устойчивости автомодельного решения
(4) по отношению к возмущениям коэффициента к здесь, есте
ственно, говорить не приходится, так как для каждого к суще
ствует свое решение типа (4).
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2. Уравнение нелинейной теплопроводности со степенным 
коэффициентом. В этом пункте рассматриваются некоторые ав
томодельные решения краевой задачи для квазилинейного пара
болического уравнения:

щ =  (иаих)х, t >  О, х > 0; о =  const >  О, (И)
и (0, х) =  и0 (х) ^  0, д :> 0 ; Hq+1 е  С1 (R+), (12)
и (t, 0) =  Hj (t) >  0, f > 0 ,  (13)

где граничный режим является существенно нестационарным: 
и, (г) неограниченно возрастает при увеличении t. Некоторые 
примеры обобщенных автомодельных решений этой задачи рас
сматривались в предыдущей главе.

Предварительно заметим, что уравнение с коэффициентом 
теплопроводности к ( и ) = к 0а°, где А:0 > 0  — постоянная, имеющая, 
вообще говоря, физическую размерность (в (1 1 ) предполагается, 
что ка =  1 ), приводится к безразмерному виду заменой t k 0t.

2.1.* Ст е п е н н ой  г р а н и ч н ы й  р е ж и м .  Пусть так же, 
как в § 1 ,

u,(t) = (l +  t )m, t >  0; wi =  c o n s t> 0.
Тогда уравнение (11) имеет автомодельное решение следующего 
вида:

uA(t, x) = (i + t)mQA(%), £ =  :r/(l +  «)“+’"°>'2, (14)

что можно связать с его инвариантностью относительно преоб
разований

t ^ - t l a ,  х  x /a (l+m0)/2, и -+ а‘"и; а > 0  (15)

(если и, инвариантно, т. е. u(t, х ) =  amu(t/a, х /а {1+та)/г) , то, по
лагая а  =  t, а затем делая замену t -*■ 1 +  t, приходим к выра
жению (14)).

Функция 0А ^  0 в (14) удовлетворяет следующему обыкно
венному дифференциальному уравнению, которое получается
после подстановки выражения (14) в (И) :

№ а)' +  6аЕ -  т 0А =  0, I  >  0, (16)

причем, как следует из постановки исходной задачи и простран
ственно временной структуры решения (14), должны быть вы
полнены краевые условия

6А(0 )= 1 , 0А(“ )=О . (17)

Обобщенное решеппе задачи (16), (17) существует, един
ственно и является финитной функцией. В этом нетрудно убе
диться, переходя от (16) к уравнению первого порядка (см. 
гл. III) или доказывая сначала локальную разрешимость урав
нения вблизи точки вырождения и затем продолжая полученное 
решение вплоть до точки £ =  0 («пристрелка» первого краевого
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условия (17) проводится на основе преобразования подобия, ос
тавляющего неизменным уравнение (16)). При т = \ /а  задача
(16), (17) имеет очевидное обобщенное решение 0А( |)  =  [(1 — 
— а1/2| ) +]1/0. В этом случае нА =  (1 -Н?),/1Г0а( |) ,  |  =  х/(1  +  £), и 
поэтому автомодельное решение есть не что иное, как бегущая 
волна, рассмотренная в примере 6 гл. I.

Глубина проникновения тепловой волны, описываемой авто
модельным решением (14), зависит от времени:

х% (t) =  £эф (1 +  £)(1+ma)/2, t >  0; 0a (U ) =  1 /2 . (18)
Волна движется с большей скоростью, чем в среде с постоянной 
теплопроводностью и тем же граничным режимом (§ 1 ), по
скольку в (1 1 ) коэффициент теплопроводности — растущая функ
ция температуры. С такой же скоростью движется фронт теп
ловой волны (точка, в которой нА обращается в нуль) Яф (t) =  
1= |ф  (1 -К)(1+т<1)/'2, где I,, =  mes supp 6д <  «=. Схематически эволю
ция автомодельного процесса 
нагрева изображена на рис. 6.
Траектория движения полу
ширины тепловой волны 
обозначена штриховой ли
нией.

Так же как в § 1, это 
явтомодельное решение асим
птотически устойчиво по от
ношению к малым возмуще
ниям ФУНКЦИЙ U0(x), U t ( t ) ,  

и), входящих в формули
ровку задачи (о технике до
казательства таких утверж
дений см. в гл. VI, § 3, 4).
Поэтому формула (18) для 
полуширины асимптотически справедлива для широкого класса 
квазилинейных уравнений (1 ) с коэффициентами к (и) нестепен- 
|цого вида, близкими к иа при н->-
| 2.2 . Э к с п о н е н ц и а л ь н ы й  г р а н и ч н ы й  р е ж и м .  Дру
гое асимптотически устойчивое автомодельное решение уравне
ния (1 1 ) существует в том случае, когда u l (t) = e‘ при t >  0. 
Здесь иА имеет вид

HA(f, x) = e'fA(i]), ц = х /е х р Ш/2).  (19)
Функция /д >  0 удовлетворяет краевой задаче 
(/л/л) +  у  /л1! — / а =  0,

Рис. С. Эв о л ю ц и я  а в т о м о д е л ь п о г о  р е ш е 
н и я  (14) ( т  >  0, о >  1)

>  о, /л (0) =  1, /л (°°) =  0, (19')
разрешимость которой доказывается так же, как аналогичной 
задачи для степенных режимов. Характер движения тепловой 
волны здесь приблизительно такой же, как и на рис. 6, с той 
лишь разницей, что полуширина волны за счет более интен
сивного экспоненциального граничного воздействия растет со
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временем быстрее степени:

*=Ф (0 =  Лоф ехр {а</2}, 1 > 0  (/а Сл ф̂) =  1 /2).
За счет асимптотической устойчивости автомодельного реше

ния (19) эта оценка имеет место при больших t для широкого 
класса неавтомодельных решений. То же самое относится к за
кону движения точки фронта тепловой волны:

Тф ( I )  =  г | ф е х р  {ст</2}, 1 > 0 ;  ЛФ =  m e s  s u p p / <  оо

(если возмущенное уравнение допускает конечную скорость 
распространения возмущений и щ(х)  — финитная функция).

Анализ автомодельных решений выявляет естественную с фи
зической точки зрения закономерность: чем выше интенсивность 
граничного режима, тем больше скорость движения возникающей 
температурной волны. Если режим степенной (решение (14)), 
то и глубина проникновения — степенная функция; если режим 
экспоненциальный (он при t °о интенсивнее любого степен
ного), то закон движения полуширины — экспоненциальная 
функция. Возникает вопрос: существуют ли такие граничные 
режимы, которым отвечают тепловые волны, движущиеся по бо
лее медленным законам? Они есть, причем одному из них соот
ветствует простое автомодельное решение.

2.3. С т е п е н н о й  г р а н и ч н ы й  р е ж и м  с о б о с т р е н и 
ем.  Л о к а л и з а ц и я  т е п л а .  Пусть па границе х =  0 задан 
закон изменения температуры в режиме с обострением:

(t) = (T0 — t) -1/°, 0 < < < Г о ,  (20)
где 0 <  Т„ <  оо — постоянная (время обострения). Граничная 
функция в (20) возрастает до бесконечности в течение ограни
ченного промежутка времени: щ (<)->-<» при Этому ре
жиму отвечает автомодельное решение уравнения (1 1 ) необыч
ного вида—остановившаяся тепловая волна-.

=  ( 2 1 )

где х„ =  [2(<т +  2)/с],/г Положение точки фронта волны в (21) 
х^(1) = х 0 не меняется в течение всего времени обострения 
е ( 0, То), и тепловые возмущения из области локализации х е  
s ( 0, х0) не распространяются в окружающее холодное простран
ство, несмотря на то что всюду в области (0, х0) температура 
неограниченно возрастает при <—► Tq.

Примерное изображение такого процесса нагрева (локализа
ция тепла в S-режиме) приведено па рнс. 7, который показывает 
принципиальное отличие результатов воздействия на нелинейную 
среду граничного режима с обострением (20) по сравнению 
с обычными режимами (см. рис. 6). Глубина проникновения 
локализованной волны, так же как и положение точки фронта, 
не меняется со временем; как следует из (2 1 ), x^( t)  =  
^ z 0( l - 2 - o/2), 0 < < <  Т0.
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Автомодельное решение (2 1 ) асимптотически устойчиво. 
В гл. V будет показано, что эффект локализации тепловых гра
ничных режимов с обострением существует в произвольных не
линейных средах, описываемых параболическими уравнениями 
теплопроводности общего вида.

Важно отметить, что не всякий граничный режим с обостре
нием обеспечивает локализацию тепло
вого воздействия. Например, если взять 
другой степенной режим:

и ,(0 = ,(7’о - 0 " ,  0 <  f <  Го, (22)
где ге< — l /а (в (20) ге =  — 1 /о), то 
локализации нет. Режиму (22) отвечает 
автомодельное решение

нА((, *) =  ( П - О " 0а(6),
1 =  х /(Г 0- г ) (,+"',,/2, (23)

где 0а ^  0 удовлетворяет обыкновен
ному дифференциальному уравнению.
При ге< — 1/ст функция 0А( |)  фи
нитна, ! Ф =  mes supp 0А <  °° (см. 
гл. I I I ) .  Тогда, как следует из (23), 
точка фронта тепловой волны движется 
по закону

4 ( 0  =  ! ф(7’« - 0 (1+п<5)/2,
А _  Р и с .  7. Эволюция п р и

причем Хф (t)-+■ оо при t —*■ Т0 . i f -  локализованного ав-
Эволюцня тепловой волны здесь в томодслыюго решения (21) 

принципе не отличается от приведенной (S-режим с обострением) 
на рис. 6, однако нагрев всего полу
пространства ( х > 0) до сколь угодно большой температуры 
осуществляется за конечное время обострения (uA(t, х)-+<*> при 
t -+Tn  для исех х > 0 ) .  Граничный режим (22) при ге< — 1/о 
называется НS-режимом с обострением.

Напротив, еслп в (22) п б ( -1 /о ,  0), то это LS-режим
с обострением, приводящий к локализации теплового воздей
ствия. Более того, как видно из пространственно временной 
структуры автомодельного решения (23) (которое существует 
при любых г е < 0), неограниченное возрастание температуры при 
1->7V наблюдается только в одной точке х =  0; всюду в полу
пространстве {х  >  0} она ограничена сверху равномерно по t s  
е ( 0, Т0). Об этом, в частности, свидетельствует закон движения 
полуширины тепловой волны:

* 4  (t) =  1эф (Т0 -  tf +no)/\  t е  (0, Г0),

где постоянная | 8lt)s R + такова, что 0а(£оф) =  1/2. Для res  
s (  —1 /о, 0) имеем а.Аф(<)->0  при т. е. полуширина
(в определенном смысле — глубипа проникновения) тепловой
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волны в ходе процесса нагрева уменьшается вплоть до пуля. 
Подробный анализ эффекта локализации в краевых задачах для 
уравнений теплопроводности проводится в гл. I l l  (для уравне
ния (11) при о ^  0) и в гл. V (для произвольных уравнений 
нелинейной теплопроводности).

Уравнение (11) имеет ряд других интересных автомодельных 
решений (см. библиографические замечания).

§ 4. Квазилинейное уравнение теплопроводности 
в ограниченной области

Здесь рассматриваются другие задачи для уравнения нели
нейной теплопроводности в многомерном случае:

и, =  Дца+1, а =  const > 0. (1 )

Пусть £2 — ограниченная область в Кл с достаточно гладкой гра
ницей dQ. Пусть в й  задано некоторое начальное температурное 
возмущение

и (0, х) =  г/0 (г) >  0, г e Q ;  u£ +1 <= С (й) П Я 1 (й). (2)

1. Краевая задача с условием Дирихле. Пусть на границе 
Зй области й  поддерживается пулевая температура:

u(t, г) =  0, £ > 0, же д й ,  (3)

что соответствует наличию оттока тепла с границы (тепловой 
процесс с адиабатическим условием «пепротекапня» на границе 
рассматривается в п. 2 ).

Очевидно, что u(t, х)->-0 при £-*-«> всюду в й, так как 
с границы тепло отводится. По какому закону будет эволюцио
нировать начальное возмущение? С какой скоростью будет про
исходить процесс остывания?

На эти вопросы позволяет ответить анализ автомодельного 
решения, которое допускает уравнение (1 ):

uA(t, х) = (Т + t)~l/afA(x) , t >  0, i e f i .  (4)
Здесь 71> 0  — произвольная постоянная.

Подставляя это выражение в (1) и учитывая граничное ус
ловие, получаем для /А >  0 следующую эллиптическую задачу:

А/а+1 +  | / а =  0, г е Й ;  / (х) =  0, г е  dQ. (5)

При любом а >  0 она имеет единственное строго положительное 
в й  решение (существование решения можно установить, на
пример, путем построения верхнего и нижнего решений задачи; 
см. [168, 178]).

Оказывается, (4) устойчиво по отношению к произвольным 
ограниченным возмущениям начальной функции н0(г), т. е. при 

выражение (4) правильно описывает эволюцию любого
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температурного возмущения. Не останавливаясь на этом подроб
но, ограничимся доказательством простого утверждения.

Для описания асимптотики решения введем, как обычно, ав
томодельное представление решения задачи ( 1 ) — (3 ) по формуле

j(t, я) =  (1 +  t ) i,au(ty я), £ >  0, г е й ,  (6)

Устойчивость автомодельного решения (4) будет означать, что 
№  х) -*■ /.\ (я) в Q при £-*-<».

П р е д л  о ж е н и е  8. Пусть начальная функция и„(я) в (2) 
такова, что

T l l l a U ( x ) ^ u a (я )<  ГГ'/0/л(я), я e Q ,  (7)

где 0 < Ti < Т2< — постоянные. Тогда
"/(*, ■) - / а( ) 11с(«., =  О ( Г * ) - 0, t ^ o c .  (8)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Справедливость (8) следует из теоре
мы сравнения. Действительно, в силу (7)

я ) ^ ( Г 1 +  £)-,/“/А(^) в R+Xfi. (9)
Отсюда непосредственно вытекает (8).

Таким образом, при выполнении условий (7) амплитуда тем
пературного возмущения уменьшается по закону

sup u(t, х) =  fsu p /A (я)] Г 1/а +  о (t~1,a), t-*- оо,

причем максимальное значение температуры достигается там, где 
/А (я) имеет точку экстремума. Таким образом, в рамках пред
ложения 8 эволюция теплового процесса при больших временах 
целиком определяется (через функцию /А(я)) пространственной 
структурой области Q и величиной показателя о в коэффициен
те теплопроводности A:(w) =  (a +  i ) u a.

Доказательство сходимости в случае произвольных и0 Ф О 
в принципе проводится тем же способом. Надо установить, что 
по истечении копечпого времени /„ >  0 температурное распреде
ление u(t„, я) будет удовлетворять (7), откуда вытекает оцеп- 
ка ( 8 ) .  П ояснил! последнее утверждение (приведенные ниже 
рассуждения иллюстрируют одно из применений условий критич- 
пости решений параболических уравнений, которые системати
чески используются в гл. V).

Пусть начальная функция и0<^С(Q), щ Ф 0, достаточно мала 
и финитна в Q: suppu0c n. Тогда оценка (7) снизу не выпол
нена ни при каком Т2> 0,  так как /А(я )> 0  в Й. Покажем, что 
устойчивость автомодельного решения в смысле (8) все же бу
дет иметь место. Уравнение для автомодельного представления
(6) имеет вид

% =  Л Г 1 +  1  /, т >  0, л е й ;  /  =  0, т > 0 ,  я<=<?£2, (10)

где введено новое «время» т =  1п(1 +  г): R+ -+■ R+.
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Поскольку /А(х) удовлетворяет задаче (5), равенство (8) 
означает стабилизацию при т -*■°° решения уравнения ( 10) к 
своему стационарному решению, которое, как уже отмечалось, 
является единственным. Пусть для простоты O eQ  и 0 е  supp нп. 
Рассмотрим семейство стационарных решений v = v(r), г =  [х|, 
уравнения ( 10 ):

( . « ' ) ' ) ' +  - U - о, (И)

удовлетворяющих при г =  0 условиям i / ( 0) =  0 (условие сим
метрии относительно точки г =  0) и v (0) =  v0 =  const >  0.

Решение этой задачи Коши для обыкновенного дифферен
циального уравнения (И ) существует и строго положительно 
в некотором шаре 5г0 =  { г< ;г0}, где г0 =  г(1 (v0) <  °°, причем 
н(го) =  0. При этом г0(нс) - 1-0  при v0 -*■ 0 (см. § 3 гл. IV). Вы
берем величину v0 столь малой, чтобы В Г() с  Q. Тогда утверж
дается, что решение уравнения ( 10) с начальной функцией 

/ ( 0, х) =  v0 ( | х | ) ,  1 Е Й Г(; / ( 0, х) =  0, г е й \ 5 Го, ( щ

является критическим:
d j /d x> 0  в R4_XQn{ xe Q| / ( r , a : ) >0} .

Это прямое следствие принципа максимума (см. гл. V ).
Следовательно, функция / ( т, х) не убывает по т всюду в £2 

и, если v0 мало, ограничена сверху стационарным решением 
/а(-г). Поэтому существует предел в каждой точке г е й :  / (т, х) ->

f*(x),x-+ оо. Далее на основе обычных рассуждений (см. § 5 
гл. IV) доказывается, что предельная функция /* (я) обязана 
совпадать с единственным решением стационарной задачи (5).

Что касается произвольных, достаточно малых начальных воз
мущений / ( 0, х), то под каждое из них можно «поместить» ука
занное критическое решение, которое в силу теоремы сравнения, 
стабилизируясь к стационарному, заставит сходиться к послед
нему любое другое решение, лежащее между ним и стацио
нарным.

Итак, автомодельное решение дает информацию о поведении 
при больших временах широкого множества решений задачи 
практически при произвольных начальных возмущениях. Под
черкнем, что асимптотическая пространственно временная струк
тура решения задачи (1 ) —(3) самым существенным образом 
зависит от геометрии области Q. Несколько иная ситуация имеет 
место в другой краевой задаче для уравнения ( 1 ).

2. Краевая задача с условием Неймана. Пусть теперь на гра
нице задано условие непротекания тепла:

диа+‘/дп = 0, t >  0, x ^ d Q ,  (13)

где д/дп — обозначение производной по направлению внешней 
нормали к dQ. Асимптотические свойства решения нетрудно
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предсказать заранее, основываясь на физических представлениях 
о характере протекания диффузионных процессов. В силу усло
вия адиабатичности (13) общая тепловая энергия в Q сохра
няется:

f и (t , a-) dx =  j" и0 (х) dx =  Ес. (14)
а а

За счет дпффузин все неоднородности начального возмущения 
будут постепенно разравниваться, и в конечном итоге при t °° 
температурное поле должно стабилизироваться к пространствен
но однородному состоянию. Его величина однозначно определя
ется из (14), п поэтому следует ожидать, что

uo(x) d x = иср, t -*ao .  (15)
£2

Нс останавливаясь подробно па доказательстве (15), дадим 
некоторые пояснения, используя только два стандартных тожде
ства, которым удовлетворяет решение задачи (1 ), (2), (13). 
Первое из них получается после скалярного умножения в LZ(Q) 
уравнения (1 ) на ua+i и интегрирования по частям:

(5Т2) 7 Г I! « W =  - !  Vи +' (0 в * (0), t >  0. (16)

Второе выводится умножением уравнения па (u0+l) , и последу
ющим интегрированием получившегося равенства по t (см. § 2 
гл. V II). В результате получаем

4 ( а -М )  Г 
(а + 2)2 J 1 (и*+°/*), (s) |**(В) ds +  - j  1 (I) |ijЬ‘(£2) llv«o+1 Ls(0)'

(17)

Переходя к пределу в (17) при t - * 00, убеждаемся, что пер
вый интеграл сходится, и, следовательно, существует предел

V“°+I ( Of r ( a ) О, t- (18)

Сопоставляя (18) с равенством (16), получаем, что а.0 =  0; 
в противпом случае функция || и ||°а+г(2) ^  Опрп больших t при
нимает отрицательные значения.

Условие а0 =  0 в (18) означает, что u0+'(t, х) сходится 
к прострапствепно однородному состоянию почти всюду (на са
мом деле, учитывая достаточную регулярность обобщенного ре
шения, всюду в £2). Тогда закон сохранения энергии (14) га
рантирует стабилизацию (15).

Нетрудно вывести оценку скорости стабилизации к среднему 
значению температуры.
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П р е д л о ж е н и е  9. Справедлива оценка 

u(t,  •)— ucp|£*(a) =  I* (u(t, x)—иср)г dxs^.Ke~vt-+0, t->-oo, (19)
Q

где К >  0, v >  0 — постоянные, причем v зависит только от о, 
мср и. области й.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Умножим скалярно в LZ(Q) уравнение
(1) па и. Тогда после интегрирования по частям получим

Т 7 7 ^ и (*)IIl2№)=  — (ст+  1) J и°(*. *)| V“ (*» x ) f d x .  (20)
Q

В силу стабилизации и к мср >  0 при £-*-<» найдется такое 
£* ^  0, что для любых выполняется неравенство ы(<, х )5*
>  йср/2 в й. Тогда, оценивая сверху правую часть (20), 
получаем

I " W tt*(o> <  — (ст +  1) ( “г )  J  IV“ (*. х) |2 dx, t > t (2 1 )
'  ' п

Положим u — uet = w и подставим в (21) м =  нср +  н;. В си
лу (14)

[ и> (t, х) dx== 0. (2 2 )
Ъ

Тогда, учитывая, что Vu =  Vw и

IT  1 “ (*) Ё,*(В) =  ("’2 +  “ч> +  2исРш) da: =

иа (2 1 ) выводится оценка

■5г 11И*)|£*(а)< - 2 (<г-М) ср
2 П у »  (*) liI*<Q)- (23)

Используя известное неравенство [161]

tl ^  II ÎIl Q̂)''
справедливое для любых функций w&H'(Q),  dw!dn =  0 на дй, 
удовлетворяющих условию (22) (здесь Xt =  X,(Q) > 0  — первое 
собственное значение задачи Дф +  А,ф =  0, i e Q ;  д^!дп =  0 на 
дЙ), из (23) получаем

^ - 1 W (t) ||2l2(Q) <  -  2 (а +  1) ( ^ ) °  к  || IV (t) Ц*ь,(а), t >
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Отсюда

=  2 (о +  1 )X,(Q) (»rP/ 2 )a >  0.

§ 5. Уравнение быстрой диффузии. Краевая задача 
в ограниченной области

В этом параграфе рассматриваются свойства решений квази
линейных параболических уравнений нелинейной теплопроводно
сти с коэффициентом к (и )>  0, который неограниченно возра
стает при и -*■ 0. Это так называемые уравнения быстрой диф
фузии. К ним относится уравнение со степенной нелиней
ностью

где 0 <  тп <  1 — постоянная (если, как обычно, положить тп = 
=  о +  1, то в этом случае o = m — 1 е ( — 1, 0)).  Коэффициент 
теплопроводности к(и) = mum~l неограниченно растет при и -*■ 0.

Название «быстрая диффузия» связано с тем, что за счет 
неограниченности коэффициента теплопроводности на нсвозму- 
щепном (нулевом) фоно температуры тепловое возмущение рас
пространяется из нагретой области в холодную гораздо быстрее, 
чем, скажем, в случае постоянной теплопроводности (пг =  1 
в ( 1 )) и тем более в случае m >  1 , когда имеет место конеч
ная скорость распространения возмущений. Эта сверхвысокая 
скорость «рассасывания» теплового возмущения определяет ряд 
интересных свойств процесса, на которых мы кратко остановим
ся, используя в осповпом технику построения различных авто
модельных решений уравнения ( 1 ).

Предварительно, поскольку ранее такие уравнения не встре
чались, отметим, что при лг <=((), 1 ) решение краевой задачи и 
задачи Коши для ( 1 ) существует, единственно и подчиняется 
принципу максимума; в частности, справедливы теоремы срав
нения. При этом всюду, где это не противоречит краевым усло
виям, решение является строго положительным, н, следовательно, 
его можно считать классическим (см. библиографические заме
чания).

Рассмотрим для (1) краевую задачу в ограниченной области 
Я (<ЭЯ — ее гладкая граница) с условиями

В данной задаче происходит полное остывание за конечное 
время. Весьма просто это доказывается с помощью построения 
автомодельного решения

ut -- Д ит, ( 1 )

ы(0, х ) = н 0( а ) > 0 , i s l ) ;  M„eC(Q)i 
u(t, х )=  0, i > 0, а-едЯ.

( 2 )

( 3 )

иА(<, х) = [{Тъ-  *)+] Ра ( х ) ,  Т* =  const > 0 .  (4)
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Функция (4) такова, что иА =  0 при всех t ^ T 0. Отметим, 
что при m e ( 0, 1 ) производная du jd l  не имеет разрыва при 
I =  Т о, т. е. и а является классическим решением. Подставляя 
выражение (4) в уравнение (1), с учетом краевых условий по
лучаем для функции рА>  0 эллиптическую задачу:

ЛРА +  РА =  о. x e Q ;  рА =  0, x<=dQ. (5)

Полагая/)™ =  wA, приходим к уравнению

Ан;а +  JZTTn ^ а =  0, Y =  -~  >  1 *. (5')
с тем же краевым условием wA =  0 на д£2.

Функция it)а. существует не при всех ч =  1/тга; если N > 3 и 
Ч > (N + 2 ) / {N — 2), то уравнение (5') имеет решения, строго 
положительные в КЛ, а для £2 — шара произвольного радиуса — 
решения с условием wA\aa = 0 не существует (см. § 3 гл. IV). 
Наоборот, если 1 <  ^ <  (N 4- 2)/(V  — 2)+, то искомая автомодель
ная функция всегда найдется.

Однако для наших целей не обязательно, чтобы задача (5) 
была разрешимой. Мы будем использовать автомодельное реше
ние (4) лишь для мажорантных оценок сверху решения зада
чи ( 1 ) —(3).

Пр  е д л о ж е и и е  10. Пусть 0 < т < 1 .  Тогда при любой 
начальной функции м0 в задаче ( 1 ) —(3) наступает полное ос
тывание за конечное время: найдется такое Т0>  0, что u(t, х) ен 
=  0 в Q для всех t >  Т„.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если m е  ( (V — 2)/(N + 2), 1), N > 3, 
или иг е ( 0, 1 ), N <  3, возьмем произвольную ограниченную об
ласть в £2'  такую, что £2 <=£2', и обозначим через рА{х) положи
тельное в £2' решение уравнения (5) с условием рЛ =  0 на <9£2' 
Тогда, поскольку £2 c Q ',  имеем рА >  0 па <9£2, и поэтому всегда 
можно указать такое Г0> 0, что u0(x ) ^ .T l /{l~m)pA (x), х е  £2. 
В силу теоремы сравнения получаем

0 *£ u(i, х) [ ( Го — t )+]l/{i-m)pA(x), i s Q ,
и, следовательно, и = 0  в £2, если Т„.

Если же me ( 0 ,  (N -  2) /{N+  2)], N >  3 (4 =  1 / m ^ ( N  + 
+ 2 ) / ( N — 2) и краевая задача (5') может быть неразрешимой), 
возьмем в качестве рА(х) решение уравнения (5). строго поло
жительное в Тогда рА >  0 па д£2 и можно провести те же 
рассуждения.

§ 6. Задача Коши для уравнения быстрой диффузии

Посмотрим, возможно ли полное остывание за конечное вре
мя в задаче Коши для уравнения быстрой диффузии

и, =  Ail"1, t >  0, j e R " ;  7гае (0, 1 ), 
ll(0, х )=  и0(х)> 0, x e R ,Y; sup Uj <  0 0 .

п

( 1 )

(2)



Ситуация здесь более сложная, чем в случае краевой задачи 
в ограниченной области, однако и ее можно проанализировать 
с помощью автомодельных решений.

Предполагается, что и0(х)-*-0 при 1x1 °°. Естественно, если
последнее условие нарушено и, например, и0(х)>  6 > 0  всюду 
в R ', то в силу теоремы сравнения u(t , х ) ^ 6  в R* для любых 
£ > 0, т. е. полного остывания в принципе быть не может.

1. Условие полного остывания за конечное время. Рассмот
рим автомодельные решения, описывающие процесс полного ос
тывания в задаче Коши. Можно привести целое семейство таких 
решений:

uA(t, x) =  [ ( 7 W ) +]"M S), S =  x / [ ( 7 W ) +][1+"<ra- ° ,/2, (3) 
где То >  0, п >  1 — постоянные. Подстановка (3) в (1) дает для 

и>а =  Р л > 0  следующее эллиптическое уравнение:

hwx ---------- -̂----- v ,rA -S +  niv А = 0 ,  ? e R  (4)

Для наших целей достаточно рассмотреть радиально симмет
ричные решения, зависящие от одной переменной ц = | | | .  Все 
они удовлетворяют краевой задаче для обыкновенного диффе
ренциального уравнения

_ 4 _  ( r f - V Ay  -  1 + . "-<2" - Ц  ( „ Г У  Ч +  ш сГ  =  о, ч > о,

( 5 )

!Га (0) =  0, wx (оо) =  0. (6)

Эта задача (как, впрочем, и (4)) разрешима не при любых 
€=(0, 1 ), п >  1 .

Л е м м а  1. Пусть N ^  3, 0 <  m < (N  — 2)/IV. Тогда при лю
бом *)

n > [ { N  - 2 ) / N  - т ] - 1 (7)
задача (5), (6) имеет бесконечное множество строго положитель
ных в R+ решений.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим для (5) задачу Коши в R+ 
с условиями

щ(0) =  р, w' (0) =  0, (8)
где р, >  0 — произвольная постоянная. Докажем, что всякое ре
шение этой задачи определяет в сделанных предположениях 
искомую функцию И7А. Локальная разрешимость задачи (5), (8) 
при малых г] >  0 устанавливается из эквивалентного интеграль
ного уравнения.

Покажем, что это локальное решение продолжимо на всю ось 
t) g R+ и удовлетворяет второму условию (6). Предварительно

*) Очевидно, что в этом случае п >  1, так что (цА) ( при t =  Т0 непре
рывна и (3) — классическое решение в R+ X Rw.
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отметим, что решение задачи монотоппо убывает по tj, так как 
предположение о наличии в некоторой точке >  0 минимума 
функции w( w ('Пт)> 0, и/ (цга) =  0), как следует из вида уравне
ния (5), приводит к противоречию.

Пусть выполняется противное, т. е. функция w обращается 
в нуль в некоторой точке П=г1* > 0 , так что w (t) ) > 0  на (0, г)*) 
и w (т]*) = 0 . Очевидно, что ю‘ (л*)^0.Интегрируя уравнение (5) 
с весом цу_1 по иптервалу (0, ц*), приходим к равенству

ч*
П»- 1  w' (Л*) +  С (N, т, п) j  wllm (ц) =  0, (9)

о

где введено обозначение

C(N , т, п) ------- ^ п N - 2  
N

— т
)

C(N, т, п )<  0 при выполнении строгого неравенства в (7). По
этому равенство (9) невозможно, так как его левая часть строго 
отрицательна.

Итак, ш(ц) не может обращаться в нуль. Из уравнения (5) 
тогда следует, что при т) °°, т. е. w удовлетворяет
краевым условиям (6).

Если нее в (7) имеет место равенство п =  [ (N — 2 )//V — т]~*, 
то задача (5), (6) имеет решения вида

Ы’А (Л)
1 — ,

2т  | ( V — 2) — п и \\ (По +  Л2) R+i (10)

где Ло > 0  — произвольная постоянная.
Семейство автомодельных решений (3) позволяет с помощью 

теоремы сравнения получить условие на и0(х), достаточное для 
полного остывания за конечное время. Например, если и. ,(х)^  
s£nA(0, х ) в Rw, то и(<, x ) ^ u A(t, х) в R+ X R A и, следовательно, 
u(t , л ) = 0  при всех t > T 0. Автомодельные решения (3) дают 
следующий закон движения полуширины затухающей тепловой 
волны:

I *оф (*) I =  Лэф ЦТ» -  t) + \u w T  (Лэф) =  4- WUa (0),

причем 1 +  п(т  — 1 )<  0 при всех п, удовлетворяющих (7). 
Поэтому | i ;)4>(<) I -*■ оо при что правильно согласуется
с указанной выше особенностью процесса быстрой диффузии: 
тепло со все увеличивающейся скоростью перетекает в беско
нечно удаленные области, где бесконечно велик коэффициент 
теплопроводности.

Оптимальное условие на начальное возмущение и„(х), гаран
тирующее полное остывание, удобно сформулировать, опираясь на 
решение уравнения (1) специального вида. Нетрудно проверить,
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.что при 0 <  та <  (/V — 2) +./N существует решение

f Р а i t )  =  и ’ а  ’"  (т ]) =
- 2mN_ ( N — 2 

1 — т  ̂ Аг та 1 1 /UJ -т). i-2/ft-m) 5 ^ 0 .

Здесь при £ -*■ 0, что, как видно из дальпейшего,
несущественно. Этой функции отвечает полностью остывающее 
(всюду, за исключением точки х =  0) решение

иА (f, х) = \{Тй — f)+]1/(l-7"> 2m!V /Л' — 2 
1 — m l А '

—• 1П
1 /(1—m)

-2 /(1  — m ) »

i e R \ ( 0 } .  (11)

Выбирая в теореме сравнения в качестве мажорирующего ре
шение (1 1 ), получаем

П р е д л о ж е н и е  11. Пусть 3, 0 <  та < (N — 2)/N и на
чальная функция и„(х) такова, что

и0( х ) ^  К\х\~гп'~т), i e R ft’\{0); ^  =  const> 0 . (12)
Тогда существует такое Та >  0, что u(t , х ) = 0  в Ry для всех 
t > Т0.

С л е д с т в и е .  При 0 <  та <(/V — 2)+/N, вообще говоря, от
сутствует закон сохранения энергии: если U osL^R *) и выпол
нено условие (12 ), то

IIw(f, •)IlHrA ' ) t - + Tо, (13)

та. е. (u(f,
Д о к а з а т е л ь с т в о  п р е д л о ж е н и я  11. В силу условия

(12) найдется Гс >  0 такое, что и0( х ) ^ и А( 0, х), х е  R'MOl,
Следовательно, из теоремы сравнения получаем и (t, x)^Lux (t, х) 
t >  0, x sR " \(0 } , и поэтому u(t, х ) = 0  в \{0) при t = T0. 
Осталось доказать, что полное остывание наступает и в точке 
х =  0. Для этого достаточно заметить, что функция uA (t, х — х0), 
где хо^ 0  — произвольная точка Rv, твкже является решением 
уравнения (1) в R̂_ X (RJV\(x =  х0Н, и затем сравнить u(t, х) 
с этим решением, используя аналогичные рассуждения.

Отметим, что наличие эффекта полного остывания обуслов
ливает отсутствие непрерывной зависимости решения задачи Ко
ши по отношению к малым возмущениям коэффициента ит урав
нения ( 1 ).

П р и м е р  2. Положим
cpk(u) =  min iku, ит ), и >  0; k =  1 , 2,

Очевидно, что функции фЛ(м) пепрерывны при и >  0 и фДы)-*- 
-*■ ит при к -*■ °° для любых и > 0 .  При этом решение задачи 
Коши

(и*)| =  Д <Pn(uk), t >  0, x e R ff,
с начальным условием (2 ) при любом к существует и един
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ственно. Поскольку ф'к(ы) не имеет сингулярности при и =  О, 
обобщенные решения подчиняются закону сохранения энергии:

\ uh (t, x)dx  =* j u0 (x) dx, t ^ O ;  к =  1 , 2 , 
r n rn

( t o , что <pk (u) терпит разрыв при u = k~'n '~m), не существенно; 
например, срЛ можно сгладить в малой окрестности точки разры
ва производной). Поэтому в условиях предложения И  (см. след
ствие) последовательность uk(t, х) не может сходиться в норме 
L '(НЛ) к u(t, х ) — решению исходной задачи ( 1 ), (2 ), отвечаю
щей к =  °°.

2. Условие существования строго положительного решения.
Покажем сначала, что при m < ( N — 2)/N, 3, не всякое на
чальное возмущение и„(х) такое, что и0(х)->-0, \х\ °°, обес
печивает полное остывание за конечное время. Это устанавли
вается построением других автомодельных решений уравнения
(1) в R+ XR", которые этим свойством не обладают:

uA{t, х) = е х р { - а { Т + t))gA{l), (14)
|  =  Ы /ехр (а(1— тп) (Т +  t ) / 2), Т =  const ^  О,

где а >  0. Тогда кЛ -*■ 0 в R* при t -*■ °° и ил >  0 всюду. Функция
>  0 удовлетворяет обыкновенному дифференциальному урав

нению

- ^ т ( ^ " Ч ^ ) Т  +  ^ 11^ ы Ч  +  ^ А  =  о ,  б > 0 ,  ( 1 5 )

g A  (0 )  =  0 ,  g A (о о )  -=  0 .  ( 1 6 )

Точно так же, как в лемме 1 в п. 1 , устанавливается, что 
эта задача имеет нетривиальные решения, если m ^  (/V — 2)+/N, 
т. е. и в тех случаях, когда возможен эффект полного остыва
ния за конечное время. Однако (14) строго положительны в R" 
при всех t >  0. В частности, если m = ( N — 2)/N  («критический» 
случай), то задача (15), (16) интегрируется до конца, и авто
модельные решения имеют простой вид:

ц, - - L s i*. -  +  Ц)А 1 L 4/гс 1ехр(а(1 — m)t) !4пъ \схр (а (1 — m) £}

t >  0, i e R " ,

- U ( l - m )
> 0,

(17)

lo >  0 — произвольная постоянная.
Таким образом, при 0 <  т < (N  — 2)+/N существует решение 

задачи Коши с полным остыванием (предложение 11) и без 
полного остывания. Любопытно сравнить, при каких начальных 
функциях и0 реализуется тот или иной режим эволюции тепло- 
еого возмущения. Определяя асимптотическое поведение реше
ний задачи (15), (16) при £-><», получаем следующее
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П р е д л о ж е н и е  12. Пусть TV 3*3, 0 <  m <  (N — 2) /N и на
чальная функция и0(х)>  О такова, что при всех достаточно: 
больших Ы

и0{ х ) Ж \ х  | - г/(,-",)[1п Ы ],/(,- т), К =  const >  0. (18)*

Тогда u(t, z ) > 0  в Rw при всех О  О.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  При выполнении (18) всегда можно- 

подобрать такие а > 0  и Г > 0  в (14), что и„(х)> иА(0, х) в Rw, 
и тогда u(t, x ) > u A(t, х) в R+XR",  что гарантирует строгую, 
положительность решения (и отсутствие полного остывания).. 
Это же неравенство позволяет оценить скорость падения ампли
туды теплового возмущения — она не более чем экспонен
циальная.

Отметим, что «границы» множеств (12) и (18) в простран
стве начальных функций (в первом имеет место полное осты
вание, во втором его нет) очень близки и отличаются лишь сла
бо растущим логарифмическим множителем.

Покажем теперь, что ограничение я ге  (О, (УУ—2)+JN)  явля
ется существенным для наличия полного остывания за конечнов- 
время. Ниже приведепы примеры положительных автомодельных 
решений, которые существуют при m >  (N — 2) +/N и подчиня
ются закону сохранения энергии. Будем искать их в виде-

uA{t, х) = ( Т + t)'pA(r\), ц =  \х\/{Т + t ) lt+nm- ,u/ (19)

где К  О, Т >  0 — постоянные. Здесь иЛ >  0 в R‘v при всех t >  0.
Подставляя (19) в уравнение (1), получаем для функции- 

и>А =  Р а (Ц) > 0  задачу

Нетрудно показать, что при выполнении условия (N — 2)+/ N <  
<  m <  1 и любых / <  [ (iV — 2) /TV — m]~' <  0 существует беско
нечное множество функций шА(т ])> 0, удовлетворяющих (20),. 
(21) (см. доказательство леммы 1). В частном случае 1 =  
=  —[ т  — (7V — 2) /7V]-1 имеется автомодельное решение (19), Пред
ставимое в явном виде:

(ср. (3))

» а ( 0 )  =  0 .  ю а ( о о ) =  0 .

(20)'

( 2 1 )

и A {t, х) =  (Т +  t) (1 — та)
2m [mN — (N — 2)|

(t)q =  const > 0). Ono существует при всех (N — 2 ) J N  <  m <  1 и- 
6 А. А. Самарский и др. 81



обладает конечной энергией, которая сохраняется:

j  uA ( t , x )dx  =  j  иА {0, x)dx =  \\pA\\Li(RN). 
rK rN

Автомодельное решение (22) — аналог решения тина мгно
венного точечного источника энергии, которое для случая т >  1 
(т. е. о =  т — 1 >  0) рассматривалось в примере 8 гл. I.

Итак, при m > ( N  — 2)+/А существуют решения с сохраняю
щейся конечной энергией. Другими словами, здесь поглощение 
тепла в бесконечно удаленных точках, как это было при 0 <  т <  
< (А  —2)+/А (предложение 11), отсутствует. Более того, с по
мощью автомодельных решений (19), используя методику до
казательства предложения 4 гл. I, нетрудно показать, что в этом 
случае полное остывание за конечное время отсутствует и всег
да справедлив закон сохранения энергии (см. комментарии).

§ 7. Условия эквивалентности различных 
квазилинейных уравнений теплопроводности

Выше на ряде примеров была показана асимптотическая эк
вивалентность решений нелинейных параболических уравнений, 
отвечающих разным краевым данным, а также эквивалентность 
при t оо решений различных параболических уравнений, по
лученных за счет возмущений нелинейных операторов. Идея 
такой асимптотической эквивалентности (асимптотической ус
тойчивости приближенных автомодельных решений) будет ши
роко использоваться в дальнейшем.

Здесь мы остановимся на проблеме эквивалентности уравне
ний, понимаемой в строгом смысле. Существуют ли такие раз
личные квазилинейные уравнения теплопроводности, которые 
приводятся друг к другу за счет некоторых преобразований? 
Другими словами, можно ли нелинейное уравнение теплопровод
ности с источником или стоком преобразовать в более простое 
уравнение, про решения которого многое известно? В общей по
становке эта проблема изучается в рамках теории групп преоб
разований и известна как проблема Беклунда (о ее строгой 
постановке и конструктивных методах решения см. [97]).

По-настоящему нетривиальных и, можно сказать, «неочевид
ных» примеров строгой эквивалентности различных уравнений 
сравнительно немного. Поэтому их значение в систематическом 
исследовании свойств решений квазилинейных параболических 
уравнений в общем невелико. Хотя в некоторых случаях на этом 
пути достигается значительное упрощение задачи.

Ниже рассматриваются некоторые простые преобразования, 
устанавливающие эквивалентность различных уравнений. Мы не 
будем подробно анализировать структуру таких преобразований 
и обсуждать их конструктивную сторону: насколько просто мож
но восстановить решение одного уравнения по решению другого?
С практической точки зрения последнее очень важно: часто
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удобнее численно решить непосредственно само уравнение, чем 
с помощью численных методов реализовывать преобразование 
эквивалентности. В теоретическом плане эквивалентность урав
нений может быть полезной для установления некоторых общих 
свойств решений.

В большинстве случаев мы будем иметь дело только с урав
нением, не формулируя для него конкретной краевой задачи, 
и в связи с этим не будем обращать внимания на характер по
ведения коэффициентов уравнения. Последнее необходимо учи
тывать при постановке краевых задач.

1. Простейшие примеры. С одним уравнением, которое экви
валентным образом преобразуется в более простое, мы уже зна
комы. Это квазилинейное уравнение с линейным стоком: ut =  
=  Дца+1 — и, которое заменами и =  e~‘v, e~°'dt = dx приводится 
к уравнению без стока: vr = Ava+l. На основе этих элементарных 
преобразований устанавливается локализация тепловых возмуще
ний в нелинейных средах с объемным поглощением.

Рассмотрим еще один простой пример.
П р и м е р  3. Полулинейное параболическое уравнение

»< =  Агг +  1 7ё ) 1У1г[2’ (*>

где Е: R+ R+, Е е С ! — произвольная монотонная функция, за
меной v = E(u)  сводится к линейному уравнению теплопро
водности

vt =Av.  (2)
Рассмотрим более сложные преобразования.
П р и м е р  4. Пусть u = u(t, г), г = Ы — решение нелиней

ного уравнения теплопроводности с источником:

ut = у {rlv- luaur)T + ua+l, (3)Г 1

где о ^ — 1. Приведенные ранее примеры показывают, что реше
ния уравнения с источником существенно отличаются по своим 
свойствам от решений уравнения нелинейной теплопроводности. 
Попробуем избавиться от источника в правой части (3), оставив 
там только оператор диффузии. Сделаем для этого преобразо
вание:

7/ =  cp(r), ua+i{t, /•) =  q(r)v(t,  у).
Тогда, как нетрудно проверить, для функции у 0 получаем 
следующее уравнение:

+ JV-1 ■ [гЛГ- 1ф'ф' + +  [-р £ т  И - ’ фТ +  (а +  1)

(4>
ea6*



Для того чтобы избавиться от младших членов в (4), по
ложим

- ^ г г  (гХ-'УУ +  (а +  1) ф =  0, (5)

ГЛ_1Т |/ф ' +  (ГЛ _11рф')' =  0 . (6)

Если функция ф, удовлетворяющая (5), известна, то

< 7 )

В явном виде система (5), (6) решается, например, в случае 
JV =  1 (см. об этом ниже), а также при N =  3, когда заменой 
лр(г) =  х(г) /г  уравнение (5) приводится к виду

к"  + (а  +  1 )и =  0.
В частности, если о +  1 <  0, то при N = 3 

i|j(r) =  -^-ехр (±  |а  4- 1 |1/2г},

Ф (Г) =  Т  2 | а + 1 1Г/2 ехР 1:+  2 I q +  1 11Л И •

При выполнении условий (5), (6) уравнение для новой функ
ции v принимает вид

(и,/(0+1)) , =
ф —(за+4)/(а+1)  

r2(.'V-i) ^ У =  ф(0-

Полагая н1/(<,+|) =  {/, получаем одномерное уравнение без ис
точника:

Ut =
ф-(За+4)/(а+1) ̂  

г 2(А-1) (U°uy)v. (8)
Особенно просто оно выглядит в случае N = 1, а =  —4/3. При 

этом легко решается система (5), (6). В результате получаем 
следующее

П р е д л о ж е н и е  13. В уравнении
ut = ( u - i/3ux)z + и~из (9)

преобразование
у =  ik^Eexp | ±  ^ = \ , и (t, х) =  exp | ±  :p= j v {t, у) (10)

устраняет источник в правой части, и функция и удовлетворяет 
уравненшо

Vt =  ( v - ^ v y)y. ( И )

Для уравнений общего вида
ut =  Дср(и) +  Q(u) (12)

также существуют преобразования, устраняющие источник Q(u)\
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однако при этом парушается автономность получившегося экви
валентного уравнения.

П р и м е р  5. Положим в (12) u = E(t, v). Тогда получим 
для v =  v(t, х ) новое уравнение:

Е\ +  E'vvt =  Д<р (Е [t, v)) +  Q(E (f, v)).

Функцию E выберем из условия dE/dt =  Q(E), т. e.
E ( t , v )

1 Ш  =  ,  +  е М ’

где c(v) — произвольная функция. После такой замены получа
ем для v параболическое уравнение, коэффициенты которого 
зависят от переменной t :

v, =  - ,-1- — Дф {Е {t, и)). (13)
E v (t, v)

Например, в случае уравнения со степенными коэффи
циентами

и, = Au°+i +  и \  0, р > 1 ,  (14)

которое будет с разных точек зрения анализироваться в после
дующих главах, преобразование Е имеет вид

E(t, i ^ ) = [ ( P -  1) ( с ( ы ) - 0 ] - 1/СВ- ‘>-

Функцию c(v) удобпо выбрать так, чтобы при 2 =  0 преобразо
вание было тождественным: Е(0, v )= v .  Это дает с(и) =
=  к1_р/(р  — 1 ), и окончательно

E(t,  г^)= [^*-р — — 1)#]-1/ср- 1).

Уравнение (13), эквивалентное (12), тогда имеет вид
v, =  - ( р  -  1)/р /(Р_1,Д{[г,1-р — (Р — l) f ] - (0+1)/(f,- 1)}.

Подобные преобразования оказываются весьма полезными 
При исследовании полулинейных параболических уравнений и 
будут использоваться в § 7 гл. IV.

2. «Линейное» уравнение ut=  (и- *их)х. Сейчас мы переходим 
к более сложным преобразованиям эквивалентности. Покажем, что 
уравнение нелинейной теплопроводности с коэффициентом 
k(u) = u~z эквивалентно линейному уравнению.

Пусть u(t, х ) — решение уравнения
и, = ( и - 2щ)х, (15)

причем u(t, х ) — достаточно гладкая функция, отличная от ну
ля в рассматриваемой области. Фиксируем некоторую точку
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(f0, зг0). Интегрируя (15) по х, получаем равенство

3
3/ j* u(t,  у) dy =  и~* (tt х) Пд- (£, X) II 2 ( ,̂ Я0) Пд (£, Xq),

или, что то же самое,

д_
3/

х tJ U (t, у) dy +  У м-2  (т, х0) мх (т, х0) dx = и~2их.

Обозначив выражение, стоящее в фигурных скобках, через
ос t

ф (ty х) =  J u(t, у) dy +  [ и~2их dx
“о *0

(отсюда следует, что ф* =  н), получим новое параболическое 
уравнение относительно функции ф:

<?Ф/dt =  (фд) _2фц. (16)

Введем повые независимые переменные
х  =  ф {t, х ) , t = t. (17)

Разрешая первое равенство относительно х, получаем
х  =  ф(<, а:). (18)

Выведем из (16) уравнение для функции ф. Легко проверить, 
что

Зф Зф / Зф \-1  Зср / З ф \ - 1  32ф Э2ф /Зф N- з

—  зГ \з.Г ) ~~ (з Г ) дх2 ~  <Г? (з7 ) *

и, следовательно,
/Эф^ -1  (зф = 0
\ д х  )  (зг дх2]

Поскольку (Ф;)_1 =И=0 (что эквивалентно условию 
ф(£, х)  удовлетворяет линейному уравнению теплопроводности

Ь  =  f e -  (19)

Нетрудно совершить обратное преобразование и показать, что 
решение уравнения (19) переходит в решение исходного нели
нейного уравнения (15).

П р и м е р  6. Рассмотрим фундаментальное решение уравне
ния теплопроводности (19):

^  =  775 е х Р р  ^ г } ' (20)



Равеиства (18), (17) определяют искомую функция
. ф(/, =

Однако и — <р* — решение уравнения (15), т. е. фундаменталь
ное решение (20) переходит в следующее решение «линейного» 
уравнения (15):

1 /2
и (£, х) =  — l—  [ — In (аД1/2)]~ 1/2

Оно имеет смысл при xtl,2^ ( 0, 1).
Уравнение с коэффициентом к(и) = и~2 обладает другими ин

тересными свойствами.
П р и м е р  7. Рассмотрим «многомерное» уравнение

Ъ = ?Г -Л гК-'»-*иг)г. (2 1 )

Нетрудно проверить, что те же преобразования
u(t, г) = г1-"(ргЦ, г), t = t ,  r = ( f( t ,r);  г =  ф(г, г) 

приводят (2 1 ) к виду

ф,- =  +  (N -  1 ) ф2Л’' 31|А (22)

При TV =  1 получаем линейное уравнение, при N = 2 — 
уравнение

ф; =  =  Ч1 ( ^ ) 7 -
Заменой U(t, г) =  1пф последнее сводится к одномерному урав
нению с экспоненциальной нелинейностью:

ц -  =  (б2=й-)-.

Если же N >  3, то, полагая U =  ip2~w, из (22) получаем урав- 
нение _ _

и- =  ( Л ; ) - ,

где f* =  2 ( N -  1)/(2 — 7V)< 0 .
3. Условия эквивалентности уравнений общего вида. Ниже 

с помощью тех же преобразований показано, что каждому урав
нению теплопроводности отвечает эквивалентное уравнение 
с другим коэффициентом теплопроводности.

П р е д л о ж е н и е  14. Преобразование
X t

1 =  tx х =  j  u(t, у) dy + j* k(u  (t , x 0) )  u x  (t , x 0)  dr, (23) 
Ko »o

U(t, x ) = l / u { t ,  x) (24)
переводит решение u(t , х)¥=0 уравнения

ut = (k (u )ux) t (25)
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в решение u(t ,  х)  уравнения

“' =(-?Чт)“4 -

- , 7  (  1 \  “‘ + “^
------ ? ------•

Из второго равенства (23) вытекает, что
X

О =  их- +  J  щ (t , у) dy + к (и) Мж 
*0

Однако из уравнения (25) имеем
X
J  щ (t , У) dy =  к (и) их — к (и) их |(<>х 
хо

и, следовательно, (23) означает, что
х ( =  — к (и) их/и.

Тогда из (27) получаем
—_ и1 . к {и) 2
Щ = ----- 2 Н---- ~  и*•

и  и

(26)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Вычислим производные, входящие 
в уравнение (26). Из (24) следует, что

(27)

(28)

(29)

Далее, поскольку ж-=  i /и, легко вычисляются другие про
изводные:

( -S ') ;  "  Щ ,  *=------

Х̂Х
иххи -  Змх

(30)

(31)

Окончательно из (29) —(31) получаем

Щ — (=̂2 к (-^-1 — ------т  [Щ — (к (и) их)х] =  О,\ и \  и J -  и

что завершает доказательство.
Таким образом, уравнения с коэффициентами

к (и), К{и) =  - L k ^ - j  (32)

эквивалентны. В случае функций степенного вида: к(и) = и°, 
эквивалентное уравнение имеет коэффициент К (и) =  ц_<<’+2,, т. е. 
уравнения с коэффициентами к1(и) =и  i, к2 (и) =  и0* эквивалентны,
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если
01 + cf2 =  —2 . (32')

Если cFj =  0, то в соответствии с (32') ог = — 2, и мы получаем 
известный результат об эквивалентности уравнения с к(и) = и~г 
линейному уравнению теплопроводности.

Предложение 14 открывает новые возможности построения 
частных решений некоторых уравнений.

П р и м е р  8. Уравнение
и1= (еии1)х (33)

обладает богатым набором симметрий. Например, оно инвариант
но относительно преобразований

t t/a, х -► х, и-*- —In а +  и,

т. е. —\n a  + u(tfa, х) есть решение уравнения, если функция 
u(t, х) также ему удовлетворяет. Полагая здесь a = —t, t <  О, 
и затем делая замену t - + t  — T0, Т0 =  const >  0, получаем, что
(33) имеет автомодельное решение

мА(/, х )=  — ln(7’0 — £)+ 0А(х), 0 < t < T a. (34)

Подстановка (34) в (33) дает для функции 0А(х) уравнение

( е Ч О ' =  1 ,
т. е.

0A(i) =  1п(х72 4- Ъх +  с), (35)

где 6, с — произвольные постоянные.
Указанная выше эквивалентность (33) уравнению (см. (32))

=  ( 3 ° )

позволяет построить частное решение последнего. Пусть, напри
мер, Ъ = с =  0 в (35). Тогда, как следует из (23), (24), реше
нием уравнения (36) будет функция й(Г, х),  определяемая 
неявным образом из равенств

и (t, х) — In (То -  t)
7,—1 V (<, х)

2

1

где функция \|j(F, х)  такова, что

х = J 1по
В заключение приведем условия эквивалентности более об

щих квазилинейных уравнений параболического типа.



П р е д л о ж е н и е  15 .Уравнения

щ =  (к (и, их) их)х, и- =  ( Jz к ( 4 - ,  ) и-
\ и \  и и /

эквивалентны. Преобразование (23), (24) переводит решение 
и Ф 0 первого из них в решение второго.

§ 8. Об уравнении теплопроводности 
с градиентной нелинейностью

В этом параграфе рассматриваются свойства обобщенных ре
шений квазилинейных параболических уравнений, описывающих 
диффузию тепла в среде с коэффициентом теплопроводности, за
висящим не от температуры, а от ее пространственной производ
ной (градиента). Типичные примеры таких уравнений: в одно
мерном случае —

и, = ( \их\аих)х, (1 )
в многомерпом — уравнение

в, =  V (|Уи|«Уи), (2 )

где о >  0 — постоянная. Эти уравнения параболические и вырож
дающиеся; коэффициент теплопроводности k = k( \Vu\ )= \^и\а> 0  
обращается в пуль там, где Vu =  0, в частности, в точках поло
жительного экстремума функции u =  u(t, х ) > 0  или, например^ 
в точках фронта тепловой волны, распространяющейся с конеч
ной скоростью. Поэтому решения уравнении (1), (2) являются, 
вообще говоря, обобщенными.

П р и м е р  9. Задача Коши для (2) в R+ X R" имеет 
решение
иА (t , х) =  А0<N {Т +  t) -JV/[0(.\ + l)+2] X

X ( О + 2 ) / ( 0 + j) _  /_____ М ______ V
1(Г +  2)1Л°(Л' + 1) + 2])

\(0+2)/(0+1) |(<7+1)/<7
(3)

где

Аа,н
а \(0 + 1)/оГ  ̂ -11/0

о Т 2 /  \ о  (7V+1) H-2J

Т ^  0, а >  0 — произвольные постоянные. Это автомодельное ре
шение типа мгновенного точечного источника энергии. Находит
ся оно так же, как аналогичное решение для уравнения с к(и) =  
= и0, обладающее неизменной энергией:

j  uA ( t ,x )dx  =  I" иА (0, x) dx, t >  0.

Решение (3) финитно в каждый момент времени: мл(г, х) =  0 
про всех Ы  > |х ф(<)1 = а ( Г  +  0 ,Ла1*-и)+2’. Точками вырождения
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для пего являются х =  0 (точка положительного максимума) и 
поверхность фронта {Ы =  1:гф(()|}. Из (3) следует, что при х =  О 
не существует вторая производная Д(ыА), однако произведение 
\?иА\°АиА конечно, и тем самым при х = 0 существует производ
ная и,, поскольку (2) эквивалентно уравнению

В точках фронта решения 1^иЛ| = 0 ,  ДuA(t, х) ~  ( U J  — 
— Ixl) (1_°,/о при \х\ Iлг(1,1— Поэтому, если а <  1, то ДuA(t, £ф) =
=  0 ((3) — классическое решение при х¥=0); если а =  1 , то 
ДuA(t, хф)^=0, а если а >  1, то АиА =  °° при |х| =  1хф1“. В двух 
последних случаях ДиА терпит на поверхности фронта разрыв 
соответственно первого и второго рода. Особо отметим, что во 
всех точках вырождения тепловой поток

непрерывен. Это важное свойство обобщенного решения, которое 
учитывается при введении вместо уравнения (2 ) эквивалентного 
интегрального тождества. Обобщенные решения подчиняются 
принципу максимума, для них справедливы теоремы сравнения 
по краевым данным.

Уравнение (2) описывает процессы с конечной скоростью 
распространения тепловых возмущений по любому постоянному 
фону температуры. Например, функция

является решением, которое имеет конечный фронт на однород
ном (единичном) фоне.

Уравнение (1) — степенное уравнение по характеру нелиней
ности. Поэтому для пего без труда могут быть построены авто
модельные решения в полупространстве {х >  0) с заданным при 
х = 0 граничным режимом (см. § 3). Например, если и (t, 0) =  
=  ( l - b i ) m, т >  0, то соответствующее решение имеет вид

Эти автомодельные решения являются асимптотически устой
чивыми в указанном ранее смысле (см. § 1 , 2 ).

Несколько подробнее мы рассмотрим решения, развивающие
ся в режиме с обострением и описывающие эффект локализа
ции тепла.

П р и м е р  10. Пусть в краевой задаче для уравнения (1) 
в области (0, Т^ХКф

ut =(а  +  1 ) Уи|°Ди.

W(t,  x ) = - k ' ? u  = -\Vu\°Vu

u(t, х) =  1 +  uA(t, х), t >  0, r e R ‘,

uA(t, х) =  (1 +  t )mfA(l),  |  =  x /( l  +  0 <1+ma,/(o+2). 

Если же u(t , 0) = е', то

u(t, 0) =  1 +  (Т0 — t ) ", 0 < t  < Т 0; п <  0. ( 4 )
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(5 )

Соответствующее автомодельное решение имеет вид 
uA(t, * ) = 1 + ( Г , - О п0а(Е), l  = x/{Tll- t ) (i+n 

где функция 0А ^  0 — обобщенное решение краевой задачи

( | 0̂ ae ; ) ' - i ± f 0' i  +  »0A =  o, £ > о ,  (6)

0л(О)=1, 0А(°°) =  О.

В частном случае п = —1/а (S-режим с обострением) уравне
ние (6) легко интегрируется. 
Соответствующее автомодельное 
решение
иА (t, х) =  1 +  (T0 — i) 1/e X 

X [(1 -  х;х0)+](а+2)!а, 
а +  2 [2(т(0 -Н )11/(а+2)

х° ~  ® L (О + 2) J

(5')

представляет собой тепловую вол
ну с неподвижной точкой фрон
та, локализованную в области 0 <  
<  х <  х0 в течение всего време
ни действия граничного режима 
с обострением. Тепловые возму
щения из области локализации 
не выходят, и однородный темпе
ратурный фон при х >  х0 остается 
неизменным (рис. 8).

Пространственно временная 
структура автомодельного реше
ния (5) указывает на то, что 
при п < — l /а действие режима 

с обострением не будет локализовано и £ф (t) ~  (Т0 — t) <1+п,т)''(‘’+2)
-> оо при t -*■ Г(Г (HS-режим), а в случае гае (—1/а, 0) есть ло
кализация тепла, причем температура растет до бесконечности 
только в точке х =  0 (LS-режим). Эта классификация совпадает 
с указанной в § 3 для коэффициента теплопроводности к =  и"

Рис. 8. Эволюция при t - * - T 0 

локализованного S-режима с 
обострением (5')

§ 9. Задача Колмогорова — Петровского — Пискунова

С этого параграфа мы начнем анализ некоторых автомодель
ных решений квазилинейных параболических уравнений с до
полнительным членом Q(u) (источником или стоком) в правой 
части. Отдельные примеры приводились в гл. I.

Сначала мы рассмотрим автомодельные решения типа бегу
щих волн в активных средах с источником. Эта задача впервые 
и исчерпывающе в рассматриваемой ниже постановке была ис
следована в известной работе [107]. Она впоследствии породила
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целую серию работ в этой области (см. комментарии), и поэто
му данная задача получила свое название по именам авторов 
работы [107].

1. Постановка задачи. Рассматривается процесс диффузии 
ui = uxx+ Q(u), t >  0, i e R ,  (1 )

в среде с источником специального вида:
<?(0) =  <?(1) =  0; Q(u)>  0, к е (0 ,  1);

Q' (0) =  а  >  0; Q'{u)<a,  н е  (0,1].
Примерное поведение функции Q{u) указано на рис. 9. Из 
сформулированных ограничений на Q(a) следует, что

Q ( u ) ^ a u ,  н е  [0, 1] (3)
(это существенно для дальнейшего). Всем упомянутым условиям 
удовлетворяет, например, источник

Q(u) =  ссн(1 — и) , 0 ^  н s? 1. (4)
Для уравнения (1) рассматрива

ется задача Коши с начальным ус
ловием
к(0, £) =  щ (х )>  0, и0(л :)< 1 , i s R .

( 5 )

Эта задача поставлена корректно.
Хотя мы не определили функцию 
Q{u) при к < 0  и н > 1 , это не име
ет значения, так как из (5) и теоремы сравнения следует, что 
0 < u ( t ,  х ) ^ 1 .  Действительно, = \ и и_ =  0 — решения урав
нения (1), а в силу (5) н_ H0(;r)s£ н+; следовательно, ti_
•s; и (t, х) «£ в R+ X R.

Рис. 10. Формирование тепловой волны в задаче (1), (6). Жирной линией 
выделена начальная функция

Рассмотрим теперь начальное возмущение элементарного ви
да (рис. 10 ):

.г«£0; и0(х) =  0, х >  0. (6).
Тогда, очевидно, вправо начнет движение температурная волна,
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как это показано па рис. 10. По какому закону она движется? 
Каков ее пространственный профиль при больших временах?

В [107] было показано, что асимптотическое поведение реше
ния задачи ( 1 ), (5) определяется автомодельным решением
уравнения ( 1 ) типа бегущей волны:

ux(t, а:) =  0А( |) ,  % = x - X t ,  (7)
где X >  0 — постоянная (скорость движения волны). Подстанов
ка (7) в (1) дает обыкновенное дифференциальное уравнение

Од +  4- Q (Од) =  0, ^ e R ,  9а (— оо) = 1 , 0А (оо) =  0.
( 8)

Краевые условия здесь выбраны исходя из вида начальной 
функции (6).

Автомодельное уравнение (8) сводится к уравнению первого 
порядка. Нетрудно показать [107], что эта задача имеет решение 
при любых

Х > Х 0 = 2\а.  (9)
При этом решение 0А >  0, отвечающее данному X >  Х0, един
ственно с точностью до преобразования сдвига. Последнее суще
ственно: если 0А — решение, то 0д (£ +  £*), =  const — также
решение.

Возникает вопрос: какая скорость волны реализуется при на
чальном возмущении в виде «полочки» (6)? В [107] установлен 
принципиально важный результат: в задаче ( 1 ), (6) волна дви
жется при больших t со скоростью X =  Х0, т. е. минимальной из 
всех возможных. При других нефинитпых щ(х)  волна может 
двигаться при t °о со скоростью X >  Х0. Если обозначить, как 
■обычно, через x^ ( t )  глубину проникновения тепловой волны 
(u(t, x ^ ( t ) ) =  1 / 2 ), то

dx3i,(t)/dt =  2Уа +  о (1 ), f (10)
При этом профиль тепловой волны на асимптотической стадии 
эволюции совпадает с функцией 0А (£) — решением задачи (8) 
при Х =  Л0. Это означает, что автомодельное представление реше
ния исходной пеавтомоделышй задачи 0 (/, %) = u{t, |-Ь ;гЭф(<)) 
сходится при t оо к некоторой функции 0А(£), т. е.

||9(/, •) -- Од ( * ) llc(R) 0i t - * -  оо. (11)
Ниже мы остановимся на некоторых простых вопросах, свя

занных с данной задачей, которые одновременно иллюстрируют 
методы исследования, используемые в дальнейшем.

2. Оценка сверху глубины проникновения волны.
П р е д л о ж е н и е 16. В задаче (1), (5), (6) для глубины про

никновения волны справедлива оценка

хзф(0 ^ 2  У  a t  — 2 ^ _ - 1п t +  0 (1 ), f -voo.  (12)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу условия (3) функция v(t, х ) г 
удовлетворяющая уравнению

Vi = vxx + av, t >  О, a :eR , (13)

и тому же начальному условию (5), (6), является верхним ре
шением уравнения (1) (теорема сравнения 2 гл. I). Следова
тельно, u(t, x)*S.v(t, х) в R+ XR.  Функция v без труда вычис
ляется (заменой v = eatw уравнение (13) сводится к уравнению 
теплопроводности для го):

оо

u(t, x ) ^ v ( t ,  х) =  |  expj — \^dy\ .

В силу этого неравенства искомая полуширина x 3ti(t) не будет 
превосходить s ( t )— «полуширину» волны, отвечающую функ
ции о, т. е. решение уравнения

4 — I “Ц-тК (И)
s(l)/lV2

Отсюда следует оценка (12).
Любопытно отметить, что точное значение х3$(t) незначи

тельно отличается от выражения, стоящего в правой части (12 ) 
(см. [210]):

х0ф (t) =  2 V a  t — —̂ l n  t + О (1), t -+ oо. (12'>
2 у  a

3. Асимптотическая устойчивость бегущей волны. Покажем,, 
что автомодельное решение (7) асимптотически устойчиво, при
чем не обязательно по отношению к малым возмущениям на
чальной функции и0(х).

П р е д л о ж е н и е  17. Пусть существует постоянная 6 ^ (0 , 1) 
такая, что

Q(bu)>bQ(u),  u e (  0, 1) (15)
(этому условию удовлетворяет источник (4)).  Тогда решение за
дачи Коши для (1) с начальной функцией

и (0, х) =  и0 (х) =  б9д (х), х е  R, (16)

асимптотически сходится к автомодельной функции Од (?) в сле
дующем смысле: существует постоянная | 0 такая, что

u ( t , l  + K0t)-Q°A (l + lo)->0,  оо, (17)

при всех |  е  R.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Оно основано на сформулировапной 

ниже лемме (подобные утверждения в более обшей постановке 
используются в гл. V). Предварительно перейдем от уравнения
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( 1 ) к уравнению для функции 0 (/, £) =  и(£, 1 +  Х0£):
6, = 0s5 +  Ao0i +  <?(0), t >  0, £ e R .  (18)

Начальная функция 0о(1) =  0(О, 1 ) при таком преобразовании 
не меняется. Сравнение (18) с обыкновенным дифференциаль
ным уравнением (8) показывает, что проблема асимптотической 
устойчивости автомодельного решения типа бегущей волны после 
преобразования сводится к исследованию устойчивости стацио
нарных решений нового уравнения (18).

Л е м м а  2. В сделанных предположениях решение уравне
ния  (18) критическое:

0< (*,& )> 0, t >  0, ? s R .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Функция z =  0, удовлетворяет линей

ному параболическому уравнению
z, =  Z|| +  X0Zg +  Q' (0) z, t >  0, ^ e R ,

которое выводится из (18) дифференцированием по t. В силу 
достаточной гладкости 0 и Q эта операция вполне законна, впро
чем от требования 0 е  Cfi* можно отказаться (см. гл. V). По
этому в силу принципа максимума z(f, 1)3*0 в R+XR,  если 
это же неравенство выполнено в начальный момент времени, т. е.

z(0, 1 )-0 ,(О , 1 )^ 0 , l ^ R .  (19)
С учетом (18) и вида начальной функции 0о(1) =  ыо(1) =  

=  60°Д£) получаем, что необходимо проверить справедливость 
яеравенства

0/ (0, 1) =  (0о)к +  К  (90)е + Q (во) ^  б (0?; +  Яовл) +  Q (60°а) >  0,
£ s e R. (20)

Функция 0д (Е) удовлетворяет уравнению (8) при К = К0. По
этому (20) эквивалентно неравенству

- 6<?(0°л (1 )) +  <?(60°а (1))> О , l e R ,

которое справедливо в силу предположения (15).
Для завершения доказательства предложения 17 достаточно 

наметить, что функция 0 (£, | )  является неубывающей по t при 
всех l ^ R  и, кроме того, ограничена сверху:

0 ( С  £ ) < 0 ° a (E), £ e R ,  (21)

так как это неравенство выполнено при £ =  0 (см. (16), где f ie  
е  (0, 1 )), а 0а (Е)— решение уравнения (18).

Следовательно, при любом 1 &R существует предел 0 (£, 1 ) 
-<-9*(1), t Переходя к пределу при £->-°° в интегральном 
уравнении, эквивалентном (18), убеждаемся, что 0*(1 ) является 
стационарным решением уравнения (18), т. е. решением задачи 
(8) при К =  К- Оно, как упоминалось ранее, единственно с точ
ностью до преобразования сдвига.
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З а м е ч а н и е .  Нетрудно оценить степень различия решения 
и (£, х) и соответствующей предельной функции 0А, которая за
висит от величины | 0 в (17) (т. е. от степени сдвига). Во-первых, 
в силу (21) | 0> 0 . Во-вторых, сопоставим асимптотики функции 
0°а (6):

0а (£) =  С0ехр {— Уа%] +  
и начальной функции

00 (I) =  60°А (6) =  бС0 ехр ( -  / а  it +  I -> оо
(здесь С0 >  0 — постоянная). Учитывая, что в силу леммы 2 
f l ( f ,  6 )  > 0 0 ( 6 )  В  R+ X R, получаем из неравенства 9д (£ +  | 0) ^  
^ 0О(4). или, что то же самое, из условия

С0 ехр {—Va(! +  |о)) >  6C0exp{— Va|) при |

ограничение на величину сверху: С0 ехр {—V a |J  3* 6С0, т. е.

| , ^ - a - 1/2 In б. Если 6 > 0  в (16) мало и тем самым 9„(|) сильно 
отличается от 9д(|), то отличие последней функции от предель
ной, к которой стремится 9(/, | )  при t  -*■ °°, также может быть 
большим.

Подчеркнем, что начальная функция м0(х) в (16), с которой 
и(£, х) стабилизируется к автомодельному решению, существенно 
отличается от (6): она нефпнитпа и (главное) м0(х)-*-б< 1  при 
х -*• —оо. Однако закон движения полуширины волны в этом слу
чае ближе_ к автомодельному. Из (17) петрудно получить, что 
х!).|.( 0  =  2 ] f a t  +  0 ( 1 ), t  оо (ср. с ( 1 2 ' ) ,  где есть еще одно слагае
мое, логарифмически растущее при t - * -  оо).

В заключение отметим, что на основе доказательства предло
жения 17 в предположении критичности и0 устанавливается ста
билизация (17) к минимальной фупкции 0А без ограничения на 
источник Q '(u ) ^ a ,  и е ( 0, 1). В этой связи приведем примеры 
устойчивых автомодельпых бегущих волн мА (t , х) =  0А (£),. |  =  
= x — K„t, которые могут быть выписаны в явном виде.

Если
Q(u) =  u ( l  — uv) (1 +  (v +  l ) uv), u e ( 0, l ) ;  v =  c o n s t> 0, 

то решением задачи (8) при >. =  Я0 =  2Va =  2 будет функция 
9°A(i) =  |e -vV (l +  e -vE)}1/v, £<=R.

Для источника «тригонометрического» вида
Q(u) =  л -1  sin (ли) (2 — cos (ли)), в е ( 0, 1 ),

таким решеппем является
0А (1) =  л- 1  arccos ((е25 — l ) / ( l  +  <?25)], |  е  R.

В обоих случаях 0А ~  0 при |
7 А. А. Самарский и др. 97



§ 10. Автомодельные решения полулинейного 
параболического уравнения B j  =  Д в  +  и  In в

В этом параграфе рассматривается задача Коши для полули
нейного уравнения специального вида:

ut =  Аи +  и In и, t >  0, (1)
в (0, £ )=  и0(х)>  0, i s R 1'; supMo<°°. (2 )

Здесь функция Q(u) — и In и является источником (<?>0) при 
в > 1  и стоком ( ( ) < 0) при малых температурах в е ( 0, 1 ).

"Уравнение (1) интересно тем, что оно допускает широкое 
двухпараметрическое семейство автомодельных решений, которые 
позволяют подробно описать свойства решений задачи Коши и, 
в частности, определить условия асимптотической устойчивости 
его основного автомодельного решения (оно будет определено ни
же в первую очередь).

Источник Q(u) =  и In и >  0 при в > 1  удовлетворяет условию
ОО ОС

2 1л 2

Поэтому все решения задачи Кошп являются глобальными, т. е. 
существуют при всех / >  0. Поскольку функция Q(u) дифферен
цируема всюду, за исключением точки и =  0, в окрестности кото
рой она является стоком, решение задачи существует, единствен
но и подчиняется принципу максимума. Кроме того, с помощью 
построенных ниже автомодельных решений нетрудпо показать 
(по аналогии с доказательством предложения 4 гл. I), что всякое 
решепие задачи Коши с и0( х ) ^  0 строго положительно в R+XR" 
и является классическим.

1. Однопараметрическое семейство автомодельных решений.
Основное *) автомодельное решение в разделяющихся переменных 
будем искать в виде

и*А (t, х) =  ф* (<)0* (д), б* (х) =  ехр { | х |2/4}. (3)

Тогда из (1) получаем для функции ф* (£) >  0 уравнение 

Ф* (t)=  — ^  Ф*(г) +  ф*(0 In ф*(г), t > 0 ,

откуда ф* (t) =  ехр \В0е1 -Ь N/2] и

и*А (t, х) =  ехр (В9е +  N/2} ехр {— | х  |2/4}. (4)

Здесь Во — произвольная постоянная.

*) Смысл, который вкладывается в слово «основное», будет ясен из 
дальнейшего.
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Этому решению отвечает начальное возмущение
и0 (х) =  и*А (0, х) =  exp{S0 +  N/2 — | я |2/4}, l e R *  (5)

Как следует из (4), если S 0 >  0, то u*A (t, х) неограниченно воз
растает в R w при t °о; если же В„ <  0, то иА (t, х) -*■ 0 в R ,v при
t -*■ оо. Значению S 0 =  0 отвечает стационарное решение уравне
ния ( 1), не зависящее от времени:

U s ( x )  =  exp {N /2 - \x lV 4 } ,  * e R * .  ( 6 )

Итак, имеется три вида существенно отличающихся по своим 
свойствам автомодельных решений (4):

1 ) растущее решение (5 0> 0 ) ;
2 ) затухающее решение (В0 < 0);
3) стационарное решение (S0 =  0).
Все эти решения реализуются при весьма ограниченном выбо

ре начальных функций (5). Какова область притяжения каждого 
из трех видов основного автомодельного решения, при каких и0(х) 
имеет место тот или другой тип эволюции начального возмущения?

2. Двупараметрическое семейство автомодельных решений. 
На сформулированные вопросы можно частично ответить путем 
построения более широкого, чем (4), семейства автомодельных 
решений уравнения (1). Будем искать их в автомодельном виде 
(па этот раз переменные не разделяются, как в (3)):

uA (t, х) =  ф(*)0*(Е), |  =  |ж|/ф(«), 9*(Е) =  ехр{— £74}. (7)

Подстановка указанного выражения в (1) приводит к следующей 
системе обыкновенных дифференциальных уравнений относитель
но фупкций ф(£), Ф(0 =

Ф' (0 =  - -'У Ф(0
2 ф2(«)

2<р' (t) _  1
Ф (0 ф2 (t)

+ ф(0 111 ф(*).

< > 0.

(8)

(9)

Последнее уравнение легко интегрируется:
Ф (*) =  ( !  - о 0е - ' ) 1/2, t >  О, ( Ю )

где а„ — постоянная, причем для того, чтобы (10 ) имело смысл 
при всех t ^  0, необходимо выполнение неравенства а0 <  1. Тогда
(8) дает следующее выражение амплитуды автомодельного 
решения:

Ф (t) =  exp |e f [ s o _  A  in ( i  _  a0e_() j |,  (1 1 )

где 5 0 — постоянная (та же, что и в  (4)).
Построенное семейство решений (7) обладает свойствами

1)—3), однако в отличие от (4) оно является более широким — 
зависит от двух параметров а0, В0. Соответствующие начальные
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функции имеют вид

“о И  =  иА (О, х) =  exp j s 0 -  - -  In (1 -  а0) -  i

х <= Rn .

При фиксированном В0 однопараметрическое семейство этих 
начальных функций (а0 <  1 — параметр) характеризует область 
притяжения каждого из трех видов основного автомодельного 
решения (4).

3. Условие стабилизации к стационарному решению. Рассмот
рим случай 5 , =  0 в (12). Тогда, как следует из (7), соответ
ствующее автомодельное решение сходится при t  °о  к основно
му автомодельному решению (4), т. е. в данном случае к стацио
нарному решению (6). Из (10), (11) нетрудно вывести оценку 
скорости стабилизации к ив (х).

Рис. 11. Стабилизация при г-»-оо автомодельного решения на (£, х), В 0 =  О 
к неустойчивому стационарному решению м£(я)

При каждом фиксированном x e R "  (при В 0 =  0)
ЛГл

Tj)(f) =  eN/2H— ■^-eN/2e~t -Ь o(e~t), <р2 (t) =  1 — a0e- f , t-*~ oo.

Поэтому при больших t

иА (t, x) =  exp ( у  -  Ц ! ) [ l +  af  (TV — IX I2) «г'] +  0 (e~‘).
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Отсюда следует, что на любом компакте =  (W  <  £} из R* 

W ( f ,  • ) - “s ( - ) | | c (jfL) =  O ( e- ‘) - v 0 ,  i - > o o .

Процесс стабилизации к стационарному решению схематиче
ски изображен на рис. 1 1 .

Таким образом, стационарное решение (6) устойчиво по от
ношению к возмущениям начальной функции, по не произвольно
го вида, а только к возмущениям, которые формируют автомодель
ные начальные функции (12) при Б 0 =  0. При этом возмущения 
могут быть сколь угодпо большими по амплитуде; см. рис. 1 1 , 
где uA(t,, 0) отличается от ив(0) в несколько раз.

Этот результат любопытен тем, что по отношению к произволь
ным, даже сколь угодно малым возмущениям стационарное ре
шение ив неустойчиво. Это показывает следующее простое ут
верждение-

П р е д л о ж е н и е  18. Пусть
и0 (х) = £>ив (х) , j e B " ,  (13)

где 5 > 1  — постоянная (отклонение от стационарного решения 
К ( . )  — us (■) l|c(Riv) =  (6 — 1 )eN/2 может быть сколь угодно мало, 
если 6 близко к 1). Тогда

\ lim u(t, х) =  оо, Rn , (14)

т. e. стабилизация к ив отсутствует.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем в (5) произвольное В0 =  5 *  е  

е  (0, In 6). Нетрудно проверить, что в этом случае
и0 (я) =  бus (х) ^  и*А (0, х), х е  R‘v, 

и поэтому в силу теоремы сравнения
и (t, х) ^  и*А (t , х) =  ехр [В*ег 4- Л̂ /2 ] ехр {— | х |г/4} -*■ оо, 

(->-оо в R‘v
Этим завершается доказательство неустойчивости стационарного 
решения (6) сверху.

Аналогично устанавливается, что оно также неустойчиво 
в C(RN) снизу; любой начальной функции (13) с постоянной 
6 ^ ( 0, 1 ) отвечает затухающее решение: u(t, х) -*■ 0 при t -*-<*> 
в R*, т. е. стабилизация к ив опять отсутствует. Доказывается 
это точно так же путем сравнения u(t , х) с автомодельным ре
шением (4), в котором В 0 =  Во е  (Inб, 0). Тогда u(t, х ) ^ .  
^  и*А (t, х) -*■ 0, t-+  оо, в R‘v, так как Вв < 0 .

Таким образом, семейство функций (12) при В0 =  0 — множе
ство притяжения неустойчивого стационарного решения в прост
ранстве начальных функций. Подчеркнем, что оно неограпичено 
в C(R*).

4. Затухающие решения. Они имеют место, если В 0<  0 в ( 12 ); 
тогда uA(t, х) 0 при t~>~ °° для любых х е  R‘v. При этом из (10),
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(1 1 ) видно, что uA(t, х) для больших t имеет практически ту же 
пространственно временную структуру, что и основное автомо
дельное решение (4). Если быть более точным, то, вводя автомо
дельное представление решения (7) (автомодельную обработку, 
отвечающую основному решению (4)):

й It т\ =  “ а =  А
Х) —МГ(7)------

/ IЯ
U 1 - v " ‘)1/a

(15)

убеждаемся, что
Ц0(*,.) — в*(-)1с(кЛ')-*-°, оо. (16)

Здесь 0„. (х) =  и*А (t, з:)/ф* (t) имеет смысл автомодельного пред
ставления основного автомодельного решения (4).

Эта оценка означает асимптотическую устойчивость основного 
решения по отношению к возмущениям вида (12 ) начальной 
функции (5).

5. Растущие решения. Как следует из (11), uA(t, х) оо n R" 
при t -*■ оо, если В 0 >  0 в (12). Вводя по той же формуле (15) 
автомодельное представление решений uA(t, х), нетрудно прове
рить, что все они (при любых В 0 >  0, а0< 1) сходятся в смысле
(16) к основному автомодельному решению (4).

Важно выделить одну особенность. Выясним, по какому за
кону изменяется со временем эффективная полуширина растущей 
тепловой структуры (t) = \xaf0 (t) I такая, что uA{t, х,ф(<)) =  
=  т|э(£)/2. Используя явный вид функции иА, получаем для полу
ширины выражение

1эф (t) =  4 In 2 -(l — а0е- *) -*■ 4 In 2, t —>- оо,
т. е. при больших t она становится практически постоянной. Не
смотря па это, решение uA(t, х) неограниченно растет во всем 
пространстве (ср. с примером 13 § 3 гл. I, где постоянство по
луширины сочеталось с локализацией тепловой структуры в про
странстве).

В заключение отметим, что возможность построения широкого 
семейства точных автомодельных решений, асимптотически совпа
дающих с основным («порождающим») решением, встречается 
очень редко. Порождающее решение часто удается выделить 
в рамках теории приближенных автомодельных решений (см. 
гл. VI).

З а м е ч а н и е .  Семейство автомодельных решений типа (7) 
легко построить для уравнения

и, =  Ди — и1пы, t >  0, i e R " .  (17)
Тогда, учитывая, что функция Q(u) =  — и In и >  0 при ие ( 0 ,  1) 
является источником и (7(0) =  <?(1 ) =  0, получаем задачу, подоб
ную рассматриваемой в § 9. Однако здесь @'(0+)=°° ;  поэтому 
скорость движения тепловой волны не будет асимптотически по
стоянной.
102



Автомодельные решения уравнения (17) имеют вид 

иА (t, X) =  exp {е- ‘ [д„ -  ^  In (айе1 -  l ) ]  -  4" ^ Г Г Г )

( > 0, z e R ^ ,  (18)
где В0, а0 >  1 — постоянные. Пусть

в й — 27 1п К  — 1 )<  О-*ао
Тогда, очевидпо, 0 <  иА (0, х) ^  1 в R", и, следовательно, в силу 
теоремы сравнения uA(t, д :)е (0, 1 ) в R+ X B v (это легко видеть 
непосредственно из (18)). В этом случае (18) представляет собой 
тепловую волну с практически постояппой (при t °°) амплиту
дой, распространяющуюся по всем направлениям (рис. 12). Ее 
эффективная ширина имеет вид

|i:.J$(i) I ^  2 (a0ln 2) ,/2е'/2, t-+ °°,
т. е. скорость движения волпы экспоненциально растет при I -*

kuA(t,x)

Р и с . 12. Б е г у щ а я  в о л н а  в  з а д а ч е  К о ш и  д л я  у р а в н е н и я  (17)

Что касается асимптотической устойчивости семейства (18), 
то при любых В0 имеет место оценка

О (te~l) 0, t оо.sup
Ish 'V

uA (t, l e ' 2) — exp j —

Поэтому при больших t
uA (t, x) ~  exp | —

так что здесь основным является другое автомодельное решение.

§ 11. Уравнение нелинейной теплопроводности 
с источником и стоком

Рассмотрим квазилипейпое параболическое уравнение
и ,  = ( и аи х) х +  и а + ' — и ,  t >  0 ,  z e R ;  а > 0 .  (1 ) '

Оно отличается от встречавшегося ранее (пример 13 гл. I) до
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полнительным стоком —и. Это может существенно менять харак
тер протекания процесса горения.

Будем искать автомодельные решения уравнения (1) в разде
ляющихся переменных:

uA(t, х) =  -ф(^)0 (х), f >  0, л е й ,
Подстановка в (1) приводит к задаче

Г  (о +  ф (о =  (eaeT  +  ea+l
i|>a+1 («) 0 =  — Я =const. (2)

Положим для удобства Я =  — 1/а. Тогда для функции 0(х)
получается то же уравнение, 
что и для 0s(x) в § 3 гл. I. 
Поэтому мы можем взять 0 =

i|!(/) легко вычисляется из
(2 ), и в результате приходим 
к семейству автомодельных 
решений

иА (t, х) = е 1 е 01 +

N - 1 / 0
+  с Л  es (x), (3)

где С0 — постоянная. Каж
дому из них отвечает на
чальная функция
ц0(х)= нА(0, х) =  (1 /а +

+  Co) - 1/o0s(x), i e R .  (4)

Отсюда вытекает необходи
мость ограничения С0 >  —1/а.

При различных С0 в (3) 
существует три вида автомо
дельных решений, различаю

щихся по характеру пространственно временной эволюции. Если 
С0 =  0, то (3)— стационарное решение (рис. 13):

Ms (х) s  a 1/o0s (х) , x e R. (5)'
Если С0 > 0 , то решение ил затухает:

и A (t, х) =  C^1/Oe-(0S {х) +  о (е~‘), t оо. (б)

Р и с . 13. Э в о л ю ц и я  а в т о м о д е л ь н ы х  р е ш е 
н и й  (3 ) п р и  С 0 <  О, С 0 =  0, Со >  О

Эти решения расположены ниже стационарного на рис. 13, и их 
появление связано с наличием в (1 ) стока тепла, который при 
малых и >  0 является более мощным, чем источник.

Наоборот, если C0s ( —1 /а, 0), т. е. начальная функция (4) 
расположена выше стационарного решения, то возникает режим
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с обострением:

u a  ( t ,  х ) ~ у  о о ,  t  — у  T q = -------In (— аС0) >  О

всюду в области локализации Ixl <  mes supp 0s/2. Возмущения 
из этой области не выходят, несмотря па бесконечный рост тем
пературы внутри (см. рис. 13). Как следует из (3), решение ыА 
растет по степенному закону:

uA( t , x ) ^ ( T 0- t ) ~ l/aQB{x). (7)

Тем самым стационарное решение (5) является неустойчивым: 
малые отрицательные возмущения приводят к стабилизации 
к другому устойчивому стационарному решению us =  0, положи
тельные возмущения дают рост решения в режиме с обострением.

Отметим, что пространственные закономерности протекания 
тепловых процессов в данной пелипейпой среде (горение пли за- 
тухапие) определяются через одну и ту же функцию 0s (x); от 
типа процесса зависит лишь закон изменения амплитуды тепловой 
структуры. В этой среде существует п единый для этих процес
сов характерный пространственный масштаб — фундаментальная 
длина Ls =  mes supp 0S =  2л (о +  1) ,/2/о.

§ 12. Локализация и эффект полного остывания 
в средах со стоками

Здесь более подробно, чем ранее, рассматриваются некоторые 
свойства решений нелинейного параболического уравнения

ut =  (и”их)х — uv, t >  0, i e R ,  Jiy
где о >  0, v >  0 — постоянные.

1. Локализации тепловых возмущений. С одним из важных 
свойств решепий этого уравнения мы уже знакомы — это свойство 
локализации (§ 3 гл. I): если пачальпая функция и^{х) в задаче 
Коши финитная, то тепловые возмущения не распространяются 
при t -*■ °о далее определенной длины. Тем же способом, что и 
в примере 11  § 3 гл. I, доказывается более общее утверждение об 
условиях локализации решений задачи Коши для (1).

П р е д л о ж е н и е  19. Пусть и„(х) — финитная функция и 
v < o + l .  Тогда существует такая постоянная L >  0, что u(t, х ) в  
=  0 при всех \х \>  L для любых t >  0.

Этот результат переносится на случай произвольного числа 
пространственных переменных. Тот же анализ нетрудно провести 
для уравнения вида (1 ) с произвольными коэффициентами к(и  
>0, Q{u)<  0.

Условие локализации тепловых возмущений v <  о +  1 получа
ется простым сравнением решения задачи Коши с подходящим 
стационарпым решением, причем это условие является необходи
мым и достаточным. Об этом, в частности, говорит отсутствие 
нетривиальных стационарных решений при v >  о 4-1 , обращаю
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щихся в пуль в некоторой конечной точке вместе со своим теп
ловым потоком. К исследованию характера движения тепловых 
фронтов в отсутствии локализации мы вернемся немного позднее, 
а сейчас рассмотрим еще одно любопытное свойство решений 
уравнения ( 1 ).

2. Условие полного остывания за конечное время. Здесь этот 
эффект связан с наличием в нелинейной среде стоков тепла.

П р е д л о ж е н и е  20. Пусть v <  1, sup и0 =  М  <  °°. Тогда 
найдется Т0 ^  71^ = M 1_V/ ( 1 — \)такое, что u(t , г) =  0 в R при 
всех 15= То.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сопоставим u(t, х) с пространственно 
однородным решением v(t) уравнения ( 1 ):

v'(t) = — vv(t), f >  0; v(0) — M.

В силу теоремы сравнения u(t, x ) ^ v ( t )  в R+ X R. Однако, как 
нетрудно проверить, i>(<) =  0 при что завершает дока
зательство.

Из приведенных рассуждений вытекает, что в том случае, 
когда член —и" в уравнении заменен на произвольный сток —Q{u) 
(@(и) > 0  при и > 0), полное остывание наступает, если

о
Этот же результат в силу теоремы сравнения справедлив в. мно
гомерном случае.

Есть оспование ожидать, что асимптотическая стадия процес
са полного остывания (t-*-To) описывается автомодельными 
решениями:

UA ( t , x )  =  (Т 0 -  0 i/(1- v7a (£), £ =  Х/(Т0 -  *)<«+>-v)/[«i-v)I е  к ,.
(2)

где То >  0 — постоянная (время полного остывания) и /а( £ ) ^ 0  
удовлетворяет уравнению

/,а /  у _  (ff +  1) —у 
\J A J A J  2 ( 1  — v ) /аь + / а. —  / а =  0 , (2 ')

Можно показать, что нетривиальные решения этого обыкно
венного дифференциального уравнения, удовлетворяющие усло
вию /д -*■ 0, I £ I -*■ существуют (похожие задачи рассматрива
ются в § 1, 3 гл. IV). Тогда выражение (2) дает представление 
о характере протекания процесса остывания. Исследование 
асимптотической устойчивости этих автомодельных решений мо
жет быть проведено методами, которые применяются в § 4—6 
гл. IV при анализе автомодельных решений с обострением (воз
никающие при этом трудности в общем имеют одну и ту же 
природу и связаны с «сингулярностью» рассматриваемых реше
ний по времени).
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Оба свойства — локализации и полного остывания — иллюст
рирует следующий пример, который характеризует некоторые 
особенности движения тепловых фронтов в средах с объемными 
стоками.

П р и м е р  11. Пусть о е (0 , 1). Рассмотрим в R+ X R A‘ за
дачу Коши для уравнения

m , =  v  ■(û uj- u1- (3)
Предположим, что в начальный момент времени t =  0 вся теп
ловая энергия сконцентрирована в точке х  =  0, т. е. и(0, а;) =  0 
в R^MO) и ц(0, 0) =  °°. Это типичная постановка автомодельной 
задачи с минимумом количественных характеристик начального 
возмущения.

Решение задачи будем искать в виде
uA(t, я) =  г|>(г)0(|), 1 = Ы /ф (t), (4)

где ф (* )> 0  и cp( f )^0 — соответственно амплитуда и ширина 
тепловой структуры, а финитная функция 0 (£) 5= 0 имеет вид

0 ( I ) = [ ( l - I 2)+r ,
По своим свойствам регулярности эта функция нас вполне уст
раивает: в точках фронта |  =  ± 1  тепловой поток непрерывен.

Подставляя выражение (4) в исходное уравнение, получаем 
для функций ф, ф систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений:

_  2 (2 -f- JVo) 2д?ф' _  <рУ =  ~ 
о 2 о ф °  Ф0+ 1

2ф<р' -5- =  О,Ц)20 * t >  0;
а1 аф°

Ф(0) =  ~ ,  ф(0)  =  0.
Полагая здесь <р2 =  Y(t),  i|r° =  Z((),  приходим к системе

2 (2 -f-No)

(5)

(YZ)’ ±  Y 'Z  +  YZ2 =  4-г
0  о

которая легко интегрируется.
Выпишем выражения амплитуды и полуширины тепловой 

структуры:
ф° (t) =  aor Kc/(2+Na) (А -  bnt2a+NcW2+Na))+l 
ф2 (f) =  C0t2K2+™  (А -  bo**<i+JV«)/(2+№a>)+#

(4')

Здесь
2 (2 4  iVo) j - jVa/(2+.Ya) 2(2 4A fa)j 2/(2+Jf0)

ь a2 [
0 4 (1 4  Л 'о) [

2  (2 4  jVo ) 2(1+Лто)/(2+Хо)

А > 0 — постоянная. Графики функций ф(£), ф(£) схематически 
изображены на рис. 14.
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Любопытно, что размеры носителя обобщенного решения (4) 
изменяются со временем немонотонно. На интервале (0, t*), где

(2 +  А ’а)Ьп

(2+Д'о)/[2(1+Дта)]

ширина структуры tp(f) возрастает, затем поверхность теплово
го фронта начинает двигаться назад к началу координат х =  О

и, наконец, в момент времени
t =  T0 =  (A/&„)(2+Wo>/I2(,+Wo)I

функции г|з(£) и ф(<) одновремен
но обращаются в нуль, т. е. на
ступает полное остывание.

Автомодельное решение (4) яв
ляется локализованным: в лю
бой момент времени диаметр носи
теля не превосходит 2<р (<*).

3. О характере движения теп
ловой волны в отсутствие лока
лизации. При v 3 * о + 1  в (1) 
финитное начальное возмущение 
не будет локализованным. Это 
связано с тем, что интенсив
ность поглощения при малых тем
пературах недостаточна, чтобы 
остановить тепловую волну. Ха
рактер движения точки фронта 
в этих случаях определяется на 
основе анализа точных или при
ближенных автомодельных реше
ний уравнения (1 ).

Если v =  о +  1, то (1) допускает автомодельное решение до
вольно необычного вида:

иА(*, x ) = ( T  + t)~l,ef(i\), r ] = x - U n ( T  + t), (6)
где Т 3* 1 , Я, >  0 — постоянные. Функция / ( ц ) ^ 0  удовлетворяет 
уравнению

Рис. 14. Характер зависимости 
амплитуды и полуширины
«р (£) локализованного решения 
(4), (4') от времени; t =  Го — мо

мент полного остывания

{ f r y  + 4  + ^ r f ~  Г 1 -  о, (7)

Чтобы правильно сформулировать для этого уравнения крае
вые условия, рассмотрим такую аналогию с результатами § 9. 
Квазилинейное параболическое уравпепие

vx =  (vavx)x +  -i- v — va+1, т > 0, z e R ,

содержит в правой части функцию Q(v) = v/a — v°+i >  0 при d g  
е (0 ,  сг1/0) и ^ (0 )=  Q(о-1 0̂) — 0. Поэтому для этого уравнения 
можно формально рассмотреть задачу Колмогорова — Петровско
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го — Пискунова и попытаться найти автомодельное решение 
типа бегущей волны v(x, x) = f ( г]), т\=х — Алт. Тогда функция

0 будет решением уравнения (7), и, следовательно, необхо
димо поставить краевые условия:

/ ( — =  / ( - )  =  0. (Г).
Есть основания ожидать, что именно автомодельное решение 

(6), где /  имеет конечную точку фронта, описывает асимптоти
ку распространения температурной волны вправо (и влево, если 
сделать замену X -*■ — X) в задаче Коши для уравнения (1) при 
v =  а +  1. При этом возникает интересная проблема определения 
величины Х>0 ,  при которой задача (7), (7') имеет решение 
/  =  0 при г) >  0, / >  0 на (—°о, 0) и / =  f f '  =  0 при г) =  0.

Мы ограничимся выводом оценок размера носителя обобщен
ного решения задачи Коши при v =  а +  1, когда и0(х)=  и(0, х) — 
финитная функция.

Во-первых, легко доказывается следующее утверждение: су
ществуют такие постоянные А >  0 и Т >  1, что

messuppw(/, х )<  А +  а~‘ l n ( T +  t), t > 0 . (8)
Для доказательства достаточно проверить, что фупкция

U+ =  (Т +  t r Ua (1/2),/а ( -  Г!)1/ 6, т, =  т,0 +  ^ -  о" 1 In (Т +  t)
является верхним решением уравнения (1 ), и выбрать постоян
ные Т >  1, г]0 е  R так, чтобы и0 (х) <  и+ (0, х) в R. Отметим, что 
этот результат доказывает неразрешимость задачи (7), (7') 
(/ =  0 при г] >  0) в случае X >  1/ст.

Во-вторых, имеет место оценка снизу: существуют такие по
стоянные В >  0, Х ^ (0, 1 ), что

messuppu(£, х ) > В  + X l n ( l  +  t), t >  0. (8 ')
Доказательство проводится путем построения пижпего реше

ния другого вида:

и - =(1 +  t)~l/aH  (1 — тi2/a2)+ff, Л =  flo +  х — ^ In (1 +  0.
где Н >  0, а >  0, Я,^(0, 1) удовлетворяют некоторым неравен
ствам, в рамках которых они могут быть выбраны сколь угодно 
малыми. Поэтому существует такое т]0 s  R, что щ (х) >

и- (0, х) в R.
В силу последней оценки (8 ') финитные решения задачи 

Коши при v =  а + 1 не являются локализованными.
При v >  о +  1 асимптотическое поведение процесса описыва

ется автомодельным решением обычного вида:
Ha =  (7’ +  0 - ,/,v- ,)£a(S), С = Н / ( Г  +  t ) IV- (<’+,)I/I2lv- ,)], (9)

где функция 0 удовлетворяет задаче

(£а#а) +  2 (v — l)^ +  v — 1 — ^  =

£а (0) =  0, gA(°°) =  0.
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Нетривиальное финитное обобщенное решение этой задачи 
существует при o +  l < v < a  +  3 (подобные задачи рассматри
ваются в гл. IV). В этом случае, пользуясь теоремой сравнения, 
из (9) получаем оценку носителя обобщенного решения:

| ж ф ( t )  I ~  f C v _ ( o + l ) l / [ Z ( v - l ) l  г  ОО,

т. е. в отличие от случая v =  о +  1 тепловая волна при v >  о +  1 
движется/по степенному закону (быстрее, чем в (8)). При этом
(9) определяет, например, и закоп изменения амплитуды реше
ния со временем:

sup u(t, х) ~  gA (0) <_1/(v_1), t оо.
x~R

Что касается случая v >  a +  3, то ситуация здесь более про
стая. Задача (10) финитного решения не имеет. При v > a  +  3 
интенсивность теплового поглощения на фронте волны столь ма
ла, что она не оказывает практического воздействия на скорость 
ее движения при больших t. В конечном итоге при t °° ха
рактер движения фронта не зависит от поглощения и определя
ется только диффузионным оператором, т. е. u ( t ,  х) в определен
ном смысле близко к решению уравнения v, = (v°vx)x. Но для 
последнего известно автомодельное решение, которое описывает 
асимптотическую стадию растекания теплового возмущения (см. 
пример 8 гл. I). Поэтому |жэф(4)| ~  f1/<0+z), t -*■ оо, и, кроме того, 
sup и (г, х) ~  £-1/(°+а) ПрИ £ оо.
*eR

Тепловые возмущения проникают со временем как угодно 
далеко, локализация отсутствует.

§ 13. О структуре аттрактора полулинейного 
параболического уравнения с поглощением в R"

В этом заключительном параграфе полнее, чем раньше, ис
следуется асимптотическое поведение решений задачи Коши для 
уравнения теплопроводности с поглощением в многомерном 
случае:

ut = A u — ufi, t >  0, i e R " ;  (3 =  const >  1 , (1 )
м(0, х )=  и0( х ) ^  0 ( ^ 0), XSR-V; supu0<°° .  (2 )

Начальная функция и0 равномерно Липшиц непрерывна в Rw. 
Это — полулинейное уравнение (о =  0), однако тот же анализ 
можно провести для более общего квазилинейного уравнения, 
рассматривавшегося в § 12 .

Уравнение (1) — одно из немногих нелинейных параболиче
ских уравнений в R* с достаточно подробно изученным асимп
тотическим поведением решений при в  настоящее время
существует весьма полное и в некоторых областях параметров 
исчерпывающее описание аттрактора задачи Коши для (1) как 
многообразия асимптотически устойчивых состояний (собствен
но



ных функций нелинейной среды, с. ф.), каждому из которых 
отвечает свое множество притяжения УР в пространстве началь
ных функций. Более подробно о с. ф. нелинейной среды можно 
прочитать в гл. IV (см. [117, 53]).

Ниже в упрощенном виде дается описание структуры аттрак
тора уравнения (1 ), который определяет асимптотическое пове
дение решений задачи Коши при t -* °°.

Давая в заключение вводной главы подробное исследование 
частной задачи (1), (2), мы преследуем две цели. Во-первых, 
это пример комплексного исследования довольно сложной нели
нейной задачи. Оказывается, эволюция процесса теплопроводно
сти с поглощением в данном случае может проходить при t -► °° 
самым разнообразным образом. В частности, мерой этого разно
образия слуяшт тот факт, что аттрактор уравнения является бе
сконечномерным *).

И во-вторых, мы хотим особо отметить, сколь разительно от
личаются друг от друга аттракторы нелинейного уравнения с 
поглощением ( 1 ) и уравнения с источником, допускающим не
ограниченные решения. Исследованию последнего посвящена 
значительная часть книги. Не вдаваясь в подробности, укажем 
главное различие.

Если, грубо говоря, уравнение с поглощением имеет практи
чески во всех областях параметров «непрерывный» аттрактор, 
то в случае уравнения с источником аттрактор специальным 
образом «квантуется» и, по всей видимости, состоит из несколь
ких наборов дискретных состояний — собственных функций го
рения нелинейной диссипативной среды. Принципы построения 
дискретного аттрактора обсуждаются в гл. IV

Вернемся к задаче (1), (2). Первыми «претендентами» па 
роль элементов аттрактора уравнения являются, конечно, его 
автомодельные решения.

1. Автомодельные решения и условия их асимптотической 
устойчивости. Ниже для простоты рассмотрим радиально сим
метричные автомодельные решения уравнения (1 ) вида

Иа(*. ^) =  (7т +  О -,/<р- 1,0л(|), i  = \ x \ / { T + t y \  (3)
где Т $= 0 — постоянная, а функция 0А 5= 0 удовлетворяет обык
новенному дифференциальному уравнению

Ап(0А)^&1- Л' а Л'"101)' +  4 - еА& + р^-19 л -9 ^  =  О, £ > 0 .  (4)

Оно имеет очевидное однородное решение
0л(1) -0п =  ( р -  1 ^ 0 .  (5)

Нас будут интересовать его нетривиальные решения, удовлетво
ряющие краевым условиям

0д (0) =  О, 0А (°°) =  0. (6)

*) При N >  1; при Лт =  1 по крайней мере двумерным.
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Формальный асимптотический анализ уравнения (4) при 1 -► 
-*■ °° (т. е. 0А -*■ 0) дает возможные асимптотики решений зада
чи (4), (6): степенную

0л(1)=С |-2/(р- 1)+  S - ° ° ;  С >0 , (7)
или «экспоненциальную»

еАШ = я г (|1- 1> -* ех р { -г /4 } +  £ - ° ° ;  Д > о .  (8)
Фактически (8) является предельным случаем (7) при С = 0.

1.1. М н о ж е с т в а  а в т о м о д е л ь н ы х  ф у н к ц и й  {0А} в 
с л у ч а я х  p s * l  +  2/A и { K 1  +  2/1V. Множества функций {0А} 
в этих диапазонах изменения параметра § заметно отличаются 
друг от друга, что в конечном счете определяет различия в 
асимптотическом поведении решений задачи Коши (1), (2) при 
0 >  1 +  2/N и Р <  1 +  2/N.

П р е д л о ж е н и е  21. Пусть р > 1  +  2/IV. Тогда существует 
бесконечное множество решений задачи (4), (6) со степенной 
асимптотикой (7) и нет решений с экспоненциальной асимпто
тикой (8).

В случае Р е (1, 1 +  2/N) существует бесконечный набор 
функций 0А( |)  типа (7) и по крайней мере одно решение 0А 
экспоненциального вида (8).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Оно основано на построении подхо
дящих верхних 0+ и нижних 0- решений задачи (4), (6). Бу
дем сначала искать их в виде

е± (I) =  а± ( 4  +  ^а) - 1/(р- 1), s >  о.
Нетрудно проверить, что

А„ (9±) -  А± ( 4  +  _  4 -> )  4  +

а \  -  2N , 4Р _  Др- 1  
р - 1  + ( Р _ 1)2 А±

и поэтому АН(0+) ^ О  в R+ (т. е. 0+— верхпее решение), если

О)

Соответственно Ан(0_

al  >  2 N, A t 1 <

Ф  -  i ) ‘

0 в R+ (0_ — нижнее решение) в случае
а2_  -  2iV

р — 1 * (*9)

Изменяя постоянные а±, И± > 0, удовлетворяющие (9), (10), 
можно подобрать бесконечное множество различных пар функций 
0+ 3» 0_ в R+. Тогда, в соответствии с известным в теории эллип
тических уравнений принципом, каждой паре (0+, 0_) отвечает 
по крайней мере одно положительное решение 0А( |)  задачи (4), 
(6), причем 0_ *£ 0А *£ 0+ в R+.
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Попробуем теперь найтп 0± экспоненциального вида:
е ± ( | ) = Л ± е х р < - а ± | 2), \ > 0 .

Тогда
Ак (0±) =  А± ехр {— а±%2} [а ± (4а± — 1) I 2 +

(И)

+ 1
Р -  1

— 2Na± — Л|1 ехр {— а ±^ ( Р - 1 )}],

что дает следующие ограничения па величины постоянных 
а±, А± > 0 :

а + <  1/4,

А + г >  ( р п  -  2N<*+) ехР ( p ^ i  -  2ЛГа+)}’ (12)

а_ =  1/4, — l ) - J V / 2 .  (13)
Из последнего неравенства следует, что нижнее решение ви

да (11) существует только при [1<1 +  2IN. В этом случае всег
да можно выбрать, не нарушая (12), (13), постоянные а±, А ± 
так, чтобы 0+ 3* 0_ в R+, что доказывает существование при {3 <  
<  1 +  2/N функции 0Д(6) с экспоненциальной асимптотикой.

Отсутствие такого решения при [1 >  1 +  2/N  устанавливает 
лемма, которая будет играть важную роль в дальнейшем. Пред
варительно сформулируем семейство задач Коши для уравне
ния (4):

А„(0)=О,  6 > 0 ;  0' (О)= 0, 0(0) =  р, (14)
где р е ( 0, 0Н) — произвольный параметр (очевидно, что 0 =  
=  0 ( |;  р)-*-°° при £ -*■ °° в случае р > 0 н ) .  Естественно, если 
0 =  0 ( |;  р ) > 0  в R+ при некотором р и 0(°°; р ) = 0 ,  то решение 
0 ( |;  р) определяет искомую автомодельную функцию 0а( |) .  
Справедлива следующая

Л е м м а  3. Пусть {33*1 +  2/N. Тогда 0 ( |;  р ) > 0  в R+ при 
всех р е  (0, 0Н), причем 0 не может иметь экспоненциальной 
асимптотики.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Умножим уравнение (14) на и про
интегрируем его по интервалу (0, g ):

l N-'w (£) + 4 0 (£) f  = J л"'"10 (л) [4
о

1
р - 1 +  0р_1(Л) df\. 

(15)
При [1 3* 1 +  2/N (N/ 2 — 1/([1 — 1)3* 0) правая часть этого ра
венства строго положительна. Если же 0 (£*) = |0  (0 3> 0 на 
(0, £*),£*<<»), то, очевидно, 0 ( !* ) < ;0  и левая часть при £ =  £* 
не положительна, т. е. равенство (15) невозможно.

Второе утверждение леммы также вытекает из (15). Если 
0 имеет экспоненциальную асимптотику (как нетрудно показать, 
этим же свойством тогда обладает и производная 0') , то, пола-
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гая |  = 00 в (15), аналогичным образом приходим к противо
речию.

На рис. 15 схематически изображены функции 0 =  0(£; р) 
в случае р >  1 +  2/N  при различных значения параметра р ^  
е (0 , 0ц). Из равенства (15) вытекает, что при p ^ l+ 2 / iV  
функция 0 ( |;  р) монотонно возрастает по р при S eR+ ;  так 
что различные кривые па рис. 15 пересекаться не могут.

В случае р <  1 +  2/N  функции 0(£; р) при различных р ве
дут себя более разнообразно.

Л е м м а  4. Пусть р е ( 1 ,  1 +  2//V). Тогда найдется такое 
значение р, е ( 0, 0Н), что при всех р е (0, р,) решение задачи
(14) обращается в нуль в некоторой точке |  =  При р е
е (Рь 0н) существуют по крайней мере одно положительное ре
шение 0 с экспоненцалъной асимптотикой и бесконечное множе
ство решений, удовлетворяющих (7).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Второе утверждение доказано ранее. 
Справедливость первого устанавливается путем «линеаризации» 
уравнения (14) относительно тривиального решения 0 =  0. По
лагая /ц(|) =  0 (1 ; р)/р , получаем для новой функции /(1 урав
нение

fr  (и) ^  ъ1-*  а я - % у  + 4 - ул  + и = ^р_1/5 (16)

(очевидно, что /Д 0) = 1 , /ц (0) =  0) с малым параметром рр~‘ 
при нелинейном члене в правой части. Соответствующая линей
ная задача, отвечающая р = 0, имеет вид

F r (/0)-= 0 , Е > 0 ;  /о(0) =  1, /о(0) =  0-
Заменой |  =  2(—ц) |/2, ц <  0, она сводится к краевой задаче для 
вырожденного гипергеометрпческого уравнения:

Л/о +  — л) /о — рТГ1  /о =  °. л < б ;  /о(°) =  1-
все решения которого при р <  1 +  2/N обращаются в нуль (см., 
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например, [15]). В силу непрерывной зависимости решения урав
нения (16) от р5-1 это же справедливо для всех достатопно ма
лых р е  (0, р,).

На рис. 16 показано примерное поведение решений задачи 
(14) при различпых р е (0, 0Н) в случае j i e ( l ,  1 + 2 /N).

Р ас.  16. Случай Р е  (1, 1 +  2/7V). Жирной линией выделена функция 
0^ (|) =  0 (|; р*) с «экспоненциальной» асимптотикой

В заключение приведем решение задачи (4), (6) при (1 =  2, 
представимое в явном виде:

° ’ 6 > 0 ' (17)
А л =  48 ( -  (N +  1 4 )-  10 (1 +  N/2) ,/2) , В„ =  24 (2 +  (1 +  N12),/2) , 

а„ =  2(У +  14 +  10(1 +  Л72)1/2) .

Оно имеет при %~+°° степенную асимптотику (7).
1.2. У с т о й ч и в о с т ь  а в т о м о д е л ь н ы х  р е ш е н и й .  Ос

новная проблема состоит в выделении в пространстве началь
ных функций областей притяжения, отвечающих каждой с. ф. 
рассматриваемой нелинейной задачи. В п. 1.1 автомодельные 
функции 0А( | ) > О  упорядочены за счет введения параметра 
р =  0А(О)е(О, 0ц). Множество притяжения, отвечающее автомо
дельному решению (3), будем обозначать через Ж„, а само ре
шение иА — через uA(t, х\ Т). Под асимптотической устойчи
востью, как обычно, понимается сходимость автомодельного 
представления решения исходной задачи Коши (1), (2):

0Т(*; | )  =  (Г + t) ' '* - l'u ( t,Z (T  + t ) ,/2), t >  О, (18)

к соответствующей функции 0А =  0 ( | | | ;  р). Величину 0 удоб
но определять по виду начальной функции и0 е  Ж5,,. Очевидно, 
что нормировка (18) автомодельного решения (3) дает в точ
ности функцию 0А(| ) .
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Вопрос об асимптотической устойчивости автомодельных ре
шений очень просто решается в случае (i >  1 +  2/N.

П р е д л о ж е н и е  22. При [5 >  1 +  2/N множество притяже
ния отвечающее данному автомодельному решению (3), име
ет вид
ЗГц =  Iи0 >  ОI 3  т >  0: щ (х) -  Т~т ~1)вх (| а: |/Г1/2) =

=  о (| а: |—2/сР—D)  ̂ |a ;|-vce} . (19)

Из предложения 21 следует, что данное мноя?ество притя
жения определено оптимальным образом.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть и„ е  Положим и:* (х) =  
=  max {и0 (х), иА (0, х; Т)}, и\ {х) =  min {и0 (х), иА(0, х; Т)} 
и через w±(t, х) обозначим решения уравнения (1 ), «^(О, х) =  
=  w^ (х) в R'v. Очевидно, что w+ > иА, w~ <  иА, г  w* в
R+ X R*. Функция z+ =  w+ — иА ̂  0 такова, что

z f  =  Az+ — (ш+)р +  u ^ < A z +, * > 0t x e R N, (20) 

и поэтому

z+ (г’ ^  ( Ш ) Л~  j* exp (_  4 f } z* (* + ») (21)
RiV

В силу условия (19) z t  (x) ^  cp (| x I) в R*, где ф ( Ы )  =  
=  о ( Ы -г/(Р-1)) при UI -*-оо. Тогда из (21) получаем

sup^ z+ (f. х) =  О ^t~N/2 J  уN~1 exp (— |^-] ф (У) dy^j.

Отсюда после вывода аналогичной оценки z~ = uA— w~ получаем

И 0т —  9a IIc(„N) =  0 ^ 1/(р-1) J  nw-»exp{—  ф (f1/2fl) A | j,  (22)

причем, как нетрудно убедиться, правая часть стремится к ну
лю при t -*■ оо.

Более простую оценку скорости сходимости можно получить 
при других ограничениях на и0. Например, из неравенств типа
(2 1 ) следует, что в случае

и» (* )- (1*1/7"'*) г  U  (RA)

имеет место оценка
II0т (t, •) — 0А (М) |C(BJV) =  О ( г Л72+1/(Р_1)) - V  0, t +  О О .  (23)

Любопытно, что из (19) вытекает единственность автомо
дельной функции 0А с фиксированным главным членом в степен
ной асимптотике (7).
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Как следует из оценки (22), данный метод доказательства 
устойчивости не проходит при (3=Sl+2/W. В этом случае (как, 
впрочем, и при любых {1 > 1 ) проблему асимптотической устой
чивости можно частично решить, используя информацию о верх
них G+ и нижних 0- решениях уравнения (4).

Выпишем уравнение для автомодельного представления 0Г =  
=  9г(т, | )  в новом времени т =  1п (1 +  £/Г):

<Э0г/дт =  А(0г), т >  0, ? e R ‘', (24)'
0г(О, 1) =  Г /“,- ‘>и0( Г /гё), H R V. (25)

Здесь А — стационарный оператор:
N

А(0) - ¥  +  у 2 | ^  +  Л 0 - е ?. (26)
г = 1  ’

Все функции 0а =  6а(1Ш удовлетворяют уравнеиию А(0а) =  О 
в Rv. Таким образом, необходимо исследовать асимптотическую 
устойчивость стационарных решений уравнения (24). Важную 
роль играет

Л е м м а  5. Пусть 0+ (0_) — какое-либо верхнее (нижнее)
решение уравнения (4), т. е. АН(0+)^О  (АВ(0_)5*О) в Rw.
Тогда решение уравнения (24) с начальной функцией 0т(О, 1) — 
=  0+( | | | )  (0Т(0, g) =  0- ( lgl ) )  является невозрастающим (не
убывающим) по т:

00r/drsSO (дЪт/д х > 0 ) ,  т >  0, |  s  R^.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Оно основывается на принципе мак
симума. Действительно, функция z =  (0r )t удовлетворяет линей
ному параболическому уравнению, z *£ 0 в Rw при т =  0 и т. д. 
Отметим, что нижнее решение 0- в лемме 5 может и не быть 
гладким, достаточно, папрнмер, чтобы всюду, где оно
положительно. Таким образом, если радиально симметричная 
функция

0Т(0, | )  =  Г/<|.-.>Во(Г /* и | £ ^ R W,
является верхним или нижним решением уравнения (24), то 
0т (т, 1 ) монотонно по т, п, следовательно, существует такое 
решение 0а =  0а( 1Ш задачи (4), (6), что 0г(т, £)->-0A(lf;l) в 
R* при х -*

В  общем случае проблема выделения множества притяжения 
тесно связана с задачей о классах единственности автомодель
ных функций 0А( | | | ) .  Именно, справедливо

П р е д л о ж е н и е  23. Пусть 0+, 0 _ e C !(Rv) — соответствен
но верхнее и нижнее радиально симметричные решения уравне
ния (14), которым отвечает одна-единственная автомодельная 
функция 0а=6(1£1; ц), 0 _ < 0 а<0+ в Rv. Тогда множество 
<%>».= {ио̂ 0  | 3  Т >0 :  < 0 + (|6|) в Rw}
принадлежит
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В случае (5 <  1 +  2/N важно отметить следующее асимптоти
ческое свойство решений.

Л е м м а  6. Пусть 1 +  2/7V). Тогда, если щ Ф О, то при
некотором Т >  О

1»пвг(т, 1 ) ^ 0 -  (27)
Т  —* с о

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Без ограничения общности будем счи
тать, что но(0)>0.  Тогда, как следует из леммы 4, найдутся 
такие достаточно малые Т >  0, д >  О, что
щ (х )>  T~uw~')Q{\x\/Tuz\ д), Ы  <  T1/2messupp0( l£l ; д), (28)

где 0(1|1; д) —решение задачи (14). Поэтому в силу принципа 
максимума (функция 0 в (28) — нижнее решение уравнения
(24))

u(t, х )>  (Т +  t ) - in*-l)Q(\x\/ {Т +  t y n- д), 
t >  О, Ы  <  (Т +  t ) 1/2mes supp 0 ( l | l ; д ) ; 

и, следовательно,
0т (т, 1 ) > 0 ( Ц 1; д ) > 0, 1|1 <  mes supp 0 ( | | | ; д),

что гарантирует справедливость (27).
Это важный результат. Фактически (27) означает, что при 

1 +  2/7V) асимптотическое поведение всех малых решений 
задачи Коши описывается именно автомодельными решениями 
типа (3). Как будет показано ниже, при р >  1 +  2/N  ситуация 
другая. Укажем еще одно любопытное свойство, которое выте
кает из способа доказательства леммы 6.

П р е д л о ж е н и е  24. При Р<^(1, 1 +  2/N) среди решений 
0А( |Ц) задачи (4), (6) существует решение 0А с экспоненци
альной асимптотикой (8), которое является минимальным среди 
всех (в том числе и радиально несимметричных) решений эл
липтического уравнения А(0) =  О в R" К множеству притяже
ния Ж ^ ,  д* =  0А (0), принадлежат все достаточно малые на
чальные функции и0, в частности множество

1“о >  0, н0 ф  0 1 з  т >  0: ип (*) <  (| х \/Т',г)в R^ | .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из леммы 5 следует, что решение за
дачи Коши (24), (25) с начальной функцией 0Г(О, | )  =  0 (1 ||; д), 
где 0 ( 1| 1; д) указана в доказательстве леммы 6, является кри
тическим, т. е. (0г (т, | ) Ь ^ 0  в R+ X R N Поскольку 8т (т, | )  ог
раничена сверху (например, функцией 0Л(1 ) со степенной 
асимптотикой), то существует Нш 0Г (т, |)  =  0А (£), и, очевидно,

Т—» эо

0А имеет асимптотику (8). Монотонная стабилизация 9т ~^9а 
при т -► °° обеспечивает минимальность 0А среди всех решений 
уравнения А(0) =  О в Rw, а также включение 
Последнее вытекает из возможности построения оценки (28) 
при любых н0 (я) ̂  0.
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2. Неавтомодельные собственные функции (приближенные 
автомодельные решения). Автомодельными решениями с про
странственно временным поведением (3) далеко не исчерпыва
ется множество элементов аттрактора уравнения (1). Остальные 
элементы аттрактора представляют собой п. а. р., которые в от
личие от точных решении (3) уравнению (1 ) не удовлетворяют.

2.1. У с л о в п я а с и м п т о т и ч е с к о г о  в ы р о ж д е н и я  
п р о ц е с с а  п о г л о щ е н и я  п р и  р > 1  +  2/N. Вернемся к 
предложению 22. Полагая в (19) 0Л =  0, получаем множество 
притяжения

=  {и0 >  01н0(я) =  o (U I_2/(|,_1)), Ы -*-«}. (29)

Если и0^Ж„, то 0г(£, | ) -»-О при t -*■ °° равномерпо по |  е  RY. 
Интересно, что это одновременно доказывает известное утверж
дение (см. лемму 3) об отсутствии при р >  1 +  2/N функций 0А 
с экспоненциальной асимптотикой.

Таким образом, в множестве W „ решение u(t, х) эволюцио
нирует по неавтомодельным законам. Асимптотическое поведе
ние u(t, х) при иа^Ж „  определяется автомодельными решения
ми уравнения теплопроводности без поглощения:

ut = Аи, t >  0, х е  R‘v. (30)’v
Если и0 е  УРй, то сток — становится несущественным при t -*■ 

°° но сравнению с диффузионным членом.
Нам понадобятся следующие автомодельные решения урав

нения (30):
ua(t, х; Г) =  (Г +  0 -7 а (л ) , Ц =  \x \/(T  + t y ' \  {щ

Здесь ^ >  0 — параметр; функция /а> 0  удовлетворяет задаче

Я1-ЛГ (я^-1/!)’ +  у  кЧ +  Y/a = 0 ,  Я >  0,

/1 (0) =  0, /а (°°) =  0. (32)

Хорошо известно [15, 137], что при у е  (0, N/2) эта задача 
имеет решение со степенной асимптотикой:

/а (я) =  -^Я_2т+  я -*■ М =  const >  0. (33)'

Если if =  N/2, то единственным подходящим решением является

/ а  (я) =  ft (П) =  М  е х р  {—  я2/4}, я >  М > 0 .  (34)

При у > N /2  задача (32) не имеет положительных решепий. 
Пусть ua^W„. Оказывается, автомодельные решения типа

(33) определяют асимптотическое поведение почти всех реше
ний u(t, х) в случае w0^Z/i (RA), а решения с асимптотикой
(34) — в случае и0 е  //(R * ).

Сначала рассмотрим случай u0£ L ' ( R Y), которому отвечают 
значения у < N/2. Введем автомодельное представление решения
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исходной задачи ( 1 ), (2 ):
/r(f, Т| ) = ( T + ty u ( t ,  4 (T + ty'>), t>  0, r,<=R". (35)

П р е д л о ж е н и е  25. Пусть р >  1 + 2/N и
$(N — 2)s£ N, (36)

т. е. р ^ (1  +  2/УУ, °°) гарм УУ= 1  или N = 2 и (5e( l  +  2/iV, 
N/(N — 2)] при N >  3. Пусть существуют -f ^ ( 1 / — 1), N12) 
и такие положительные постоянные Т , М, А, что

М ) - М  О, Г )< ^*(1Г ), (37)
и0( х )<  Лма(0, х; Г), l e R " .  (37 ' )

Тогда ||/г (*,•) — ЫОНьЦн* )- * 0 n p u t ^ ° ° .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим z =  ita — и. Тогда

z( =  Az +  ue, <>0,  z e R " ;  z(0, * )е  ^ (R " ) .  (38)

Пусть z+ =  max (0, z) 3* О, z“ =  —min (0, z> 3* 0 в R+ X R*. Оче
видно, 4TO||z (£)||1 П(цЛ̂  =  | 2+ («)flLj(HN) +  ||z“ (<)l|Ll(RN)f причем в 
силу (37) z±(0, • ) s L 1 (Rlf). Из (38) прямо следует, что

-5-l*+ (‘)U »JV )<  f  U*(t,x)dx, -^-||z~ (0 ||l1(riv)< 0 .  (39)
H-v

Поскольку в сплу (37') u ^ A u a в R+XR*, то из первой оценки 
(39) получаем

l|z+ (<) ||li(hN) <  ^  J  и\ (t , х; Т) dx =
R*

=  ( r  +  j)-vP+N ^P|,/a!|P|j(HA,)i ( > 0

Легко проверить, что при "f >  1 /(р — 1) и выполнении усло
вия (36) имеет место включение fa^ L n(RN) (см. (33)), и по
этому

~ \ \ z + (<)IUrK )<  const.(Т + t f ™ ,  t > 0.

Вторая оценка (39) означает, что |]z (t) ||Lj(R.\) ^  const при 
( > 0 ,  Учитывая теперь, что

+  t ) ~ y + N I 2 \ \ } T { t ,  • ) - Ш \ \ ы ы х у

получаем оценку скорости сходимости:
0 (41-V(P-1)) 1 v <( iV +  2)/(2P),
О  ( t y ~ N / 2  In t ) i  V =  (iV +  2)/(2 |J)f

Ц ^ 2), T > ( ^  +  2)/(2P).
Следовательно, если " (e ( l / (p  — 1 ), NJ2), то / г -*-/а при г-*-» 
в Ll {W ).
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Ограничение (36) на самом деле не является существенным, 
и от него можно избавиться, анализируя стабилизацию /г /а, 
t -*■ °° в норме Lp+1(RlV), где р > 0  — постоянная (выше рассмат
ривался случай р = 0).

Теперь несколько слов о случае и0 е  W a П V  (КЛ), когда 7 =  
=  N12. Нетрудно вывести уравнение для автомодельного пред
ставления (35) при у =  N/ 2 в новом времени т =  In(1 +  t /T ) :

5 /T/3T =  B (/r) - ( r ex)l- N(p- 1)/2/-?, т > 0 ,  ц е = В Л (40)

В (/т) =  Лп/т +  { 2 й Г %  +  7 / г '
i=i '«

Мы будем считать, что
/г (0, л ) -  Тн,яио ( I ц I Т ш ) < С exp { - 1 n 174}, ч ^ Г ,  

где С >  0 — постоянная.
Из (40) в силу принципа максимума получаем 

/Т(т, т})^С ехр{—|г|174} в R+ X Rv,

так что /г равномерно ограничено. Дифференциальный оператор 
в (40) нетрудно привести к дивергентному виду после умно
жения обеих частей уравнения на ехр {1ц 174};

ехР l ^ j ^ T  =  • (ехр("Цг“}^л/т)"

+ t /re x p { ^ ) _ ( r e>)' -(в-.)Л7!/?ехр^ } <

из которого после скалярного умножения в L2 (Ry) на (/т)т без 
труда выводится важная оценка:

Она позволяет доказать, что всякий частичный предел 
М т» 'П)->"/*(г1) при т 00 в £r(RjV) является решением стацио
нарного уравнения В ( / * ) = 0  в R". Поскольку /г С ехр { — |т]174} 
в R+ X RY, то /* = /а =  М ехр {— [ц174} (см. (34)).

Тот факт, что предел /т (т, Ц) /а(ц) при т =  т,■-*-<» не за
висит от выбора последовательности (т,}, вытекает из своеобраз
ной монотонности решения:

- ^ | 1/г(Т,. •)li l(RW) < ° 1 т > °

(при этом учитывается, что функции /а =  М ехр {—1т]174} мопо- 
тонны по М >  0 в RA ).

Остается убедиться, что /а ^  0 (т. е. М >  0). Это нетруд
но сделать путем построения специального нижнего решения
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уравнения ( 1 ):
_(f, ^ ) = i H 0 ( 7 , +  0 " N/2ex p { -l^ l2/[4(7, +  0 P.

Легко проверить, что (д_)(<1 Ди_ — /  в R+ X RY, если
(T +  t ) - Y(fl- ,)/2, t >  0.

При § >  1 +  2/N  в качестве г|з(£) можно взять функцию
Ф(*) =  Ф» +  Л (T + t ) - \  t >  0; Ч’о > 0 , А >  о,

где е =  N($ — 1)/2 — 1 и еА > (ф0 +  АТ~гу .  Поэтому при соот
ветствующих ограничениях па и0(х) имеем и ^  и_ в R+ X R‘v, 
т. е. /т (т, ц )>  фо ехр {—I ц |2/4} >  0 при любых т > 0 ,  г] е  R,v.

2.2 У с л о в и я  а с и м п т о т и ч е с к о г о  в ы р о ж д е н и я  
п р о ц е с с а  д и ф ф у з и и .  Кратко охарактеризуем полученные 
выше результаты. Пусть

и0(х) ~  \х\~а, Ы  -► °о; а  =  const > 0 .  (41)

Тогда ранее рассматривался случай c t>2/ ( j }— 1 ): а  =
=  2/ (jl — 1 ) — «резонансный» случай, при а > 2/([1 —1 ), j} >  1 +  
+  2/N происходит вырождение процесса поглощения. Таким об
разом, остается рассмотреть значения а < 2 / ( р  —1) в (41).

Оказывается, в этом случае при t °° происходит вырожде
ние диффузии, и в результате асимптотическое поведение u(t, х) 
описывается автомодельными решениями уравнения первого по
рядка

ы( =  — и9, t >  0, х е  RY, (42)

которые удобно записать в виде
ua(t, x) = (T + t ) Ш ,

l  =  + e R " ;  Т =  const >  0. 1 '
Подстановка (43) в (42) дает для функции /а5*0 уравнение

O(P- I )  Sli 5i ^
I s r n , M i n

_  I  / a  —  / a  —  0 ,  

0, l^ l-v o o .
(44)

Оно легко интегрируется, и общее решение задачи (44) выгля
дит следующим образом:

/а( 1 ) = { ( р - 1 ) + С ‘̂ ( 1 / |Ц ) | | | “^ ‘>}-1/̂ - ‘>, ^ R \  (45)

где G (co)X) — произвольная, достаточно гладкая функция, оп
ределенная на единичной сфере 5  =  (ш е  RA | |ш| =  1 ). Отметим, 
что в общем случае функции (45) не радиально симметричные.

Перейдем теперь к определению множества притяжения, со
ответствующего каждому п. а. р. (43). Ниже через

Уг(«, 1) = (Т + t y ' ^ u ^ K T  + г),Па{*~1П) (46)
обозначается автомодельное представление u(t, х), определяемое 
в соответствии с (43^.
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(47)

П р в д л о ж е ii и е 26. Пусть
(2 —  Л ') .  Г 2 1

—  < а < т 111| й '  Л7
и, кроме того, в (45)

G (со) >  О, о) е  S; G (со) s  С" (6 ).
Тогда существует р >  0 такое, что при любых начальных функ
циях «о, удовлетворяющих при некотором Т > 0  условию |н0( )  — 
— ца(0, •) I(р+1)/2 s / / ‘(R^), имеет место стабилизация fT{t, •)-*- 
-»-/„() в Lp+l(Rv) при t -*■ ао.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Функция z — и — ия удовлетворяет в 
R+ X R* уравнению

z, =  Дг — zg(t, х) + h(t, х),  (48)'
i

g{t, х) =  Р j (i)«(G л:) +  (1 — л) ua(t, о:))0-1 rf»i >  О,
О

h (t, x) =  Дна(1, x ) .
По предположению z( 0, - ) ^ L * +l{RK), V|z(0, •) |<pp,)/2 s  L2(RN). 
Умножим скалярпо в L2(RK) обе части (48) на |z |p-,z. Тогда, 
используя естественные предположения относительно регулярно
сти обобщенного решения линейного уравнения (48), получим

7 Ъ ^ 2||^ н"> =  -
нр

(Р +  1)
+  (  I Z |p_1 Z, Диа) —  (| z |p+1, g) <  ( | Z |" -1  Z, Диа).

V I z | 1ь*(нЛ-) +

(49)
Пусть выполняются условия

/V — (а +  2) (р +  1) <  0, iV +  [а(Р — 1) — 2](р +  1) >  0. (50)
Тогда, как нетрудно проверить, Д;/й е  Lv*1 (RA) . Используя не
равенство Гёльдера

( |z |? Z, Д На) ^  || Z | Pp + i(RJV) II Диа Ц̂ р+1 (r №)« 
а также вытекающее из (43) тождество

II А«а(0 |£,Р+1(иЛг) =  {Т +  t f  |[ A?/a| Lp+i(RlV)
1У - ( я  +  2)(р +  1) 

( P - 1 ) ( P +  1)
приходим от (49) к следующей оценке:

■ ^ " l lz ( 0  |£,p + i (r IV) <  ( Т - f - 7)в т а , < > 0 ;

Ш а - I Д ^ /а  II£,p + i (r W) <  0 0 •

Учитывая теперь, что

I z  (i) ||l p +1(r !V) =  (Т  +  i ) e | | / r ( G  •) /а  (•)  ||£,Р+1(нЛг)|;

® = ' F T  [ ос (р  -)— 1) “  *]*
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получаем окончательную оценку скорости сходимости:

[0 (<в+1~е), 6 > - 1 ,
\\h{U • ) - / a ( - ) l LP+i(RN) =  \ o ( r Rln t) ,  б =  — 1, (51)

Ь ( Г Е), б <  — 1,
при t -*-<*>. Потребуем в дополнение к (50), чтобы е > 0 ,  т. е.

7V — а(р +  1) >  0. (52)
Тогда, как нетрудно проверить, (51) обеспечивает стабилизацию 
/г к /а при f причем система неравенств (50), (52) совме
стна при выполнении условия (47).

2.3. П. а. р. п р и  к р и т и ч е с к о м  з н а ч е н и и  п а р а м е т 
ра  р =  1 +  2/Я, HoeL^R*) .  В этом случае возникает, пожалуй, 
самое необычное п. а. р.:

иа (г,*) =  [(Т -М )1 п (Г -М )Г а д Ц ^ г ^ ) >  Т >  1, (53)

где функция # * (£ )>  0 будет определена ниже. Этому п. а.р. от
вечает автомодельпое представление

gr(t, l ) ^ [ ( T  + t)ln(T + t)Y 'h i(t ,  U T + t y ' 2). (54)
Тот факт, что u(t , х) при малых Uo(a:)>0 эволюционирует 

при t -*■ °° в соответствии с прострапствепио временной струк
турой (53), вытекает пз существования верхнего и нижнего ре
шений уравнения (1 ) следующего вида:

« - (*, х) =  А [(Т + t) In (Т  +  *)ГЛ/2 ехр{— (55)

А  =  const е  (0, (N/2)Nn),
u+(t, х) =

= Н[(Т + t) In (Т +  l)]-w/a exp ( -  ■---------- =---- ---------------- -J , (56)
' ' ' ' \  4 (Г +  t) [ l - f  a In-1  (T + г )]2/

a =  const > 0 ,  H =  H (a) >  0 может быть сколь угодно боль
шим. Это нетрудно проверить, подставляя указанные выраже
ния в (1 ).

Можно показать, что при всех достаточно малых и0(х) (на
пример, при и0 ~  ехр {— Ы 2}, |л:| °°) по истечении конечного
времени tt >  0 будет выполняться условие ^  и С и+ при t = tu 
x e R jV, и, следовательно, гг_ ^  и ^  гг+ для любых x e R N.
Тогда из (54) получаем оценку

Л е , р ( - ! 1 £ ) < 8 Н - Л ) < Я = х р { - и т т и 1 ^ _ _ |  (57)

Следовательно, это же справедливо для возможной предельной 
функции g* причем оценки имеют вид

Л е х р { - и р / 4 } < ^ Ш < Я е х р { - | ^ р / 4 } ,  5 e R " .  (57')
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Вид g% (|) уточняется с помощью уравнения, которому удов
летворяет автомодельное представление £г =  £г(т, | ) ,  т =  
=  In (1 +  tJT) :

N
° ет  А , 1 V  ° ё т  ~ , N

—  -  +  ~2 2d ~дГ %i + J  вт +
i—1 1 In Т

(58)

В силу равномерной ограниченности gT(т, | )  (см. (57)) из 
последнего уравнения, которое приводится к дивергентному ви
ду после умножения на ехр{||12/4}, нетрудно получить ограни
ченность ехр { | | 12/ 8}(^г)1 в Z,2((l ,  ooJXR^). Эта оценка позво
ляет произвести предельный переход т °° в (58), в результате 
которого для предельной функции g* (%) получаем стационар
ное уравнение

N

i= l

Следовательно,
g* (I) =  м  exp {— 11 P/4}, M  =  const, (59)

причем в силу (57') M ^ \ A ,  Н].
Ниже мы ограничимся доказательством теоремы единствен

ности предельной функции g*•
П р е д л о ж е н и е  27. Пусть р =  1 +  2//V, н0 =  н0(1^1)~ 

~ е х р { —Ы 2} при Ы  оо. Пусть £г(т, | ) ->-£*(£), т рав
номерно на каждом компакте из R". Тогда

g* (I) =  ( N l2 f /2 (1 +  2 ! N f ' k  exp { -  11 p/4}, £ e  BN (60)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу (59) нам необходимо только 
показать, что

М =  (NJ2)Nn({ + 2/N)N?/i. (61)

Интегрируя (58) по R^, что можно делать в силу (57), получаем

dr II  ̂Hb1(RJV) =  т +  Ь  Т s

=  Т + Т Б Т  [ т  1 St (Т, • )IIli (rW) — II 8т (т, •) flil+^RN) , t  >  1 . (62)

Из (57) получаем, что ||^(т, •) ||ц(клт) ограничена сверху равно
мерно по т. Поэтому, как следует из (62), должен сходиться 
интеграл:

f  G* (gT) (г) 
J т -f In Т

dx <  оо.
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Поскольку в условиях теоремы G* (gт) (т) —► G* (g#) при
х-*-°°, получае.м условие II ||£.i(rn) >  0 (см. (57')) и

с * (£*) =  y  II8* 1ь1(иЛ’) —  II в* |̂ ,1+2ЛУ(нЛ') =  О,

откуда следуют (61), (60).
З а м е ч а н и е .  Элементарный анализ поведения траекторий 

«обыкновенного дифференциального уравнения» (62) при т 
позволяет также доказать стабилизацию gr (Щ I) g* (S) в R*
при т оо, где g* — функция (60).

В сформулированных условиях п. а. р. (53) удовлетворяет 
линейному уравнению

£“а
dt

N “а
2 ( T + t )  In (Т +  t) ’ t >  0, х е  R v, (63)

которое существенно отличается от исходного.
В заключение еще раз обратим внимание на любопытные 

трансформации, которые может претерпевать полулинейное па
раболическое уравнение (1) па асимптотической стадии. В за
висимости от величины р п начальной функции и а(х)  оно эк
вивалентно (в смысле п. а. р.) уравнениям трех типов: линей
ному уравнению без стока (30), уравнению первого порядка 
без диффузии (42) и, наконец, уравнению (63) с линейным 
стоком.

КОММЕНТАРИИ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

§ 1. Предварительные сведения, необходимые для вывода элементар
ных результатов пп. 1—3, содержатся в известных книгах [128, 165, 259) 
(см. также [21, 266, 270]). Предложение 4 доказано в [24]; см. также бо
лее общие утверждения в [65], и в § 4 гл. VI.

§ 2. По поводу предложения 5 см. [87, 85]. При изложении п. 2 мы сле
дуем [65]. Другой способ доказательства утверждения, близкого по смыс
лу к предложению 6, дан в [227] (отметим, что в рамках метода [227] 
нельзя получить важную для приложений оценку скорости сходимости 
9 - > / а при <-> оо).

§ 3. Существование решения задачи (5) при весьма слабых ограниче
ниях па коэффициент к{и)  установлено разными способами в [180, 181, 197]. 
При доказательстве*) предложения 7 применяется метод [65]; обоснование 
законности используемых преобразований можно найти в [258].

Автомодельные решения (14) в п. 2.1 впервые рассматривались в ра
ботах [9—11], где доказано существование и единственность решения зада
чи (16), (17) (позднее другим способом это же установлено в [216]). Асимп
тотическая устойчивость решений (14) по отношению к возмущениям на
чальной функции, граничного режима и уравнения (коэффициента и0-*- к(и))  
доказана в [24, 62]; см. об этом в гл. VI, где па основе подобных решений 
построены семейства п. а. р. уравнений нелинейной теплопроводности с 
нестопепными коэффициентами. Разрешимость задачи (19') и единствен
ность / а установлены в [8—11, 216] Вопросы, связанные с асимптотиче
ской устойчивостью решения (19) и построением соответствующего семейст
ва п. а. р. широкого класса краевых задач, рассматриваются в [62] (эти 
же вопросы кратко затронуты в § 3 гл. VI). Локализованное автомодельное 
решение (21) исследовано в [159, 94, 156]. Его асимптотическая устойчивость
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доказана в [24, 45] (см. § 4 гл. III), соответствующее семейство п. а. р. 
построено в [24, 62, 65] (§ 3, 4 гл. VI). Исследованию автомодельных реше
ний (23) посвящена значительная часть гл. I I I ,  где можно найти допол
нительную информацию и необходимые ссылки.

§  4. Существование и единственность автомодельной функции / а  в  (5) 
различными способами установлены в [168, 178], Оценка скорости сходимо
сти (8) при произвольных падальных функциях и0 ¥= 0 получена в [178]. 
В п. 1 указан другой (как нам кажется, более простой) метод доказа
тельства. Краевая задача с условием (13) подробно рассматривалась в [170], 
где анализировались также знакопеременные решения. Любопытно, что в 
последнем случае в отличие от предложения 9 возможна стабилизация 
гг (г, х) при <->- оо в специальной норме к пространственно неоднородной 
функции.

§ 5. Первые теоремы существования и единственности для уравнений 
типа быстрой диффузии весьма общего вида доказапы в [151] (случай 
N =  1), где обнаружен эффект полпого остывания в краевой задаче на ог
раниченном интервале. Аналогичное исследование многомерного уравне
ния (1) при т е  (0, 1) выполнено, например, в [176, 183, 191, 257]. В [183] 
указан способ доказательства полпого остывания в краевой задаче (1) — (3).

Доказательство предложения 10 проводится другим способом. Асимпто
тическая устойчивость автомодельного решения (4) при некоторых ограни
чениях на S J cR *  установлена в [187], Отметим, что в рамках подхода, 
изложенного в [187], в процессе доказательства асимптотической устойчи
вости определяются условия стабилизации к неустойчивому стационарному 
решению квазилинейного параболического уравнения (такие задачи встре
чаются в § 5, 7 гл. IV).

§ 6. Здесь мы в основном следуем [57]. Первый результат о существо
вании эффекта полного остыванпя в задаче Коши (1), (2) получен в [183] 
в случае 0 < m < ( W  — 2)/TV, N ^  3, u0 е  £'(К") П 7>(RW), р >  (1 — т)\  
/ (27V). Условия на и0 в предложении И являются более слабыми. Вопрос 
об асимптотической устойчивости автомодельных решений (3), обладающих 
свойством полного остывания, остается открытым; метод [187], в случае за
дачи Коши в RA', по-видимому, не применим.

Пример 2 взят из [183], Предложение 12 доказано в [57] путем по
строения строго положительного в R + X R *r нижнего решения задачи. Там 
же указан способ доказательства асимптотической устойчивости автомодель
ных решений (14) при 0 <  т <  (N — 2)+//V. Предложения 11, 12 весьма 
точно определяют границу между множествами начальных функций {и0}, 
при которых существует или отсутствует полное остывание за конечное 
время. Отсутствие полного остывания при всех m >  (V — 2)+/А доказано 
в [176] (см. об этом также в [257]).

§ 7. Элементарные преобразования в —>-£(в) (пример 3) будут исполь
зованы в § 2 гл. V при изложении специальной теории сравнения решений 
различных нелинейных параболических уравнений. Существенное упроще
ние уравнения (3) в примере 4 (правая часть (8) не зависит от г) дости
гается в случае о =  —4/3, N =  1, когда уравнение (9) инвариантно относи
тельно пятипараметрической группы Ли точечных преобразований [72, 73]. 
По поводу преобразования (10) и о других свойствах решений уравнения (9) 
см. [126]. Об одном применении преобразования в примере 5 см. в § 7 гл. IV, 
а также в [206, 208, 42]. Возможность линеаризации уравнения (15) извест
на довольно давно (см. близкие результаты в [274, 172]).

Теоретико-групповые аспекты возможности линеаризации этого урав
нения анализировались в [190] (отметим, что (15) является единственным 
уравнением нелинейной теплопроводности ц( =  (к(и)их)х, инвариантным 
относительно нетривиальной группы Ли — Беклунда; см. [97, 190, 235],). 
Пример 6 взят из [190]. Пример 7 показывает новые свойства «многомер
ного» уравнения с коэффициентом к (и) =  н-2. Предложение 14 доказано в 
[193]; отметим, что здесь используются те же преобразования, что и в [190,
97]. Эквивалентность уравнений с к. (и) =  и l, Oi +  Ог +  2 =  0, ранее ус
тановлена в [248]; тот же результат па основе групповых методов доказан 
в [97]. В примере 8 приведено новое частное решение уравнения (36), ко-
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торое не может быть найдено с помощмо известной групповой теории. 
Предложение 15 служит естественным обобщением результата [193].

§ 8. Теоремы существования и единственности решения вырождающих
ся уравнений типа (1) и (2) с младшими членами доказаны в [18, 131, 
223, 27GJ. *). Непрерывность модуля градиента решения (т. е. теплового 
потока) уравнения вида (2) установлена в [169]. Автомодельное решение 
(3) в примере 9 является частным случаем решений квазилинейного урав

нения более сложного вида, построенных впервые в [8]. Заменой их =  v 
уравнение (1) сводится к рассматривавшемуся ранее уравнению vt — 
=  (|о |°г )п ; поэтому все результаты но асимптотической устойчивости н 
п. а. р. без принципиальных изменений переносятся на случай градиент
ной нелинейности (это также относится к локализованному решению из 
примера 10).

§ 9. О некоторых обобщениях и развитии результатов работы [1071 см. 
в [1U4, 105, 201, 210, 26G, 267, 270]. Доказательство предложения 17 иллюст
рирует технику вывода поточечных оценок решений параболических урав
нений, а также один простейший метод сравнений решений различных 
уравнений; более сложные примеры приведены в гл. V.

§ 10. Семейства автомодельных решений (3) и (7) построены в [72, 73]; 
при изложении основных выводов используются результаты [74]. Сформу
лированный здесь результат о неустойчивости стационарного решения (6) 
и существовании отвечающего ему нетривиального множества притяжения 
служит иллюстрацией к исследованию, выполненному в § 5, 7 гл. IV (где 
фактически дается способ построения широкого множества притяжения 
неустойчивого стационарного решения квазилинейного параболического 
уравнения). Идея применения двухпараметрнческого семейства инвариант
ных решений (18) для исследования свойств бегущих волн в задаче Коши 
для (17) принадлежит В. А. Дородницыну.

§ 11. Однопараметрическое семейство решений (3), возможность по
строения которых из групповых соображений установлена в [72, 73],, рас
сматривалось в [74].

§ 12. Первый пример локализованного решения в среде со стоками 
(v =  1 в (1)) построен в [133]; см. об этом подробнее в обзоре, помещен
ном в работе [53]. Более общее, чем предложение 19, утверждение доказа
но в [102]. Первое упоминание об эффекте полного остывания в среде с 
поглощением имеется в [151]; исследование условий проявления этого эф
фекта в случае уравнения общего вида проводилось в [102]. Для исследо
вания асимптотической устойчивости автомодельпых решений (2) и разре
шимости задачи (2') применимы методы из § 1, 5 гл. IV. Частное решение 
уравнения (3) (пример 11) для случая N =  1 приведено в [106], его мно
гомерный аналог построен в [134]. Результаты п. 3, относящиеся к оценкам 
величины носителя сообщенного решения, доказаны в [188], где приведены 
ссылки на ранппе работы. Более подробные сведения о свойствах решений 
нелинейных уравнений теплопроводности со стоками можпо найти в [102, 
103, 106. 171, 189, 200, 218, 233] (см. обзор в [53]).

§ 13. При изложении всех результатов пп. 1 и 2.1 мы следовали [53]. 
Решеппс (17) найдено в [14].

Отметим, что всякое нетривиальное автомодельное решение (3) в слу
чае Т =  0 порождено сингулярной начальной фупкцией и0(х) следующего 
вида: если 1 <  р <  1 +  2/А и 0а (1) — решепие типа (8), то и0\х) ~  D'б' (х), 
где I =  2/iV([l— 1) >  1; если 0л(£) имеет степенную асимптотику (7), то 
и0(х) =  <7|ar|-2/(p-i) в ц * \{0}, С >  0 — постоянная, указапная в (7). При 
1 ■< Р ^  1 +  21N все эти начальные функции ие принадлежат £• (R1'r) . Геи 
самым построенные автомодельные решения указывают, вероятно, опти- 
мальпуго степень сингулярности, которая необходима для существования 
нетривиального решения задачи Коши.

Сделанные выше выводы правильно согласуются с результатами [192], 
где показано, что при р 1 +  2/N и и0(х) = 6 ( х )  нетривиальное решение 
не существует, т. е. и =  0 в R+ X  К* (обратим впимание, что при р 1 +  
+  2/N пет автомодельного решения (3) с 0 ,\^ 0  вида (8)).

*) См. также приведенную там библиографию.
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Более сильное, чем предложение 22, утверждение доказано в [228], где 
при р >  1 +  2IN (случай 1 <  р ^  1 +  2//V не рассматривался) установлены 
существование и асимптотическая устойчивость бесконечномерного мно
жества несимметричных автомодельных решений (3), £ =  х/(Т +  ( )1,le R J .

Метод работы [228] будет в дальнейшем использован в § 3 гл. IV. Обоб
щение предложения 25 на случай более произвольных иачальпых функций 
и о (Р >  1 +  2/N) содержится в [228, 218], в [228] определены условия ста
билизации u(t, х) к автомодельным решениям вида (31), где Т | =  
=  1 ( Г + ! ) ' | / ! е К'1 и / a e t 1(R'')(it0e i l (Rlv)); в [218] рассмотрен слу
чай и0 е  Ll (RN), тогда /а всегда имеет вид (34).

Результаты из п. 2.2 изложены в [54], Стабилизация /г -* - /а , t - * ■  оо в 
предложении 26, в частности, означает, что Р/(Р-1>и(г, х) (Р — i) - '1/(e-i)) 
(-► оо, для любого х е  R". Этот результат ранее был получен в [218] (ра
зумеется, он пе дает представления о пространственной структуре теп
лового возмущения). Отметим, что в силу достаточной произвольности 
функции G (ш) в (45) множество асимптотически устойчивых п. а. р. (43) 
является бесконечномерным. Справедливость предложения 27 и всех необ
ходимых для его доказательства вспомогательных утверждений установле
на в [53]. Оценка сверху амплитуды решения задачи ранее обсужда
лась в [218].

9 А. А. Самарский и др.



Г л а в а  III

ЛОКАЛИЗАЦИЯ (ИНЕРЦИЯ) ТЕПЛА

Эта глава целиком посвящена исследованию неограниченных 
решений параболических уравнений. В пей изучаются режимы 
распространения тепла в сплошной среде, температура па гра
нице которой изменяется в режиме с обострением. Рассматрива
ются случаи степенной зависимости коэффициента теплопровод
ности от температуры и постоянной теплопроводности. Исследо
вание основано на анализе неограниченных автомодельных 
решений и не требует привлечения специальных математиче
ских методов.

Главное внимание уделяется изучению физических свойств 
граничных режимов с обострением. Подробно рассматриваются 
различные режимы распространения тепловых воли, выясняют
ся условия проявления п физическая сущность эффекта лока
лизации тепла, отражающего своеобразную инерционность силь
но нестационарных диффузионных процессов. Анализ процессов 
теплопроводности проводится в размерном виде, что позволяет 
непосредственно использовать полученные результаты для вы
вода реальных физических оценок. Эти результаты применя
ются в гл. У, VI при изучении инерции тепла в средах с про
извольными теплофизическими свойствами.

§ 1. Понятие локализации тепла

1. Граничный режим с обострением. Рассматривается одно
мерный процесс распространения тепла в среде, занимающей 
полупространство {х >  0), с коэффициентом теплопроводности, 
зависящим от температуры: к = к (и )> 0  при и >  0, к (0 )^ 0 .

На границе х  =  0 температура изменяется в режиме с обо
стрением, т. е. обращается в бесконечность в некоторый конеч
ный момент времени t =  T > 0  (Т — момент обострения).

Процесс описывается первой краевой задачей для квазилп- 
нейпого параболического уравпения

u, =  {q>(u))„ = (k(u)ux)x, к ^ С г((0, °°))ПС([0, °°)) (1)

с начальным условием

м(0, х) =  щ (х) >  0, ж > 0 ; sup и„ <  sup |[<р (ы0)]*| <  <» (2)'
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и граничным условием
u( t , 0) =  ( )̂ >  о, 0 < t < Т; ц ,е С ‘([0, Г ));

t +  T~. (3)

Выполнено условие согласования щ (О )= п0(О).
Основная цель состоит в изучении поведения решения зада

чи при t Т~ При этом нас осо
бенно будут интересовать условия 
локализации тепла — парадоксально
го свойства процесса теплопровод
ности, которое проявляется на 
асимптотической стадии режима с 
обострением.

2. Примеры локализации в крае
вых задачах.

П р и м е р  1. Остановившаяся 
тепловая волна (см. § 3 гл. I). Рас
смотрим задачу (1) — (3), где

к(и) =  а =  const >  0,

кс =  const >  0,

и1(<) =  Л8( Г - 0 - ,м, 
t < T ,  4̂ s =  const > 0 ,  (4)

и0 (X) =

AsT~1/0 (1 — xlxsf 10, 0 <  х  <  xs,
0- z > : r s .

Эта задача имеет решение в разделяющихся переменных:

u&{t, x) = \ ^ s ^T ~ 1:) ll<Ŝ ~ xlx^ Va' ° < a!< a:s, (5)
X >  IS,

где

*s  =  [ 2 M s ( a + 2 ) / a ] 1/2. (6)

Укажем основные свойства решения (5), (6):
а) при 0 ^ x < x s температура u{t, х) стремится к беско

нечности при t -> Т~,
б) us(t, z )= 0  при всех £е(0 , Т) для любых х ^ х 5 (рис. 17); 

точка х =  х&, в которой температура и поток тепла равны нулю, 
является неподвижной границей, отделяющей нагретое вещество 
от холодного.

Процесс распространения тепла локализован в конечной об
ласти 0 < a :< X s, несмотря на неограниченное нарастание темпе
ратуры в этой области при t -> Т~.
9* 131



П р и м е р  2. Эффективная локализация в среде с постоянной 
теплопроводностью. Задача (1)— (3), где

к(и) =  к0 >  0; и, (t) =  ./Isexp {/?0 (Т — i )_i), /?„ =  const >  0;
и0(х) =  0,

имеет решение
t

U{t' Х) Jexp{~ 4*0О - т ) }^ “  т Г 8/М 8ехр{Д0( Г - т ) - 1]Л

(7)
со следующими свойствами: 

а) при
0 ^ x ^ x s =  2(A-0/?o),/2 (8)

температура стремится к бесконечности при t Т~\
б) при х >  xs температура отлична от нуля и ограничена 

для всех 0 ^  t <  Т функцией
и(Т~,  х) =  П т  и (f, х) =

<-»т-

1/зт L \ х
2 1 - 1/2

ОС
—1> - е v - 1/2 d v <  оо; (9)

(*2-*!)/(4Л0Г)
в) для любого Xi >  xs энергия

ОО
Е (t , Xj) =  [ u(t, £) c f i<  const, t <= (0, T),

*i

содержащаяся в области {x, *£ x <  °°), ограничена.
Как п в примере 1, практически вся энергия локализована 

в конечной области {х <  xs =  xs(/с0, /?„)}. Отличие заключается 
в том, что температура правее точки xs не равна нулю (рпс. 18), 
но равномерно ограничена в течение всего процесса.

3. Определение локализации и его физическое содержание.
О п р е д е л е н и е  1. В задаче (1) —(3) имеет место строгая 

локализация тепла, если существует постоянная I >  0 такая, что 
u(t, х) =  0 всюду в (О, Т)Х(1, оо).

Наименьшую из всех величин I будем называть глубиной 
локализации I*, а множество {0 <  х <  /*} — областью локали
зации.

Это определение содержательно при выполнепии двух тре
бований:

а)
О

что является необходимым и достаточным условием конечной 
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скорости распространения возмущений в процессах, описывае
мых уравнением (1) (см. § 3 гл. I). Тем самым определение 1 
имеет смысл, например, при к ( и ) = к 0иа, о > 0  (но не примени
мо в случае среды с постоянной теплопроводностью к =  ка>  0).

б) и0(х) =  0 при х  >  /0, т. е. функция и0(х) должна
быть финитной (в среде су
ществует область «холодного 
фона» начальной температу
ры).

Пример 1 демонстрирует 
локализацию тепла в стро
гом смысле, и в этом случае 
глубина локализации равна 
l* = xs (см. (6)).

О п р е д е л е н и е  2. В за
даче (1) — (3) имеет место 
эффективная локализация 
тепла, если множество ©l =  

х  >» 0 ( lim и (t , х) =  оо| 
t - * T ~  J

ограничено.
Величину L* =  mes g)l на

зовем эффективной глуби
ной локализации, а множест
во (0 <  х  <  L*) — областью 
эффективной локализации.

В примере 2 имеет место 
локализация тепла в смысле определения 2 с эффективной глуби
ной L* = xs (см. (8)).
j Для большинства реальных физических задач функция 
Ai{t, х) (температура) нигде в нуль не обращается; поэтому 
определение 2 более естественно.

Локализация (инерция) тепла дает возможность достижения 
любых температур и концентрации любого количества энергии 
;в ограниченной части среды и удержания их в течение конеч
ного времени практически без распространения из области ло
кализации. Это необычное свойство процесса теплопроводности 
может быть использовано во многих приложениях.

Понятие локализации для сред без поглощепия тепла имеет 
смысл лишь в случае граничных режимов с обострением. Если 
же в задаче (1), (2) вместо (3) задан грапичпый режим без 
обострения, т. е. u(t , 0) =  u, ( f ) при t -*■ °°, то, как нетруд
но показать, u{t, х)-*- 00 при t -*■ °° для всех 0 < £ < « > ,  т. е. 
Локализация отсутствует. Доказательство этого факта проводит
ся путем сравнения ц(£, х) с автомодельными решениями урав
нения (1) вида uA(t, x) = 6(x2/ t ) ^  0, которые существуют при 
произвольных функциях к(и)  (см. § 3 гл. I).

Возможны два типа режимов распространения тепла, в ко
торых существует локализация. Будем говорить, что имеет место
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S-режим, если L* >  0. Тогда температура и энергия в обла
сти локализации неограниченно возрастают при t Т~. Если 
L* =  0, то реализуется LS-режим: u(t, при t -*■ Т~ лишь
на границе х  =  О. Количество тепла, поступающее в область
(0, х ) :

X
E(t ,  х) =  j  [u(t,, £) — м0(£)] dl, 0 < x < o o ,  « £ ( 0 , ^

о
в этом случае при t -*■ Т~ может быть как ограниченным, так 
и неограниченным.

Если Hie
lim и (t, х) =  оо

t->T~
для любого х  >  0, то локализация отсутствует и осуществляется 
HS -режим.

В данной главе рассматривается случай k ( u ) = k nua, о ^  0, 
k„ =  const >  0, и изучается эффект локализации тепла как в стро
гом (§ 2, 3), так и в эффективном смысле (§ 4). Между обо
ими определениями существует тесная связь, установленная 
в § 4.

§ 2. Автомодельные решения с обострением

1. Постановка задачи. В этом параграфе построены автомо
дельные решения задачи (1.1) — (1.3) в случае к{и)=к„иа, 
о > 0 .  В сочетании с теоремами сравнения они дают эффектив
ный аппарат исследования свойства локализации.

При к (и) — к^и” уравнение (1.1) имеет степенные автомо
дельные решения, отвечающие граничным режимам с обостре
нием:

u(t, 0 ) = u l (t) =  A a(T — t ) n, А0 =  const > 0 ,  тг<0.

Искомое автомодельное решение иА удовлетворяет следующей 
защаче:

щ = ( к 0иаих)х, —° ° < t < T ,  х > 0 , (1)
и{—°о, ж) =  0, х > 0 , (2)

u(t, 0) =  A 0( T - t ) n, - o o < t < T . (3)
Ее решение имеет вид

ux {t, х) =  А а{Т — t)nf ( \ ) , (4)
где

£ — х :> о (5)

есть автомодельная координата. Поток тепла W  =  —к(и)их
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представляется в виде
W  (t, х) =  4 c+2)/2Aj/2 (Т -  t)l~ 1+71(0+2)1/2 со (|), (6)

Здесь / ( | )  и со (£) =  — (f' — df/d%) суть безразмерные
функции соответственно температуры и потока.

Функция / ( 1 ) ^ 0  определяется из уравнения
( / 7 У - [ ( 1  +  ио)/2]1/' + »/ =  0, 0 < | < ~ ,  (7)

,с краевыми условиями
/(0) =  1, /(° ° )=  0. (8)

[Напомним, что в соответствии с физическим смыслом ищется 
неотрицательное, непрерывное решение задачи (7), (8), причем 
функция а(%) должна быть непрерывной и ограниченной.

2. Построение автомобильных решений. Уравнение (7) до
пускает преобразование подобия

l  = al,  /(!)«= а 2/7 ( ! )  (9)

и с помощью замены

г) =  In 1(t) = l 2/a<Р (П )> 0 , Ф =  ^ = - | ф  +  Г 2/0+1/ '

(10)

сводится к уравнению первого порядка

йф
Йф

+  Сф V - - ?
1 +  по ,1 
— — *]• (И)

Назовем фронтом точку | фе (0 , °°) такую, что / ( | )  =  0, £3* 
>  £ф; / ( | ) > 0  при |< |ф .  В плоскости (ф, ф) фронту отвечает 
Ф =  0; значение ф  заранее неизвестно. Поведение интегральных 
кривых уравнения (11) различно в случаях 1.+ гао<0 и
1 +  па >  0.

В окрестности линии ф =  0 интегральные кривые уравнения 
(11) имеют вид

ф =  Лф-а  +  1 па ф1-с +  0 (ф 2-а), А  =  const, (12)

ф —  г г ^ ф +  0 (ф2)‘ (13>

Второму из условий (8) при 1 +  геа <  0 удовлетворяет един
ственная кривая (12) при А =  0 (лишь при таком выборе 
постоянной А  поток тепла непрерывен в точке фронта). 
При 1 +  п о > 0  условию на фронте удовлетворяет кривая (13). 

Тем самым, если решение существует, то оно единственно.
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Из (10), (12), (13) получаем асимптотику решения в окре
стности фронта: при 1 +  п а < 0

/<£)-(- ++  о|.Г а» -  к1'" +
+ г Й Т ) ( - Ц ^ ^ ) ,'"’ ‘ ( 5 * - 4 ”+,+ I-U 4  (14)

при 1 +  по >  0
f ( l )  = d 2nni+na) +  С1| (271- 2)/(1+'ш) +  1^-00, (15)

где ! ф =  !ф(гс, а ) < ° ° — автомодельная координата фронта, С =  
= С(п, сг)>  О, С, =  — C°+i[2n{2n +  по — 1)]/(1 +  по)2 <  0. Значе
ния постоянных |ф, С в общем случае определяются численно. 

„ . 2ф dipпрямой тр =  — — выполнено неравенствоНа — = ~ т  +
+ —- < — —, т. е. при увеличении ф интегральные кривые пе
ресекают прямую тр =  —2ф/сг с большим отрицательным накло
ном, чем наклон самой прямой. Поскольку при ф >  0, г |)< — 2ф/о 
нет изоклин бесконечности, то интегральные кривые из этой 
области не выходят. Искомая траектория (см. (12) при Л =  0 
и (13)) лежит ниже прямой гр =  — 2ф/о, и поэтому можно огра
ничиться анализом уравнения (11) в области ф > 0 ,  2ф/о.

Тогда из (10) следует, что / г < 0 ,  |  <  | ф, т. е. искомое ре
шение является монотонно убывающей функцией (монотонность 
решения легко установить непосредственно из уравнения (7)).

Точке границы |  =  0 в плоскости ф, ф соответствует ф =  °°, 
ф =  — о°. В области ф >  0, ф <  —2ф/о существует единственное 
направление ф =  — 2ф/о, вдоль которого в точку ф =  °°, ф =  — °° 
входит пучок интегральных кривых

Ф =  — Ц- +
где В <  0 — параметр пучка. Искомому решению отвечает не
которое значение В* =  С0(ге, о )<  0.

Любой кривой в плоскости ф, гр соответствует в плоскости 
| ,  / семейство подобных кривых, получаемых преобразованием 
(9)i решение /(£) отбирается с помощью первого из условий (8).

Интегрируя (16), с учетом (10) и (8) получаем первые чле
ны асимптотики решения в окрестности |  =  0: 

f ( l )  = l  + C0(n, а)1 +
где С0(п, о ) = / ' ( 0 ) < 0  находится численно.

Выражение, стоящее в (11) в квадратных скобках, является 
квадратным трехчленом относительно величины г|з с неотрица
тельным дискриминантом. Поэтому (11) можно переписать 
в виде

и  = -  ̂  ь  -  Ф+ (ф)] to -  'Г(ф)]'
где ф =  ф±(ф)— изоклины нуля уравнения. Непрерывная кри- 
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вая ф =  ф_ (ф) целиком лежит в области ф >  0, — 2ф/<т. Изо
клина ф =  ф+(ф) расположена выше линии тр =  —2ф/ст.

После того как изучены характер особых точек, соответству
ющих фронту и границе (другие особые точки несущественны), 
и поведение изоклин, не представля
ет труда полное построение поля 
интегральных кривых, в результате 
которого устанавливается существо
вание решения — траектории, соеди
няющей точку фронта с точкой гра
ницы.

На рис. 19 приведен «фазовый 
портрет» уравнения (11) для случая 
1 +  па >  0. Жирной линией выделе
но искомое решение, штриховой — 
изоклина пуля ф =  ф_ (ф). На рис. 20,
21 даны результаты численного ре
шения задачи (7), (8) соответствен
но при 1 +  по >  0 и 1 +  па <  0.

Итак, решение задачи (7), (8) 
существует, единственно и монотон
но. При 1 +  па <  0 фронт решения 
находится в конечной точке. Если 
1 +  ге<т>0, то / ( £ ) >  0 для всех 
0 <  I <  00.

З а м е ч а н и е .  В случае п =  — 1/(<т +  2) уравнение (7) имеет 
первый интеграл Е =  f f  — f%! (а +  2), Е =  const. Легко устанав
ливаются существование, единственность и монотонность реше
ния при некотором Е = Е (а) е ( — 0).

3. Физические свойства решений. Решения уравнения (1) и 
уравнений подобного типа, описывающих процесс распростране
ния тепла от границы х  =  0 в полупространство, обычно назы
вают тепловыми волнами.

Напомним некоторые понятия, связанные с тепловыми вол
нами (см. гл. I, II).  Фронтом волны называется точка с коор
динатой Хф(f) такая, что

Рис. 19. Поле интегральных 
кривых уравнения (И) при 

1 +  па  >  О

u(t, х) =  0, х > х ф (t); u(t, х ) >  0, х<Хф(£).

Величина хф(£) определяет глубину проникновения тепла в среду.
Точка с координатой хоф(£) такой, что u(t , xei>(t) ) =  u(t, 0)/2, 

называется точкой полуширины тепловой волны.
Для автомодельных решений из (5) имеем

Х ф  (t) =  (Т -  t f +na)/2,
®вф(0 =  Ъ Ф Т а Т  (Т -  г)(1+по)/\

(17)
(18)

где постоянная £Эф > 0  такова, что / ( | эф) =  1/2.
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Количество тепла, содержащееся в волне к моменту време
ни t, равно

ОО

Е (t) =  J* и (t , х) йх.
о

Для автомодельного решения получаем

E(t)

где

2ш (0) 4 " +2)/!! кУг
" 1 +  п  ( а  +  2)

® ( 0 ) = - f ( 0 ) > 0

(7, - г ) [1+п(<т+а)]/2|г_00,: (19)

(поток тепла на границе положителен).

Рис. 20. Численное решение задачи (7), (8) 
при а =  2, п  =  —0,25

Рис. 21. Численное решение 
задачи (7), (8) при а =  2, 

п  =  —1

В дальнейшем используется следующий факт. Для фиксиро
ванной координаты 0 <  х0 <  °° автомодельная координата £ =  
=  £(£, х„) меняется со временем по закону (см. (5))

Б (*. а») =  х А $ 2А Т  (Т -  t f 1+na)l2], (20)
т. е. | (t, £о)->°°, если п > — 1/а и %(t, х0)->-0,
если п <  — 1/а.

Перейдем к анализу физических свойств автомодельных ре
шений.

В случае п — —1/а решение задачи (1) — (3) (S-режим) при
ведено в примере 1. Фронт тепловой волны и полуширина по
стоянны, E ( t )<  ooj f e ( - o o j T) и E(t)-*-oo при t -*■ Т~.

При п < — 1/а решение характеризуется следующими свой
ствами.

1) Фронт волны находится в конечной точке | ф <  °о, и в 
окрестности фронта справедлива асимптотика

ил  <*, X) =  А0(Т — t)nf  (Б) =  А0 (Г  -  t)n 1 ± ^ о Б ф (? -Б ф )]1/<т+ ,

2) Глубина xt (t) и эффективная глубина проникновения 
тепла £s4,(£) неограниченно возрастают при приближении к мо
менту обострения. В пределе тепловая волна охватывает все 
пространство.
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3) Е (t ) <  ooj t e  (—ooi T) и E ( t )-*■ °o при t -+• T~.
4) uA(t, x0)/uA(t, 0)-»- 1 при t . e. в любой точке про

странства температура с течением времени ведет себя практи
чески так же, как на границе х =  0.

Таким образом, локализация тепла при п < — 1/с отсутствует 
и реализуется HS-режим.

В некотором отношении HS-режим аналогичен режимам без 
обострения: влияние граничного закона существенно сказыва
ется с течением времени на все 
более отдаленных участках сре
ды (ср., например, с приведен
ными в п. 2 § 3 гл. II и в § 3 
гл. I автомодельными реше
ниями уравнения (1), соот
ветствующими граничным ре
жимам без обострения: u(t, 0) =
= АоГ, А 0>  0, п >  0, * > 0 ) .
Однако бесконечные значения 
температуры достигаются не 
при t =  оо, а в конечный момент 
обострения. HS-режим —
«сверхбыстрый» способ нагре
ва среды (HS — от англ, hig
h e r — «выше», граничный ре
жим при t Т~ является более «быстрым», чем в случае S-ре
жима; рис. 22).

Перечислим физические свойства автомодельных решений 
при п >  — 1/с.

1) Как следует из (15), фронт волны находится в бесконеч
но удаленной точке*): :Гф(£)=°°, (—°°, Т).  Этот результат
заранее ясен из физических соображений. В самом деле, из (17) 
видно, что в предположении | ф <  °° величина x$(t) стремилась 
бы к нулю при t -+• Т~. Это означало бы сокращение размеров 
области, охваченной тепловой волной, что невозможно.

2) Полуширина уменьшается при t ^ * T ~  по закону (18). 
Поступающая в среду энергия сосредоточивается в уменьшаю
щейся со временем области пространства. Решения такого типа 
будем называть тепловой волной с сокращающимися эффектив
ными размерами.

3) Учитывая (20) и асимптотику (15), получаем для всех 
х  >  0:

Рис. 22. Поле граничных режимов с 
обострением

иА (*. я) =
t^T—

=  С
(V ? ) n/(1+n<r)

2n/(l+no)
д  х(гп-г)!(1+по) 

+  C l , k Л уп-х)/(1+па> ( T - t )  + (21)

*) Этот результат не противоречит конечной скорости распространения 
тепла в среде с к (и) =  к0иа, а >  0,— от начала процесса до момента t е  
е  (—оо, Т) проходит бесконечное время.
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W(t,  x) =  -  Ca+1
t - T ~

2 n
1 +  n o

4<J+lj.(l—n)/(l+na)^(2n+ncr—l)/(l+ncr)^0 Ko +

т. e. автомодельное решение стремится снизу к предельной кри
вой. Наличие предельной кривой («следа» граничного режима 
в пространстве при t = T~), ограничивающей рост тепловых ве
личин в любой точке вещества, эквивалентно определению LS- 
режима и является важным его свойством (отсюда же следует 
сокращение полуширины в случае LS-режима).

4) Из (19) получаем следующее. При — 1/ст <  п <  — 1/(о + 
+  2) =  га* величина энергии конечна: E{t)<°° ,  £ е ( —оо, Т), 
и £’(<)-*■“>, t -*■ Т~, т. е. при t -* T ~  среде сообщается бесконеч
ная энергия, сосредоточивающаяся в окрестности границы. При 
n >7 i *  имеем E ( t )= ° ° , fe  ( — оо, Т ), в окрестности фронта со
держится бесконечная энергия. Однако Ё(Т~) — Е (t)< °° для 
всех t s  ( —°°, Г], т. е. при приближении к моменту обострения 
в среду поступает конечное количество энергии. Наконец,

Я (0  =  “ , E ( T ~ ) - E ( t ) =  *  *е(_<», Т)

в случае п = п*
Итак, автомодельные решения при тг >  — 1/а принадлежат 

классу LS-режимов (LS — от англ, lower — «ниже», граничный 
режим при t -*■ Т~ является более «медленным», чем в случае 
S-режима; рис. 22) и имеет место эффективная локализация 
тепла.

З а м е ч а н и е .  Пусть на границе среды в режиме с обо
стрением изменяется не температура, а поток тепла:

W(t,  0) =  0 ) | = W 0( T - t )  \  7i!< - 1 / 2 ,  t < T .

( 22)

Задача (1), (2) с условием (22) также имеет автомодельное 
решение:

иА («, х) =  *71/(<J+2 V 2/(<J+2) (Т — t)(2ni+1V(0+2> р  ( / ) f 
j =  ( T — t)- ^ 1 +<J+1V(<J+2)

Функция F ( J ) ^ 0  удовлетворяет уравнению, сводящемуся к
(7) заменой п — (2п, +  1)/(о +  2), и условиям F(°o) — О, 
F°(0)F' (0) =  1.

С учетом (9) для F(J) имеем

F ( /)  =  С0- 2/(о+2)/ (Б), J  =  С0- 0/(ст+2) I, С0 (тг, а) =  -  Г (0).

Тем .самым автомодельные решения второй краевой задачи
(1), (2), (22) выражаются через изученные решения и обла
дают аналогичными свойствами. При тг, <  — (о -f 1)/о, тг, — 
=  — (о +  1)/о и тг, >  — ( о+1) / о  осуществляются HS-, S- и LS- 
режимы соответственно.
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Анализ автомодельных решений с обострением — первый 
важный шаг в изучении эффекта локализации. Представления 
о трех типах тепловых волн, о «быстрых» и «медленных» ре
жимах будут неоднократно использоваться в дальнейшем. Тео
ремы сравнения, выражающие непрерывную зависимость про
цесса теплопроводности от краевых данных, позволяют с по
мощью автомодельных решений разграничить между собой клас
сы режимов с обострением, различающиеся по своим физиче
ским свойствам.

§ 3. «Инерция» тепла в средах 
с нелинейной теплопроводностью

Здесь на основе автомодельных решений § 2 и теорем срав
нения изучается действие граничных режимов с обострением на 
среду со степенной зависимостью коэффициента теплопроводно
сти от температуры: к(и) = к0и°, а > 0 .  Физические причины
«инерции» тепла обсуждаются при исследовании характера эво
люции начального распределения температуры в задаче Коши. 
Изучается также локализация тепла в многомерных задачах не
линейной теплопроводности.

1. Класс граничных режимов, приводящих к локализации 
тепла.

Т е о р е м а  1. Пусть в задаче (1.1) —(1.3) краевые условия 
удовлетворяют неравенствам

\AsT~l!° (1 -  X/XS f ° ,  X <  *8,
x > x s =  {2k0Al(o + 2)/а)1/2, (1)

ut ( t ) < A s( T - t ) - l/°, 0 <  < <  Г, (2)

где As >  0 — некоторая постоянная. Тогда имеет место 
зация тепла, причем справедливы оценки
l*^ .Xs,  u(t,  x ) ^ . u s (t, х) =

_ ( A s ( T - t r lla( l -  x/xsf ° ,  z < z s, 
~  10, x > x s =  (2k0A°s (a +  2)/a)1/2

локали-

(3)

В силу теоремы сравнения справедливость оценок (3) прямо 
вытекает из свойств автомодельного решения us.

Автомодельный S-режим определяет класс «медленных» гра
ничных законов, обеспечивающих локализацию тепла. Любопыт
но, что оценка (3) глубины локализации не зависит от времени 
действия граничного режима.

На рис. 23 приведена динамика волны нагрева в случае 
ц0(я) =  0, и, (t) = А 0(Т — t)~'/a. Полуширина волны (крестики) 
сначала увеличивается, затем стабилизируется. Фронт волны не 
проникает далее глубины локализации £ * = x s =  0,5. Штриховой 
линией на рисунке показано решение (1.5).
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Другое утверждение о локализации устанавливается с по
мощью построенных в § 2 автомодельных решений LS-режима. 
Рассмотрим сначала случай щ (х) =  0 при х >  0.

Т е о р е м а  2. Если в задаче (1.1)—(1.3)
А„(Т — t )n, 0 < t < T ;  п =  c o n s t e ( — 1/<j , 0 ) ,  (4 )

то осуществляется локализация тепла в LS-режиме и справед
ливы оценки

1 * < х  s =  ( 2 k0A° (о +  2)/а)1/2 т(1+па)/2, (5)
ТТпГи (t, х ) ^ . С  (в, а) (А0копу П1+па)х2пП1+п<!). (6)
i-»r~

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как 
при некоторой постоянной т.

п >  —1/о, из (4) следует (2) 
е. мажорирование граничной 

функции автомодельным 
S-режимом. Для опреде
ления минимальной посто
янной A s в (2) потребуем, 
чтобы температура на грани
це в момент t =  0 не превос
ходила граничного значения 
(рис. 22) решения (1.5):

н 1 ( 0 ) ^ Л 0Г 1 = Л 57’- , /о . ( 7 )

Учитывая, что и0(я) =  О, 
из теоремы 1 получаем факт 
локализации, а из ( 7 ) —  
оценку (5) глубины лока
лизации.

Решение u(t, х) при х 
>0,  О t <  Т мажорируется 
сверху автомодельным реше
нием uA(t, х) для LS-режи- 
ма, соответствующим тем же 
параметрам сг, п , А 0, &0 (это 
следует из (4) и условия 
пА(0, а:)>п(0,  £) =  0). Тог
да из неравенства и^=иА 
в (О, Т)Х  R+ следует оцен
ка u(t, х ) ^ и А(Т~, х), ко
торая совпадает с (6); см. 
п. 3 § 2.

Теорема справедлива для 
любой финитной начальной 

функции н0(а:), поскольку всегда можно выбрать такую постоян
ную А в>0, что и0(х)< us(0, х) в R+. Оценки (5), (6) при этом 
зависят не только от параметров граничного режима, но и от 
начальных данных.
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Рис. 23. Локализация тепла в случае 
граничного S-режима. Параметры: а — 
=  2, п =  —0,5, h  =  0,5, А о =  0,354, 
Т =0,1125; 1 — Т — t =1 ,105  10“
2 — Т — t =  4,04 • 10—2; 3 — T — t =
=  3,05 • Ю-'2; 4 - Т  — f =  1,05 • 10-2;
5 — T — 6,5 • 10-3; 6 — T — t =

=  2,5 • 10-3; 7 — T -  l =  5 • IQ-*



Итак, прц выполнении условия (4) имеет место локализация 
в LS-режиме, существует предельная кривая и полуширина вол
ны нагрева сокращается. Так как граничный режим действует 
конечное время, то в отличие от автомодельного LS-режима (см. 
п. 3 § 2) тепловая волна 
имеет конечный фронт.
Оценка величины I* через 
глубину локализации мажо
рирующего S-режима зави
сит от полного времени про
цесса нагрева.

На рис. 24 приведены 
результаты численного ре
шения задачи (1.1) — (1.3).
Здесь н0 {х) =  0 и граничный 
закон Ui{t) = А 0(Т — t )n со
ответствует автомодельному 
LS-режиму. Полуширина 
тепловой волны сначала 
увеличивается, а затем на
чинает сокращаться. Реше
ние ограничено предельной 
кривой (6) (штриховая ли
ния), фронт волны не про
никает далее I* <  xs =  0,87.

2. Условия отсутствия ло
кализации тепла.

Т е о р е м а  3. Если в за
даче (1.1) — (1.3) гранич
ный закон удовлетворяет не
равенству
и, (t) > А 0(Т — t)n, 0 < t * <  

п < ■— 1/сг, (8)
то локализация отсутствует (US-режим) и при t Т~ справед
ливы оценки

lim и (t, х) =  оо всюду в R+,
<-»г-

,  *Ф( t ) > l * k l /2« ) ° l2( T - t f +na)I2^ o o ,  (9)
где А 0 >  0 — некоторая постоянная.

Здесь |ф =  £ф(п, н ) > 0 — безразмерная координата фронта 
соответствующего автомодельного НS-режима.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что в сделанных предполо
жениях и 5= иА в (t*, r ) X R +, где u^ = uA (t, х; А ) — некоторое 
нелокализованное автомодельное решение HS-режима (2.4), (2.5) 
при А  = А*0.

Пусть без ограничения общности u( t*, ж ) > 0  на некотором 
интервале (0, х*), х* >  0. Выберем величину А  — -‘‘l* >  0 в
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Рис. 24. Локализация тепла в LS-реши- 
ме. Параметры: а =  2, п =  —0,25, ко =  
=  0,5, Ао =  1,06, Г =  0,1125: 1 — Т — 
— t =  1,02 • 10-1; 2 — T — t =  3,1 10-2; 
3 — Т — I =  1,05 • 10-2; 4 — Т — t =
=  3 • 10-'4; 5 -  Т — t =  2,4 • Ю"5; 6 -  

Т — t =  1 • 10-6



автомодельном решении (2.4) при ге< — 1/о столь малой, что 

ыА(<*, х ; Ло) а:), а :> 0 . (10)

Существование такой постоянной Ап 0 вытекает из очевид
ных условий (см. (2.4), (2.5)): иА (t*, х; А*0) -> 0, suppuA(f*,
х ; при Л *->0+

Тогда в силу ̂ (8), (10) и теоремы сравнения получаем
u(t, х ) >  uA(t, х; А0) в (<*, Т) X R+, что доказывает (9).

Численное решение задачи (1.1) —(1.3) в случае щ(<) =
= A 0(T — t)n, п <  — 1/о (HS-режим) 
приведено на рис. 25.

Теоремы 1 — 3 позволяют класси
фицировать граничные законы с 
обострением и устанавливают важ
ные свойства режимов распростра
нения тепла. «Разделяющим» явля
ется закон, отвечающий автомодель
ному S-режиму.

Отметим, что если на границе 
среды задан рост в режиме с обо
стрением не температуры, а потока 
тепла: W{t, 0)-*°°, t Т~, то при 
выполнении неравенств

W(t,  0 )< T F o( T - f ) - (a+1)/a;

W(t,  0 ) ^ W o( T - t ) n\
— (о +  l ) / a < n 1c —1/2;

W{t,  0 ) ^ W 0( T - t ) n\
nl <  — (a +  lVor,

справедливы соответственно аналоги 
теорем 1—3. Эти результаты следуют из свойств автомодельных 
решений с обострением в случае второй краевой задачи.

3. Физические причины локализации тепла. Класс темпера
турных профилей, обладающих инерцией. Как показывают ре
зультаты п. 1, 2, локализация обусловлена не только быстротой 
процесса и связана с «внутренними» свойствами теплопроводной 
среды.

Рассмотрим эволюцию теплового возмущения в среде, не под
вергающейся воздействию каких-либо граничных режимов, или 
задачу Коши для уравнения (1.1) с начальным условием

н(0, х) =  и0(х)>  0, — оо<Х<°°.  (11)

Функция и0(х) финитная и supp п0 =  (—х0, х„), х0 >  0 — посто
янная.

Рис. 25. Распространение теп
ла в HS-режиме. Параметры: 
а =  2, п  —  — 1, ко =  0,5, А 0 =  
=  0,12, Т  =  0,1125, и 0(х)  =  0, 
х >  0: 1 — Т  — г =  1,023 • 10—
2 —  T — t =  4,11-10-2; 3 - Т  — 
—  t - 3,09 10-2; 4 —  T — t =  
=  2,07 10-2; 5  —  T — t =

=  1,05 IQ-2
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} О п р е д е л е н и е .  В задаче Коши (1.1), (11) имеет место 
локализация (инерция) тепла, если найдется такое tn >  0, что 
supp u(t, х) =  supp и0 при всех 0 <  t <  tn.

Другими словами, первоначально заключенное в области 
\х\ <  х0 тепло не распространяется в течение конечного времени 
локализации tn = t,{a, k0; и0). В следующей теореме выделен 
класс «инерционных» профилей температуры.

Т е о р е м а  4. Если начальное распределение температуры 
удовлетворяет условию

О<  и„(х)< ит{1 — \х\/ха)г,а, \х\ < х 0, (12)
то в задаче Коши (1.1), (11) существует локализация тепла 
и для времени локализации справедлива оценка

t* =  xlo/\2k0 (о +  2) и„]. (13)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу принципа максимума
u ( t , 0 ) ^ u m, t >  0. (14)

Функция, стоящая в правой части (12), при х > 0  совпадает 
с начальными данными автомодельного решения us(t, х) для 
S-резкнма (1.5), если в последнем полозкить Т =  з^а/\2к0 (сг +  
+  2)м„], As=  \з%,о/[ 2к0 (о +  2)])1/0(при этом xs = x0, us ( 0, 0 ) = u m).

Сравним решения u(t , х) и us(t, х) в (О, 1Г)ХК+. Из (12), 
(14) имеем: и(0, х )=  и0( х ) ^  щ(0, х) при х >  0 и u(t, 0 )^ w ra^  
< us(t, 0) при всех 0 < t < T .  Следовательно, по теореме срав
нения

u(t, x ) ^ u s(t, х), х > 0 ,  0 < t < T

Отсюда, учитывая свойства решения us (см. (1.5)), получаем 
u(t, х) =  0, х  5® х„, 0 < t < T  = t*. (15)

Аналогично доказывается, что
u(t,x)  =  0, х < —х 0, 0 < t < t * .  (16)

Объединяя (15) и (16), получаем: u(t , х) =  0 при Ы  >  я0, 
0 <  t <  t*, что завершает доказательство.

Итак, всегда существует класс распределений температуры, 
обладающих свойством локализации. Оценка (13) времени ло
кализации зависит от параметров среды (к0, о) и начального 
температурного профиля (параметров ха, ит).

Эффект инерции тепла имеет простой физический смысл. 
Скорость роста температуры в любой точке среды определяется 
ее пространственным профилем в окрестности этой точки. Если 
профиль температуры в достаточной степени «вогнутый» (в слу
чае о =  2 вогнутость имеет обычный смысл), то температура не 
изменяется или слабо изменяется в течение некоторого времени 
в окрестности точек фронта х = ± х 0.
10  л . А. Самарский и др. 145



Тем самым факт неподвижности теплового фронта зависит 
от поведения и0{х) в его малой окрестности, но, разумеется, 
полное время локализации определяется глобальной простран
ственной структурой начального возмущения (другими словами, 
«степенью вогнутости» его профиля всюду в supp щ\ это отра
жает оценка (12)).

Очевидно, что в среде без поглощения тепла вогнутый про
филь температуры может существовать лишь конечное время*). 
Тепловая энергия поступает от горячих участков среды к менее 
нагретым, формируется «выпуклый» профиль температуры, 
и волна начипает двигаться.

В этом нетрудно убедиться, сопоставляя и0(х)Ф 0 с функцией
и (0, х) =  и0 {х) =  ит (0) (1 — х2/х1 (О))1*,  (17)

т. е. взятым в момент t =  0 автомодельным решением уравне
ния (2.1)

u(t,  х) = ит (£)(l — x2Ixl(t))+a, (18)

где

*Ф (0  =  Cl (a) kl/(°+i)Q°o,(a+2) (t +  *о)1/(а+2\
um(t) = C 2(o )K ina+2)Ql/(a+2) (t +  *„Г 1/(а+2)

и Си С2 — некоторые положительные постоянные. Это решение 
типа «мгновенного точечного источника» описывает эволюцию 
теплового возмущения энергии Qa >  0, выделившейся в точке 
х  =  0 при t =  —t0 <  0 (см. § 3 гл. I ) .

Выбирая величины £0 и Qa так, чтобы и0 (х) ^  й0(х) в R, 
в силу теоремы сравнения получаем: u(t, x )>U(t ,  х) в R+XR,  
и, следовательно, messuppw(£, х) Зз mes supp к (£, х) ~  £1/(а+2) °°
при t оо. Локализация в задаче Коши возможна лишь в те
чение конечного промежутка времени.

Начальная функция (17) является примером «выпуклого» 
профиля температуры, не обладающего свойством инерции. 
Здесь тепловая волна движется при всех t >  0. По теореме срав
нения это же справедливо для начальных распределений щ(х),  
мажорирующих функцию (17), когда фронты возмущений и0(х) 
и н0 (х) совпадают.

На рис. 26, а приведены результаты численного расчета, ил
люстрирующие теорему А в случае (ж) =  Um (1 — | а: \!х0)%а.
До момента £ =  £* тепло локализовано в области (—х0, х0) . С те
чением времени профиль температуры перестраивается на вы
пуклый и тепловая волна начинает двигаться. Эволюция перво
начально выпуклого профиля температуры приведена на

*) Кратко рассмотренная в гл. I, II локализация тепловых возмущений, 
обусловленная присутствием в среде стоков тепла, имеет иную «физиче
скую» природу. В частности, при наличии поглощения возможна локализа
ция в течение любого времени.
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рис. 26, б, где начальная функция имеет вид (17) (размер воз
мущений и количество содержащейся в них энергии в обоих 
случаях совпадают).

На рис. 26, в показана динамика «комбинированного» про
филя: при л : > 0  взято и0(х)=ит( 1 — х/х0) +а, при х < 0  — функ
ция (17). В результате правая часть локализована, слева же

Р ис. 26. Локализация тепла в задаче Коши. Параметры: а — а =  х0 =  2, 
k(.= um =  t* =  1: l  — t =  0,25, 2 — t = l ,  3 — * =  2,5; б — а =  хф(0) =  
=  2, &о =  1, um(0 )= 0 ,6 2 : 1 — < =  0,5, 2 — < =  2, 3 — < =  5; в — а =  хо =  

=  Хф(0) =  2, ит =  йт (0) =  ко =  1: 1 — < =  0,5, 2 — < =  1, 3 — < =  2

фронт волны начинает двигаться сразу, т. е. в течение конеч
ного времени происходит направленное распространение тепла.
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Установленные свойства температурных профилей позволяют 
объяснить физическую природу эффекта локализации при дей
ствии па среду медленных режимов с обострением (п. 1). Гра
ничные S- и LS-режимы проявляют инерционность процесса 
теплопроводности, создавая и поддерживая локализованные про
фили температуры. В S-режиме скорость поступления энергии 
в вещество так согласована со свойствами среды, что тепло рас
пределяется по всему профилю (см. (1.5) и рис. 17). При более 
«медленном» подводе энергии тепло сосредоточивается в основ
ном вблизи границы, профиль получается более «вогнутым» (ср. 
рис. 24 с рис. 23, 17) и реализуется LS-режим.

Формирование инерционных профилей происходит на глу
бине локализации, определяемой параметрами задачи.

С приближением тепловой волны к границе области локали
зации выпуклый распространяющийся профиль перестраивается 
на вогнутый, что хорошо видно на рис. 23, 24. С этого момента 
проявляется эффект локализации: размер нагреваемой области 
изменяется весьма незначительно, полуширина постоянна или 
сокращается, тепло не проникает за глубину локализации. Если 
после формирования инерционного профиля энергия перестает 
поступать (поток тепла на границе х — 0 становится равным ну
лю), то тепловая волна в течение времени обострения первона
чального граничного режима заметно не распространяется (см. 
рпс. 26, а).

При нагреве вещества в более быстром темпе, чем в случае 
S-режима, образуется выпуклый профиль температуры (ср. 
рис. 25 с рис. 24, 23), область, занятая тепловой волной, уве
личивается, локализация отсутствует, реализуется HS-режим.

Отметим, что действие граничных режимов без обострения 
всегда создает выпуклые профили и локализация отсутствует 
(см. замечание в п. 3 § 1).

Таким образом, эффект локализации тепла связан не только 
со скоростью протекания процесса. Соотношение между темпом 
нагрева среды и ее свойствами определяет характер формиру
ющихся профилей температуры — инерционных или не облада
ющих этим свойством. Этот вывод справедлив в случае произ
вольных сред (см. гл. V), в том числе для сред с объемными 
источниками энергии (см. гл. IV).

4. Локализация тепла в многомерных задачах. «Тепловой 
кристалл». Основные свойства режимов с обострением в тепло
проводных средах, установленные в пп. 1—3 для одномерных 
задач, справедливы в случае многих пространственных перемен
ных. Метод исследования многомерных уравнений также осно
ван на построении некоторых частных решений и применении 
теоремы сравнения.

Новый элемент по отпошению к одномерной геометрии — фор
ма области локализации тепла, которая может быть весьма не
ожиданной с точки зрения обычных представлений о диффузи
онных диссипативных процессах.
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Проиллюстрируем сказанное на простых примерах. Прежде 
всего найдем частное решение уравнения

N

(19)

представляющее собой многомерный аналог автомодельного S-pe- 
жима. В уравнении (19) x = (xt, . .., a ^ e R ^ — пространствен
ные координаты; u = u(t , х ) ^ 0  — температура; к(и) = каи°, 
о =  const >  0,— коэффициент теплопроводности.

Аналогично (1.5) ищем решение уравнения (19) в разделя
ющихся переменных:

Us(t, х ) =  V (t)Q(x). (20)
Подставляя
уравнение

Отсюда

(20) в (19), для функций V (t), 9 (я) получаем

N
I  dV

yo+i dt С > 0 . (21)

V(t) =  A s ( T - t ) - ''° , A s =  (Со) - 1Л\  0 < г < Г < ° ° ,  (22)

т. е. искомое решение растет в режиме с обострением при t -*■ 
-*■ Т~ по такому же закону, как и в одномерном случае.

Эллиптическое уравнение (21) для функции 9 имеет решение 
следующего вида:

N  N

9 =  9 (т|), т] =  2  а Л1 a i =  const > 0 ;  2  a i =  1 •
i=l i=l

Тогда 0 (r|) 5* 0 удовлетворяет одномерному уравнению

9

н, например,

6(ri) =  ( l - ^ ) 7  ** =  (2 M s ^ ) I/2 (23)

Поэтому искомое решение имеет вид

( Л' \  2 /0

1 -  2 w
i=i s J +

Это решение по своей пространственно временпой структуре 
аналогично одномерному. Его можно рассматривать как решепие 
краевой задачи в (0, Т) X lx  е  R№|x, >  0, i =  1, N) с соот
ветствующими начальным и краевыми условиями.

Укажем основные свойства решения сначала в двумерной гео
метрии (N = 2). Грапичная температура задана на осях х„ я2,
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равна нулю при x i > xs/ a u х 2 > xs/a 2 и растет в режиме с обо
стрением при 0 <  х 3 <  Xs/a,i, 0 <  х2 <  х$/а2. Несмотря на это, 
неограниченный рост температуры при t ->■ Т~ имеет место лишь 
в конечной области локализации — треугольнике с вершинами

(О, 0), (xs/a t, 0), (0, xs/ai).
В остальной среде (при ц > а :5) 
температура равна нулю для 
всех 0 ^  t <  Т. Область лока
лизации отделена неподвиж
ным фронтом — отрезком пря
мой, соединяющей точки { x j a u 
0), (0, x j ое2) .

В трехмерном случае об
ластью локализации является 
пирамида с вершиной (0,0, 0) 
и основанием в виде треуголь
ника с вершинами в точках 
( x s / c ti ,  0 ,  0 ) ,  ( 0 ,  X s / c t 2 ,  0 ) ,  ( 0 ,
0, x s / a 3 ) .  На боковых гранях 
пирамиды температура растет 
в режиме с обострением в со
ответствии с (24), вне граней 
она равна нулю. Внутри пира
миды us(t, х ) - + ° °  при t -*■ Т~ 
Температура принимает наи
большее значение в вершине 
пирамиды и уменьшается до 
нуля при приближении к ее 
основанию (r)-*-a:s), которое 
является неподвижной грани
цей области локализации. 

Решение (24) по аналогии с (1.5) можно пазвать многомер
ной остановившейся тепловой волной.

Поясним связь построенного решения с одномерным 
(рис. 27):

Рис. 27. Геометрическая интерпрета
ция решения (24)

Us(* '* i) =  (o, *1>а:д , (25)

которое не зависит от других пространственных координат в пло
скостях Xi =  const. На рис. 27 оси координат расположены та
ким образом, что ось х3 перпендикулярна его плоскости.

Повернем оси х и хг вокруг оси х3 на некоторый угол р е  
е (0 , я/2) и рассмотрим решение (25) в треугольнике с верши
нами в точках (0, 0), (Xs/a.i, 0), (0, xs/a2)\ а 4, =  cos р, а 2 =  
=  sinp. Внутри него температура зависит от (t, хи х2); поэтому 
u3(t, х) можно рассматривать как решение двумерного (N =  2) 
уравнения (19). Краевые условия и само решение легко вы
числяются из (25) с учетом поворота осей x h х2 и совпадают
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с (24). Трехмерное решение получается аналогично при допол
нительном повороте оси х3. Указанным путем строятся много
мерные остановившиеся тепловые волны в областях более слож

ной формы (штриховая линия 
на рис. 27). Краевые условия 
определяются из (25), если 
задана граница области.

Если граничный закон в 
многомерной задаче принадле
жит классу медленных (мажо
рируемых граничным законом 
S-режима), то осуществляется 
локализация тепла и для реше
ния и размера области локали
зации имеют место оценки 
сверху с помощью функции 
(24). На рис. 28 приведены ре
зультаты численного решения 
уравнения (19) при N = 2 в 
области (я, > 0 , х г >  0) с нуле
выми начальными данными и

Рис. 28. LS-режим в двумерной геометрии. Параметры: о =  2, п =  —0,25, 
fc0 =  l ,  Л о =  0,5, 7  =  1, cci =  а 2 =  1 /V 2~is =  1: а — Г — г =  0,22; б — Т — 

— t =  9,1 • 10-5; e — T — t =  4 • 10-7
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Рис. 29. HS-режим распространения тепла в двумерной геометрии. Парамет
ры: а — 2, n =  —1, к0 =  1, А0 =  0,5, Т =  1, а.\ =  а 2 =  1/V2: а — Т — t =  

1=0,27; 6 — Т — t =  8,7•10- '2; в — Т — t  =  4,3-10-2; г — Г — г =  2,7• 10“2



граничными условиями
u(t, xlt 0) =  А0 (1 — t)n ( 1 — a1x1/xs)+a,
и (t, 0, x2) =  A0 (1 — t)n (1 — a 2x2lxs)%°, 

которые мажорируются граничными значениями решения (24) 
при 4̂S =  0,5, ai =  a 2 =  l/V2, Т =  Область локализации — тре
угольник с вершинами (0, 0), (У2, 0), (0, У2). Результаты ил
люстрируют локализацию тепла в LS-режиме, когда п > — 1/о.
Тепловая волна при всех 0 <  
локализации мажорирующего

<  1 находится внутри области 
i-режима, начиная с некоторого 

момента формируется вогну
тый профиль температуры, 
эффективные размеры нагре
той области сокращаются.

Так же как и в одномерной 
геометрии, при действии на 
среду быстрых режимов с обо
стрением локализации отсутст
вует. На рис. 29 показана эво
люция многомерного HS-режи- 
ма с обострением при началь
ных и краевых условиях пре
дыдущего расчета, но при 
п < —1 /о. Здесь формируется 
выпуклый профиль температу
ры, и тепло неограниченно рас
пространяется в течение конеч
ного времени обострения.

Рис. 30. Тепловой кристалл в двумерной геометрии. Параметры: а =  2, ко =  
=  1, ит =  0,5, х0 =  1, а, =  <х2 =  1/У2, t* =  1: а — t =  0, max i«(0, х,, х2) =  
=  0,5; 6 — t =  0,8, max u(t, xu x2) =  0,24; в — t =  4, max и (t, x u x2) =  0,18
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Тем самым основные результаты и представления о дейст
вии граничных режимов с обострением на теплопроводную среду 
переносятся на многомерный случай. Отметим, что скорость нара
стания температуры в S-режиме, разделяющем медленные и бы
стрые режимы с обострением, не зависит от размерности про
странства, а определяется только свойствами среды.

Новым качеством многомерной геометрии является простран
ственная форма области локализации тепла, которая может быть 
достаточно разнообразной. Приведем соответствующие примеры.

Рассмотрим решение u(t , х и х2) задачи для уравнения (19) 
при N =  2 в области (О, T ^ Xl x i X ) ,  х2 >  0) с начальной функ
цией (24) при t — 0. На осях х,, х2 зададим нулевые потоки 
тепла: k0uauXi =  0 при х2= 0 , k0u°uXz =  0 при х, =  0, t <=(0, Т ) , 
т. е. энергия в среду не поступает.

Поскольку потоки тепла на граппце, отвечающие автомодель
ному решению us(t, х),  положительны, то по теореме сравнения 
имеем u{t, x ) ^ u s(t: х) в (0, Т ) Х { х , >  0, х г >  0), и, следова
тельно,

u(t, х) =  0, i e ( 0 ,  Т), cciXi +  а2х2 > xs. (26)
Кроме того, по построению u(t, х ) > 0  при 2^(0 , Т) и а,х, +  
+  а2х2 <  xs, Xi > 0, х2>  0.

Решения уравнения (19) в пространственных областях 
{х* > 0 , х 2<  0), {х, < 0 , х2 >  0) и {х( < 0 , х2 <  0) с аналогичны
ми краевыми условиями обладают тем же свойством. Поэтому 
u(t, х) =  0 при £е(0,  Т) для всех a jx ,!  +  а 2|х2| >  xs. Однако 
в силу симметрии все эти решения в соответствующих квад
рантах совпадают с решением задачи Коши для уравнения (19) 
в R+ X R2 с начальной функцией

и (0, хх, х2) =  um [ 1 — ((Ху I Ху I +  а 21 х2 | )/х0]+°, (27)

где ит =  AST 1/с, х0 =  xs =  (2ft04s (о +2)/о)1/2.
Итак, начальное распределение температуры (27) локализо

вано в ромбе a j x i l  +  а2\хг\ <  х0 в течение времени не меньше 
*л =ох20/(2к0 (о+2) ). Оценка времени локализации анало
гична формуле (13) для одномерной геометрии.

Проводя такие же построения для трехмерного случая, полу
чаем, что начальное возмущение

% (Xj, х 2, х3) — 3
0, 2  | | Xq,

i=l

(28)

локализовано в течение конечного времени (£л оценивается по
з

аналогичной формуле) в октаэдре 2  « г 1 ^ |^ х 0.
г = 1
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В среде конечное время существует тепловой кристалл — ок
таэдр, сохраняющий свою форму. Внутри него температура от
лична от нуля, на гранях и вне октаэдра равна нулю при всех 
*е(0,  гл).

Численная реализация двумерного аналога теплового кри
сталла приведена на рис. 30. Начальные данные — функция 
(27). Тепловая энергия конечное время локализована в квадра
те. С течением времени внутри области происходит перестройка 
профиля температуры на выпуклый и начинается распростране
ние тепла (ср. с рис. 26, а) .

Функции (27), (28) с помощью теоремы сравнения опреде
ляют класс инерционных профилей температуры в многомерной 
геометрии. Распределение температуры локализовано, если для 
каждой точки его фронта можно указать функцию вида (27) 
или (28), мажорирующую это распределение при совпадении их 
фронтов. Этим способом нетрудно построить области локализа
ции разнообразной формы (шар, эллипсоид и т. п.) и указать 
соответствующие начальные профили температуры.

§ 4. Эффективная локализация тепла

1. Независимость эффективной локализации от начального 
состояния. В § 2, 3 при изучении эффекта инерции тепла ис
пользовалось приближение «нулевого фона», начальная функция 
и0{х) считалась финитной.

Рассмотрим исходную задачу (1.1) — (1.3), в которой ограни
ченная непрерывная функция и„(х) произвольная. Локализация 
тепла в этом случае понимается в эффективном смысле.

Установим прежде всего связь между решениями u(v) (v =  
=  1, 2) задачи (1.1) — (1.3), отвечающими разпым постоянным 
начальным функциям и(0V) (х) =  C(v) =  const ^  0 и одинаковым 
ври t-+-T~ граничным режимам w(v) (1, 0) =  u ^ ( t )  > 0 ,  t е  (0, Т).

Л е м м а .  Пусть С(1) <  С<2), функции Ua\ t)  не убывают по
i <= (0, Т) и существует такое т ^ (0 ,  Т), что

и!15 (0 =  wi2) (0 =  щ (t), t e  [т, 
и{1) <  u(i \  t е  (0, т).

Л ;
(1)

Тогда
АД(t) =  ДЕ(2)( 0 -  ДЯ(1)(f) <  АД(т) , *e tr, Т), (2)'

где

AE(v) (i) =  f (n(v) (t, x) -  C(v)) dx e= [0, oo), t e= (0, T)\ v =  1, 2.
0

Функции AE(V)(1) имеют смысл энергии, поступившей в сре
ду к моменту времени t е  (0, Т ) .
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предварительно отметим, что в силу 
принципа максимума им  3? <7(v) в (О, Г ) Х К +, так что AEM (t)~> 
3* 0. В сделанных предположениях уравнение (1.1) можно ин
тегрировать по (т, <)XR+, f e ( т, Т). Это вытекает из интег
рального тождества для обобщенного решения при специальном 
выборе последовательности финитных пробных функций /  =  
=  /(:г/а)->-1 при а  °° всюду в R+, 1// (£)1<1,  и известной 
регулярности обобщенного решения (см. § 3 гл. I). Формаль
ное интегрирование уравнения (1.1) по (т, ( )XR+ дает сле
дующее:

t

ДE w (t) -  A£(v)(t) =  -  | / е [ и м (5,  0 ) ] ^ - ( e ,  0 )d s> 0 , v =  1, 2
X

(подынтегральные выражения с точностью до знака представ
ляют собой потоки тепла на границе). В силу (1) при всех 
t е  {т, Т) имеем

t
АЕ ( 0 -  ДЯ(т) =  J * [и, (s)] (s, 0) -  ^  (s, 0)] * .  (3)

По теореме сравнения и(1)^ и (2) в (0, Т)Х  R+. 
н(1)(<, 0) =  z/(2’(£, 0) при t ^ [ x ,  Т), получаем

°)-

Поскольку

Следовательно, подынтегральное выражение в (3) неположитель
но, что эквивалентно (2).

Таким образом, при одинаковом режиме нагрева количество 
тепла, поступающее в первоначально более холодную среду, не 
меньше энергии, сообщаемой более горячей среде (если ДЕ(т)<0) .  

Разумеется, эта лемма допускает обобщение на широкий
( V )класс начальных возмущении. Если и0 отличны от постоянных, 

но, например,

Мо15 <  и(о \  я >  0; е  L1 (R+), [(p (4V))]* ^ °>  £->-0 0 ,
(4)

то при выполнении условий (1) получим вместо (2) оценку:
оо оо

0 < J  [u(2) — u(1)] (t , x) d x ^ .  j  [и(2> — u(1)] (t , x) dx, (5)
о 0

или, другими словами, Ju(2)(£, •) — uw (t, •)|b1(R+) не возраста
ет no t e  [т, T ) .

Доказанная лемма выражает своеобразную устойчивость в 
L‘(R+) процесса распространения тепла по отношению к воз
мущениям начальной функции. На ее основе устанавливается
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справедливость следующего утверждения о независимости глу
бины эффективной локализации от начальной функции.

Т е о р е м а  1. Пусть u(v) (v =  l, 2) — решения задачи (1.4) — 
(1.3) с краевыми данными иgV\  i4v) соответственно, причем вы
полняются условия (1) и, кроме того,

“ «(*>-«-°°i t ^ T ~ ,
К ° ( 0 Г > о ,  «е=[0, Т);

UqV) (х) не возрастают по х > 0 ;  -v =  1, 2. Пусть и(,) эффективно 
локализовано и глубина локализации равна L(1)* Тогда и(2) так
же локализовано, причем L(2)* =  L(1)*.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим й(1), й(2) —_решения зада
чи (1.1) —(1.3) с условиями й(1)(0, ;г) =  0, и<2) (0, х) =  С =  
=  max (sup u[l\  sup Wq2>) =  max (uj1* (0), и(0г) (0) ), ii{,) (t, 0 ) ^
= TT2){t, 0 ) =щ( г )  при t, T). Доопределим функции
w<v) (t, 0) в [0, т) так, чтобы к решениям iZ(v) была применима 
лемма и й(1) ( f ,  0) <  Hi0 (t ), и ^  (t ) й (2) (t , 0).

Из теоремы сравнения следует, что
й(,’ ^ и “ \  и.(2’ «гй(2’ в (О, Г)Х R+. (7)

Применяя лемму к функциям й(%,), перепишем неравенство (2) 
при С(1) = 0 , С(2) =  С в виде

оо
[ | u(2) (t , х) — С — uw  (t , z)] dx^  const, t e  [т, T).

о

Разбивая этот интеграл на сумму интегралов по (0, х0) и (х0, °°), 
где х а >  L w * — произвольная постоянная, получаем
х0 *0 00
I* ( u<2) ( t , z )  —  Ц(1) ( f ,  л?) 1 —  J  Cdx +  J  ( uw  ( t , х ) —  С] dx —

о  о * 0

ОС

— f u(t) (t, x) dx =  I x — I 2 4 -13 — / 4 <  const, t e  [т, T).

Докажем равномерную ио I е [т, Т) ограниченность интегра
ла / 3. Поскольку в силу припципа максимума й(2) >  u(i) в 
(0, Т) X R+, то /, >■ 0. Далее, 1г = Сха, и, следовательно, / 3 ^  
<  const +  / 4 при всех £е 1т, Т).

Рассмотрим интеграл / 4. Поскольку решение иш локализо
вало и х0>  то существует такая постоянная М >  0, что
ы(1) М в (0, Г)Х[;го, °°). В силу (7) это означает, что й0) <  М 
в (0, Г )Х [10, °°).

Тогда в силу теоремы сравнения u(1)< u A в (0, Т ) Х( х 0, °°), 
где uA(t, х) =  б ((х — х0)/О,г) — автомодельное решение уравне
ния (1.1), удовлетворяющее условиям uA(0, z) =  0, х > х 0;
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uA(i, x0) = M,  ( e ( О, T ). По поводу существования и единствен
ности решения ил ^ 0  см. п. 4 в § 3 гл. I, а также коммента
рии к гл. I. При этом 0 E L 1 (R+).

Итак,
о о  с о

I 4=  j  и(1) (t, х) d x ^ .  J" иА (t, х) dx -
*0 *0

00 оо

-  j в ( ^ ) 'i* -  !•« J е (5)« < г* р (ь,(а +) < оо
*о 0

при всех £е[т,  Т). Следовательно,
ОО

13=  \ [w(2) (t, х) — С] d x ^ .  const (8)
«о

для любых t е  [т, Т ) . Отсюда непосредственно следует равномер
ная ограниченность н(2) в [т, Т ) Х ( х 0, °°). Действительно, в силу 
монотонности по f s ( 0, Т) граничной функции u(2)(t), во-пер
вых, й(2) (т. е. / 3 5* 0) и, во-вторых, й<2) (t, х) не возрастает
по х  при любых £е(0,  Т) (см. § 1, 2 гл. У). Поэтому для 
любого x t >  х 0

h  >(Zi  ~  a:o)[й(2, (i, ж,) -  С],
и, следовательно, предположение

lim и~2̂ (t , жД =  оо 
t->T~

приводит к противоречию с (8).
В силу второго неравенства (7) получаем, что для любого 

^0> L (1,* существует такая постоянная М >  0, что и(2)^ М  в 
(0, Т ) Х ( х о, оо). Тем самым решение и(2> локализовано и 
L(2)* ^  L (t>*.

Меняя местами решения м(1), и<2) и проводя аналогичные 
рассуждения, получаем противоположную оценку L(1)* < L (2)*, 
т. е. L(1,* =  L(2)*, что завершает доказательство.

Рассмотрим теперь случай отсутствия локализации.
Т е о р е м а  2. Пусть в условиях теоремы 1 решение w(1) не- 

локализовано (HS-редким).
Тогда и{2) также нелокализовано.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если предположить обратное — п(2) ло

кализовано, то в силу теоремы 1 uw  также локализовано, что 
противоречит условиям.

З а м е ч а н и е .  Указанные в (6) требования на краевые дан
ные можно существенно ослабить. Фактически для справедли
вости утверждений теорем 1, 2 достаточно лишь выполнения 
первого условия (6) и равномерной ограниченности непрерыв
ных начальных функций и ^ \
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Итак, свойства режимов с обострением при t Т~ практиче
ски не зависят от начального распределения температуры. Если 
некоторый граничный закон обеспечивает локализацию тепла 
(в строгом или эффективном смысле) при каком-то одном на

чальном условии, то локализация имеет место при любых дру
гих ограниченных начальных возмущениях. Сохраняется также 
глубина локализации, принадлежность к S- или LS-режиму.

Рис. 31. Эффективная локали
зация тепла в среде с не
линейной теплопроводностью. 
Параметры: а =  2, к0 =  1,
и0[х) = 1 ,  As =  Т =  1, L* =  
=  2: 1 — Т — t =  1,7 - 1Q— 2 — 
Т — t — 5,48-10~2; 3 — T — t =  
=  2,37 -10-2; 4 — Т — f=8,14 X  
Х 1 0 -1; 5 — Т — i =  3,9 • 10-3;
6 — Т — t =  1,58• 10-3; 7 — Т — 

— t =  6,37-10-4

Рпс. 32. «Выход» решения 
на автомодельный HS-режим. 
Параметры: с =  2, п =  —1,
к0 =  0,5, А о =  0,12, Т =  1,12 X  
X  10"': 1 — Т — £ «= 9,2-10-9;
2 — Т — f =  6,15 • 10-3; 3 —
Т — f =  1,05'10_3; f(t,  6) =  
_ u(t, %(к0Ааи{Т

A  ( T - t ) n

В частности, неизменны многие асимптотические свойства про
цессов распространения тепла в задаче (1.1) — (1-3), изученные 
в § 2, 3 для случая к ( и ) = к 0и<! ( а > 0 )  и финитной функции
и0 (^) • Например, справедлива

Т е о р е м а  3. Пусть в задаче (1.1) — (1.3)
к(и) = к0и‘', а > 0 ,  и Ui(t) = A s(T — t)~i/a, f e ( 0 ,  Т). 

Тогда решение эффективно локализовано, причем 

L* =  (2V s(ff+2)/o)1/2
Ha рис. 31 приведены результаты численного расчета, иллю

стрирующие теорему 3.
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Асимптотическая устойчивость автомодельных решений HS-, 
S- и LS-реЖнмов доказана в гл. VI, где получены оценки ско
рости сходимости. Для примера на рис. 32 показан «выход» 
неавтомоделыюго решения на пространственно временную струк
туру автомодельного HS-режима (жирная линия).

Не вводя точного критерия близости, отметим, что влияние 
начальных данных в области, охваченной тепловой волной, ста
новится несущественным, если в среду поступила энергия, по 
крайней мере па порядок большая начальной. К примеру, для 
S-режима, когда характерный размер образующейся тепловой 
волны постоянен, выход на автомодельные закономерности про
исходит при росте температуры на грапице примерно в 10 раз 
по сравнению с характерной начальной температурой. Этот факт 
отражен на рис. 31.

Таким образом, построенные в § 2 автомодельные решения 
с обострением являются устойчивыми асимптотиками тепловых 
процессов.

Аналоги теорем 1, 2 можно доказать для многомерных задач, 
а также в случае второй краевой задачи, когда на границе за
дан лоток тепла (при этом неравенство (2) в лемме превра
щается в равепство).

Локализация тепла в среде или ее отсутствие определяются 
лишь видом граничного режима в отличие от ряда других эф
фектов нелинейной теплопроводности (например, конечной ско
рости распространения возмущений), для существования которых 
необходимы специальные начальные данные.

Полученные результаты расширяют сферу приложений изу
чаемых эффектов в различных физических ситуациях. Но воз
никает следующий вопрос: является ли инерция тепла свой
ством среды именно с нелинейной теплопроводностью к(и) = 
= kauQ, а >  0, или эффект локализации проявляется в произ
вольных средах? В частности, возможны ли различные режимы 
распространения тепла в среде, описываемой классическим урав
нением теплопроводности?

2, Действие граничных режимов с обострением на среду 
с постоянными теплофизическими свойствами. Рассмотрим зада
чу о нагреве среды с постоянной теплопроводностью в режиме 
с обострением

которая является частным случаем задачи (1.1) —(1.3). Для 
простоты начальная температура вещества взята равной нулю, 
что несущественно в силу принципа суперпозиции (см. так
же п. 1).

(9)

( 10)и(0, х) =  0, х  >  0,
u(t, 0 )  =  1 4 , ( 0 3 * 0 ,  i i s [ 0 ,  Г); ице С (,[0,  Т ) ); 

Ui °°, t-+ Т~, ( И )
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Возмущения в процессах, описываемых уравнением (9), рас
пространяются с бесконечной скоростью, поэтому локализацию 
тепла следует понимать в эффективном смысле.

Решение задачи (9) — (11) выражается через потепциал двой
ного слоя:

u(t,  х) - __  I ехр
i f  к л J г о о

(т)
^ o (i-T )J  ( t - x y,3 /2 dx. (12)

Для определения условий локализации в задаче (9 )—(11) 
совершим в (12) переход к пределу при t -*■ Т~:

т

*) - r j 7 p J  ехрГ ® ^ } ^ З ^ л -

(13)

Из (13) видно, что наиболее интересным является класс «экспо
ненциальных» граничных режимов с обострением. Действитель
но, если

Ui(t) = A S(T — £)v ехр Ш0 (T — R 0, A s > 0 ,  (14)
то u(t, i ) - + “  при t-*-T~ для всех я е (0, xs), где

xs =  2 УкЖ.  (15)

При любых x > x s температура в момент t =  T~ ограничена:
. . А,х2V „Г {  Xс \2]V-l/2

М т ) |  х

X |  е~иигх-№йи<.  оо. (16)
(* , - 4 ) / ( 4 * 0Г)

При t =  T~ в области х >  xs ограничены также поток тепла и 
количество содержащейся в ней энергии. Параметр v определя
ет характер изменения при t -*■ Т~ температуры и потока тепла 
в точке x = xs: при v >  1/2 (v > 3 /2 )  температура (поток тепла) 
ограничена в момент t = Т~, при v ^  1/2 (v 3/2) неограничена.

Решение (12), (1 4 )— пример S-режима с обострением. Оно 
является аналогом остановившейся тепловой волны (1.5) в слу
чае постоянной теплопроводности.

Из теоремы сравнения получаем, что для граничных режи
мов, мажорируемых функцией (14):

B1(i)s£4e(7’- i ) vexpto,(7, - i ) - 1>, t e ( 0 ,  Т), (17)

имеет место локализация тепла с глубиной L* *£ xs, н прп х  >  х3 
решение ограничено для всех 0 < t < T  предельной кривой (16). 
Условие (17) выделяет класс медленных граничных режимов
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с обострением в рассматриваемой задаче. Если
и1(0 ^ 4 о (2 т-  t)' exp{B0( T - t ) n}, 0 < t < T \

- К л ^ О ,  И „> 0  (18)
(при re =  0 полагаем v < 0 ) ,  то интеграл (13) сходится при всех 
х > 0 ,  и температура u(t , х) обращается в бесконечность лишь 
в точке х =  0. В остальном пространстве она ограничена:

и (Г , х) ■■
A  x i v■ о 1~‘ 

: 22v У  л °

( П п  х 2 п

ехр —и -\— 5—г и"
(Ч Г

u - v - l / 2 d u .  (19)

*7(1 V ')  1
Таким образом, при выполнении условия (18) реализуется 

LS-режим с обострением.
Наконец, в случае быстрых режимов
u , { t ) > A 0{ T - t ) vexv{R0{ T - t ) n), 0 <  t < Т, г е < - 1, (20)

при всех £ > 0  интеграл (13) расходится, u(t , х)-*- 00 при t ->■ Т~ 
всюду в R+ и осуществляется HS-режим.

Итак, в среде с постоянными теплофпзпческпмп свойствами 
так же, как и в случае к ( и ) = к 0и° ( а > 0 ) ,  существует три
различных режима распространения тепла. Инерция тепла, по
явление конечной области локализации теплового процесса име
ет место в однородной среде с бесконечной скоростью распро
странения возмущений.

Рассмотрим вопрос о локализации в многомерном случае. 
Здесь возможно построение областей локализации самой разно
образной формы, в частности областей с негладкой границей.

Решение уравнения теплопроводности ( к 0  =  1)
ди, д2в . дги г\ ^  ̂ гг, ^ п
~дГ ~~  ■*" Т Й Г ’ 0 < 7 < Г ,  Я ч > 0 ,  —  о о < х , < с о ,

с условиями

и (0, х и х2) = 0 ;  u(t, 0, х2) = Ф (t, х2)\ 0, t е  (0, Т ) , Х2 1 R,

где Ф(7, х 2) °° при t Т~ для всех I j e S ^ R ,  Ео¥=0, пред
ставляется через двумерный тепловой потенциал: 
u(t, xL, х2) =

4л J ехр
2 I 2 Х\ + Х 2

4 (г — т)
йл
-т 1 г J(г — т)

ехр
2х.,1/

4 (г — т) Ф (т, у) dy.

Устремляя t к 
ратуры:
и (Т~, ху, х2) =

т
=  ±  Г4л J

Т , получаем предельное распределение темпе-

ехр 4(7’ — т)) (Г _  Т)
d% Р ( У2 —  2 х 2У 1 ^  , ч ,

е х Р { ~  4 ( f - T )  \ Ф ( Г > У ) * У -

(21)
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Пусть, например, граничный режим имеет вид

Ф (г, х2) =  ехр 4 (Г -  () р (t , х.г),

где

Р (*. **) =
26а:.

еХР14(Г^7)
О, х.2 >  d, т2 <  О,

, d =  const >• О,

и й >  0 — постоянная. Внутренний интеграл в (21) сходится при 
всех и равен

(2 (Г — т)
I  (х2, т) = е*р {т-(ГЬД 1  -  *]'

d, х, =  — b.

Из (21) тогда получаем, что областью локализации является 
множество

х\ +  (х2 — d f  <  d2 +  2db, xy >  0,

граница которого составлена из отрезка прямой и полуокруж
ности. Внутри области локализации температура стремится к 
бесконечности при t-+T~,  вне е е —равномерно 
ограничена по времени.

Используя (21), нетрудно получить области 
локализации, границами которых служат все 
кривые второго порядка (парабола, эллине, ги
пербола). Принцип суперпозиции позволяет ком
бинировать области, отвечающие разным гранич
ным режимам, и получать в итоге области лока
лизации с негладкими границами. На рис. 33 
граница состоит из частей окружности и эллипса.

3. Асимптотическая стадия режимов с обост
рением в среде с постоянной теплопроводностью.
На основе интегрального представления решепия
(12) задачи (9) — (И ) трудно получить деталь
ные характеристики асимптотической стадии про
цесса. Для этой цели мы воспользуемся постро
ением автомодельных и приближенных автомо
дельных решении задачи. Рассмотрим два важ
ных примера.

1. Граничные режимы степенного вида:
uL(t) = А 0(Т — t)n, 0 < t < T ,  п <  0, (22)

приводят к реализации LS-режима. Анализ задачи (9), (10),
(22) проведем, используя автомодельные решения

uA(t, т) =  Д „ (Г -0 " /л ( |) ,  l  = x[k0( r - t ) ] ~ ' ' \
_сK < t < T , т >  0.

Рис. 33. Об
ласть локали
зации тепла 
(заштрихована) 
с негладкой 
границей (Р — 
угловая точка)
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Для функции /А( |)  получаем тогда задачу 

/ а  — 4 " / а £  +  « /а =  0, 0 < | <  оо, / а  (0) =  11 / а  (о°) =  0,

которая имеет единственное положительное монотонное решение
оо

/ а (|) =  W P 7 )  J ехр ( “  *~в' 1 (1 +s)"~1/2 0 <   ̂< 00

Из принципа максимума следует, что разность между авто
модельным и неавтомо- 
дельиым решениями удов
летворяет оценке
0 <  ил (t, х ) — и (t, х ) с' 

< и А(0,0) = А оТ \  (23)

Вводя «автомодельное 
представление» решения

/(*, |)  =  А-1 (Т -  t y n X
Хи(*. l l k 0( T - t ) \ U2),

из (23) для всех 0 < f <
<  Т получаем оценку
f (t ,  •) — / а (-)с(Н+) <

<  Тп{Т—«Гп -»-0,

т. е. асимптотическую ус
тойчивость автомодельно
го решения (результаты 
численного расчета см. на 
рис. 34). Устойчивость 
обеспечивает совпадение 
основных свойств реше
ний н(£, я) и uA(t, х) на 
асимптотической стадии. 
Например, полуширина 

тепловой волны а:Эф^г;, определяемая из уравнения

u( t , хоф ( t ))  =  0) =  -|- А0 (Т — £)", t -а- Т~,

в силу (23) удовлетворяет неравенствам
l/2 < /(« ,  xoil(t)/[k0(T - t ) ] l/2)< 1/2+ Т”(Т -  t )~ \  (24)

Пусть / а1 (1/2) =  |эф <  оо, где /д 1 — функция, обратная к /А( |)  
(она существует в силу монотонпости /А(Е)). Тогда из (24)
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Рис. 34. «Выход» па автомодельный сте
пенной LS-режим в среде с постоянной 
теплопроводностью. Параметры: к 0 =  1,
п  =  —  0,5, А 0 =  Т  =  1: 7 — Г — г =  0,77; 
2 -  Г — f =  0,70; 3  —  T  —  t  =  0,55; 4 -

Г -  г =  0,41



получаем закон изменения полуширины:
* * (0  =  1эф(У — t y n + о[ (Т  — t ) t  -  т-

Аналогичный закон справедлив для величины хЗЕ (t), определяе
мой из уравнения

W  (t, x3»{t)) = - Y W  (t, 0), 0 < f < 7 \

где W (i, х) — поток тепла, т. е. x3E(t) — координата точки, по 
обе стороны которой распределяются равные количества посту
пающей в среду энергии.

Рис. 35. Динамика степеппого LS-режима в среде с постоянной теплопро
водностью. Параметры: к 0 =  1, А 0 =  Т  =  1: 1 — Т  — t =  0,113; 2  — Т  — t =  
=  5,8-Ю-2; 3  — Т  —  I =  3,5-10~2; 4 — T  —  t =  2,3-10“2; 5 -  Т  -  I =  1,8-10"2;

6 — Т — I =  1,2-10-2; 7 — Т — f =  7- Ю"3

На рис. 35 даны результаты численного решения задачи (9),
(10), (22) при п = — 1. Штриховой и штрихпунктирной линиями 
показаны траектории соответственно x — x3il(t) и x3E(t). Авто
модельные закономерности устанавливаются при росте темпера
туры на границе в 5—10 раз по сравнению с начальной (что 
близко к критерию установления для сред с к(и) = к0иа, о > 0 ) .
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Вместе с тем между решениями u(i\ х) и нА(£, х) есть оп
ределенные различия. Асимптотика при х  °° предельного рас
пределения u( t , х)

00

и(Т~,  х) =  2t f y - kо” j  e—s - n-Mds  (25)
х2/(4Л0Т)

является экспоненциальной в отличие от степенной асимптотики 
автомодельного решения

их {Т~, х) = ^ ^ к о ПГ ^  -  n̂ j + х-*- оо.

Это связано, естественно, с тем, что автомодельный профиль 
иА(Т~, х) формируется в течение бесконечного промежутка вре
мени Т).

2. Рассмотрим теперь асимптотическую стадию экспоненци
альных граничных режимов с обострением:

щ (t) =  Л0[ехр {R0(T — t)n} — 1], 0 < t < T ;  n <  0. (26)

Выражение (26) отличается от (14) при v =  0 на постоян
ную, что несущественно.

Задача (9), (10), (26) содержит по крайней мере два пара
метра с размерностью длины [ /^ (Г — 0)1/2 и [&о̂ <Г1/П]1 
и, следовательно, не имеет автомодельного решения. Мы покажем, 
что асимптотика решения задачи при t -> Т~ описывается авто
модельными решениями некоторого «вырожденного» уравнения.

Они строятся следующим образом. Замена
V(t, x) =  A0ln [ l  +  u(t, х ) /А 0\ (27)

приводит исходную задачу к виду

0 < , < г ' 1 > 0 - (28)
V (t , 0) =  AaR 0 (Т -  Ф  о <  t <  т, (29)
V (0, х) =  0, а: >  0. (30)

Если отбросить в уравнении (28) член со старшей производной, 
то мы придем к вырожденной задаче:

а̂ \ т  , > 0 .

V.a(t, 0) = A oR0( T - t ) \  0 < t  < Т,

которая имеет автомодельное решение

Va (t, х) =  A0R0(T — t)n9а(|),
(k0/f0)l/2 (Г — <)a+n)/a*

(31)
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Функция Oa(|)S*0 удовлетворяет уравнению

( e ; ) s _ i + ^ 0 'S  +  nea =  o, е > 0; еа (0) =  1, (32)

и всюду, где опа положительна, определяется неявным ооразом 
из равенства

-i(l+n) / 2

+

y ( l ± i j 2 +

1 _  (_ „)!/*
4 J -  l  ■

(33)

В остальных тоннах полагаем 0а(£) =  О.
Свойства монотонной функции 0а зависят от параметра п.
1) Если — 1 < н < 0  (LS-режим), то 0а( | ) > О  при всех 

I >  0 и
0а (|) =  С (п) Егп/(1+п)

С{п)

+  оо;
1 +  " 2—2П/С1 +П) /_ пч1/(1 + Г1)

2 п ' '
2) При п = — 1 (S-режнм) решение имеет вид

0а(?) 1 0, 1 ^ 2 .
3) В случае г а < —1 (HS-режим) 0а — финитная функция:

0а(^)>О при 0 =£ !  <  | ф =  2(—н)эт/2( —1 — п)~(1 + п)/2, 0а(Е)=О при 
всех 1 > U ,  причем 6а(1) = - [ ( 1  +  п)/2]£(,,(£ ,„ - | ) + о  ( ( | ф- £ ) )  
при

Во всех случаях 0а (0) =  — (— ге)1/2, 0а (!) >  0 всюду, где 0а >  
>  0, И 0а (!) <  0а (0) =  (1 — п)!4 при |  <= (0, | ф) .

Из свойств автомодельных решений и принципа максимума 
следуют оцепкп (см. § 2 гл. VI)

- V ? o r < F ( C  * ) - У а  ( t ,  * ) < 4 Х ( £ ) 1 с ( о . 8 ф )

<е(0,  Г), : г>0.

Тогда из (27) для решения исходной задачи получаем
V а (г, *)

10 Jexp У  м  ( г ,  а )  У

<  A J - in~l)li {Т -  t f ...... ’exp(ft—1)/4 / Т а (t, x ) (34)

Для автомодельного представления решения F;

0 ( г ,  g )  =  ( H 0/ ? o ) - , ( 7 ’ - 0 - " V ( « ,  ! ( W / 2 ( r - i ) < 1 + " > / 2 )
из предыдущих неравенств вытекает следующая оценка скорости
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сходимости к приближенному автомодельному решению:

II9 (*, •) -  9а (•) 1|с(н+) =  о  {(Т -  t)~n |1п (Т -  t) I) -> 0, t -> т-  (35)
Сходимость (35) в случае S-режима показывают результаты 
численного решения задачи (28) — (30), приведенные на рис. 36. 
Значительный рост температуры в основной части области ло
кализации по сравнению с температурой при х  >  =  2(&<Д>)1/2

Рис. 36. Параметры: п =  —1, к0 =  1, Л0 =  Во =  Г =  1, xs =  2: 1 — Т — * — 
=  0,95; 2 — Т — t =  0,47; 3 — T — t =  0,2; 4 — T — t =  0,1; 5 — T — t =  

=  5-10-2; 6 — T — t =  2,5-Ю-2; 7 — T — t =  1,2-« Г 2

происходит, если температура на границе увеличивается в 10— 
20 раз.

Оценка (34) дает возможность провести детальный анализ 
развитой стадии процесса. Например, в S-режиме для всех 0 <  
<  х < xs =  2(kaR0)1/2 из (34) получаем при t Т~ оценки
■4„[ехр (Д0[Г — £)-1(1 — x/xs)2 — R0T~l) — 1] <  u(t, х)

sS А аТиг(Т — t) - 1/2 exp (До (Т -  t) (1 -  x/xs)2},
откуда следует, что в области локализации температура изменя
ется по закону

u{t, х ) ~  ехр{До(7т — f)_, (l  — x/xs)2), 0 < x < x s ,
16S



В случае HS-режима для любого х  >  0 имеем 
u(t, х) ~  ехр Ш0(Т — t )” — x ( —R 0n/k0) i/2(T — t ) {n~i)/z}, t-+T~,

т. e. температура в любой точке пространства неограниченно 
возрастает, но в более медленном темпе, чем граничная тем
пература.

С помощью (34) также нетруднно определить динамику раз
вития процесса на асимптотической стадии:

Г к I 1/2
*эф ( 0  =  I n 2 [ т ф ^ \  ( Г -  f ) (1_n)/2  +  0 [ ( Т -  г )(3- п)/2] ,  

к l i / 2,
* эн  ( 0  =  [ r^ ) \  (т-  *)u _ n ) /2  +  0[(Т -  о (3- п )/2 ] .

(36)

В отличие от среды со степенной нелинейностью здесь во 
всех случаях x3lt(i)^ -0 , ^эн( 0 ^ 0  при в том числе и в
HS-режиме, когда температура неограниченно растет всюду в 
R+. Это, в частности, показывает, что сокращение полуширины 
не является признаком локализации режима с обострением. От
метим, что обычно используемая раз.черностная оценка полу
ширины температурного распределения x3Q)(t) ~  [&0 (Т — i)]1/2 в 
данном случае неправильно описывает процесс на развитой 
стадии.

Итак, при действии на среду экспоненциальных граничных 
режимов с обострением (26) на развитой стадии происходит 
своеобразное вырождение параболического уравнения (9) в урав
нение первого порядка:

ди (Эи/дх)2
ИГ =  ’О 1

автомодельные решения которого дают главный член асимпто
тики решения при t Т~.

Функция (31) является приближенным автомодельным ре
шением задачи (28) — (30). Общая теория п. а. р. параболиче
ских уравнений и ее приложения излагаются в гл. VI.

Выводы данной главы свидетельствуют об общем характере 
эффекта инерции тепла и показывают, что условия его проявле
ния вполне реализуемы. Полученные здесь результаты будут 
использованы в гл. V, VI при исследовании граничных режимов 
с обострением в средах с достаточно произвольными теплофизи
ческими свойствами.

КОММЕНТАРИИ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

§ 1. Автомодельное решение S-режима (5) построено в [1591 (сущест
вование решений в разделяющихся переменных для уравнения (1) было 
известно раньше; см., например, [13] ), где впервые изучена остановившая
ся тепловая волна в краевой задаче; там же численно проверена ее асимп
тотическая устойчивость. Работа [1591 стимулировала подробные иссле
дования эффекта локализации в среде с нелинейной теплопроводностью [91,
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113—115], где сформулировапы основные понятия и определения. Подроб
ный анализ локализованного решения из примера 2 проведен в [153, 
154, 41].

§ 2. Три типа автомодельных режимов с обострением (S-, LS- и IlS-pe- 
жимы) изучались в [156, 94, 116, 55]. При изложении п. 2 мы следуем [55]; 
другим способом существование и единственность автомодельных решений 
доказаны в [216, 217].

§ 3. Теоремы об условиях существования локализации пли ее отсутст
вии (пн. 1, 2) доказаны в [135]. Более подробное обсуждение физических 
причин локализации можно найти в [94, 116, 117]; там же анализируются 
возможности ее эксперимепталыюго исследования. Локализация в задаче 
Кошп изучалась в [156, 94, 116]. Один интересный пример локализованной 
начальной функции построен ранее в [174], где найдено точное значение 
времени локализации, совпадающее с вычисленным н п. 3. Результаты н. 4 
изложены в основном в [125, 142, 116].

Список работ, посвященных исследованию локальных свойств поверх
ности вырождения в задачах для квазилинейных параболических уравне
ний, приведен в комментариях к гл. I и II.

§ 4. Результаты п. 1 частично изложены в [45]. Исследование, прове
денное в пн. 2, 3, опубликовано в [154, 153, 41].

Популярное изложение некоторых вопросов, связанных с эффектом ло
кализации, можно найти в [95],.

Возможные приложения изучаемых эффектов рассмотрены в [93, 158]. 
Режимы с обостренном в сжимаемых средах с учетом различных физиче
ских процессов исследовались в [6, 68—71, 83, 88—90, 163, 253], более пол
ную библиографию можно пайтп в [116, 117].



Г л а в а  IV

НЕЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ С ИСТОЧНИКОМ. 
РЕЖИМЫ С ОБОСТРЕНИЕМ, ЛОКАЛИЗАЦИЯ, 
АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ РЕШЕНИЙ

Данная глава посвящена исследованию пространственно вре- 
менпой структуры и условий возникновения неограниченных ре
шений задачи Коши для квазилинейного уравнения со степенны
ми нелинейностями:

щ =  V- (гАУ) +  up, t >  0, i g R",  (0.1)
и (0, х) — ид (ж) ^  0, s e e R*,  е  С1 (ИЛГ), (0.2)

где и >  0, р >  1 — постоянные.
Уравнение (0.1) описывает процессы с копечной скоростью 

распространения возмущений (см. § 3 гл. I). Поэтому, если и„ — 
финитная функция, то u(t,x)  также будет финитной по х при 
всех 0 <  t <  Т0, где Т0 ^  °° — время существования решения. Ос
новной вопрос, который рассматривается в § 1, 2, 4, состоит в 
определении условий локализации неограниченных решений.

О п р е д е л е н и е  1. Неограниченное решение задачи (0.1), 
(0.2) называется локализованным (в строгом смысле), если мно
жество

QL =  |ж е  R v |ы(Г^,  х ) =  lira и (/, х) > о |  -3)
*• t-T~ >

является ограничеппым.
Множество Ql называется областью локализации. Ограничен

ность £2l , в частности, означает, что u(t, х ) — 0 в R‘V\Q L при всех 
0 t <  2V Это следует из общих свойств решений параболиче
ского уравнения с источником. Локализованное в строгом смысле 
решение неограниченно возрастает при t-^-Тов области col=  {же 
е  Rn 1 и (Т ^ ,  ж) =  оо копечпых размеров, отличной, вообще 
говоря, от Qi.. Локализованные решения так же, как в случае 
граничной задачи (гл. III),  удобпо разделить па два класса: ло
кализованные решения S-режима, для которых 0 < m e s  coL<°°, 
и LS-режшлгя, когда mes coL =  0. В последнем случае решепие 
u(t, х) возрастает до бесконечности, например, в одной точке, 
а в остальных ограничено сверху равномерно по t ^ [ C , 'T 0)-

О п р е д е л е н и е  2. В задаче (0.1), (0.2) локализация отсут
ствует, если область QL в (0.3) пеограппчена.

Пелокалнзованные неограниченные решения мы относим к 
классу IIS-режимов с обострением. Процесс горения не является
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локализованным, если тепловые возмущения при t -*■ То прони
кают как угодно далеко. В ряде случаев условие, указанное в 
определении 2, эквивалентно требованию

lim и (t , х) =  оо, х с=
1^Т~

т. е. нелокализованное решение возрастает до бесконечности при 
t-*-To во всем пространстве.

В § 1, 2, 4 показано, что при (I ^  о 4-1 в задаче существует 
локализация, причем случаю [5 =  о 4-1 отвечает S-режим горения 
и случаю р > о  +  1 — LS-режим, а при 1 < р < о + 1  (HS-режим) 
локализация отсутствует. Это исследование проводится с по
мощью построения неограниченных автомодельных решений 
(§ 1), а также качественным методом осреднения (§2) ,  который 
в некоторых диапазонах параметров устанавливает их асимпто
тическую устойчивость.

В § 3 доказываются различные утверждения об условиях воз
никновения неограниченных решений задачи (0.1), (0.2), а также 
устанавливается, что при р >  а +  1 +  2/N она может быть глобаль
но разрешимой, что подтверждает качественный вывод § 2.

Строгие результаты о существовании ({ l^ o -l- l)  и отсутствии 
( 1 < Р < а  +  1) локализации неограниченных решений при N =  1 
приведены в § 4.

Следующий § 5 целиком посвящен исследованию асимптоти
ческой устойчивости автомодельных решений.

В § 6 показано, что при некоторых и0(х) в случае о 4-1 <  [5 <  
^ ( а  +  1) • N / ( N — 2)+ в задаче (0.1), (0.2) развивается LS-режим 
с обострением, когда mes col =  0. Там же получены оценки 
и ( Т 0 , х) сверху и снизу в окрестности сингулярной точки, где 
и {Tq , х) =  оо.

В § 7 с указанных выше позиций изучается полулинейное 
уравнение (0.1) при о =  0 с источником достаточно общего вида. 
Здесь, в частности, получены достаточные условия эффективной 
локализации режимов с обострением, т. е. ограниченности множе
ства сщ. Подробно анализируется эффект вырождения параболи
ческого уравнения щ =  Ди +  (1 4- н)1пр(1 4- и), (1 >  1, на асимпто
тической стадии эволюции режима с обострением. Асимптотика 
процесса горения описывается инвариантными решениями не
линейного уравнения первого порядка типа Гамильтона — Якоби. 
Такой эффект вырождения выше изучался в граничной задаче 
(см. § 4 гл. III).

§ 1. Три типа автомодельных режимов горения с обострением

Исследование довольно сложной нелинейной задачи (0.1), 
(0.2) удобно начать с анализа частных автомодельных решений 

уравнения (0.1). Здесь построены неограниченные автомодельные 
решения, пространственно временная структура которых суще-
ш



ственно различается в трех случаях: 1 <  [ К  и +  I (HS-реншм с 
обострением), р =  о +  1 (S-режим; решение этого вида в одно
мерном случае рассматривалось в гл. I — пример 13 в § 3), р >  
> о  +  1 (LS-режим). Хотя эти частные решения реализуются при 
некотором специальном выборе начальной функции и0(х), тем не 
менее анализ их пространственно временной структуры позволяет 
обоснованно судить о характере протекания процесса горения с 
обострением в общем случае (см. § 5). Кроме того, их можно 
применять для выяснения условий возникновения режимов с обо
стрением, т. е. условий глобальной неразрешимости задачи Коши 
(см. § 3, 4). Они также используются при доказательстве локали
зации неограниченных решений в случае ^ >  о +  1.

Пространственно временная структура неограниченных авто
модельных решений несет важную и практически исчерпываю
щую информацию об общих свойствах эволюции неограниченных 
решений уравнения (0.1). Поэтому не будет преувеличением на
звать построенные частные решения собственными функциями 
(с. ф.) горения нелинейной диссипативной среды, отвечающей 
уравнению (0.1).

1. Формулировка автомодельных задач. При любых *) о > 0 и  
Р > 1  уравнение (0.1) имеет неограниченные автомодельные ре
шения следующего вида:

вА(*. ^ ) = ( П - о - 1/(р- ),ед( |) ,  i  =  x / ( r 0- o m, (1)
где

т  =  [ р - ( о + 1 ) ] / [ 2 ( р - 1 ) ] .

Здесь постоянная Т0 >  0 — время существования решения иА, при 
£ >  71 о решение (1), вообще говоря, не определено и амплитуда 
решения неограниченно возрастает при t-*~To Функция 0А( | ) > 0  
удовлетворяет в Кл эллиптическому уравнению, которое получа
ется после подстановки выражения (1) в (0.1):

v* (e3toeA) -m V *0 A. S - ?^ 1eA +  e£ =  O, E e R "  (2)

Это уравнение имеет тривиальное решение 0А =  0, а также про
странственно однородное решение

0 а ( | )  =  О „  =  ( Р - 1 ) - )" 0- 1). ( 3 )

В соответствии с (I) этому решению отвечает процесс однород
ного по пространству (гомотермического) горения в режиме с 
обострением.

Ниже мы ограничимся анализом радиально симметричных ав
томодельных решений:

Ъ, = г/ (Т0 — t )m, г — \х \. (4)

Тогда (2) превращается в обыкновенное дифференциальное

*) Случай о =  0 рассматривается в § 7.
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уравнение:

(SW_,W  -  ^0'лЕ -  0А +  Oi =  0, £ > 0 .  (5)

Первый оператор можно записать в виде

( W D ' +  ^ o x e i ,

п поэтому для того, чтобы решеппе 0Л было определено в Rv, пе- 
обходпмо задать условие симметрии:

0а (О) -О (0а (О)>О). (6)

Кроме того, потребуем, чтобы выполнялось условие
0л(°°) =  О. (7)

В этом параграфе основное внимание уделяется исследованию 
задачи (5) — (7) и анализу свойств соответствующих радиально 
симметричных автомодельных решении (1).

Уравнение (5) является вырождающимся при 0А =  0; поэтому
(5) —(7) допускает, вообще говоря, обобщенное решение, не име
ющее в точках вырождения необходимой гладкости. Однако во 
всех случаях автомодельпый тепловой поток — %я~1 0 A0A должен 
быть непрерывным (аналогично в случае уравнения (2) должна 
быть непрерывна в RN производная V0£+l). Это, в частности, 
означает, что 0а6а =  б всюду, где 0А =  0.

Любое решение уравнения (5) можно рассматривать в области 
немонотонности как некоторые колебания относительно гомотер- 
мического решения 0 =  0ц. Эта аналогия связана с тем, что мак
симум функции 0А может достигаться только там, где 
— 0а/(Р — 1) +  0д>О> т. е. при 0А>0ц,  а минимум там, где 0 ^
^  Од <  Оц.

2. Локализация горения в автомодельном S-режнме, р =  о 4-1.
В этом случае уравнение (2) принимает наиболее простой вид:

Д ^ Г 1 -  4  9л +  9л+1 = 0 .  е е  (S)

а соответствующая радиально симметричная задача (5) — (7) за
писывается следующим образом:

( ^ аЭ'а)' -  4  0л +  0л+1 =  0, 5 >  0, (9)

0д(0) =  0 (0А(О)>О), 0Л (°о) =  0. (10)

2.1. С л у ч а й  N =  1. В одномерной геометрии уравнение (9) 
превращается в автономное п интегрируется. В частности, нетруд
но получить следующее решение уравнения (9):

ео 1 ) - ( 1 Ш ) с“ г й ) " ” Е> 0 >  ( , , )
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где

(12)

При [1 =  а 4 - 1, как следует из (1), \  = х\ поэтому (1) представля
ет собой решение в разделяющихся переменных:

иА(*, x) = (T0- t ) - i/nQA(x), 0 < t < T 0, i e R  (13)

(функция 0А при этом четным образом продолжается в область 
отрицательных значений х).

Решение (13) выглядит довольно необычно с точки зрения 
традиционных представлений о характере распространения тепла 
в средах с диффузней. Дело в том, что 0А(х) в (11) — периодиче
ская функция; она обращается в пуль в точках хк =  (1 /2±  k)Ls 
(к =  О, 1, . .), причем тепловой поток —ОдЭа является непрерыв
ным: 0дОА-»-Опр11 х хк. Поэтому обобщенпым решением зада
чи (9), (10) будет и функция 0А, состоящая только из одной 
«волны» общего решения (11), а в остальных точках можно по
ложить 0А =  0.

Отсюда автомодельным решением является, в частности, 
функция

иА (t , х) ( ! Ш сю’ г ; П  w < L s / 2 '

Это элементарная тепловая структура автомодельного S-режп- 
ма с обострением, локализованная в области {|х| <  Ls/ 2) в тече
ние всего времени ее существования. Несмотря на неограниченное 
возрастание решения при £->7Y во всех точках области локали
зации { | x l  <  Ls/ 2), тепловые возмущения в окружающее холодное 
пространство не проникают.

Величина Ls в (12) называется фундаментальной длиной S-ре
жима горения нелинейной среды. Как показывают численные 
расчеты, практически при произвольных немонотонных началь
ных возмущениях неограниченное решение прн (1 =  о +  1 обраща
ется в бесконечность на множестве меры Ls. Если же 1г0 ( х ) > 0  
па участке малой длины mes supp и0 <  Ls, то осуществляется ло
кализация в строгом смысле иа длине Ls. Кроме того, величина Ls 
характеризует максимальную длину распространения финитных 
тепловых возмущений в течение всего времени существования 
неограниченного решения (см. § 4).

Здесь приведены результаты двух численных расчетов. На 
рис. 37 показана э е о л ю ц п я  начального возмущения и0(х) с не
большой энергией, распределенной в области малых размеров 
(меньших Ls). Отчетливо видпо, что сначала тепловое возмуще
ние расплывается до некоторой резонансной (критической) дли
ны, лишь после этого, начиная с момента времени f4, процесс го-
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рения становится интенсивным и при f -> протекает в соответ
ствии с автомодельным решением (14).

На рис. 38 начальная энергия велика и занимает большую 
область, внутри которой и0(х) близка к пространственпо однород

ному распределению и0 sa 
=  1. Фактически на 
рис. 38 показана неустой
чивость пространственно 
однородного (гомотерми- 
ческого) решения в S-ре
жиме.

В обоих случаях фор
мируется неограниченная 
тепловая структура, кото
рая развивается при t-*- 

(Г0 — время суще
ствования структуры; для 
разных структур она раз
ная) по автомодельным за
кономерностям, указан
ным в (14). В первом слу
чае, как видно из рис. 37, 
решение строго локализо
вано на интервале длиной 
Ls. Во втором случае (см. 
рис. 38) строгой локализа- 

Рис. 37. Численная реализация S-режима, ции нет, однако неограни-
= Р2яМ( a T l )  / 7 ~  5 44=  S  - и = Ъ - ченное возрастание реш е-  
t2 =  7,92-10-4 3 - t 3 =  19,6; 4 -  и =  73,0; ипя происходит па ф унда- 
5 — h =  74,9; 6 — /6 =  74,951; 7 — t7 =  ментальной длине Ls. Ав-

=  74,9548; 8 — и =  74,9551 томодельная обработка
произвольного решения 

нестационарной задачи показывает, что ее решение при лю
бых начальных данных в определенном смысле близко к соот
ветствующему автомодельному решению (14), пространственно 
временная структура которого является фундаментальным свой
ством S-режима. Доказательство этого факта приведено в § 5.

При N =  1 существует счетное множество различных автомо
дельных решений, составленных из произвольного числа элемен
тарных решений (14), которые в силу условия тепловой изолиро
ванности горят независимо друг от друга. Любую элементарную 
структуру можно удалить, причем это никак не скажется на ха
рактере эволюции соседпих. Оказывается, конечный спектр авто
модельных структур возможен и при р >  о +  1. Однако принцип 
суперпозиции — объединения элементарных структур в более 
сложные — в этом случае не столь прост (см. комментарии).

2.2. М н о г о м е р н ы й  с л у ч а й ,  IV> 1 . Автомодельное реше
ние S-режима существует в пространстве произвольной размерно-
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сти N > 1 .  Однако здесь в отличие от одномерного случая нет 
немонотонных решений.

Т е о р е м а  1. При любых N >  1 существует финитное реше
ние 0А(1) задачи (9), (10). Функция 0А всюду, где она положи
тельна, является монотонно убывающей. Немонотонных решений 
задача не имеет.

Рис. 38. Численная реализация S-режима. Параметры: о =  2, р =  3, N 
Ls ~  5,44: 1 — Ц =  0; 2 — h =  0,43; 3 — t3 =  0,4464; 4 — U =  0,4484; 5 — t5 =  
=  0,4491; 6 — t6 =  0,4495; 7 — t, =  0,44963; 8 — tB =  0,449699; 9 — h =

=  0,449738; 10 -  t l0 =  0,449747

Прежде всего отметим, что финитность любого возможного 
решения 0А вытекает из анализа уравнения при малых 0А >  0 
с помощью теорем о неподвижных точках непрерывных преобра
зований (предварительно (9) сводится к эквивалентному инте
гральному уравнепию). Этот простой анализ дает единственно 
возможную асимптотику функции 0А: она финитна, и если 
mes supp 0А =  £о >  0, то

0А^  =  { 2 Щ Т 2 ) ^ о - ^ 2}1/а(1 +е( | )>,  ! < £ 0 (15)

(0A(g) =  0 при всех |  5* £0), где е ( |)  — 0 при £-*-17
Для доказательства существования удобно рассмотреть наря

ду с (9), (10) семейство задач Коши для уравнения (9):

р ^ 1( ^ - 1| 0 | а 0 ' ) ' - | 9  +  | 0 Г 0  =  О, £ >  0,

0(О) =  р, 0' (0) =  0,
12 а . А. Самарский и др.

(16)

(17)
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где (х >  0 — постоянная. В тех точках, где 0^=0, уравнение (16) 
совпадает с (9). Необходимо подобрать такое значение р =  0о>О, 
чтобы решение задачи Коши (16), (17) 0 =  0 ( |;  и) было неот
рицательным при всех ^ 0  и

Рис. 39. Функция Ф(р) (см. (21)) 
при (1 = 0  +  1

удовлетворяло второму условию 
(10), т. е. 0(°°; р) =  0. Локаль
ное существование н единст
венность решения задачи (16),
(17) при всех достаточно ма
лых |  >  0 устанавливается на 
основе анализа эквивалентного 
интегрального уравнения с по
мощью теоремы Банаха о сжи
мающих отображениях.

Главный интерес представ
ляет глобальный анализ свойств 
решений 0 ( |;  р), который про
водится ыпже. Предварительно 
отметим, что всякое локальное 
решение 0 ( |;  р) может быть 
продолжено на всю полуось 
| e R +; при этом 0(1; р) мо
жет сходиться при £ °о 
лишь к значениям 0  и л и  
± с г1/0

Доказательство теоремы 1 опирается на следующие леммы. 
Л е м м а  1. Пусть

0 <  р <  р* = [2 (0 +  1) 
[п (и +  2)]

1/<Т
(1В)

Тогда 0 ( |;  р ) > 0  при всех % >  0. Кроме того, при любых р >  
>  0ц — о~‘/а решение является ограниченным в R+

10(1; (01 < и ,  1 > 0 .  (19)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Оно основано па тождестве, для вывода 

которого умножим (16) па |0|°0' н проинтегрируем получившее
ся равенство с учетом условий (17) по интервалу (0, | ) .  В ре
зультате получим

I
Т  (10 100')2 (I) +  0V -  1) j  (| 0 Iе 0 ')2 (ц) ^  +  Ф (| 0 (1) |) =  Ф (р),

О
(20)

где

Ф(р) = 2 (а +  1) р2с+2 -
,4+2

■2) ’ р ^  о (21)

(примерный график этой функции изображен на рис. ЗЭ).
Из (20) следует, что Ф (10 (g) l)«s Ф(р) при всех S >  0 (Ра

венство достигается в одном-единственпом случае, когда 0 =  0Н,
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р =  бя). Таким образом, если р <  р*, то для решения задачи 
справедлива оценка

Hi <  0 (1; р ) < Р ,  1 > 0 ,  р ^ 0 ц ,
где Ц1 >  0 — второй (отличный от р) корень уравнения Ф(рО =  
=  Ф(р).  Оценка (19) прямо следует из неравенства Ф(10(£)1)< 
<  Ф(р) при р >  0И.

З а м е ч а н и е .  В силу (20) возможные колебания 0 относи
тельно гомотермического решения 0 =  0Н являются затухающими, 
т. е. если | i  <  | 2 — точки максимума (минимума) функции 0 5* 
^  0, то

0(1.; н ) > 0 ( Ь ;  н) (0(1.; и) <0(1*; **))- (22)
Покажем теперь, что при некотором достаточно большом р 

решение 0 не является строго положительным.
Л е м м а  2. Существует такое р =  р* >  0ц, что решение задачи 

Коши (10), (17) обращается в нуль.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим противное. Пусть 0 ( |;  р) >  

> 0  в Рц при всех р >  0ц. Задача (16), (17) эквивалентна ин
тегральному уравнению

6

«p'(l) =  (o +  l ) l 1- 'v j r i w- 1

(23)

о  ^
-a/(<r+i) Ф— ф(Ч) с1ц, 1 > 0,

где введено обозначение ф ( | ) =  l0l°O(E; р), ф(0) =  ро+1. Положим 
ф Д |) =  ф (|)/ф (0) =  <р(1)/р0+1. Тогда уравнение для фц примет вид

t|V (!)=■(<* + , > 0,

причем в силу (19)
1фм ( 1 ) 1 ^ 1 ,  1 ^ 0 ;  р > б п .

(24)

(25)
Кроме того, пз (24) выводится оценка

IVh (1) I <  г Й  J Т1Л_1 ^  +  l ]  йт] = 1> 0.

(26)

Из (25) п (26) следует, что при любых р > 0 ц  функции ф„ п 
фи равномерно ограничены на любом компакте [0, £т1. Тогда из 
теоремы компактности Арцела — Асколи следует, что существует 
такая последовательность pft -*■ к <», что соответствующая 
последовательность фцл (£) сходится равномерно на [0, | т] к не
которой функции ш(Ь,). Уравпеппе для ц» получается из (24) 
предельным переходом р =  pft -*■ °° (сходимость ф -> w' устанав
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ливается после перехода от (24) к соответствующему интеграль
ному уравнению). Оно имеет вид

I
И?' (Е)------ (0 +  1) £1_w j“ (n) dri, £ > 0 ;  w (0) =  1, (27)

0
причем w ^ C  ([0, оо))ПС‘ (R+) •

Учитывая теперь, что по предположению фц >  О в R+ при лю
бых р > 0 н, получаем w { \ ) ^  0 в R+. Однако в силу (27) w{\)  — 
строго убывающая функция, поэтому ю > 0  в R f . Это немедленно 
приводит к противоречию, поскольку задача (27) эквивалентна 
краевой задаче

w" + w' + (а +  1) w =  0, l  >  0; w' (0) =  0, w (0) =  1,

решение которой w = CiQ2- N)/2,J(N-2),2 ( (a +  1) 1/25) (Ct > 0  —по
стоянная, 7(n- 2)/2 — функция Бесселя) обращается в нуль в точке 
S =  Si =  2jvV(ct +  1)1/2, где z(jv) >  0 — первый корень функции
J (JV — 2) /2*

Рис. 40. Схематическое изображение кривых 0 = 0 ( £ ;  р) — решений зада
чи (16), (17) — при различных р >  0П, р =  ст +  1 (S-режим)

Свойства решений задачи (16), (17) проиллюстрированы на 
рис. 40. Значениям р, >  0Н, р2 >  p t отвечают строго положитель
ные в R+ решения 0(5; р) (лемма 1), значению р3 >  р2 — решение 
0(5; р3), обращающееся в нуль (лемма 2). Поэтому может суще
ствовать такое р =  0ое (рг, Рз], при котором функция 0a+i( |;  0О) 
«касается» оси 5 в некоторой точке |  =  5о, причем «касание» по
зволяет продолжить 0(5; 0О) в область 5 >  So тождественным ну
лем. В результате получается обобщенное решение исходной за-
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дачи (9), (10) с непрерывным тепловым потоком— 11 0а 1° 9ат 
оно обозначено па рис. 40 жирной линией.

Но для того чтобы использовать указанные выше свойства 
решений 0(g; р), понадобится условие непрерывной зависимости 
0(^; р) от параметра р. Отметим, что в общем случае непрерыв
ная зависимость отсутствует. Это наглядно показывает рис. 40.

Л е м м а  3. Пусть решение 0 =  0(£; рД, р, >  0 таково, что на 
компакте К =  [0, | т] нет точек, в которых |0|°0 = ( | 0 | а0) '  =  0. 
Тогда 0(£; р) и ( |0la0' )(g;  р) непрерывным образом зависят от 
параметра р в окрестности р =  pt на К.

К, то непрерывная 
первая точка, где 

Тогда непрерывная 
- е], где е >  0 —

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим уравнение (23), эквива
лентное задаче (16), (17), при р =  рь В подынтегральном выра
жении присутствует функция 1ф|“а/(0+1)ф, не дифференцируемая 
при ф =  0. Естественно, если 0(g; p i ) > 0  на 
зависимость от р имеет место. Пусть |  =  | ,  - 
0 ( |;  р,) =  0. По условию ( |0 |я0 ) , ( | 1; pi!) 0 .  
зависимость от р есть на любых отрезках [0, 
малая величина. В окрестности ф =  0 оператор в правой части 
(23) не является сжимающим, однако недифференцируемый член 
j(p|-°/(o+i)(p па |,- |-е )  мал, и поэтому при продолжении
решения 0 ( |; р), где Ip —pt l — малая величина, в эту окрест
ность сохранится непрерывность производной ф'(£) по |  и р и, 
конечно, самого решения ф(£) =  ( |0 |<10) ( |;  р), которое продолжа
ется единственным образом. Аналогично осуществляется продол
жение 0(£; р) на весь компакт К , в процессе которого сохраняет
ся непрерывная зависимость ф и ф' от р в окрестности р =  рь

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Оно целиком основано на 
леммах 1—3. Введем множество Ж  — (р° >  О10(£; р ) > 0  в R* 
при всех 0 <  р <  р°). Из леммы 1 вытекает, что Л  lp° 0н). 
В силу леммы 2 М  ограничено сверху. Поэтому существует 0О =  
=  su p * # < °° .  Из леммы 3 тогда вытекает, что решение задачи 
(16), (17) при р =  0О представляет собой искомую функцию 0Д, 
удовлетворяющую условиям (10) с асимптотикой (15). Моно
тонность любого неотрицательного решения задачи (9), (10) пря
мо следует из замечания к лемме 1.

3. Нелокализованные автомодельные решения HS-режима, 
Р < о  +  1. Здесь тем же способом доказывается теорема о разре
шимости автомодельной задачи (5)—(7) при P s (l, с + 1 ) .  Не
посредственный анализ уравнения показывает, что решением 
0А( |)  может быть только финитная функция с асимптотикой в 
окрестности точки вырождения £0 =  mes supp 0А, отличной от (15):

0a U) =
(ff +  1 - P l a ,

L 2 (р — 1)
х/сг

1 Л Ъ о - Щ  (1+©(£))г (28)

где ю (£)->- 0 при •
Т е о р е м а  2. При любых 1 <  р <  a +  1 существует финитное 

решение 0А задачи (5), (7), строго убывающее всюду, где 0А>О. 
Немонотонных решений задача не имеет. При N =  1 финитное 
решение 0А единственно.
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Кратко охарактеризуем основные моменты доказательства. 
Тождество, аналогичное (20), здесь имеет вид

г
y  ( 10 Ге' У (I) +  (N - 1) J ( | е |ае ')2 (о) ^  -

о

— m |  Т1 ( I 9 |а9 '2) (л) +  Ф ( I 9 (£) I) =  Ф (ll)> (29)
О

где функция

Ф  ^  =  [Г + 1 Г + Т  1Д,Р+<Т+1 ~  № - 1 Н а  +  2) ^  «Х > ° *

имеет тот же вид, что и па рпс. 39. Поэтому, учитывая, что т =» 
=  [р — (а +  1)]/  [2(Р — 1)] <  0, получаем Ф (10 (£) I) «£ Ф (р) ; в част
ности, 0 ( | ) > О  в R+. при всех

0 < Р <  Р*
P - f a  +  1 ] 1/(Р- 1 )

. ф -1 )(с  +  2) J

Отсюда также вытекает, что при любых р >  0Н =  (ji — 1)-1/ср_1) 
решение равномерно ограничено: |0(£) ] *£ р в R +. Тем самым для 
случая р <  о +  1 доказан апалог леммы 1.

Для доказательства аналога леммы 2 задача (5), (17) (урав
нение (5) предварительно продолжается в область отрицательных 
значений 0) после замены <р=|0|°6 сводится к интегральному 
уравнению
ср' (|) =  т (ст +  1) 1 1 ф |-о/(о+1)ф _|_

+  (о+  1)£’- л mN —о/{о f  1) _.|ф |Ш ~(о+1Ш о+1) фСЙ1,

которое после преобразования

(I) =  Р~(СТ+1)Ф ( - [p-io+Dl /i) (30)

принимает вид

tii (I) = т[а + 1) р!-Р? | фц |_<1/(а+1) (0 +  1) х

X
£

J -п^-1 -ст/(а-г1) _  |  ̂ J[p-(<J+l)]/<<H-l)

(30')

Отсюда так же, как при доказательстве леммы 2, получаем, 
что предположение ф„ >  0 в R+. при любых р >  0Н приводит в си
лу теоремы компактности к существованию последовательности
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{(tit) такой, что \|rM w > 0  при p. =  (j.h °°, причем w(l)  удовлет
воряет задаче

t
io' =  — (a +  1) | 1_JV j T '̂-i^-p/OJ+i) (r]) di\, £ >  0; w (0) =  1.

6
Оиа эквивалеитиа задаче

w* +  w' +  (<r +  1) wWa+i) =  0, l  >  0; w' (0) =  0, w (0) =  1,

(31)
решение которой обращается в нуль. Доказательство этого утвер
ждения приведено в п. 4.1 § 3, где рассматривается случай про
извольных р >  1, а > 0 .  Завершается доказательство теоремы 2 
так же, как в п. 2, с помощью утверждения, аналогичного 
лемме 3.

Единственность финитной автомодельной функции 0Л, У =  1, 
будет докаэапа в § 5 на основе анализа квазилинейного уравне
ния с частными производными. Зависимость 0(§; р) от р при р <  
<  о -г 1 в принципе такая же, как па рис. 40.

Убедившись в существовании подходящей функции 0Л(&), ука
жем теперь основные свойства автомодельного решения (1) при 
1 < р < о  +  1. Это HS-режнм горения с обостренном, п неограни
ченное решение не является локализованным. Последнее прямо 
следует из изменения со временем радиуса носителя неограничен
ного решения нА в (4). Действительно, из (4) получаем следую
щее выражение для Iл:ф (^) i — радиуса сферического фронта рас
пространяющейся тепловой волны:

к ,  (01 = | „ ( П - 0 1р- <о+,)

В силу условия р <  о 3-1 имеем lxj,(f)l °° п р и /—►7’JJ’, т. с. теп
ловая волна за конечное время охватывает все пространство. Бо
лее того, из (1) нетрудно вывести, что в HS-режпме

uA(t, х ) о о  в Rn , t - ^ T o .  (32)

Из (4) также выводится аналогичное выражение координаты 
полуширины пространственного профиля волны:

I *=* (0 | =  и  (То -  0 [p- (o+1,1/[I(p- 1,1t о <  t <  Т0,
где I* >  0 —корень уравнения 0Л(£) =  0л (О)/2. В силу монотон
ности 0Л величина определяется единственным образом.

Оказывается, эти автомодельные закономерности сохраняются 
в случае достаточно произвольных начальных возмущений иа(х) 
в задаче (0.1), (0.2). Все неограниченные решения u(t, х) при 
Р <  о +  1 удовлетворяют (32) п не являются локализованными. 
Теорема об отсутствии локализации при р <  о 4- 1 доказана в § 4. 
Для примера па рнс. 41 приведены результаты численного расче
та задачи Коши (0.1), (0.2) при N =  1. Отчетливо видно, что
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здесь в отличие от S-режима (см. рис. 37) тепловая волиа при 
t —*■ Tq движется со все увеличивающейся скоростью, захватывая 
и нагревая до бесконечной температуры все пространство 
{—°° <  х  <  °с}.

4. Локализация в автомодельном LS-режнме горения с обо
стрением, ( } > о + 1 .  В этом пункте рассматриваются автомодель
ные решения при [} >  а + 1 , которые еще более ярко, чем в S-ре

жиме, проявляют свойство ло
кализации процессов диффузии 
тепла и горения.

Рассмотрим краевую задачу 
(5)—(7) при Не-
трудпо показать, что в отличие 
от случаев р =  о +  1 (и. 2) и 
Р <  а +  1 (и. 3) при р >  а + 1 
нет финитных обобщенных ре
шений, и 0А имеет следующую 
асимптотику:
eA( i ) = c Ag-2/[p- <a+1,,( i +  v(£)h

V (£)-*■ 0,
где СА =  CA(a, Р, N )>  0 — по
стоянная. Отсутствие точки |  =  

=  1 о>0  такой, что 0А(1о) =  О, (еХе1)(Ео) =  0 и 0А (1) >  0 при 
О <  1 <  |о, прямо следует из локального анализа уравнения (5) 
в левой полуокрестности |  =  По

ниже проводится доказательство существования простейшего 
монотонного решения задачи (5) — (7). Более сложные немоно
тонные решения (так называемые собственные функции горения 
нелинейной среды) подробно исследовались в [155, 92, 116, 117, 
122, 81, 1, 2].

Как обычно, наряду с краевой задачей (5) — (7) рассмотрим 
семейство задач Коши для того же уравнения:

l I 9 — tnQ'l — 9 +  19 |P-I9 =  0, l > 0 ,  (34)

0(O;p) =  |i, 0E'(O;p) =  O; m =  P >  0, (35)

где p > 0  — постоянная. Покаяшм, что для некоторого р решение 
0 =  0 ( |;  р)5г= 0 удовлетворяет условию на бесконечности (7) и 
тем самым определяет искомую функцию 0А. Отметим одну осо
бенность решений задачи (34), (35). Ранее для случаев р =  о + 1  
и р < о + 1  было показано, что в классе всех решений 0 ( |;  р) 
задачи Кошп при различных р >  О всегда существовало семейство 
строго положительных функций 0, колеблющихся относительно 
пространственно однородного (гомотермического) решения 0 =  0Я 
(см. рис. 40). При этом колебания были затухающими и их ам
плитуда уменьшалась с ростом 1, что обеспечивало строгую поло-
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Рис. 41. Числеппая реализация HS- 
режима. Параметры: а =  2, р =  5/3, 
N  =  1: 1 — f, =  0; 2 — i2 =  1,63; 3 — 
«з =  2,030; 4 — t4 =  2,320; 5 — ts =  

=  2,410; 6 — h =  2,505



жительпость этих решений. В случае р >  ст +  1, когда т >  О, это, 
вообще говоря, не так.

Например, при N = i  тождество (29) обеспечивает обратный 
эффект, т. е. если при некотором р >  О существует колеблющееся 
относительно 0 =  0Н решение 0 =  0(£; р ) > 0  и | f, £2 (Si<£s)  — 
какие-либо две точки максимума (минимума), то

0(1.; и)<0(1. ;  ц) (0(1.; ii) > 0(1.; и)).  (36)
Мы будем учитывать следующий легко устанавливаемый 

факт: если 0(£; p)->-s при £ -* °° (s ^ O ) , то s =  0 (для доказа
тельства достаточно провести локальный анализ уравнения в 
окрестности |  =  °°; см. [1, 2]).

4.1. Л и н е а р и з а ц и я  о т н о с и т е л ь н о  0 =  0Н. Довольно 
точное представление о характере незатухающих колебаний при 
р, достаточно близких к 0Н, дают решения н(£) задачи, получен
ной за счет линеаризации исходной задачи относительно однород
ного решения 0 -  0Ы-

Положим
0(1; р) =  0н +  е нШ,  1 > 0;  0н = ( р - 1 ) - ' / с - о  (37)

где е  >  0 — постоянная, играющая в дальнейшем роль малого па
раметра. Тогда после подстановки выражения (37) в (34), (35) 
получим для н(£) следующую задачу:

— + н =  еФе(1;), £ > 0 ,  (38)

у(0) =  v, i/(0 ) =  0. (39)
Здесь Фе(н): С2 С — некоторый ограниченный квазилинейный 
оператор второго порядка. Граничные значения v в (39) и р в
(35) связаны равенством

P =  0h +  ev. (37')
Из (38) вытекает, что в силу непрерывной зависимости реше

ния уравнения от параметра при достаточно малых е >  0 реше
ние н(£) задачи (38), (39) близко к решению соответствующей 
линейной задачи:

my'l + y = 0, l > 0 , (40)

y(0) =  v ^ 0 ,  у' (0) =  0. (41)
В связи с этим рассмотрим задачу (40), (41) более подробно. 

Преобразование независимой переменной
/20?, У '2 Г 4 ( Р - I ) 1 — А Р - 0  1 Г / 2

(42)
р - ( о  +  1) J 4

приводит (40) к вырожденному гипергеометрпческому уравнению 

П2/пч +  У* (с — Ч) — ау=‘ 0г ц >  0; у (0) =  v2 (43)
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где с =  N/2, а = —1/(2т) =  —(^ — 1)/[^ — ( а+  1)]. При этом вто
рое краевое условие (41) принимает вид

■П1/2г/л (л) 1п=о =  О-
Поэтому подходящим является 
производной J/n(0)- Оно дается 
мера [15, 437]:

решение (43) с ограниченной 
всюду сходящимся рядом Кум-

У (Л) =  v f i +  - i a  +  « (« + i)i! l
с ( с -1-1) 2! +  с (с +  1) (с +  2) 3!

а (а +  1) (a -f- 2) *]'
оГ + (44)

который определяет вырожденную гипергеометрпческую функцию
1

У{Л) =  УМ (а, С, Л) =  ve^ TT^ I w  j , e-^ s= -‘- - i( l  - S)=-idS.
О

Функция (44) (и, следовательно, решение у(%) 
(41)) является, вообще говоря, немонотонной. В 
когда

- а  =  ( р - 1 ) / [ р - ( а + 1 ) ]  =  Я,

задачи (40), 
тех случаях,

(45)

где К  >  1 — целое, функция у{ц)  представляет собой полипом 
степени К , поскольку ряд (44) обрывается на (7£-(-1)-м члене, 
причем известно (см. [15]), что он имеет при ц >  0 ровно К  «ну
лей». Последнее равенство имеет место, если

Р =  Рк =  -  ^  (а +  1), К =  2, 3, (46)

(для удобства положим fJi =  °°). Например, если (} =  =  2а -f-1, то

у  ( ц )  =  V  ( l  -  - i  ц  +  f t  J  + -2 ) Т)2 ) , Л  >  0 ,

и, следовательпо, уравнение у(г)) =  0 имеет два положительных 
корня:

rlo± =  [/V +  2 ± ( 2 ( i V +  2))1/а]/2,

которым отвечают следующие пули решения у ( | )  исходной за
дачи (40), (41):

^ = 2  / 2 ( 2 оГ 1/4(т|*)1/2> 0 .
Формула (45) определяет число нулей (и тем самым харак

тер немонотонности или можно сказать степень сложности) функ
ции у при всех значениях ^ > а + 1 .  Именно, при любых (Зк+, <  

р <  рк- {К =  1, 2, . . . ) функция у(%) имеет ровно К  нулей при 
g >  0 (см. [15], где приведены приближенные формулы для вы
числения пулей и положения точек экстремума функции у(Ь,))- 

Объединяя рассмотренные случаи, получаем общую формулу 
числа нулей решения задачи (40), (41):

Я =  -[а ], а =  - ( р - 1 ) / [ Э - ( о + 1 ) ] < 0 ,  (47)
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справедливую для любых р > с + 1 .  В силу (47) К ^ 2 * )  при 
всех 1} >  а 4-1, т. е. решение у(£) всегда является немонотонным. 
Отметим, что колебания у(%) относительно нуля являются неза
тухающими (это прямо следует из вида уравнения (40)).

Возвращаясь к исходной линеаризованной задаче (38), (39), 
получаем, что в силу непрерывной зависимости решения v па лю
бом компакте от параметра е >  0 в окрестности е =  0 найдется 
такое достаточно малое е >  0, что при всех М  «£ 1 функция н(£) 
имеет при |  >  0 не менее К (К ^  2) нулей. Для исходной задачи
( 3 4 ) ,  ( 3 5 )  это означает, что при любых 0 <  0 П — е <  р <  0 И +  е 
решение 0(£; р) имеет при | > 0  не менее К  экстремумов. 
В частности, если 0 н  <  р <  0 ц  +  е, то существует не менее \К/2] 
точек минпмума и К —[К/2] точек максимума, для которых спра
ведливо (36).

4.2. Г л о б а л ь н ы е  с в о й с т в а  р е ш е н и й  0(£; р). Итак, 
установлено поведение 0(£; р) при всех р, близких к 0ц. Пока
жем теперь, что при достаточно больших р функция 0 ( |; р) обра
щается в нуль в некоторой точке. Для этого можно использовать 
тот же метод, что и в случае р ^ а  +  1 (хотя в силу (36) здесь 
возникают некоторые дополнительные трудности). Однако при 
N  =  1 этот результат можно получить значительно проще. В даль
нейшем мы ограничимся ьесьма кратким анализом случая N = 1 ,  
излагая одновременно некоторые результаты, относящиеся к мно
гомерному уравнению.

Л е м м а 4. Пусть TV =  1, р >  а +  1. Тогда при всех

р ^  р* = Р + п - И  'рЛР-»
(Р -  1) (а +  2)

(48)

решение 0 =  0 ( |;  р) задачи (34), (35) обращается в нуль и не 
имеет в { |>  0 |0 ( |;  р ) > 0 ,  0 < £ < | )  точек экстремума {т.е. яв
ляется строго убывающим).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим тождество (29), которое 
при N =  1 имеет вид

5
4 ( | 0 f O ' ) 2£ ) - m j ‘r i ( | 9 | a (QT) (лМц +  Ф ( 10 (£) | ) =  Ф (р).

Здесь функция
(49)

(I) ОЛ — ------- -̂-------..P  + O +  l ------------------------------- мД+2 Ц, 0 ,
Р -t- а -М  ^ (Р — 1) (а +  2) ^ ^ ^  ’

имеет тот же вид, что и в случае р <  а +  1 (см. рис. 39).
Предположим противное. Пусть, например, при выполнении 

(48) решение 0 ( |;  р) имеет точку минимума при £= !*< !оо, в ко

*) Обратим внимание, что в случае полулинейпого уравнения (о =  0) 
К  =  1 при всех р. Этот вывод играет важную роль в § 7.
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торой, естественно, 0 <  0ц. Тогда, полагая в (49) Е =  силу 
условия т >  0 получаем неравенство Ф (0 (£*)) >  Ф (р), п поэто
му должно быть выполнено неравенство 0(1*; р )>  р >  0Н, что не
возможно. Точно так же доказывается, что при р S* р* функция 
0(1; р) не является положительным решением в R+ (т. е. случай 
1*=оо также невозможен).

Аналогично из тождества (49) выводится
С л е д с т в и е .  Всякое решение задачи (5) —(7) при Р >  а +  1, 

N =  1 удовлетворяет оценке

0а Ш < ^
Р +  а + 1  ”| • /(Р 1)

(Р -  1) (о +  2) J (50)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 1 =  1* — точка абсолютного экст
ремума функции 0А(1). Полагая в (49) последовательно 1 =  °°, 
1 =  1* и вычитая второе равенство из первого, получаем 
Ф (0д (1*)) <  0, что обеспечивает (50).

Перейдем теперь к доказательству разрешимости задачи (о) — 
(7) при р >  а +  1, N  =  1. Положим J f  =  (р >  0Н1 существует ком
пакт К  =  [0, 1к] такой, что 0(1; р ) > 0  на К и имеет по крайней 
мере одну точку минимума на К). Тогда J f  Ф 0  (анализ линеа
ризованного уравнения) и J f  ограничено сверху (лемма 4). По
этому существует

sup J f  =  0О е  (0Н, оо). (51)

Нетрудно видеть, что в силу выбора 0О функция 0(1; 0О), во- 
первых, не имеет при 1 >  0 точек минимума (это следует из не
прерывной зависимости 0(1; р) от р на любом компакте, где 
0 >О )  и, во-вторых, не может обращаться в пуль (см. лемму 3). 
Тем самым 0(1; 0О) является положительным строго монотонным 
решением 0А(1) задачи (5) —(7) при р > о  +  1, А = 1 .

На рис. 42 показано примерное поведение функций 0(1; р) 
при различных значениях р =  0(О; р); жирной линией обозначе
но искомое решение 0А(1), отвечающее р =  0О =  sup ./Г.

Итак, доказана следующая
Т е о р е м а  3. Пусть (1>а +  1, А =  1. Тогда задача (5) —(7) 

имеет строго монотонное положительное решение.
Некоторые дополнительные свойства функции 0А(1) будут 

указаны в п. 4.3, а также d § 6.
З а м е ч а н и е .  Как упоминалось ранее, в теореме 3 указа

но простейшее автомодельное решение; на самом деле задача 
(5)—(7) имеет нс менее К'  =  К — 1 (см. (47)) различных реше
ний 0А, 0д, . . Од-1 Каждое из них отличается от всех предыду
щих большим числом точек экстремума. Среди них не менее 
[К'/2\ решений таких, что 0A(O)<0H (1 =  0 — точка минимума), 
и не менее К ’ — [/£72] решений таких, что 0А(О)>0ц (1 =  0 — 
точка максимума). Доказательство существования этих решений 
проводится аналогично, в множество j f ' J=0  включаются те р, 
для которых соответствующая функция б (1; р) имеет более слож-
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ный пространственный профиль, чем искомое решение 0А( |)  
(ей. Г1, 2])- „  „

4.3. М н о г о м е р н ы й  с л у ч а и ,  iv >  1. Тем же способом, ко
торый применялся при доказательстве леммы 2, нетрудно пока
зать, что справедливость утверждения, аналогичного лемме 4,

Рис. 42. Функции 0 =  0(|; р) при различных р, р >  о +  1

зависит при N >  1 от свойств решения стационарного уравнения 

p n U JV- 1| / | 7 ' ) '  +  | / l P“ ,/  =  0, 1 > 0 ; /(0) =  1, /'(0 ) =  0.

Действительно, перепишем (30') в виде
(52)

фи (I) -  -  (О +  1) I 1- *  J  1 фц |ie-<°+»]/(a+i>iwhi + (Фи),

(53)
где ф„(0) =  1, фц (0) =  0 н б(фЙ) — ограниченный в С интеграль
ный оператор;
G (фц) =  т (о +  1) 1\ +

ь
+ (о +  l)£ 1-JVj  Л'̂ -1 —  niivj | фц |_а/(0+1)ф(1с?г1,

о
который не является сжимающим в окрестности ф„ =  0.

В отличие от случая р <  а +  1 при р >  а +  1 заранее ничего 
нельзя сказать об ограниченности ф„ и фц па компакте, так как
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возможные осцилляции 6 ( |;  р) относительно 0 =  0Н незатухаю
щие (см. (36)). Поэтому будем использовать способ, основанный 
ва непрерывной зависимости ф„(|) от р в окрестности р =  °°.

При р =  оо (53) формально превращается в уравнение
*

ф'оо (I) =  -  (о +  1) Е1_Л’ J J\N- ^ lt (a+1)Wa+1)y~d4, I  >  0;
и

фос (0) =  1 г ф» (0) =  о,
и его решепие совпадает с функцией | / | ‘7(£), где / (£ )— решение 
задачи (52). В § 3 будет показано, что при любых [1 <  
< (о  +■ 1) (N + 2) / (N — 2)  ̂ функция /(g) из (52) обращается в 
нуль в некоторой точке £ =  £* >  0, причем фо, (£*) <  0. Поэтому 
на любом компакте К в =  [0, £*— е], е > 0 ,  где ф» >  0, есть не
прерывная зависимость i|v (|) от р в окрестности р =  °°, т. е. 
% ( |)  близко к ф „ ( |)  на Ке при всех достаточно больших р > 0 .  
Фиксируем достаточно малое е >  0. Тогда (£* —е) -*-10+1 (£*—е),;
%(Еи= — е) ^ - ( / а+1(1* — <5)), < °  ПРИ р-»-°°- Но С(фц) =  
=  О ( ||ф(1||с(а+1)) 0 при lltfjlc 0. Поэтому для продолжения
ф„(£) из точки |  =  —е в окрестность £=£*  можно воспользо
ваться теоремой Шаудера о неподвижной точке. При этом за счет 
«малости» G(i[v) производная фц(£) меняется незначительно и в 
результате фц( |)  обратится в пуль, если р достаточно велико 
(р1-р малая величина). Этот факт позволяет доказать справедли
вость такого результата.

Т е о р е м а  4. Пусть о +  1 <  [} <  °° при N =  1 или N = 2 и 
а + 1 <  р <  (о +  1) (N +  2) / (N — 2) при N >  3. Тогда задача (5) —
(7) имеет строго положительное монотонное решение.

З а м е ч а н и е .  В случае (J ^ ( о +  1) (N + 2) / (N — 2)+ решепие 
/(1) задачи (52) строго положительно в R+ (см. лемму 1 в § 3), 
и вопрос о существовании 0А( |)  остается открытым.

В дальнейшем нам понадобится следующее любопытное свой
ство автомодельной функции 0А.

Т е о р е м а  5. Пусть а +  1 <  [} «£(о +  l ) N/ ( N  — 2)+ и 0A(g) — 
произвольное решение задачи ( 5 )  —  (7). Тогда

F ( |) .  Р2~  (1~У ) 91 (I) I +  0А (£) >  0, (54)

Неравенство (54) характеризует пекоторые важные особенно
сти неограниченного автомодельного решения (1), (4). Например, 
из него непосредственно вытекает

С л е д с т в и е  1. При о +  1 <  р ^ ( о  +  l ) N/ ( N  — 2) + решение 
uA(t, х ) является критическим, т. е.

±  иА (*, х) ^  (Г0 -  t y 1̂ - 1 [m0k (I) I  +  jj4 -j 0а (I)] >  о,

« е ( 0 , Т о),
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и поэтому при любых t е  (О, Т„)
uA ( t , x ) < u A ( T ^ , x ) ^ C A \ x \ - 2M- {a+1)\  x e R \ { 0 } ,  (56)

где СА = СА(с, р, 7V)>0— постоянная в асимптотическом разло
жении (33).

Интегрируя неравенство (54), получаем следующую оцепку, 
которая еще раз показывает строгую положительность 0А(Е) 
(она празильпо отражает асимптотику функции 0А при

С л е д с т в и е  2. Пусть о +  1 <  р ^ ( о  +  l ) N/ ( N  — 2)+. Тогда 
при всех 5 5» | 0 >  О

eA(!)S2eA( i0) ( i / !o ) -2/tp- (°+1)
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  5. Перепишем уравнение 

(5) в виде

0а (0а +  ^ 9 ' а +  о ^ 0а )  + Q i  = F(%). (57)

Пусть F (£ ,)s :0 , 0А(£,)>О, 1 ,> 0 .  Тогда 0А (Ei) <  0, и поэтому

F' (У  -  [ е ;  (I.) +  <

<  mix [е :  (У  +  ±  ^  - 1  -  р г ^ + Д ) )  0А ( У ] ’

так как (Р — о +  1)/[р — (а +  1) ] ^  N  — 1 — 2с/[р — (а +  1)] при 
o +  l < p < ( o + l ) W ( t f - 2 K .

Тогда из (57) получаем

(ЕхХ ТЧ ЕхХ  о,

поскольку

®А 1 1
ё ^ “ т ( р - 1 )  !7 ‘

Отсюда следует, что Т7(^4) <  0, т. е. функция F(£) убывает па не
котором интервале (£i, ^ -Ьб) ,  б >  0, где

^ F ( i ) < F ( S ) < 0 .

Поэтому F ( | ) <  0 при любых £ > | i .  Но в силу (57) это также 
означает, что

^ r U w-10A0l)' + 0 i < O ,  Е > Е ь  Оа (Ei) <  0.

Последнее в сдслапных предположениях гарантирует, что 
функция 0А(Е) обращается в нуль в некоторой точке и, следова
тельно, не является решением задачи (5) —(7). Особенно просто
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это устанавливается в случаях N = I, 2, Р > а  +  1; анализ случая 
3 проводится тем же методом, что и при доказательстве лем

мы 1 в п. 4.1 § 3.
4.4. О с в о й с т в а х  а в т о м о д е л ь н о г о  LS- р е ж и м  а. Вы

пишем еще раз формулу, выражающую зависимость полуширины 
автомодельной тепловой структуры от времени:

\x*b(t)\ =  U  Ро ~  *)tfMa+1)№(p- 1)], 0 <  t <  Г0.
Отсюда получаем, что в LS-режиме ( р > а  +  1) полуширина со
кращается со временем и | £эф(Г0) | =  0. Таким образом, интен
сивное горение происходит во все сокращающейся центральной

Рис. 43. Численная реализация LS-режима. Параметры: сг =  2, Э =  5, ЛГ =  
=  1: 1 — ti =  1,14; 2 — г2 =  2,34; 3 — t3 =  3,559; 4 — г4 =  3,5712; 5 — ts =

=  3,5714

области структуры. В результате режим с обострением развивает
ся только в одной точке, во всем остальном пространстве темпе
ратура ограничена сверху равномерно по t предельным распреде
лением иА (То. я) (см. (56)).

Тем самым автомодельное решение эффективно локализовано. 
Однако о локализации в строгом смысле здесь говорить не прихо
дится, так как uA(t, х) строго положительно в (0, T0) X R fr. Чис
ленные расчеты показывают справедливость автомодельных оце
нок п, кроме того, свидетельствуют о существовании эффекта 
строгой локализации в LS-режиме (доказательство см. в § 4).

Одпн пример такого расчета приведен парис. 43. Здесь и0(х) — 
финитная (неавтомодельная) функция. До момента времени t =  
=  ti пачальное возмущение расплывается, затем достигает резо-
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нансной длины (t = t2), после чего начинается интенсивный рост 
решения. Отчетливо видно, что при горение происходит
во все сужающейся центральной области структуры. При этом 
точки фронта u(t, х) практически не двигаются и происходит 
локализация тепла па фундаментальной длине Z,L3 LS-режима.

Рис. 44. Численная реализация LS-режиыа. Параметры: о =  2, [5 =  4, N =
=  1: 1 — t1=  0,2824; 2 — t2 =  0.28358; 3 — t3 =  0.28365; 4 — t< =  0,283674, 5 — 

<s =  0,283679; 6 — t6 =  0,283681

Подчеркнем, что здесь Z,LS в отличие от S-режима зависит от вида 
начального возмущения и0(х).

На рис. 44 LS-режим, близкий при t -> Tq к автомодельному, 
развивается из пространственно однородного начального возму
щения iit,(x)= 1 за счет неустойчивости гомотермнческого горе
ния с обострением.
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§ 2. Об асимптотическом поведении неограниченных решений.
Качественная теория нестационарного осреднения

В этом параграфе обсуждаются вопросы, связанные с асимп
тотической устойчивостью автомодельных решений задачи:

A{u) =  ut — V-(u°Vii) — u? =  0, t >  О, (1)
и ( 0 ,  x )  =  u ft( x ) ^ Q ,  x ^ R n ; Uo g C ( r " ) ,  w0o+ 1 «=  №  ( R n ) ,  ( 2 )

Нас будет интересовать вопрос, при каких условиях неограничен
ное решение задачи u{t, х) приобретает в области интенсивного 
горения пространственно врменпую структуру, характерную для 
автомодельного решения:

uA(t, = l  = x / (T 0- t ) m,
m =  [ p - ( o + l ) ] / [ 2 ( p - l ) ] .  (3)

Трудности анализа асимптотического поведения неограничен
ных решений связаны с быстротой протекания режима с обо
стрением, который не является устойчивым относительно произ
вольных, даже бесконечно малых возмущений начальной функ
ции н0 (-г) ■

Здесь излагаются результаты качественного анализа. Качест
венная теория позволяет получить ряд весьма топких результатов, 
например выделить при р >  а + 1 +  2/./V семейство глобальных 
решений задачи (1), (2), которые отвечают достаточно малым 
начальным функциям и0 (х) . Одновременно устанавливается, что 
при [} <  о +  1 +  2/N нет глобальных решений и Ф- 0. Эти резуль
таты обосновываются в § 3.

Идея метода осреднения состоит в сведении задачи (1), (2) 
для уравнения в частных производных к системе двух обыкновен
ных дифференциальных уравнений относительно некоторых па
раметров, характеризующих эволюцию во времени пространствен
ного профиля тепловой структуры. В качестве таких параметров 
могут быть выбраны, например, амплитуда и полуширина струк
туры или амплитуда и положение фронта финитной по х радиаль
но симметричной структуры. Последнее осреднение «амплитуда — 
положение фронта» позволяет, в частности, описать локализацию 
неограниченных решений в S- и LS-режимах и отсутствие лока
лизации в HS-режиме.

1. Нестационарное осреднение «амплитуда — полуширина».
Пусть начальная функция ц0 (R") в (2) является финитной 
и элементарной в том смысле, что и0 (я) имеет единственную 
точку максимума при х =  0. Будем считать н0(^) близкой к ра
диально симметричной функции. Тогда следует ожидать, что ре
шение u(t, х) также будет почти радиально симметричным и по
луширина образующейся тепловой структуры будет приблизи
тельно одной н той же по любому направлению. Исходя из этого, 
будем искать приближенное решение задачи (1), (2) в виде

u(t, я)=ф(*)0(£) ,  |= (1я,1/ф (*), Iz.vl/cp(*)), (4)
где ф(1) и ср(£)  — соответственно амплитуда и полуширина струк- 
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туры, зависящие от времени, а 0(E) — некоторая фиксированная 
финитная функция, монотонно убывающая по всем аргументам, 
причем 0 (0)= 1, 0"+ le / f l (R'f).

По своему виду (4) совпадает с автомодельным решением (3), 
изученным в § 1, где конкретный вид функций т|i(t), ср(t) опре
делялся после подстановки (4) в исходное уравнение (1). Поэто
му автомодельное решение (3) удовлетворяет задаче (1), (2) 
лишь при некоторых специальным образом выбранных автомо
дельных начальных функциях и0{х).

В данном случае п0, вообще говоря, произвольная функция; 
поэтому мы не будем требовать, чтобы приближенное решение 
(4) удовлетворяло уравнению (1) в строгом смысле. Вместо это
го потребуем, чтобы (4) удовлетворяло следующим двум инте
гральным равенствам *) (законам сохранения):

[ А (и (t, х)) dx =  0, jA(u(£ ,  x))u(t,  х) dz =  0, f > 0 .  (5)
R ^  RJV

После интегрирования по частям эти равенства принима
ют вид

J T  Аи  i t )  IIl1(rn) =  II и  (*) HlP(rN) - (S)

=  — f  и® | Vu|*da: +  I м («)Ц£р+х(я лг). (7)
rN

В перном равенстве, которое представляет собой уравнение энер
гии, отсутствует вклад диффузионного оператора, зато во втором 
есть вклады как от источника, так и от оператора диффузии.

Подстановка (4) в (6), (7) дает следующую систему обыкно
венных дифференциальных уравнений относительно функций
Ч>(0. ф(0:

^  [гр (t) cpN (t)] =  vsrpp (t) (pN (i)t (8)

Ji [ф2 (t) (*)] =  — v2ij>a+2 (0 <pN~2 (t) + v 3i|>p+1 (t) фЛ' (t ), (9)

где vf, v2, v3 — положительные постоянные:

V1 =  f 0p (EME/ f 0(E)
n N  /  R *

=  2 j* eCT | ve 12d t / $ d ° - d t ,  (10)
R-X /  RW

V3 =  2 j  0p+,dE /  f 02rfE.
_____________________  R *  /  R *

*) Вместо этих законов можно взять другие; например, вместо второго 
можно взять тождество (A ( u ( t ,  х )), х) =  0, а первое как самое простое 
оставить б е з  изменения. Результаты последующего анализа от этого н е  
изменятся.
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При этом предполагается, что функция 0 в (4) такова, что все 
эти выражения имеют смысл.

Систему (8), (9) нетрудно разрешить относительно произ
водных:

V  =  [(V, -  V,) / - (0+1) ф2 -  V2],
а+1

Ф
ф°

( 11)

ф' =  -щ, [(2v! — v3> фР <0+1)ф2 +  V2] , t >  0, (12)

а от (11), (12) в свою очередь нетрудпо перейти к одному урав
нению :

<2ф _ д. ф яфР ~(а+1)ф2 — 1
d<p <р ьфР-(о+1)ф2_  1 ф > 0 ,  ф > 0 , (13)

где
a = {v3—Vi)/v2, Ъ = ( v j — 2v,) /v2. (14)

Потребуем, чтобы выполнялось условие v3 >  2vi, т. е.
а >  0, 6 >  0. (15)

Неравенства (15), вообще говоря, необходимы, чтобы система
(11), (12) допускала семейство режимов с обострением.

Перейдем к анализу уравнения (13), которое описывает эво
люцию амплитуды тепловой структуры в зависимости от измене
ния ее полуширины.

1.1. S - р е ж и м ,  р =  о +  1. В этом случае уравнение (13) вы
глядит особенно просто:

^ > 0 ,  ф > 0 .
d t  <р 6ф2- 1  ^ v

Оно легко интегрируется, и его общее решение имеет вид
—1 — JV

С0 =  У Ф 1 - ^ ф*
-A 'V 1 /[2 (V 3 - 2 V i ) ]

(16)

(17)

где С0> 0  — постоянная, определяемая начальными значениями: 
если ф (0) =  ф0 >  0 и ф (0) =  ф0 >  0, то

/ч , —1 ■—Лт
Со =  Фо Фо

-2V V i/[2 (v 3 - 2 v i ) ]

где фо Ф  v2/(v3 — 2vj), Для того чтобы (17) соответствовало ре
жимам с обострением, необходимо потребовать выполнения нера
венства v3 >  2vH т. е. обоих условий (15).

Мы имеем возможность проверить степень точности осредне
ния, используя приведенное в § 1 автомодельное решение урав
нения (1) при [} =  о +  1, N =  1:

иА (t, х) =
{Т0 _  f)~1/» /2(o + 1)

О,

COS'а (а +  2) 
\ x \ > L s/2- 0 < t < T 0,

л х  \1 /о  

/
U | < L s/2,

(18)

где Ls =  2л (а +  1) |/2/о — фундаментальная длина.
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(19)

Учитывая специф ическую  структуру (1 8 ) , полож им

6(1) =
cos2/> g /2 ) ,  | Е I <  1.
О, \ 1 \ > U

чему соответствуют амплитуда
2 (о +  1) 11/(Т

^  = Ш ^ \  -  *)■
-1/CF

(20)

•акте полуширина
ф (0  =  Z,s/2. (20')

Коэффициенты v,, v2, v3 для функции (19) имеют следующий вид:
о +  2 

2(ff +  l)’ "а (а +  2) ’ ■V, =
а +  4
а +  2 (21)

(подчеркнем, что здесь v3>2v, ,  т. е. неравенства (15) выпол
нены). Подстановка функций (20), (20') в уравнение (16) с ко
эффициентами (21) приводит к тождеству. Таким образом, авто
модельное решение (18) описывается методом осреднения абсо
лютно точно.

Рис. 45. Фазовая плоскость уравнения (16) ф =  а +  1, S-режим)

Наглядное представление о характере эволюции тепловой 
структуры (зависимости амплитуды от полуширины при различ
ных начальных данных) дает поведение фазовых траекторий 
уравнения (16), схематически изображенных па рис. 45. Жирной 
линией на рисунке показана траектория

Ф =  Фа = )
1/2

отвечающая автомодельному решению S-режнма (она же есть
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изоклина бесконечности уравнения (16)), штриховой линией по
казана изоклина пуля ср =  а~1П <  срЛ.

Этот рисунок, в частности, показывает, что при р =  а +  1 все 
решения в конечном счете обращаются в бесконечность за огра
ниченное время, причем по мере роста амплитуды г):(t) все траек
тории сходятся к автомодельной траектории: ср (t) -*■ <рЛ, t -> Т0 . 
С учетом последнего вывода из (11) при £1 =  о + 1 сразу полу
чаем

ф' (f) ~  ф0+1 (t) vl5 t-> To ,

Ф (t) ~  (av!)-1711 (T0 — t ->- To ,

что совпадает с автомодельной зависимостью амплитуды структу
ры от времени (см. § 1). Если при N =  1 взять значение v, из 
(21), то получится выражение, в точности совпадающее с автомо- 
дельпым (20).

В заключение отметим, что результаты численных расчетов 
находятся в хорошем соответствии с картиной фазовых траекто
рий, изображенной па рис. 45.

1.2. H S - р е ж и м ,  р < о + 1 .  Получим сначала общее реше
ние уравнения (13) при р # о + 1 .  Положим фр_(а+1,ф2 =  
=  z ( с р ) . Тогда от (13) переходим к уравнению в разделяющихся 
переменных:

dz—  ср =  z 
rfrp Y

2 — iV (р — or— 1) az  — 1 
bz —  \  '

(22)

(фсрл)

общее решение которого при £1 Ф о +  1 +  2 IN имеет вид
ft —(0 + 1)

рл’)  Л'[&-(а+1+2/ДГ)] | ^ Р Ч а + х у  _  d |«  =  ^  

где

Р -  (а +  1 +  4/ЛГ)

V2 vs P -  (о -Ы +  4/iV)
V1 Vj P — (о +  1 -Г 2/A')

P — (ст-f 1) ' V3

7V[p- (c+l  +  2/TV)]2 V1 Р — (ст +  1 +  2/Лг)

(23)

(23')

Итак, пусть £1<о+1.  С помощью (23) нетрудно изобразить 
картину фазовых траекторий уравнения (13). На рис. 46 для 
удобства приведены изоклина пуля:

=  ф0 (ср) =  а-1/[Р-со+1)]ф-2/[ Р-са+‘) (24)

и изоклина бесконечности:
ф =  фоо (ср)= &_1/IP_t'T+1)1cp“ (25)

Жирной линией показана сепаратриса:

Я| ; = 1рэ (ф )= й 1/̂ - '“+1)1Ср-2/[Р" ‘0+1)1, (26)
которая является точным решением уравнения. В (23) ей отве-
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чпгт постоянная С0 =  0. При {J <  о + 1 справедливы неравенства 
■'I1-- (‘I ) <  4’s (ф)< Ч’о(ф), что определяет характер эволюции траек
тории па рис. 46.

Таким образом, как видно из этого рисунка, в HS-режиме все 
траектории сходятся при тр °о к сепаратрисе тр =  гря (ср), т. е.

ф (t) ~  (f), t 71- . (27)

Подставляя эту оценку в уравнения (И) ,  (12), получаем, что па 
развитой стадии эволюции

t ( t ) ~ ( T 0- t Ф(0  ~  (Го — (28)

т. е. при t-*-Tо неограниченные решения приобретают простран
ственно временную структуру, близкую к автомодельной.

Рис. 4G. Эволюция траекторий уравнения (13) в HS-режиме (fl <  о +  1)

1.3. LS- р е ж и м ,  £3 >  о +  1. Как следует из выражения (23), 
при j3 >  о + 1 картины фазовых траекторий отличаются друг от 
друга в случаях о +  1 <  [3 <  о + 1 +  2/N, J3 =  о +  1 +  2/iV и [3 >  
>  о + 1 + 2/N.

Случай а +  1 <  [3 <  о +  1 +  2/N — неограниченные решения. 
На рис. 47 приведен фазовый портрет при £3 е  (а + 1, а + 1 +  2/N) . 
Здесь сепаратриса -ф =  Tfs (ф) (см. (26)) лежит выше изоклин
(24), (25). В процессе эволюции все траектории сходятся к се
паратрисе, т. е. справедливо асимптотическое равенство (27), 
и тем самым при t —>~T0 выполнены оценки (28). Таким образом, 
при р <  о +  1 4- 2/N все решения задачи являются неограничен
ными, и при t —уТц они развиваются по автомодельным законам.
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Случай р = о + 1 + 2 / У У  — неограниченные решения. При [3 =  
=  о +  1 +  2/N уравнение (22) принимает вид

ф =  2 (Ъ — а)dtp Y ' bz — 1

Его общее решение определяется алгебраического соотно
шения

Фазовая плоскость уравнения (13) при р =  а +  1 -Ь 2/./V, как сле
дует из (29), не имеет сепаратрисы. Поскольку а >  6, то 'фо(ф)< 
<гр0О(ф), и примерное поведение траекторий в этом случае такое

Рис. 47. Эволюция траекторий при р е  (а +  1, а + 1 -f 2/IV) (LS-режим)

же, как на рис. 47, с той лишь разницей, что особая траектория 
гря здесь отсутствует. Итак, при р =  о +  1 4- 2/7V, как и ранее, все 
траектории отвечают неограниченным решениям задачи, причем 
одновременно с возрастанием амплитуды i|)(t) полуширина cp(t) 
сокращается.

Выясним, каково асимптотическое поведение яр, ср при£—>-7’0 
Из (29) или непосредственно из уравнения (13) легко получить, 
что при неограниченном возрастании решения связь г[; и ср опре
деляется из приближенного равенства

(30)йф ф b ' '
т. е.
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где И„> 0 — постоянная, зависящая от начальных условий. Зави
симость (30') не является автомодельной, которой отвечает асимп
тотическое равенство (27), поскольку здесь

^ > F ^ + T )  =  iV (31)
(напомним, что а > b в силу (14)).

Оценка (30') дает следующие асимптотические выражения 
амплитуды п полуширины тепловой структуры при >-?У:

^ - ( T W ) - 1" ' - 0. v ( t ) ~ ( T 0- t y ,  (32)
где

а = jVa
b (Р -  1) -  1 у  (Na +  2) — 1

Сравним (32) с автомодельными характеристиками (28). 
Амплитуда ф(() является автомодельной (этому есть строгое 
объяснение; см. § 5), а полуширина <p(f) ведет себя при f —»-7Y 
пеавтомодельиым образом, так как а, вообще говоря, отлично от 
показателя fjJ — (а + 1)]/[2(р — 1)] =  1/(Аа + 2), который присут
ствует в (28). Возникает проблема: какое инвариантное или при
ближенное автомодельное решение описывает асимптотическую 
( t - + T ^ )  стадию процесса?

Таким образом, при р =  о + 1  +  2/А можно в принципе ожи
дать появление неограниченных решений, которые па асимпто
тической стадии развиваются не по автомодельным законам. От
метим, что в (30') и (32) помимо неавтомодельного показателя 
содержится также существенная зависимость асимптотики реше
ния от начальных данных (имеется в виду произвольная постоян
ная В„ >  0 в (30'), различная для разных траекторий); напомним, 
что при р < о + 1  +  2/А все траектории сходились к автомодель
ной сепаратрисе (26) с фиксированной постоянной d, определяе
мой из (23').

Здесь необходимо подчеркнуть, что в рамках теории осредне
ния рассматриваются финитные решения u(t, ' ) е Г ( R*) для 
любых К Т  о. При р > о + 1 ,  как известно (см. § 1), автомодель
ные решения иА не являются финитными, однако если с +  1 <  
<  3 <  а +  1 +  2/N, то включение иА е  Ly (R") все же имеет место, 
т. с. иА обладают конечной энергией. Это, по-видимому, может 
обеспечить автомодельную асимптотику финитного решения. 
При р =  а+ \ -\-2/N (и тем более при р >  0 + 1 4 - 2 /N) энергия 
а л бесконечна *), и поэтому иА может и не описывать асимпто
тику финитного решения с конечной энергией.

Вопрос от устойчивой пространственно временной структуре 
неограниченного решения при р >  с +  1 вблизи момента обостре

*) Это вытекает из характера асимптотики 0 а (1) при 6 оо (см. § 1):
6д(|) ~
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ния в значительной мере остается открытым, хотя существование 
монотонного автомодельного решения иА LS-режима с обострени
ем установлено при любых о +  1 < Р < ( о + 1 ) ( Л Г  +  2)/ (ЛГ-2) + 
(см. § 1; очевидно, что критическое значение p = 0 + l + 2/.V по
падает в этот диапазон). Функцию uA(t, х) было бы естественным 
считать первым «претендентом» па роль устойчивой асимптотики 
вблизи момента обострения в LS-режиме. Тем более в S- и 
HS-режимах это на самом деле так (см. § 5).

Случай р >  о +  1 +  2/N — неограниченные решения. Здесь су
ществует сепаратриса (26), причем на фазовой плоскости она

расположена так: 
^ з ( ф )  <  фо(ф)  <  Ф „ ( ф ) .  
Это определяет поведе
ние траекторий па 
рис. 48. Асимптотика 
неограниченных реше
ний при t-*-Tv здесь 
такая же, как в случае 
Р =  о +  1 +  2/N, т. е. не
автомодельная (см.
(30'), (32)).

С л у ч а й  р > 0  + 
+  1 +  2/N — глобальные 
решения. Из рис. 48 
видно, что при Р >  0 + 
+  1 +  2/N существуют 
такие пачальпые рас
пределения, которым от
вечают глобальные (не- 

обостряющиеся) решения. Соответствующие глобальные траекто
рии лежат ниже сепаратрисы ф =  ф5(ф). В процессе эволюции (t 

оо) амплитуда глобальных решений стремится к нулю, а полуши
рина неограниченно возрастает (режим затухающего горения). Обо
снованное построение семейств глобальных решений проводится 
в § 3.

Определим, по каким законам протекает этот режим затухаю
щего горения. Прежде всего отметим, что сепаратрисе ф =  фз(ф) 
отвечает тепловое возмущение, для которого

ф (0 ~  гср“<0+,п/[2<р" ,,11 г- (33)

В § 3 будет построено семейство глобальных автомодельных ре
шений уравнения (1) с указанной в (33) пространственно вре
менной структурой, так что сепаратриса ф =  фз(ф) является об
разом некоторого автомодельного решения.

Как ведут себя при t °° оставшиеся глобальные (неавтомо
дельные) траектории? Из (23) нетрудно получить, что для них

Ф(ф) ^Доф-*, (34)
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постоянная D 0, зависящая от начальных условий, имеет вид

Л ~ [ Р - ( а + 1 + 2 /Л т)1

(35)

Подстановка (34) в исходную систему (И) ,  (12) дает следую
щую асимптотику глобальных решений:

Очевидно, что зависимость (34) отвечает наличию закона сохра
нения энергии (d/dt) (т|) (t) cpw (£)) ^  0 (см. (8)), т. е. глобальные 
решения при £ °° в определенном смысле близки к автомодель
ным решениям нелинейного уравнения теплопроводности без ис
точника:

(доказательство этого факта см. в § 3). Об этом же свидетель
ствует асимптотика (36) (автомодельное решение уравнения 
(37), удовлетворяющее (36), приведено в § 3 гл. I).

Таким образом, при [5 >  а + 1 +  2/N сепаратриса, которой от
вечают автомодельные решения, не являются устойчивой в клас
се как неограниченных, так и глобальных решений. Поэтому сле
дует ожидать, что процесс горения развивается на асимптотиче
ской стадии по другим, неавтомодельным законам, причем, как 
показывает осреднение, вид предельной тепловой структуры за
висит от начальных данных.

Таковы качественные особенности эволюции тепловой струк
туры, инициируемой элементарным начальным возмущением с 
конечной энергией. В рамках указанного способа осреднения ам
плитуда и полуширина довольно точно, как показывают числен
ные расчеты, описывают поведение неограниченного решения в 
широком интервале изменения времени. При этом остается от
крытым вопрос о характере движения фронта тепловой волны и 
тем самым вопрос о локализации горения. Для этого ниже при
меняется другой метод осреднения.

2. Нестационарное осреднение «амплитуда — положение фрон
та волны». Пусть элементарное начальное возмущение Но^ТДП*) 
является радиально симметричпым и финитным. Тогда и =  u(t, г) , 
г =  \х\, для всех £<=(0, Т 0). Приближенное решение будем ис
кать в том же виде:

где ф(£) >  0 — амплитуда решения, a g ( t ) > 0  на этот раз не по
луширина, а положение точки фронта решения (в симметричном 
случае фронтом является поверхность Ы = g ( t ) ) .  Функция 
0(s)5sO такова, что 0 ( ^ ) > О  при |  [0, 1), 0 ( | )  =  О при всех
t > l ,  0 ( 0 ) =  1,  О ' ( 0 )  =  0 ,  0 а + , е Я ’ ( ( О,  1 ) ) .

ф(£)~ r w/(JV“+2), <р(£)~ £,''<2Vo+2), £->°о (36)

и, =  V • (ц°Уц) t £ >  0, i e R " (37)

н(£, х) =  -ф(£)е(|), |  =  \х\/g (£), (38)
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В качестве первого уравнения для функций ф, g выберем 
уравнение энергии:

f  [ф (0 gN (0 ] =  vi /  (0 2Л' (0. t >  О- (39)

Второе уравнение получим из известной формулы для скорости 
движения фронта тепловой волны (см. комментарии):

dg (I) =  _  -I. ди(1, \х\)!dt

dt \к\^8-(1)ди^ ’ \Х^ дг'
Отсюда с помощью исходного уравнения (1) получаем

(40)

dgU) -<Л’-1>(г»-1вои' ) ' + и р
dt — lim ■ 

u- > 0

и, наконец, раскрывая неопределенность в правой части, с уче
том известных дифференциальных свойств решения u(t, х) при
ходим к равенству

% = — limwa-1Ur. (41)
" £ и-> о

При выводе этого равенства предполагалось, что особенность ре
шения вблизи фронта имеет степенной характер: u ( t , x ) ~  
~ ( g ( t ) — |а:|)+° Поэтому наличие источника v? в правой части 
уравнения никак не сказывается на конечной формуле (41).

Подставляя в (41) приближенное решение (38), получаем 
второе уравнение:

dg (0 Фа (0 
dt 4 g (t) ’ / > о , (42)

где v4 =  — (0°)' (1) /о >  0.
Искомая система уравнений для функций ф, g получена. Раз

решая (39) относительно ф'(£), перепишем ее в виде
ф' =  — Л+4фс"и^-2, (43)
g '  =  V i $ ° g ~ ' ,  (44)

а затем перейдем к одному уравнению:

g  =  g > 0 ,  (45)

которое описывает эволюцию амплитуды тепловои структуры в 
зависимости от положения ее фронта. Здесь ц =  у,/(ЛЧд)— по
стоянная.

Уравнение (45) намного проще полученного путем осредне
ния «амплитуда — полуширина». Выпишем его общее решение и 
кратко охарактеризуем основные свойства. Отметим, что (45) не
применимо в случае S-режима, когда (1 =  0 + 1 .  Как известно из 
анализа автомодельных решений (см. § 1), асимптотика вблизи 
фронта здесь должна иметь вид u ~ ( g ( t )  — |л:|)+°, т. е. в этом 
случае следут положить (0°)'(1) =  О, v4 =  0. В результате из (42) 
получаем, что g =  const, а (43) при (5 =  о +  1 превращается в
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урпппение
it (0  =  vti|Je+,(0 . t > о.

Отсюда следует автомодельная зависимость от времени амплиту
ды локализованного неограниченного решения:

Ч > ( * ) ~ ( Г 0 - * Г 1/о

Для HS-режима (Р <  с +  1) и 
пение (45) имеет смысл. Его об
щее решение при р ¥= а +  1 4- 2/N 
записывается следующим образом:
|фР—<o+i y _ / 0|./cc+.—S)l, , ^ =(7o) (47)

;где

t - * T 0 
LS-режима

(46)
( Р > 0 + 1 ) урав-

1 Р -  (g + 1  +  2//V) (48)Р  р  — ( g + l )

С о >  0 — постоянная, определяе
мая начальными значениями g0, 
rjv В случае р =  о +  1 +  2/IV вме
сто (47) приходим к выражению
^  =  [ff*(C0- 2 n l n ff) ] - ,1

Сп =  const >  0. (49)
Схематическое поведение фа

зовых траекторий уравнения
(45) для случаев р < о  +  1, о + 1 <  р <  о +  1 +  2IN, р > о + 1 +  
4- 2/N приведено соответственно на рис. 49—51. Штриховой ли
нией на всех рисунках показана нетривиальная изоклина нуля: 
ф0(ф) =  (i-1/[p- (0+,,I^ -2/ls- (a+1)I. При р <  я +  1, р > 0 -М +  2/N  урав
нение (45) имеет особую траекторию — сепаратрису:

Рис. 49. Эволюция траекторий 
уравнения (45) в HS-режиме

(Р <  о +  1)

ч» -  ч» (Ф) -  ( « " - ' « - ' V 2/(р-(0+1)] (50)
которой отвечает С„ =  0 в (47). При o + l < p ^ o + l  +  2//V из
(48) получаем U ^  0, и поэтому сепаратрисы нет.

Укажем основные свойства решений. При р < 0  +  1 (см. 
рис. 49) все траектории в процессе эволюции сходятся к сепарат
рисе (50), что определяет асимптотический автомодельный 
режим:

Ч > (0 ~ (Г о -*Г 1/(Р-1). ^ (0 ~ (7 ,o - 0 [p_(a+1)1/[2(p_1)1. t - + T o ,

причем здесь °° при t —f T ^ ,  т. е. локализация тепла при
Р <  о +  1 отсутствует.

При о +  1 <  р <  0 +  1 +  2/N (см. рис. 50) каждая траектория 
имеет свою вертикальную асимптоту с координатой

1_ Р -«г+1)
_  p N  Р - ( 0 + 1 + 2 / Л )

5 *  —  ’-'О 1

т.е . g (t)->g*, t-*77  Это означает локализацию тепла в области
Jx |< g * . При этом амплитуда структуры растет по автомодельному
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закону:
Ф(0 ~  {То — г Г 1/(Р-1\  t~ ^ T ~  (51)

Эти же выводы справедливы и для случаев (3 =  а + 1 + 2/N и 
+ 1 +  2/N, только в первом случае выражение для предель

ной глубины проникновения волны имеет вид g% =  exp {С0/(2ц)}, 
что следует из (49).

Рис. 50. LS-режим, р е  (о +  1, о +  
+  1 +  2/N)

Рпс. 51. LS-pe:KHM, [3 >  а -)- 1 +  2/N

В случае $ > 0  + 1 + 2/N (см. рис. 51) на фазовой плоскости 
существует сепаратриса (50), которая отделяет класс неограни
ченных траекторий от семейства глобальных решений. Как сле
дует из (47), последние эволюционируют по закону

Ф(ф) У0 =  <у„-1/(а+1НЗ,>  о, g-^oo.
Из системы (43), (44) тогда получаем для глобальных решений 
асимптотические оценки

4 ; ( 0 ~ l - 'r/l'ro+2>, g ( 0 ~ * ,/('rof2), t - * ~ ,
характерные для автомодельных решений уравнения без источ
ника (37), имеющих конечную энергию: || м (£,•) ЦпЧи̂ ) —  const.

§ 3. Условия возникновения режимов с обострением.
Глобально существующие решения при (3 >  о +  i + 2/N

В этом параграфе обосновываются многие качественные выво
ды, полученные в § 2 и относящиеся к условиям неразрешимо
сти в целом и глобальной разрешимости задачи Коши для урав
нения со степенными нелинейностями

A (u) =  ut — V • (uaS/u) — и? =  0, £ > 0 ,  х е  R \  (1)

ы(0,я) =  u0 ( x ) ^ 0 ,  i e R J ; we e C ( R ‘v), u?+1 е= Я 1 (Rw). (2)
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Осповпой метод исследования — построение п анализ подходя
щих нижних н верхних решений уравнения (1).

1. Построение неограниченных ннжннх решении. Рассмотрим 
функцию *)

0_(Е) =  А ( 1 - Е 2/аг)]Д  0 < t < T ,  Е > 0 ,  (4)
где t, (t) = (Т — t) го—(ct+d д  а  ̂ т — положительные постоян
ные. Функция и_ эволюционирует при t Т~ в режиме с обо
стрением в соответствии с автомодельными законами.

Определим условия, при которых она является неограничен
ным нижним решением уравнения (1). Как следует из теоре
мы 3 гл. I, для этого достаточно, чтобы всюду в (О, Т) X R+, за ис
ключением поверхности вырождения (О, Т) X {|х| =  at,(t) ), вы
полнялось неравенство

А  (!*._) =  (И -), -  ^  ( г * - 1 (к _ )а (м _),)г -  (н _ )р <  о,, 

которое после упрощений приводится к виду

ф г ,  8 U  -  p z n 6 _  +  0 Р_  > 0 ,  Е е  ( 0 ,  а ) ,

(5)
где ( )'  = (d/d%) (•). В левой части получившегося неравенства 
стоит оператор автомодельного уравнения (1.5), что не удиви
тельно, поскольку U— и ил имеют одинаковую пространственно 
временную структуру. Подставляя сюда функцию 0_(| )  из (4), 
после несложных преобразований получаем эквивалентное (5) 
неравенство:

Фо, ( Д ) =  m -  пД +  0, (6)
где

A = ( l - g 7 a 2)+,

0 , Р — (я +  1) 
V  +  (Р - 1 )  a ’

1п =  — a 1 +  2 Оа" )]■
Неравенство (6) должно быть выполнено при всех Д е ( 0 ,  1]. 
Определим условия па величины А и а.

Во-первых, должно выполняться неравенство
Фо»(0)>0,

из которого получаем ограничение тп >  0, т. е.
4 А а а  +  1 -  р

о а' Р ~  1 (7)

Во-вторых, легко видеть, что при тп >  0 неравенство (6) спра
ведливо при всех Д е ( 0 ,  Д*), где Д* =  т /п е ( 0 ,  1). Отсюда

*) Здесь, как обычно, (/) + =  шах{0, /}.

207



следует, что (6) будет выполнено для всех А (0, 1], если 
т - п А  + А * '1 A(/ +ff_1)/0^  О, 4 е  (А*, 1), 

что эквивалентно условию
AP_1 ^  (п — т)

Таким образом, второе неравенство, которое вместе с (7) обеспе
чивает выполнение (5), имеет вид

Система неравенств (7), (8) имеет решение (а, А) при всех 
о > 0 ,  р >  1. Действительно, при р < о  +  1 условие (7) наклады
вает ограничение па величину отношения А 0/а2. Тогда, увеличи
вая А к а таким образом, чтобы А°/а2 не уменьшалось, всегда 
можно достичь выполнения условия (8). При ps*a +  1 все зна
чительно проще, так как (7) не учитывается. Тем самым уста
новлена справедливость следующего утверждения.

Т е о р е м а  1. Пусть

и0 (X) >  (0, X) =  * е  R \  (9)

где 0_ (Е) =  А (1 — | 2/аа)+° и Т, а, А — положительные постоян
ные, две последние из которых связаны соотношениями (7), (8). 
Тогда решение задачи Коши (1), (2) является неограниченным 
и существует в течение времени, не большего Т.

Элементарный анализ нижнего решения (3) при р <  о +  1 
приводит к следующему результату.

С л е д с т в и е .  Пусть 1 < р < о + 1 ,  иа{х)Ф 0. Тогда решение 
задачи является неограниченным.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку и0 ^  0, то существует такой 
шар {х е  Rw| \х — х„\ <  р), р > 0 ,  в котором а0(х)> г >  0. Тогда, 
выбирая в (3), (4) величину Т столь большой, чтобы выполня
лись неравенства АТ~1П(,~1)< г ,  a7’I|,-<0+‘, 1/12(15-1,1 <  р, получаем 
Uo(x)7^ U— (0, х — х,)). Поэтому в силу теоремы 1 решение явля
ется неограниченным с временем обострения Т0̂ .Т%, где

Т% =  шах {(Л/е)Р-1, (а/р)2(Р-1)/(0+1-Р)}.

Более сильный результат будет получеп ниже.
2. Отсутствие глобальных решений при 1 <  [1 < о  + 1 + 2 /N .
Т е о р е м а  2. Пусть Ре (1, a +  l  +  2/TV), ц0(а;)^О. Тогда ре

шение задачи Коши (1), (2) является неограниченным.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Оно основано на сравнении решения 

u(t, х) с известным автомодельным решением задачи Коши для
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(10)
уравнения без источника

и, =  V -(vaVv), t >  0,
Это решение в TV-мерном случае имеет вид (см. § 3 гл. I)

Здесь Т „ г|0 — произвольные положительные постоянные. Пока
жем, что в случае jl <  о +  1 +  2/N при любых и0 Ф 0 решение 
u(t, х) задачи (1), (2) по истечении конечного времени обяза
тельно будет удовлетворять условию (9) теоремы 1 и поэтому 
является неограниченным. Стадию растекания начального возму
щения, сопровождающегося падением со временем амплитуды 
пространственного профиля, мы будем описывать с помощью ре
шения (11) уравнения (10), в котором не учитывается энерго- 
выделение за счет горения (на большей части стадии растекания 
оно незначительно).

Пусть без ограничения общности н0( 0 ) > 0  и и0(х)> е >  0 
в некотором шаре {х е  RA' | \х \ <  б). Выберем величину г)„ =  
=  т|0(7\) такой, чтобы щ (х) > vA (0, х) в R y. Для этого достаточ
но, чтобы

Покажем, что при l < p < o + l  +  2/7V найдется такое t „  что при 
некотором Т | функция vA(t,, х) будет удовлетворять условию (9). 
Тогда в силу (14) оно будет справедливо и для решения u( tu х).  
Условие vA(t |, х ) ^ и ~ ( 0 ,  х) в будет выполнено, если

(здесь А, а — произвольное решение неравенств (7), (8)).
Покажем, что система (15), (16) всегда разрешима относи

тельно <i, Т, если р <  а +  1 +  2/N.

При этом Tt фиксировано, а Т достаточно велико. Остается 
проверить, будет ли при достаточно больших Т выполняться

Va (t, х) = (7\ +  t)

г д е

(12)

Вц1,аТ ~ х 'ХХа+2) <  е, Ti0Ti/(-Vff+2) <  б

(при этом Т 1 может быть произвольной).
Тогда в силу теоремы сравнения (см. гл. I)

u{t, х ) >  vA(t, х), t >  0, i e R v. (14)

(13)

(15)

(16)
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неравенство (16), которое принимает вид

r)0 (#11*/% 4)1/IV >  flrIP-<«+»№(P-i)]t

или, что то же самое,

Г5й^Т )М а + 1 + Л';|] 2 /Л’а + 1 (18)

Очевидно, что в случае [5е (1, с + 1  +  2/N) оно выполняется при 
больших Т, что завершает доказательство.

З а м е ч а н и е .  В процессе доказательства фактически пока
зано, что при 1 < р < а + 1 +  2/N время обострения состоит из 
двух частей: Т„ <  t, + Т, где t , — время растекания начального 
возмущения практически без заметного эперговыделепня до неко
торого резонансного состояния, Т — установленное в теореме 1 
время интенсивного роста резонансного решения в режиме с обо
стрением.

При [3 >  а +  1 +  2/./V стадия растекания может длиться беско
нечно долго, т. е. в этом случае возможны нетривиальные гло
бальные решения. Обоснованию этого вывода посвящен и. 3.

Проанализируем с помощью неравенств (13), (18) случай 
«критического» значения р =  а +  1 +  2/N.

С л е д с т в и е .  Пусть р =  а + 1 + 2 /N и начальная функция 
такова, что и<,(х)> е в ( Ы < 6 ) ,  е >  0, б >  0, причел

где а, А удовлетворяют неравенству (8). Тогда решение задачи 
(1), (2) является неограниченным.

Поскольку произведение е5л' характеризует величину энергии 
начального возмущения, условие (19) означает, что при р =  с + 
+  1 + 2/N неограниченным является всякое решение с достаточно 
большой начальной энергией. Напомним, что качественные ре
зультаты § 2 указывают на то, что п этом случае все нетривиаль
ные решения являются неограниченными. Об этом Hie свидетель
ствует аналогия с результатами, сформулированными в § 7 для 
полулинейного (а =  0) уравнения.

В заключение этого пункта отметим, что в случае р >  а +  1 + 
+  2/N  анализ неравенств (15), (16) позволяет существенно рас
ширить указанное в теореме 1 множество неустойчивости У  (ес
ли и<,^У, то u(t, х) является неограниченным). Множеству У  
принадлежат не только резонансные начальные возмущения, при 
которых решение сразу растет в режиме с обострением (они ука
заны в теореме 1), но и те иа(х), которым отвечают неограничен
ные решения с первоначально падающей амплитудой.

3. Условия глобальной разрешимости задачи Коши при р >  о +  
■b l + 2 / Ж О н и  будут получены с помощью построения ограни
ченных верхних решений н+, которые так же, как в п. 2, ищутся
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в автомодельном виде:

iM*,:r) =  ( r  +  «)-1/(p- ue+(£), £ =  \х\ / (Т  +  £) гр—(с'+1П/:2(р_,п̂  (2Q)

^де 0+ (£) =  А (1 — £2/а2;+°; Л, Т, а >  О — постоянные.
Выбор функции (20) подсказан видом глобального автомодсль- 

Вого решения уравнения (1), рассматриваемого в и. 4. Учитывая, 
что u+(t, х) имеет непрерывную производную Vu”+1, заключаем, 
что (20) будет верхним решением, если А ( и + ) Х )  в R+ X 
X Rw\{ | =  а), что дает неравенство (ср. (5))

(£N-10+eV)' +  P2cp(" :i)1> 0 '4  +  В+ +  ер+ <  о, £ Ф  аУ 

( 21)

которое эквивалентно неравенству
Faр (А) =  т *  +  «*А +  лР-1Д(Р+°-1>/° ;<  0, А е  (0, 1], (22)

где

пгл 4 А° 
oV

А =  (1 -£*/«*)+,
Р - ( о - И )  

tp — 1) сж ’ /г, 2 .4°

)]•
Поскольку функция Fof> является выпуклой (Fap ^  0), для вы

полнения (22) достаточно, чтобы Д*(0) ^  0 и Fop ( l ) ^ 0 .  Отсюда 
получаем искомые ограничения на величины А, а: 0, т„ ,+
+  н* +  ^  0 или

4  ^  р - ( о  +  1)
а2 а2 ^  O(P- l )  ’ (23)

P - f
(24)

Покажем, что только в случае (3 >  о +  1 4- 2/N система нера
венств (23), (24) имеет решение (при р < о + 1  +  2/У в силу тео
ремы 2 решений не должно быть). Из (24) вытекает необходи
мость ограничения 2NAa/  (оа2)>  l/([i — 1), что вместе с (23) дает

2 ^  4  Аа Р - ( р - Ц )

JV*x(р— 1) ^  а2 а2 ^  о ( Р -  И (25)

Величина А с/а-, удовлетворяющая (25), существует в том случае, 
если 2/[УУа(р — 1)] <  [ji — (о +  — 1)], что эквивалентно не
равенству [р — (a +  1 +  2/yV)]/[a(j3 — 1)] >  0. Отсюда возникает 
ограничение р > о  +  1 +2/N.  Тогда, изменяя величины А ш а  так, 
чтобы отношение оставалось ограниченным и было заключе
но в пределах (25), за счет уменьшения величины А всегда мож
но добиться выполнения (24). Таким образом, доказана
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Т е о р е м а  3. Пусть р >  ст+1 +  2/Лг и при некотором Т >  О 
функция щ(х)  удовлетворяет неравенству

«  <  “ *■ (0. *) -  т - ™ - "  о* ( p f W S k f h )- <26>

х  е  R^,

г<Эе Э+ (g) =  А (1 — | 2/а2)]/а и постоянные А, а >  0 удовлетворя
ют неравенствам (23), (24). Тогда задача Коши (1), (2) имеет 
глобальное решение, причем

и (t , я) <1

< { т  +  ^ ) - ^ - 1)9 +(— — e R , x RV (27)

З а м е ч а н и е  1. Отсюда, в частности, следует такая оценка 
амплитуды решения:

sup u(t,  х) ^  А (Т 4- ;)“ 1/(р_ г > 0 .

Кроме того, с помощью (27) можно оценить диаметр d(t) носи
теля обобщенного решения: d (t) ^  2а(Т +  t) 1p-<o+1,]/u<p- o]_ Есте
ственно, эти оценки совпадают с автомодельными.

Суммируя сформулированные в теоремах 1, 3 результаты, при
ходим к утверждению: при р >  о +  1 +- 2IN для всех больших на
чальных функций задача (1), (2) неразрешима в целом, при 
достаточно малых и0 существует глобальное решение.

З а м е ч а н и е  2. В теореме 3 при р >  о +  1 -Ь 2/N в простран
стве начальных функций выделено множество устойчивости Ж 
задачи Коши (1), (2) такое, что включение и0^7П  обеспечивает 
разрешимость задачи в целом. При этом Ж  =  (п0 ^  0 1 З Т  > 0 : 
и0 (я) ^ и + (0, х) в КЛ | содержит только финитные функции, а его 
«граница» состоит из однопараметрического (Т >  0 — параметр) 
семейства также финитных функций. Это не означает, что глобаль
ными могут быть только финитные решения. В п. 4 построено 
нефипитпое множество устойчивости в случае р >  о +  1 4- 2/N, 
граница которого состоит из нефинитных глобальных автомодель
ных решений уравнения (1).

4. Глобальные автомодельные решения при £$>0+1+2/ . / ^  
Лемма о стационарных решениях. Этот пункт целиком посвящен 
исследованию одного частного класса глобальных решений урав
нения (1) вида

uA= u A(t ,x;  (28)

l  = x / (T + t r ,  m =  [р -  (о +  1)]/[2(р -  1)], 

где Т >  0 — произвольная постоянная.
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После подстановки (28) в уравнение (1) для /А3* 0 получаем 
следующее эллиптическое уравнение:

V* • ( /aVs/a ) +  mVtU-l  +  ^  /А +  А  =  0, KN, (29) 

Л ( 6 ) - 0 ,

которое отличается от уравнения, отвечающего автомодельным 
режимам с обострением, только знаками второго и третьего чле
нов. Однако это существенным образом меняет свойства решения 
/ А п о  сравнению с 0А в § 1.

Мы пока ограничимся исследованием радиально симметрич
ных решений

/Л =  /*(£) > 0 , £ =  Ы / ( 7 , +  *)"е П+, (30)
которые, как следует из (29), удовлетворяют уравнению

£ j v _ i  (£'V Va/a) +  mf.&  + p _  |  / а  +  / а  =  0, |  >  0, (31)

и краевым условиям

/а (0) =  0, / а  (°°) =  0 (/А (0) >  0). (32)

Обобщенное решение /А должно иметь непрерывный тепловой по
ток, т. е. если /Л — финитная функция, то ( / а+Х)  ( ь 0) =  0  в  точ
ке вырождения | 0 =  mes supp /А.

Рассмотрим семейство задач Коши для того же уравнения:

j j h i  W  + тП  +  /  +  /р =  о, I >  о, (33)

/ ' ( 0) =  0, /(0) =  р. >  0, (34)

и подберем такие р, что / =  / ( р) удовлетворяет (32). Прежде 
чем переходить к формулировке основной теоремы, отметим два 
свойства решения /А, которые непосредственно вытекают из вида 
уравнения (31).

Во-первых, /а(£) является монотонным, поскольку (31) не до
пускает точек минимума |  =  §„, таких, что /А( |щ ) > 0 ,  /А(6 т )  — О» 
/ а  ( 1 т )  ^  0 -  Поэтому при всех р >  0  любое монотонное классиче
ское решение задачи (33), (34), определенное для малых £ ^  0, 
можно продолжить либо на всю ось | e R + (тогда оно является 
искомой функцией /А), либо до тех пор, пока оно не обратится в 
нуль. Локальная разрешимость (33), (34) устанавливается путем 
анализа эквивалентного интегрального уравнения с помощью тео
ремы Банаха о сжимающих отображениях.

Во-вторых, анализ (31) при малых /А показывает возможный 
вид асимптотик решения при /А -*■ 0. Первая — асимптотика нефи- 
нитпого решения:

/Aa )  =  c r 2/[p- ‘0+m(i +  e(S)); в ( | ) - 0, 1 (35)
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где С >  0 — постоянная. Вторая — асимптотика финитного ре
шения:

Р - ( р +  1) 
2 (Р — 1)

‘ I/O
оЕо (£„ -  I) (1 +  со(Е»,

=  mes supp /л <  оо, (3(5)

где (о ( |)^ -0  при£—> - Асимптотики (35), (36) имеют смысл 
при р > а - Ь 1 .  Отметим, что финитному решению (36) фактиче
ски отвечает постоянная С =  0 в (35), т. е. (35) переходит в (36) 
при С =  0.

Свойства различных решений задачи (31), (32) зависят от 
соотношения между параметрами 3, а и размерностью простран
ства N.

Т е о р е м а  4. Пусть р >  1, а >  0. Тогда:
(а) если р < а + 1 + 2 /N, то задача (31), (32) не имеет неот

рицательного решения (т. е. при любых ц > 0  функция /(£; ц) 
обращается в нуль в некоторой точке |  =  и (/°+1)|(£*1 р)=^0);

(б) при всех р >  о +  1 +  2/N, если N =  1, 2, или а +  1 +  2/N <  
<  р <  (а +  1) (N +  2 ) / (N — 2), если N 5= 3, задача (31), (32) име
ет по крайней мере одно финитное решение /Л и бесконечное мно
жество строго положительных решений;

(в) если р 3*(о +  1) (N + 2) / (N — 2), N >  3, то задача (31), 
(32) не имеет финитных решений. При любых р > 0  решение 
задачи Коши (33), (34) является строго положительным и удов
летворяет условию на бесконечности (32).

Вопрос о разрешимости автомодельной задачи при критиче
ском значении р =  о +  1 +  2//V остается открытым. Исходя из ана
логии с результатами, полученными для случая а =  0 (см. § 7), 
можно ожидать, что при р =  о +  1 +  2/N все нетривиальные ре
шения задачи (1), (2) являются неограниченными, и, следова
тельно, фукции /А3*0 в этом случае не существует.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждение (а) непосредственно сле
дует ил теоремы 2 о несуществовании нетривиальных глобаль
ных решений задачи (1), (2) при 1 <  р <  а +  1 -f 2/У. Действи
тельно, если бы функция /Л 3* 0 существовала, то (28) представ
ляла бы собой глобальное решение иЛ Ф 0, которого, как уста
новлено выше, быть не может.

Отмстим одну особенность этого рассуждения. Здесь для ис
следования обыкновенного дифференциального уравнения при
влекаются результаты анализа значительно более сложных урав
нений в частных производных. Преимущества этого подхода в 
данном случае незначительны, поскольку (а) допускает другое 
простое доказательство; см. ниже. Однако в дальнейшем (при 
доказательстве (в)) такой подход дает заметное упрощение.

Тот же результат можно получить другим способом. В силу 
(35) при p < a - f l  +  2//V уравнение (31) можно интегрировать 
по интервалу (0, °°) с весом £Л_|. В результате после иптегриро-
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вания по частям получим равенство
оо оо

j  1л (л) т1л -1 dx\ = — 2 1} (а  +  1 +  -JT — р) J / a (л) ЛЛ’-1 <4
О о

(37)
которое при [5 <  а +  1 +  2/N не выполняется, так как справа сто
ит отрицательпая величина (для вывода (37) необходима оценка 
и  (£) при ! “►<», которую нетрудно получить из уравнения).

(б), (в). Доказательство этих утверждений опирается па уста
новленные ниже свойства семейства стационарных решений ис
ходного уравнения (1).

4.1. Л е м м а  о с т а ц и о н а р н ы х  р е ш е н и я х .  Рассмотрим 
решения стационарного уравнения

v  -(U°VU)+ С/" =  0  (3 8 )

при произвольных значениях о ^  0, [5 >  0. Для наших целен до
статочно проанализировать семейство {t/Э* 0) радиально симмет
ричных решений, удовлетворяющих уравнению

(г* -1!/0! / ') ' +  t /p =  0, г =  | * | >  0. (38')

Положим U0+l = V и сделаем преобразование г-*- г(а +  1)1/2. Обо
значим через Vx решение следующей задачи:

- ^ ( r * - V J  +  n  =  0 ,  г =  М > 0 ,  (39)

П (0) =  х, р !(0) =  0, (40)

где К >  0 — постоянная (параметр семейства ИД)), а  =  р/(а +  1) >  
> 0 .

Л е м м а  1. Пусть а  >  0. Тогда:
1) при любых а > 0 ,  если N =  1, 2, или 0 < а <

<(^-1- 2)/(iV — 2), если N > 3 ,  задача (39), (40) не имеет реше
ния Vx >  0 в R+ (т. е. при любых Х > 0  функция Vx обращается 
в нуль в конечной точке, в которой V ̂

2) если a ^ ( N + 2 ) / ( N — 2) при N ^  3, то при любых Х > 0  
решение задачи определено и строго положительно в R+, 1Д(г)-*- 
-► 0 при Г->- оо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Локальная разрешимость задачи дока
зывается после сведения (39), (40) к интегральному уравнению.

1) Рассмотрим сначала случай N < 2 .  Из (39) получаем
Г

rN- 1VUr) = - $ y ] N- lV t (r])drl, (41)
о

и, следовательно, при любых r >  I (если предположить, что
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Vx> 0  всюду)
l

Отсюда

т. е.

К  (г) <  — CJ1 N <?! =  j T1W 1VI  (щ dll >  0.
О

г
r > i ,

i

V x ( r ) < 7 x ( l ) - c , ( r - l )  ( N=  1),
V>. (г) =£ У^(1)— с, In г (N = 2); г >  1.

Это означает, что F* при N ^ 2  обращается в нуль, причем в си
лу (41) в этой точке У\(г)т^0 (т. е. тепловой поток не может 
быть непрерывным).

Пусть теперь N ^  3. Тогда мз (41) в силу монотонности F* 
получаем Г

(г) < - n  И  J Т)*"1̂  =  -  П  (г) (42)
о

Интегрируя это неравенство, выводим оценку: при а <  1

Ук(г) <
' 1/(1—ос)

и, следовательно, V>. (г) определена на интервале длины, не пре
восходящей тд =  [2JV/ (1 — а ) ]1/гЛ(1_а)/г.

Отметим, что при а  <  1 функция У* монотонно зависит от
граничного значения Л =  1^(0) 
(рис. 52).

При а = 1 функция поло
жительна на интервале (0, z^1), 
где z.v* >  0 — первый корень 
функции Бесселя / (W_2)/2.

Если же а >  1, то из (42) вы
текает «нефинитная» оценка

П ( г ) < [ л ,- “ +

Рис. 52. Решения задачи (39), 2.V ^  ^
(40) при различных Я >  0 в слу

чае а <  1 по которой нельзя судить о воз
можности продолжения У^(г)> 0 

в область больших зпачений г. Отсюда следует, что
/  о/»/ \l/(a—1) Г-2/ССХ-1), г > 0 . (43')

Предположим, что 1) не выполнено, и F j,> 0  в R+ при неко
тором a < ( N  + 2) / (N — 2), N7? 3. Тогда с помощью полученных

—1/(<х—1)
г >  0, (43)

О г
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ниже тождеств придем к противоречию. Для вывода первого из 
лих умножим (39) па r'v_1F>. и проинтегрируем равенство по ин
тервалу (0, г). В результате получим

имеем

f л"_1у* (л) * 1 <  \ i\K~ l n + l (л) * 1  <  «>,

1 (л) *1, г > 0 .

Fx>0, отсюда

оо, (44)

причем ограниченность правого интеграла обеспечивается оцен
кой (43).

Умножим теперь (39) па r AF^(r) и проинтегрируем по 
(О, г). Это дает другое равенство:

- V ^ > )  + ■ v P l ( г )

т г

=  |  'nJV_1̂/ “ +1 (л) *1 —  |  (л) <4 Г > 0 .  (45)
О о

Нетрудно видеть, что левая часть p(r) =  r^Vi  (г)/2 +  r ftF “+1(r)/ 
/(а +  1) ->■ 0 при г ^ ° ° .

Действительно, из (45) в силу сходимости интегралов следует,
ао

что р(г)-*- ро, г-*- а из сходимости интеграла [ [р(л)/Л1 ^Л» ко_
о

торая вытекает из (44), следует, что р„ =  0. Переходя к пределу 
в (45) при г-*- °°, получаем

ао

0

N
а +  1

о
что вместе с (44) дает неравенство {N — 2)12 ^  N/ (a  +  1), т. е. 
а  ^  (N + 2)/(iV — 2) +, что приводит к противоречию.

2) Пусть выполнено противное и существует такое а >  
>  (N +  2)/ ( N — 2)+ (случай равенства будет рассмотрен особо), 
что при некотором К >  0 решение F* обращается в пуль в неко
торой точке гх >  0. Тогда F * (r)^ 0  является решением краевой 
задачи для уравнения (39) на интервале (0, гД с условиями

К  (0) =  0, F „ (a ) =  0. (46)

Однако, как будет показано, задача (39), (46) не имеет реше
ния. Для этого, так же как при доказательстве 1), умножим (39) 
скалярно сначала на N xKiJ'~'Vx(r) , а потом на ATx ,\rAF^ (г), 
где x.y — объем единичной сферы в R‘v. В результате после
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интегрирования по частям с учетом условии (46) получим 

IIПЩ. =  II V i f J U  (L" =  L*({\x\ < rK})), (47)

■ ^ Г - r* V* (г*> +  ^ i - 2 I V ’>- II2 -  1ГТ1 iI'̂  =  0. (48)
Подставляя в (48) величину ||FjJ^2 из (47), получаем равенство

(49)
Л' - 2

+  2) -а+1
7=Г2)----«J ll L“+l22 (a -f 1)

которое, разумеется, при a > (V  +  2 ) / ( N — 2)+ не может быть 
выполнено.

Рис. 53. Функции Р л (г) при 1 <  Рис. 54. Функции У а ( г) при 
<  а <  (Л' +  2 )/(1 У -2 ) + >  (iV +  2 ) /(A '-2 )  +

Наконец, при критическом значении а =  (JV -I- 2) / (N— 2) за
дача (39), (40) имеет при любом Л > 0  положительное решение

У\ ir)
N ( N — 2) x2/(JV~ 2)

JV (Лг —  2) +  Xi/uy~ 2)r2

<.V-2)/2
г >  0; F?. (0) =  X. (50)

Неразрешимость краевой задачи л этом случае также следует из 
равенства (49), поскольку здесь У \ ( г \ )ф 0  в силу (41).

З а м е ч а н и е .  Возвращаясь к уравнению (38'), получаем, 
что при всех Р > 0 ,  N =  1, 2, или 0 <  р <  (а +  1) (N 4- 2) / (N — 2), 
/V >  3, стационарных решений в R+ не существует. Напротив, при 
Р 5= (о + 1) (N + 2 ) / ( N — 2 )+ все его решения строго положи
тельны.

На рис. 53, 54 показано примерное поведение функций V =  
=  F*(r) при различных А > 0  в финитном (рнс. 53) и нефнпит- 
ном (рис. 54) случаях. При а  >  1 (в отличие от а < 1 )  пет мо
нотонной зависимости Fa (г) от X.

В заключение заметим, что утверждение, аналогичное только 
что доказанному, справедливо п в случае уравнения (39) с доста
точно произвольным нелинейным членом q[V)  вместо F“ (см. § 1 
гл. VII).
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4.2. Д о к а з а т е л ь с т в о  у т в е р ж д е н и я  (б) т е о р е м ы  4. 
Установим сначала справедливость одного простого утверждения, 
относящегося к утверждениям (б), (в).

Л е м м а  2. Пусть ^ >  о +  1 +  2//V. Тогда при всех

0 <  2 (Р-1)
N Р — [ с +  1 +  ТГ*)

i/(P—1)
=  Mi (51)

решение задачи (33), (34) является строго положительным в R+ 
(и, следовательно, имеет асимптотику (35)).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Перепишем равенство, полученное пос
ле интегрирования уравнения (33), умноженного на | w-1, по ин
тервалу (0, | ) ,  следующим образом:

+ m j f  =
l

- J V ' V l ’l) ( г ф Т Г т Д Р -  ( °  + 1 +  | ) 1 - / в"<ч))*1- (52)
о

В силу (51) и монотонности /  правая часть строго положительна 
при |  >  0. Предположим, что / (rj) обращается в пуль при 
I  =  е  R+. Тогда f f  (£*) <1 0, /  (£*) =  0 следовательно, левая 
часть (52) при |  неположительна, что приводит к противо
речию.

Рпс. 55. Решения задачи (33), (34) при различных =  случай о +  
■Т 1 -Т 2/jV <  р <  ( а - Ы ) ( Л ’ +  2) /(Л?-2)  +

Таким образом, справедливость второй части утверждения 
(б) установлена. Завершается его доказательство с помощью сле
дующей леммы.

Л е м м а  3. Пусть (J >  о 4- 1 +  2/N, если N =  1, 2, или <т+14
+  2/N <  [} < ( о  Т" 1) (N +  2 ) / (N — 2) , если N ^  3. Тогда существует 
такое р > 0 ,  что решение задачи (33), (34) обращается в нуль.
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Доказательство проводится тем же способом, что и доказа
тельство теоремы 4 в § 1 (см. также анализ случая (i <  о + 1  
в п. 3 § 1). В конечном счете предположение, противоположное 
лемме 3: при всех р >  0 решение задачи (33), (34) является 
строго положительным в R+, приводит после предельного перехо
да к выводу о существовании строго положительного решения 
стационарной задачи (39), (40) при Я =  1, что невозможно в си
лу леммы 1.

Теперь, обозначая через Ж  множество всех р ° > 0  таких, что 
/ ( | ;  р ) > 0  в R+ при всех 0 <  р <  р°, получаем, что Ж Ф &  
(см. лемму 2) и Ж  ограничено сверху (см. лемму 3). Поэтому 
существует р* =  supЖ<_оо, ц стандартными методами устанавли
вается, что функция /а =  / (|; р*), отвечающая р =  р*, является 
решением задачи (31), (32) и имеет асимптотику (36).

На рис. 55 показаны некоторые кривые / =  / ( | ;  р) при раз
личных р >  0. Жирной линией обозначено финитное решение.

4.3. Д о к а з а т е л ь с т в о  у т в е р ж д е н и я  (в) т е о р е м ы  4. 
Предварительно отметим, что строгая положительность всех сим
метричных решений стационарного уравнения (38) при [5 3* 
>(а  + 1) (Л' 4- 2 ) / ( N — 2), N > 3  (лемма 1), в принципе, свиде
тельствует в пользу утверждения (в). Доказательство с помощью 
исследования обыкновенного дифференциального уравнения (31) 
связано с определенными трудностями. Поэтому оно проводится 
па основе одного любопытного свойства решений соответствую
щего уравнения в частных производных (1).

Итак, предположим противное: пусть в условиях (в) сущест
вует такое р >  0, что / ( | ;  р) обращается в пуль. Отметим, что в 
силу леммы 2

н >  {г-ф^ТГ [р -  ( “ + *  +  £ )
1/(Р — 1)

Тогда так же, как при доказательстве (б), приходим к выводу о 
существовании нетривиального финитного решения /Л(| )^=0 за
дачи (31), (32) с асимптотикой (36). Этот вывод, как будет по
казано ниже, приводит к противоречию.

Мы получили, что при р Эг (о +  1) {N +  2 ) / ( N — 2)+ задача Ко
ши для уравнения (1) имеет (автомодельное) решение

u =  uA (t , x)  = (T + t ) - lW~1)QA (________ М ________ (53)

обладающее конечной энергией

E(t )  = 1
2(о +  1) Vu0+1 0  + 1 

Р +  о +  1

Действительно, /Л является финитной, причем / а/ а^  С (R+), 
я нетрудно проверить, что ^ " +1( ( ) e L ! (R ''), u ( ( ) e / i +,,+1(R1'’), 
т. е. |S(f)l  <  оо при всех t >  0. Функционалы типа энергии (54)
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являются важными характеристиками решения задали и будут 
неоднократно использоваться в дальнейшем (см. § 2 гл. VII).  

Легко видеть, что E(t)  не возрастает. Действительно, исполь-
зуя уравнение (1), получаем

F' (t\ — 1 Г  I Vua+l I1dx ff + 1 f иР+а+Чх
t

Гл — 2 (а-г 1) J |V “ 1d p + f f+ 1  '
R* R* t

=  -- I t Au0+1 +  up ut ( ua+1)tdx =
R* rA

— 4 (a+1) || Л.Но/! 
(a+2)2 )(I|£j2(hX )^0 - (55)

Введем для удобства функционал

G(<) =  ||u1+a/2i£2(R* ) S  f u°+2dx.
R'V

Тогда

С  (t) — (о +  2) ua+1utdx — (о +  2) j* u°+1 _u i ^ “°+1 +  dx —

=  - ( o  +  2)
P-ba+tf  1

a +  1 [p +  a + 11 + ^ 2(r n ) p +  a + 1 II u llU+o+i (R‘v ) ] '

(56)

Поскольку p>ar  +  1, отсюда следует оценка

G' (0 >  -  (-ff-  (4 t - a ^ E (t), f > 0 .  (57)
<7 i 1

Все выписанные выше преобразования корректны для функ
ции (53).

Посмотрим теперь, какая энергия отвечает глобальному реше
нию (53). Легко вычислить, что для него

E(t)
-У —2

(Т +  t ) 2(*~
т г '[р-(-+о^

х

1) |v , /T ( £ ) f L2-
а +  1

Р -f <т -г-1I I / а  ( 1 ) 1
Р + о + 1
lP+o+i (58)

Покажем, что при р 5= (о +  1) (Л’ +  2) / (N — 2), N ^  3, такой энер
гии у глобального решения быть не мож'ет. Для критического 
случая p =  (ar +  1) (V + 2 ) / ( N — 2) это очевидно. Из (58) следует, 
что £"(£)= const, т. е. E' ( t )=Q,  что противоречит (55), так как 
и, ^  0.

Пусть теперь р >  (о +  1) (V + 2) / (N — 2)+. Тогда из (58) по
лучаем, что для строгого убывания энергии Е (см. (55)) необ
ходимо, чтобы £ ( 0 ) ^ 0 .  Тогда E( t ) <  0 при всех t >  0 (если 
£ ( 0 ) > 0 ,  то в силу (58) Е ' (t )> 0 ,  что противоречит (55)).
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Оказывается, полученное условие
E( t ) <  0, t >  О, (5 9 )

несовместимо с глобальным существованием решения.
Л е м м а  4. Пусть u(t, х ) ^ 0 — финитное решение задачи Ко

ши (1), (2), причем для него справедливо условие (59). Тогда 
u(t, х) существует в течение конечного времени.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В сделанных предположениях можно 
считать, что G(t )>  0, |u <T+l (t)\L2+= 0 п |] Vh<t+1 (t) ||i2 Ф  0 для 
всех t > 0 .  Отсюда в силу (55), (56) имеем G' ( t )> 0, E' ( t ) <  О 
и, кроме того, неравенство (57) является строгим:

G1 ( t ) >  — (-ff :!r- ^  ° + l) Е (t), f > 0 .  (60)

Из (55), (56), (60) с помощью неравенства Коши — Буияков- 
ского выводится следующая оценка:
— G (t) Е ‘ (t) =

4 (ст -j- 1) (  1+CF/2 ЛД+с/2^
(ст -h 2)2 " Hl2

4(c- f l )  G ' ( t ) G ' ( t )

•(н1+ст/2, (ul+°/2)t)2 =

т. e.

GE'

(a +  2)“

P “-J- G 1

G' ( t ) E( t ) %o +  2

2 G ' £ <  0, t > 0,

или, что то же самое,
(G((,+t+l,/'a+i,/E) '( t)3*0,  t >  0.

Отсюда, учитывая, что E( t ) <  0, получаем для всех >• О 
оценку

G®+a+1Wa+'2)( t ) ^ c „ E ( t ) ,  (61)
где с* =  G(fi+<T+1)/(a+2) (i*)/#^.,.) <  0. Из (6), (61) вытекает нера
венство

g (P+o+ i )/(o+ 2) (f)  ^  | с,  11 £  (О  К (У +  1 I с* I 
о 2 p-f-o-j- l G’ (t),

Из неравенства

G' (0 >  ^ + 1  -4fc; f 1 G(P+a+1)/(a+2) (t), t >  <*,

следует, что функция G (f) =  |] и1+а/2 (f) ]|22 нс может быть огра
ниченной при всех t >  0, и существует такое

T o ^ U +  ф — 1) (р'4_ет _j_ j) IЕ (f*) I С ( ^ ) < 0 0 '

что G (!)->- °° при £ —>-7Y, т. о. решение 1г(£, х) является неогра
ниченным.
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Таким образом, при р > (а +  1) (N +  2) / (N — 2) + финитное ре
шение цл в (53) не может быть глобальным, т. е. в этом случае 
все решения (33), (34) являются строго положительными, что 
завершает доказательство утверждения (в) теоремы 4.

Проведенное исследование устанавливает определенное сход
ство между решениями уравнения (31) и стационарного уравне
ния (38'), которое ярко проявляется при достаточно больших зна
чениях р. =  /(0). Между ними есть и значительная разница, при 
небольших ц > 0  важную роль играют младшие (линейные) чле
ны уравнения (31). Следствием этого является существование в 
определенном интервале изменения {5 финитного решения /Л( |) .  
В случае стационарного уравнения (38') (см. п. 4.1) решение с 
выделенной асимптотикой существует лишь при одном значении 
P = ( o  +  l )(W + 2 ) / ( W - 2 ) +.

4.4. О р а д и а л ь н о  н е с и м м е т р и ч н ы х  г л о б а л ь н ы х  
а в т о м о д е л ь н ы х  р е ш е н и я х  п р и  р >  о +  1 + 2/N. В этом 
пункте кратко обсуждается возможность построения несиммет
ричных по х автомодельных решений типа (28), где

Рассмотрим автомодельное решение (28) при Т =  0:

UA«,  1;0 ) =  г ’/,н ,/ а Ш, S =  rn=  > ° -  (62>

Как следует из теоремы 4, при всех p > a + l  +  2/.V существует 
автомодельная функция /а =  /л( ] |1) в (62) со степенной асимпто
тикой.

Пусть ей отвечает постоянная С =  Со > 0  в разложении (35). 
Тогда из (62) вытекает, что данное автомодельное решение цА 
удовлетворяет начальному условию с сингулярной функцией

мЛ(0, х; 0) =  С .Ы - /",- <e+" 1, i e R v\{0). (63)

Эта особенность является интегрируемой при Р > < 7 + 1 + 2 /N: 
иА (0, •; 0) е  Ll„c (КЛ). Таким образом, при р >  о +  1 +  2/N за
дача Коши (1), (63) имеет глобальное классическое решение 
u = uA(t, х; 0), которое является единственным (последнее вы
текает из условия иА (0, •; 0) е  L’oc(R‘ ). см. об этом ниже).

Тем самым автомодельное решение (62) определяет «меру 
сингулярности» начальной функции и„(х), при которой задача 
Когпи имеет глобальное ограниченное решение.

Но тогда из принципа максимума следует, что задача Копти 
является глобально разрешимой при всех меньших, чем в (63), 
начальных функциях:

Щ (х) = С \х Г*Л0-<О+1И х  е  Rv\  {0}, (64)

где 0 < С ^ С „ .  Обозначим это решение через u*(t , х).  В силу 
принципа максимума и* <  иЛ в R+ X R'v (так что и* ограничено 
при г > 0 ) ,  п поэтому и* — единственное решение задачи Коши 
(1), (64) (т . К. Uq Z-юс (R v ), см. [228])-
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Используем теперь тот факт, что уравнение (1) инвариантно 
относительно преобразования

u - + k uw~i)u, t k t ,  х -*■ ктх, (65)
где А->0 — произвольная постоянная. Поэтому u*(t, х) порож
дает целое семейство решений

uh (t , х) =  /e1/(|5-1)w* (Ы , kmx)i 0.

Однако начальное условие (64) также инвариантно относительно 
преобразований (65), и в силу единственности и* при любых 
& > 0  должно выполняться равенство и*=ик. Полагая здесь к =  
=  1 /t, приходим к выводу, что и* есть не что иное, как автомо
дельное решение вида (62), где /А удовлетворяет условию (35). 
Таким образом, из существования решения /А> 0  задачи (31), 
(35) при С =  Со >  0 вытекает существование других автомодель
ных функций /А, которым отвечает произвольное С е (0 , С0) 
в (35).

Для построения радиально несимметричных автомодельных 
решений осталось сделать один шаг. Действительно, нигде не 
использовалось, что С в (64) — постоянная. Пусть теперь С =  
= С ( х ) ^ С 1). Для того чтобы провести те же рассуждения, необ
ходимо, чтобы функция С {х) не изменялась при преобразованиях 
(65), т. е. С(х) = С(к"'х) при всех к >  0. Этому условию удовлет
воряют функции вида

С = С{х/ \х \), 1 е Г \ { 0 ) ,
где С( ш ) > 0  определена на единичной сфере (ю е  R14-] [о | =  1).

Таким образом, если 0 <  С(ш) С0, то начальная функция
в*(0, х ; 0) = С {х/ \ х \) Ы -2/[|,-(0+1)], х  е  R-v\{0}

определяет глобальное (и единственное) решение уравнения (1) 
при р >  о +  1 +  2//Y, которое представляет собой автомодельное 
решение вида (62). При этом функция /A( s ) ^ 0  удовлетворяет 
эллиптическому уравнению (29) и несимметричному по |  усло
вию па бесконечности:

| g l - o ° .  (66)
Множество радналыю несимметричных глобальных автомо

дельных решений (62) при р >  а +  1 +  2/N, N >  1, является бес
конечномерным, так как в (66) присутствует, вообще говоря, 
произвольная функция С ( а ) е [ 0 ,  С0], С(ю )^ 0 . Асимптотическая 
устойчивость этих решений может быть исследована методами п. 6.

5. Нефнннтное множество устойчивости. С помощью получен
ных в п. 4 результатов легко определить множество устойчивости 
I f  задачи (1), (2) при р >  о-I-1 -I-2/W, состоящее из иефинитных 
функций. Граница W  составлена из нефииитиых глобальных ав
томодельных решений (28). При этом будем считать, что решение 
u(t, х) подчиняется принципу максимума и монотонным образом 
зависит от начальной функции (см. § 3 гл. I).
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Обозначим через множество пефиннтных решений /А( |)  
задачи (31), (32); к например, относятся все / ( | ;  р), указан
ные в лемме 2 (Ф Ф 0  при р > а  +  1 -\~2/N). Множество Ж  опре
делено в следующем утверждении.

Т е о р е м а  5. Пусть [1 >  a + l  +  2/W. Тогда существует нефи
нитное множество устойчивости Ж задачи (1), (2):
Ж  -- (г*0 (*) >  0 | 3 /А е  Т ^  0 =  const: и0 (х)

<  7’-»/№-i>/A( | I | / 7 ’f3-(e+»>l/[*/(P-«l)]j (67)

так что, если и0^ Ж ,  то (1), (2) имеет глобальное решение.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу принципа максимума указанное 

в (67) ограничение на начальную функцию дает оценку решения:
u{t, х ) ^ ( Т + t ) - i/^~l)fA{ \ x \ / ( T + t ) m), t >  0,

Следовательно, решение u{t, х) глобально ограничено: 
sup u(t, х) /А (0) (Т +  f)-1/(|i-1)—к 0, £->-оо.

з с = а ЛГ

6. Об асимптотическом поведении глобальных решений при
Р >  0 + 1  +  2/IV. Выясним, какое отношение имеют глобальные 
автомодельные решения, построенные в п. 4, к асимптотическо
му поведению произвольных глобальных решений задачи Коши. 
Правильно ли частные решения (28) передают при больших t 
амплитуду, эффективную ширину и пространственный профиль 
затухающих тепловых структур, которые существуют при р >  
>  о +  1 +  2/IV?

Ниже проводится исследование асимптотической устойчиво
сти симметричных по х  автомодельных решений (28); эти же 
методы применимы для анализа несимметричных решений ик, 
возможность построения которых указана в и. 4.4.

Сначала будет показано, что на сформулированный вопрос 
можно ответить положительно, если /А(|£|) в (30) имеет степен
ную асимптотику (35). Справедливо, в частности, такое утверж
дение, где через f T (t , £) обозначено автомодельное представление 
решения задачи Коши (1), (2):

+  t >  0, S e R "

Т е о р е м а  6. Пусть [} >  a +  1 + 2/N и автомодельная функ
ция /А в (30) такова, что

~  б -  [с  + 1 + W  -  Р) + Р (/а (°))Р_1 <  °- (68)
Тогда автомодельное решение (28) является асимптотически 
устойчивым в 72(11") в следующем смысле: если при некотором 
Т >  0

и0(х)<  и а (0, x\ Т), х е  R*', (69)
Иа(0, ;Т) — и0( ) е  L1 (Rv) , (69')
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то
h ( t ,  •) — /а (*)IIj£.i(rJV) =  0 ( t  6) -> 0 , <->oo. (70)

З а м е ч а н и е .  Неравенство (68) дает следующее ограниче
ние на величину /Л(0) =  sup/A(l | l ) :

^  (0 )<  { 2 ( р - 1 ) р  [Р -  +  1 +  JJ-
i/(P-i)

Из леммы 2 (см. п. 4.2) вытекает, что тогда /л (1 |1 )> 0  в R^, 
и, следовательно, в рамках теоремы исследуется асимптотическая 
устойчивость нефигштного автомодельного решения ил. Отметим, 
что в силу (35) uA(t, 7’) ^ L 1(RI'r) при любом t >  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Формально оно проводится тем же спо
собом, который применялся в § 13 гл. II. Пусть г =  ид - ц е  
S L‘(R")_ при каждом t ^  0. В силу (69) и ^  мА, т. е. z ^  0 в 
R+ X R". Из параболического уравнения для функции z вытека
ет, что

- j f  12 (0 Il«(rJV) <  (z (f )■ a (и, uA)), t >  0,

где
i

a (и , uA) =  P J  (r|uA +  (1 — T)) u f ~ l dt) <  P (/A (0))p_1 (T +  /)-1.

Поэтому

: (^UlMrW) =  0  (*'
P(fA(0))e - i

, t -V- o o . (71)

Однако

ц7 / Л || —  f T  д .  M . ,  /  II ( 7 2 \II2 (о lli.1(RJV) = =  "  +  Wi t  —  /а llr.i(»JV)» ( 7 2 )

и из (71), (72) вытекает оценка (70), которая в силу (68) обес
печивает стабилизацию /г /л при £-*-<*> в норме L‘(RN).

Теорема 6 устанавливает асимптотическую устойчивость не
финитных автомодельных решений в классе начальных функций 
(см. (69'))

ц„ (х) ~  С1х|_2/[Э_<°+|)1, I z l - o o .  (73)

Таким образом, если и0(х) удовлетворяет (73) (тогда щ & 
& L1 (Rw)) и данной начальной функции отвечает глобальное ре
шение задачи Коши, то амплитуда и полуширина асимптотиче
ски точно оцениваются при t -+■ °° по формулам

sup u(t, х) ~  | ^ ф( 0 | ~ ^ - <о+1М2<р- 1)1, (74)
x  =  R s

Что будет, если (73) не выполнено? Например, в случае фи
нитного начального возмущения н0 s  L' (R^)? Как следует из
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теоремы 4, при а +  1 + 2/N <  {} <  (а +  1) (N +  2)/(N  — 2) + суще- 
стнует финитное автомодельное решение нА вида (28), которое, 
казалось бы, и должно описывать асимптотическое поведение та
ких решений. Однако это не так. Это автомодельное решение 
н отличие от пефинитных решений в теореме 6 неустойчиво 
при t °°. Асимптотику процесса затухающего горения в этом 
случае описывают автомодельные решения уравнения без источ
ника:

v, =V  -(ua\jv), t >  0, (75)

т. е. процесс горения при больших временах является несуще
ственным по сравнению с диффузией.

Подобная ситуация уже встречалась в § 13 гл. II. Поэтому 
мы не будем проводить исчерпывающего исследования и займем
ся анализом самого интересного (и, надо сказать, самого трудно
го в доказательстве) случая финитной начальной функции и0 е  
e L ^ R " ) .  Будет показано, что глобальное решение задачи Коши 
(1), (2) в этом случае эволюционирует при t -* °° по законам, 
определяемым пространственно временной структурой автомо
дельного решения уравнения (75) (см. § 3 гл. I):

vA(t, х; Т, а) = (Т + 0 - л7сл'°+г,Ыт1; а), ц =  х/(7’ +  ^)1/tлr'’+2,,
(76)

где 7’> 0  — произвольная постоянная, gA(n; а ) >  0 удовлетворя
ет в RN уравнению

Boo (gx) =  Vn-(gAVr|gA)+ V^A-T] + дла 2 =  0 (77)
и имеет вид

2а On; а) =  А> (а2— h l 2)+". Ао
' 1/а

2 (Ла +  2) (78)

Здесь а >  0 — постоянная.
Для доказательства указанного факта введем в соответствии 

с (76) автомодельное представление решения u(t, х) задачи 
( 1), (2):

gr {t, r)) = (T + t )KHK°+2)u(t, r]{T + t ) l/<K°+2)) (79)
и выпишем уравнение, которому оно удовлетворяет:

(Т +  t) =  В, (gT) =  -ь

+  Aa +  2 ^ч2г'П  +  Na 2 +  (Г +  О v 2г. О, П е  В ^, (80)

2 г (0 ,п )= Г ЛГ/' ^ +2)щ(г1Г /(^ +2>) =  2о(п), 0 e R" (81)
В (80) через v обозначена постоянная v =  А[р — (о +  1 + 2/N)]/ 
/ (No +  2). При р > < r + l  +  2/ZV она положительна, что суще
ственно.

Покажем сначала, что в случае финитной функции и0(х) 
поведение глобальных решений задачи (1), (2) при t -*■ °° «под
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чиняется» (76). Во-первых, очевидно, что всякая функция (78) 
является нижним решением уравнения (80), поскольку

(Т +  f) ^ ^  о <  в , ы  =  (Т +  t ) -v А -

Таким образом, если и0(0)>0 ,  то существуют такие постоянные 
Т >  0, а_ >  0, что

u0( x ) > T - " “N°+2)gA(xT-i/iN°+2);а_) в R \  (82)
Следовательно, gT(t, ,п )^£ л (п ; а_) в Rw при всех допустимых 
t > 0 .

Остается построить похожее верхнее решение уравнения (80). 
Естественно, функции gA для этого не годятся. Однако их легко 
подправить так, чтобы получилось верхнее решение.

JI е м м а 5. Пусть f3 >  а +  1 +  2JN и

1 _  J T  A * - 1 T~v >  0. (83)
Тогда функция

g+(t, 4 ) = [ i - b ( T  + t ) - T ° g A T \ / [ l - b ( T + t ) - ' } ' /2; а), (84)

где Ъ =  (a2)(P-1)/a/v, является верхним решением уравне
ния (80).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Будем искать верхнее решение в виде
g+ = i ( t ) g A{r\/y(t); а). Тогда имеем (Т +  t)dg+/dt >  В, (g+) в 
R+ X RiV\{ |r || =  <ир(£)}, если

< r + 0 f > 7 ( ' - T
1

(Ли +  2) 1 - +  (iVa+2) +

+  -КГТ2 (-1 -  +  (Г +  < Г  / - М ' - Ч 1»-11", (85)

где d = ( a 2- l 2)+ e(0 ,  аг].
Пусть ср' ^ 0 ,  ф° =  ф2 (это выполнено в (84)). Тогда справед

ливость (85) вытекает из такого неравенства:

(Т +  t) ^  > ( Г  +  t)~v ф ^ 1 (i) А ^ 1 (a2)(p- l5/°, t >  0.

Полагая здесь фа(£) =  1 — b (Т f  t) -v (в силу (83) ф > 0  в R+), 
убеждаемся, что g+—верхнее решение, еслиЬ^аЛ^-1 (a2f^~1)/a/v.

Итак, если и„(х) — финитная функция и существуют такие 
постоянные Т >  0, а+ >  0, что

g„(r1) ^ ( l - b r - ) 1̂ A( V ( l - b r - ' ' ) I/2;a +), ц е  R", (86)

где b =  (a+)(|3_1)/a/ v> то в R+ X Rv выполнена оценка
gr(t, Ц)^g+( t ,  г)) (87)

(и, кстати, задача (80), (81) будет иметь глобальное решение). 
Суммируя полученные результаты, приходим к следующему вы
воду.
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Т е о р е м а  7. Пусть [ l > a  +  l  +  2/iV и функция иа(х) удов
летворяет условиям (82), (86). Тогда, если существует gT(°°, л)» 
то

£д(л; a - ) < g T{оо, p)s=gA(n; а+), (88)
Этот результат показывает, что эволюция глобальных финит

ных решений задачи Коши (1), (2) при $ > a  + i + 2/N описы- 
нпется автомодельными решениями (76) уравнения (75). Оцен
ки (88), в частности, означают, что

sup и («, х) ~  r AV(JVe+2), | * э ф ( 0 | ~  t1KNa+*\ t-+- ОО.
xSRN

Напомним, что эти же выводы ранее получены на основе каче
ственной теории нестационарного осреднения (см. § 2).

Что касается асимптотической устойчивости автомодельных 
решений (76), то здесь мы ограничимся доказательством одного 
простого утверждения.

Т е о р е м а  8. Пусть TV =  1, (3 >  a +  1 +  2/TVsa +  3 и u0(x) — 
финитная функция. Тогда в условиях теоремы 7 найдется та
кое а е  [a_, а+], что

gr( t ,  л)-^?д(ц;  a), t -+°о,
почти всюду в R.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Во-первых, в силу (88) задача Коши 
(80), (81) эквивалентна краевой задаче в некоторой ограничен
ной области Q => [—я+, a+], gT =  0 на R+ X dQ. Во-вторых, выво
дятся оценки

(gr+0,a)t t е= V  ((1, оо) X Й), g°r+1 е  Ь°° ((1, оо); Н\ (Q))
путем скалярного умножения в L2(( 1, ®)XQ) обеих частей 
уравнения (80) на множитель

<7 +  ‘> 4  ( г г I « " ’ +  .[ &  «■ о  i  « ) •

Эти оценки показывают, что со-предельное множество со (gQ) =  
=  (g* (л) | оо: gr+1 (£„, •) -v [g* (-)]a+1 в L 2 (Q)) состоит из
«стационарных» решений уравнения (80) при £ =  °°, т. е. 
B<»(g*) =  0- В силу (88) g* — финитные функции, и, следова
тельно, (o(go)s ( ^ (л ;  а ), a e [ a _ ,  a+]}. И наконец, независимость 
предельной функции g*(r]) от выбора последовательности £„ °°
вытекает из «монотонности» решения задачи (80), (81):

-̂ -11 St (t) ||L1(SJ) = (Т +  t) (v+1) II gT (t) ||£р(П) > 0 ,  t >  0
(— IIgT (0 Ц д , — функция Ляпунова), а также строгой моно
тонности по а > 0  выражения ||gA (•; я) ||Li(£J)■

З а м е ч а н и е .  Нетрудно показать, что производная (gr+1)n 
равномерно ограничена в (1, °°)XR, так что стабилизация 
g°+1 (tx •) g°+1 (■; а) при t оо является равномерной в R.
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§ 4. Доказательство локализации неограниченных решений 
при р 5= а  +  1, отсутствие локализации в случае 1 <  р <  о  +  1

Полученные ранее результаты дают довольно полное пред
ставление об основных свойствах неограниченных решений рас
сматриваемой задачи Коши. Главная цель этого параграфа со
стоит в доказательстве локализации неограниченных финитных 
решений S-режима (р =  о + 1 )  и LS-режима ( j i > a + l )  горения 
с обострением, а также отсутствия локализации HS-режима 
( 1 < Р <  о +  1). Одновременно будет получен ряд важных оценок 
эволюции носителя неограниченных решений. Применяющаяся 
здесь техника доказательства будет использована в § 5, где на 
ее основе решается вопрос описания асимптотической простран
ственно временной структуры неограниченных решений при вре
менах, близких к моменту обострения.

Мы будем рассматривать задачу Кошн в одномерном случае:
и 1 = ( и аи х ) х +  и?, t >  0 ,  x s R ;  о > 0 ,  [1 >  1 ,  ( 1 )

и (0, х) = и0 (х) >  0, i e R ;  u ^ e C ^ R ) ,  (2)

где начальное возмущение iM -r)^1!)— финитная функция со 
связным носителем:

со (0) =  supp н0 =  {х s  R[h0(x) >  0) =  (fe-(O), fe+(0)), (3)
—оо <  (0) <  h+ (0) <

Тогда носитель обобщенного решения u(t, х) при каждом £ > 0  
из интервала времени существования решения также является 
ограниченным и связным:

со (0 =  supp и (f, x) = {h-{t), h+{l)), (4)
—°° <  h- (t) <  h+ (t) <  о».

Функции h-(t)  и h+(t), определяющие в каждый момент време
ни положение точек фронта обобщенного решения (левого и пра
вого), являются соответственно невозрастающей и неубывающей, 
так что длина носителя решения mes со (t) = h+ (t) — h- (t) со вре
менем не убывает. Нетрудно показать, что /г.± еС ([0, Го)).

Пусть t = Т0(и0) <  °° — время обострения решения задачи (1),
(2). В первую очередь пас будет интересовать поведение функ
ций h±(t) при Оказывается, при |13га +  1 функции
h±(t) ограничены на (О, Г„) и \h± ( T q) | <  оо, что, как легко 
видеть, эквивалентно локализации неограниченного решения. 
И обратно, будет показано, что н случае р ^ (1 , а + 1 )  функции 
h±(t) неограничены и h±(t)-*±°°  при f — Tq (локализация от
сутствует).

1. Локализация при р =  о + 1  (S-режим). Ниже будет дока
зано следующее самое общее утверждение:

Т е о р е м а  1 (о л о к а л и з а ц и и ) .  Пусть [} =  о + 1. Тогда лю
бое неограниченное решение задачи Коши (1), (2) локализовано,
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причем
h+ ( T o ) ^ h +\0) + L S, A _ ( 7 7 ) > f t_ ( 0 ) - / . s (5)

//, в частности,
mes со ( 7V) ^  mes о  (0) +  2Ls, (o')

еде Ls =  2я(о +  1) 1/2/c  — фундаментальная длина S-режима.
В дальнейшем будут доказаны и другие теоремы, уточняющие 

для специального вида начальных возмущений глубину проник
новения тепловой волны.

Слово «неограниченное» в условии теоремы является, вообще 
говоря, лишним, поскольку, как показано в § 3, при всех р е  
е (1 , о +  З), iV =  1 любому и0 Ф 0 отвечает неограниченное ре
шение задачи Коши (1), (2).

Оценки (5) означают, что в S-режиме фронт тепловой волны 
за время обострения может продвинуться на длину, не большую 
Фундаментальной Ls. Подчеркнем, что оценки (5), (5') не за
висят от пространственной структуры и амплитуды начального 
возмущения и„(а:), тем самым длина Ls действительно является 
фундаментальной (не зависящей от и0) характеристикой нели
нейной среды.

В § 1 приведен простой пример локализованного автомодель
ного неограниченного решения при (J =  a + 1 :

uA(t, x) = (T0- t ) - ,/oe8(x), 0 <  £ <  Г0, r e R ,  (6)

где

9s И  =
2(0 +  1)
о (о +  2)

„ л х  \ 1 / ч

cos" м
о,

! z | <  Ls/2,

\ Л >  ^s/2,
(7)

длина носителя которого при всех £е(0,  Т0) равна Ls.
Доказательство теоремы 1 основано на специальном сравне

нии решения u(t, х) задачи (1), (2) с автомодельным решепием 
(6), (7) (они имеют один и тот же момент обострения). Это же 
относится к аналогичным утверждениям в случае (3>о +  1.

1.1. В с п о м о г а т е л ь н а я  л е м м а .  Доказательство локали
зации не может быть проведено путем непосредственного ис
пользования теорем сравнения решений параболического уравне
ния по начальным функциям (см. гл. I). Более того, такое срав
нение (мажорирование одного решения другим) в случае режи
мов с обострением вообще не имеет смысла. Об этом свидетель
ствует следующее простое утверждение, которое служит основой 
доказательства всех теорем этого параграфа (оно справедливо 
при любых о >  0, р >  1):

Ле м м а  1. Пусть u ( t , х), v( t , х) — неограниченные решения 
уравнения (1), н(0, х ) = и 0(.г), п(0, х )=  v0(x) в R, где и0, v0— 
неотрицательные непрерывные финитные функции. Пусть 
supp v0 cz supp u0 и u0 (x) > v0 (x) при всех £ e s up p H 0. Тогда и, v
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имеют различные моменты обострения:
T0(u0) < T 0(v0). (8)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию найдется такое т >  0, что 
v(x, х ) < и ( т, х) при всех aresuppn(x,  х) и эиррг;(т, гг) с  
c suppu(x ,  х).  Поэтому существует X! >  0 такое, что гДх+Тц 
х ) ^ и ( т, х) в R, и, следовательно, h(H -T l, x ) ^ u ( t ,  х) в R для

любых допустимых t ^  т. Это 
означает, что Г0(«0) ^  T0(v0) — 
— х,, откуда следует (8).

1.2. Д о к а з а т е л ь с т в о
т е о р е м ы  1. Всюду в даль
нейшем через us(t, х\ х0, Т0) 
обозначим автомодельное реше
ние (6), симметричное относи
тельно точки х  =  х0 ((6) сим
метрично относительно х =  0). 
(5); справедливость второго ус

танавливается аналогично. Положим гг0 =  h+(0) + Ls/2 и рас
смотрим другое решение: v(t, x) = us(t, х; х0, Т0), локализован
ное в области \х — х0\ < Ls/2 и имеющее тот же момент обостре
ния t = Tо. Взаимное расположение и<>(х) и us(0, гг; х„, Т0) по
казано на рис. 56.

Докажем, что h+ (t) ^  Л+(0) +  Ls, т. е. тепловая волна не мо
жет продвинуться далее точки правого фронта решения v(t, х). 
Предположим противное. Пусть t* =  sup it > 01/г+ {t)< h+ (0) +  
+  L s ) <  Ta, t . e. и (t , гг*) >  Опрп всех t e  (l*,  T0), где ; r *  =  h+ (0) +  

+  Ls- Тогда есть два способа, с помощью которых точка фронта 
x = h+(t) может продвинуться дальше точки фронта х =  х# ав
томодельного решения us. Первый из них изображен на рис. 57. 
Оп, как будет показано ниже, противоречит принципу максиму
ма: в процессе эволюции здесь не может возникнуть нового «пе
ресечения» двух решений одного и того же параболического 
уравнения (см. § 5). Второй способ изображен па рис. 58 — оп 
противоречит лемме 1. Приведем теперь краткие пояснения.

Рассмотрим произвольную левую полуокрестность Е & = (х% — 
—6, .г*), бе(0 , Ls), точки х=х%. Функции и, v — решения уравне
ния (1), причем u ( t , гс*) =  н((, гг*) =  0 для всех £е(0,  £+]. Тог
да из принципа максимума следует, что u(t, х) может превзойти 
v(t, х) в точке х  =  х# лишь после того, как станет больше 
v(t, х) в ее левой полуокрестности Е6.

Действительно, при любом 6 ^ (0 , Ls) имеем v (£, гг* — 6 ) > 0 ,  
и0(.г) =  0 <  ы (0, х) в Ее,, и поэтому

u(t,  гг* — 6 ) < y ( f ,  гг* — б) (9)
для всех достаточно малых t. Отсюда следует, что u(t, х) не 
будет превосходить v(t, х) в Е6 до тех пор, пока не нарушится 
(9). Таким образом, при любом £0е(£*, Т 0) имеем supp ы (?0, х)<=. 
c suppn(£0, х) (так как и (£0, гг*) >  0), и, кроме того, u(t0l гг) 3*

Докажем первое неравенство
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> v ( t a, х) при всех х е  supp у(£0, х) =  {U — лг01 <  Ls/2). В силу 
леммы 1 это означает, что u(t, х) и v(t, х) имеют различные мо* 
мепты обострения, что противоречит выбору функции и.

1.3. Т е о р е м а  с р а в н е н и я .  Будем говорить, что решения 
u(t, $ ) Х )  п v(t, х ) > 0  уравнения (1) пересекаются (по х) при

Рис. 57. Решения и, us при t , е  (О, Т0). Такое взаимное расположенпе не>- 
возможпо в силу принципа максимума

фиксированном t = tn>  0 на отрезке / 0 =  [ ]  с= Rt если 
w(t„, x )^u ( t„ ,  x ) — v(tc, х) =  0 на 1„ и w(l0, х) не является зна
копостоянной в любом е-окрестности отрезка 10' IrJJ’— в -< х < ; 
< 3;^ +  el, е >  0.

Следующее весьма общее утверждение дает представление о 
теоремах сравнения решении, основанных на анализе числа их

пространственных пересечений (полная формулировка теоремы 
сравнения приведена в § 5).

П р е д л  о же  ни е 1. Пусть u(t, х ), v(t, х ) — неограниченные 
решения задачи Коши для уравнения (1) с одним и тем же мо
ментом обострения t =  Т„< во, причем и (0, х ) — финитная функ
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ция, a v (0, х ) > 0  в R. Тогда u(t, х) и v(t, х) пересекаются по 
х при любых t е  [О, Т„).

При доказательстве используются рассуждения из доказатель
ства леммы 1.

Перейдем к более детальному исследованию зависимости ха
рактера движения фронта тепловой волны в S-режиме от про
странственной структуры начального возмущения и0(х).

1.4. У с л о в и е  н е и з м е н н о с т и  н о с и т е л я  н е о г р а 
н и ч е н н о г о  р е ш е н и я .  Носитель (область локализации) ав
томодельного решения (6), (7) не меняется в течение всего вре
мени его существования f e ( О, Т0). Покажем, что кроме него су
ществует много других (неавтомодельных) решений, которые

локализованы в области 
suppHo(x) их первона
чального задания.

Т е о р е м а  2. Пусть 
[ 1= 0 + 1 ,  mes supp и0 >  
>  Ls =  2л (о +  1) 1/2/о и 
u(t, х) — неограниченное 
решение задачи (1), (2) 
с моментом обострения 
t = Т0 <  оо. Пусть щ удов
летворяет следующему ус
ловию: существует такое 
Я0> 0 ,  что us(0,x;x0l%0) ^  
^ и 0(х) в R, где х0 =  

=  Л+(0) — LJ2, а функции и0(х) и ws(0, х\ х 0, Я) пересекаются 
только в одной точке при всех 0<К<Хо  (рис. 59). Тогда h+(t) =  
=  /г+(0) для любых £е (0 ,  Т0).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условия теоремы следует, что Та sg 
Если T0 = 'k0, то предположение о движении правого фрон

та с помощью леммы 1 приводит к противоречию. Поэтому до
статочно рассмотреть случай Т0< X0. Тогда при t =  0 су
ществует такая точка х* (0)е ( Л+ (0) — Li, Л+(0)), что н(0, х) =  
^  us (0, х; h+ (0) — Ts/2, Т0) > и 0(х) при всех a:e(x*(0), fe+(0)) 
и н(0, х ) < и 0(х) для любых х  е  (h+ (0) — L$, х*(0)) (т. е. х  =  
=  .х*(0)— точка пересечения и0(х) и н(0, х)).

Из принципа максимума (см. § 5) следует, что эта ситуация 
сохранится при всех f<=(0, Г0), т. е. u(t, х) и v(t, х) имеют 
ровно одно пересечение, для определенности, в точке x = x*(t).  
Поэтому v(t, x ) > u ( t ,  х) в левой полуокрестности (x*(t), h+(0)) 
точки правого фронта. (Если это не так, то в силу леммы 1 и, v 
должны иметь по крайней мере две точки пересечения, что 
в сделанных предположениях невозможно.) Последнее неравен
ство означает, что u(t, /г+( 0 ) ) = 0  при всех t е  (0, Т0), и, следо
вательно, h+(t)= h+( 0).

З а м е ч а н и е .  Любопытно отметить, что для неподвижности 
правой точки фронта в течение всего времени обострения необхо
димо нелокальное условие на характер поведения функции и„(х)

Рис. 59
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и Ls-окрестности (h+(0) — Ls, h+(0)) точки фронта x = h +(0). 
Мри выполнении условия теоремы 2 поведение ил(х) в осталь
ной части пространства никак не сказывается на том факте, 
что фронт решения неподвижен. Это еще раз подчеркивает уни
версальность такой характеристики не
линейной среды, как фундаментальная 
длина Ls, которая на этот раз высту
пает как своеобразный радиус эффек
тивного влияния тепловых возмущений.

Накладывая на поведение и0(х) 
вблизи левой точки фронта х  =  h_(0) 
условие, аналогичное условию теоремы 
2, получаем множество начальных воз
мущений иа (х) , которые порождают 
неограниченные решения с неизмен
ным носителем.

1.5. У с л о в и е  л о к а л и з а ц и и  
на  ф у н д а м е н т а л ь н о й  д л и н е  
Ls. Покажем, что при определенных 
условиях начальное возмущение с ма
лым носителем mes supp и0 <  Ls не мо
жет в течение времени обострения рас
пространиться за пределы области {Ы <  Ls/2). При этом будем 
предполагать, что помимо (3) выполнены условия

н0(—х ) = и 0(х), i e R +; и0(х) не возрастает при х >  0. (10)
Очевидно, что в этих условиях u(t, —x ) = u ( t ,  х ) , ux(t, л:)<0 
при х е  (0, h+(t)) и supn(( ,  x) =  u(t,  0)_

X
Т е о р е м а  3. Пусть р =  с + 1 ,  mes supp иа <  Ls и выполня

ется (10). Пусть, кроме того, существует >  0 такое, что 
щ(0, х; 0, Ха) ^ щ ( х )  в R, а функции и0(х) и us(0, х\ 0, К) 
пересекаются в двух точках при всех (рис. 60). Тогда
]ft±(£)| <  Ls/2 для любых ( е ( 0, Та(иа)) и, в частности,

тезсо(77) <  Ls. (11)
Теорема доказывается аналогично предыдущим.
Таким образом, при выполнении (10) и условия теоремы 3 

тепловая волна может двигаться в любом направлении, но сум
марное расстояние, которое могут пройти тепловые возмущения 
за все время обострения, не превосходит:

Ls — mes со (0) <  Ls- (12)
Напомним, что в общем случае, как свидетельствует теорема 1, 
такое суммарное расстояние не превосходит 2Ls (см. (5' )).

2. Локализация при р >  о +  1 (LS-режим). Основное утверж
дение о локализации в случае LS-режимов с обострением выгля
дит следующим образом:

Т е о р е м а  4 (о л о к а л и з а ц и и  в LS- ре ж и м е ) .  Пусть 
{5 >  о +  1. Тогда неограниченное решение задачи (1), (2) со
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временем обострения Г0 =  Т0(и0)<°°  локализовано, причем

М 7 7 ) < М 0 )  +  6*7?, М 7 У ) ^ М 0 ) - £ * С .  (13)
7. е.

mes (о (Г^) ^  mes (о (0) +  2̂ *7'™ <  о о ,  (14)

где то =  — (а + 1)] /[2 (Р — 1)] >  0 и | * > 0  — постоянная, зави
сящая только от а, {}.

З а м е ч а н и е .  При р =  а + 1  имеем то =  0 и, как видно из 
дальнейшего, £* =  7,s, т. е. в случае р =  а + 1  данная теорема 
превращается в теорему 1.

Подчеркнем, что здесь в отличие от S-режима (теорема 1) 
«фундаментальная» длина LS-режима £ LS =  mes (о ( Tq ) зависит 
через величину Т0 от начальной функции. Оценка сверху време
ни обострения Т, = Т„(иЛ) в данной задаче получена в § 3.

2.1. П о с т р о е н и е  а в т о м о д е л ь н о г о  н и ж н е г о  р е 
ш е н и я .  В § 1 показано, что при [J >  а + 1  уравнение (1) не 
имеет локализованных автомодельных решений. Все построенные 
там автомодельные решения строго положительны и являются 
лишь эффективно локализованными (u A ( t , х) неограниченно воз
растают пр и £ — в одной точке х  =  0, оставаясь равномерно 
по t  ограниченными в П\{0)).

Однако, как легко проверить, лемма 1 будет справедливой, 
если в качестве v(t, х) взять некоторое неограниченное нижнее 
решение уравнения (1). Оказывается, в LS-режиме можно по
строить автомодельное нижнее решение, которое является лока
лизованным. Будем искать его в обычном виде:

«К *. ^) =  (г 0- ^ Г 1/(р“ 1)е-Ш), 1 =  x/(T0- t ) m, (15)
где пг =  [ф — (а +  1) ] /  [2({1 — 1)] >  0 и функция 0_(^)^О  удов
летворяет почти всюду в R уравнению

( 0 ® 0 ' _ ) ' - / i . 0 U - ^ 1 e_ +  0!!. =  o. (16)

Л е м м а  2. При любых ^ > а  +  1 существует нетривиальное 
решение 0_(£), удовлетворяющее (16) на некотором интервале*)

0), > 0 , а также условиям

0_ (0) =  0, (0101) (0) =  0, (17)

^причем 0 _ ( | ) > О  на (—1*, 0) и 0_(|*) =  О.
Из (17) следует, что функция 0 - ( |) ,  совпадающая при 

е ( —|* , о] с функцией, указанной в лемме 2, и равная нулю при 
£ >  0, является обобщенным решением уравнения (16) на ( 
оо). Тогда (15)— обобщенное неограниченное решение уравнения

*) З д е с ь  п о с т о я н н а я  I *  =  £*(<?> Р) т а  ж е . ч т0  и  в  ф о р м у л и р о в к е  т е 
о р е м ы  4.
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(1) в области (0, т0) X (х* (£), оо) с подвижной левой границей 
х* (i) =  — I* (Т0 — t)m, на которой нд (t , ;r* (f)) =  0. Отсюда полу
чаем, что (15) — локализованное решение: несмотря на неогра
ниченный рост На (t, х) в любой левой окрестности точки х =  0 
при фронт решения хф (<)=() неподвижен, и возмущения
в область i > 0  не проникают (рис. 61).

Если теперь положить 0 - ( |)  =  О при то uA (t, х)
будет неограниченным 
нижним решением урав
нения (1) в (0, Го)ХН.

Д о к а з а т е л ь  с т в о 
л е м м ы  2. Локальную 
разрешимость задачи (16),
(17) при малых |£| не
трудно установить, сводя 
ее к эквивалентному ин
тегральному уравнению и 
применяя теорему Шау- 
дера о неподвижной точке.
Указанное в лемме свой
ство решения, продолжен
ного в область больших 
отрицательных |  <  0, пря
мо следует из результатов 
§ 1 (см. (29) при [1 >
> о + 1 ,  N =  1).

2.2. Д о к а з а т е л ь с т 
во т е о р е м ы  4. Обо
значим через uZs{t, х; х0,
То) функцию, которая в 
области (0,Г0) Х ( —̂ *(Г0-  
— t )m < х — хо < 0 )  совпа
дает с (15) (9_(£)^=0
указана в лемме 2), и wLs =  0 вне этой области. Как уже отме
чалось, uLs является в (О, Г0) Х К  неограниченным нижним ре
шением задачи Коши*), т. е. если M0(x)^uf7s (0, х; х0, Т0) в R, 
то и (t, х) wLS (f, х; х0, Тй) в R при всех допустимых t > 0 .  По
этому лемма 1 останется справедливой, если в качестве функции 
v( t ,x )  взять mls (̂ t х; х0, Т0) (или другое нижнее решение подоб
ного вида). Отметим, что в то же время в области (О, Г0)Х 
X {R \{.r =  x0— %*(То — 1)™}} функцияhls удовлетворяет уравне
нию в обобщенном смысле. Все это позволяет провести сравнение 
решения u{t, х) с Пцs так же, как это делалось в предыдущем 
параграфе. В кратком изложении это выглядит следующим образом.

*) Отметим, что этот факт удобно использовать для вывода условий не
разрешимости в целом краевых задач для (1).

Рис. 61. Локализованное пижпее решепие 
(15) при р >  о +  1 в различные моменты 

времени
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Докажем локализацию справа. Положим л0 =  h+ (0) +  
x*{t) = xо — 1*(Т0 — t)m (То — время обострения u(t, х)) .  Тогда 
и0(х) и uZs (0, х; х0, Т0) не пересекаются в (ж* (0), оо), и, 
очевидно, в процессе эволюции в оо) может существовать
лишь одно пересечение u(t, х) и uZs(t, х\ хй, Т0) (если u > u Z s  
при х = x%(t)). Поэтому u( t , х) станет больше v=uZs(t^ х\ х0, Т0) 
в точке х = х0 (в ней v ^  0) лишь после того, как оно будет по

крайней мере не меньше 
v(l, х) при всех х < £ 0. Одна
ко в силу леммы 1 это проти
воречит равенству моментов 
обострения и и нижнего ре
шения и. Итак, h+( t ) ^ x  о, 
что совпадает с (13).

В заключение приведем 
один результат, относящий
ся к случаю LS-режима и 
аналогичный теореме 2 по 
формулировке и методу до
казательства.

2.3. У с л о в и е  н е п о д в и ж н о с т и  т о ч к и  ф р о н т а  н е 
о г р а н и ч е н н о г о  р е ш е н и я .

Т е о р е м а  5. Пусть ( 1 > а + 1  и функция и„(х) удовлетворя
ет условию: существует такое >  0, что и0 (x)^uZs (0, х; h+ (0), ^0) 
в R, а функции и0 (х) и uZs (0, х; h+ (0), X) пересекаются толь
ко в одной точке при всех 0<Я,<Хо.  Тогда h+( t ) ^ h +(0) при 
( е ( 0, Го), где Г0 <  00 — время обострения решения u(t , х).

Графическая интерпретация условия теоремы приведена па 
рис. 62. В LS-режиме длина части носителя suppH0(.r), кото
рая в соответствии с условием теоремы оказывает влияние па 
факт неподвижности точки фронта х =  h+ (t) =  h+ (0), равна 
1,*Т0 В отличие от S-режима эта длина зависит от поведения 
начального возмущения и0(х) (через величину Т0(и0)) фактиче
ски во всем пространстве.

3. Нелокализованныс неограниченные решения HS-режима* 
1 < р < о +  1. Отсутствие локализации решений задачи Коши в 
этом случае (все нетривиальные решения являются неограничен
ными; см. § 3) легко доказать методом стационарных состояний, 
который излагается в гл. VII. Там он используется при ис
следовании эффекта локализации в произвольных нелинейных 
средах.

Однако для уравнения (1) можно получить более точные 
результаты на основе сравнения решения u(t, х) с автомодель
ным решением HS-режима иЛ, построенным в § 1.

Т е о р е м а  6 (об о т с у т с т в и и  л о к а л и з а ц и и  в HS- 
р е ж и м е ) .  Пусть 1 < р < о + 1  и выполнено условие (3). Тогда 
неограниченное решение задачи Коши (1), (2) не локализованоу
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(18)
М * ) > М О )  +  и < Г о - * Г - С ] .

> h _ ( t ) ^ h +^ ) - l 0[(r0- t ) m - K ] ,  * е ( 0 ,  Г0),

где тп =  — (а +  1)] /  [2(Р — 1)] <  0, и поэтому \h±(t) I °° при
t —*• . Постоянная ?0> 0  « (18) зависит только от а, р.

Неравенства (18) означают, что
mes со (0 h+ (t) — Л_ (t) ^
Г >  mes ш(0) +  210[(Тй- 1 ) т-  К]-+ оо ,  t +  TJ.  (19)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Оно аналогично доказательству преды
дущих теорем; прямая связь имеется, например, со схемой дока
зательства теоремы 1. Выпишем неограниченное автомодельное 
решение уравнения (1) при [} <  о +  1 (см. § 1):

Ua(«, х) =  ( Г „ - О - ,/(Р- 1,0а(?), !  =  х / ( Г „ - 0 т ^ Н . (20)
Функция 6А( |)  является финитной: mes supp 0Д ( |)  =  2 |0 <  где 
постоянная £,, >  0 указана в правых частях (18).

Обозначим, как и ранее, через u n s ( t ,  х; х0, Г0) автомодельное 
решение (20), симметричное по х относительно точки х =  х0. 
Изложим кратко схему доказательства, например, второй оценки
(18). Расположим uHs(0, х; х0, Г0) по отношению к начальной 
функции иа(х) так, как это изображено па рис. 56 (при этом 
us на рисунке следует заменить на uHS). Для этого следует поло
жить х0 = h+ (0) +  | 0Г™.

Взаимное расположение этих функций в принципе такое же, 
как при доказательстве теоремы 1. Однако общая структура до
казательства в силу специфики оценок (18) (снизу, а не сверху, 
как во всех предыдущих теоремах) здесь несколько меняется.

При выбранном расположении носителей функций ия и 
Uns(0, х; х0, Г0) (supp н0 П supp uns (0, х; х0, Г0) =  0)  число их 
пересечений в R равно единице. В процессе эволюции оно не 
может возрасти. Поэтому число пересечений различных неогра
ниченных решений u(t, х) и Uns{t, х; х0, Г0) , имеющих один и 
тот же момент обострения t =  Т„ (иа) <  °°, не превосходит едини
цы при всех £е(0 , Го). Это означает, что левый фронт автомо
дельного решения uns, который при каждом t е  [0, Го) находится 
в точке

*ф (0 =  х0 -  (Г0 -  t)m =  h+ (0) -  £0 [(Г0 -  t)m -  К ] , (21)

не сможет перегнать точку левого фронта x = h-(t)  решения 
u(t, х ) . Если бы это случилось, то либо в некоторый момент 
t =  ti времени возникли два пересечения u(t, х) и uHs(t, х; х0, 
Г0), что противоречит принципу максимума, либо при некотором 
t2 е  (0, Г0) сложилась ситуация, запрещенная леммой 1. Таким 
образом, (/) x j  (t). Учитывая (21), получаем вторую оценку
(18), и этим завершается доказательство.

и  е с л и  t  =  Г 0 —  м о м е н т  о б о с т р е н и я ,  то в ы п о л н е н ы  о ц е н к и
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Итак, при любом финитном начальном возмущении фронты 
тепловой волны в HS-режиме движутся при t —>T0 (и0) не мед
леннее автомодельного закона:

I (О I ^  io ( 0̂ — t - » T o .  (22)
В следующем параграфе будет показано, что прп i -> Тд закон 
движения точек x =  h±(t) асимптотически приближается к ав
томодельному, т. е. кроме (22) справедливо и «противоположное» 
неравенство.

Что касается эквивалентности при l < j J < o + l  условий 
(| h± (t) |->  оо, t-+ 77) и [u(t, х)->- оо в R, t-> 77). то подоб
ные утверждения будут доказаны в § 1 гл. VII. Например, осо
бенно просто доказывается

Т е о р е м а  7. Пусть 1 < р < о  +  1 и выполнены условия (3), 
(10). Тогда u(t, х)-*- °° в R при t~*- 77 (и0).

§ 5. Об асимптотической устойчивости 
неограниченных: автомодельных решений

Выше уже обсуждались некоторые принципиальные трудно
сти анализа пространственно временной структуры неограничен
ных (сингулярных во времени) решений, которые всегда возни
кают, когда отсутствует устойчивость решений по отношению к 
малым возмущениям начальной функции. Поэтому в этом пара
графе мы не будем стремиться к максимальной общности изло
жения, требующей значительных усилий, направленных на прео
доление непринципиальных затруднений. На примере задачи Ко
ши при JV =  1 излагаются узловые моменты доказательства.

Предварительно для удобства дальнейшего изложения сфор
мулируем в сжатой форме те методы сравнения неограниченных 
решений, которые использовались в § 4 при исследовании задачи 
Коши:

и, = (u0uz)x~\- и6, f > 0 ,  i : e  R; о >  0,  ̂>  1, (1)
и (0, х) =  и0 {х) >  0, j s R; u«eC(  R), (2)

где supp Но =  (h- (0), h+ (0)), и°+1 — равномерно Липшиц непре
рывна в R; suppn(£, х ) = (h-(t) ,  fe+(i)).

1. О числе пересечений различных неограниченных решений 
(основная теорема сравнения). Пусть u(t, х ) ^ 0 ,  v(t, х ) > 0  — 

заданные непрерывные функции. В § 4 введено понятие пересе
чения u(t, х) п v(t, х) по х на отрезке / 0 ==\ хо ■> я»]- Обозначим 
через N (t) число различных пересечений u(t, х) и v(t, х) в R 
при фиксированном t >  0, а через V(0) число пересечений 
и(0, х) и v(0, х).

П р е д л о ж е н и е  1 (осповпая теорема сравнения). Пусть 
u(t, х) ^  0, v(t, х) 5= 0 — различные неограниченные решения 
уравнения (1), имеющие один и тот же момент обострения ТЛ =
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=  7’(1(и0) =  T0(v0) (ио =  и(0, х),  v0 =  v(Q, я)) ,  причем iV (0)<°°. 
Тогда справедливы следующие утверждения-.

1) Если u(tv, x )> v ( t i ,  х) при х ^ К ,  где 0 t, t2 <  Т0 и 
К  — произвольный компакт из R, причем и >  и на [£„ £2] X дК, 
то и и v не имеют пересечений в К  при любом t ^ [ t , ,  £г] (дру
гими словами, в данной ситуации пересечения внутри К обра
зуются только за счет изменения знака разности w =  и — v на 
[г„ t2\X d K ) .

2) Пусть v0 >  О в R, и о — финитная функция. Тогда N ( t ) ^ 2  
при всех £е-[0, Т0) и N (t) не возрастает по t (см. предложе
ние 1 в § 4).

Пусть, кроме того, и0, va — финитные функции с односвязны
ми носителями. Тогда-.

3) {г е  (О, Т0) | и (t f х) >  v (t, х) Vz е  supp v (t , я)} =  0  (3)

(см. лемму 1 в § 4). Это же верно, если v — нижнее решение, 
удовлетворяющее уравнению в (О, Т0)Х  supp v(t, х) в обычном 
смысле (см. п. 2.2 в § 4);

4) если
supp и о П supp v0 =  0,  (4)

то N (t)*Si 1 при всех < е  [О, Та) (теорема 1 в §4) ;
5) если

supp гг0 П supp и0 ^  0,  (5)

то N(t) не возрастает по / е(О, Т„).
Число пересечений N(t)  в точности равно числу изменений 

знака разности ю =  и — v при г е й .  В предположении аналитич
ности по х  функций u(t, х) н v(t, х) (что естественно, напри
мер, для решений полулинейных параболических уравнений с 
аналитическими коэффициентами) всякое пересечение является 
изолированной по х точкой. Для певырождающихся параболиче
ских уравнений утверждение 1) предложения является естест
венным следствием сильного принципа максимума. Его можно 
переформулировать так [264]:

1') при каждом t ^ ( t i ,  t*\ число пересечений на компакте К  
различных решений и, v равномерно параболичного уравнения 
не превосходит числа изменений знака разности w =  и — v на 
параболической границе области (t„ t)X  К.

Распространение подобных утверждений на вырождающиеся 
уравнения основано на возможности аппроксимации (с сохране
нием числа nepeceuenuii) обобщенных решений сходящимися по
следовательностями строго положительных классических реше
ний, на каждом из которых вырождающееся уравнение является 
равномерно параболичным.

2. Оценка амплитуды неограничепного решения снизу. Эго
самое простое следствие из теоремы сравнения.
16  А. А. Самарский в др. 241



Т е о р е м а  1. Пусть а ^  О, Р >  1, u(t, х ) — неограниченное 
решение задачи Коши (1), (2). Тогда
sup и (,(, х) >  Ун {То -  t е= [О, То)\ 0Н =  Ф -
X

(6 )
где Т0 =  Т0(и0) — время обострения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Оценка (6) вытекает из утверждения 
2) предложения 1, если в качестве v(t, х) взять пространственно 
однородное решение уравнения (1) с тем же моментом обостре
ния: у =  0ц(Го — £)-1/<р-1). Неравенство N ( t )>  0, £ е[0 , Г„), озна
чает, что и и у всегда пересекаются, откуда сразу следует (6).

Отметим, что данную оценку нетрудно вывести непосредст
венно нз уравнения (1).

3. Автомодельная обработка. Ограничения на вид начального 
возмущения. Автомодельные решения уравнения (1) имеют вид

uA(t, x) = (T0- t ) - ' ^ ~ " Q A(l) , l  = x / { T , - t y ^  R, (7)
где функция 0 д ( |)^ О  удовлетворяет обыкновенному дифферен
циальному уравнению

(0А01У-^0А|-р^10А + 0РА = О, ieR. (8)
В § 1 установлено, что при всех о >  О, >  1 оно имеет четное 
решение 0А( |) ,  которое является невозрастающим при % ^0.  Мы 
будем исследовать асимптотическую устойчивость именно таких 
решений (при ^  о +  1 имеются и другие немонотонные реше
ния 0а(Ш-

В связи с этим введем следующие дополнительные ограниче
ния на финитное начальное возмущение:

и0 (—х) = u 0 (х) , i e R ;  mes supp u„ =  2l0 <  °°, (9)
u0(x) не возрастает при x >  0. (10)

Тогда u(t, x) — неограниченное решение задачи (1), (2)— явля
ется четным по х, невозрастающим по х  при х > 0  и supu(<, х) =

X
= u(t,  0) для любых t е  (0, Т„(и„)).

Введем в соответствии с (7) автомодельное представление 
6(t, |)  решения задачи (1), (2):
0 ( * .  Z ) = ( T o - t ) ' / <*-'>u(t,  f e ( 0 ,  Т о ) ,  | e = R ,  ( 1 1 )

где m =  [ф — (а +  1)] / [2(Р — 1) ]. Автомодельная обработка реше
ния (7) дает в точности функцию 0А(§).

Нас будет интересовать поведение 0(£, | )  при Асимп
тотическая устойчивость автомодельного решения (7) означает, 
что

0 (t, I) -v  0А (|), t -  Т~ (и0)
при достаточно широком множестве начальных функций

(12)
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Отметим, что в сделапиых предположениях (9), (10) пре
дельная функция заведомо является четной и невозрастающей 
при £ >  0. Тем самым здесь анализируется асимптотическая 
устойчивость элементарного по своей сложности (пространствен
ной «архитектуре») автомодельного решения. Многие из сфор
мулированных результатов переносятся на многомерный 
случай.

4. Асимптотическая устойчивость автомодельного решения при 
Р =  о + 1  (S-режим). При выполнении (9), (10) единственным 
автомодельным решением, «претендующим» на то, чтобы быть 
асимптотически устойчивым, является следующее (§ 1):

uA(t, х) =  (Т0 — i)_1/CT0s(л:), 0 < i < T 0, i e R ,  (13) 
где функция

9s (я)

удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению

№ ) ' - 4 - 0 з +  9з +1 =  О, i e R. (15)

Автомодельная обработка в случае S-режима имеет особенно 
простой вид:

0(£, х) = (Т0 — t ) i/au(t, х)\ Та = Та(иа)<  °о. (16)

Т е о р е м а  2. Пусть (3 =  о +  1, выполняются условия (9), 
(10) и То <  °° — время обострения неограниченного решения за
дачи (1), (2). Тогда
, 0(f, s ) -* 0 s (*), t -+ T o ,  (17)
равномерно в R, где 0s (;r) — функция (14).

Главная проблема, которая возникает при доказательстве 
(17), состоит в выводе оценок в L°°(R) автомодельного представ
ления (16), равномерных по ( е ( 0, Тп). Оценка сверху гаранти
рует глобальную ограниченность 0(i, ж), а снизу необходима для 
того, чтобы предельная функция 0 (?V ,:r)  в  (17) была нетри
виальной. Это два самых существенных момента доказательства. 
Дело в том, что функция 0 = 0 s(:r) является неустойчивым ста
ционарным решением параболического уравнения, которому удов
летворяет автомодельное представление 0 (i, х) (см. подобный 
пример в § 11 гл. II). Тем самым в процессе вывода (17) в про
странстве начальных функций (0(0, -г)) выделяется множество 
притяжения, отвечающее неустойчивому стационарному решению. 
Подчеркнем, что подобная проблема исследования условий асим
птотической устойчивости стационарных решений возникает 
именно при анализе сингулярных решений эволюционных задач, 
имеющих временную особенность.

2 (а +  1) ,1и \iM- 7—г т  cos“ т~а  (а  +  2) L s
| х\ <  Ls/2,

0. 1.x . Т „Iе)
(14)

16* 243



4.1. В с п о м о г а т е л ь н ы е  у т в е р ж д е н и я .
Л е м м а  1. В условиях теоремы 2 для всех t е  [0, Го) спра

ведливы оценки
supp»(£, х) cz [— l0 — Ls, 10 +  LSJ; (18)

sup u(t ,  х) > о - 1/(Т(Г# — t)~Va; (19)
*i£R

существует такое 0* >■ ст_1/°, что
sup u(t, x)<.Q*(T0 — (20)
i€R

Более сильная, чем (19), «распределенная» в R оценка снизу 
может быть выведена в рамках метода стационарных состояний 
(см. § 1 гл. VI I ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Оценка (18) получена при доказатель
стве теоремы 1 в § 4. Неравенство (19) есть не что иное, как 
(6) при =  ст+ 1.

Неравенство (20) вытекает из предложения 1 (утверждения 
1), 3)).  Выберем величину 0* >  Он =  о~д<* столь большой, что
бы, во-первых, 0*Г^1,,а >■ и0 (0), п, во-вторых, задача Коши для 
уравнения (15) при х >  0 с условиями

0(0) =  0*, 0'(0) =  0

имела решение 0 =  0(.г), обращающееся в нуль в некоторой точ
ке х = х$ (0*) >■ 0. Это всегда возможно, что сразу следует из 
уравнения (15), которое интегрируется в квадратурах (см. лем
му 2 в § 1). Положим 0(—х) = в(х)  в (— я*, 0). Тогда v(t, х) = 
= (Ta — t)~l,aQ(x) — неограниченное решение в (0, Г0)Х (—я*, х%).

Легко проверяется, что я* (0*)-> л/[2 (ст+1)1/2] и (0а+1)ж 
—»— оо при 0„.-»-оо. Поскольку и“+1 равномерно Липшиц не
прерывна, можно выбрать 0* >  0 столь большой, что при выпол
нении (9), (10) начальная функция и„ либо вообще не пересека
ется с н(0, х) в (— х*, я*) (т. е. V(0) =  0), либо пересекается
ровно в двух точках, которые расположены симметрично относи
тельно х =  0 (V(0)=2) .  Тогда в силу теоремы сравнения N (t)=S 
^ 2  при всех < е ( 0, Г0).

Покажем, что u(t,  0) =  s u p w ^  sup v =  v (t, 0) (это сразу да-
X X

ет оценку (20)).  Если u( tu 0 )> i;( i,, 0) при некотором 
s (0 , Г0), то u( t {, x ) > v ( t b х) в ( — ж*, a,*)=supp п. Де1"[стнптель- 
но, если это не так, то u( tu j ) = 0 при х =  ± 2*(так как N(t{)<  

2), и это равенство имеет место при £ s  [0, £j. Следовательно, 
N (0) =  0, и в силу утверждения 1) V(C)= 0, что невозможно.

Итак, u( tu x )> v( t i ,  х) в (— 2*, х*). Если suppi>(i[, т)<= 
<= suppu(i1, х ) , то получаем противоречие с утверждением 3). 
Если ж езиррн(^1, х) =  (— я*, я*), то, немного увеличивая зна
чение 0* и уменьшая тем самым 2x# =  messuppO, приходим к 
предыдущей ситуации.
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4.2. Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2. а) Уравнение для 
функции Q(t, х ) . Без труда проверяется, что автомодельное пред
ставление (16) удовлетворяет задаче Коши

(Т0 -  06, =  (0а6*)х — i - 0 +  0O+1, 0 < / < Т о ,  i e R ,  (21)

0(0, x) = Qa( x ) = T l0/ou0(x), i e R .  (22)

Полагая в (21) т =  — In(1 — t /T0) : [0, Т0)->-[0, °°), получаем эк
вивалентное уравнение:

ех =  ( е ч и х _ - 1 е  +  0а+\  т > о ,  i s r . (23)

Начальное условие (22) при этом не изменится.
Сопоставляя (23) с «автомодельным» обыкновенным диффе

ренциальным уравнением (15), убеждаемся, что в новых обозна
чениях исследование асимптотической устойчивости неограничен
ного автомодельного решения S-режима эквивалентно анализу 
асимптотической устойчивости нетривиального стационарного ре
шения (14) уравнения (23). Важно отметить, что при произволь
ных начальных возмущениях 0о(х)^О , когда величина Т0 в (22) 
выбрана «неправильно» и не равна времени обострения решения 
u(t,  х),  задача (23), (22) может иметь как неограниченные

sup 0 (т, х) ос при т
X т0 < ° ° у так и глобальные решения,

которые стаоплизируюгся при т -*■ °° к тривиальному стационар
ному решению 0 =  0. Другими словами, стационарное решение
(14) неустойчиво по отношепию к сколь угодно малым возму
щениям. Доказательство этого факта дано в § 11 гл. II.

б) Оценки функции 0(т, х). В условиях теоремы (при «пра
вильном» выборе величины Т0 = Т0(иа) в (22)) задача Коши 
(23), (22) всегда имеет глобальное решение, которое стабилизу
ется к функции (14). Основой доказательства служат оценки
(18) — (20), которые в новых обозначениях принимают такой вид.

С л е д с т в и е  л е м м ы  1. В условиях теоремы 2
supp0(t, х)<^ [—U — Ls, ?0 +  Z,s], Ls =  2л(о +  1))/2/о; (24)

sup 0 (т, х) >■ о-1/а; (25)

6 (т, х) <  0* (20)
при всех т ^  0, i e R .

Отсюда непосредственно вытекает
Л е м м а  2. Пусть выполняются условия (9), (10) и Т0 =  

= Т0(и0). Пусть О — область в R такая, что (—l0 — Ls, 70 -I- Ẑs)сг 
с  Q. Тогда

0i+a/2 e L - (R+. L2(Q))i (27)

(01+o/2) t e L 2(R+; L2(Q)), (28)
0,+ 1 e r ( R +; Н] (Я)). (29)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу (25) 0 =  0 на дО, при любых 
т ^  0. Умножая уравнение (23) скалярно в L2(Q) на (0О+1)», 
после интегрирования получившегося уравнения по т приходим 
к равенству

4(а +  1) 
(о +  2 )2

т

j  I (e '+№), Mfrta) *  +  7 ^  1 ( « ° + %  (X) i!L2(2) +

a (o +  2) l 0 W I ^ ( a ) = T l 0 W № 4 Q) +

! 1 ||fl ||г(0 + 1) , 0-1-1 |[
bJ(£2) 2 ll°0 lljr,2(CT + l )(£2) +  0 (a _|_2) ^

т >  0. (30)

+

+ 2 т й м г 1 к ^ ‘)-|& ,а - 4 1 0. е + > , »  +  + й п е. с « , и -

В силу (26) правая часть (30) ограничена сверху, откуда выте
кают оценки (27) — (29) (подробности см. в § 2 гл. VII).

в) Предельный переход т И т а к ,  задача Коши (23), (22) 
эквивалентна краевой задаче с условием

0(т,ж) =  О, т ^ О , х<^ dQ =  Q\Q, (22')
причем оценка (26) обеспечивает ее глобальную разрешимость.

Стабилизация 0(т, х) в слабом смысле*) к стационарному 
решению при т =  т, -*■ °° следует из оценок (27) — (29), которые 
обеспечивают ограниченность последовательности 6“+1(т, х) =  
= е°+1(т + и, х), п = 1, 2, ... ,  в Я 1 ((О, 1)Х Q) (см. § 2 гл. VII). 
В силу компактности вложения Н' <= L2 и оценки (28) это по
зволяет выбрать из любой последовательности -*■ °° такую под
последовательность (которую мы также обозначим через п,), что 
0“t+1 (Т, Х)  ->0O+l (X ) при И( -*■ °° в Ь2( (0, 1) X Q).

Предельный переход в уравнении (23) осуществляется с ис
пользованием оценки (29), а также того факта, что (23), (22') 
допускает функцию Ляпунова

У(0)(т) = 1
2(о +  1) (ea+I)2* + 0 +  1 na+2

а (о +  2)
1- 02a+2|  dxt

которая не возрастает по т па любых решениях задачи. С по
мощью формальных выкладок получаем

£  V (0) (т) <  -  f (0(a+2)/2)2r dx <  0.
(tJ ' > Q]

Стабилизация в C(Q) следует из более сильных оценок; мето
дом Бернштейна нетрудно показать, что 1(0°+ |(т, х) )J  <  const <  
<  °° всюду в R+XR.  В силу (26) это означает, что эволюцион
ная траектория {0°+1(т, ; г )1т>0)  компактна в C(Q).

*) См. примеры анализа вырождающихся уравнений в [177, 247, 268]. 

246



Итак, 0(т, ж)->-0(;г) при т=т*->-°°, где 0 — некоторое ста
ционарное решение уравнения (23), причем 0 e C ’o(Q). Тогда, 
во-первых, (25) означает, что 0 ^ 0 ,  и, во-вторых, в силу (9), 
(10) 0(я:)— четная и невозрастающая при £ > 0  функция. Учи
тывая теперь, что 0 — финитная функция (в силу (24) supp 0 <= 
<= [—10 — Ls, Z0 +  £s]), из единственности стационарного решения 
0s ^  0 (см. п. 2 § 1) получаем 0 (х) =  0S (а:). Стабилизация 0(т, х) 
к 0s(;r) при т °° (т. е. по любой последовательности т; ->-°°) 
также вытекает из единственности стационарного решения 0 =  
=  0s(x) с нужными свойствами. Этим завершается доказатель
ство.

Приведем следствие из (17).
С л е д с т в и е .  В условиях теоремы 2 u(t, л; ) п р и  t —>■ 

в любой точке области x ^ (  — L J 2, L J 2).
Таким образом, внутри «фундаментальной» области локализа

ции {\х\ < LJ2) нетривиальное решение задачи (1), (2), где 
Р =  а + 1  и и0 удовлетворяет (9), (10), неограниченно возраста
ет при t-+-To При этом условие (17) не запрещает неограни
ченный рост решения вне области локализации, который должен 
протекать со скоростью o((T0 — t)~'/a), т. е. медленнее, чем по 
автомодельному закону.

В численных расчетах наблюдался более сильный эффект: 
практически при любых немонотонных начальных возмущениях 
и0(х) в процессе эволюции в окрестности точки экстремума и0(х) 
формировалась тепловая структура, которая при эволю
ционировала как автомодельное решение (13), (14), причем вне 
области локализации решение было ограничено сверху равномер
но по £е (0, Т0) (см., например, рис. 37). Любопытно, что один 
из подобных оптимальных результатов можно получить, объеди
няя теорему 2 п теорему 3 в § 4.

Т е о р е м а  3. Пусть р =  о + 1 ,  messupp и„ <  L3 и выполня
ются условия (9), (10) и условие теоремы 3 в § 4. Тогда
u(t, х) -*■ °° при t —>- Т0 (и0) <  о о  во всех точках области локали
зации со(7’(Г) =  {| # | <Г Ts/2} и u(t, л:) =  0 всюду в [0, Т„)Х 
Х (Ы  L J  2). При этом горение во всех точках i e R  асимпто
тически приближается к автомодельному:

(T0- t ) Uau( t ,x) ->Qs (x), t -+ T » .  (31)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теоремы 3 в § 4 следует, что и =  0 
в [0, Т„)Х {\х\ > LJ2),  а из теоремы 2 (см. (17)) вытекает (31), 
й, следовательно, u(t, я)-*- °° , £-> Т0 в (Ы  < LJ2) .

5. Асимптотическая устойчивость автомодельных решений 
HS-режима, 1 < р < о + 1 .  Здесь исследование проводится так 
же. как в случае S-режима.

Т е о р е м а  4. Пусть 1 <  (} <  о +  1, выполняются условия (9), 
(10) и Г„ =  7’о(к0)< ° °  — время обострения решения задачи (1),
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(2). Тогда равномерно в R

в(*,Б) — еА(а , t -+ T ~ ,
где 0А( £ ) # О — единственное финитное решение уравнения (8).

Существование финитной функции 0А установлено в теореме 
2 в п. 3 § 1; единственность будет доказана ниже. Основа дока
зательства (как и в случае S-режима)— оценки носителя и амп
литуды неограниченного решения.

Л е м м а  3. В условиях теоремы 4 для всех 2 е  [0, Тй)

suppM(f, х) с= [— 10 — 10Т™ — (Т0— l)m, l0 +  l QT™ + l 0(T0—l)m],
(32)

где £„= mcsU >  0!0а ( £ ) > ( > ) < « » ,  тп =  [р -  (о +  1)]/[2 (р -  1)]< 0;
sup и (t, х ) > ф -  1)-1/<Р-о (Г0 -  0 - 1/(р- 1>; (33)
Jt = R

существует такая постоянная 0*>0н»  что
sup ы (I, х) <  0* (Т0 -  f)"1-'^-1). (34)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Оценка (33) установлена в теореме 1, 
неравенство (34) выводится тем же методом, который использо
вался в лемме 1 при анализе S-режпма. Существование подходя
щего для этого нижнего неограниченного решения v(t, х) уста
новлено в § 1. Величину ft* при этом всегда можно выбрать та
кой, что и0(х) и н(0, х) не пересекаются. Оценка (32) длины 
носителя вытекает из утверждений 1), 3) предложения 1 (ис
пользуется та же схема рассуждений, что п при доказательстве 
теоремы 1 в § 4).

З а м е ч а н и е .  В процессе доказательства леммы 3 установ
лен более сильный результат: при 1 <  [J <  о +  1 и любой началь
ной финитной функции и0(х) справедливы оценки

mes suppj- и (t, х) =  £0 <Т0 — t)m +  О (1), t - + T 0 , (32')
где snpp+ti(f, х) = {х >  01 гг (i, х )> 0} , supp ~u(i, х) =  ix <  0l«(£, 
х)>  0).

Покажем, что (32') обеспечивают справедливость следующего 
важного утверждения (которое не удалось доказать в § 1, осно
вываясь на анализе обыкновенного дифференциального урав
нения) :

С л е д с т в и е .  Пусть 1 < ^ < о  +  1. Тогда финитное решение 
уравнения (8) является четным и единственным.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если 0А(£ )^  0— некоторое финитное 
решение уравнения (8), то соответствующее автомодельное ре
шение иА (см. (7)) удовлетворяет условию

mes supp±nA(f, x) = (T0 — t ) m messupp±0A (£); 
поэтому в силу (32') supp+0A =  supp_0A =  to. "Уравнение (8) ин- 
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вариантно относительно преобразования |  -► —£ и, как нетрудно 
проверить путем локального анализа, допускает единственное 
нетривиальное продолжение в область <  £0) из точки £ =  
где 0д+1 (У  =  (9а+1) (?о) =  0. Поэтому 0Л( |)  — четное решение. 
Если же существует два различных финитных решения 0д и 0д. 
то (32') обеспечивает равенство их носителей, и, следовательно, 
6а =  0д, что завершает доказательство.

Из леммы 3 вытекают следующие оценки автомодельного 
представления (11):
s u p p 0 ( t ,  | )  <=.

< = [ - Ъ о ~  ( lo +  U K )  77т ехр{тт}, Е0 +  (/0 +  | 0С )  V "  ехр {/ят}],
(35)

sup0 (т, I) > 0Н =(Р — (36)
ISR

sup0(T, £ )< 0 * ; Т =  — In (1 — t/T0) <= [0, «Л. (37)
£SR

Отметим, что из (35) и оценок из теоремы 6 в § 4 вытекает, что 
mes[supp0(T, £ ) \ ( —So, Ы ] -^0, т-»°о. (35')

Рассмотрим теперь эквивалентную краевую задачу:
eT =  (0<T0g>6- m 0 ^ - [ l / ( ^ - l ) ] 0  +  0p, т > 0 ,  5 е й ,  (38)

0 (0, |) =  0О (g) =  П /(Р~ Ч  (SC ). S е= Q, (39)
0(т, g) =  o, т > о, s еаа.  (40)

Здесь Q — некоторая ограниченная область в R, причем 
supp0(T, £)<=Q при любых т3*0 (такая Q существует в силу 
(35)). Оценка (37) обеспечивает глобальную разрешимость за
дачи, а (36) при наличии легко выводимой равномерной в [1,°°)Х 
X R оценки (0о+1) | запрещает стабилизацию при т -► °° к три
виальному стационарному решению 0 =  0. Поэтому стабилизация 
0 (в  £) “*■ 0л(£) при т -+■ °° к единственному нетривиальному ста
ционарному решению при наличии асимптотически точной оцен
ки носителя (35') вытекает из существования у задачи (38) — 
(40) функции Ляпунова. Она может быть получена па основе 
общего подхода [16, 84] (в явном виде ее выписать нельзя). При 
ее построении используются свойства решений стационарного 
уравнения (8), «продолженного» в область {0 <  0). Важную роль 
при этом играет оценка (35'), показывающая, что анализ стаби
лизации достаточно провести в ограниченном по £ множестве.

З а м е ч а н и е .  При выводе (32), (33) условия (9), (10) не 
использовались. Покажем, что справедливость (34) (или, что то 
же самое, (37)) при 1 < р < а + 1  так же имеет место без этих 
ограничений. Действительно, рассмотрим решение 0(£; р) ста
ционарного уравнения (38) при £ >  0, удовлетворяющее усло
виям 0(0; р ) = р > 0 ,  0£ (0; р) =  0. Из анализа, проведенного
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при доказательстве теоремы 2 в п. 3 § 1, следует, что существу
ют такие достаточно большие д > 0 ,  что 0(£; р.) обращается в 
нуль в некоторой точке X =  | ц. При этом -*■ <» при р. -*■ оо. Вы
берем величину р > 0  столь большой, чтобы Й<=(—1„, и 
бо(1)< 0(111; р) в Q. Тогда в силу принципа максимума 
0(т» 1)^0(111; р) в R+ X Q, т. е. задача (38) — (40) глобально 
разрешима и справедлива оценка (37). Тем самым доказано сле
дующее общее утверждение:

П р е д л о ж е н и е  2. Пусть 1 < [ } < о + 1 ,  uil(x)— произволь
ная финитная функция и Т0 =  Т0(ип)<  °°— время существования 
решения задачи Коши (1), (2). Тогда при всех / е [ 0 ,  Тй) спра
ведливы оценки

SUP U ( t ,  х) >  (Р   1 ) — 1/(3 — 1 ) ( Т 0   £ ) -1/ (Р -1);
asR

существует такое 0 *  >  0, что su p  и (t , х) <; 0 *  (Т0 — t )  i/(3 — D j

mes supp и (t , x) =  2g0 (T0 -  +  Q (1)? f ^  T~

Сформулированные оценки позволяют доказать теорему 4 в 
случае произвольной финитной начальной функции и„.

6. Об устойчивости автомодельного LS-режима, р > о + 1 .  При 
Р > ц + 1  автомодельные функции 0А(1) (отметим, что их, вооб
ще говоря, существует несколько) строго положительны в R (см. 
§ 1). Автомодельное представление (И ) финитно по однако 
при t->-T0 размеры носителя неограниченно возрастают:

mes supp в (/, 1) ~ ( Г 0- * Г [р- (о+1)№(р- ,),-^оо , f - > 7 7

Не представляет труда установить в предположениях (9), (10) 
равномерную ограниченность 0 (t, %), при | 3 > а + 1  справедлива 
оценка (34) и, следовательно, (37). Это делается так же, как в 
случае f)=S!a+l, с использованием результатов § 1 (см. лем
му 4). В силу теоремы 1 справедлива и оценка снизу (36), т. е. 
если 0(т, |)->-0(£) при т -*-«>, то 0 ^ 0 .

Однако при анализе поведения 0(т, £) при т =  — 1п(1 — 
- t / T 0)^-°°  возникает следующая трудность. В отличие от S- 
и HS-режимон здесь пока ничто не запрещает стабилизацию 
0(т, X) при т оо к пространственно-однородному решению*) 
0(1) =  (Р — 1 )-,/<Р-1) уравнения (38). Это означало бы, что асимп
тотическое развитие процесса с обострением идет по неавтомо
дельным законам. Достаточные условия нетривиальное™ пре
дельной функции 0 ( 0 ^ ( Р — дает теорема 5, где через 
0А(1)>О обозначено элементарное решение уравнения (8), по
строенное в теореме 3 в § 1.

Т е о р е м а  5. Пусть ( 1> 0 + 1 ,  выполнены условия (9), (10), 
То =  Т0 (и0) <  оо — время обострения неограниченного решения 
задачи (1), (2) и, кроме того, начальная функция и0(х) такова,

*) Это имеет место, например, в случае о =  0 (см. комментарии).
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что ГУ<|5 1)и0(£7'™) пересекается с функцией бА(£) ровно в двух 
точках и 7,10/(|i_1)uo(0)> 0А(О). Тогда справедлива оценка

U(t, О) >0А(О) (T0- t ) - l/^ - l\  te=[0, Т0). (41)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В ситуации, изображенной на рис. 63, 

справедливость оценки (41) вытекает из утверждения 2) пред
ложения 1. Действительно, рассматривая неограниченные реше
ния u(t, х) и v(t , х) =  wA(f, х),  получаем, что А(0) = 2 .

Поскольку всегда J V ( t ) > 0  и функции и, v четные по х, то 
N(t) = 2 для всех t е  [О, Т0). Это означает, что

sup и =  и (t, 0) >  sup v (t , х) =  иА (г, 0),:
X X

откуда следует (41).
В условиях теоремы 5 0 (т, 0) >  0Л(О) >  (^ — 1) при всех

т ^ О , и, следовательно, 0 ( £ ) ^ 0 И. В § 6 будет получена поточеч
ная оценка, запрещающая стабилизацию 0(т, £) к пространст
венно однородному решению.

Таким образом, главная трудность, которая возникает при до
казательстве стабилизации 0(т, ) к 0А(-) при т связана
с отсутствием теоремы единственности автомодельной функции 
0А простейшего вида.

§ 6. Асимптотика неограниченных решений 
LS-режима вблизи сингулярной точки

Этот параграф целиком посвящен доказательству эффективной 
локализации неограниченных решении задачи Коши (0.1), (0.2) 
при j i > o  +  l. Ниже будет показано, что при определенных огра
ничениях па и(,(х) и величину р процесс горения в LS-режиме с 
обострением приводит к неограниченному возрастанию темпера
туры при только в одной сингулярной точке, т. е.
mes <oL=m es ( г е  R^l u ( T ^ ,  x) =<х>) =  0 (см. рис. 43, 44). На
помним, что таким свойством обладают неограниченные автомо
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дельные решения LS-режима, существование которых установле
но в § 1 при всех о +  1 <  < ( о +  1) (N + 2)/(N  -  2)+. Здесь бу
дут рассматриваться неавтомодельные решения.

Введем класс финитных начальных функций u0 =  №o(W), Для 
которых, как будет показано, mes (oL =  0. В качестве и0 мы сна
чала будем брать функции U = U {  Ы ; С/0), удовлетворяющие 
стационарному уравнению

+ U* =  0, г =  | £ | >  О, (1)

U\ (0; U0) =  О, U (0; U0) = U0, U0 =  const >  0.

При |i <  (а +  1) (/V +  2 ) / (iV — 2) +, как показано в п. 4.1 § 3, 
£/ (Ы;  Uс) обращается в пуль в некоторой точке г = r0(U0)>  0. 
Положим U{\x\; С/0) = 0  при Ы  S* r„ ( f/„).

Пусть а 4-1 <   ̂<  (а +  1) (IV +  2)/(N  — 2) + . Рассмотрим задачу 
Коши:

и, = у  (м° уц) +нр, t >  0, i s R " ,  (2)
в (0, х ) =  U{\x\\ и 0), j e R " ;  U0 >  0. (3)

Тогда u = u(t, Ы ) монотонно убывает по \х\ и является неогра
ниченным: u(t, 0)-*-°° при (см. теорему 3 в § 6
гл. V и замечание к ней). Кроме того, финитное по х  решение 
является критическим:

u,(t, х ) > 0 ,  (t, я ) е ( 0 ,  T0) X { x ^ R - vlu(t, х )>0);  (4)

см. § 2 гл. V. Это, в частности, означает, что при каждом х  е  Rv 
существует предел (конечный или бесконечный)

и(Т ^ ,  х) =  lim u(t ,x) .
t^Tg

Наша цель с о с т о и т  в  доказательстве того факта, что и (Т0 , x)<Z 
<  оо в к я \{0}. Оценка и ( Г 0 х) снизу довольно просто уста
навливается с помощью метода стационарных состояний. Следую
щее утверждение будет доказано в § 1 гл. VII в случае доста
точно произвольных иа = иа( \х \ ) .

Т е о р е м а  1. Пусть а > 0, а +  1 <  р < ( о  +  1) [N +  2)/(N  — 
— 2)+. Тогда

и ( Т о ,  * ) > C * | z r 2/[p- (0+1)1, (5)

г  ( 2N [Р - ( а +  Э
* ф —  (о -г  1) [  р

при всех достаточно малых \х\ > 0 .
Вывод оценки и{Тд,  х) сверху, которая устанавливает спра

ведливость равенства mes =  0 и сам факт эффективной 
локализации, осуществляется на основе сравнения u(t , х)
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с автомодельным решением
uA(t, x) =  (T0- t ) - l' ^ e A(£), t = \ x \ / ( T 0- t y \  (6)

где m =  [§ — (о +  1 ) ] / [2(j3 — 1)] (существование функции 0a. ( | ) >  
> 0  установлено в теореме 4 в § 1). Решение (6) является эф
фективно локализованным; в частности, при о + 1 < | 3 = ^ ( о - Ь 1 ) Х  
X N / ( N  — 2)+ (теорема 5 в § 1)

д и ,  ( t ,  х )  дт
> ° .  < е ( -  со, Т9) X R‘v; (7)

иА (*, х) <  uA {То, х) ^ С А \х Г /[р-  (a+1)], х е  Rw\{0} . (8)

Сформулируем основной результат.
Т е о р е м а  2. Пусть a >  0, a +  1 <  j3 (о +  1)Л7 (N — 2) +. Тог

да решение задачи (2), (3) удовлетворяет оценке
u(t, х ) ^ и { т ; ,  x ) < C A \x\~2/№- (a+i)] , Z e ( 0 ,  Г0), i e R \{ 0 } .

(9>
З а м е ч а н и е .  Из (5), (9) непосредственно следует оценка 

CA> C * , где СА — постоянная в асимптотическом разложении 
автомодельной функции 0.\(1)~ СА| -2/[Г,-<0'Ь1П, | »  (см. п . 4§1) .

Докажем сначала вспомогательные утверждения.
Л е м м а  1. Пусть u = u(t, Ы )  и uA = uA(t, Izl) имеют один 

и тот же момент обострения t= T „ < ° ° .  Тогда функции иа =  
=  C / ( r ;  Ua) и н А ( 0 ,  г )  пересекаются по г = \ х \  ровно в одной 
точке.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Фупкции и0 (г) и иА (0, г) обязаны пе
ресекаться, поскольку соответствующие неограниченные решения 
имеют одинаковые моменты обострения и и0•—финитная функ
ция (см. предложение 1 § 5).

Докажем теперь, что
иА(0, г )>  £7 (г; Я.), r > 0 ;  0 < J , < u A(0, 0). (10)

Очевидно, что отсюда будет следовать условие £7(0; U0) > иА (0, 0); 
в противном случае u(t, г) и uA(t, г) будут иметь различные 
моменты обострения. Неравенства, подобные (10), в более общем 
случае выводятся в § 1 гл. VII. Ниже кратко обсуждается основ
ная идея доказательства.

Фиксируем Я.^(0, иА(0, 0)]. Автомодельное решение (б) 
определено в RN при всех f e ( —<», Т0), причем иА -*■ 0, (иЛ)г -*-0 
при t - + —oo равномерно на каждом компакте из Rv Поэтому 
существует такое t0 0, что uA(t0, Ы ) пересекается с U (г; Я,) 
только в одной точке при г >  0. Однако иА и U (г; Я,) — 
классические решения уравнения (2) в (ta, Т0)Х  ( \х\ <  г0(л,) }г 
причем иА >  U =  0 при г =  г0 (К). Следовательно, количество пере
сечений иА и U с ростом t не может увеличиваться, и поэтому 
в момент времени f =  £*=^0, когда иА (£*, 0) =  U (0; Я,), будет 
выполнено неравенство иА (f*, г) >■ U (г; Я,), г >  0. В силу (7) 
отсюда вытекает (10).
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Итак, U(0; и 0)>  иА(0, 0) и функции V (г; U0) и мА(0, г) пе
ресекаются. Покажем, что имеется ровно одно пересечение. Пусть 
это не так и существует большее количество пересечений. Рас
смотрим семейство стационарных решений {С/(г; X)}. При всех 
Х<г<Л(0, 0) функции U(r\ X) и мА(0, г) не пересекаются (см. 
(10)). Очевидно, что при больших Х > 0  имеется только одно 
пересечение (это следует из известных свойств функции U (г; X) 
при p < ( o  +  l ) (W +  2)/(W — 2) + ; см. § 3). Поэтому в силу непре
рывной зависимости U (г; X) от X найдется такое X =  Х*> 0, что 
кривые и =  U (г; X*) и и =  мЛ(0, г) па плоскости (и, г) каса
ются в некоторой точке г =  г* >  0, причем в точке касания 
иА =  U, uA = U'T, uA^ .U rr. Но тогда (d/dt)uA (0, г*)<;0, а это про
тиворечит (7).

Следующая лемма является прямым следствием леммы 1 и 
предложения 1 § 5.

Л е м м а  2. В условиях леммы 1 u(t, г) и uA(t, г) при каж
дом t е  [0, Т0) пересекаются ровно в одной точке при г >  0, и, 
следовательно,

u(t, 0 ) > u A(f, 0), f e [ 0 ,  70).
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2. Предположим, что в не

которой точке t =  £* <  Т0, г =  г* >  0 неравенство (9) наруше
но. Тогда в силу (4)

u{t, r * ) > c Ar ; 2/[p- (a+1)1, ^ <  t <  r 0. (Н )

Пусть uA(t, х) имеет тот же момент обострения, что и u(t ,x) .  
Сравним эти функции, рассматривая их как решения краевых 
задач для (2) в области (1*, Т0)Х  со*, где со*={|:г| <  г*}, дш*— 
граница со*. Из (8), (И ) имеем

uA (t, я ) < С АМ “2/[Р_Со+1),< ы (С  я) в(£*, Т0)Х дш*. (12)
Из леммы 2 непосредственно следует, что

ыА (1*, х) <  и (£*, х), х <= со*. (13)
Но тогда и, иА имеют различные моменты обострения (см. анало
гичные по смыслу утверждения в § 4). Действительно, из (12),
(13) следует, что существует такое т £ ( 0 ,  Т0 — £*), что ыА(£* +  
+  т, x)^ .u ( t* ,x )  в со*. В силу (12) и принципа максимума это 
означает, что uA(t + т, x ) ^ u ( t ,  х) в (£*, Т0 — х) X со*. Переходя 
в этом неравенстве к пределу при — т ) - , получаем нера
венство иА (7^~, х) ^  и (Т0 — т, х) в со*, что невозможно, так как 
«А(7 7  0) =  оо, и(Т0— Т, 0 )<  °о.

Из теорем 1, 2 прямо следует
Т е о р е м а  3. 1) Пусть

a +  1 +  2/N р <  (a +  1) (N +  2) /(N  — 2 )+.
Тогда при любых фиксированных р >  [ р —(о +  1)]АУ2 1,
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е > 0  решение задачи (2), (3) удовлетворяет условию

11м (г’ ') Ilp({|*|<e)) 00’ t~*~T0 . (14)
2) Пусть а +  1 +  2 /N <  р *£(а +  i ) N / ( N — 2 )+. Тогда при лю

бых К д < [ р - ( а  +  1)]ЛГ/2, е > 0  и всех t ^ { О, Т0) справедлива 
оценка
I u(t, ■ ^ р((|х|<е» <

<
| „К/г l l /л (

[ 2 т ш \  CA N -
2 Р )  

' р - ( о  +  1))
-1/Р

e . \ / j ) - 2 / [ P - ( ( J + l ) ]  <  о о , ( 1 5 )

Отметим два основных требования на и0 =  и0(1я|), при кото
рых справедлива оценка (9). Во-первых, и0 — критическая функ
ция, т. е. и , >  0 почти всюду в (О, 7,0)X R V, и, во-вторых, и„(Ы) 
пересекается с иЛ(О, Ы ) (itA(t, Ы ) имеет тот же момент обо
стрения t = T„< °°) только в одной точке г = Ы > 0 .  Что каса
ется первого требования, то здесь особых проблем ие возникает. 
Семейство критических ц0(1я1) помимо финитных функции 
1){ Ы ; U0) из (1) включает в себя, например, гладкие функции 
вида

w„(UI) =  yl(a2-H x l2) - ,/lp- (a+,n, А >  0, а2> 0 .

Легко проверяется, что V-(мд Vu0) +  ^  О в R^, если
<0+1) >  2iV/[р — (a +  1)] (этого достаточно для критичности 

классического решения; см. § 1 гл. V ). Помимо этого критиче
скими являются функции и0(х) =  А ехр {—а Ы 2}, если

^ -(а+ ы  ^  2аЛГехр {[р -  (а +  1)] « >  0.

Однако при других, отличных от £/ (Ы;  U0) критических началь
ных функциях иа(х) довольно сложно решается вопрос о числе 
пересечений по UI функции u(t, Ы ) и автомодельного решения 
ил(£, Ы ) с тем же моментом обострения.

§ 7. Режимы с обострением, эффективная локализация 
для полулинейных уравнений с источником

Этот параграф посвящен исследованию неограниченных, 
а также некоторых классов глобальных решений задачи Коши 
для полулинейных параболических уравнений вида

ut = \ u  + Q(u), t >  0, (1)
м(0, х )=  и0(х)>  0, x s R lV; «„eCfR") ,  snpu0<00 , (2)

описывающих процесс горения в среде с постоянным коэффи
циентом теплопроводности k (u )=  1. Предполагается, что @(и)>0
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для и >  0 и при всех s >  О
оо

причем F(0)= ° °  (последнее необходимо для единственности ре
шения задачи Коши; см. § 2 гл. I).

Уравнение (1) с источником описывает процессы с бесконеч
ной скоростью распространения возмущений, и если и0 ^  0, то 
u(t,  х ) > 0  всюду, где решение определено. Поэтому локализация 
тепла в строгом смысле, как это было в § 1, 4, здесь невозможна 
и необходимо использовать понятие эффективной локализации. 
Исследование будет идти в двух направлениях: во-первых, вы
ясняются условия возникновения неограниченных решении и, 
во-вторых, определяются условия их локализации (пли отсут
ствия локализации).

Основные результаты будут получены на основе методов, мно
гие из которых специально ориентированы на анализ полули- 
иейпых уравнений типа (1). Последнее связано, в частности, 
с возможностью обращения оператора ( d / d t —  Д), в результате 
чего задача (1 ), (2 ) сводится к интегральному уравнению доста
точно простого вида.

1. Один общий результат об отсутствии глобальных решений.
Мы начнем исследование с вывода условий неограниченности 
решений задачи (1 ), (2 ) с произвольным источником Q ( u ) .
Большим преимуществом полулинейного уравнения (1) по срав
нению с квазилинейным является, в частности, то, что решение 
соответствующего уравнения без источника:

vt = Av, t>  0, i e R * ’; v (0, х) =  и0 (х ) , i e R1', (4)

=  < 3 >

выписывается в виде теплового потенциала

v(t' х ) =  (4l,q-v/a I  ехр{_ 1 ^ г Н (;г +  г/)^ '  (5)

Оказывается, можно наглядно сопоставить решение задачи (4) 
с решением исходной задачи (1 ), (2 ).

Пусть Е(р,  т )— некоторая достаточно гладкая монотонно воз
растающая по р >  0 функция, Е(р, т)>0  при всех допустимых 
р Ss 0, т>0; Е ( 0, т) =  0 п Е(р , 0) = р. Функция Е введена для 
операторного (функционального) сравнения решений уравнений 
(1) и (4). В результате замены

u(t, x) = E(U(t ,  х ) , t) (6)
уравнение (1) применительно к повой функции U принимает 
вид

Ut =  AU +  1 У U |г +
Q  ( Е )  -  Е ,

(7)

причем U (0, х) = щ(х)  b R * b  силу тождества Е(рЛ 0) = P- Тогда,
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сопоставляя (7) с линейным уравнением (4), в силу принципа 
максимума (см. § 1 гл. I) получаем, что для сравнения их ре
шений, т. е. для выполнения неравенства

U(t, х ) >  v(t, х),  t >  0, i s R * ,

достаточно, чтобы функция Е(р,  т) удовлетворяла условиям
Е КрР(р, т ) ^ 0 ,  Q (Е (р, т)) —  Е'х (р, х) >  0. (8)

Л е м м а  1. Пусть Q (u)— выпуклая в R+ функция, т. е.
Q" (и)>  0, и >  0. (9)'

Тогда
Е(р,  x) = F- l ( F ( p ) - r ) ,  (Ю)'

где F~l — обратная к (3) функция, является решением системы 
неравенств (8).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Функция (10) превращает второе не
равенство (8) в тождество. Запишем первое в эквивалентном 
виде:

F"(p)  + Q ' ( F - ' ( F ( p ) - i ) ) F ' 4 p ) >  0.

ГГрп т =  0 оно выполнено. Поэтому его справедливость при т >  0 
(t < F  (р)) вытекает из выпуклости Q и монотонности F. 

Оператор (10) является тождественным при т =  0.
Л е м м а  2. Пусть Q(u)— выпуклая функция. Тогда для ре

шения задачи (1 ), (2 ) имеет место оценка снизу
n(t, x ) > F ~ l [F(v(t, х ) ) — £], £ > 0 ,  i e R", (11)

где v(t, х) определяется из (4).
Поскольку F — убывающая функция, неравенство (И ) экви

валентно такому:
F(v(t ,  x ) ) - F ( u ( t ,  x ) ) > t ,  t >  0, i e R". (12)

В случае степенного источника Q(u) = ufl} р > 1 ,  имеем F(s) =  
=  sl_V(p —1 ) н ( 12 ) принимает вид

v '-<s(t, х) — n,_fi(f, х )>($  — l)f.  (13)

Эти неравенства удобно использовать для определения усло
вий глобальной неразрешимости задачи Коши (1), (2).

Т е о р е м а  1. Пусть Q" (и) >  0 при и > 0  и существует предел
Л +2/.V

sIi ^ " ^ = V < 0 ° ’ (1^
Тогда при любых начальных функциях таких, что

IM b’(R *)> l2jlArv]W2’ (15)
задача Коши (1), (2) не имеет глобального решения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего заметим, что F - , (0)=<». 
Поэтому из (12) непосредственно следует, что u(t, х) является
17 а . А. Самарский и др. 257



неограниченным, если найдутся такие >  О и x# е  RA", что 
F х *)) — или, что то же самое,

**))/«*< 1 . (16)
Положим х% =  0. Из (5) в предположении ц0 е  L' (Rv) по

лучаем

v(t, 0 ) ^ (4 я 0 " " /2|М  l \ rN),
и поэтому, раскрывая неопределенность в выражении F(v( t ,0) ) / t  
при t -»■ °°, имеем

lim
t-+  оо

F (у (*, 0)) 
<

Д+2/JV
Jim ‘____
5->0+ Q 1®)

2n7V I 7 Г.*'*z0 V.

Отсюда в силу (15) для указанных начальных функций выпол
нено (16) при .г* =  0 и некотором достаточно большом £*, что 
влечет за собой неограниченность решения задачи (1 ), (2 ).

С л е д с т в и е .  Пусть v =  0 в (14). Тогда при любых и0^  0 
решение задачи (1 ), (2 ) является неограниченным.

В случае v >  0 теорема 1 определяет некоторую минимальную 
начальную энергию, необходимую для развития режима с обо
стрением: Етщ =(2лЛЧ')Л/2. На самом деле при v е  R+ во многих 
случаях все нетривиальные решения задачи являются неограни
ченными. В дальнейшем это будет показано па примере степен
ного источника Q(u) = iF. Отметим, что с помощью неравенства
(16) можно определить условия глобальной неразрешимости и 
при v =  °° (когда выводы теоремы в какой-то мере свидетель
ствуют о возможности существования некоторого класса глобаль
ных решений).

2. Уравнение со степенной нелинейностью в<=Аи-[-иР. 
Здесь проводится подробное исследование неограниченных и гло
бальных решений задачи Коши для уравнения со степенным 
источником:

А  {и) =  ut — Аи — и9 =  0, £>0 ,  j e R 1, 
ц(0, х ) =  и0(х)>  0, l e R * ’’; |} > 1 .

Некоторые из результатов аналогичны полученным в § 3 для 
квазилипейных уравнений; поэтому мы приводим их без доказа
тельства. Отметим, что из теоремы 1 сразу следует неограничен
ность всех решений u(t, х)¥^0  при р е ( 1 ,  1 +  2/N).  Поэтому 
глобально существующие решения возможны лишь при р 5= 1 +  
+  2/N (на самом деле при р =  1 +  2/N их также нет).

Исследование задачи (17) мы начнем с построения неогра
ниченных нижних и глобальных верхних решений, которые дают 
конкретные условия локальной или глобальной разрешимости 
задачи.

2.1. Об у с л о в и я х  г л о б а л ь н о й  н е р а з р е ш и м о с т и  
з а д а ч и .  Построение неограниченных нижних решений задачи
(17) позволяет определить точную оценку сверху времени суще-
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стпопания решения, которая в силу специфики доказательства 
теоремы 1 не была там получена.

Рассмотрим в (О, Г ) Х Д У функцию
®) =  ( Г - 0 - 1/(|,- ,,в-(1), | =  \ x \ / ( T - t ) l/t. (18)

Пусть 0 _ s C : ([O, °°)), 0 -(0 ) =  0. Для того чтобы функция (18) 
была нижним решением уравнения (17), достаточно выполнения 
неравенства А( и_ ) <0  в (0, T ) X R rf. Подстановка (18) в (17) 
дает следующее условие:

p f e  U ^ ’eL)' -  у  0-Е -  0- +  0^ >  о, g >  о. (19)

Функцию 0_ будем искать в виде 0_(|) =  Л ехр {—а£2), где А >  
>  0, а >  0 — постоянные.

Тогда из (19) получаем неравенство
а (4 а  4-1) I2 +  exp (а (1 -  р) 1*} 3* 2aN +  1/(р -  1). (20)

Легко видеть, что оно выполнено при любых
2«У -Ь 1/ф -  1) 

а ( 4 а + 1 )
1/2

а для того, чтобы (20) было справедливо при оставшихся £ s  
е [ 0, £„.), достаточно выполнения неравенства

A*~l exp (<х (1 -  Р) Ц) >  2аN  +  1/(Р -  1). (21)

Т е о р е м а  2. Пусть начальная функция и0 в (17) такова, 
что

н0 (ж) ^  r-v(n-i)^  ехр { - а \х\гТ-'}, х s  Rv,

где Т, а, А — положительные постоянные, причем а, А удовлет
воряют неравенству (21). Тогда решение задачи (17) существует 
в течение времени, не большего Т.

Для удобства сформулируем непосредственное следствие из 
теоремы 1 .

Т е о р е м а  3. Пусть 1 <  р <  1 +  2/N, ио^ 0 .  Тогда решение 
задачи (17) является неограниченным.

Этот результат нетрудно получить тем же, что и в § 3, п. 2, 
способом, сопоставляя семейство нижних решений (18) со сколь 
угодно малым фундаментальным решением уравнения теплопро
водности. В случае р <  1 +  2IN  эта процедура сравнительно про
ста. При критическом значении jj =  1 4- 2/N  сделать это значи
тельно труднее, и поэтому построение неограниченного нижнего 
решения удобно проводить итерационным способом, как это де
лается при доказательстве следующего утверждения:

Т е о р е м а  4. Пусть р =  1 4-2/А, и0 Ф 0. Тогда задача (17) 
не имеет глобального решения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем его для случая N — 2, когда 
Р =  1 4- 2/N  =  2. Этим же способом с небольшими изменениями 
проводится доказательство при произвольных N.
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Прежде всего заметим, что для любой начальной функции 
и0ФО всегда найдутся такие постоянные t0, А 0, сс0, что u(t0, x ) ^  
^  А 0 ехр {—а 0Ы 2} в R2 Поэтому в силу теоремы сравнения до
казательство достаточно провести для функций вида

и0 {х) — А 0 ехр {—осоЫ2}, a ;e R !. (22)
Задача Коши (17), (22) при N = 2, р =  2 эквивалентна сле

дующему интегральному уравнению:

и (t , х) =  Р (и) =  (Ant)-1 J  ехр {— — |  и0 (у) dy +
R 2

t

+  j  [4л (t — т)]- 1  j  exp {— (u (x, y ) f  dy dx. (23)
0  R 3

Составим рекуррентную функциональную последовательность 
Ui(t, х) =  Р (0 ); E/„+1 (f, x ) = P ( U n(t, х)) ,  п =  1,2,

Иэ (23) непосредственно следует, что для любого п 
u(t, x ) ^ U n(t, х), t >  0, i e R !.

Поэтому, если [UJ  расходится хотя бы в одной точке, то исход
ная задача не имеет глобального решения. Покажем, что это 
действительно так.

Прежде всего имеем
ЕМ*, x ) =P( 0 )  = \ l (t)E(t,  х),

где V, (f) =  A J ( i  +  Aa0t) , E(t,  z) =  exp {—а 0Ы 2/ (1 +  Aa0t)). Оце
ним теперь другие члены последовательности.

Докажем по индукции, что

E /„ ( i ,z )>  2  yh (t )Ek (t,x), п =  2,3,  (24)
h= 1

где функции v,,5=0 будут определены ниже (v, пам уже из
вестна). Из (23) без труда получаем
Un+1 (t , x) ' ^svlE +

* /  п  \ 2

+ [An (t — т)]- 1  ехр { -  2  Vft (т) Ек (т, у) dy >
О r2 '

п  \  k

>  ViE +  2  1 V, (т) v/l+1_i (т) d x x
ft=i J0 i=i

X j  [4л (t -  г )]” 1 exp { -  L ^ | }  E h+1 (x, y) dy. (25)
R 3

Внутренние интегралы по пространственным переменным легко
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рычисляются для каждого к =  1 , я и равны
1 +  4а„т f (ft -Ь 1) а 0 | х |2

1 + 4  (ft +  1) a0t — ika0i exp 1 Н- 4 (ft Н- 1) aQt — U a 0i  
1 +  4а0т

(ft +  1) (1 +  4а0г)
7̂  + 1 (t , х)

Поэтому из (25) следует оценка 
Un+i(t, х) >

>  viE +  2  (fc +  i n i T 45~n J 2  v* ( т ) vk+i-i ( T ) ( l  +  4сс0т) йт,
h=l ' '  0 ' о 1=1

т. е. в (2-4) можно положить
t ft

Vh+1 (О =  tfc +  I )^-[-4tt0t) .[ 2  v' (т) (т) (! +  4а0т) dT- (26)

Покажем, что отсюда следуют такие неравенства:

^ W > i»-- - (, t+ i v ) ( ^ ) >K l n ^ ( l + K Q .  (27)

Для /с= 1  эта оценка верна. Пусть она справедлива для всех 
4 * ^ к < М ,  и докажем, что (27) имеет место для к = М +  1 . Из
(26) получаем

“Vflf+l (t) ^
М+1

I *  (4“о)2Х(М +  1) (1 -И<У) \ 4eV

-4 Г т а° " -6~М+^ т 2  * +  1 ~  *)• (28)X
Г IIIм - 1

м

1 +  4а0т
1=1

м
Нетрудно проверить, что 2  I W  +  1 — I) =  М  [М+1) (М +  2 )/6>

;=i
> М  {М + 1 )2/6, и тогда из неравенства (28) непосредственно 
следует (27) при к =  М -Ь 1.

Таким образом, при п->- °° получаем неравенство:

и (t, х)
А0Е (/, х)
1 + 4V

V
h=l

kzл—1 (29)

л я  (6
где z =  z(t,  х) =  -  24̂ — In (1 +  4a0£) >  0. Однако ряд в (29) 
расходится при z =  1, например при х =  0 {E(t, 0) =  1), г=£*,где

In (1 +  W * )  = 1 ,
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т. е.

t 1
4а„

Поэтому решение задачи с начальной функцией вида (22) суще
ствует в течение времени, не большего

Суммируя ряд в (29), нетрудно получить конкретный вид 
предполагаемого «нижнего» решения u-(t,  х),  которое построено 
итерационной процедурой для критического случая [1 =  1 +  2/N,  
N = 2 .  Оно имеет довольно необычную пространственно времен
ную структуру:
и (Z, х) (С х)

1 +  4а gt ехр ( °„ , , 
1 1 +  4а(- 1оЧ 24 а, -ехр - 4а t  о

In (1 +  4а 0t)
-a

0 <  i <  i*, i e R1

Итак, если 1 <  р ^  1 +  2/iV, все нетривиальные решения зада
чи (17) являются неограниченными.

2.2. В р е м я  с у щ е с т в о в а н и я  э л е м е н т а р н ы х  воз -  
му  ще  пи й. Конкретные оценки сверху времени существования 
неограниченных решений можно получить с помощью выведен
ного в п. 1 неравенства (13), которое в степенном случае при
нимает вид

[ ехр { — ^ - |  и0 (х +  у) dy^z  M tNl2~m ~1), (30)
л**

где М = (4л)"/2(р — 1)_1/<р-1) Если это неравенство выполнено 
в некоторой точке (£*, я*), то неограниченное решение суще
ствует в течение времени, не большего £#.

Пусть щ (х) представляет собой элементарное возмущение: 
и0 (х) — б >  0 при всех |ж| <  а <  и0 (я) =  0 при Ы  >  а. Исполь
зуя оценку ехр {—Ii/I7(4i)} 3? (1 — li/|2/ (4f ) )+, получаем для ин
теграла в (30) оценку снизу

I  (t, х) >  J  [ l и0(х + у) dy, l(t) =  min (a, 2 i1/2). 
|y|<i(0

(31)

Очевидно, что в рассматриваемом случае можно положить 
я# =  0. Предположим сначала, что £ # > а 2/4. Тогда /(£*) =  а, 
и верхняя граница времени существования решения определяет
ся из уравнения

Мл
К И н " ) — f  = M tN,z -1/<р-1) м г =

aN+2nN/2 
2Г {N/2) (.V+2) 6.

Для некоторых [1 это уравнение можно решить точно.
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Напрпмер, при fi =  1 +  2IN 
М,

Ŝfc -- м I “о >  М •
II “о IIl ^ r JV) '

Эта формула верна, если < * > а 2/4, т .е.
М  <  [| u0 ||li(rjv) <  4/kfj/a2 +  1/. 

Если р =  (4 +  iV) / (2 +  iV), то
м +  м1

I“0!lW < 4 ( ji/ +а
Отметим, нто эта оценка показывает, что при р =  (4 +  А) / (2 +  
+  iV) <  1 +  2/iV решения, отвечающие элементарным начальным 
возмущениям со сколь угодно малой энергией, являются неогра
ниченными. Это же относится к случаю р =  (3 +  N) / ( N  3*1), 
когда

1/ 2 \ 2

(при этом должно быть f * >  а2/4, т.е. энергия || “0 Il1(r -’v) Долж
на быть не слишком велика). Эта оценка верна, например, если
IIЩ |li(rjv) <  2М/а.

Рассмотрим теперь случай t * ^ a 2/4. Тогда l ( t ) =2 t U2 в (31), 
и решение неравенства (30) имеет вид

М  l p_1 2n+1t* = Л/„ Г М* =
(N +  2) аг

Оценка T0^ t *  справедлива, если t * ^ a 2/4, т. е. если
(a2

IH rW) м Л  4 )

2.3. О г л о б а л ь н ы х  р е ш е н и я х  п р и  [} >  1 +  2 JN. Бу
дем искать ограниченное верхнее решение уравнения (17) в виде

u+(t, x) = (T + t)~l' ^ Q +(t),  1 =  \x\ /{T + t ) l/2, (32)

где 0+ (£) =  А ехр {—а£2) и Т, А,  а  — положительные постоянные. 
Подстановка (32) в условие А(и+) ^ 0  дает неравенство, которое 
приводится к виду

a (4 a  - 1 )£2 +  А*-1 exp ( а (1 -  р)£2} *£ 2edV-  1/(р -  1), £ е  R+.
(33)

Отсюда вытекают ограничения па параметры А и а. Во-первых, 
правая часть (33) должна быть положительной, т. е.

a >  2JV (р —  I)' (34)
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Во-вторых,

A ^ [ 2 a N - ^ j  a < - f ,  (35)

причем из этих неравенств следует ограничение р > 1  +  2/У. Тем 
самым доказана

Т е о р е м а  5. Пусть (1 >  1 +  2/N и начальная функция и0 
такова, что

e x p t -a lz l2?’- 1}, (36)'
где Т, А, а — постоянные, две последние из которых удовлетво
ряют неравенствам (34), (35). Тогда задача (17) имеет глобаль
ное решение, причем

и (г, *) <  (Т +  ехр { -  в R+ х R n (37)

В заключение отметим, что построенное здесь множество ус
тойчивости Ж  состоит из функций и„, экспоненциально убываю
щих в соответствии с (36) при \х\ Так же как в пп. 4,
5 § 3, при (1 >  1 +  2/N  можно построить другое множество Ж  — 
с более слабым (степенным) убыванием и0(х) на бесконечности. 
Граница Ж  в этом случае состоит из глобальных автомодельных 
решений уравнения (17), которые рассматриваются в п. 2.5.

2.4. Э ф ф е к т и в н а я  л о к а л и з а ц и я  н е о г р а н и ч е н 
н ы х  р е ш е н и й .  LS - ре  ж и м ы  г о р е н и я .  В этом пункте 
мы переходим к описанию конкретных свойств неограниченных 
решений задачи (17)— их пространственно временной структуры 
при временах, близких к моменту обострения. Фундаментальным 
свойством режимов с обострением, не зависящим от специфики 
начальных функций, является свойство локализации. Уравнение 
(17) описывает процессы с бесконечной скоростью распростране
ния возмущений, поэтому так же, как в случае краевой задачи 
для уравнения теплопроводности без источника (см. § 4 гл. III),  
введем определение эффективной локализации горения.

О п р е д е л е н и е .  Неограниченное решение задачи Коши (17) 
называется эффективно локализованным, если оно стремится к 
бесконечности при £-»-7У (Т„<°° — время существования ре
шения) на ограниченном множестве

ci>l =  (х е  Rn | и ( 77, х) =  lim и (t, х) =  оо ],
t - T ~

которое называется областью локализации.
Если же ci)L— неограниченная область (например, (bl =  Rw), 

то эффективная локализация отсутствует.
R дальнейшем эффективно локализованный процесс горения 

мы будем называть просто локализованным. В одномерном слу
чае удобно ввести глубину локализации

L T =  mes [х е  R | и (Т^, х) — сю}
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(т. е. LT — размер области, в которой решение неограниченно 
возрастает при t —*-Т^\ рис. 64). Если u(t , x)  обращается в бес
конечность в одной точке, то LT — 0, что отвечает LS-режиму 
горения с обострением.

Эволюция неограниченных решений задачи (17) при любых 
Р >  1, как правило, идет именно в LS-режиме, и u(t , х)^>-оо 
при t -*-TJ на множестве (oL меры нуль. Об этом, например, 
свидетельствуют оцен
ки, полученные в тео
реме 2, в которой по
строены неограничен
ные нижние решения, 
развивающиеся как раз 
в LS-режиме. И конеч
но, этот вывод подтвер
ждают численные рас
четы. На рис. 65 при
ведены результаты од
ного из них. Отчетливо 
видно, что в процессе 
обострения возникает 
тепловая структура со 
все сокращающейся по
лушириной и ярко вы
деленной единственной точкой максимума по х  пространственно
го профиля.

Рассмотрим вопрос о пространственно временной структуре 
неограниченных решений при временах, близких к моменту обо
стрения. Для этого по аналогии с квазилинейным случаем (§ 1) 
можно рассмотреть автомодельные неограниченные решения

uA(t, з:) =  (Го- О - ,/(Р- 1)0а(1), 1 =  \x\ /{Ta- t y ' \  (38)

Рис. 64. Эффективная локализация (Lr — 
глубина локализации)

где фупкция 0А(1 )> О  удовлетворяет обыкновенному дифферен
циальному уравнению

ф г  ( ^ _1Эа)' -  -4" 0а£ -  0А +  бд =  0, £ >  0; (39)

0а (О) =  О, 9а (°°) =  0. (40)
Если предположить, что автомодельное решение иА описывает 

характерные свойства LS-режимов с обострением, то амплитуда 
решения um(t) и полуширина симметричной области иптснсив- 
ного горепия могут быть оценены при t->-T0 по фор
мулам

itm(f) =  su p u (tI * ) ~ ( r o- 0 " 1/<P" 1), 10ф (0 ~  (У0-  t)lla. (41)
X

Однако есть одно существенное отличие от квазилинейного 
случая.
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П р е д л о ж е н и е  1. Пусть N =  1. Тогда при любых р > 1  
задача (39), (40) не имеет решения 0А(§)>О.

Для случая [1 =  3 оно доказано в [222], для произвольных 
Р >  1 его справедливость установлена в [3] (см. также [1 , 2], где 
1 <  Р <  3). В процессе доказательтва (см. [3]) устанавливается,

Р и с . 65. Р е з у л ь т а т ы  ч и с л е н н о г о  р е ш е н и я  з а д а ч и  (17) п р и  р =  4 : 1  —  
«I =  0 ,236; 2 — г2 =  0,269; 3 — h  =  0 ,291; 4 ~ U  =  0 ,299; 5  —  ts =  0,3006; 6  —  

t6 =  0,3018; 7 —  h  =  0,3022

что всякое решение уравнения (39) в области { |> ^ 0^ 0 }  с ус
ловиями

0(|о) =  |и > 9 н = ( р - 1 ) - 1/(р- 1), О 'а .)  =  0 (42)'
обращается в нуль в некоторой точке |  =  | i  >  to и монотонно 
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на (|о, | i ) .  Тем самым (39), (42) не имеет немонотонных поло
жительных решений, имеющих точку минимума. Напомним, что 
прп доказательстве теоремы 3 п. 4 § 1 существенно использова
лась немонотонность решений.

Уместно вспомнить, что проведенный там анализ автомодель
ного уравнения (39), линеаризованного относительно гомотерми- 
ческого решения 0 =  (Р — показывает, что оно не имеет
немонотонных решений.

Отметим, что это рассуждение справедливо указывает на от
сутствие нетривиальных решений задачи (39), (40) при любых 
1 <  р ^  (N +  2) / (N  — 2)+ [211]. Поэтому при таких значениях (1 
асимптотическая эволюция неограниченных решений подчиняет
ся неавтомодельным законам. В отличие от (41) полуширина 
области горения изменяется при t-*-To по закону /эф(£) ~  (Т0 — 
— t ) l/l | l n ( 7 ’o — t) 1,/2 (см. комментарии).

В случае (1 > (N + 2) / (N  — 2)+ задача (39), (40) может иметь 
нетривиальные решения. Тогда решение (38) эволюционирует 
при t —t-Тц в согласии с автомодельными закономерностями 
(41).

П р и м е р .  Пусть [1 =  2. Тогда при всех N ^ (  6, 16) (отметим, 
что здесь р >  1 +  2/N) существует решение задачи (39), (40)

0а (I) =  A J  К  +  Г )2 +  Вя/ (ая + Г ) , (43)
где aN, A n, B n — положительные постоянные:

ак =  2 [10(1 +  N/2) 1/2 — (N+  14)],
А я =  48 [10 (1  +  N/2)1/2 — (N+  14)], B N =  24 [(1  + N/2) 1/2 -  2].

Отсутствие автомодельных решений при N =  1 требует суще
ственной переработки схемы доказательства эффективной лока
лизации неограниченных решений.

2.5. Д о к а з а т е л ь с т в о  э ф ф е к т и в н о й  л о к а л и з а 
ц и и  в о д н о м е р н о м  с л у ч а е .  Итак, задача (39), (40) прп 
Л’= 1  решения не имеет. Однако (39) допускает решения 0Л( |)  
с асимптотикой

0л =  9* (I) =  С Г 2/(Р_1) (1 +  со (Б)), I -  оо, (44)
где со (J;) -*■ 0 при I -» -00 и С >  0 — постоянная. Фиксируем неко
торое С =  С* в (44) и продолжим его в область достаточно 
малых | .  Тогда, очевидно, найдется такое Е =  Е*<с0, что 0* (ё*) =  
=  0 (рис. 66). (Тот факт, что 0* (Е) имеет такой вид, вытекает 
иэ предложения 1.) Положим теперь 0*(|)  =  О при Е<Е*  и вве
дем в рассмотрение нижнее решение уравнения (17):

щ  (г, х) = (Т0 -  (£), I  =  х/(Т0 -  г)1'2, (45)
0 <  t < Т0, I 6 R.

Функция и* обращается в бесконечность при только в
одной точке и при х  >  0 является критической: (н*)* >  0.
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Следовательно (см. теорему 5 § 1),
ц* (/, х) <  щ  (Г^, х) =  х >  0. (46)

При доказательстве локализации мы будем следовать идеям, 
изложенным в § 6. Поскольку и* не является решением в 
(0, f i J XR,  с помощью этого подхода в общем случае не удается 
доказать, ч т о  u(?Y , я )  =  оо только в одной точке. Поэтому мы 
сначала определим условия ограниченности области локализа
ции 03 L.

Рис. 66. Различные функции 0а(£) с асимптотикой (44), р =  2

Прежде псего пеобходмо выделить достаточно широкое мно
жество критических начальных функций щ(х)  таких, что 
Ui(t, i ) > 0  в (0, r 0)XR,  где Г0<00 — время существования не
ограниченного решения задачи (17). В качестве и„ ^  0 можно 
взять решения стационарного уравнения гы0 +  =  0 (см. § 6).
Кроме того, легко проверить, что функции вида

м0 (.г) =  Л ехр (—а Ы 2), z e R ;  Л >  0, а > 0  (47)

будут критическими (т. е. иа +  u $ ^ 0 n  R; см. § 1 гл. V), если 
А*~1>  2аехр{(р —1 ) /2).

Помимо этого, критическими будут функции
и0{х) = А(а2 + Ы * )-1/» -1», j e R ,  (47')'

где Л"-1  >2/ ( $  — 1), а2 >  0 — произвольное.
Существенно расширяет множество критических функций ut 

следующая
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1 Л е м м а  3. Пусть и„1>, и ^  — гладкие критические начальные 
функции. Тогда и(® = U q1) +  i42)— также критическая функция.

Доказательство оспопапо па очевидном неравенстве
М »  +  < 4*У  +  « •  +  и '” ) '  >  К » '  + « > ) » ]  +  [«<*>•+ М « ) « ] .  (48)

Это неравенство доказывает критичность суммы критических 
начальных функций и в том случае, когда они финитны и Иог) s  
е  С2 ( \х е  R | «о 0)). Кроме того, критической является функ
ция шах [и^\ м(02)). Доказательство этих утверждений можно про
вести, например, путем аппроксимации критических функций 
равномерно сходящейся последовательностью гладких критиче
ских функций.

Очевидно также, что если и0(х)— критическая фупкция, то 
и0(х —х0) — также критическая функция при любом х 0 ^  R. По
этому, используя различные функции (47) и (47'), можно полу
чить широкое семейство немонотонных критических функций.

Следующее утверждение доказано в более общем виде в § 6 
гл. V.

Л е м м а  4. Пусть м0( х ) # 0 — критическая начальная функ
ция задачи (17), N =  1. Тогда решение u (t, х ) существует в те
чение конечного времени.

Теперь мы можем перейти к исследованию локализации не
ограниченных решений.

Т е о р е м а  6. Пусть N =  1, (} >  1, функция щ Ф 0 в задаче 
Коши (17) является критической, и0(я ) _>’ 0 при Ы моно
тонно и

и0(1 ) < ( С < - е ) | , Г /(И ) (49)

при всех достаточно больших \х\ > i  =  c o n s t> 0, где e e ( 0, С*) — 
постоянная. Пусть 7’0 < о° — время обострения решения. Тогда 
множество <dl ограничено.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользуемся методом доказательства 
теоремы 2 в § 6. Покажем, что ыь ограничено справа. Обозначим 
через u#(t, х; х 0) нижнее решение (45) с тем же моментом 
обострения t — T0<°o,  обращающееся в бесконечность при t-*- 
-*-Tq в точке i  =  i , e R  (для (45) это имеет место в точке 
х =  0). Выберем теперь величину х0 столь большой, чтобы и0(х) 
и и* (0, х; х„) пересекались ровно в одной точке (либо вообще 
не пересекались, если и0(х) финитна справа); взаимное располо
жение этих функций см. на рис. 67.

В силу (49) и (44) это всегда можно сделать. Тогда, как сле
дует пз (46), H.J. (£, х; Xq) <Z и% ( Tg , х; х„) — С% (х Хд) 
при всех £е(0 , То) и х > х 0. Поэтому критическое решение 
u(t, х) не может иметь при £е (0, Т0) пересечений с функцией 
С*(х — *0)“ */(Р_1>в области х > х 0, поскольку возникновение тако
го пересечения влечет за собой различие моментов обострения 
фупкций u(t, х) и м* (£, х; х0), рассматриваемых как решения
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краевых задач в ограниченной по х области. За подробностями 
мы отсылаем к доказательству теоремы 2 в § 0.

Приведем в качестве примера одно утверждение, в котором 
на основе сравнения с автомодельным решением (38), (43) уста
навливается оптимальное условие mes toL =  0.

Т е о р е м а  6'. Пусть |} =  2, N ^ ( 6, 16), начальная функция 
иа =  и0(Ы ) в (17) является критической и Т„ = Т0(и0) <  
Пусть но(О )> 7 ,(Г1/№_1)0а (0), где 0Д— функция (43), и, кроме 
того, и„ (Ы)  и у~ 1/(Р_1)0А (| х |Г^"1/2) пересекаются по г =  [л:t 
ровно в одной точке. Тогда всюду в R * \ (0)

u (Tq, х )  =  lim и (t , х) <  By  | х р 2/(Р-1)?
«-»г0

где 5 N =  2 4 [(l +  iV/2 ) ,/2 - 2].
В условиях теоремы 6' существует только одна сингулярная 

точка, в окрестности которой возникает не более, чем степенная 
сингулярность. Доказательство этого утверждения полностью по
вторяет доказательство теоремы 2 § 6. Необходимо, правда, про
верить, существуют ли функции и0, удовлетворяющие условиям 
теоремы.

2.6. О п р о с т р а н с т в е н н о  в р е м е н н о й  с т р у к т у р е  
г л о б а л ь н ы х  р е ш е н и й .  При [i >  1 +  2/N задача (17) имеет 
глобальные решения, определенные при всех t >  0 (см. теоре
му 5). Ниже мы кратко остановимся на анализе глобальных ав
томодельных решений:

uA(t, x) = ( T + t ) - ' “*-"fA(Z), t = \ x \ / ( T + t y ' \  (50)

где /А удовлетворяет задаче

V a )  +  “2“ / а С +  р з г j / а  +  / а  =  0 .

/ а  (0 )  =  0 ,  / А (оо) =  0 .
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Исследование задачи (51) проводится теми же методами, что 
и и квазилинейном случае (см. п. 4 § 3). Поэтому мы ограни
чимся только формулировкой основного результата. Отметим, что
(51) допускает решения /А(5) с асимптотикой при 5 -► °° только 

двух видов: степенного

/*(£)“  с .£ -1/а,- ,\  ^ > 0 ;  (52)

или «экспоненциального»

/а(5) — CzZa exp (—574), C2> 0 , (53)

где a  =  N [1 +  2/N — [}] /([} — 1). Асимптотика общего решения 
уравнения (51) при 5 °° получается в результате суперпозиции
(52) и (53):

/а(?) =  [С1£-*'<|,- 1> +  ...]  +  [С£« ехр {-574} +  ..] ,

где <7,3*0. Сг >  0 — постоянные.
Т е о р е м а  7. Пусть р > 1 .  Тогда, справедливы следующие 

утверждения:
1) если р < 1  +  2/А, то задача (51) не имеет положительно

го решения;
2) если 1 + 2/iV <  (3 <  °° при N =  1 и N =  2 или 1 + 2/N  < 

<  [} < (N  + 2 ) / { N— 2) repu 3, то задача (51) имеет бесконеч
ное множество решений с асимптотикой (52), которым отвечают 
достаточно малые значения iu  =  / a ( 0 ) > 0 ,  и по крайней мере одно 
решение с экспоненциальной асимптотикой (53);

3) если [i 3s (N +  2) / (N  — 2), 3, то при любом значении
Р = 7 а( 0 ) > 0  решение /А(5) строго положительно в R+ и имеет 
асимптотику (52).

Так же как в § 3, можно построить бесконечномерное мно
жество радиально несимметричных автомодельных решений вида
(50), где 5 — х/{Т + t ) 1/2 е  Rw и /А>  0 удовлетворяет соответ
ствующему эллиптическому уравнению в R‘v. На это, в частности, 
указывает и тот факт, что при 151 -► 00 в радиально симметричном 
случае имеется двупараметрическое семейство подходящих асим
птотик. Например, в одномерном случае это свидетельствует о 
существовании функций /A( s ) > 0, которые не являются четными.

Исследование асимптотической устойчивости автомодельных 
решений (50) проводится так же, как в § 3. Именно, если функ
ция /а(5) достаточно мала (/А(0) <  {А[[} — (1 +  2/N) ]/[2|}(р — 
— 1)]}1/ср- 1)) и имеет степенную асимптотику (52), то соответ
ствующее автомодельное решение (50) устойчиво в //(R *) при 
f ->-<». Если же /А удовлетворяет (53), то uA(t, х) неустойчиво, 
и асимптотическое поведение глобальных решений с достаточно 
«малыми» к0 (х) описывается при [} >  1 + 2/N  автомодельными 
решениями уравнения без источника vt = Av. В частности, если 

Ll (Rir), то u(t, х) эволюционирует при t -*■ °° в соответствии 
с пространственно временной структурой фундаментального ре
шения уравнения теплопроводности..
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3. Об уравнении с «логарифмической» нелинейностью ut =  
=  Ди +  (1 +и  )1пр(1 + в ). Предыдущие результаты свндетельству- 
ют о том, что неограниченные решения уравнения со степенной 
нелинейностью развиваются в LS-режиме и локализованы в эф
фективном смысле в области нулевой меры (неограниченно воз
растают, например, только в одной точке). Тогда возникает во
прос: возможны ли для полулинейного уравнения HS- и S-режи
мы горения с обострением?

Все три типа неограниченных решений допускает при раз
личных значениях параметра р > 1  уравнение (1 ) с нестепепной 
нелинейностью

Ъ(и)= и, — Аи — (1 -Ь н) lnp (1 +  и) =  О, « >  0, l e R " ,  (54) 
и (О, х ) =  и0(х)>  0, l e R 1. (55)

Здесь |}> 1 , и поэтому выполнено необходимое условие (3) воз
никновения режимов с обострением. Уравнение (54) обладает 
рядом необычных свойств; в частности, будет показано, что асим
птотическое поведение его неограниченных решений описывается 
инвариантными решениями уравнения первого порядка типа Га
мильтона — Якоби. Это своеобразное вырождение уравнения по 
своему характеру аналогично вырождению в краевой задаче для 
уравнения теплопроводности с экспоненциальными граничными 
режимами (см. § 4 гл. III).  Эта аналогия определяет вид источ
ника в (54).

3.1. У с л о в и е  г л о б а л ь н о й  н е р а з р е ш и м о с т и  з а 
д а ч и  Ко ши .  Источник Q(u) в уравнении (54) ведет себя при 
и -*■ 0+ как нр. Поэтому из теоремы 1 в п. 1 следует, что при 
р <  1 +  2JN все решения задачи (54), (55) являются неограни
ченными. Для вывода более детальных оценок мы используем 
нижние (и верхние) решения уравнения (54), которые кроме 
всего прочего позволяют обоснованно судить о структуре неогра
ниченных решений на развитой стадии эволюции.

Построение неограниченных нижних решений удобно провести 
для преобразованного уравнения. Введем вместо u(t, х) новую 
функцию U(t, х) = In [1 +  u(t, х ) ] ^ 0 .  Тогда для U получаем 
задачу Коши:

D( f / ) =I 7<- A C / - l v ^ l 2- ^  =  0, f > 0 ,  i e R “ ; (56) 
U (0, х ) =  U0( x ) ^  In [1 +  н0(а:)] 5= 0, i e R*. (57)

Нижнее решение уравнения (56) мы определим в соответст
вии с автомодельным решением вырожденного уравнения, в ко
тором по сравнению с (56) исключен член AU (см. об этом в 
следующем пункте). Положим

U-(t,  x) = { T - t ) ~ 1' v - i>g(t), | = Ы / ( 7  — *)«,- 1>'i“ »-1>\ (58) 

где Т >  0 — постоянная и g ( |)  =  .A(a2— | г)+, Я > 0 ,  а > 0 .  После
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подстановки (58) в неравенство D (£ /_ )^ 0  получим неравенство

{Т -  0,/(Р-1) ф т  (SjV" V ) '+  g'2 -  ф ф ф  i ' l  -  -фте + g* Ж
(59>

которое должно быть выполнено при всех u 0 <  t < Г
Подставляя сюда конкретный вид функции g,, получаем, что

(59) будет справедливо, если

-  [2.V rI/cp- 1} +  +  V  (44 +  1 ) +  А*~\а* -  0< £ < а .
(60),

Это неравенство имеет место, например, при следующих ус
ловиях:

2 — Рml/(P  —1) ^  2д
===== у

2 N T W - i )  +
Р — 1

А — 4 ф -  1)
2ЛТ1/(Р-1) _са2/(р_ !) 

4Л-| -1

(61)

(62).

Нетрудно видеть, что для любого Т >  0 найдутся такие А, а, что
(61), (62) выполнены. Тогда, возвращаясь к решению исходной 
задачи и =  еи — 1 , получаем такое утверждение:

Т е о р е м а  8. Пусть начальная функция и0 такова, что
и,{х)1^ ^ { T - v ^ A l a 2 - \ x V T - ^ ^ - " ] +} -  {, r e R " ,  (63)

где постоянные Т, А, а удовлетворяют (61), (62). Тогда решение 
задачи (54), (55) существует в течение времени, не большего Т.

3.2. Д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я  г л о б а л ь н о й  р а з р е ш и 
м о с т и  з а д а ч и  Ко ши .  Покажем, что при  ̂>  1 +  2 IN  урав
нение (56) имеет ограниченные верхние решения

U+(t, x ) = ( T + t ) - l/(*-l)p{4 ), т) =  \х\ / (Т  +  t ) 1/2, (64).

где Г >  0 — постоянная. Неравенство D(£/+).S=0 тогда принима
ет вид

yjFTT (Д ““У  У +  {Т +  t)-1/(p“1> (р')2 +  4  Р'г\ +  -р4гт Р +  У  <  ° ’

т| >  О,
п в случае р(г)) =  4 е х р { —аг\2} будет заведомо выполнено, если 

— 2а N  + +  “  (4а -  1) П2 +  4а*4Г‘1/(р-1У  exp { -  aif}  +

+  4 Р-1 exp {— а  (Р — 1) 0, r i > 0 .

Для этого достаточно, чтобы
1

2N (Р — 1)
4а7’- 1/(Р-1) __

е ^ 2a N  — 1
Р - 1

А*~\ (65)

При этом из (65) вытекает необходимость ограничения 
\/\2N  ([} — 1)] <  1/4, т. е. известное условие § >  1 +  2/N.
18 А. А. Самарский и др. 273



Т е о р е м а  9. Пусть fi >  1 +  2/N. Тогда при любых начальных 
функциях

и„(х) «£ exp {Т~и ^~1)А  exp { — а \х\2Т_1}> — 1 , i e  R^,
■где положительные постоянные Т, А, а удовлетворяют условиям 
(65), задача (54), (55) имеет глобальное решение, причем

u(t,  х )«£ ехр {(Т +  t)~ ins>~l)A exp {—а \х\г{Т +  t )~*}) — 1,
t >  О, R" (66)

3.3. Н е о г р а н и ч е н н ы е  п р и б л и ж е н н ы е  а в т о м о 
д е л ь н ы е  р е ш е н и я  (п. а. р.). Теперь мы подробнее остано
вимся на исследовании пространственно временной структуры 
неограниченных решении задачи (54), (55). Прежде всего отме
тим, что точных автомодельных или инвариантных решений ни 
(54), ни эквивалентное ему уравнение (56) не имеют. Однако 
при построении нижних решений (58) уравнения (56) мы убе
дились, что вклад члена AU в неравенство (59) (в (59) ему со
ответствует первый член (Г — £)‘/<P-1>|1- w( |w- 1|f, ) / ) является 
исчезающе малым. Таким образом, по аналогии с результатами 
§ 4 гл. III вторая производная AU па асимптотической стадии 
эволюции становится не существенной по сравнению с другими 
членами уравнения. Поэтому следует ожидать, что решение за
дачи в определенном смысле близко к решепшо нелинейного 
уравнения первого порядка типа Гамильтона — Якоби:

=  i V V\2 +  Vе, t >  0, i s R №, (67)
которое получается из (56) отбрасыванием «малого» члена AU. 
Более простое уравнение (67) имеет неограниченное автомодель
ное решение, которое мы будем называть п. а. р. исходного урав
нения (56) и обозначать через £/а. Оно, как нетрудно убедиться, 
имеет вид

U a(t,  x )  =  ( T 0 - t ) - l' ^ l > Q 4 l ) ,  % = x / ( T 0 - t y * ~ v / w * - " \  ( 68)

где функция 0. ( 6) всюду, где она положительна, удовлетворяет 
уравнению 

N / \ 2
v | 7 e0aY  P - 2  *ea f
й  L I  /  2  (Р - ! )

i
P - i 6а +  9а =  0, g e R "

(69)

Для остальных полагаем 0а(£) =  О. Отметим, что
(69) имеет пространственно однородное решение 0а =  0н =  
=  (Р — 1 ) - 1/<е-1> Радиально симметричная функция 0а(£), 
£ =  | | | ,  удовлетворяет такой задаче:

Р - 2 - ° ' г 1 ' +  0а =  О, £ > 0 ;  (70)W 6а £ - £ > 0;2 (Р —■ l) s Р -  1
9а (0) =  0, 9а (оо) =  0. (71)

Второе краевое условие в (71) указано для удобства; фупкция 
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Oa S* 0 может не иметь достаточной гладкости, н если 0О (i*) =  О, 
то мы полагаем 0а =  0 в (£*, оо).

Л е м м а  5. При любых ^ > 1  существует (обобщенное) ре
шение 0 задачи (70), (71), причем

0a(?) =  ( P - l ) - 1/(p- 1) - TT^ r i yS2 +  o(?i), £ - 0 .  (72)

Это решение является убывающим и принадлежит С2 всюду, где 
оно положительно. При 1 <  [J ^  2 решение финитно, при (э >  2. 
строго положительно в R+.

Локальная разрешимость задачи устанавливается путем све
дения (70), (71) к эквивалентному интегральному уравнению. 
Монотонность решения, удовлетворяющего (72), непосредственно 
вытекает из вида уравнения. Если 1 <  (S <  2, то из (70) также- 
получаем

е'а2 - -р % Т  +  0а =  2^ Л Т 0^ > ° ’ ^ > 0 -

Отсюда

е1 < - [ 0а ( - р^Т - 0^“1) ] 1/‘! еа (0 ) =  0 Н.

Интегрируя это неравенство, получаем оценку сверху решения 0» 
через неполную бета-функцию и, в частности, оценку носителя:

mes supp 0а <  я 1/2 (ft — Г (1/|2 ф -  1)]) <  ^

При р =  2 уравнение (70) интегрируется, и его решение 
представимо в явном виде:

м о  =  { Г ‘ 6 ' 2 ) ’ с > л .  ( 7 4 >

В одномерном случае это решение определяет фундаментальную 
длину Ls =  2я S-режима. Если же р >  2, то, как следует из (70),

-  2 fp~2iy -  JZTT 0а =  -  о а2 -  el <  0. (75)

Если 0a(^i)>O , ?i > 0 , то отсюда получаем
/ г \-2 /(Р -2 )

0 а  ( & ) >  0 а  & ) ( - £ - )  О  S t -

Тем самым при р >  2 решение строго положительно в Б +.
Отметим также, что искомое решение 0а при всех 0 >  1 не 

меньше, чем убывающее решение задачи без источника:

/ ' * - ■ =  ^ > ° ;  / ( 0) =  9н,

которое подробно рассматривалось в § 4 гл. III. Там было пока
зано, что функция 0 определяется из некоторого алгебраи-
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ческого равенства, что позволяет вывести оценки 0а(£) снизу. 
Отсюда, например, в случае 1 <  {} <  2 получаем

(  2 —  В N<2— Р)/[2(Р— i) i
messupp0a > m e s  supp/ =  2 \ )  •

Весьма наглядное представление о качественных свойствах 
решения 0а дает приведенное на рис. 68, 69 изображение поля

Рис. 68. Решения уравнения (76) при 1 <  р <  2

Рис. 69. Гешепия уравнения (76) при (J >  2. Решение задачи (70), (71)
неединственно

интегральных кривых уравнения
Р - 2

4 (Р — 1) J £2 + Р - 1
0 - 0

1/2
(76)

которое эквивалентно уравнению (70). Жирной линией обозначе
но решение 0 , ^ 0  с асимптотикой (72), удовлетворяющее усло
виям (71).
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W Здесь необходимо отметить, что при р >  2 помимо решения 
вида (72) существует пучок подходящих положительных реше
ний с другой асимптотикой:
©«(£)“ (? — 1) - ,/(р- ,) — <7̂ С2(р- ,)]/(р-2>, £->0;  С =  const >  0, (12')
который изображен па рис. 69. Численпые расчеты задачи (56), 
(57) указывают на то, что лространственпо временная структура 
п. а. р. (68) верно передает асимптотические свойства неограни
ченных решений, однако остается неясным, какая из функций 
(72) или (72') реализуется в LS-режиме при t - * - T 0 .

Законность проведенного выше «усечения» уравнения (56) и 
перехода к уравнению первого порядка (67) проверялась в се
рии численных расчетов, которые показали асимптотическую схо
димость неограниченного решения задачи (56), (57) к п. а. р. 
(68). В ходе численного расчета автомодельное представление 
решения U (f, х)  определялось по формуле

0 (*, £) =  9а (0)
U  (t, £ || U  • 0(fl-2V2 (0))

Iff II (77)

И С/Нс* =  sup U (t , х), 0а(О) =  (Р — !)-*/(»-»).
X

Как обычно, в представление (77) заложена пространственно 
временная структура п. а. р. (68), и если u(t, х) развивается по 
его законам, то должно быть выполнено предельное равенство

lira 0 (t, 0  =  0а (С). (78)
QMiCx-oo

Подчеркнем, что в данном случае обычную автомодельную нор
мировку, пак, например, в § 4 гл. III, численно осуществить 
довольно трудно, поскольку здесь заранее не известоп момент 
обострепия решения.

Сходимость в смысле (78) к п. а. р. (68) с достаточно произ
вольных начальных функций численно установлена для различ
ных Р е (1, 2]. При р > 2  (LS-режпм), как мы знаем, автомо
дельная функция 0а =  0а (1| 1) в (68) определяется неединствсн- 
ным образом. Для примера (рис. 70) приведены результаты ав
томодельной обработки (77) решения задачи (56), (57) при 
JJ =  2 , когда 0а имеет наиболее простой вид; см. (74). Отчетливо 
проявляется сходимость (78) при росте решения всего в 10— 
20 раз.

3.4. Т р и  т и п а  н е о г р а н и ч е н н ы х  р е ш е н и й .  Из (68) 
следует, что пространственно временная структура п. а. р. зави
сит от знака разности р — 2. Так, если р <  2, то Ua(t, х)-+°° 
при t-* -T ^  сразу во всем пространстве; это HS-режим, и локали
зация отсутствует. Таким образом, найдено полулипсиное урав
нение с неограниченными HS-решсиинми (напомним, что урав
нение ц( =  Ди + иР таких решепий не допускало). На рис. 71 
приведены результаты численного решения одномерной задачи
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Рис. 70. Численная проверка асимптотической устой
чивости в смысле (78) в. а. р. (08) при р =  2 (£ =  х) 
(V =  1: 1 — h = 2 ,8 2 ; 2 — t2 =  3,03;  ̂ =  3,12; 4 —

ti =  3,16; 5 — t$ =  3,18



Рис. 71. Численное решение задачи (56), (57) при fi =  
- d,35 (HS-режим), /V =  1: 1 — U =  2,10; 2 — t2=  2,87; 

3 -  t3 =  3,00; 4 -  =  3,11; 5 — ts =  3,19; 6 -  t6 =  3,28;
7 — b =  3,34; S -  П =  3,40; 9 - i 9 =  3,45; 10 -  f10 =  3,51



(5G), (57) при р <  2 , которые находятся в хорошем соответствии 
с (68); в частности, это касается характера изменения амплиту
ды и полуширины решения.

При р =  2, как следует из (68) и численных результатов, го
рение происходит в S-режиме, когда u(t, х) возрастает до беско
нечности на ограниченном множестве. В случае симметричного

Рис. 72. Численное решение задачи (56), (57) при [J =  2 (S- 
режим), N =  1: l — h =  3,007 ; 2 — t2 =  3,107; 3 — t3 =  3,142;
4 — f4 =  3,156; 5 — =  3.165; 6 — ts =  3,173; 7 — t7 =  3,179;

8 — ts =  3,183; 9 — t9 =  3,187

элементарного возмущения область локализации S-режнма пред
ставляет собой носитель функции (74): сог. = { \х\ < л ) .  В одно
мерном случае это интервал длиной Ls =  2л (рис. 72); автомо
дельная обработка этого расчета приведена на рис. 70. Если об
ласти локализации, отвечающие разным возмущениям, не пересе
каются, то горение внутри них при t — Тп происходит независи
мо (рис. 73).

Если р >  2, то (68) обеспечивает неограниченное возрастание 
решения только в одной точке. Это локализованный LS-режим
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горения; конкретный пример его реализации приведен на 
рис. 74. Хорошо видно, что всюду, за исключением одной сингу
лярной точки, решение U(t, х) задачи (56), (57) ограничено 
сверху равномерно по t некоторым предельным распределением 
U (Тд , х ) <  оо, х ф  3.

Рис. 73. Независимое горение тепловых структур при [3 =  2 (S-режим), 
N =  1: 1 — г, =  0; 2 — t2 =  2,915; 3 — t3 =  3,026; 4 — Ц =  3,079; 5 -  ts= 3,U 5; 

6 — te =  3,133; 7 — t7 =  3,1421; 8 — fe =  3,1459

На рисунках штриховой линией выделена траектория дви- 
движенпя полуширины x ^ ( t )  тепловой структуры, горение кото
рой инициируется заданием одного и того же начального возму
щения. Сначала амплитуда решения U (£, х) падает и полушири
на увеличивается, что отвечает процессу расплывания нерезо- 
напспого возмущепия, а затем, когда развивается режим с обо
стрением, x^ ( t )  начинает изменяться в соответствии с
п. а. р. (68): Яэф (t) ~  (Т0 — t~>~ Т^. В частно
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сти, при р =  2 (S-режим) полуширина стабилизируется, что 
отчетливо видно на рис. 72.

Рис. 74. Численное решение задали (5G), (57) при р =  2,50 (LS-рсжим), 
TV =  1: 1 — t, =  4,257; 2 — h =  4,275; 3 -  t3 =  4,280; 4 — U =  4,283; 5 — f5 =  

- 4,285; 6 -  Ц =  4,286; 7 -  t7 =  4,2873; 8 -  =  4,2879; 9 — ta =  4,2883

Сформулированные выводы об устойчивости п. а. р. подтвер
ждаются качественной теорией нестационарного осреднения. Так 
же как в § 2, приближенное решение 17* (f, х) будем искать
в виде 17* (t, х)=  ф (1) р,(£), £ =  г/<р (*);  ̂>  0, £ е  R^, и по
требуем, чтобы 6Г* удовлетворяло законам сохранения:

S  D ( U , ) d x - 0 ,  j  £7,D (J7,) Лг =  0.
r n  r n

Тогда приходим к системе обыкновенных дифференциальных 
уравнений относительно амплитуды ф(1) и полуширины ф (t) 
тепловой структуры:

(ффЛ')' =  v ^ V *  +
(ф2ф ")' =  _ v, t 2<pw- 2 +  v ^ V ’- 2 +  v r f +i(p*, {
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Рис. 75. Интегральные траектории уравнения (80) при (5 е  (1, 2).
р >  1 + т

Рис. 76. Интегральные траектории уравнения (80) при [5 =  2 (случай [5 >  
> 1 + 2 IN при N >  2), Фа =  (Ь2/а2) ‘/2

где Vi (t =  1, 2, . . . ,  5) — некоторые функционалы от р (конкрет
ный вид их легко восстанавливается). От системы переходим к
одному уравнению:

_  jy ф |  — 5-,'Ф — 1 1
ф >  0 t ф >  0, (80)
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где щ, а2, Ъи Ъ2 — некоторые постоянные, которые, исходя из ес
тественных требований к характеру поведения фазовых траекто
рий, мы будем считать положительными.

Уравнение (80) более сложное, чем то, которое рассматрива
лось в § 2. Главное отличие фактически заключается в следую
щем: (80) содержит три независимых критических значения
параметра £), которые «управляют» общей структурой фазовой 
плоскости. Во-первых, это [1 =  2; критерий р й  2 определяет су
ществование или отсутствие локализации неограниченных реше
ний (в случаях р З2 2 и р <  2 поведение интегральных кривых 
совершенно различно). Во-вторых, критическое значение р =  
=  1 +  2/N; при р <  1 +  2/N уравнение (80) не имеет глобальных 
траекторий, а при р >  1 +  2/N, наоборот, существуют траектории, 
которым отвечают глобальные решения исходной задачи. 
И в третьих, это р =  2 +  2/N. При больших амплитудах ф можно 
пренебречь постоянными слагаемыми в числителе и знаменателе 
(80); в результате получается приближенное равенство

. . v Ф I -  Ьт |
ф } а 2ф Р -2ф2 - Ь 2 у

которое совпадает с рассмотренным в § 2 при а =  1. Поэтому 
картина поведения траекторий зависит от условия [1 в  a +  1 +  
+  2/N =  2 + 2/N. При р <  2 +  2/N все неограниченные траекто
рии сходятся к «сепаратрисе», порожденной п. а. р. (68):

ф ~  ф_2/(р- 2); ф->-оо;
t ( i ) ~ ( 7 ’0- f ) - ,/ts- ,), c p (i)~ (ro- f ) tB- 2)/[2t0- 1>] (81)

при t— Если же р З2 2 +  2/N, то асимптотика неограничен
ных решений п р и н е а в т о м о д с л ь п а  (см. § 2 ).

Большинство из этих результатов находится в правильном 
качественном согласии со сделанными ранее выводами. Оценки 
{81) дают, кроме того, и количественные совпадения при 1 < р <  
<  2 +  2/N, которые служат дополнительным свидетельством в 
пользу корректности построения неограниченных п. а. р. (68).

На рис. 75—77 приведено схематическое изображение поля 
иптсгральиых кривых уравнения (80) соответственно в случаях 
1 <  [1 <  2 (HS-режим горения с обострением), [3=2 (S-режим) 
и [3 >  2 (LS-режим). На всех трех рисунках параметры £), N  по
добраны таким образом, что, во-первых, [1 >  1 +  2/N  и тем самым 
имеется класс глобальных траекторий и, во-вторых, р < 2  +  2/N, 
т. е. неограниченные траектории ведут себя в соответствии с 
{81). Через обозначена сепаратриса, отделяющая семейства 
глобальных и неограниченных траекторий, ф0 и ф„ — изоклины 
соответственно нуля и бесконечности.

Итак, локализация неограниченных решений задачи (56), 
(57) имеет место при [1 =  2 (S-режим) и р > 2  (LS-режим), 
а при р <  2 она отсутствует. Разумеется, эта классификация не 
изменится, если мы перейдем к исходной задаче (54), (55). По
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лагая ца =  ехр{£7а) — 1, получаем выражение для п. а.р. уравне
ния (54)

ua(t, х) =  ехр {{Т0 — — 1,
| =  |х |/(7 ,„ - 0 (р-2)/[2(р- ‘)]. (82*

Нетрудно убедиться, что оно удовлетворяет следующему нели
нейному уравнению первого порядка типа Гамильтона — Якоби:

dujdt  =  1у на|2/ (1 +  иа) +  (1 +  ua)lnp(l +  гга). (83)
Отметим, что в исходных переменных t, х , и эволюционные 

характеристики процесса горения с обострением выглядят по- 
другому. В частности, из (82) нетрудно получить выражение для

Рис. 77. Интегральные траектории уравнения (80) при р >  2 (случай 1 -f-
- f  2[N <  р <  2 +  2IN)

зависимости от времени полуширины структуры Zat (Z): при
всех (} >  1

k * ( t ) ~ ( T 0- t ) Va^  0, t + T o .  (84)
В этом смысле три типа горения с обострением не различа

ются. В то же время при р <  2 решения не локализованы, и 
na(Z, х)->-оо в Rw, t-*- Tq . Напротив, при р ^ 2  решения локали
зованы. Оценка (84) справедлива во всех случаях. Поэтому при 
численной реализации исходной задачи (54), (55) отличие HS- 
от S- и LS-режимов достаточно отчетливо может проявляться 
при большом росте амплитуды неограниченного решения (на де
сятки или даже сотни порядков). Логарифмическое преобразова
ние Z7 =  ln( l  +  u) позволяет устранить это неудобство (см. 
рис. 71, 72, где для идентификации режима достаточно роста 
амплитуды примерно в 5—10 раз),
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3.5. О г л о б а л ь н ы х  п. а. р. При р>1-Ь2/ЛГ существуют 
глобальные п. а. р. задачи (54), (55). Как следует из методики 
построения ограниченных верхних решений в теореме 9, здесь 
на асимптотической стадии следует исключить из уравнения 
(56) член 1уЕЯ2- Поэтому глобальные и. а. р. t/a удовлетворяют 
нараболическому уравнению

dUjdt  =  AUa +  Ul, t >  0, н е й 1',
асимптотические свойства решений которого хорошо известны; 
см. и. 2 .6.

Переходя к первоначальному обозначению, получаем для гло
бального п. а. р. wa =  exp{t/a} — 1 следующее параболическое- 
уравнение:

d u jd t  =  Дца — lvMaIV(l +  ua) +  (l +  ua)ln|)(l +  ua). (85)
Таким образом, уравнение (54) обладает любопытным свой

ством: асимптотическое поведение его неограниченных и гло
бальных решений описывается существенно отличающимися 
друг от друга нелинейными уравнениями разных порядков 
(83) и (85).

КОММЕНТАРИИ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ. ПРОБЛЕМЫ

Первые качественные и численные результаты исследования неограни
ченных решений задачи (0.1), (0.2) получены в [155, 157, 92, 80, 79, 117, 
124]. Там же проводился предварительный анализ неограниченных автомо
дельных решений и впервые сформулированы понятия локализации режи
мов с обострением в теплопроводных средах с объемным энерговыделением.

§ 1. Численные примеры эволюции S-, HS- и LS-режимов с обострением 
частично взяты из [92, 79, 157]. Идея описания немонотонности функций 
еА(1) при >  а +  1 вблизи гомотормического решения путем линеариза
ции уравнения высказана в [155, 80] (см. также [81, 116, 117], где приве
дено много примеров численного построения семейств решений (0 А) при 
различных а >  0 и (} >  о 4-1, N =  1). Эта идея затем была реализована 
в [1, 2], где доказано существование конечного набора автомодельных 
функций 0А(|)  LS-режима при N =  1 (техника [1, 2], заметно отличается 
от использованной в § 1).

§ 2. Идея методов нестационарного осреднения принадлежит авторам 
работы [82]; см. об этом методе также в [80, 81, 117]. Отметим, что про
стота, конструктивность и достаточная надежность метода позволяют ус
пешно применять его в ряде других задач, например при исследовании не
линейной задачи лазерной термохимии [17]. Есть основания рассматривать 
его как один из вариантов метода радиально-сферического расслоения функ
ционального пространства (в отличие от метода сферического расслоения 
[147, 148]).

§ 3. При изложении пп. 1—3 мы в основном следуем [44]. Отметим, что 
при а =  0 теорема 2 дает давно известный результат [206, 131] (это же от
носится и к теореме 3), хотя, конечно, метод доказательства в квазилиней
ном случае принципиально иной, чем в полулинейном.

Утверждения п. 4 для случая а =  0 получены в [219]. Основа доказа
тельства леммы 1 — известное неравенство [144, 145], схема доказательст
ва взята из [219]. Семейство решений (50) найдено в [242], где рассмат
ривалось уравнение Ди — ц(«+2>/(лг-2> .= о. Существование семейства связа
но с инвариантностью эллиптического уравнения относительно некоторого 
конформного преобразования; см. библиографию в [97], а также [96]. Рас
суждения в п. 4.4, поясняющие возможность построения несимметричных
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глобальных автомодельных решений при р >  о -+-1 +  2/N, используют идею 
работы [228]. Результаты пп. 5, G получены на основе методов [30, 32, 53].

§ 4. Доказательство локализации неограниченных решений при р ^  
>  о +  I d одномерном случае проведено в [34]. При изложении п. 3 исполь
зуются результаты [35],

§ 5. Утверждение 1) (или 1')) ил предложения 1 — естественное след
ствие сильного принципа максимума для параболических уравнений и из
вестно сравнительно давно [264] (см. также [244, 252]). По поводу других 
утверждений см. [34, 35]. Подробное доказательство подобных теорем срав
нения можно найти в [59]; там же приведены более топкие теоремы, ус
танавливающие характер пространственных пересечений различных реше
ний параболических уравнений.

Всюду в § 5 речь идет об определепии множества притяжения Ж  не
устойчивого стационарного решепия. В случае уравнения (23) оно имеет 
вид Ж  =  (0О =  Т у * и 0 (х), где н0 ^  0 удовлетворяет (9), (10) и Т0 <  °о — 
время обострения решепия задачи (1), (2), р =  о +  1 с данной начальной 
функцией м0). Любопытно, что Ж  является неограниченным и содержит 
функции 0О, отличающиеся от 0s(х) в R па сколь угодно большую величи
ну. Важно отметить, что Ж  — бесконечномерное множество, по, разумеет
ся, не плотное в ZA

Сейчас получено сравнительно мало законченных результатов исследо
вания структуры множества притяжения неустойчивых стационарных ре
шений нелинейных параболических уравнений. Укажем в этой связи на 
работы [225, 49, 58, 59, 211, 251]; результаты [187] (уравнение быстрой диф
фузии н ограниченной области) обсуждаются в комментариях к гл. II. Ис
следованию асимптотической устойчивости обычных (без точек «сингуляр
ности» по времени) решений параболических уравнении посвящено боль
шое число работ; см., иапример, [16, 21, 49, 53, 62, 84, 104, 105, 170, 171, 177—• 
179, 189, 205, 218, 221, 227, 228, 247, 263, 266, 268] п приведенную там биб
лиографию. Чаще всего в этом случае возникает проблема выделения 
множества притяжения, которое содержит некоторую окрестность стацио
нарного решения (т. е. является плотным). В [49] получены условия асимп
тотической устойчивости неограниченных автомодельных решений квазили
нейных уравнений с источником, для которых формулировались краевые 
задачи в ограниченной области с подвижными границами. Последнее обеспе
чивало асимптотическую устойчивость соответствующих стационарных ре
шений. Отметим, что оценка (20) (или (26)), которая играет принципиаль
ную роль при доказательстве теоремы 2 о стабилизации, имеет место без 
ограничений типа (9), (10) на финитную функцию гг0(.т) (см. [35, 59]).

§ 6. Приведенные здесь результаты содержатся в [36, 28]. Утвержде
ние 1 в теореме 3, относящееся к полулинейному уравнению при а =  0, 

О — 1).¥/2, доказано в [278] (см. также [182, 221] и комментарии 
к гл. VII).

§ 7. При изложении большей части п. 1 и пп. 2.1—2.3 мы следуем [42]. 
Неравенство (12) ранее другим способом установлено в [206, 208], где так
же доказана теорема 1. Теорема 3 доказана в [206] (см. об этом в [131, 
234]). Теорема 4 для случая N =  1 и N =  2 доказана в [220]; обобщение 
метода [220], который используется в п. 2.1, па произвольные N ^  1 дано 
в [179, 234]. Справедливость предложения 1 при р =  3 установлена в [222]; 
случай произвольных р е  (1, <») рассматривался в [3, 2], Решение (43) по
строено в [49] с использованием результата [14], где аналогичное по струк
туре решение найдено применительно к уравнению (39) со стоком —в 2 
(р =  2) вместо источника.

В условиях предложения 1 автомодельное представление 9 (t, \) =  
== (Г0 — t)Vd»-T)M(t, | ( 7’0_ г ) 1/2) дЛЯ широкого класса ио(х) стабилизиру
ется при t - + T ~  па всяком множестве вида {\х\  <  с(Т0— <)1/2} к единст
венному нетривиальному решению On =  (Р — lJ-'AH-i) уравнения (39) в R 
,[58, 59]. Основное место в доказательстве стабилизации занимает вывод 
оценки сверху неограниченного решения u(t, х).  В [59] оценка u(t ,  х) ^  

ц , (Г — t) ~ в (о, Т0) X  R получена при следующих ограничениях
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на пачальпую функцию и0: sup и0 <  и0 — равномерно Липшиц непре
рывна в R; эти условия являются более слабыми, чем в [279, 280]. Резуль
таты [59], а также [58], получены за счет применения специальных теорем 
сравнения различных решений и  и v ,  основанных на анализе не только за
висимости от времени числа их пространственных пересечений, но и ха
рактера пересечении (например, в [59] при некоторых ограничениях дока
зана теорема типа: если w(t0, xQ) =  u(fo, х0) — v( t0, х0) =  0, то wx(t0, х0) Ф  
Ф  0). Эти теоремы обладают значительной общностью; они справедливы 
для широкого класса квазилинейных (вырождающихся) параболических 
уравнении, в том числе в многомерном случае, и =  u(t,  |х |) .

Отметим, что при наличии оценок u(t, х) снизу н сверху стабилиза
ция 0(f, £)^->-0п, равномерная па каждом компакте из R, вытекает из ре
зультатов [211], где также рассмотрен многомерный случай. В [211] ус
тановлено, что в этих условиях стабилизация имеет место при любых 1 <
<  Р (IV+ 2 ) /(IV— 2)+, что связано с отсутствием нетривиальных реше
ний 0(g) ф  0„ эллиптического уравнения Д|0 — (1/2)VE0 |  — 0/(fl — 1) -|-
- f  0S =  0, 5 е  Rw (при 0 =  0 ( | | ] )  оно переходит в (39)), если 1 <  |} <g:
<  ( .V + 2 )/(tf  — 2)+. Последнее доказано в [211] путем вывода специаль
ных неравенств типа [144, 145].

Более топкий качественный анализ показывает, что пространственно 
временная структура u ( t ,  х )  при t Т ~  описывается п. а. р. вида /а ((, т)) =
=  (Г# *) 1 ^  1^f*(rl)> r) =  x J ( T o — 0'*1 In (Го—() | v% где функция
/* (т1) >  0 удовлетворяет в R уравнению первого порядка: —/'т)/2 — 
— // (Э — 1) +  Р =  0, / ( ±  оо) = 0 .  Оно имеет целый спектр нетривиальных ре
шений /(г0 =  ( (Р — 1 +  СУ)-ч/(Р-1)1 с  =  const >  0.

Из требования аналитичности соответствующего представления
/(*. Л) =  (2*0— 0 ,/<p- |>»(*. Л(Г0 — () 1/2|1п(Г0 — t) | ‘/2)

в точке t =  То, т] =  0 вытекает, что при t Т~ реализуется одно решение 
из семейства {/}; ему отвечает С =  С* =  (Р— 1)2/(4()) и имеет место ста
билизация /  (f, tj) /* (ц), t Т~ , что проверялось в численных расче
тах. Указанные выводы при р =  3 сделаны в [222] (где есть некоторые ре
зультаты для N  =  2); анализ произвольных р >  1 проведен в [58, 59].

Теорема 0 доказана в [58]. В [59] установлено, что от требования кри
тичности решения ( u t ^  0 в (0, Го) X  R) можно отказаться. В [59] его ус
траняет следующий весьма общий результат: существует такая постоян
ная М к >  0, что если u ( t 0, х 0) >  М к, то u t (t ,  х 0) ^  0 при всех t е  [t0, Т 0).  
В работе [279] при весьма жестких ограничениях па и 0( х )  и величину р >  
> 2  установлено, что неограниченное решение и =  u ( t ,  |х |)  уравнения 
(17), N  =  1 ( х  е  (—R ,  К ) ,  u ( t ,  ±  R )  =  0), удовлетворяет условию mes <nL =  
=  0, т. с. и(Тц,  х)  =  оо только в одной точке. Теорема 7 взята из [219]. 
Все результаты п. 3 содержатся в [42, 32, 153]. Доказательство сходимости 
некоторых классов глобальных решений уравнений теплопроводности с ис
точником к п. а. р., удовлетворяющим нелинейным уравнениям типа Гамиль
тона— Якоби, можно найти в [51]. Устойчивость неограниченных п. а. р. 
в п. 3 пока не доказана.

Вопросы, связанные с топкой структурой неограниченных решений ква
зилинейных параболических уравнений, здесь подробно не рассматриваются. 
В этой связи укажем на работы [80, 81, 116—120, 122, 124, 155] (см. также 
§ 3, 4 гл. VII). Многомерные несимметрвчные собственные функции нели
нейных эллиптических задач, возникающих при построении неограниченных 
автомодельных решений, пока исследованы только численно [122, 124]. Они 
могут иметь разнообразную пространственно временную структуру, напри
мер область локализации в виде «звезды» [122]. Групповой анализ много
мерных уравнений нелинейной теплопроводности с источником проводился 
в [75—77]. Общие представления о роли собственных функций нелинейных 
сплошных сред в математической физике развиты в [116, 117, 123]. По по
воду приложений см. [116, 93, 158].
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Интересные свойства проявляют также неограниченные решения друго
го параболического уравнения со степенными нелинейностями:

ut =  V (| Vh |"Vh) +  о >  О, Р >  1; u. =  u(t, х) ^  0.

Условия неограниченности решении краевой задачи получены, например, 
в [276, 239] (см. обзор в [48]). Задача Коши рассматривалась в [331, где 
■показано, что при Р е ( 1 ,  о +  1 +  (о +  2)/N) все нетривиальные решения 
и Ф  0 являются неограниченными, а при р >  а -(- 1 +  (а +  2)/N существует 
класс малых глобальных решений. Там же показано, что при р ^  а +  1 не
ограниченные решения локализованы, а при 1 <  р <  о +  1 локализация от
сутствует. Свойство локализации при р =  о +  1 (S-режим) иллюстрирует 
построенное в [33] автомодельное решение в разделяющихся переменных: 
и.\ =  {Т0 — l)-' ,/aQ(x) >  0 при | x | < L s / 2 ,  0 =  0 при \ x \ ^ L s l 2 ,  где Ls — 

«фундаментальная длина S-режима: i s  =  л (а + 1 ) |/(а+2) [a sin(n/(<J +  2 ))]~'. 
Тонкая структура локализованных автомодельных решений при р >  о +  1 
(LS-режим) иА =  (Го- О - 1/(р-'1)0 (6 ), t = x l ( T 0- i ) ™  m = [ p - ( o  +  l ) ] /  

У[(а +  2) (р — 1) J, изучалась в [47, 56], где рассматривалась эллиптическая 
задача для функции 0(g) ^  0:

V• (| V0 |°V0) -  n m - l  -  J Z ~ [  6 +  0р =  0, £ <= RlV

Показано, что даже в симметричном случае 0 =  0 ( |£ | )  она имеет довольно 
■сложный спектр решении, состоящий, грубо говоря, из четырех семейств: 
трех дискретных (двух счетных) и одного дискретно-континуального.

1. (§ 1) Доказать, что число положительных решений задачи (5) — (7) 
при 1 <  р <  (ст +  1)Л7(ЛГ — 2 )+ конечно. Верны ли предсказания про
цедуры линеаризации в п. 4.1?

2. (§ 1) Доказать существование решений автомодельной задачи (5) — 
(7) при рЗ* ( о + 1 )  (ЛГ +  2) / (ЛГ-2)+.

3. ( §1)  Доказать существование радиально несимметричных решений 
эллиптического уравнения (2) в Rw при р > о  +  1, о > 0 ,  У > 1  (при о =  О, 
1 <С Р ^  (N +  2)/ (N — 2)+ их пет [211]). Определить число п пространст
венную структуру таких решений (качествеиные и численные исследова
ния выполнены в [122]).

4. (§ 3) Доказать отсутствие глобальных решений и Ф  0 задачи Коши 
(1), (2) при критическом значении р =  о +  1 +  2/IV (известно, что для о =  
*= 0 это верно [220, 179]).

5. (§ 4) Доказать локализацию неограниченных решений задачи Коши 
для и( =  V (a°Vu) 4- I >  0, 1  е  Rw, при р ^ о + 1 ,  о > 0  в случае про
извольных начальных функций и0. Можно ли вывести, как в одномерном 
случае (§ 4), оценку suppu(7’~ ,  х) через supp иа и время существования 
■решения?

6. (§ 4) Доказать эффективную локализацию в случае р ^  о +  1 при 
произвольных (псфинитпых) Uo(x) —>-0, |г |-* -оо .

7. (§ 5) Доказать асимптотическую устойчивость неограниченных авто
модельных решений LS-режима, р >  о +  1.

8- ( §7)  Доказать, что в задаче (17) область локализации при широком 
выборе начальных функций и0(х) состоит из дискретного набора точек (и в 
частности, mes (г е  RN | а (Г~, г ) =  оо) =  0).

9. ( §7)  Обосновать предложенную на качественном уровне в [222, 58] 
асимптотику неограниченных решений задачи (17) u(t ,  х) ~( 7’0— х  
X / *( х / ( Г0 - < ) 1/2|1п(Го - г ) | 1/2) при 1 +  7 7

10. (§ 7) Доказать эффективную локализацию неограниченных реше
ний задачи Кошн для ut =  А и +  (1 +  а)1пв(1 +  и), t >  0, i e  R‘v, при р ^  
^  2 н ее отсутствие в случае 1 <С р <  2.

11. (§ 7) Определит» условия, при которых асимптотическое поведепие 
неограниченных решений задачи (54), (55) описывается вырожденными 
а. а. р. вида (68).



Г л а в а  V

МЕТОДЫ ОБОБЩЕННОГО СРАВНЕНИЯ РЕШЕНИЙ 
РАЗЛИЧНЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ 

УРАВНЕНИЙ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ

В этой главе доказаны теоремы сравнения решений различ
ных нелинейных параболических уравнений, основанные на 
специальных поточечных оценках старшей пространственной 
производной мажорирующего решения через младшие производ
ные. Вывод таких оценок осуществляется в условиях критично
сти задачи (§ 1, 2). В § 3 рассматриваются более общие усло
вия ф-критичности. В § 4, 5 на основе операторного варианта 
теоремы сравнения изучается эффект локализации тепла в сре
дах с произвольным коэффициентом теплопроводности. В § 6 ре
зультаты § 1 —3 применяются для изучения неограниченных 
решений квазилинейных параболических уравнений. В § 7 полу
чены условия критичности разностных решений и на их оспове 
доказана теорема прямого сравнения решений разностных неяв
ных схем для различных уравнений нелинейной теплопро
водности.

§ 1. Условия критичности 
и теорема прямого сравнения решений

1. Постановка краевой задачи и задачи Коши. Пусть Q — 
произвольная область (не обязательно ограниченная) в R'v с 
гладкой границей dQ. Рассмотрим для нелинейного параболиче
ского уравнения

ut = А(и) = L(u, |V B|, Аи) (1)

(здесь |^ц| =  Igrad* и\) краевую задачу в шг =  (0, Г)Х О  с ус
ловиями

и (О, х ) = и 0(х )^О ,  ie £ 3 ,  (2 )
u(t, х) =  u, (t, х ) > 0 ,  0 < t  < Т, х е  5Q. (3)

Будем считать, что w0(^)-*-0, u,(t, а;)-* 0 при Ы и
u(t, а;)-*-0 при |а:| °° для любых 0 < < < 7 \  Задача ( 1 ) —(3)
включает в себя как частный случай задачу Коши (при этом 
фактически Q =  К 4’).

Функция L(p, д, г) в (1) определена и один раз непрерывно 
дифференцируема по всем аргументам, причем дЫдт> 0 в R+ X 
X R+ X R, что означает параболичность уравнения.
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Будем также предполагать, что существует вещественная 
функция г= 1 (р , д, У), удовлетворяющая тождеству

L(P, 9, HP, Я, Y ) ) = Y ,  (p, q, F ) e R + X R + XR. (4)
Функция l дифференцируема по всем аргументам в силу 

гладкости L. Из (4) вытекает справедливость следующих 
тождеств:

L i(P, 9, ЦР, 9. Y ) )+ L , (p ,  q, l(p, q, Y ) ) l1(p, q, У )= 0 ,
Ъ ( р , я , И Ш ) = и  (5) 

M p . q, l( ) ) + Lt (p, q, l( ) )h ( - )=0  
(здесь и далее используются обозначения L, =  OL/др, =  dl/dp,
Li = dL/dq, L3 = dUdr  и т. д.).

Положим
U{p, q)= Цр, 9, 0). (О)

В силу (4) функция 1В удовлетворяет тождеству
L{P, q, h(P, 9)) =  0, (р, ? ) e R + X R +. (4')

Указанным выше требованиям удовлетворяет, например, ква
зилинейный оператор

А (и) = К(и,  IV и \)Аи +  N(u,  |VU|) , (7)

где К(р, 9) >  0, N(p, q) — заданные достаточно гладкие функ
ции. В этом случае

JCP. г. У ) -  1К — ЛГ(Р, 1Л р , (8)

Для оператора нелинейной теплопроводностп с источником 
A(u) =  V -(k(u)V u )+ Q (u )=  к (и) Аи + к'(и)  \V и\г + Q (и) ,

k > 0 ,  (9)
аналогичные выражения имеют вид

l(p, q, У) =  [У — k' (p )q - -Q (p)}

k (Р, Q (Р) 
к{р)  •

1
к ( р )  ’

(10)

Будем предполагать, что в ь>т существует положительное 
классическое решение задачи (1 ) — (3), причем оно единственно.

Всюду в дальнейшем считаются выполненными следующие 
ограничения на функцию L:

а) условие параболичности оператора А: дЫ дг>  0;
б) существуют функции I, 10, удовлетворяющие тождествам 

(4), (4') соответственно.
2. Условия критичности задачи.
О п р е д е л е н и е .  Задачу (1) — (3) и се решение u(t, х) бу

дем называть критическими, если всюду в юг выполняется не
равенство

ut (t, x)>Q.  ( 1 1 )
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Условие (11) будет использовано для вывода поточечной 
оцспки старшей пространственной производной (лапласиана) ре
шения Дu(t, х) через младшие производные Iv h (£, г) I н u(t,x) .
Действительно, в силу (1) условие (11) 
равенству

эквивалентно не-

L(u(t,  х) ,  |Vu(£, х) 1, Дu(t, х ) ) ^ 0 В  0)г. ( 1 1 ')
Однако L, (р, q, г) >  0, и поэтому неравенство 
решить относительно Ди .

(1 1 ') можно раз-

Это приводит к оценке
Au(t, x)>l(,(u(t ,  х),  1 v u(t, x)l) В (От. ( 12 )

В частности, для оператора (7) получаем
. ^  N ( и .  | Уи| )

А и ^ -------;— , В шг,Л (и, | Ум | ) 1 1
(13)

а для оператора (9)

4 “ >  [ * w ] | v “ l’  1 (Ог. (14)

Поточечные оценки типа (12) — (14) служат основой предлагае
мого ниже подхода к сравнению решений различных параболиче
ских уравнений. _

Предположим пока для простоты, что и0 £  C2(Q) П С(О), 
их ^  С и ° ([О, Г)Х<9£2), и е  С?х4 (шг) П С\х ( “ г)- Это позволяет диф
ференцировать уравнение (1 ) один раз по f в о)т.

Т е о р е м а  1. Для критичности задачи (1) —(3) необходимо и 
достаточно, чтобы

А(и0 )=  Ь(и0, |V и01, Дн0) 3* 0, x e Q ,  (15)
du,(t, x ) / d t > 0 ,  (t, х ) ^ (0 ,  T)XdQ.  (16)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость условий теоремы оче
видна. Докажем достаточность. Положим ut (t, х )=  z в Тогда 
L(u, ц|, A u)= z ,  и поэтому Д u — l(u, IУ и I, z). Из (1) следу
ет, что функция z удовлетворяет в ыг уравнению
zt =  ЬДи, |V и\, l(u, |V и|, z))z  +  L 2( u , |V ц |,
l(u, | V u | t z ) ) ( V h  V z/ |  V и | ) +  L3(u, |V u\, l(u, |Vb I, z ) ) A z. (17)

Здесь v и v z — скалярное произведение двух векторов, получен
ное в результате дифференцирования: | ^ u | , = ( V h  V z ) / | V u | .
Это уравнение формально является линейным однородным пара
болическим с ограниченными коэффициентами, что обеспечивает
ся достаточной гладкостью решения u(t, х) и функции L. Поэто
му в силу принципа максимума (см. § 1 гл. I) z > 0  всюду в об
ласти ют, коль скоро z >  0 на ее параболической границе чт =  
=  (<е(0, Т), я: е  U U =  0, x ^ Q ). Этим завершается дока
зательство.

В дальнейшем неравенства (15), (16) будем называть усло
виями критичности краевых данных задачи ( 1 ) — (3).
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З а м е ч а н и е  1. Как следует из теоремы, критичность задачи 
не накладывает каких-либо ограничении на параболический опе
ратор уравнения ( 1 ) (если он не зависит в явном виде от пере
менной t), а целиком определяется свойствами краевых данных. 
Для оператора более общего вида

А ( н ) =  L(u, |V и\, А и; t, х)
аналогичное утверждение перестает быть справедливым.

Нетрудно убедиться, следуя доказательству теоремы 1, что в 
этом случае для критичности задачи нужно дополнительно по
требовать выполнения следующего неравенства:

~др L (р, q, г; 1, х) |r=/0(p.qH,j:) ^  О, (18)

{Pi Я) е  R+ X R+, (t, х') s  (i)r.
Например, если

А ( и ) =  V • [к (и; t ) ^ u ]  + Q(u) t ),

то условие (18) записывается следующим образом:
I д^к дк дк 1 \ 2 OQ Ok () .  „
\ d t d p  dp Ot k ) ^  dt Ot к '

За счет независимости изменения величин р и q оно распадается 
на два неравенства:

о Г (д; О
dt к (р; t) > о , о [ 0 (р ; О

Ot I к (р; г) > 0.

З а м е ч а н и е  2. Покажем, что ограничение на гладкость 
решения и, используемое при доказательстве, можно существен
но ослабить. При естественном предположении, что н е С *х2 (ыг) П 
П С (юг), доказательство проводится так же с той лишь разни

цей, что вместо функции z = ut (t, х) рассматривается разиост- 
ная производная

z (t, х) = — [гг (t + х, х) — и (t , ж)], (t , х) <= соГ_т,

где т е  (0, Т) — фиксированная постоянная.
Тогда для 2 аналогичным образом выводится параболическое 

уравнение вида (17). Что касается краевых данных, то в этом 
случае при выполнении тех же условий (15), (16) при (t , ж )е 
е (0 , Т — т) X дО, имеем

Z ( t ,  X) = ^  [ и г  ( t  + т, х )  — щ  (t , х )] >  0.

Далее, при 1 =  0
2 (0, х) =  [гг(т, х ) — н0(ж)]/т, i e Q .

Однако функция v { t ,  х)=и„(х)  в силу (15) является нижним 
решением уравнения (1 ) и при этом v = u i { 0, x ) ^ u . i ( t ,  х) на
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Oil. Тем самым и > v на ут, и, следовательно, u(t, x ) > v ( t ,  х ) s  
“ Но(^) в мг. Последнее равносильно тому, что z(0, х ) > 0  в £2 
при любых т е  (О, Т).

Итак, функция z удовлетворяет параболическому уравнению 
в шг_t и z ^  0 на параболической границе ^т-т Тогда z ^ O  в 
ь)т-т, и отсюда следует, что при всех (t, х ) е  сот

\ 1 • и {t +  т, х) — и (I, х)___ut (t,x) =  l im —1—■—:— ----- ——- ^ 0.
t-o+ Т

Разумеется, исходя из этого способа доказательства, можно 
заменить условие (16) на более слабое: ut (t, х) не убывает по 
t  на d Q .  Можно также ослабить требование на гладкость на- 
чальнойфункции и0(х).

3. Теорема прямого сравнения решении. Рассмотрим в 
краевые задачи для двух различных параболических уравне
ний (v = 1 , 2 ):

иГ  =  A(v) (u(v)) =  L(v) (u(v), | Vu(v) |, Au(v)); (19)
u(v) (0, x) =  4 V) (x) >  0, x<=Q; //'v)e C (Q ); (20)
n(v) (t , x) =  u<v) (t , x), 0 <  t <C T, x  e  dQ; (21)

M ^ e C d O ,  T)XdQ).

Функции L(v) (p, 9, г) будем считать достаточно гладкими. 
Так же, как в п. 1, через (Р, ?, Y ) ( l T = l W (P> Я, 0)) обозна
чим решение уравнения

£ <2) (Р, Я, lm ) =  Y, (р, q, У) s  R.H X R ь X R.

Пусть в и,, существуют положительные классические реше
ния рассматриваемых задач и и(2) ^  и(1) на ^г. В следующем ут
верждении даны достаточные условия прямого сравнения реше
ний задач (19) — (21), при которых н<2) ^  ии) всюду в сог. Под
черкнем, что речь идет о сравнении решений существенно отли
чающихся друг от друга уравнений.

Т е о р е м а  2. Пусть и12)> и{>) на ^т, т. е.

и(02) (х) >  и ^  (х), х с= Q,
и(2) (г, х) ^  и» 1 (г, дг), 0 <  t <  7\ х ^  dQ.

Пусть, кроме того, решение задачи (19) — (21) при v =  2 явля
ется критическим (это означает, чтои\2̂ ~^0 в <ат) и при всех 
(р, ?i r ) e  R+ X R+ X R выполняются неравенства

. - | : [ ^ (2) (Р. ?! r) — Lil)(P, ?! г ) ] > 0, (23)
' L(1) (p,? ,  42) (/>!?) ) < 0 .  (24)

Тогда и{2) ^  и(1) всюду в ыт.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим н(2)— н(1) =  z. Функция z 
удовлетворяет в сот уравнению
z, =  L(2, (w(2\  |VB(1M, Аи(2>) —

— L w (uw  -  z, |V um -  V z |, Дц<2> _  Д2), (25)

причем в силу (22) z > 0  на ^г. Проводя линеаризацию правой 
части (25) относительно функции z и ее производных, получим 
для z линейное параболическое уравнение с ограниченными ко
эффициентами:
zt - L ("(uw , |V«(2)|, v3) A z - L ™ { u w , |Vi>2|, A«<1,)(V»8.Vz)/|V i;2| -

| V h ( 2 ) |,  Д h (2)) z  =

=  L(2) (M(2), | Vu(2) I, Дм(2)) -  L(1) (н(2), I Vm(2) 1, Дн(2)), (26)

где ограниченные гладкие функции vh j  =  1 , 2, 3 (некоторые 
средние значения), зависят от решений и(1>, ц(2>.
, Рассмотрим правую часть (26). В силу критичности решения 

ц<2) выполняется поточечная оценка (см. п. 2 )
( Ди<2) >  1{2) (м(2), | Vm<2) |)  в в г . (27)

Условие (23) означает, что функция L(2)(p, q, r )— L U)(p, q, г) 
является неубывающей по третьему аргументу. Поэтому с по
мощью (27) получаем
А(2)(</2)) - А (1)(и(г)) > ^ 2>(и(2), |Vii(2,|, 1(02) (и(2), | Vh(2) |)) —

—  L (1) ( м (2), | V h (2) I,

Однако по определению Z<(2> (р, g, Zj,2> (р, <7)) =  0. Отсюда 
в силу (24)
,А(2) (W<2>) — А<1) (гг(2)) ^  — Z.(1) (ы:(2>, | УмС2> |, Z'2) (h(2\  | Vh(2) | )) >  0. 
Поэтому из (26) получаем, что

*i _  l ^ A z -  L(2 ] -  L[l)z >  0

всюду в юг. Поскольку z >  0 на уг, в силу принципа максимума 
заключаем, что г ^ О  в шт, т. е. н(2) >  u(t> всюду в рассматривае
мой области.

Посмотрим, какой вид принимают условия сравнения (23), 
(24) в случае параболических операторов конкретного вида.

П р и м е р  1. Неравенство (23) зависит, вообще говоря, от 
трех переменных: р, q, г. Однако для квазилинейных операторов 
вида
A(v) (u(v)) =  A(v) (h(v>, | v u(v>| )Ah(v» +  A(v>(h(v>, |v u(v)I), v =  1, 2,
оно, так же как (24), зависит только от р, q. Неравенства (23), 
.(24) в этом случае имеют вид

К ^ ( р ,  q ) - K ^ ( p ,  <7)5* 0,
tf<2>(p, q)N<"(p, q) — K w (р, q)N<‘'(p, ? )<  0. ^
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П р и м е р  2. Д ля уравнения нелинейной теплопроводности с
ИСТОЧНИКОМ

иlp  =  V • (A(v) (w(v)) Vw(v)) +  <?(v) (n(v)) (29)

условия (28) за счет независимости изменения р и q в послед
ним из них запишутся следующим образом:

ki2)( p ) - k w ( p ) ^  0, (30)
kw  (р) к(1) (р) -  к(1У (р) kw (p) >  0, (31)
Q(2) (Р) kw  (Р) -  <?(1) (P) kw  (р) >  0. (32)

Неравенству (31) можно придать более компактный вид:
\кт ( р ) / ¥ 1)(р)]' >  0. (ЗГ);

П р и м е р  3. Пусть функции и<т) удовлетворяют уравнениям
=  B(v) (v(v)) s  a(v) (v(v)) Av(v) +  b(v) (n(v)), v =  1, 2. (33)

Условия сравнения (23), (24) (или (28)) решений уравнений 
(33) имеют вид

а<2) (р ) — а<1) (р ) ^  о,
bm (p)afi)( p ) ~  b{i)( p ) a ^ ( p ) >  0 1 '

и выглядят значительно проще, чем (30) — (32) (по крайней ме
ре они не содержат производных от входящих в них функций).

В то же время уравнения (29) в результате простых преобра
зований приводятся к виду (33). Действительно, положим

H(v) (р) =  j  /e(v) (ii) dr\, р >  0, v =  1, 2* 
о

и через h{v)(p) обозначим функции, обратные к / / (v), так что 
H lv) (hlv) (р))= р существуют по крайней мерс для всех не 
слишком больших р в силу монотонности 7/(v); последнее обеспе
чивается условиями /c(v) >  0).

Сделаем теперь в уравнениях (29) замену
u(v) =  /l(v)(i;(v))i v =  1 , 2 . (35)

Тогда, учитывая, что /c(v) (р))/t(v) {р) =  1, получаем для функ
ций Vм  уравнения
n(tv) =  kw  (fc(v) (*;(v))) ДгЯ +  <?(v) (fc(v) (*;(v))) fc(v) (hiv)(v<v))), 

которые совпадают с (33), если в последних положить

v = l , 2 ,

fl<"> (p )= k^(h< "  (р)),
(р) = QW (Л<») (р) ) к(у) (h<v> _ (36)

Из (35) следует, что неравенство vm >  н'1’ эквивалентно
неравенству

Ыт (и(2))>  H w (u (,)) в G)r. (37)
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В результате получаем, что при выполнении условий
Л(*)(А<*) (р)) — k w (hw {p))>0,  (38)

Qll' (hw ( p ) ) - Q li4 V " ( p ) ) >  0, р >  0, (39)
а также других условий теоремы 2, в частности неравенства

H w (ит ) >  {uw ) на *fr, (40)

справедливо (37).
Условиям сравнения (38), (39) можно придать такой вид:

£<2) (р) -  к [А(1) (Я<2) (/>))]> 0, (38')
Ql2){ p ) - Q it)[h<i){ H ^ ( p ) ) ] > 0, р > 0. (39х)

Неравенство (37) при этом можно записать следующим образом: 
и<,,> А (1>{Я(,,(и<,))] в со г. (37х)

Таким образом, сравнивая не сами решепия w<v| уравнений
(29) , а некоторые нелинейные функции от них (см. (37) или
(37х)), удалось добиться значительного упрощения условий
сравнения: вместо трех неравенств (30)—(32) осталось только 
д в а —(38), (39) или (38х), (39х). Такой (обобщенный) метод 
сравнения мы называем операторным или функциональным. Бо
лее подробно он будет рассматриваться в следующем параграфе.

З а м е ч а н и е .  Нетрудно видеть, что условия сравнения
(30) —(32) будут выполнены тогда и только тогда, когда функ
ции к1"  и Qw  представимы в виде

A<»(p)=fc<2>(p)[l +  p (p )]-‘,
<?(1) (р) = Q(2) (р) [1 +  р (р ) ]“' [1 + v (р )

где p,v — произвольные гладкие неотрицательные функции, при
чем (х — неубывающая функция.

§ 2. Операторный (функциональный) метод сравнения 
решений параболических уравнений

В этом параграфе доказывается более общая, чем в § 1, тео
рема сравнения решений различных нелинейных параболических 
уравнений. Изложение проводится на примере вырождающихся 
уравнений, которые, как известно (см. § 3 гл. I), могут не иметь 
классического решения. Более подробно мы рассмотрим одномер
ное уравнение, хотя все результаты справедливы для уравнений 
со многими независимыми переменными (соответствующие при
меры приводятся ниже).

1. Условия критичности решений вырождающихся параболи
ческих уравнений. Рассмотрим в шг =(0 , Г)Х R+ краевую задачу

ut = (к (и )их)х =  (ц>(и))„, (1 )
ц (0, х )=  и0(х)> 0, х >  0; supuo<°°, sup I [<p(ue)]J < °° , (2 ) 

u(t, 0) = и , ( 0 > 0, 0 < t < T .  (3)
296



Пусть уравнение (1) является вырождающимся при и =  С̂ 
т. о. А: (0) =  0, и к е  C2(R+) П С(1[0, «=)). Решение задачи являет
ся классическим_в Р г[и]= {(£ , х ) ^ с о т\ u(t, ; г ) > 0} и может не 
иметь в 5т[н] =  Р г[н]\Рг[ц]\йо)г (точках вырождения) всех про
изводных, входящих в (1). При этом функция k(u( t , x) )ux(t, х) 
является непрерывной по х  в R+ при любых фиксированных
*®(0, Т).

Тан же как в § 1, задачу (1) —(3) и ее решение будем назы
вать критическими, если ut (t, х ) ^  0 всюду в Рг[и].

1.1. Ниже для удобства будем считать, что и0 е  С2 всюду, где 
i£„ >  0, и и, е  С1 ([О, Т ) ) (эти ограничения можно существенно 
ослабить). В указанных предположениях справедлива следующая

Т е о р е м а  1. Для критичности задачи (1) — (3) необходимо 
и достаточно, чтобы

(к(и0)и'0)' > 0 ,  х<= { х > 0 1 и 0(х )> 0 } , (4)
u ' i ( t ) ^  0, O c t < T  (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем достаточность условий (4), 
(5). Предварительно заметим, что критическая, ограниченная в 

R+ начальная функция м0(а:) является невозрастающей в R+. 
Действительно, в силу (4) она не может достигать в R+ положи
тельного максимума. Предположим, что в некоторой точке 
х* е  R+, где и0(;г*)>0, она является возрастающей, т. е. 
и0 (х*) >  0. Тогда и0(х)>  0, и0(х) > 0  при всех х > х * ,  и из (4) 
получаем

к (и0 (х)) во (х) >  к (и0) щ \х _х* > 0, х >  х*.
Поэтому при всех х > х *

V*)
f к (т)) dr\ >  к (и0) щ (а: — а:*),

т. е. и0(х) неограниченно возрастает при х  -*■<», что противоре
чит предположению и0 е  С (R+) (sup и0 <  °о ).

Итак, начальная функция и0 является невозрастающей, и мы 
вправе заключить, что множество точек вырождения S/Jn] состой 
ит только из одной кривой (0, Т)Х  {х =  £(£)}, причем

k(u(t,  t ( t ) ) ) u x(t, Б(0 ) = 0, 0 < t < T .  (6)
Функция x =  ^(t) является неубывающей и непрерывной в 
[О, Т) (см., например, [175, 232, 257]).

Справедливость теоремы 1 можно установить несколькими 
способами. Ниже кратко излагается одно из доказательств, при 
котором существенным образом используются свойство (6) и 
предположение, что и е  С2,4 (Рт [а]).

Положим z =  ut =  {k(u)ux)x. Функция z удовлетворяет в fVfnJ 
формально линейному параболическому уравнению

z< =  [k(u)z]a . (7)
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Тогда z(0, х ) >  0 в ( 0< а ; < £ (0 ) }  в силу (4), и, как следует из 
(5), можно считать, что z(£, 0 ) > 0  при £ е ( 0, Г). Остается про
верить, что, грубо говоря, z >  0 вблизи кривой (О, Г)Х{;Г =  
=  £(£)}—правой боковой границы Рт\и\. Это прямо следует из 
равенства z = (к (и) их)х. Интегрируя это равенство по малому 
интервалу (£(£)— в, £(£)), е > 0  (нетрудно проверить закон
ность этой операции), в силу (6) получаем

W)  и

J Z(£, x ) d x =  — (ф(м))ж|(,1И0_е), ф (и) =  j  к  (ц) dtp (6')
£ (0 -е  о

Поскольку ф(ц(£, ж)) >  О на (£(£)— е, £ (£)) и (ф (u ( t , x ) ) )x -+- 
*+■ 0 при х-*- £~(£), всегда можно указать такое сколь угодно ма
лое е >  0, что (ф(н) ) * < 0  в точке (£,£(£)— е), и, следовательно,

W)
j z (£, х) dx >  0.

£(«’)—е
Поэтому в любой сколь угодно малой левой полуокрестности 
точки ж =  £ (£) найдется такое т* (£) е  (£ (£)— е, £(£)), что 

(£, х ) > 0.
Функция z является классическим решением уравнения (7) в 

области (0, Г)Х{0 <  x<L ж* (£)}, причем z >  0 на ее параболиче
ской границе. Тогда в силу сильного принципа максимума 
(см. [165]) z 0 во всех внутренних точках области (0, Т)Х  
X (0 <  т <  ж* (<)}. Учитывая, что е > 0  может быть сколь угодно 
малым, получаем, что z =  и, 0 в Рт[ц].

З а м е ч а н и е  1. Нетрудно показать, что в качестве множест
ва (0, Т )Х { х =  х * (£)} в доказательстве теоремы может быть вы
брана непрерывная кривая. Более того, в условиях теоремы 
И/>  0 в некоторой окрестности (0, Т)Х{£(£)— 8 < х <  5(0> 
(см. [232]).

З а м е ч а н и е  2. Тем же способом можно показать, что в ус
ловиях теоремы 1

ux(t, х ) ^ 0  в Рт\и\. (8)
Отметим, что функции z =  и, и z = их удовлетворяют в Рт [и] 
одному н тому же линейному параболическому уравнению (7).

1.2. Утверждение, подобное теореме 1, справедливо для более 
общего, чем ( 1 ), вырождающегося параболического уравнения

и, =  V • (fc(u)V и) -f Q(u) =  Дф(и)+ Q(u),  (9)’

где (> еС ([0 , °°)), ( ? ( 0 ) = 0 — заданная функция. Пусть О — 
произвольная область в RA с гладкой границей д£2. Рассмотрим, 
например, для уравнения (9) краевую задачу (пли задачу Ко
ши, если Q =  КЛ ) с условиями

ц (0, х) =  н0 (х) >  0, т е й ,  
и(£, ж )= 0, 0 <  £ <  Г, xe=dQ.
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Для наших целей достаточно следующего, далеко не опти
мального по требованиям к и0(х) утверждения о критичнцстд 
решения задачи (9) — (11).

Т е о р е м а  2. Пусть (>«=£*([0, <»)), (>(0) =  0 и Q '(u )>  0 прщ 
и >  0. Пусть область Q0 =  supp и0 с  Q имеет гладкую границу 
д£20 и и0 е  С2(£20)П C(Q). Тогда для критичности u(t, х) необхо
димо и достаточно, чтобы

Лф(и0) + ( > Ы ^ О ,  (12)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы будем исходить из того, что обоб-: 

щенное решение u(t, х) может быть получено как предел при 
е 0+ последовательности строго положительных классических 
решений ие уравнения (9) в и , =  (0, Г ) ХЙ с условиями, 
ие (0, х) =  це0 (х) =  (р~‘ (ср(и0) +  е) и0 равномерно в 9  при е 0+, 
1ге =  Ф_1 (е) на (0, Т)Х  dQ. Фиксируем достаточно малое т > 0  и 
рассмотрим функцию zc(t, х) = \ut \t + т, х ) — ut (t, х)\/х,  которая 
удовлетворяет в линейному параболическому уравнению

(zE), =  Д (az«) + bzt,
где через а, Ь обозначены гладкие функции 

1
а =  J  ф' (т)не (t + т, х) +  (1 — ц) иг (t , ж)) dr\,

0
1

ь =  |  Q' (TIUe (t + х, х) +  (1 — ц) иЕ (t , х)) dr\. 
о

При этом zt =  0 на [0, Т — т] X 5Q.
Рассмотрим функцию ze(0, л;) =  [пе(т, х ) — ие0(а;)]/т в 9. 

Поскольку н силу принципа максимума ие ^ ф _ ,(е) в шг (напом
ним, что Q{u)~^ 0 при всех и 5=0), то для любых име
ем ze(0, x) = [ut (т, х ) — ф~* (е))/т ^  0. Далее, рассмотрим функ
цию v(t, х) — классическое решение уравнения (9) в (0, Г ) Х  
с условиями н(0, х) =  ис0(х) в й 0, н =  ф- 1 (е) на (0, Т)Х dQ0. 
Оно является критическим, так как в силу (12)
Дф(Иео)+ <?(ггЕо)= Дф(и0)+  (>(ф“‘ (ф(н„)+ е)) Зг

3* Дф(м0) +  Q(u0)>  0 в й 0,
и, следовательно, v(t , х) ^  п(0, х) в (0, 7 ) Х 9 0. Из теоремы 
сравнения тогда получаем ut 5= v 5= нЕ0(а) в (0, 7 ) X Q 0. Поэтому 
se(0, х ) > 0  в Q» при любых т е ( 0 ,  Т).

Итак, ze >  0 на параболической границе области шг- т, и в си
лу принципа максимума ze > 0  в шт-т. Отсюда предельным пере
ходом е 0+ и х —*■ 0+ получаем, что u(t, х) не убывает по ( в 
о , и, следовательно, ut >  0 в Р т[п]. Необходимость условия (12) 
очевидна.

2. Теорема операторного сравнения решений. Возможности 
операторного метода сравнения мы продемонстрируем сначала на 
примере относительно простых уравнений. Полученная при этом
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теорема сравнения будет использована в § 4 при исследовании 
эффекта локализации граничных режимов с обострением.

Рассмотрим в «Вт две краевые задачи для различных (вырож
дающихся) параболических уравнений (v =  1 , 2 ):

u<(v) =  [fc<v) (u<v>) u T ] s  (фМ («(v,) )« ;  (13)
u(v) (0, х) =  l4,V) (X) О, X >  0, (14)
u(v) (/, 0) =  m<v) (t) >  0, 0 <  t <  Т. (15)

Пусть функции, входящие в формулировку задач (13) — (1 5 ), 
удовлетворяют всем требованиям, предъявленным в п. 1 к функ
циям к, «о, и, при постановке задачи (1 ) — (3), и в о)т существу
ют неотрицательные обобщенные решения рассматриваемых 
задач.

Введем в рассмотрение функцию Е(р),  дважды непрерывно 
дифференцируемую при всех р >  0, причем £ (0 ) =  0, Е(°°)=°°  
и £"(/?)>  0 при р >  0. Последние условия означают, что Е осу
ществляет взаимно однозначное отображение R+ -*■ R+. Поэтому 
в R+ определено обратное преобразование Е~1(р), удовлетворяю
щее всем требованиям, предъявленным к функции Е.

Пусть ит 5* Е~' (и1,)) на ут- Задача операторного (функцио
нального) сравнения решений п<2) и uli) состоит в определении 
условий, при которых и12) > Е~' (и(,,) всюду в (ог. В следующем 
утверждении для этого используются поточечные оценки старшей 
производной мажорирующего решения, вытекающие из его кри
тичности.

Т е о р е м а  3. Пусть um > E ~ ' ( u l,)) на f T, т. е. 

ио) {х) > Е~1( $ ) (х)), *£=!!+,
0 < t < T .  (16>

Пусть, кроме того, решение задачи (13)—(15) при v =  2 явля
ется критическим и при всех р >  0 выполнены неравенства

V 2> ( p ) - k ^ ( E ( p ) ) >  0, (17)
[ k ^ ( p ) / k ^ ( E ( p ) ) E ' ( p ) Y >  0. (18)

Тогда ит > £ - | (мс,)) всюду в <вт.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим Е~' (utn) =  Vll). Функция V10 

удовлетворяет в шг уравнению
T>(i) =  L(i)(y ( i ) | F(1) |t y (0) s

=  k(I) (Е  (V(1))) V(J> +  [i<1) (FU))2f (19)

Причем в силу (16) u,2> >  Vl,) на yr. Решение u,2> (t, x) уравнения 

=  L (2) (u(2), | u?> I, u«>) 3  fc(2) (u(2)) u£> +  k w  (n(2)) (u<2>2) (20)

является критическим, т. e. Pr [u(2)], что обеспечивает
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(21)

всюду в Р т[м(2)] поточечную оценку

и( 2 )Д.ЛГ
А(2>' (и(2))
т12) (*<2)) i 2)y .

Нетрудно видеть, что неравенства (17), (18) являются условия
ми прямого сравнения решений параболических уравнений (19), 
(20) при наличии оценки (2 1 ) (см. теорему 2 § 1 ).

Воспользуемся тем, что обобщенные решения задач (13) —
(15) могут быть получены как пределы при к °° последова
тельностей классических строго положительных и ограниченных 
решений соответствующих уравнений. Нетрудно убедиться,
что монотонно убывающие с ростом к последовательности бес
конечно дифференцируемых функций |u/t2) (0, г)) и (а),2) (t, 0)), 
которые сходятся соответственно к функциям (х) и и)21 (t), 
могут быть выбраны критическими.

Существование последовательности |и),2) (t, 0)) с нужными 
свойствами очевидно. Что касается начальной функции, то эта 
проблема сводится к аппроксимации кусочно гладкой выпуклой 
функции U f \ x )  =  ф<2) (мо2) и ) ( ( ^ о 2)) " > 0  всюду, где t/o2)> 0 ) 
последовательностью гладких выпуклых положительных функ
ций (ф<2) ( 4 2) (0, ж))), равномерно отделенных от нуля. Разумеет
ся, это всегда можно сделать.

При построении аппроксимирующих гладких решений ^ 
нетрудно добиться того, чтобы и^г) ^  V/У =  Е 1 (u5t1)) на цт при 
любых А-=  1, 2, Функции м),2) являются критическими и 
удовлетворяют неравенству (21). Поэтому в силу теоремы 2 

всюду в «Вт при каждом к =  1, 2, . . .  Отсюда предель
ным переходом к °° получаем, что и(2) 5= Р (,) в шт.

С л е д с т в и е .  Пусть функция Е такова, что
Л‘* > ( В Д ) = А (г,0 0 ,  Р >  0, (22)

и uw > E ~ l {ull)) на цт. Пусть, кроме того, выполняется условие
Е " ( Р)<  0, р >  0. (23)

Тогда и{2) ^  Е~1 (н(,)) всюду в сат.
Неравенство (23) эквивалентно следующему:

[_ k ^ '  (aH)_1 (/>))
(A(v>' (р) 0, р >  о). (23')

Отметим, что в условиях следствия нет предположения о кри
тичности и(2). Справедливость неравенства н(2) 5= Е~' (и(,)) э  У(1) 
в Шт вытекает из непосредственного сопоставления уравнений
(19) п (20). Первое из них можно записать в виде

7 Ц) =  (*(.> (yd)) уП))х + p(. i ) (р (1)) Е "  ( г (1)) / Т/-(1)Ч8

301



откуда при выполнении (23) следует, что F (1)—нижнее реше
ние задачи (13) —(15) при v =  2, и поскольку ит >  F (l’ на цт, 
то н(2) ^  F (1) ВСЮДУ В (0Т.

При доказательстве теоремы 3 использовалась возможность 
аппроксимации критической начальной функции и ^  (х) после
довательностью положительных гладких критических функций. 
В этом предположении (см. теорему 2) теорема сравнения спра
ведлива в случае краевых задач для параболических уравнений 
с источником:

it)v) =  V -(A'(v) (u(v)) Vu(v)) +  <?(v) (u(v)), v =  1 , 2, (24)

где Q(v) e  C‘([0, °°))— заданные функции.
Т е о р е м а  4. Пусть um ^  Е~' (и(,)) на ут, и пусть решение 

uw  является критическим, т. е. и\2) (t , х) ^  0 в Рт [и(2)]. Пусть, 
кроме того, при всех р >  0 выполняются неравенства

k ^ ( p ) - k ^ ( E ( p ) ) >  0, (25)
{ к ^ ( р ) / [ к ^ ( Е ( р ) ) Е ’ (р)]У>0,  (26)

<?(2) (р) (Е(р)) -  QU)(E (р)) к'2' {р)/Е' {р)> 0. (27)

Тогда um ^Е~* (u(i)) всюду в сот.
При доказательстве теоремы уравнение для функции F(1) =  

= E~l (ult)) удобно записать в виде

И г) =  V -f/сС1) (Е) VF(1)] +  — Е" 1 VF(1) |2 +  (28)

Тогда неравенства (25) — (27) являются условиями прямого 
сравнения решений уравнений (24) при v =  2 и (28) (см. тео
рему 2 § 1 ).

С помощью принципа максимума без труда проверяется спра
ведливость следующего простейшего варианта операторной тео
ремы сравнения:

С л е д с т в и е .  Пусть функция Е такова, что выполняется ра
венство (22), и пусть и<2> >  Е~‘ (и(,>) на j T. Пусть, кроме того, 
при всех р >  0

£"( />)<0,  Qm {p)> Qw {E{p)) /Е ' (р ) .
Тогда и1г) > Е~* (и11)) в <ог.

§ 3. Условия ф-критичности

В этом параграфе дается одно из возможных обобщений по
нятия критичности решения и выводится новый класс поточеч
ных оценок старшей производной решения квазилинейного пара
болического уравнения через младшие. Эти результаты могут 
быть использованы для доказательства более общих теорем срав
нения решений различных уравнений и имеют, кроме того, дру
гие области приложения.
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1. Определение ^-критической задачи. Пусть Q — ограничен
ная область в ПЛ с гладкой границей д£2. В этом параграфе мы 
будем рассматривать краевую задачу для квазилинейного пара
болического уравнения:

и, =  А ( и) =  V • (к(и) V и) + Q(u), t >  0, x e f i ;  ( 1 ) 
и(0, х ) =  щ (х )>  О, £<=£}; (2 )
u ( t , x ) =  0, 0 < t < T ,  (3)

Для простоты будем предполагать, что положительное в реше
ние задачи (1 ) — (3) является классическим.

Пусть задана некоторая функция ф(р), дважды непрерывно 
дифференцируемая при р >  0, тф(0) =  0, ф е С ( [ 0, °°)).

О п р е д е л е н и е .  Задачу (1) — (3) и ее решение назовем 
ф-критическими (по отношению к заданной функции ф), если 
всюду в сог выполняется неравенство

u,(t, х) — ф'(ц(<, х ) ) > 0 .  (4)
В соответствии с определением в § 1 нуль-крптическую зада

чу (т. е. ф-критическую при ф =  0) будем называть просто кри
тической. Из неравенства (4) вытекают более общие, чем в § 1, 
поточечные оценки старшей пространственной производной реше
ния через младшие:

А ^  / /  (и) , ,«  , Ф («) —  Q (") / г - ч

f c ( u )  В  < 5 >

Использование оценок типа (5) с достаточно произвольной функ
цией ф расширяет возможности прямого и операторного методов 
сравнения.

2. Достаточные условия ф-крптичности задачи. Пусть и0 е  
е  C2(Q) П С(£2), u е  Cfi4 (юг) П С?*2 (“ г)- Отметим, что требование 
на гладкость решения в сот (и отчасти на начальную функцию 
и0) можно в принципе ослабить. В сделанных предположениях 
справедлива

Т е о р е м а  1. Для ^-критичности задачи (1) —(3) достаточно, 
чтобы начальная функция и0 удовлетворяла условию

А(и0(.г))— $ ( uq(x) ) >  0, яе£2,  (6)
и при всех р >  0 выполнялись неравенства

[(Щ ' / к \ ( р ) > 0 , (7)
[ k ' t f - Q * ( H / Q ) ' ] ( P)>  0. (8)

Неравенство (8) можно записать в более компактном виде:

р >  о. (8')

Отметим, что (8') имеет смысл и для тех значений р > 0 ,  при 
которых ф(р) =  0 (соответственно (8) определено там, где (2 =  0).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим z = u t — ф(и). Из (6) п ус
ловия г|:(0) =  0 следует, что г ^ О  на ут. Используя равенства

и, =  z +  if (и), Аи =  +  If (и) — Q(u) — к' (и) | Vu|2}, (9)

нетрудно получить параболическое уравнение, которому удовлет
воряет функция z:
z( — к (и) А г — 2 к' (u) Vu-Vz —

U И0* +  (2 ф (и) -  Q (и)) +  Q' (и) +  к (и) f'к' (и)к (и)

=  [к' (и) У2 (и) — Q-Ци) М'*)Ф(“)
<Лм)

к (и)
(к (И) -ф(и))'

к (и)

| Vu |2 

Vul3.

(10)

Для вывода этого уравнения достаточно заметить, что zt =  
=  Ни — ф'(п)п,, а затем определить из уравнения (1 ) производ
ную и,,, производя упрощения с помощью равенств (9).

Условия (7), (8) гарантируют неотрицательность правой час
ти уравнения ( 10), что в силу принципа максимума обеспечива
ет неотрицательность функции z = ut — ф(и) в toT, коль скоро 
z ^  0 на Чт-

З а м е ч а н и е  1. Условия ф-критичности оператора А  в слу
чае ф =  М =  const <  0 имеют следующий вид: (к’/ к ) ' *£ 0,
[(Q/M — 1)//с]' >  0. Они выполнены, например, при к(и) = 
=  (1 +  h )°, о > 0  и  Q = 0 .  Поэтому решение уравнения и, =  
=  V •( (1 +  и)а V и ) , удовлетворяющее условиям (2 ), (3), обладает 
следующей особенностью:

щ (f, х ) ~ ^ Ы  ut {0, j)  =  inf {V-((l+ ии)° Vw0)) (ж),
xBQ x^Q

т. e. при t >  0 решение не может убывать по t быстрее, чем это 
было в начальный момент времени.

З а м е ч а н и е  2. Пусть ф(р)> 0 при р >  0. Тогда из (4) сле
дует, что всюду в о)т решение ф-крнтической задачи связано с 
начальной функцией следующим образом:

1l(f ,Я)

I Ш > ‘’ 0 <1 <т  <И)

Это неравенство дает поточечную оценку решения снизу (см. 
применение подобных оценок в § 6).

З а м е ч а н и е  3. Как отмечалось ранее, требование гладкости 
и е  С2,4 (со,) П С' ~ (со,-) можно ослабить, если доказательство снача
ла провести для функции

z(t, х) =  [и (t +  т, х) — u(t, а:)] — ф (и (t , х )), т е  (0, Г),

а затем перейти в неравенстве z ^  0 в со,—t 
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З а м е ч а н и е  4. Теорема 1 справедлива в случае обобщенных 
решений задачи (1) —(3). Если, например, воспользоваться регу
ляризацией из доказательства теоремы 2 § 2, то в предположе
нии ф(ы0) е  C2(Q), Дф(и0) +  @(м0) > ф  (и0) в Q, для начальных 
функций ие0 =  ф-1 (ф(ы0) +  е) >  <р“' (е) в Q получим
Аф(«ео)+  Q ( U ' o ) —  ф ( « Ео) =  Дф(Ио) +  <?(иЕо)— ф ( « Ео ) >

>  Q(Uco)— Q{u0) — [ф (М  — ф(Ио)] =  o( l )
при е 0+ в Q. При этом (иЕ) ( — ф(пе) = —т)г(ф—*(е) )=  о(1)
при е 0+ на (О, 7)X5Q.  Поэтому при выполнении неравенств
(7), (8) в силу принципа максимума получим, что

М t — ф М  >  inf {(u*)( — ф (Me)} =  о (1 ) 
vt

при ё 0+ в и г. Отсюда, осуществляя предельный переход при 
е -► 0+, выводим неравенство и, — ф(ц)> 0 в /^[н].

Доказательство можно провести и другим способом. Рассмот
рим, например, случай радиально симметричных решений и =  
= u( t ,r) ,  г = Ы .  Пусть Рт\и\ =  (0, Т) Х(0 <  1x1 <  £; (f)). Так же 
как при доказательстве теоремы 1 § 2, используем условие не
прерывности производной: (<р(и))г-»-0 при г -*-£“ (<). Тогда мож
но выделить в Рг[и] подмножество (О, Т) X {0 ̂  г <  г* (()} та
кое, что, во-первых, г* (t) е  (£ (t) — е, £ (£)) для всех £ е ( 0, Т) 
и, во-вторых, Ut — ф(ц)5= — б в точке (f, r%(t)), где е > 0, 6 > 0  
могут быть сколь угодно малыми. При выводе последнего нера
венства значение r=r*( i )  выбирается из условия ut (t, (t)) >
> 0, а оценка и, — ф(u)S=—б при r =  r# (t) вытекает из усло
вий г* (f) е  (£ (t) — е, £(£)), ф(0) =  0. Поэтому анализ, проведен
ный при доказательстве теоремы 1 , показывает, что в силу 
принципа максимума z = u , — ф ( и ) > —б во внутренних точках 
множества (О, Т) X {0 ^  г <  г* (£)}. Отсюда, устремляя е и б к 
нулю, получаем, что г > 0  в Рт[м].

З а м е ч а н и е  5. Без особых затруднений доказательство тео
ремы 1 переносится на случай задачи Коши. При этом u0(x) 
должна быть такой, чтобы z — ut — ф(п)-> -0  при 1x 1 ->- °° для 
всех f s ( 0 ,  Т). При ограничениях, указанных в замечании 4, это 
же справедливо в том случае, когда и — финитное обобщенное 
решение задачи Коши.

§ 4. Локализация тепла в задачах 
для произвольных параболических уравнений 

нелинейной теплопроводности

Основным содержанием этого параграфа является доказатель
ство существования эффекта локализации в средах с произволь
ной зависимостью коэффициента теплопроводности от температу
ры. Почти столь же общий результат об отсутствии локализации 
будет получен в § 5.
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Доказательство этих утверждений проводится на основе тео
ремы операторного сравнения, сформулированной в § 2. Другой 
подход к исследованию эффекта локализации тепла в произволь
ных средах дан в гл. VI.

1. Постановка задачи. Мы будем рассматривать в сог =  (О, Т) X 
X R+, Т < °° , первую краевую задачу для вырождающегося пара
болического уравнения:

ut = (k{u )ux)x= (( f (u ) )xx; (1 )
u( 0, х) =  и0 (х) >  0, z e R +; B , e C ( R +) l supit0<°° ;  (2) 

и{1 ,0 )= щ (1)>0 ,  0 < t < T \  м , е С ( [  О, Т)),  (3)
где граничная функция щ (t) изменяется в режиме с обостре
нием:

М О " * 00. * ~* Т~. (4)
Функция к (и) (коэффициент теплопроводности) является

достаточно гладкой: к е  C2(R+) П С([0, °°)) и положительной при
и > 0 ,  &(0) =  0. Кроме того, будем считать выполненным нера
венство

1

J  ^  d u C  °о, (5)
о

которое является необходимым и достаточным условием конеч
ной скорости распространения возмущений в процессах, описыва
емых уравнением (1) (см. § 3 гл. I). Также предполагаем, что 
&' (и )>0  ПРИ всех достаточно малых и >  0. Начальную функцию 
п0 (х) считаем финитной, что в силу (5) обеспечивает фнпит- 
иость по х решения задачи (1 ) — (3) при каждом 0 < г < Г  
Пусть, кроме того, sup I [ф(гг0)]*] <  00 -

В сделанных предположениях в (ot =(0,  t ) X R +, т  <  Т, суще
ствует единственное неотрицательное обобщенное решение зада
чи (1 ) —(3).

Напомним (см. § 1 гл. III),  что по определению в задаче 
( 1 ) — (3) с заданным на границе режимом с обострением сущест
вует локализация тепла, если найдется такая постоянная 
I* <  oot что

messuppit(f, х )^1* ,  0 < t < T .  (6)
Минимально возможная величина I* в (6) называется глубиной 
локализации.

Если же mes snpp u(t, х) -* °° при t -* Т~, то локализация теп
ла в задаче отсутствует (при этом тепловая волна прогревает до 
бесконечно большой температуры все полупространство * > 0).

В этом параграфе решается следующая задача: установить по 
заданному (достаточно произвольному) коэффициенту теплопро
водности к(и) в уравнении (1 ) классы граничных режимов с 
обострением (иД!)), приводящих к локализации тепла.

Для этого используется метод обобщенного сравнения реше
ний различных параболических уравнений (см. § 2 ).
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2. Достаточные условия локализации тепла. Основным ре
зультатом этого пункта является

Т е о р е м а  1. Пусть коэффициент теплопроводности к(и) при 
некотором а  =  const >  0 удовлетворяет условию

[Л“] '( 0) < ~ .  (7)

Тогда найдутся граничные режимы с обострением, приводящие 
к локализации тепла в задаче (1 ) — (3).

Таким образом, факт существования эффекта локализации 
не зависит от характера поведения к(и)  при и-»-».  Разумеет
ся, вид граничного режима с обострением, приводящего к 
локализации, в первую очередь определяется характером измене
ния коэффициента теплопроводности при больших температурах. 
Точные оценки классов локализованных граничных режимов с 
обострением будут получены ниже.

2.1. Сначала мы рассмотрим случай неограниченных коэффи
циентов к, когда

к (и) и °о. (8)

В этом случае исследование эффекта локализации будет про
водиться на основе операторного сравнения решении уравнения 
( 1 ) и уравнения со степенной нелинейностью

и , = ( и аих)х, (9)

где а >  0 — постоянная.
Операторным методом будут сравниваться решение задачи 

(1) — (3) и решение уравнения (9) в разделяющихся перемен
ных (S-режим):

ща) (t, х) =  (Т -  t ) - lla (1 -  х>х0) Т ,  х„ =  [2 (о +  2)/ст]1/2 (10)

Это решение подробно изучено в гл. III, § 2, 3. Оно наглядно 
демонстрирует свойство локализации тепла. При этом I* =  х0. 
Отметим, что функция и(а) является критической, поскольку 
(d/dt)u{a)(t, х)~$* 0 почти всюду в cor.

Определим по заданному коэффициенту теплопроводности к 
в (1), какие функции (операторы) Е обеспечивают выполнение 
в о)т неравенства н(0)(<, х ) ^  E~l {u(t, х)) ,  если оно выполнено 
на Чт- Как следует из теоремы 3 § 2, для этого необходимо найти 
хотя бы при одном а >  0 решение Е (р) системы обыкновенных 
дифференциальных неравенств:

Р° — * (£ (/> ))>  о,
_____E l___ Г > '0

Р >  О,

р >  0.

(И)
(12)

Напомним, что отображение Е: R+ -*■ R+ должно быть взаим
но однозначным и монотонным, т. е. Е '(р )>  0 при р > 0 ,  Е (0) =  
=  О, Е {<*>)= оо.
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Неравенства (11), (12) прямо следуют из условий сравнепия 
(17), (18) теоремы 3 § 2, если в них положить к{>) (и)= к(и),  
кт (и) =  в".

В следующем утверждении даны достаточные условия разре
шимости системы неравенств (И) ,  (12 ).

Л е м м а  1. Пусть при некотором а  >  0 коэффициент тепло
проводности к (и) удовлетворяет условию (7). Тогда при любых 
О < о < о 0 =  1 / а  существует решение Е системы нера
венств (1 1 ), (1 2 ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим для удобства Е~1=Н.  Тогда 
неравенства (И) ,  ( 12 ) принимают вид

к ( р ) ^ Н ° ( р ) ,
Г к (Р) у
[н ° ( Р) 1Г (Р)\

< 0,
Р >  о,
р >  о.

(И ')
(12')

Положим
к(р) __ 1

11°  (/)) / / '  ( р)  <*(Р)’
Р >  о.

Тогда, очевидно, неравенство (12') выполнено, если
ы(р)>  0, о)'(р)3=0, р >  0. (13)

Функция / /  (р) имеет следующий вид:
Р ”]1/(0 + 1)

Н (р) = (1 + а) \ к (Ti) со (ii) Ф]■Г Р > 0. (14)

В силу условия (7) и предположения о ^ о 0 имеем

(О) -  [*“Г 1<0) < о о .

Поэтому всегда можно найти гладкую функцию со (р), удовлетво
ряющую неравенствам (13), такую, что

(о (р ) ^ [ к ‘/а(р)]', р >  0, (15)

поскольку выражение, стоящее в правок части, ограничено при 
всех р S* 0.

Подставим в (14) произвольную функцию со, удовлетворяю
щую условиям (13), (15), и покажем, что построенный указан
ным способом оператор (14) является решением системы нера
венств (11'), (12'). Действительно, (11') в новых обозначениях 
принимает вид

р
j к (л) ([£1/а(л) Г — Мл))dл < 0
о

и в силу (15) выполняется при всех р >  0.
Далее, из (14) непосредственно следует, что Н{ 0) =  0. 

Я ' ( р ) >  0 при р >  0 (последнее обеспечивается первым условием
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( 1 3 ) ) .  К ром е того, из ( 14)  с  помощ ью  (1 5 ) получаем

н  (Р ) >
V

(l + a).f*(»l) [А1/0
О

1 /(1 + о )

Отсюда в силу (8) #(«=)= °°.
Итак функция //: R+ R+, определяемая равенством (14), 

удовлетворяет системе (11'), (12'). Поэтому Е = Я - ’: R+ R+ 
является решением исходной системы ( 1 1 ), (1 2 ).

З а м е ч а н и е  1. Нетрудно видеть, что утверждение леммы 
остается справедливым без ограничения (8) на коэффициент к, 
поскольку никаких условий на характер роста функции со{р) (за 
исключением (13), (15)) в процессе доказательства не возника
ет. Поэтому всегда можно выбрать функцию со таким образом, 
чтобы интеграл в правой части (14) неограниченно возрастал 
при /;->-<», что обеспечивает выполнение равенства Н (<*>)= оо7 
пли, что то же самое, £ (°° )= 00 .

З а м е ч а н и е  2. Покажем, что из (7) вытекает справедли
вость условия (5). Действительно, в силу (7) найдется такая по
стоянная Л />  0, что k ( u ) ^ M u i/a при всех 0 = S h < 1 ,  и поэтому

1
j da Ма  <  оо. 
о

Отметим, что существуют коэффициенты к , при которых ус
ловие (7) не выполняется ни при каких а >  0 и система (11),
(12) решения не имеет. Это относится, например, к коэффициен
ту к , который при ц е ( 0, е], е <  1 , имеет вид к ( и )  — (—In n )1*, 
где ц < —1 — постоянная. В то же время условие (5) конечной 
скорости распространения возмущений выполнено.

Отмстим также, что разрешимость системы неравенств (11), 
( 1 2 ), которая определяет условия локализации тепла в рассмат
риваемой задаче, зависит только от характера поведения коэф
фициента теплопроводности к  ( и )  при малых и  О*.

Из способа доказательства леммы 1 непосредственно вы
текает

С л е д с т в и е .  Пусть выполняется условие (8) и существует 
такая постоянная а  >  0, что

[ к * ( р ) Г >  о, р >  о. (16)

Тогда Е (р) = к~* (pi/a) , где к~1 — функция обратная к к (/с-1  су
ществует в силу монотонности к\ последнее следует из (16)), 
является решением системы ( 1 1 ), (12 ) при а =  1 /сс.

Теперь на основе леммы i и теоремы операторного сравнения 
из § 2 можно сформулировать достаточные условия локализации 
тепла в задаче (1 ) —(3).

Т е о р е м а  2. Пусть коэффициент теплопроводности к (и) при 
некотором а > 0  удовлетворяет условию (7), и Е — некоторое 
решение системы неравенств ( 1 1 ), (1 2 ), отвечающее фиксиро-
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ванному я е ( 0 ,  1/а]. Пусть, кроме того, краевые условия задачи
( 1 ) — (3) удовлетворяют неравенствам

Тогда всюду в o r u(t, x)*ZE[um (t, я)], где и(а) определено в 
(10). Поэтому в задаче (1) — (3) существует локализация тепла 
с глубиной I* ха.

З а м е ч а н и е .  В § 4 гл. III показано, что решение задачи 
для уравнения (9) с граничным режимом u(t, 0) = (Т — t )~[/a, 
t ^ ( 0, Т), и начальной функцией н(0, i ) e f ( R +) является огра
ниченным равномерно по t е  (0, Т) при всех х >  хв =  
=  [2(а +  2)/а]1/2. Используя этот результат, нетрудно показать, 
что сформулированное в теореме ограничение (17) на и0(х) не 
является существенным: при выполнении всех остальных усло
вий для локализации тепла в задаче (1 ) — (3) достаточно, чтобы 
и0(х) была финитной функцией. Метод доказательства подобного 
рода утверждений будет дан ниже.

Сформулированный в теореме 2 результат доказывает теоре
му 1 в случае неограниченных коэффициентов теплопроводности 
к, удовлетворяющих (8).

Рассмотрим теперь конкретные случаи применения теоремы 2 
(все указанные ниже коэффициенты удовлетворяют условию ко
нечной скорости распространения возмущений).

П р и м е р  1. Пусть к(и)=  tt°/[l + ц(н)], о >  0, где р(м) — 
произвольная гладкая функция, удовлетворяющая условиям

В этом случае одним из решений системы неравенств (И) ,  
(12) будет тождественное преобразование Е (р )= р .  Это эквива
лентно применению теоремы прямого сравнения решений урав
нений (1), (9) (см. теорему 2 § 1 и рассмотренный там пример 
1). Поэтому в силу теоремы 2 в задаче (1) — (3) с краевыми ус
ловиями, удовлетворяющими неравенствам

существует локализация тепла с глубиной I* ^ х„  =  [2 (о + 2 ) /о]|/2.
П р и м е р  2. Пусть к (и )= [ еи — 1]\ где X >  0 — фиксирован

ная постоянная. В этом случае при а =  1/Х выполняется нера
венство (16), и поэтому решением системы неравенств (И) ,  (12 ) 
(а =  Х) является преобразование

Тогда из теоремы 2 заключаем, что краевые условия, удовлетво
ряющие неравенствам

( * ) < £ [ ( Г - г Г 17"], 0 <  1 <  г. (1 8 )

| i ( u ) > 0, 0, и >  0.

Е{Р)=  (Рх) =  l n (l +Р) ,  / > > 0-

и0(х) =£ In [1 +  и(х) (0, я)], a : e R +;
и1( 0 ^ 1 п ( 1 + ( 7 , - 0 " ,л1 0 < t < T ,
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обеспечивают существование локализации тепла в задаче (1 ) —
(3) с глубиной /* ^  [2(Я +  2) /Я]1/2 (отметим, что при этом
u(t, x)*i  ln [ l  + И(Х)(Л х)] ВСЮДУ В Сйт).

П р и м е р  3. Рассмотрим коэффициент к (и )=  нехр {и2}, кото
рый удовлетворяет условию (16) при а  =  1 . Поэтому преобразо
вание Е(р)=к~ ' (р )  является искомым, и при выполнении нера
венств (17), (18) в задаче (1) —(3) существует локализация 
тепла с глубиной Z*=$V6. Оценим асимптотическое поведение 
при t -*■ Т~ граничного режима, приводящего к локализации. По
скольку

к ( и ) ~ ! п  ' и - т — Н - + 0 0 ,

для локализации тепла в задаче (1 ) — (3) достаточно, чтобы
,1/2 1 In 1 In ( Т  — щ“i (<) ^  | In (Г — /) | t4 | In ( Т  — t )  |1/г

П р и м е р  4. Пусть &(и)=охр{ен — 1) — 1. Здесь искомым 
оператором Е, отвечающим о =  1, будет

В Д = Л г ‘(р)=1п[1+1п(1  +  р)], 
п поэтому, если п0(х) ^  Е\[и{1) (0, х)] в R+ и

и. (О *£ In 11 +  ln [ l  + ( Т  —  f )-ф , 0 < t < T ,

то в задаче ( 1 ) — (3) существует локализация тепла с глубиной
I* с: У 6.

С помощью методов теории п. а. р. (см. гл. VI) можно пока
зать, что полученные в примерах 2—4 оценки локализованных 
граничных режимов с обострением являются оптимальными и не 
могут быть улучшены.

Рассмотрим теперь пример, для которого это не так.
П р и м е р  5. Пусть к ( и ) =  In*' (1 +  и ) ,  Я >  0 — фиксированная 

постоянная. В этом случае условие (7) выполнено, например, 
при а  =  1/Я, и поэтому из леммы 1 получаем, что при любых 
о е ( 0 ,  Я] существует решение системы неравенств (11), (12). 
Следуя доказательству леммы 1, построим искомое преобразова
ние Е.

Фиксируем произвольное о е (0, Я]. Неравенство (15) экви
валентно неравенству

1гЛ/а 1 (1 -)- р)
М -р р > 0. (19)

Фупкция, стоящая в правой части, ограничена сверху величиной

СХ.0
гя
а

y./a-i ехр <у< Х ,  Схк =  1 .

Отсюда с учетом условий (13) заключаем, что для достижения 
максимального порядка роста Е(р) при р °о (и тем самым 
максимально допустимого порядка роста граничных режимов с
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обострением u , ( t ) ^  Е [(Т — / ) -1/о] при t-*-T~) необходимо поло
жить (о(р)— Сха в (14). Наподшим, что II = Е ~ и  поэтому, чей 
медленнее растет Н(р)  при р - * 00, тем быстрее растет функ
ция Е(р).

Итак, из (14) при о е (0 , к] получаем
[ V  " 1 1 / ( < Т + 1 )

(1 +  а) СКа j* In* (1 +  r\) dn 1

О ^  J
Отсюда

Е ( р )  =* (р 1п'р) ох. =  [ (1 +  о) Сх.],/(*+в>|
Е (Р) ~  а ^ 1+0) (1 +  o)_V +0ln“ V

при достаточно больших р.
Из теоремы 2 заключаем, что в рассматриваемой задаче к ло

кализации приводит действие любых граничных режимов с обо
стрением, удовлетворяющих при t-> Т~ условию
«д ( t ) < E { ( T - t ) - 1/a] ~

см а ^ 1+а) [<r/(o +  1)]к (Т -  | In ( Т -  t) \ - \  (20)
Напомним, что здесь величина параметра о е ( 0 ,  X] может 

быть произвольной. В частности, уменьшая о, получаем, что ло
кализованными являются любые степенные граничные режимы с 
обострением

11,(0 =  (Г — 0 "» 0 < t < T ; п =  const <  0. (2 1 )
Однако правая часть (20) корректного перехода к пределу 

при а -*■ 0+ не допускает (в том числе потому, что оценка I* ^  
^  хй =  {2 (о +  2)/о ]1/2 при о =  0+ теряет смысл), и поэтому ука
занным путем точную границу локализованных режимов с обо
стрением получить не удается.

Такая граница будет установлена в § 2 гл. VI с помощью по
строения приближенных автомодельных решении рассматривае
мого уравнения. Ей отвечает функция экспоненциального вида

ц1(0 = е х р { ( Г - г ) - ,/(,+1)}, 0 < t < T ,

что в общем согласуется с фактом произвольности показателя 
ге< 0  в семействе локализованных режимов (2 1 ).

2.2. Рассмотрим случай ограниченных коэффициентов к. 
Без потери общности будем считать, что

к ( р ) ^ 1 ,  р >  0. (22)
В § 4 гл. III изучалось действие граничных режимов с обо

стрением на среду с постоянныдш теплофнзическнми свойствами, 
диффузия тепла в которой описывается линейным уравнением

vt =  i>xr, 0 <  t <  Т, R+; (23)

у(0, а:) =  0 (что несущественно в силу принципа суперпозиции).
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Было, в частности, показано, что граничный режим с обо
стрением

v(t, 0 )=ехр{(7 '  — 0 < t < T ,  (24)

приводит к эффективной локализации тепла с глубиной L* =  2. 
Это означает, что v(t, х ) -*■<*> при t -*■ Т~ для всех 0 ^  х  <  2, 
а при х > 2  решение ограничено сверху равномерно по £ е ( 0, Т):

оо

v(t,  х) <  v(T~,  х )  =  л ~ 1/2 1̂ — j j j* е_лг|_1/2йг1<  ОО.
( х 2 - 4 ) / < 4 Г )

(25)
Этот результат будет использован при операторном сравнении 

решений уравнений (1) и (23); условия сравнения — неравенст
во (2 2 ) и неравенство

[ Л ( £ ( р ) ) £ ' ( р ) У ^ 0, р >  О (26)

(последнее эквивалентно ( 12 ) при о =  0).
Полагая Н = Е~\  перепишем (26) в виде

[Н '(р) /к (р)] '>  0, р >  0.
Отсюда

р
Е~г (р) =  Н(р)  =  j Л: (л) ft>0l)dri, р >  0, (27)

о
где ш(р)— произвольная ограниченная функция, удовлетворяю
щая (13) и условию

ОО

f к  (ti) со (ti) dr] =  оо. (28)
о

Ограничение (28) обеспечивает выполнение условия £ (° ° )= °° . 
Из (27) следует, что в случае

ОО

j  fc(Ti)*i= ОО (28')
о

для достижения максимального порядка роста Е(р)  (или мини
мального Е~*(р)) при р о о  необходимо потребовать ограничен
ности в R+ неубывающей функции со, например положить ев =  1.

Итак, при выполнении условий (13), (28) оператор Е в (27) 
обеспечивает сравнение решений уравнений (1) и (23). Без ог
раничения общности можно рассмотреть только случай и„ =  0 в 
R+. Тогда, поскольку краевое условие (24) является критиче
ским, из теоремы операторного сравнения (см. § 2 ) заключаем, 
что граничный режим с обострением

и ^ Ц ^ Е  {ехр{(Т — 0 < t < T ,  (29)

приводит к эффективной локализации тепла в задаче (1 ) —(3) с
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глубиной L* <  2, причем
u(t, x )< E[v(T ~ ,  x ) l  0 < t < T ,  x >  2. (30)

В следующей теореме производится «переход» от эффектив
ной локализации к локализации тепла в строгом смысле.

Т е о р е м а  3. Пусть в задаче (1) — (3) щ=  0 и граничный 
режим с обострением удовлетворяет условию (29), где Е: R+
-*■ R+ — решение системы неравенств (22), (26). Тогда в задаче 
существует локализация тепла и найдется такая постоянная 
I* >  0, что

«(*,*)=■ 0 в (0, Г)Х {* >Z*}. (31)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Фиксируем произвольное х* >  2. Тогда, 
как следует из (30), u(t, x * ) < E \ v { T ~, я * ) ] < ° °  при любых 
0 < £  <  Г, и поэтому в силу теоремы сравнения решений парабо
лических уравнений (см. § 1 , 3 гл. I) функция ы(£, х) всюду в 
(0, Т )Х  {х> х*)  не превосходит решения задачи

U ,= (k (U )U x)x, 0 < t < Т, х > х * ,
,  ( 3 2 )

{/(0, я) =  0, х > х * ;  U(t, х*)= E[v(T~, х*)], 0 <  t <  Т.
Решение этой задачи является автомодельным (см. § 3 гл. II) 

и имеет вид U(t, x) — f(t,), где £,=(х  — х*)/Т‘г. Функция / оп
ределяется из следующей краевой задачи для обыкновенного 
дифференциального уравнения:

(ft (Л Л '  + 4 / '£  =  °. £ > ° ;  (33)
H0) = E[v(T- ,  г*)], / ( « ) =  0.

Существование решения задачи (33) при любых конечных 
/(0) >  0 установлено в [180, 197] (см. § 3 гл. I). Там же пока
зано, что при выполнении условия (5) функция /(£) является 
финитной, т. е. / ( £ ) =  0 при всех £ >  £о (величина £0 =  £о(£*)< 
<  °° зависит от выбора х* >  2 ).

Итак, всюду в (0, Т) X {х > х*} выполнено неравенство

u ( t , x ) ^ U ( t ,

Отсюда непосредственно следует, что 
mes supp u(t, х) ^  х* +  mes supp V (£, х) =

=  х* +  £0(x*)t'n < х* +  £n(.r*) Т'г- <  «>.

Таким образом, в задаче (1) — (3) существует локализация 
тепла в смысле (6), причем для глубины локализации справед
лива оценка

inf [х* + Z0(x*)T1/2} < ° o ,  (34)
Х*>2

что завершает доказательство.
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З а м е ч а н и е .  В § 4 гл. III показано, что возможен обрат
ный «переход»—от локализации в строгом смысле (при финит
ной функции иа(х)) к эффективной локализации (когда иа е  
= с (  R+) — произвольная функция). Он осуществляется на осно
ве вывода специальной энергетической оценки разности двух ре
шений уравнения (1 ), отвечающих одному и тому же гранично
му условию.

Отметим, что в теореме 3 ограничение (7) на коэффициент 
теплопроводности не накладывается — достаточно лишь выпол
нения условия конечной скорости распространения возмущений. 
Рассмотрим несколько примеров.

П р и м е р  6. Пусть к(и) =  2лг* arctg и. Условие (22) при этом 
выполнено (справедливо также неравенство (5)). Тогда, полагая 
со =  1 в (27), получаем

р

Е ~Х (Р) =  J  & (Л) dn =  Р+  Р [arctg р — у ]  — ^  In (1 +  р2) ~
О

при достаточно больших р. Отсюда Е (р) ~  р +  — In р, р <», и
в силу теоремы 3 заключаем, что к локализации с глубиной (34) 
приводят граничные режимы, удовлетворяющие при t Т~ 
оценке

«1 (0 <  Е  (exp [(Г — ) ~  ехр ((Г -  г)” 1] + £ ( Т -  t)~l .

П р и м е р  7. Рассмотрим коэффициент к (и) =  ц[1 +  2и In (1 +  
+  «)]“'. Условие (22) здесь выполнено, поскольку 2«1п(1 +  и)5= 
>  2иг/  (1 +  и) при всех и >  0, и, следовательно,

к (и) u \ i  + 2«7 (1 +  u )]_1 =  ц (1 +  u )[l +  « (1  +  2u)Y '  <  1

при любых и >  0. Справедливо также равенство (28'). Тогда из
(27) при со =  1 имеем

Е ~1 = f Т + 2̂ 1п(1~+ ^  -  Т S7-- р ^ ° ° ‘
о

Отсюда Е(р) — 2р \ар  при больших р, и поэтому локализованны
ми являются граничные режимы
ц, (t) ^  Е (exp {(Т — t) “*}} « 2 ( 7 -  0 _,«хр((Г — <)"*), t-+ Т~.

П р и м е р  8. Пусть fc(u) =  2и/(1 +  и2). В этом случае выпол
нены условия (22), (28'). Полагая со =  1 в (27), получаем 
£,_1(р) =  1п(1+р2), Е(р) = (ег — 1)1/2. Отсюда любой граничный 
режим вида
“ х (*) <  1мр (ехр {(Т — г)-1)} — 1)1/2 ~  ехр [-1 ехр ((Г — *)-1|

t ^ T ~ ,
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приводит к локализации в строгом смысле с глубиной (34) (и к 
эффективной локализации с L* ^  2).

Оценки локализованных граничных режимов с обострением, 
установленные в примерах 7, 8, не оптимальны. Точные оценки 
для этих случаев будут получены в гл. VI.

Пр им ер 9. Пусть к(и)  =  и/ (1 +  it3). Условие (28') здесь 
не имеет места. Выбирая со(р) =  р (условия (13) выполнены), 
из (27) получаем

E~1(p) = j  In (1 +  р3), Е(р)  =  (е3р — l ) 1l3~ e p, р-*- оо,

и поэтому локализованными являются режимы
и, (t) <  exp (exp {(T — f)- lH, t-+T~.

Полагая теперь ю(р)—p/lnp при p 00 (условия (13) так
же справедливы), из (27) получаем

Е~'  (р) — In In р, Е(р)  ы ехр (ер), р °°, 
и к локализации приводят режимы с обострением

«,(£)< ехр (ехр (ехр {(Г — I)-1}}}, t -+ Т~.
В качестве со можно взять также функцию со (р) ^  p/[ln р (In In р) 
при р -► оо и т. д.

Действуя указанным способом, получаем, что в рассматрива
емом случае локализованными являются все граничные режимы 
с обострением вида

к, ( ! )<  ехр (ехр . . .  (ехр {(Г — I)- 1}}.. t-*- Т~,
с произвольным конечным числом экспонент в правой части.

В § 2 гл. VI будут получены результаты, свидетельствующие 
о том, что при выполнении условия

<Х>

J ^ d T i C o o  (35)
1

псе граничные режимы с обострением являются локализованны
ми. Нетрудно видеть, что коэффициент к из примера 9 удовлет
воряет условию (35).

3. Эффективная локализация тепла. Все результаты предыду
щего пункта применимы для исследования эффективной локали
зации тепла.

Решение задачи (1) — (3), развивающееся в режиме с обо
стрением, называется эффективно локализованным, если оно не
ограниченно возрастает при t ->■ Т~ па множестве конечной меры:

L* =  mes b e R +l lim u{t, x) =  00} <  00 (36)
t ~ * T ~

(L* — глубина локализации).
В этом определении отсутствует требование финитностн на

чальной функции и0(х); необходимо лишь, чтобы она была огра
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ниченной в R+. Кроме того, здесь нет необходимости в выполне
нии (5) — условия конечной скорости распространения воз
мущений.

Для исследования эффективной локализации нетрудно пере
формулировать теоремы 2, 3, а также результаты, получемпые в 
примерах 1—9. При этом исследование неограниченных коэффи
циентов к(и) проводится на основе метода операторного сравне
ния с помощью выводов § 4 гл. III. Тогда для глубины эффек
тивной локализации получаем оценку L* =£ [2 (о +  2 )/a ],,i!, где 
о е ( 0, 1 /а ] — параметр в системе неравенств ( 1 1 ), ( 1 2 ).

Случай ограниченных коэффициентов к  анализируется так 
же, как и в п. 2. Отметим, что указанные в примерах 6—9 гра
ничные режимы с обострением приводят к эффективной локали
зации с глубиной L* =£ 2.

П р и м е р  10. Пусть к(и) = 1/(1 + и). Полагая со =  1 в (27), 
получаем Е (р ) =  ер — 1. Отсюда граничные режимы

и, (0 =̂ ехр {ехр 0  * “*■ Т~,
приводят к эффективной локализации с глубиной L* ^  2 (оценка 
сверху локализованных граничных режимов здесь ие является 
оптимальной, см. § 2 гл. VI).

4. Локализация тепла в задаче Коши. Решение задачи Коши 
для уравнения (1 ) с финитной начальной функцией

и (0, х) = и0(х)2? 0, i e R ;  iz0e C(R),  и0 Ф 0, (37)

называется локализованным, если его носитель неподвижен в 
течение конечного времени, т. е. существует такое 7’* ^ ( 01 оо), 
что

suppu(f,  х) =  supp иа(х) , 0 < t < T *  (38)

(прн этом, естественно, считается выполненным условие (5)).
Хорошо известно (см. комментарии), что факт неподвижности 

точки фронта обобщенного решения уравнения (1 ) определяется 
характером асимптотики начальной функции вблизи нее. Однако 
величина времени локализации Т*, имеющая важный физиче
ский смысл, зависит от «глобальной» пространственной структу
ры функции и0(х). Эта зависимость отражена в сформулирован
ной ниже теореме.

Т е о р е м а  4. Пусть коэффициент к при некотором а >  О 
удовлетворяет условию (7), и Е — некоторое решение системы 
неравенств ( 1 1 ), (1 2 ), отвечающее фиксированному о е ( 0, 1 /а]. 
Пусть н0 удовлетворяет неравенствам

О <  и0 (ж) <  Е [ um (1 — | х |/2т )+°], х <= R,

где ит , х т — фиксированные положительные постоянные. Тогда 
решение задачи Коши (1), (37) локализовано в области (|.г| <  
<  ят}, и для времени локализации справедлива оценка Т* ^
> < и& /[2« >  +  2)].
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Справедливость сформулированного утверждения выводится 
из теоремы 2 с помощью приема, использовавшегося в § 3 гл. III 
при аналогичном исследовании уравнения (9). Для иллюстрации 
теоремы 4 рассмотрим

П р и м е р  11. Пусть к(и )=  еи — 1. В этом случае решением 
системы неравенств (11), (12) при о = 1  будет функция Е(р) = 
=  1п(1 +  р). Тогда из теоремы 4 получаем, что решение, порож
даемое начальной функцией

и0 (х) =  In (1 +  ит (1 — | х |/ят )+К i e R ,

локализовано в области (Ы  <  £т} в течение времени, не мень
шего, чем Ят/(6и,,.).

§ 5. Об условиях отсутствия локализации тепла

1. Постановка задачи. Так же как и в § 4, будем рассматри
вать в ют первую краевую задачу для вырождающегося парабо
лического уравнения:

и, =  {к(и)их)х, ( 1 )
«(О, х ) = 0, i e R t ; u{t, 0) = « , ( 0 > 0, < е ( 0, Т), (2 )

где граничная функция п ,е С ‘([0, Г)),  u ' i ^  0 изменяется при 
t Т~ в режиме с обострением.

Пусть выполняются все ограничения, накладываемые на
функцию к (и) в п. 1 § 4. В частности, выполняется условие ко
нечной скорости распространения возмущений:

j* <  00 • (3)
о

В задаче (1), (2) локализация тепла отсутствует, если
messuppn(£, х) -*■<*>, (4)

т. е. тепловые возмущения проникают при t Т~ как угодно 
далеко от границы х =  0.

Отметим, что (4) эквивалентно условию
u(t, в R+, t -*■ Т~ (5)

(справедливость этого утверждения устанавливается методом,
который используется при доказательстве теоремы 3 § 4).

2. Достаточные условия отсутствия локализации тепла. Обо
значим через u{a)(t,x) решение уравнения со степенной нелиней
ностью

и( =  (и”«г)х, о =  const >  0, (6)
удовлетворяющее краевому условию

u(a)(t, 0) =  ( Т — t)n, 0 < t < T ;  п =  const <  —1/о, (7)
н(„) (0, х) s  С (R+).
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В § 2, 3 гл. I l l  показано, что функция и(а) не является локали
зованной и существует такая постоянная а0 >  0, что

m essuppu(0)(i, х )>  а0(Т — i ) li+na)/2 a>t (8)
Этот результат будет использован при сравнении решений урав
нений (6) и (1). Всюду в дальнейшем будем считать выполнен
ными условия

к ’ (и)>  0, и >  0; к (°°)=°°. (9)

Условия отсутствия локализации в случае ограниченных коэффи
циентов к (и) будут получены другим способом в гл. VI.

Пусть задан произвольный коэффициент fceC 2(R+)n 
ЛС([0, «=)), удовлетворяющий условиям (3), (9). Определим, 
какие функции Е обеспечивают операторное сравнение решения 
и(а) уравнения (6) с решением исходной задачи (1), (2), т. е. 
выполнение всюду в ыт неравенства u(t , х) 3* Е~‘ [n(a| (f, ж)].

Учитывая, что решение u(t, х) является критическим, из те
оремы 3 § 2 получаем, что для этого необходимо найти решение 
Е(р):  R+ -*■ R+ системы обыкновенных дифференциальных не
равенств

к ( р ) - Е ° ( р ) >  О,

— Г >  0'
1е ° ( р ) Е ' ( р ) \

Р >  о,
Р >  0.

( 10)
(11)

Эти неравенства совпадают с условиями сравнения (17), (18) 
теоремы 3 § 2, если в последних положить /с(|) (и) =  и", кп>(и) — 
= к(и).  Достаточные условия разрешимости системы (10), (11) 
дает следующая

Л е м м а  1. Пусть выполняются условия (9) и существует та
кая постоянная а  >  0, что

(fc“]'(0)>0. (12)

Пусть, кроме того, функция [/са]" (и) имеет при п > 0  лишь ко
нечное число нулей. Тогда при о =  1 /а  существует решение Е 
системы неравенств (10), (И) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим к(р)/[Еа (р)Е'(р)]  =  1/со (р). 
Неравенство (11) будет выполнено, если

со(р)>0, (о '(р)^О , р >  0. (13)
При этом

[
V Ti/d+o)

(1 +  о) ( к (ц) о) (ц) d rJ  

Неравенство (10) тогда принимает вид
р
Jfc(il) |[А:1/0(Л )]'— со(г1)Ыт1>0, р > 0 .  (14)
о

Предположение (12) при а  =  1/а обеспечивает возможность 
построения функции со (р), удовлетворяющей условиям (13) п не
равенству со (р) [к'/0У (р) для всех достаточно малых р >  0.
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Второе условие леммы означает, что функция [А1/|’], (р) мопотоп- 
на при всех достаточно больших р >  р* >  0 (разумеется, это усло
вие не оптимально). Поэтому существует Нш [&1/0] (р) =  к, п сс-

р-* оо
ли к >  0, то при р>р*можно положить м(р)= inf l[/f1/0]'(p)) .

ре(«,р*)
Если же к =  0, то полагаем ©(р) =  [А,/<’], (р) при р >  р*. В обоих 

случаях такое продолжение функции со (р) в область больших 
значении р >  0 с сохранением условий (13), (14) позволяет до
биться равенства Е(°°) =  °°.

З а м е ч а н и е .  Существуют такие коэффициенты к, для кото
рых условие (12) не выполняется пн при каких а >  0. Это от
носится, например, к функции к(и) — ехр ( —и'}, v =  const <  0.

Из способа доказательства леммы вытекает
С л е д с т в и е .  Пусть выполняются условия (9) и существует 

такая постоянная а >  0, что
[ & ( Р ) Г <  0, Р  >  0. (15)

Тогда функция E (p )=  ка(р) является решением системы нера
венств (Ю), (11) при а =  1/а.

Нетрудно видеть, что при выполнении (9), (15) функция к 
осуществляет взаимно однозначное и монотонное отображение 
[0, оо)-*- [0, оо). Поэтому преобразование Е = ка обладает теми 
же свойствами.

На основе леммы 1 и теоремы операторного сравнения фор
мулируется

Т е о р е м а  1. Пусть к (°°)= °°  и, кроме того, при некотором 
а > 0  выполняется условие (12). Пусть Е — решение системы 
неравенств (10), (И ) при о — 1/ос. Тогда, если при достаточно 
больших t < Т

u , ( t )>  Е~'[(Т — f)n], ге= const < —1/а, (16)
то в задаче (1), (2) отсутствует локализация тепла, u(t, #)-► °о 
при t Т~ всюду в R+ и существует такая постоянная а„ >  0, 
что

mes supp u(t, х) 3* а0(Т — 0 <1+"°)/2 оо( (17)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Оно основано на сравнении в (т, Т)Х  

X R+ решения u(t, х) задачи (1), (2) с vy = vu(a)(t, xv~o/z) — 
автомодельным решением уравнения (6). Постоянные т е (0 , Т), 
v > 0  подбираются из условия н(т, х )S *  щ(т, х )  в  R+. Поскольку 
щ(т, .г)-*-0 и suppKv(x, х)-*  (0) при v 0+, этого всегда можно 
добиться. Тогда нз неравенства u ^ E ~ ' ( v , )  в (т, T ) X R + выте
кает утверждение теоремы, причем в (17) a0 = a0v'’/1, где а0 =  
= а0(п, а ) > 0  — постоянная в (8).

П р и м е р  1. Пусть к(и) = и” |Т +  р (и) ], а >  0, где р е  С2 (R+) 
удовлетворяет условиям р ^  0, р ' ^  0. В этом случае одним нз 
решений системы (10), (11) будет Е (р )= р ,  что эквивалентно 
применению теоремы прямого сравнения решений уравнений (6) 
и (1) (см. теорему 2 § 1). Из теоремы 1 тогда получаем, что 
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граничные режимы Ui(t)>(T  — t )n, t -*■ Т~, где п < — 1/а, при
водят к отсутствию локализации тепла.

П р и м е р  2. Рассмотрим коэффициент к(и) =  1п (̂1 + и), где 
Я >  0 — фиксированная постоянная. Тогда при а =  1 /Я выполня
ется условие (15), и поэтому решением системы неравенств (10), 
(И) ,  отвечающим а =  1/а =  А, будет функция

Е(р)  =  Л*'Х(Р) -  1п(1 + р), £-* (Р) = e * - i .
Таким образом, локализация тепла в задаче (1), (2) отсутству-
6Т 6СЛИ

ц ,( t)>  exp {(Т — /)"} — 1, t-+T~,  (18)
где п < —1/Л,. При этом найдется постоянная а0 >  0 такая, что 

messuppn(£, х)>а<,(Т— t ) (|+пХ,/2 «>, t -*■ Т~. (19)
П р и м е р  3. Пусть k{u) =  In [1 + 1п(1 +  и)]. Поскольку 

к"  (и ) ^  0 в R+, искомым оператором является функция
Е ( р ) = к ( р ) ,  E~l (р) =  exp {ер — 1) — 1,

которая удовлетворяет системе (10), (11) при 0 =  1. Отсюда 
граничные режимы

iii(t) >  exp (exp { (Т — t )n) — 1} — 1, (20)

при n <  —1 приводят к отсутствию локализации тепла:
messuppu(£, х ) ^ а 0{ Т — t ) (1+",/2 ->- oot t - - T ~ .  (21)

Оценки снизу нелокализованных граничных режимов с обо
стрением, установленные в примерах 2, 3, не являются опти
мальными. В § 2 гл. VI с помощью построения п. а. р. рассмат
риваемых уравнений будут установлены точные оценки таких 
режимов. В частности, будет показано, что в примере 2 локали
зация отсутствует при любых п < —1/(1 + Я) в (18) и в отли
чие от (19)

mes supp u(t, х )Э» Ь0(Т — ^п+по+ш/г ^

где Ь0> 0  — некоторая постоянная, зависящая только от ге, Я.
В примере 3 к отсутствию локализации приводят более сла

бые, чем (20), граничные режимы с обострением вида
»,(£)>  ехр {(Г — i )”I/гIn(Г — i) I_l}, t -*T ~ ,  (22)

где п < —1, причем при некотором а0= а о( п ) > 0  выполняется 
оценка (21). Подчеркнем, что предельные показатели в указан
ных делокализованных граничных режимах п =  —1/(1 + Я) в 
(18) и п = —1 в (22) являются точными и не могут быть заме
нены на большие.

П р и м е р  4. Пусть к{и) = иеи. Условие (12) в этом случае 
выполнено при любых а е ( 0 ,  1] (отметим, что (15) не имеет 
места ни при каких а > 0 ) .  Поэтому из леммы 1 следует, что 
при любых а =  1/а >  1 существует подходящее решение системы 
неравенств (10), (И) .  Положим, например, о =  1. Тогда усло
2 1  А. А. Самарский и др. 3 2 1



вия (13), (14) будут выполнены при о  =  1, п преобразование Е  
имеет вид

[ Р  " 1 1 / 2

2 j  ре^т] ~  [2pev]1/2, р-*~ оо.
о

Отсюда Е~1( р ) ^  2 In р — 1п(41пр) при больших р, н поэтому к 
отсутствию локализации приводят режимы с обострением

В! (О >  2  In [(Г  -  О-1] -  In (41п [(7*— *)-']}, t - * T - .

§ 6. Некоторые подходы к определению условий 
неограниченности решений квазилинейных 

параболических уравнений

Здесь результаты § 1—3 применяются для вывода условий 
глобальной неразрешимости квазилинейных параболических 
уравнений вида

ц, =  V -(fe(n)V ц )+  Q(u)ss Д<р(и)+ Q(u), (1)

где к, Q — достаточно гладкие неотрицательные функции, при
чем Q(u)>  0 при и >  0 н Q (0) ^  0.

Для уравнения (1) рассматриваются две задачи: краевая за
дача при t >  0, х  е  £2 (Q — ограниченная область в R" с гладкой 
границей с?£2) с условиями

к(0, х ) =  и„(х)> 0, z e Q ;  По^С(Й), (2)
u(t, х) = 0, t >  0, х е  3Q (3)

и задача Коши с начальным условием
в(0, х ) = щ ( х ) > 0 ,  i e R ‘v; в , е С ( Г ) .  (2')

Предполагается, что функция Q удовлетворяет неравенству

< 4 )1
которое, как известно (см. § 2, гл. I), является необходимым ус
ловием существования неограниченных решений рассматривае
мых задач. В дальнейшем будут широко использоваться резуль
таты исследования уравнения со степенными нелинейностями

м( =  V ■ (ua V и )+ п е, о >  0, (J >  1, (5)

полученные в § 3 гл. IV.
1. Метод, основанный на ф-критичности задачи. Рассмотрим 

краевую задачу (1) — (3). Решение задачи называется г|>крити
ческим, если всюду в рассматриваемой области

ut (t, х ) — ф(гг(£, х ) ) ^ 0 .  (6)
Достаточные условия ф-крптичности задачи (1) — (3) полу

чены в теореме 1 § 3, и в предположении достаточной регуляр-
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пости решения имеют вид (также предполагается, что if е  
е С 2((0, оо))ПС({0, ос)), ^ (0) =  0, и0^ С Ц П ) ) :

А(м0) =  v ■ (ft(iio)V гг0)+  Q ( u J >  г|з(и0), x ^ Q ;  (7)
[ ( Ц ) ' / к ] ' ( р )> 0 ,  р >  0, (8)

[*Ч'г — <?2(Н ‘/<?) '] ( ? ) >  0, р >  0. (9)
Используем неравенство (6) для определения условий неогра

ниченности решения задачп. Пусть функция ф положительна 
в R+ и

J ^ < “ - (10)1
Тогда, если решение задачи является ф-критическим, то, как 
следует из (0), функция ит (t) =  max u(t, х) при всех £ > 0  бу-x=Q
дет пе меньше решения У (£) следующей задачи Коши для обык
новенного дифференциального уравнения:

51(0-1 |>(Г(*))  =  о, « > о ,  (И)

У (0) =  ит (0) =  шах и0 (х) >  0. (12)
x=Q

В силу (10) функция Y(t)  определена на ограниченном ин
тервале (0, £*), где

f
J ^ (Л) 

um (0)
<  с». (13)

Отсюда следует, что исходная задача (1) —(3) не имеет глобаль
ного решения п найдется такое Г0 £*, что

lim шах к (г, х) =  оо. (14)
t .T -

В качестве и0 можно взять любое нетривиальное неотрица
тельное решение краевой задачи для квазилинейного эллиптиче
ского уравнения

V - ( к ( щ ) У  К0) +  <2(и0) =  1|з(и0), Holao =  0. (15)

В одномерном случае это уравнение интегрируется в квадрату
рах, что позволяет достаточно подробно описать пространствен
ную структуру его решений (см. п. 2). При N  2 исследование 
условий разрешимости задачи (15) представляет собой самостоя
тельную и достаточно сложную проблему (см. § 3 гл. IV).

Укажем еще одно применение неравенства (6). Если выпол
нено (10), то из (6) вытекает следующая оценка сверху не
ограниченного решения (она выводится интегрированием (6) 
по (t , Го), где Г0 — время существования неограниченного
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решения):
00

(16)
u«,z)

П р и м е р  1. Пусть к(р) =  1 и функция Q является выпуклой: 
Q" ( р ) ^  0 цри всех р > 0. Тогда в качестве if можно взять 
if (Р)= v Q(p)< где v s  (О, 1) — постоянная. Действительно, нера
венства (8), (9) выполняются, а в силу (4) справедливо (10). 
В качестве начальной функции и0(х), удовлетворяющей (7), 
возьмем решение краевой задачи

Эта задача не всегда имеет нетривиальное решение. Например, 
если £2 s  N з* 3, является звездной областью относительно 
некоторой точки (в частности, выпуклой) и Q(u)=uP,  то при 
Р >{N  +  2) /(N  — 2) решенпе не существует (см. § 3 гл. IV). 
В то же время в случае областей кольцеобразной формы 
й  =  {0 <  а <  |х| <  b <  °°} решение существует при любых р >  1 
(см. комментарии).

Итак, пусть начальная функция удовлетворяет (17). Тог
да, как следует из (13), решение задачи неограниченно возрас
тает в течение времени, не большего

Отметим, что if(p) =  vQ(p) удовлетворяет неравенству (9) 
также в случае произвольных невозрастающих коэффициентов к 
(когда к' (р)«£ 0 при р >  0).

Посмотрим теперь, что дает оценка (16). Пусть решение — 
if-критическое по отношению к функции if(p) = yQ(p), v s (0,1). 
Тогда

и(1,я)
В частности, 1) если Q(u) = иs, р >  1, то

u(t, я) [v(P -  1 )]-1/(Р-‘>(7’0 — £)-‘/<р-,>.

2) если (?(ц) =  (1 +  ц)1п9(1 +  и), р >  1 (Q" >  0 в R+), то
u(t, х) *£ exp (i[v(p -  1)]-*/(р-‘) (т0 -  г)-*/сР-о> _  1;

3) если (?(и) =  еи, то
к(г, х) In [v-1 (Го — О-1], t е (0, т0).

Все оценки по характеру зависимости от То — t являются 
точными. Это устанавливается путем сравнения u(t, х) с прост
ранственно однородным решением v: v' ( t )= Q (v( t ) ), v ( T ^ ) =  o o .

Aua +  (1 — v ) Q ( U o )  =  0, л е й ;  ц0|ао =  0. (17)

oo

um (0) =  max Uq.

oo
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II силу теоремы сравнения из § 5 гл. IV u( t , x )  обязано пересе
каться с v(t) при любом (е(О , Т„), и, следовательно, 
яирц(£, x)~>v(t) в (О, Г0), что дает следующие оценки амплиту- 

в
ды спизу:

1) sup и >  (Р — 1)-1/<р- 1) (Т0 -

2) su p и > exp | ( р _  i)-V(P-i)(ro _  *)-1/<Р-1>) _  1 ;
X

3) s u p u > l n  [(Г0 — /)-1 ], I е  (О, Г0).
X

Рассмотрим два примера вырождающихся параболических 
уравнении (возможность вывода условий 4''КРИТИЧН0СТИ обоб
щенных решений указана в § 3).

П р и м е р  2. Рассмотрим уравнение (5) при ji >  о +  1. Поло
жим if (p )  =  ,vpa, где v  >  0 , a e ( l ,  ji — a ) — постоянные. Нера
венства (8) и (9), которые приводятся соответственно к виду 
(а — 1) (а +  а) ^  О и av — (а + а — Р) ^  0, выполнены. По
скольку а > 1 ,  справедливо и условие (10). Выбирая начальную 
функцию в виде иа =  {(a +  1) i>0],/<o+I\  где v0^ 0 — решение за
дачи Avo +  [(a +  1) v0f na+,) — v [(a +  1) =  0 в £2, v0 =  0
на 512, получаем, что для некоторого Т0 ^  t* =  [шах и„],-17 
f [ \ { a —1)] выполняется (14).

П р и м е р  3. Пусть уравнение (1) имеет вид
Ц, = v  [1п(1 +  и)Уи] +  (1 +  и)1п*(1 +  и), (18)

где ji >  2 — постоянная. Возьмем r(:(p)= v ( l +  p)lna (l +  р), 
v > 0 ,  о е ( 1 ,  — 1) (при а > 1  интеграл в (10) сходится). Ус
ловия (8) и (9) принимают соответственно вид аг — 13*0 и 
v — (a +  1 — Р)1п*—(1 +  р ) >  0 и в силу предположения а е  
е (1 , j j— 1) выполнены при р >  0. Поэтому, если а0 удовлетво
ряет неравенству (7), то решение задачи становится неограни
ченным по истечении времени Т0, не большего

t* =  (ln [l +  max u0]},_a/[,v(а  — 1)] <  °°.

Между результатами примеров 2, 3 существует тесная связь. 
Сделаем в уравнении (18) замену и = еи — 1. Тогда функция U  
удовлетворяет уравнению

U ,  =  v  - { U V  U ) + U *  +  U \ 4  U \ \  (19J

которое отличается от уравнения (5) при о =  1 дополнительным 
неотрицательным членом U (V £/|2 в правой части. Поэтому реше
ния уравнений (19) и (5) при о =  1 связаны соотношением 
U(t, х)3* u(t, х),  если оно выполняется при f =  0 (здесь мы 
фактически пользуемся простейшим вариантом теоремы опера
торного сравнения). Это рассуждение позволяет вывести условия 
неограниченности решения одного уравнения из аналогичных 
условий для другого (см. п. 3).
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2. О неограниченных решениях задачи Коши с критической 
начальной функцией. В этом пункте показано, что критичность 
решения широкого класса уравнений (1) часто приводит к гло
бальной неразрешимости задачи Коши.

Начальная функция и решение задачи (1), (2') называются 
критическими, если ц, > 0  в PT'[w]. Тем самым и не убывает по 
t в (О, Т) X RN. Как следует из результатов § 2 для критичности 
решения, вообще говоря, достаточно, чтобы начальная функция 
удовлетворяла неравенству

V • (к(и0) V и0) +  (?(цо) >  0, х  е  {х е  R№| h0 (д:)>  0). (20)

В частности, критической функцией будет любое неотрицатель
ное решение краевой задачи

v (fc(Ho)V н0)-|-(?(и„)= 0, з : е й ;  и01ао =  0 (21)

( Q C R" — произвольная ограниченная область с гладкой грани
цей дй), продолженное нулем в К*\й.

В том случае, когда Q является шаром, все радиально сим
метричные решения задачи (21) могут быть определены из урав
нения

(к (и0) Wo)' +  (и0) u0 + Q (и0) =  0, г =  | х | >  0, (22)

и краевых условии
и0 (0) =  ит, щ (0) =  0, (23)

где ит >  0 — произвольная постоянная.
В одномерном случае уравнение (22) интегрируется, и реше

ние задачи (22), (23) имеет вид
ий{х) =  ЛХд (я), (24)

где X*q — функция, обратная к

—ш

x hQ ( s ) = J — Um к{пиц  1/a, « е ( 0 ,  um).
‘ 2 j' к ( l )Q (t) dl

- Л J

(25)

Отсюда следует, что функция (24) определена и строго положи
тельна при всех Ы  <  г0(ит ), где

г0 (ит) =  —  messupp и0 =  X kQ (0). (26)

Равенства (24) — (26) дают представление о характере зави
симости пространственной структуры критической начальной 
функции щ от величины ее максимума ит и коэффициентов к, Q.
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При произвольных N ^  1 уравнение (22) интегрируется, на
пример, если Q (и) =  л>ср (и ) , v =  const >  0, где

U

Ф (и) =  j к (ц) dtp и >  0. (27)
о

Тогда заменой «<,“*■ ф(и0) оно сводится к линейному уравнению, 
решением которого является функция r(2_JV)/V(j,_2)/2(v,/2r), где 
У(№-2>/2 — функция Бесселя.

Перейдем к изложению основных результатов. Фиксируем 
произвольное 7? >  0. Обозначим через й в шар (Ы  <  7?) и вве
дем в рассмотрение положительную в й в функцию

ф в (* )-  С0г(2_к,/27(лг-2)/2 (Я1/2г), (28)
где

Я =  [Ж'УД]* (29)

и —первый (наименьший) положительный корень функции
Бесселя Постоянную С0 >  0 определим из условия
I ’M t W  =  1. Нетрудно проверить, что фв(а;) является реше- 

Дфл +■ Яфв =  0 в йв, фв =  0 на ЗЙв. (30)

(“ я) 
иием задачи

Положим фя =  0 в RW\J2B.
Рассмотрим функцию

Яд (7) =  (и (7, х), фн) =  j и (7, х) фд (х) dx. (31)

Умножая скалярно в £2(йя) обе части уравнения (1) на фя и 
считая для простоты функцию HR{t) дифференцируемой по 7, 
получаем равенство

d l l j d t  = (Д ф (ц), фл) +  (@(и), фп), 7 >  0. (32)

Л е м м а  1. При всех допустимых 7 >  0

(Аф(н), фл)3г— Я(ф(п), фп). (33)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В том случае, когда решение и >  0 яв
ляется классическим, справедливость (33) проверяется непосред
ственно. Действительно, применяя формулу Грина, получаем

(Дф (и), фд) =  (ф (и), Афд) +  j  (фл-^Ур- — ( f ( u ) ^ j d s ,  (34)
бйд

где д/дп — производная по направлению внешней нормали к 
9ЙЯ. Однако фл =  0, Зфд/дп ^  0 на <ЭЙВ (последнее вытекает из 
положительности фв в й в). Поэтому из (34) и с учетом (30) по
лучаем

(Аф (и) , фв)5г(ф(и), Афл)= —Я(ф(и), фв).
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Если же и — обобщенное решение, то оценка (33) вытекает 
из условия и е  С\х ({и>0}), Уц>(и) =  0 всюду, где и =  0. Дадим 
краткие пояснения.

Пусть S ( t ) =  suppu(t, х ) — ограниченная область. Положим 
w(£)= й и П S(t) ,  dm(t) — граница о)(<). Тогда d&(t) =  Гп U Г(, где 
Ги^Зйи, Г« ^  dS(t) (отметим, что свободная граница dS(t) явля
ется достаточно регулярной; см. [195, 204]). Применяя формулу 
Грина, получаем

(Аф (и). Фн) =  (Ф (и), Д'фд) +  J  ( фя Ц р -  — ф (») ds +
r R

+  <35>
Г(

Поскольку тря =  0, д^п/дп<0  на Ги и ф (и) =  д(р(и)/дп =  0 на Г(, 
то

f  ( . ) * > 0 ,  f  ( - ) ^  =  0 .

гн г t
Из (35) получаем (33).
Оценивая правую часть (32) с помощью (33), приходим к не

равенству
d H J d t >  — Мф(и), фл) +  (<?(н), фв), * > 0 ,  (36)

которое является основей дальнейшего исследования.
Л е м м а  2. Пусть функция Q удовлетворяет условию (4), 

а также неравенству
Q "(u )>  0, и > 0 , (37)

и существует постоянная р >  О такая, что
ф ( н ) ^ р @ ( н )  в R +. (38)

Тогда решение задачи Коши (1), (2') является неограниченным 
и существует в течение времени, не большего

min
H > $ V /a Да-*Й>ар J 0(4)л ^ Нд( 0)

СЮ

I rft| <  оо. (39)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выберем постоянную i? > z )} p 1/2 та
кой, чтобы Ян( 0 ) > 0  (это всегда можно сделать, если ц0^ 0 ) .  
В силу (38) из неравенства (36) получаем

dt R2 { Q { u ) ,  фд), t > 0 . (40)

Отсюда с помощью неравенства Йенсена для выпуклых функ
ций [167] (Q(a), фл)>Q[(u ,  фн)] =  (?(Яи) (напомним, что
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Iltii IIl^Qr) =  l )  выводим оценку 
dH
—t -  R‘

r2 _  ,(I)2„
fl>  [ Q(Hr), t >  0.

Hj э т о й  оценки в свою очередь получаем 
ня (0 Р2_,(1)2мЙГ) л 2Л7 РI
Н й ( 0 )

С'(П) R t , t > 0 .

Отсюда HR(t) пеограничена на (0, f*], что в силу оценки 
HR (t) ^  max и (t, х) обеспечивает выполнение (14).

*SQ
Т е о р е м а  1. Пусть выполняются условия (4), (37) и суще

ствуют постоянные р >  0, h >  0 такие, что при всех u > h  спра
ведливо неравенство (38). Пусть начальная функция и0 является 
критической, причем и<)(х) '^  k  при всех | х |^ а ,  где постоянная 
а >  0 такая, что

1 — p[z$Y a]2> 0 .  (41)

Тогда решение задачи Коши (1), (2') существует в течение вре
мени, не большего

а г -

оо

на( о)

dr\
СМП) <  °о. (42)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу критичности начальной функции 
выполняется неравенство u(t, x ) ^ h  при всех Ы  и допусти
мых t >  0. Возьмем R =  a. Тогда <p(u) <  p@(u) всюду в Qa. По
этому, как следует из (40), справедливо неравенство

(Q (U)’ ^a)i г > о ,

которое в силу (41) обеспечивает глобальную неразрешимость за
дачи (см. доказательство леммы 2).

Более сильный, чем теорема 1, результат мы получим для слу
чая JV =  1. При этом будем считать выполненным условие

1
j ^ - d n c o o ,  (43)
о

которое обеспечивает финитпость по х  решения задачи, если 
mes supp ц0 <  00 (см. § 3 гл. I).

Обозначил! через
vA(t, x) = j{Q, l  = x / tuz (44)

автомодельное решение уравнения
vt = {k (v )vx)x, t >  0, i e R +1 (45)



удовлетворяющее условиям
vA(t, 0 )=  ит, vx (t, оо) =  0; t >  0 (46)

(здесь ит >  0 — фиксированная постоянная).
Функция /(£) определяется из следующей краевой задачи для 

обыкновенного дифференциального уравнения:

(*(/)/')' + - г ^  =  0’ С > 0 ;  (47)
/(0 )= И т, /(°°) =  О,

где / ' =  df/dt,. Существование и единственность решения задачи 
(47) в случае достаточно произвольных коэффициентов к уста
новлены в [180, 181, 197]. Там же показано, что при выполнении 
(43) функция /(£) является финитной: £;0 =  messupp/ <  °° и во 
всех точках, где она положительна, является строго убывающей. 
Последнее обеспечивает существование точки £; =  £m е  R+ такой, 
ЧТО / ( £т ) =  Ит/2.

Т е о р е м а  2. Пусть выполняются условия (4), (37), (43) и 
функция Q/ ср является неубывающей, т. е.

Q ' (и) у (и) — Q (и) к (и) >0,  и >  0. (48)
Пусть начальная функция ц0 является критической *), причем 
max и0(х) =  иш >  0. Тогда решение задачи Коши (1), (2') при 
N  =  1 существует в течение времени, не большего

t* =  2 Ф (цт /2) 
С (“т / 2)

(49)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть для определенности sup иа дости
гается при х =  0, т. е. ц0( 0 ) = н т. Тогда в силу критичности на
чальной функции выполняется неравенство u.(t, 0 )~^ит при всех 
допустимых t >  0. Сопоставляя уравнения (1) (при N  = 1 )  и 
(45), убеждаемся, что

u ( t , x ) > f ( \ x \ / t l/l) (50)
всюду в области существования решения рассматриваемой задачи 
Коши. Справедливость этого вывода вытекает из принципа мак
симума; при этом учитываются условия (46) и предположение 
(43), а также используется тот факт, что vx (t, Ы)-*- 0 при t -*■ 0+ 
всюду в R\(0).

Положим h m =  u J 2 ,  \Lm =  y ( h m) / Q { h m) .  Тогда в силу (48) при 
всех н > А т выполняется неравенство (38) при ц =  цт. Из (50) 
получаем, что при любых t ^ t x, где

*1
Нтп

Т 2
О „(1>22 ,2  Zn =  2 Ф(Ц™/2) (1)2 

Q (“m/2) CS, N ■
(51)

*) Без ограничения общности можно считать, что ыо определяется по 
формуле (24). Нетрудно показать, что (24) является минимальной среди 
всех критических начальных функций, отвечающих одному и тому же мак
симуму ит >  0.
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пи отрезке \x\ ^  йщ—Cm W )1/# выполняется неравенство u(t , x )^= 
>  hm =  um/2. Указанный выбор постоянных hm, pm, «m обеспечи- 
u u ct  выполнение условия (41) (здесь цт  (z/vVam)a =  1/2 <  1). 
!)то в силу теоремы 1 гарантирует неограниченное возрастание 
функции / /  (<* +  0  по истечении времени, не большего

t 2 -- am ЙГ|
II 7(1)2M-m ZN Н,

I СЛ»)
< 2 I;

‘т / 3

dll
счпУ <  °° (52)

(при выводе последнего неравенства используется очевидная 
оценка Я а т ({*) >  ит /2). Суммируя (51) и (52), приходим к не
обходимому результату.

Условиям теоремы 2 удовлетворяют, например, коэффициенты 
уравнения (5) при р ^  о +  1 (возникновение этого ограничения 
связано с (48)). Однако известпо (см. § 3 гл. IV), что при 1 <  
< Р < о + 3  все неотрицательные решения задачи Коши (5), (2') 
в случае N  =  1 являются неограниченными. Отсюда вытекает

Т е о р е м а  3. Пусть начальная функция и0Ф 0 задачи (5), 
(2') при р >  1, N = 1 является критической. Тогда задача не 
имеет глобального решения.

Эта теорема допускает обобщение на многомерную задачу (5), 
(2') при условии, что 1 <  р <  (о + 1) (N + 2)J(N — 2)+. Коротко 
охарактеризуем метод доказательства.

Если и0(х) — финитная критическая начальная функция, то 
предположение о том, что u(t, х )— глобальное решение, приводит 
к следующему выводу: u(t, *)-*<» в Rw при Если это не
так, то существуют две возможности: либо u(t, х) ограничено 
равномерно по t в R*; либо u(t, х) стабилизируется снизу при 
t -► °° к сингулярному стационарному решению и* (х), определен
ному, например, в Rn'\{0), и и% (0) =  оо (такие решения сущест
вуют при (1 > (о  + l)JV/(iV — 2)+; см. [213, 226]). Первое предполо
жение в силу монотонности u(t, х) по t приводит на основе стан
дартных рассуждений к выводу о стабилизации снизу u(t, х) при 
t оо к стационарному решению и* (х) >  0 в RN, которое при 
Р < (о  +  1) (N + 2)/(N  — 2)+ не существует. (Для случая и* =  
=  и* (|* |) это установлено в § 3 гл. IV; отсутствие несимметрич
ных по 1*1 решений уравнения Дгг£+1 +  н* =  0 в R" для указан
ных значений р доказано в [213].)

Второе предположение сводится к первому. Оно означает, что 
и-+<х> при t -► оо только в одной точке * =  0. Однако u(t,  * ) <  
<  и% (*) в R+ X RN, так как ut >  0 в РДи] в силу принципа мак
симума [165] (г =  и , > 0  в окрестности любой точки, где уравне
ние для z является равномерно параболичным). Поэтому суще
ствует такое *, е  R-v, что u(t, х) ^  щ  (х + *0), и, следовательно,; 
и (t , 0) ^  и* (*0) <  оо для всех t >  0, т. е. решение и равномерно 
ограничено в R+ X R"'.
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Итак, если и — глобальное финитное критическое решение, то 
и оо в при Поэтому рано или поздно u(t, х) будет
удовлетворять условиям теоремы 1 (случай рз*а +  1) и в конце 
концов станет неограниченным. При 1 <  (1 <  а +  1 всякое решение 

задачи Коши для (5) является неограниченным (см. § 3 
гл. IV).

3. Применение теорем обобщенного сравнения. В этом пункте 
неограниченные решения уравнения (1) изучаются на основе 
сравнения с различными решениями уравнения (5), свойства ко
торых подробно изучены в § 3 гл. IV.

Введем для удобства функцию
U& («, х- Т) =  (Т -  0~ 1/<Р-1)Л[1 -  | х |2 (Т —

О< t < T ,  i e R " ;  о > 0 ,  0 >  I, (53)
где Т, а, А — некоторые положительные постоянные, две послед
ние из которых связаны соотношениями

4 А а ^  о  +  1 -  р
а а2 >  р _  1 '•

1 2N  А а

Р - 1  +  « а2
1 +  2 {N +  2/р ) Ла/а2 

IP — (ff 4- 1)1/(Р — 1) +  4Л°/(аа2)

(Р+о-1)/о

(54)
В § 3 гл. IV показано (теорема 1), что при выполнении не

равенств (54) функция (53) является неограниченным нижним 
решением уравнения (5). Мы будем использовать тот факт, что 
при 1 < р < о + 1  + 2fN  все нетривиальные решения задачи Коши 
(5), (2') являются неограниченными (теорема 2 § 3 гл. IV).

3.1. Сначала мы используем теорему прямого сравнения ре
шений (теорема 2 § 1).

Т е о р е м а  4. Пусть коэффициенты k, Q в (1) удовлетворяют 
при всех и >  0 неравенствам

к ( и ) ^ и \  (к(и)1иа) ’ >  0, Q (u )> u 9~nk(u),  (55)
где о > 0 ,  р е (1 , о 4- 1+ 2/N) — фиксированные постоянные. Пусть 
начальная функция иа ^  0 в (2') является критической. Тогда 
задача Коши (1), (2') не имеет глобального решения.

П р и м е р 4. Рассмотрим уравнение
щ =  V. (ие*2 Vu) +  i /e “2, Р > 1 .  (56)

Нетрудно видеть, что условия (55) при а =  1 выполнены. Тогда, 
как следует из теоремы 4, в случае 1  <  {} <  2 ( N  +  l ) / N  любая 
критическая начальная функция ий Ф 0 порождает неограничен
ное решение задачи.

Рассмотрим подробнее задачу (56), (2') при i V=l .  Здесь
U

ф(и) =  ^/с(т))йт1 =  - y ( e u2 — 1), u > 0 .
О
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Легко проверить, что

•sign {«?/ф]' («)} =  sign [ р ^ - 1 (е“* -  1) -  2up+1] >
>  sign [(Р — 2) up+1] =  sign (р — 2).

Отсюда следует, что при р IS* 2 выполняется неравенство (48), 
и тогда на основе теоремы 2 заключаем, что при N  =  1 любое ре
шение задачи (56), (2 '), отвечающее критической начальной 
функции (определяемой, например, по формуле (24)), является 
неограниченным.

3.2. Ниже при исследовании задачи Коши (1), (2') применя
ется метод операторного сравнения в том виде, в котором он из
ложен в следствии к теореме 4 § 2. Следующее утверждение до
казывается с использованием результатов, полученных в § 3 
гл. IV.

Т е о р е м а  5. Пусть существует монотонно возрастающая 
функция Е : Rf -► R+ такая, что

Е " ( и ) ^  0, п >  0; (57)
k(u) = [E(u)]°, Q (u)>[E(a)V/E ' (a) ,  и >  0; (58)

о >  0, р > 1 .
Тогда: 1) если l < p < a + l  +  2/V и иа^  0, то задача Коши 

(1), (2') не имеет глобального решения*);
2) если

щ (х )>  Е - 1Ша,(0, х; Г)>, I E R " ,  (59)
при некотором Г <  °° (здесь Е~1 — функция, обратная к Е ), то 
решение задачи существует в течение времени Т0^ Т ,  причем 
при всех 0 <  t <  Го справедлива оценка

в(*, x ) > E - l{ U ^  х; Т)}, i e R "  (60)

Рассмотрим несколько примеров.
П р и м е р  5. Пусть Е(и)  =  In (1 +  и). Условие (57) выполнено, 

и функциями k, Q, удовлетворяющими (58), являются, например, 
коэффициенты уравнения

и, =  V -(ln”( l +  tt)Vi*)-f(l +  u)lnp(l 4- и). (61)

Поэтому при 1 <  р < a +  1 + 2JN все нетривиальные решения это
го уравнения являются неограниченными. В случае р ^  о +  1 +  
+  2/N решение будет неограниченным при выполнении неравен
ства (59), которое здесь имеет вид

Uo (х) exp {?7ер (0, х; Т ) ) — 1, r e R "

В § 7 гл. IV показано, что для a =  0, p > l  +  2/V при достаточно 
малых начальных функциях и0 уравнение (61) имеет глобальные 
решения.

*) В это м  с л у ч а е  д л я  в р е м е н и  с у щ е с т в о в а н и я  р е ш е н и я  с п р а в е д л и в а  
о ц е н к а  с в е р х у , п о л у ч е п н а я  в  т е о р е м е  2 § 3  гл . IV .
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Более подробные сведения о неограниченных решениях урав
нения типа (61) получены в § 7 гл. IV на основе другого 
подхода.

П р и м е р  6. Пусть теперь Е (и )=  u/ln(e2 +  и). Нетрудно про
верить, что Е является монотонно возрастающей и вогнутой в R+ 
функцией. Тогда условиям (58) будут удовлетворять функции

к ( и )  = иаЛп°(ег + и), Q(u)&* 2npln,_p(e2 +  и).

Поэтому задача Коши для уравнения (1) с такими коэффициен
тами в случае 1 <  р < о +  1 + 2/N, не имеет решения
в целом. _

В качестве других функций Е: R+ -*■ R +, удовлетворяющих 
(57), можно рассмотреть, например, Е(и) =  u1/2ln(e4 +  и), Е(и) =  
=  exp (In1/2 (1 +  и) } — 1 и т . п.

§ 7. Условия критичности и теорема сравнения 
разностных решений нелинейных 

уравнений теплопроводности

В этом параграфе показано, что установленные ранее утверж
дения о критичности и теорема сравнения без принципиальных 
изменений переносятся на случай разностных решений тех же 
параболических уравнений, т. е. решений неявных разностных 
схем, построенных на основе дивергентной (консервативной) ап
проксимации параболического оператора. Это свидетельствует 
о совпадении довольно тонких свойств теплового процесса и пра
вильно построенной разностной аппроксимации. Этот факт для 
нас является принципиальным, поскольку на всех этапах иссле
дования нелинейных процессов теплопроводности и горения ши
роко используются численные методы. Целям этого исследования 
служит теория сравнения решений различных параболических 
уравнений. Поэтому важным является тот факт, что этой теорией 
можно пользоваться почти столь же свободно на уровне разност
ных решений.

Ниже изложение ведется на примере нелинейного уравнения 
теплопроводности

и, =(ср(и))хх, (1)
для которого будет рассматриваться краевая задача в (О, Т ) Х  

Х(0, I), где Т, I — фиксированные положительные постоянные, 
с условиями

и(0, х ) =  и0(х)> 0, л: е  [О, Ц; (2)
u(t, 0 )=  и, (05* 0, u(t, l) = u2{t)> 0, O ^ t ^ T .  (3)

Неотрицательная функция ф е  C2(R+) П С ([0, °°)) является стро
го возрастающей: ф'(и)>0  при и > 0 ,  ф(0)=0.  Функции ц0, Щ,

считаются достаточно гладкими, u0(O) =  u,(O), щ(1) = и,2(0).
Введем сетку по пространству он, =  (xj, =  kh, h >  0; к  =  1, 2, 
М — 1; hM = 1} и (неравномерную) сетку по времени оц, по-
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рождаемую системой временных интервалов 
2  Tj =  Г). Через

/' =  0* 1, N;

Щн =  и0 (Щ,  0 <  к <  М,

будем обозначать сеточные функции, совпадающие с ц0(я) и u{(t) 
в узлах сеток соЛ и o)t соответственно.

Поставим в соответствие задаче (1) — (3) неявную (нелиней
ную) разностную схему:

(Vk)t =  Ь'к -- Vh =  ( ф i v h) ) - x, (t, х) <= (otft =  <ot X  о>ft; (4)
J

=  М0Л >  о, X <=  ш Л; =  м0(°). =  мо ( 0 ;  (5 )

^o =  uit> 0, Ум =  и2Т> 0 ,  * eo } t . (6)

Здесь введены обычные [152] в теории разностных схем обозначе
ния: Vh =  v3h+1, vh =  vl — искомая сеточная функция, {vh)~ =
=  (vh — vh-i)/h, (vk)x = (vk+l — vk)/h  — операторы разностного
дифференцирования, так что

Ph.{vk-и Vk, vk+1) =  (( f(vh))ix =  ^ [ ( p i v h -г) — 2(p(vh)+  (f{vk+1)].
(7)

Задача (4) — (6) представляет собой систему нелинейных ал
гебраических уравнений. Вопросы существования и единственно
сти решения полученной разностной задачи рассматриваются 
в § 5 гл. VII. Итерационные методы решения подобных нелиней
ных разностных задач подробно рассмотрены в [152].

Будем предполагать, что решение разностной задачи (4) — (6) 
определено всюду в о)ть, причем на каждом /-м шаге по времени 
система уравнений разрешима при всех 0 < T ^ T j .  Также счита
ем, что в некотором классе сеточных функций На+1, близких к v3ht, 
соответствие т -> i^+1 является взаимно однозначным и непре
рывным в С(ыл) и v{+1^ v {  при т 0+ в соа. Последнее тре
бование естественно; два предыдущих условия не являются 
обременительными и выполнены в более общей ситуации (см. § 5 
гл. VII).

1. Принцип максимума. Обозначим через da>Zk параболическую 
границу шгЛ, т. е. <9сохЛ =  {t =  0, х е  ojJ  U {£ е  сох, д: =  0) U (f е  шх, 
х =  I), (щ =  {х =  kh, к =  0, . . . ,  М). В следующей лемме (она 
неоднократно используется в дальнейшем) получены ограниче
ния на разностную аппроксимацию параболического оператора, 
при которых решение задачи не может принимать отрицательных 
значений, т. е. подчиняется слабому принципу максимума.
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Л е м м а  1. Пусть сеточная функция zi является решением 
задачи

(za) ( —  _ — 6ft ( z ft—1> z Ai zA + l )  ® (8)
Tj

где непрерывная в R X R X R  функция 0ft(a, Ь, с) такова, что
0/,(а, Ь, с ) > 0 л(6, Ь, Ь)>0,  а> Ь ,  с> Ь.  (9)

Пусть z i ^ O  на Тогда всюду в сйгь.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть /  =  шах | z\ ^  0, хесо/,; 0 ^  

Тогда найдется х е м ,, (точка отрицательного ми- 
нимума по х  в ац) такая, что zh <  U, zk- 1Z^zk , zk+1Z^zk . 
Поэтому из (8) с учетом (9) получаем

*7+1. о  (  J  +1 3  +1 3 +1 \  '—̂ д f  <7 +1 3
— t*A \ ZA — It ZA t zA + l )  ^  ^A ( ZA i ZA

, 7 + 1 4 +‘ ) > o . (10)

Отсюда z i+1 ^  z£, а это противоречит выбору величины J.
С л е д с т в и е .  Решение задачи (4) — (G) удовлетворяет сла

бому принципу максимума: в ать- Если 1>£>0 в ah, mo
v{ >  0 в сотЛ.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим сеточное уравнение

(za)( =  ~ =  (ZA—li zAi zA + l) =  ( ^ ( za))j j ;i (C %) ^  h (11)
Tj

с краевыми условиями (5), (6), где т|)(у) =  ср(Ы )sign v. Без тру
да проверяется, что для этой задачи выполнены все условия 
леммы 1, так что 4 ^ 0  всюду в coxft. Однако уравнение (11) 
при zh 5s 0 совпадает с (4), поэтому в силу единственности ре
шения (см. § 5 гл. VII) v i ^ z i ^  0 в Их/,. Справедливость вто
рого утверждения прямо следует из анализа уравнения (10) 
с правой частью (11).

2. Достаточные условия критичности разностного решения.
О п р е д е л е н и е .  Решение задачи (4) — (6) будем называть 

критическим, если при всех ( е ш ,
vh— vh>0,  x ^ ( a h. (12)

В случае задачи (4) — (6) теорема о критичности решения 
практически не отличается от своего дифференциального аналога 
в § 1.

Т е о р е м а  1. Критичность решения задачи (4) — (6) обеспе
чивается неравенствами

(ф {uoh))xX > 0 ,  х е  сод; (13)



Разумеется, (14) можно заменить условиями неубывания 
функций Ui(t) ( г=1 ,  2).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим zk — (vk — vh)fij.  Тогда zh яв
ляется решением задачи

=  “  [Pft(»ft-1 +  Tjz ft—1> v h +  %i z h i fft+1 +  T;zft+l) — v h> y f t+ l ) ] t

2ft =  P h M -i. v°h, C i ) ,  ж<=(оЛ;
Г  “ i t - “ i t  -— _ t

T;

(C a:) e  (oxft; (15) 
zo =  zm=  0; (16)

t e  ox. (17)

Для определения начальной функции в (16) введен дополнитель
ный фиктивный временной слой с номером / =  — 1: т_, >  0, щ-1 =  
=  v°h — т_1рЛ( ^ _ 1, v0k,v°k+1) в сол.

Пусть J  =  max(/' | z \ >  0, ж е(о л; j } c N .  Посколь
ку 2( >  0 в сол, из (4) получаем, что (ср ((;*))-х =  г* >  0 в ©Л. 
Рассмотрим уравнение (15) при j  = J .  По предположению 
zkTj = vk — vh 0 при Tj 0+ в С(о)/,). Следовательно, найдется
такое >  0 ,  что тj Z h  =  0 для некоторого х  е  оц и T j Z k ± i  3* О 
( T j >0  в силу условия (ф {vh))zx >  0 в Ил). Тогда из уравнения 
(15), (7) приходим к  противоречию, поскольку его правая часть 
0,,(г*-,, 0, zh+1) неотрицательна в силу условий ф ' ( ц ) > 0  при 
и >  0, zk±l >  0.

3. Теорема сравнения. Рассмотрим в (охЛ две разностные зада
чи, соответствующие краевым задачам (v =  l, 2) для различных 
нелинейных параболических уравнений с операторами типа (1):

(vl) t =  2 ’ h >)V k ) =  (ф(у) { ^ ) ) - х ; (18)

v (h  )0 =  и $  > 0 ,  ж е  т ;  (19)
n̂ v) =  >  0, Ум) =  И2т)> 0 .  ( е м х. (20)

Следующее утверждение вполне аналогично теореме сравне
ния, сформулированной в § 1. Однако по способу доказательства 
они существенно различаются.

Т е о р е м а  2. Пусть
Vh)0> v (h1)0, ж е (о Л; и[г) (t) >  и\г) (t), 0 < * < Г ,  i =  1, 2, (21)

и краевые условия задачи при v =  2 являются критическими:

« « "  ■ » (<р<”  W ® ) ) ; , >  0 , х е ш , ;
0  <  г <  7', > - 1 , 2 .
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Пусть при всех р >  О
(22)
(23)

ф (2)' ( р ) — ф (1)' ( р ) > о ,

[ф(2),(р)/ф(1)' ( р ) ] >  0.

Тогда > 0^  в a>Xh.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Полагая z h— получаем для 

этой сеточной функции задачу

=  вд^л-х, ?к+г)}
причем в силу (21) zh> 0  на <Эсотл к 4 > 0  в соЛ. Применяя ме
тод доказательства теоремы 1, получаем, что г „ > 0  в шЛ, если 

(z*-,, 0, zA+1)5=0, где zh±i^ O  (здесь введены обозначения zh =  
=  Zk+1, J  =  max (/ | 4  >  0 в сод; 0 ^  i ^  у).

Поскольку
0ft (9д_х, 0, zk+1) >  0ft (0, о, 0) ^

теорема будет доказана, если

г № >  -  г ? 1® 1 *  i  |фю ( т а  -  ф® ( т а  +

+  ф® ( т а  -  ф”  ( т а  -  2 [фм « > )  -  ф"  (г ? ’)]1 >  0. (24)

Из критичности решения у ft следует, что в соЛ выполняется 
неравенство

s - w  - р [ ф ,!ч т а + Фв | ( т а - 2 ф ® ( я я ) ] > о .

Поэтому

где (ф<2))-1 — функция, обратная к ср<2).
Поскольку ф(2) — ф(1) не убывает в R+. (см. (22)), с помощью

(25) получаем

Фю ( Й !,) - Ф т ( й в ) < | - [ ф ю < т а + Ф ,в « ? . ) ] -

- Ф ш ((Фм ) - , ( ! ( Ф в , ( т а + Ф ,1>

Подставляя эту оценку в (24), получаем 

?(2)̂ (2) 'г J„(D I f„(2 )>i—i ( (P(2>( vh-i) +  cP(2)( vk+i)?H w ”> V —  / ) -  

- 4 - [ ф и | ( т а + Ф ш ( т а ] | -  (2в)
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Введем обозначения ф<2) (i^+i) =  Щ±1 - Тогда последнее нера
венство запишется в виде

-1  +  w ,s-ргр -  srtw > р {»'“ (W ’r 1 (:
- 1  [ф111 ((ф<!>) - ‘ <«„-.» +  ф™ ((фи>Г '  к « » (2 7 )

Однако неравенство (23) обеспечивает выпуклость вверх функ
ции срС1) ( (ф<2))~‘ (р)), так как

[ф'11 ((ф,!|г  (/>))]' -  [фа>' ( я ) ] -  Ш я' <ч)]' < 0 ,
где ц =  (фС2))_Чд)- Поскольку / ( (гр +  т]2)/2)5* [/(тр)-b/(Ti2)]/2 
ДЛЯ любой выпуклой вверх функции /(ц) И любых Til, Т|2 >  0, TQ 
правая часть (27) является неотрицательной, что завершает до
казательство.

КОММЕНТАРИИ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Результаты § 1, а также п. 1 § 2 подробно изложены в работах [39, 40, 
43]. Доказанные здесь теоремы сравнения, основанные на специальных по
точечных оценках старшей пространственной производной мажорирующего 
решения, можно рассматривать как обобщения известных утверждений о 
соотношениях между верхними и нижними решениями уравнений или си
стем уравнений параболического типа (см., например, [165, 21, 259, 270]). 
Ранее теоремы о критичности решений полулинейных параболических урав
нений использовались в [21, 265, 260], Условия критичности обобщенного 
решения одного квазилинейного уравнения нелинейной теплопроводности 
получены в [132], Отдельные теоремы сравнения решений квазилинейных 
параболических уравнений специального вида, при доказательство которых 
использовалась информация о знаке второй пространственной производной 
одного из решений, встречались в [232]. Несколько позднее работ [39, 40, 
43] в [185] тем же способом установлена справедливость теоремы сравне
ния решений параболических уравнений с операторами (33), где b(v) =  О 
(см. § 1); условие сравнения тогда принимает вид первого неравенства (34).

Теорема операторного сравнения, частными случаями которой являют
ся теоремы 3, 4 § 2, сформулированная для достаточно произвольных нели
нейных параболических уравнений и использующая оценки, вытекающие из 
ф-критичности мажорирующего решения, доказана в [22, 23] (в [23], изло
жение ведется на примере квазилинейных уравнений с источниками).

Достаточные условия ф-критичности решения рассматриваемых задач 
(теорема 1 § 3) с одной пространственной переменной получены в [22, 23]. 
В работе [22], в случае задачи Коши анализировались зависимости ф =  
=  ф(м, их) (постановка задачи Коши позволяет определить знак функции 
2 (0, х) =  щ (0, х) — ф (мо (ж), uQ (ж)). Впоследствии понятие, аналогич
ное ф-критичности, было введено в работах [271, 272], где, в частности, да
ны некоторые приложения к исследованию неограниченных решений.

Большинство результатов, полученных в § 4, 5, содержится в работах 
[38, 46]. Другой подход к исследованию эффекта локализации применяется 
в гл. VI. Теорема 4 § 4 о локализации тепла в задаче Коши доказана в [38]. 
Условия неподвижности в течение конечного времени точки фронта обоб
щенных решений уравнений с к (и) иестепенного вида изучались в [232]. 
При к (и) =  иа, о >  0, такое исследование проводилось в [103, 106, 194]; 
для многомерного уравнения некоторые результаты в этом направлении по
лучены в [195], Там же (см., кроме того, [257]) изучались некоторые свой
ства поверхности вырождения, отвечающей произвольному обобщенному ре
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шению задачи Коши для уравнения ut =  Ли<1+|. Большинство из этих ре
зультатов с общих позиций анализируется в книге [204],

Метод исследования неограниченных решений параболических уравне
ний с источниками (п. 1 § 6), основанный на условиях ^-критичности зада
ча, предложен в [25, 30], При доказательстве утверждений, сформулирован
ных в п. 2, используется метод (в терминологии [238] — метод собственных 
функций), который также применялся для аналогичного исследования кра
евых задач в ограниченных областях для полулинейных (к(и) =  1) [229, 
238], квазилинейных [25, 26, 30, 224, 246], параболических уравнений и си
стем [52].

Доказательство теорем 1—3 § 6, в которых используется повый эле
мент-критичность начальной функции, проведено в [25, 32]. Результаты 
п. 3 § 6 частично отражены в [42], О других методах исследования неогра
ниченных решений см. гл. IV, VII. Краткий обзор результатов исследова
ния неограниченных решений нелинейных эволюционных задач содержится 
в [48, 146, 238].

Результаты § 7 являются частным случаем утверждений, доказаппых 
в [31], где критичность разностных решений установлена для параболиче
ских уравнений общего вида u* =  L(u, их, ихх). В [31] содержатся также 
теоремы сравнения решений неявных разностных схем для различных урав
нений типа „ ( V ,  =  L ( V , ( „ ( V ,



Г л а в а  VI

ПРИБЛИЖЕННЫЕ АВТОМОДЕЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ 
НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ К ИССЛЕДОВАНИЮ 
ЭФФЕКТА ЛОКАЛИЗАЦИИ

§ 1. Введение. Основные направления исследований

В этой главе излагается один общий подход к исследованию 
асимптотического поведения решений квазилинейных параболи
ческих уравнений

ut = (k (u )u x)x; к (и )>  0, u > 0 ,  (1)

где А:еС2((О, °°))ПС([0, °°)). Для этого уравнения будет рас
сматриваться краевая задача в сот =  (0, r ) X R H 7 '< °° , с началь
ным условием и(0, х) = и0(х)&* 0 в и граничным законом 
u(t, 0) = ul ( t)>  0, £е (0, Т), изменяющимся в режиме с обостре
нием:

ы,(£)-*-°°, t  Т~. (2)
Нас будут интересовать асимптотические свойства решения 

рассматриваемой задачи, проявляющиеся при временах, достаточ
но близких к моменту обострения t =  Т~, и в особенности те огра
ничения на u(t, 0) — иДг), при которых в задаче существует или 
отсутствует локализация тепла (понимаемая в строгом или эф
фективном смысле; см. § 1 гл. III).

Такое исследование мы хотим провести в случае достаточно 
произвольных граничных режимов uL(t), а также для широкого 
класса коэффициентов к (и).

Как уже неоднократно упоминалось (см. гл. I—III),  эффек
тивный метод изучения подобных задач состоит в построении и 
анализе подходящих автомодельных или каких-либо других ин
вариантных решений уравнения (1), удовлетворяющих некоторым 
обыкновенным дифференциальным уравнениям. Эти частные ре
шения имеют простую пространственно временную структуру, оп
ределяющую вид граничного условия u(t, 0) =  Ui(£), и дают не
обходимую информацию об асимптотическом развитии процесса. 
Довольно подробные сведения об инвариантных решениях урав
нения (1) даны в гл. I—III.

Однако, как показывает групповая классификация уравнения 
(1), проведенная в [138, 139], общее число решений этого урав
нения, инвариантных относительно группы Ли точечных преобра
зований, сравнительно невелико. Более общие преобразования 
Ли — Беклунда не дают существенного расширения класса ин-
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вариантных решении; новые возможности здесь появляются лишь 
при к ( и )  = ( 1  + и)-2 (см. [97, 190, 235]). При к ( и )  нестепенного 
(к(и)Ф иа, а =  const) и неэкспоненциального (к (и )Ф е“) вида 
уравнение (1) допускает только два вида нетривиальных инвари
антных решений: uA(t, х) = /А(х/ (I + t ) l/1) и uA(t, x) = fA(x — t).

00

Из них только второе в случае, когда интеграл j  (к (т])/г|) dr\ яв-
1

ляется сходящимся, порождается граничным режимом с обостре
нием. Уравнения (1) со степенной или экспоненциальной нели
нейностью допускают другие, интересные с нашей точки зрения, 
инвариантные решения (см. § 3 гл. II).

Наличие у отдельных параболических уравнений вида (1) бо
лее широкого класса инвариантных решений во многом стимули
ровало развитие специальной теории сравнения решений различ
ных нелинейных параболических уравнений (см. гл. V). Однако 
выводимые в рамках теории сравнения оценки решения уравне
ния (1) общего вида часто являются заниженными или завышен
ными и тем самым но позволяют точно описать асимптотическую 
стадию эволюции решения. С помощью доказанных в гл. V тео
рем сравнения не всегда удается выделить оценками снизу и 
сверху узкий «коридор» эволюции решения во времени (доста
точно узкий для того, чтобы можно было говорить о правильно 
установленном асимптотическом поведении решения). Во многом 
это связано с немногочисленностью инвариантных решений урав
нения (1).

В данной главе для определения асимптотического поведения 
решений уравнения (1) используются приближенные автомодель
ные решения (п. а.р.), которые, хотя и не удовлетворяют уравне
нию (1), тем не менее правильно описывают асимптотические 
свойства его решений. В дальнейшем в каждом из параграфов 
излагается свой метод построения п. а.р. Главная проблема при 
этом состоит в выделении основного (можно сказать, определяю
щего) оператора в правой части уравнения, который является 
доминирующим на развитой стадии эволюции граничного режима 
с обострением. Особенно любопытны с этой точки зрения резуль
таты § 2, где выделеп класс коэффициентов {к (и)}, при которых 
определяющим является оператор первого порядка, н в конечном 
итоге асимптотика теплового процесса описывается инвариантны
ми решениями уравнения типа Гамильтона — Якоби.

Следует особо отметить, что каждое нетривиальное авто
модельное решение уравнения нелинейной теплопроводности (1) 
является, как правило, асимптотически устойчивым по отноше
нию к малым возмущениям не только краевых условий, что в об
щем довольно естественно, по и к малым возмущениям самого 
уравнения (т. е. возмущениям коэффициента к (и) относительно 
соответствующих инвариантных зависимостей). Надо сказать, что 
термин «малый» в последнем случае не следует понимать бук
вально, поскольку часто п. а. р., полученное из некоторого инвари- 
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аитного решения в результате малого возмущения к (и), совер
шенно на него не похоже.

В соответствии с [62—65] множество достаточно «регуляр
ных» асимптотик неограниченно растущих решений уравнения 
(1) разбивается по характеру роста к (и) при больших и на три 
класса, каждый из которых в свою очередь состоит из трех под
классов, упорядоченных по виду граничных функций {и, (£)}. 
Первый класс— к(и)  «слаболинейного» вида — рассматривается 
в § 2, второй класс — к (и) «близок» к степенной зависимости — 
рассматривается в § 3. В § 4 излагается другой способ построе
ния, быть может, не столь широких семейств и. а. р.; однако это 
исследование приводит к любопытным общим выводам.

В этой главе мы не рассматриваем третий класс — нелиней
ность к (и) близка к экспоненциальной зависимости, поскольку 
при анализе асимптотической устойчивости соответствующих 
п. а. р. необходимо рассматривать краевую задачу в ограниченной 
области с подвижными границами [64], и, следовательно, это ис
следование не применимо при изучении эффекта локализации 
тепла в полупространстве.

Вопросы, связанные с построением п. а. р., отвечающих обыч
ным граничным режимам без обострения: «1 (/)-»-<» при t -*■ 
здесь не рассматриваются. По этому поводу см. работы [62—65]; 
в последней проведена классификация таких п. а. р. на «плоско
сти краевых задач».

§ 2. Приближенные автомодельные решения 
в вырожденном случае

1. Постановка задачи. Рассмотрим первую краевую задачу: 
u , = ( k ( u ) u x)z, (t, z ) e  о)т = (0 , T ) X R +, (1)

и(0, х) = щ(х)  0, j : e R +; ц0е С ( R+), sup u0 <  (2)
и (t, 0) = « , ( * ) >  0, 0 *£ £ <  Г;

t +  T~- BleC*([0, J ) ) .  W

Функцию Ut в (3) будем считать монотонно возрастающей.
В этом параграфе для широкого класса уравнений (1) с по

степенными нелинейностями будут построены п. а. р., удовлетво
ряющие некоторым квазилинейным уравнениям первого порядка.

Построение п. а. р. будет проводиться при следующих ограни
чениях на коэффициент к: к'(и)¥=0 при и >  О,

[k(s)/k‘ (s )]' -*■ о°, s->-eo, (4)
оо

О
Условие (5) накладывает ограничение снизу на характер по

ведения функции к (и) при больших и, а условие (4) — ограниче
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ния снизу и сверху. В частности, из (4) следует, что при любом 
а  >  0 и всех достаточно больших s >  0 справедливы оценки

s~a < k ( s ) < s a. (4')

В дальнейшем нам понадобится функция Е, определяемая из 
равенства

£<«>
=  0. (6)

о
Функция Е является положительной п строго возрастающей в R+, 

°°))ПС([0, ° ° ) ) , £ (0)  =  0 и Е ( ( п о с л е д н е е  обес
печивается условием (5)). Поэтому Е осуществляет взаимно одно
значное отображение R+ -*■ R+, и существует Е ~ R f R+ — 
монотонная функция, обратная к Е.

Определим для всех и >  0 функцию
ph {u)= max fc(£(ri)); (7)

T | S [ 0 , u ]
из (4) следует, что

p k( l l ) /u -> ~ 0, Ц->-оо (8)

(этот результат нам понадобится в дальнейшем).
Некоторые характерные коэффициенты к, удовлетворяющие 

условиям (4), (5), указаны в табл. 1. Там же приведены глав
ные члены асимптотических разложений функций Е(и)  в (6) при 
больших и. Они нужны для определения конкретного вида п. а. р.

Т а б л и ц а  1

АЫ = Е ( и )  =*

exp(ln“ (l -f  а)}, 0 <  а  <  1
(, , ( а  — 1 In In и \") 

cx p jln 1/0ta j l  +  а2 l n B Jj

1п“ (1 +  ц), а  >  0 ехр{[(1 + а ) а ] |/(,+“)}
1л[1 +  ln (l -f  и)] ехр{а/1п и}
1 еи
( l + l n [ l + l n ( l  +  a)]}-> ехр{а In а}
(1 +  1п“ (1 +  в)}--1, 0 <  а  <  1 ехр{ [ (1 — а) а] '/о-")}
(1 +  In (1+«. )}-< cxpfe"}

[1 +  1п(1 +  в)]-Ч1 +  1п[1 +
■+■ 1ti( 1 -1- а )!}-'1

ехр{ехр{е“}}

Мы покажем, что с точки зрения исследования эффекта лока
лизации наиболее интересными являются следующие граничные 
режимы с обострением:

u(f, 0 ) = в , ( 0  =  Я [ ( Г - 0 " ] ,  0 < t < T ,  (3')'
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где п <  О— фиксированная постоянная. Поскольку =
функция (3') является режимом с обострением.

2. Формальное определение п. а. р. Ниже будет установлено, 
что в сделанных предположениях решение задачи (1) — (3') 
асимптотически сходится в специальной норме к точному ин
вариантному решению иа следующего уравнения первого порядка 
(уравненпя типа Гамильтона — Якоби):

“ t =  i r f l  (м*)2’ х) е  “ г- (9)

Функция иа является п. а. р. исходного уравнения (1) и имеет 
вид

u , ( t ,  * )  =  £ [ ( r - t ) ' 6 t ( t ) l ,  l  =  x / ( T - t ) (l+n>/z. (Ю)
Неотрицательная функция 0а является решением краевой задачи 
для обыкновенного дифференциального уравнения, которое полу
чается после подстановки выражения (10) в (9):

(01)2 - Ц - Ч О ; + П 0 а  =  О, g > 0 ,

0 .(0 )=  1, 0а(°°) =  О.
( 11)

Существование и единственность решения задачи (11) уста
новлены в § 4 гл. III. Там же изучены его свойства, в частности 
получены оценки

0а 0, Е е  [0, 10);
ft

qn -- max 0a (£) =  (1 — n)/4 <  oo,
6s[o,?«)

где go =  mes supp 0 a, причем g0 =  00 при n e  ( — 1, 0 )  ( t . e. 0a >  0  
в R+) , go =  2 при n =  —1 и go =  2(—ra)n/2(—1 — п ) - (1+л)/2 при 
n < —1. При n =  —1 решением задачи (11) является функция

0а (х) =  (1 — х/2)+, х ^ О  (13)

(в этом случае g =  x). В силу условия 0а(О) =  1 функция (10) 
удовлетворяет (3').

Обозначим через 0(f, g) автомодельное представление реше
ния задачи (1) — (3 '), определяемое в соответствии с простран
ственно временной структурой п. а. р. (10):

0(£, %) = { T - t ) - ' E ~ l [u{t, g ( r - * ) < I+",/2)], (*, g )s (o T. (14)

3. Теорема о сходимости к п. а. р. Покажем, что автомодельное 
представление решения рассматриваемой задачи сходится при 
t -*■ Т~ к 0a(g), что обеспечивает близость решения u(t, х) 
к п. а. р. (10). Тем самым устанавливается асимптотическая схо
димость нестационарных решений уравнений разных порядков — 
параболического (1) и типа Гамильтона — Якоби (9). Физиче
ская причина такого своеобразного вырождения исходного урав
нения в случае к (и )=  1 обсуждалась в § 4 гл. III. Такой же ана
лиз нетрудно провести для к (и) общего вида.
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Т е о р е м а  1. Пусть выполняются условия (4), (5). Тогда 
автомодельное представление (14) решения задачи (1) — (3') 
при » е [ —1, 0) сходится при t -*■ Т~ к функции 0а( | ) — реше
нию задачи (11), причем справедлива оценка
I© (<, •)-0а(-)1!с(Н+) ^  sup |0(г, ! ) - 8 а ( & ) | -

=  о  ^(Г -  t)~n J  Ph f j / 1 dx j  0, i ^ r  (15)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введем в сог новые функции U, £/а по 
формулам и  = Е~'(и), Ua = E~l {ua). Подставляя u = E(U)  и иа =  
= E(Ua) соответственно в (1) и (9), получаем уравнения

Ut = k{E(U)]Uxx + U2, (16)
( U a ) t =  {U я ) х -  (17)

Положим U(t, x ) — Ua(t, x ) = z ( t ,  x).  Функция z, как следует 
из (16), (17), удовлетворяет параболическому уравнению

z« =  k[E(U)] zxx + k[E(U)](Ua)IX + z x ( U x +  (£/„)*) (18)
и краевым условиям
z(0, х )=  £ - > „ ( * ) ] -  Г"0а(х/Г(1+">'2),

i e R +; z(t, 0) =  0, г<^(0, Т). (19)
В дальнейшем мы будем анализировать решение уравне

ния (18) с помощью принципа максимума. Для обоснования 
законности его применения сделаем одно замечание.

Обобщенное решение u(t, х) (и, следовательно, U(t, х ) ) вы
рождающегося уравнения (1) может пе иметь гладкости, необхо
димой для формального применения принципа максимума (см. 
§ 1 гл. 1). Однако функцию u(t, х) (U(t, х))  можно представить 
в виде предела при к  -*■ °° последовательности гладких положи
тельных в сот решений ик е  С}х (ыт) (Uk е  С}х (сот)).

При п =  —1 функция Ua =  (Т — 2)_1 (1 — х/2)+ также не 
имеет необходимой гладкости: НаШ C}i2(o)T) (но, что очень
важно, Па е  С1 (ит) ). Поэтому мы будем использовать тот факт, 
что неотрицательное обобщенное решение уравнения первого по
рядка (17) может быть получено как предел при е -*■ 0+ после
довательности классических положительных решений U\ пара
болических уравнений

(Ь'Э, =  г а  +  е {и % х, г >  0, (20)
с теми же, что и для £/а, краевыми условиями [108, 111]. При 
этом в силу включения {/а е С ‘(ог) выполняется равномерная 
по е е ( 0 ,  1) оценка | (Ut)xx \ ^  const в (6, x)XR+,  0 < 6 < т <  
<  Т — постоянные (это важно для доказательства сходимости 
к п. а. р.).

Последовательность функций z® =  Uk — U\  е  Cji2 (сот) рав
номерно сходится при А е 0+ к функции z на каждом
34С



ограниченном множестве сот сг ыг =  (0, т) X R+, т е (0 ,  Т). Ис
ходя из всего сказанного, будем формально считать функцию 
z(t, х) достаточно гладкой. При этом неявно предполагаем, что 
необходимые оценки сначала выводятся применительно к глад
ким функциям г* (t, х) и конечный результат получается пре
дельным переходом при А; -> °°, е О1" (Отметим, что видоизме
нение уравнения (20) по сравнению с (17) вносит в уравнение 
для функции zAe дополнительный член, не существенный при 
е -> 0+ для окончательной оценки {15).)

Итак, пусть z е  С\£ (cor) П С(сог). Тогда пз уравнения (18) 
в силу теоремы сравнения заключаем, что maxz(£, x ) ^ . z +(t),

min z (t, x)~^z  (t ), где гладкие функции z±(t) удовлетворяют
X

неравенствам
dz+/dt  < ;sup /c[£  (U (t, a;))] sup (Uix)xx (t, x), (21)

X X

dz~/dt>  0, 0 < t < T ,  (22)
причем z4'(0 )=  max z(0, x)< °° ,  z_ (0) =  min z(0, x ) > — oo.

При выводе (22) учитывается первое неравенство (12). Ис
пользуя обозначение (7) и конкретный впд функции С/а ^  
=  (Т — £)"0а( |) ,  получаем

sup А- [̂ Г (?7)] =  sup Ас [ £7 (s) ] =  pk [iT ~  0"],
ж s s I o . t T - O 71]

sup (U а).тх =  ( Г — г)-1 max 0а (£) =  (Г — t)~l qn,
* i>o

Подставляя эти равенства в (21), (22), выводим для t 
оценки

Л + ^  _ PftKr-O"] 
d t ^=Qn T __t

г -

Отсюда в силу неравенства

H0(«, - ) - М  )H c^(7, - 0 - ,,max{z+(0 , lz~(t)IJ, 0 <  t < Т,

вытекает справедливость оценки (15).
Остается убедиться в сходимости 0 к 0а при t Т~. Раскры

вая неопределенность в правой части (15), с учетом (8) получаем

lim I 0 (t , 
t-*T~

• ) - 6 а ( - ) | | с <  l i m ^  
t->T~

Ph\(T-t)n] 
(T — t)n

=  0.

Теорема 1 позволяет определить асимптотически точно зави
симость от времени глубины проникновения тепловой волны. Из 
оценки сходимости (15) следует, что £эф(г) удовлетворяет при
t  -*• Т~ равенству ua (t, Хэ$ (t)) ~  1/(2 E [ { T - t ) n}).
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хэф ( t ) ^ { T - t f +n)/2e ^ (23)

Отсюда, используя конкретный вид п. а. р. uB(t, х) (см. (10)), 
получаем

' Д - 1 [ £ [  ( Т  —  t)n ] / 2 ]

(Г -  t)n

Здесь 0а 1 — функция, обратная к 0а (0^х существует на интерва
ле (0, 1) в силу монотонности 0а).

Потребуем дополнительно, чтобы
к (s/2)lim к (s) 1. (24)

Тогда, как нетрудно проверить, Е~' (E(s)/2)/s  -*■ 1, 
Учитывая, что 0 J1 (?) ~  (1 — ?)/(— п)1/г при малых |  >  0, из (23) 
выводим следующую оценку глубины проникновения тепловой 
волны:

Язф (0 ^
(Г _  (̂1+П)/2 

( -« )1/2
1 Е ~ 1 [Е[(Т — t)n]/  2] 

(Г — t)n
(25)

которая справедлива при всех t, достаточно близких к Т~.
Рассмотрим отдельно ачучай г а < —1. При г е < —1 функция 

(£/*)* имеет разрыв первого рода в точке «фронта» x„(t) =  
=  | 0(Т — t ) i,+n)n, так что t/a sC(cDT). Поэтому при доказатель
стве сходимости к п. а. р. при п <  —1 возникают дополнитель
ные трудности. Ниже получена оценка скорости сходимости (15) 
при г е < —1 для случая &(ц) =  1, когда £ ( s ) = e x p s — 1, и, сле
довательно, автомодельное представление (14) имеет вид

0(*, ?) =  ( Г - < ) - п1п[1 +  и(«, ? ( Г - 0 <,+п)/2)]. (14')
Т е о р е м а  1' Пусть k ( u ) = i .  Тогда при любых п < 0  спра

ведлива следующая оценка скорости сходимости к п. а. р.:

\\Q(t, • ) - % ( ■ )  \\с{п+) = О [ ( T - t ) - n \ \ n ( T - t ) \ \ ,  t -+T~  (15')
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Случай / i e [ - 1, 0) рассмотрен в тео

реме 1. Отметим, что (15) совпадает с (15') при k =  1, посколь
ку Рч(и)= 1 (см. (7)).

Итак, пусть п < —1 и без ограничения общности ы0(а:)=0. 
Тогда решение задачи (1) —(3') имеет вид

t

“ (*• *) =  ^175 1 6ХР ( ~  4('Г - т)} 6̂ХР “  т)"1 -  ^  V  ~  Т)-Э/2 dx•
0

Главная проблема состоит в оценке u(t, х) на поверхности 
слабого разрыва п. а. р. (10) x0(t) =  go (Г — £)<,+")/г, на которой 
п. а. р. иа =  0 и не имеет нужной гладкости. Полагая в послед
нем равенстве х = \ в(Т — f ) (,+n,/2 и проводя замену переменной 
под знаком интеграла (Т — t) ( t — x)-l =  s, приходим к следую
щей оценке:

и  (*. хо (0) < ̂  ^  J exp ( -  l nPn (s)} s~1/2ds,
О
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где введено обозначение Х = Т — £->-0+, t-*-T и через Pn(s) 
обозначена функция £j;s/4 — (1|+ s)ns~n.

Без труда проверяется, что Pn(s) неотрицательна именно при 
%0 = 2 (—га)п/2(—1 — n )-(«+o/2 Поэтому указанный выше инте
грал сходится и стремится к нулю при Х = Т — t -> 0+. Отсюда 
u( t , x0(t)) = о((Т  — t )n/z) и тем самым U(t,x„(t) )=  0 [  Цп (71 — t) I] 
при t -> Т~. Поскольку ux(t, х ) ^ 0  (см. § 2 гл. V), эта оценка 
имеет место всюду в { х ^ х 0 (t)). В области (0 < я  < х 0(£)}, где 
£/а е  С°°, применим метод доказательства теоремы 1, что в сумме 
дает оценку (15') скорости сходимости к л. а. р.

4. Достаточные условия отсутствия локализации.
Т е о р е м а  2. Пусть выполняются условия (4), (5). Тогда в за

даче (1) — (3') при п < — 1 локализация отсутствует и решение 
неограниченно возрастает при f -*■ Т~ всюду в R+, причем

П т  gT- 1 z e = R + .  (26)
—  (T - t ) n  ^  у 1

Если уравнение (1) допускает конечную скорость распростране
ния возмущений и mes supp и0 <  то для величины носителя ре
шения справедлива оценка
£*(«) =  mes supp и (£, х ) > ( Т  — *) С1+п)/2(|„ — е («)), 0 < < < Г ,  (27)
где £о =  mes supp 0а =  2 (—п)"/г (—1—7г)_(1+’0/2, и неотрицательная 
функция е (£)->-О, t Т~ Если /с =  1, то в силу теоремы 1' 
в (26) имеет место точное равенство.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через и (t, х) решение за
дачи (1)_, (3') в (О, Г)Х(0,  x0(t)),  г» (0 =  5» (Г -  0 (,+п,/г с усло
виями u(t, Zo (0 )=0 ,  К (0, х ) ' ^ и 0(х) в (0, х0(0)). Поскольку 
и (0, x o( t ) ) > 0  в (О, Т),  в силу теоремы сравнения и >  й 
в (О, Г)Х (0, я„(0) .  Но uae C ji2((0, Т)Х(0, £„(*))), Ц, (£, .го(0)=О , 
поэтому так же как при доказательстве теоремы 1 убеждаемся, 
что 0(£, £)-*- 9а(I) при t Т~ в С ((0, £о)) с оценкой (15) (здесь 
0 (й, | ) — автомодельное представление (14) решения н ). Отсюда 
справедливость теоремы 2 вытекает из неравенства и ^ й  в 
(О, Г)Х(0, х0(<)); при выводе (27) используется разложение

еа ( Е ) ~ - Ц ^ Е 0(Е0- 6 ) ,  (28)

Теорема 2 дает достаточные условия отсутствия локализации 
в задаче (1) — (3 '). К сожалению, аналогичный результат о суще
ствовании локализации при га> — 1 с помощью теоремы 1 устано
вить нельзя. В случае га =  —1 мы можем доказать такое утверж
дение:

Т е о р е м а  3. Пусть выполняются условия (4), (5). Тогда ре
шение задачи (1) — (3') при п = — 1 удовлетворяет соотношению

lim g  1(ц(<: *» 
t->r~ О

х е  R+. (29)
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З а м е ч а н и е .  Если л е ( — 1, 0) в (3'), то Е u(t, а:)] =  
=  о ( ( Г — 0*), t - * T ~  в R+.

Соотношение (29), которое вытекает из (15) и (13) для 0а(1) 
при п = — 1, означает, что u(t, х) неограниченно возрастает для 
всех i e ( 0 ,  2), причем u(t,  х)са E [ ( T - t )  х(1— х/2)Х\ при 
t Т~ Если же х  Зз 2, то u(t, х) = о( Е\ (Т  — f)-1]), t Г- , что, 
однако, не гарантирует равномерной ограниченности решения. 
В то же время очевидно, что п. а. р. (10) (которое правильно опи
сывает асимптотическое поведение решения задачи) при п ^ —1 
является локализованным. В случае к( и) =  1 локализация реше
ния задачи (1) — (3') при — 1 доказана в § 4 гл. III на осно
ве анализа теплового потенциала. Все сказанное выше, а также 
результаты проведеппых численных расчетов, свидетельствуют 
о том, что при — 1 решение задачи (1) — (3') является локали
зованным.

5. Примеры. Рассмотрим другие примеры.
П р и м е р  1 (ср. пример 2 § 5 гл. V). Пусть к (и) =  1пх(1 +  и) , 

А > 0 — постоянная. Условия (4), (5) выполнены. Преобразова
ние Е в (6) имеет вид (см. табл. 1) Е(и)  =  exp {[(1 +  А) к] 1/(1+*)} — 
— 1, и поэтому, полагая щ =  ге/( 1 +  А) в (3'), получаем

Ul ( t )  =  exp ((1 +  A)1/(1+w {Т -  *Л) -  1, 0 <  t <  Т. (30)

Этому граничному режиму с обострением отвечает п. а. р.

ua (f, х) =  ехр((1 +  A)1/(1+w (Т -  о " Ч /(1+ад (&)) -  1, (31)

где I = х/(Т -  г)[1+(1+>-)пП/2.
Из теоремы 1 следует, что при п е  [—И, 0) автомодельное 

представление (14) сходится при t -+ Т~ к функции 0а и спра
ведлива оценка

|0 (f, • ) - 9 a (-)l|c =  O((7’- 0 " " X)->0, t -+ T~

Из структуры и. а. р. (31) видно, что при п,. <  —1/(1 +  А) ло
кализация в задаче отсутствует, причем и (t, х) ~  ехр \(Т — t) x), 
t -> T ~ ,  при любых i e R t . Рассматриваемое уравнение (1) опи
сывает процессы с конечной скоростью распространения возму
щений. Поэтому при п * < —1/(1 + А) размеры носителя решения 
можно оценить по формуле (27).

При щ ^  —1/(1 +  А) и. а. р. (31) являются локализованными. 
В частности, в случае / г*=—1 / ( 1 + А) (S-режим) справедливо 
следующее асимптотически точное при t-+ Т~ равенство (см. тео
рему 3):

и (t, х) ~  exp ((1 +  A)1/(1+w (Т -  f)-1/(1+W (1 -  г/2)2+/(1+Х)) -  1.
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Укажем теперь зависимость от времени глубины проникно
вения тепловой волны:

Хэф (*) ^
(1 +  Х)ш + Ц  In 2 _  [1 +пЛ(Х-1 ) ] / 2

( -  (! +  ^))1/2
Т~.

Отсюда следует, что в случае Ж 1  при пк е  [— (1 +  X)-1, 0) 
в (30) глубина проникновения волны уменьшается до нуля при 
t —*■ Т~. Этот вывод справедлив и для граничного HS-режима, на
гревающего до бесконечной температуры все полупространство R̂ _ 
(см. § 4 гл. III). При А = 1  характер поведения хэф(1) практиче
ски не зависит от параметра п: хэф(1) =  0 { ( Т  — £)1/2) , t -* Т~.

Последние выводы подтверждают тот факт, что сокращения 
полуширины, вообще говоря, недостаточно для локализации.

П р и м ер  2 (ср. пример 3 § 5 гл. Y). Рассмотрим уравне
ние (1) с коэффициентом к (и) =  In [1 +  In (1 +  и)]. Поскольку 
здесь Е (и) ш ехр {и/ In и) при и °°, из теоремы 2 получаем, что 
граничный режим с обострением

Ui{t)^ exp {(Т — t)nJ\n\a{T — t) I), (32)

приводит при п <  —1 к отсутствию локализации, причем 
mes supp u(t, х) ^  f 0 [Т — t) (1+"")/2 -* <х>? t -*■ Т~.

Если же г а ^ —1, то п. а. р. являются локализованными. Гранично
му S-режиму (п = — 1) отвечает п. а. р. следующего вида:

-x l2 )+f  
1п[(1-*/2)+]| *

I In ( Г - 4 ) |  ]

0 <  х < 2 .

Из соотношения (25) следует, что в рассматриваемой задаче 
(п ^  —1) полуширина уменьшается при t Т~:

x34( i ) ^ ( - 7 i ) - ,/2( r - f ) (,- " )/2lD 11н(Г- 0 I -> 0, t - *T ~ .

П ри  м е р 3. Пусть

к(и) =  [1 +  In (1 +  и)] (33)

В этом случае Е(и) =  exp {еи — II — 1, поэтому, как следует из 
теоремы 2, граничный режим

U i ( t )  — ехр (ехр {(Г — 1)л} — 1) — 1 (34)

прп п < — 1 обеспечивает неограниченное возрастание решения 
задачи (1), (2), (34) всюду в R^. Если же п ^ — 1, то следует 
ожидать, что в задаче существует локализация тепла (по крайней 
мере это свойство проявляют соответствующие п .а.р .).

и (t , х) ~  иа (t , х) ~  ехр (Т -  t y [(■
I In ( T - t )  I
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П р и м е р  4. Пусть коэффициент теплопроводности имеет вид

к (и) = 3 In2 [1 -Ь In (1 +  и)|
1 +  In (1 +  и)

Условия (4), (5) в этом случае выполнены, и функция Е, опреде
ляемая равенством (6), имеет вид

Е (и) =  ехр {ехр {га1/3} — 1) — 1.

Поэтому к отсутствию локализации в рассматриваемой задаче 
приводит действие граничных режимов с обострением

ц,(£) =  ехр {ехр {(Г — <)"} — 1} — 1

при га< —1/3. При га> —1/3 п. а. р. являются локализованными.
6. Условие локализации произвольных граничных режимов 

с обострением. При построении п. а. р. в вырожденном случае су
щественным образом использовалось условие (5). Если же инте
грал в (5) сходится:

со

а-к =  j  j p p -  d ri< o o , (35)
о

то функция Е  в (6) определена на ограниченном интервале 
(О, ак), и тем самым Е~' равномерно ограничена в R+. Поэтому 
не имеет смысла рассматривать семейство граничных режимов 
с обострением (3 '), и п. а. р. типа (10) здесь не существует.

Для того чтобы подробнее разъяснить смысл ограничения (5), 
рассмотрим

П р и м е р  5. Пусть в уравнении (1) коэффициент имеет вид:

А(ц) =  [1 +  ln( l  +  u)] -* [1 +  In (1 +  1п(1 + га))]-1 X . . .
. . .  X [1 +  In (1 +  + l n ( l  + u ) ) . . . ) ] - 1, и > 0 .  (36)

В каждой последующей квадратпой скобке число логарифмов In 
увеличивается на один. Пусть в последней скобке используется 
М логарифмов, т. е. (36) состоит из М сомножителей (при М =  1 
коэффициент (36) совпадает с функцией (33)).

Преобразование Е определяется из соотношения (6):
Е(и)  =  ехр {ехр {... {е“ — 1}...} — 1) — 1,

где в правой части используется М 4-1 экспонент. Поэтому из 
теоремы 2 заключаем, что граничный режим
щ{1) = Е[{Т - t y ]  =

=  ехр {ехр {... {ехр {(Г — £)") — 1) . . .  — 1) — 1, 0 <  t <  Т, (37)

при г а < —1 не является локализованным. Сопоставление (36) и 
(37) показывает, что увеличение числа логарифмов в последней 
квадратной скобке в (36) приводит к тому, что для реализации
352



HS-режима без локализации необходимы все более быстрые (все 
сильнее растущие при t -+■ Т~) режимы с обострением. При М -*■ <» 
мощность этих режимов не имеет (в определенном смысле) огра
ничения сверху. В то же время с ростом М интеграл (5) рас
ходится все «медленнее». Таким образом, по мере того как до
стигается выполнение условия (35), происходит неограниченное 
увеличение мощности минимальных граничных режимов, приво
дящих к отсутствию локализации и неограниченному возраста
нию решения во всем пространстве.

При выполнении условия (5) возможны все типы граничных 
режимов с обострением: HS-, S- и LS-режимы (при ограничении
(4) это фактически установлено в теоремах 1, 2). Если же к (и) 
удовлетворяет (35), то нелокализованный HS-режим, по-видимо
му, не существует. Есть основание ожидать, что справедливо сле
дующее утверждение (это гипотеза):

При выполнении условия

f  (38)
1

любой граничный режим с обострением в задаче (1) — (3') при
водит к локализации.

Отметим, что сходимость интеграла в (38) обеспечивает при
надлежность инвариантного решения типа бегущей волны к клас
су режимов с обострением (см. пример 7 § 3 гл. I).

Условию (38) удовлетворяют, например, следующие коэффи
циенты: к (и )= е~ и; /с(ц) =  (1 +  ц)- ’, о > 0 ;
k ( u )  =  [1 + 1п(1 +  ц)1 ~К\ k ( u )  =  [1 +  1п(1 +  u )]_l X

Х{1 +  1п[1 +  1п(1 +  в )])- \ Х>1 .

§ 3. Приближенные автомодельные решения 
в невырожденном случае. Поточечные 

оценки скорости сходимости

В этом параграфе рассматриваются невырожденные п. а. р. 
уравнения нелинейной теплопроводности, отвечающие заданным 
на границе х — О режимам с обострением. В отличие от вырож
денных п. а.р. в § 2 они удовлетворяют (при других условиях на 
коэффициент теплопроводности) параболическому уравнению вто
рого порядка.

О с н о в н ы е  п р е д п о л о ж е н и я  и ф о р м а л ь н о е  о п р е 
д е л е н и е  п. а. р. Как и ранее, будем рассматривать в ыт =  
=  (0, Г)ХК+ первую краевую задачу:

и, = А ( и )  = (к(и)их)х, (1)
и{0, х) =  ц0(х)> 0 ,  x e R +; ц0е С(П+), sup иа <  0°, (2) 

u(t, 0 ) = М * ) > 0 ,  <е(0,  Т)\ щ е С 2([0, Т)),  (3)
23 А. А. Самарский к др. 353



где растущая в режиме с обострением функция щ в (3) считается 
монотонно возрастающей.

Введем необходимые ограничения на коэффициент А(ц)е 
е С 3((0, о°)) П <7([0, °°)). Будем считать, что к ' ( и ) > 0  при и > 0 ,  
А(0) =  0, А(<ю)=оо. функция к осуществляет взаимно однознач
ное монотонное отображение R+ -*■ R^, и поэтому определена А-1: 
R+ -»■ R^ — функция, обратная к к.

Положим
ФА (u) =  [A (s)/k'  (s)]' |s= f- 1(u). (4)

Основное условие на коэффициент А состоит в следующем: суще
ствует постоянная n e R t  такая, что*)

Ф А( ц ) - > - 1 / о ,  в - * - ® ,  ( 5 )

В табл. 2 приведены некоторые коэффициенты А, удовлетво
ряющие условию (5). Во всех случаях постоянная у >  0 выбира
ется достаточно большой. В правом столбце таблицы указаны

Т а б л и ц а  2

Н и )  = h  l(u) =

и°1п“ In (у +  и )  

и а  Ina (y-f- и)
и0 ехр {1п“ (у +  и ) }, 0 <  а  <  1

f 1п(у +  и) 1и0 ехр |  К a  >  0 
\ ln a 1п(у -fa) J

U l / a  ]n - a / a  ]n u  

aa/eul/e Щ -а/ч u

u l / a  exp { —a _<a+1) In“ a }

f Inn 1
u l / °  exp |  a  - 1 п в 1 п в )

главные члены асимптотических разложений функции А~*(ц) при 
И оо.

Нам будет удобно записать краевое условие (3) следующим 
образом:

u(t, 0) = ui (t) = k - , W ( t ) ) ,  f e ( 0 ,  Т),  (3')

где ф(£)— гладкая монотонно возрастающая функция, if(f)-»-00 
при t Т~.

П. а. р. ца задачи (1) — (3') будем искать в виде
«а (t, х) =  A-1 [фа(г) 0а (£)], I  =  х/ц> (*), (6)

где неизвестные функции 0а(£), ф(0 определяются из условий 
сходимости решения u ( t ,  х )  к п. а. р. ua (t, х ) .  Предполагается, 
что 0а(О) =  1, поэтому п. а. р. (6) удовлетворяет краевому усло
вию (3').

Проделаем некоторые предварительные выкладки. Положим 
U a (t,  X) =  к  *)) =  фа (г)еа(£) .  (7)

*) При о =  0+" соотношение (5) эквивалентно равенству Ф а (°о ) =  оо. 
Этот случай анализировался в § 2.
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функция £7а удовлетворяет уравнению

(£/a)t =  O « - y ) ( i ) 0 a ( i ) - ( ,Ч> J  ) (0 5  А  ■ (8)

(ли, что то же самое, уравнению

< ! М , - о ( ^ ) < Ч  0 . - ( !
т/\ dUa (8')

Введем еще одно обозначение:
U(t, x) = k(u(t,  х)) , (£, х) е  сох. (9)

Для U получаем уравнение
ff( =  D0 (£I) +  [«Dk (ff) 

где
B a(U) = UUxx +

-  I/O] u l

— и гa Ux'

(Ю)

(И)

Отметим, что t/a(£, 0)^>U(t, 0) =  фа(0  при £ ^(О, Т). В дальней
шем уравнение для разности z = U  — £/а анализируется с помощью 
принципа максимума и будут получены условия, при которых

|в°(£, . ) - 0 2 ( - ) | с ( н +)-^О, t ^ T ~ ,  (12)

где через 0(£, | )  обозначено автомодельное представление реше
ния задачи (1)—(3'):

0 (£, I) =  U1/a (*, ^Ф (*)) ^  (ы (£, 1ф (0)),

« е (0 ,Г ) ,  1 > 0 .  (13)

Условие сходимости (12) обеспечивает совпадение свойств ре
шения рассматриваемой задачи и п. а. р. (6) при t-*-T~ Функ
ция ф(£) тогда с точностью до постоянного множителя определя
ет зависимость от времени глубины проникновения тепловой вол
ны хаф(£).

В сделанных выше предположениях построение п. а. р. про
водится на основе точных автомодельных решений уравнения со 
степенной нелинейностью:

iit = (uaux)x (14)

(здесь постоянная ст> 0 та же, что и в условии (5)). Нам понадо
бятся два типа автомодельных решений уравнения (14) (см. § 3 
гл. II):

I. вА(£, а ) - ( 7 ’- £ ) " е . ( 6 ) > ? = г / ( Г - £ ) < 1+"‘>/2,
£е(0,  Т); rc =  const< 0 ; (15)

И. ux (t, х ) =  е‘0а(£), |  =  х/ехр (с£/2), £ > 0 .  (16)

Здесь функции 6а( | ) ^ 0  удовлетворяют обыкновенным
дифференциальным уравнениям, которые получаются после
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подстановки uA{t, х) в (14):

I. ( 0 2 0 i ) ' - ^ ^ - 0 a t  +  n0а = 0 ,  t  > 0 ; (17)

II. ( 0 а 0 а ) '+ |- 0 ^ - е а  =  О, t  >  0, (18)

а также краевым условиям
0 .(0 )=  1, 0 .(“ ) =  О. (19)

В сделанных предположениях на к (и) способ построения
п. а. р. в каждом конкретном случае зависит от вида граничного
режима (3).

1. Приближенные автомодельные решения типа I. В этом 
пункте строятся п. а. р. задачи (1) — (3') с фушщией 0„, удовлет
воряющей уравнению (17). Задача (17), (19) подробно изучена 
в § 2 гл. III, где показано, что при любых п <  0 ее решение су
ществует и единственно. При п < —  1/о функция 0а является фи
нитной: to =  messupp0a <  °°, а при тг ^  (—1/а, 0) имеем 0a( t ) > O  
всюду в R+, причем

6a(g) =  Ct2"/(1+"0>+  t ^ ° ° ;  С=С(п ,  а) =  const> 0 . (20)

В случае п =

6а (I)

—1/о решение выписывается в явном виде:
_ J \  12/аU+I 5 > 0 ; £о =

2(0 + 2) 1/2
(21)

Для доказательства сходимости к п. а. р. нам понадобится 
Л е м м а  1. Пусть 0а — решение задачи (17), (19). Тогда

2̂q(J
Qn= sup —! ( ! ) <  — по, to =  mes supp 0а. (22)

|e[o,S„) dl
З а м е ч а н и е .  При п — —1/а имеем (см. (21)) qn = 2/%1 =  

=  а /(а  +  2) <  (1/а) в  =  1 .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим ga ( t )=0a( t ) -  Функция ga 

удовлетворяет уравнению

g&gi +  ^-(^а)2 — g £  + nags, =  0. (23)

Предположим, что найдется точка t  =  I* е  Rf такая, что ga (I*) =  
=  — па. Покажем, что это приводит к противоречию.

Рассмотрим сначала случай п < — 1/а. Тогда 0a( t ) ^ O  при 
t  >  to =  mes supp ga, причем (g^Va) (t0) =  Нетрудно показать 
с помощью теоремы Банаха о сжимающих отображениях, что при 

»-|(Г имеет место разложение

g a  (t) ^  0 “  ( 6 )  =  -  Ц  ^ о  ( t o  - l )  +  о  ( t o  -  t ) 2  +  ( 2 4 )

Отсюда gl ( t ! T )  =  (1 — па) o/[2(o +  1 ) ] <  — па. Поэтому t *  <  t o ,
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(25)
т. о. £а(1*)>0. Тогда, полагая в (23) 1 =  1*, получаем

gi{l*) = o ± + ^ l * .

Перепишем (23) в эквивалентном виде:

(gl/aga)' — g l ^ g l l  + nog][a =  О, 1 > 0 .  (26)

Интегрируя обе части этого уравнения по интервалу ( |* , ‘ £»)', 
получаем

~ g l ,a( I*) ^а(Е*) — а- +  О
/ ' l +no
I 2 + п

*0
Sa^Ol) dr\ =  0.

(27)

Отсюда, учитывая (25), приходим к противоречию, поскольку

|  gl/a (л) >  О-
I*

Пусть теперь п > — 1/с. Тогда £а> 0  в R+ и gl(°o) =  0. Необ
ходимо рассмотреть два случая. Первый случай: п е
е ( —1 /о, —1 /(о + 2)),  когда ga<Je £ 1(R+) (см. асимптотику
(20)). К противоречию здесь приводит интегрирование уравнения
(26) по (|* , °о). Второй случай: п >  — 1/(о +  2). Тогда, интегри
руя (26) от 1 =  0 до 1 =  1*. с учетом (25) получаем равенство

JLH T ^ L ( "  +  z h )  J Й/С М  dr> =  f t  (°).
0

которое в силу условий п > — 1/(с +  2), g'a (0) <С 0 не может быть 
выполнено.

Т е о р е м а  1. Пусть выполняется условие (5) и функция ф 
в (3') удовлетворяет условию

Оф/фУ п =  const S  [—1/а, 0). (28)

Тогда задача (1) —(3') имеет п.а.р.  (6), где
Ф (*) =  [ - *  (Фа+;W  (<) 1,/2, * е  (О, Т ) , (29);

функция 6а(1) является решением задачи (17), (19), и справед
ливо предельное равенство (12).

Проделаем некоторые предварительные выкладки и посмотрим, 
какому уравнению удовлетворяет п. а. р. (6) в условиях теоре
мы 1. Из (17) следует, что

,с 1 „ Л  1 (<У  , i + noK,
3  -  ПО 0  1 r f g *  n 0 2  ^  d l  )  +  2 ПО d t  Ь-

(30)
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Подставляя это равенство в (8), выводим для функции «7, 
уравнение

(U,)t = -  £  (Ф°-V) (0 °“ ^  ( t a~V) (0 ( 5 )  +

+ 2 п

Полагая теперь 9“ =  Ga/ф0, £ =  хЛр, получаем

(«7а)( =  -  ( - ^ г )  (*) Da («7а) +  G (t) (Ua)xX,

no ' т т ' v'' \  dfe /

вде G (f)=  [In (ф'/ф)]'(<), I =  (1 +  raa)/(2w), a D„ — оператор (И ). 

Однако в силу выбора функции ф (см. (29)) — ^   ̂ ^a+rj ^  s

=  1. Поэтому уравнение для «7а имеет вид
(E/a) ( =D„(E/a) +  G(f)(Ga)*z. (31)

Полагая в соответствии с (7) и л =  к { и л) ,  получаем, что в ус
ловиях теоремы и. а. р. (6) удовлетворяет уравнению

( и а ) (  —  А  ( и а )  +  |  д ------ Ф ц  ( к  (wa))j к  ( U a ) ( wa ) x  +  G (t) (Ua)xX , ( 3 2 )

которое отличается от исходного (1) двумя дополнительными чле
нами в правой части.

З а м е ч а н и е .  Любопытно отметить, что для эквивалентного 
п. а. р. можно вывести другое уравнение. Например, из (17) сле
дует равенство (здесь n¥=—i/o)

* 2 -  2
dg * 1 +  па

r A(F<J*eS 1 (dQlV I
+ 2 па

1+ПСТ02.

Подставляя его в (8), выводим для функции « 7 а  уравнение

№ 1 +  по ( ^ ) « ) D . ( № 0 + i ^ _ ( l a  £ ) ' « №
I 1+П(Т
1 ~  2п '

( 3 3 )

Если вместо (29) определить функцию ф (t) так, чтобы
2

1 - г  па

то, полагая в (33) Uh =  k(ut ) , получаем для и. а.р. (6) еще одно 
уравнение:
(»а)< =  А (иа) +

+  —Фй (Л(“а))] к’ (“*) М *  +
к (иа) 2 па 
к ’ (Ua) 1 +  па



Которое отличается как от (32), так и от исходного уравнения 
(1). В дальнейшем мы будем использовать только уравнение (32).

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Положим z = U  — IУ„ в (От, 
е С Ц ) .  Тогда, как следует из (10), (31), функция z удовлет- 
оряет в <Вт параболическому уравнению

Zi =  3?tZ-Ь2?2z + Ж (t, aj) +  ^°(i, х ; z). (34)
Вдесь 2?i — линейный эллиптический оператор, полученный за 
Вчет преобразования разности Dff(Z7)— Dff(i7a):

i z =  U z x x  +  —  ( U x  +  ( U a )x ) Zx ; 3 ? aZ =  ( U a)aocz ! ( 3 5 )

Ж — функция следующего вида:
Ж(г, x) = - G ( t ) ( U &(t, х ) ) хх- (36):

/С — нелинейный оператор:
JT(t, X- z) = [<Dh(Ua + z ) - l / a ] ( { U a), + zt) 2. (37)

При этом z(t, 0) =  0, Л/"о =  sup |z(0, х) I <  °°.
Ниже будут получены оценки функции z в шт снизу и сверху 

путем построения пространственно однородных нижних и верх
них решений уравнения (34).

Итак, пусть выполняется условие (5). Тогда существует не
прерывная функция Н(и):

—Н ( и ) < Ф к(и)— 1 /о< Н (и ) ,  в > 0 ,  (38)
причем

Н(и)  > 0  и Н (и) не возрастает при и > 0 ,  (39)
#(ц)->-0, в - > » .  (40)

Получим оценку z(t, •) сверху. Оценка снизу имеет тот же 
вид. Как следует из вида оператора JC, функция z удовлетворяет 
неравенству

z, ^ З ’г + Ж  + Л ’0(t, х; z), 2 ’ =  2 ’i + 2 ,t, 
где J f  о имеет вид

z) =  H(Ua + z ) ( (U&)I + zx)i.
Учитывая, что в силу предположений (39), (40) H(Ua + z ) tf(z) 
при всех z ^  0, нетрудно показать, что функция z является ниж
ним решением уравнения

z t  =  & z + + Ж +  Н  ( г + ) ((С/а)я +  z i ) 2

в области (z^^O ). Поэтому z ^ z *  (г+ 3»0) в <вт, если это же не
равенство выполнено при f =  0 и на границе (0, Т ) Х [ х  = 0).

Очевидно, что функция z+ в свою очередь является нижним 
решением параболического уравнения
ivt  =  & iu>+ +  iw+ sup(f/a)x* +  sup | Ж \ +  H (w+)(wi+2(Ue)x)wi+

X X

+  H (ц>+) sup (С/а) *, iff+ > 0  в а т.
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Решение этого уравнения в силу обычной теоремы сравнения по 
краевым данным (см. § 1 гл. I) может быть оценено через про
странственно однородное решение w(t).

Суммируя все сказанное, приходим к следующей оценке:
lz(f, х)1 «5 w ( t )  в ©т, (41)

где функция w удовлетворяет краевой задаче для обыкновенного 
дифференциального уравнения:

=u>sup({/a)IX +  s u p | ^ |  +  Я  (u;) sup(С/а)?, *<=(0, Г);

и>(0) =  М„ ^  sup z(0, х ) <  оо.

Учитывая конкретный вид функции С/а (см. (7)),  а также (29), 
нетрудно видеть, что при в е [ -  1/а, 0)

: V  (0 .sup (Ua)xx -  ̂  sup | [es (5)]" I =  —  w , 

sup I M I =  IG (t) I sup I (Ua) x X I =  pn IG (t) I ф° (t),
X X

Pn =  s u p | | ( 6 a ) ' | < o o ;

“ P WJ* -  (0 *  (')■
r n  =  sup [(9a),]2<  OO.

Поэтому уравнение (42) имеет вид

^ г  =  ^ Т и ’  +  P n V  I с  | +  ^  * e“  V  я  И -  (43)

Поскольку в силу (41) при всех t e ( 0 ,  Т )

1 ea (t. О - 02 ( О ^ ^ и Р № * ) 1 < - ^ «  (44)

для доказательства предельного равенства (12) достаточно про
верить, что w(t)/\pa(t)-+- 0 при t->- Т~.

Из (43) нетрудно получить оценку функции и>(£), например, 
на интервале (772, Т). Для оценки последнего (нелинейного) 
члена в правой части (43) воспользуемся неравенством

dm_ . Jn_ ф'(<) 
i t  ^ — n ф«) w*

из которого следует, что при всех t е  (Т/2, Т)

w (0 >  Д/Дф (i)]W(_n\. M , = w (Т/2) [ф (Т/2)]_,п/(_П). 
Поэтому в силу условий (39), (40) выполняется неравенство

= к т  “  +  м " 1  «I +  ^  ч г щ м ,
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Следовательно, для любых t ^ ( T/ 2, Т)
t

w (t) ^  ЛГ1г)з971̂ ~п) (t) +  рп >̂9п̂ ~п) (t) |  г|за_5п^ _п) (т) | G (т) | dx +
т/г

+  JjL  (*) J  ^°_:1-9n/(_7l) (х) (т) JJ (ЛГ1г)з9п̂ (-в) (т)) dx =
Т/2

Рассмотрим отношение 
О <  w(£)/y (£) =  /i(0 'l,_o(0 +  h(t)ty~

=  А (0 +  (0 +  (О*

'(0  +  Л(^)Г° ( г )в
Л (О+ J* (О+  *»(*>•

В силу леммы 1 qn <  —по, и поэтому
[ф(0]вя/(" п)_в-^ о ,

Рассмотрим выражение / 2(£). Последовательно раскрывая воз
никающие при t Т~ неопределенности и учитывая при этом 
конкретный вид функции G(f), а также условия (28), (29), 
получаем (здесь С >  0 — некоторые постоянные)
lim J 2 (t) = С lim Д-1 G | =

1->Т”  t - > T ~  v

• lim - jr  11 -у -----—ш чЬ (рt->T- 1 Y Y
=  C lim

t - > T ~

j /  ф _ | _  
Ф ^  I

=  C lim
t - * T ~

1— r a + 1>
l ~ - T  ( CT +  _r ) =  0.

Аналогично в силу (40)

lim J 8(t) = C lim H  n) (t)) =  C lim H  (u) =  0.
t - * T ~  t ^ T ~  u ~>°°

Итак, w(t)/tya(t) 0 при t -*■ T~, что, как показывает (44), 
обеспечивает выполнение (12).Этим завершается доказательство.

З а м е ч а н и е .  При п < — 1/о функция в силу (24)
имеет разрыв в точке g =  go, т. е. Ul не имеет гладкости, необхо
димой для доказательства на основе использованного выше мето
да. В этом случае при тех же условиях сходимость к п. а. р. лег
ко устанавливается для u(t, а;)— решения задачи (1), (3') в 
области (0, Т) X (0, x0(t)) (в ней C/a e C j i 2) с условием 
u ( t , x 0(t))ez=Q на подвижной правой границе x0( t ) ^  g0<p(f). Тогда, 
используя оценку (22), которая справедлива при любых п <  0, 
получаем ту же оценку скорости сходимости 9°(f, £)->-ва(£)
при t-*-T~ в С((0, g o ) ) .  Из нее вытекает отсутствие локализации 
в исходной задаче (1) —(3') при п <  —{/о и, в частности, оценка 
снизу размеров носителя нелокализованного решения (см. дока
зательство теоремы 2 в § 2).
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В табл. 3 приведены функции ф(£), отвечающие некоторым 
граничным режимам (3'), в которых i|j удовлетворяют условию 
(28). Свойства указанных н. а. р. существенно зависят от соотно
шения между величинами п и о. Так, при п < — 1/а полуширина 
п. а. р. неограниченно возрастает при t -► Т~, т. е. решение задачи 
(1)—(3') не является локализованным (HS-режим). Напротив, 
если п >  —1/а, то п. а. р. возрастает до бесконечности только в од
ной точке х  =  0, что свидетельствует о локализации решения 
(LS-режим). При п = — На могут существовать как локализован
ные, так и нелокализованные решения.

Рассмотрим случай п =  — 1/а подробнее. Легко видеть, что 
условию (28) здесь удовлетворяет функция

=  (45)
При этом в (29) ф ( 0 — 1» т. е- полуширина постоянна (S-режим).

Т а б л и ц а  3

WO = ф(0 “

( Г - t ) "  ln“ In [ 2 +  (Г — О-1]
(Т — г)"1п“ [2 +  (Т — I )-1]

( r - t ) ’lexp{ln“ [(7’ - t ) - 1]}, i
0 <  а  <  1 1

( ' Plln “ln [2  +  ( T -  О- 1 ! / ’
а  >  0

(Г — t)( |+’,a)/2ln“e/2| 1n(2’ — t)|
(7’ _ t)(l+na)/2|]n(r _ f)|aa/2

(Т -  <)(l + n®)/2exp| ^  |ln (Г -  t) Г  |  

(T ,чГ1+ПО)/2 fa | In {T — t) | )
{T 0 eXPl 2 l n “ | l n (r - * ) |  j

Таким образом, при выполнении условия (5) S-режиму в исход
ной задаче соответствует закон

в(*. 0) =  А:-, [(Т —О "1], *е(0,  Т).  (46)
Тогда п. а. р. представимо в явном виде:

ua (t, х) =  /Г 1 [(Т — £)-1 (1 — х/х0) \ \ ,  х0 =  [2(а +  2)/а ]1/2. 
П р и м е р  1. Пусть уравнение (1) имеет вид

Г
“ * =  ~Гд/ Г~\ и*[  1п° (у +  и)

где б ¥= О, Y >  1 — постоянные, и пусть в задаче (1) — (3)
в,(*) =  (7’- г ) п1пв [ 1 + ( Г - * ) " ‘], £е(0,  Г); а  =  const =* 0. (48)

Тогда, как следует из (3 '), этому граничному режиму отвеча
ет функция

ф(*) =  к1/° (щ ( t ) ) ^ ( - n )  -  t) " 1п“-в/о [(Т -  г)-1], t т-,
362

(47)
X



удовлетворяющая условию (28). Поэтому в силу теоремы 1 ре
жиму (48) отвечает п. а. р. с полушириной

ф(*)~ (—n ) - t/2(T — f ) (lfn<,)/2|ln(7’ _  t) t  Т~.

В частности, при п =  —1/о этот закон имеет вид*)
cp(f)~ (a)0/2lln(7, - f ) l (a,,_e,/i!, t-+ Т~.

Отсюда при а > б / о  получаем ф (i) — о°, т. е. решение
неограниченно возрастает во всем пространстве (HS-режим). 
Если а < б / о ,  то ф (£)-*-0, t-+T~,  и п. а. р. локализовано (LS-pe- 
жим). При а  =  б/о реализуется S-режим; решение имеет при 
t-*- Т~ постоянную (ненулевую) полуширину. Подставляя в (48) 
п — —1/с, а  =  б/а, получаем, что в случае уравнения (47) гранич
ным S-режимом с обострением является

в | (*) =  ( Г - * ) “‘/в1т»в/' [ 1 + ( Г - 0 - ,1. f e ( 0 ,  Т ) .
2. Приближенные автомодельные решения типа II. Ниже по

строены п. а. р. задачи (1), (3 '), рассматриваемой в некоторой 
области (О, У)Х(0, x 0(t)),  ^о(0—?о<р(0>  0 с дополнительным 
краевым условием на подвижной правой границе u(t, х0(0 )  —О- 
Здесь в п. а. р. (6) функция 0а удовлетворяет задаче (18), (19) 
и является финитной функцией: mes supp 0а =  | 0 <  °° (см.
§ 3 гл. II).

Л е м м а  2. Пусть 0а — решение задачи (18), (19). Тогда
d20£

? i=  SUP Trr (S) CO- lefo,Ы *1
При доказательстве леммы, которое аналогично доказатель

ству предыдущей, используется асимптотическое разложение

6а =  ^  ( I ,  - 1 )  + (Е, -  I?  +  . ■ •,  I Е о "

Отсюда, в частности, получаем, что (ва)”(Е0) =  ° г/[2 (о +  1)] <ст.
Т е о р е м а  2. Пусть выполняется условие (5) и функция ф 

в (3') удовлетворяет условию
[ф /ф Т (* )-0 , (49)

Тогда существует п.а.р.  (6), где
t *= (О, Т),

функция 0а(1) является решением задачи (18), (19), и Qa(t,%)->- 
^ 0 °  (1) при t ^ T ~  в С {{0, ! ,) ) .

Доказательство этой теоремы не отличается от доказатель
ства предыдущей теоремы.

*) Отметим, что лишь в случае 6 =  0 (когда (47) превращается в урав
нение со степенной нелинейностью) и а =  2/а выражение для полуширины 
ф(г) ~  | 1п(Г — <) |, может быть получено на основе анализа точ
ного автомодельного решения [62, 138].



Легко проверить, что при выполнении условия ( 4 9 )  ф ( £ )  - *  < »  
при t -*■ Т~ Поэтому в условиях теоремы граничные режимы 
с обострением: (3') являются HS-режиыами.

П р и м е р  2. Пусть в задаче для уравнения (47)
ut (/) =  exp {(Т — £)"}, f e ( 0 ,  Г); в < 0 .

Тогда функция
ф(t ) =  k i/0 [в, (?)] =  (Т -  t) - пе'° ехр {(Г -  t )"}

удовлетворяет условию (49). Поэтому для полуширины решения 
получаем оценку

Ф (0 й£ ( -  п Г 1/г (Т -  t)11-***1™* exp J-J- (Т -  t)eJ, t Т-

§ 4. Приближенные автомодельные решения 
в невырожденном случае. Интегральные 

оценки скорости сходимости

В этом параграфе излагается другой метод построения п. а. р. 
задачи

и ,= (к (и )и х)х, (*,аг)<=сог, (1)
и(0, x) =  u0(x)>0,  i e R T; K0e=C(R+), supB„<°c,  (2) 

u(t,Q) = ut ( t)>0,  ul ( t)>0,  ( e ( 0, T). (3)
Во всех рассматриваемых ниже случаях доказательство сходи

мости проводится путем вывода некоторых интегральных оценок 
разности между u(t, х) и соответствующим п. а. р. Проведенное 
исследование фактически устанавливает «законы трансформации» 
известных инвариантных решений уравнения (1) при к = ип, 
а =  const ^ 0  в результате преобразования коэффициента тепло
проводности в® -*- к (и).

1. Приближенные автомодельные решения уравнений, близких 
к линейному. В этом пункте будут построены п. а. р. уравнения 
(1) с коэффициентом к, удовлетворяющим условиям

fceC ! ((0, оо))ПС([0, » ) ) ;  * ( в ) > 0 ,  А ' (в )>0 ,  в > 0 ;  (4) 
(к/к1) ' (и) -*■ °°, в -*■ оо. (5)

Некоторые функции к, удовлетворяющие (4), (5), приведены 
в табл. 4.

Будет показано, что при специальном выборе функций в,(() 
п. а. р. задачи (1) — (3) могут быть построены на основе авто
модельных решений линейного уравнения теплопроводности

U, =  U**. (6)
Данный подход отличается от применяемого в § 2, где при вы
полнении условия (5) п. а. р. определялись на основе инвариант
ных решений уравнения первого порядка щ =  к (и) ul/(u +  1). 
Отметим, что здесь рассматриваются более общие коэффициенты
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Т а б л и ц а  4

Ни) =

1па 1п(3 +  и), а  >  О 
1па (3 +  и), а  >  О 
1п(3 +  и)1па 1п(3 +  и), а  >  О 
ехр{!па (1 +  и)}, О <  а  <  1

In  (1 -(- и)
ехр

1па1п (3 +  и)
а  >  О

к (и), поскольку нет необходимости в ограничении (2.5), которое 
существенно использовалось в § 2.

Нам понадобятся два типа автомодельных решений уравне
ния (6):

I. uA(t, х) = ( Т - ^ Ш ,  t , = х/ (Т  — t ) i/2,
t ^ ( О, ТУ, п <  0; (7)

II. uA(t, х) = е*)2(х), 2 >  0. (8)'

Предполагается, что /,(0 )= 1 , /.■(“») =  О, 2 =  1, 2. Уравнения 
для функций /< получаются после подстановки выражений (7),
(8) в (6). Без труда проверяется, что

/iff)
Г (1/2 -  п) 

я ,/2Г ( -  п)
" *(1 +  s)n 1/2 ds, f 2(x) = e~x.

В каждом случае п. а. р. иа задачи (1) — (3) ищется в виде
М*, a:) =  ttt(f)0,(l) ,  1 =  х/ф (2), (9)

где неотрицательные и достаточно гладкие функции 0а(£), ф(2) 
необходимо определить. Полагая 0а(О)=1,  получаем, что п. а. р.
(9) удовлетворяет краевому условию (3).

Обозначим через 0(2, £) автомодельное представление решения 
задачи:

0 S e R +- (10)

Покажем, что при специальном выборе функций ии 0а, ср име
ет место сходимость 0(2, £) к 0а( |)  при что обеспечивает
асимптотическую близость решения и (2, х) к п. а. р. u„(t, х).

Прп доказательстве сформулированных ниже утверждений 
предполагается, что ц(2, -)eZ,2(R+) при всех 2е[0 , Т) (норма 
в L2(R+) обозначается через II-Иг). Кроме того, пе ограничивая 
общности, начальную функцию и0(х) будем считать невозрастаю
щей в R+. Тогда в силу монотонности граничного режима этим 
же свойством обладает решение п(2, х) (см. § 2 гл. V).
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Л е м м а  1. Пусть коэффициент к удовлетворяет условиям 
(4), (5). Тогда:

1) к(и) растет при медленнее любой степенной функ
ции — для любого а >  0 при всех достаточно больших и >  О вы
полнены неравенства

к ( и ) < и а, к' (и) <  в®-1; (11)
2) к" (и) <  О при всех достаточно больших и >  О;
3) для любого £ е (0, 1)

к(\и)/к(и)-+  1, в-*-°°. (11')

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждение 1) прямо следует из (5).
Вогнутость к (и) при и °° (утверждение 2)) вытекает из со

отношения
(к/к ') '  (и) = \ — к" (u)k(u)J [к' {u)Y и °°.

Для доказательства утверждения 3) воспользуемся формулой 
конечных приращений: к (и) = к(%и) + к' (£) в(1 — £), где £ е
е ( |ц ,  и). Отсюда

fc(|u)/A(u) =  [l +  £'(£) и(1 - i ) / f c ( !B ) ] - '
Однако в силу 2) k'( t , )< к' ( |в )  при больших в >  0, и поэтому

А.-'(£Ц)|Ц 1 - g 1
< & (|ц)

А: (и) < 1,
что завершает доказательство (И' ) ,  так как

1.1. П р и б л и ж е н н ы е  а в т о м о д е л ь н ы е  р е ш е н и я  
т и п а  I.

Т е о р е м а  1. Пусть выполняются условия (4), (5) и при 
всех t, достаточно близких к Т~,

ul(t) = ( T - PL-'( t)y ,  (12)

,. A (gli) t  ,. lim tJ - -' tu =  lim k (s)/ A' (s) =  lim ( М») V
U ' (*)J

где /г <  —1/4 — постоянная и p_1: 
монотонной функции

р(1) = Т — Г dx 
J А [(Г — т)п]

[О, Т) 

-+Т- ,

[О, Т) — обратная к

t-+ T~.  (12''

Тогда существует п. а. р. (9), где

q>(0 =  (T -!X -‘(*)),/2, (13);
0.(6) =  /.(6),

причем
lim 10 (i, •) — 0а (•) l]2 =  0. (14)

t - > T "
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Конкретный вид оценки скорости сходимости 0(f, £) к 0а( |)  
будет получен в процессе доказательства теоремы. Неограничен
ность и монотонность функции (12), (12') при вытекают
нз леммы 1.

В ряде случаев можно выписать асимптотически точное выра
жение граиичного режима (12), (12'). Например, если

s->оо k ( s / k n (s))

(этому условию удовлетворяют коэффициенты из строк с первой 
по третью табл. 4 и четвертой, если а е ( 0 ,  1/2)),  то, как нетруд
но показать,

ui ( t ) ^ ( T - t ) nkn[ { T - t ) nl  
ф ( t ) ^ ( T  - t ) i/2k i/2[(T - t ) n], t — T~.

Ограничение n < —1/4 на параметр в (12) можно связать с 
необходимостью включения 0а =  /, е  L2 (R+) . Поскольку

h  (I) ^
Г (1/2 — п) *

22,1я1/а € ’ S 00..

при п е  [—1/4, 0) оно не имеет места.
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Определим гладкую мо

нотонную функцию р [0, Т) [0, Т) так, чтобы
ul (V,{t)) =  ( T - t y \  t -* T ~  (15)

Тогда функция n(p(f) ,  х) удовлетворяет уравнению
ut = \ i ' ( t ) (k(u)ux)x (1')

и в силу (12) краевому условию
и(ц(0 .  0) = ( T - t ) ”, t -*■ Т~. (15')

Поскольку, как следует из (12), (13), cp(i) =  [н ,(()]1/(2п), ра
венство (15) также означает, что ф(р^ ) )  =  (Г —i)1/2, 
и поэтому при t -*■ Т~

ца(р (0 , *) =  ( Г - 0 ПЭ.(1), l  = x f { T - t y \
0(1*(0, %) = ( T - t ) - " u ( i i ( t ) ,  K T - t y » ) .

Отметим, что ца(р(£), х) в точности совпадает с автомодельным 
решением (7) уравнения (6).

Положим w(t, х ) = u (n ( t ) , х ) — ва(р(£), х).  Тогда в сделанных 
предположениях w(t, 0) =  0, w{t, х)->-0 при х  -*■ оо и w(t, - ) е  
e i a(R+) при t~*-T Умножая скалярно обе части уравнения

И7( =  [p, (i)A:(u)KI - ( H a)I]I (16)

на функцию w, после интегрирования по частям получаем

-)1а =  — (!*'(*)*(“) и* — Wx«w*)-  (17)
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Обозначим через G(s; t) функцию

G(s;<) =  j { [ (i'W *(ri)]1/2- l } 2<4  s > 0 ,  tf=(0 ,T). (18)
О

Используя тождество
( ц ' ( * ) Л ; ( и ) и ,  —  ( u a ) x )  ( и х  — ( u 4) x )  =

=  {[n '(0* (“ )]l/1!u< — К)х>2 — (ua)x[G(u; t ) \ ,  
из (17) выводим оценку

^ - £ г \ М $ < ( Ы * Л О ( и и ) ] х). (19)

Поскольку (и„)х<0 и по предположению в сог, правая
часть не превосходит

со
— sup| (Ua)x ([i(*). х) | J [G (И(|Л (г), х); t)]x dx=

х О
=  qa ( T - t ) n~' /2G ( ( T - t ) n-,t), t ^ T ~ ,

где ga=max | 0а(|) | <  оо. Тогда получаем, что при всех ie ( /* , 
Т), где t%<i Т достаточно близко к Т~,

\w{t,  • ) ||г ^  IIw (t*i ■) 111 +
t

+  2?a J (Г -  т)"-1/г G ((T -  x)n; r) dr, t * < t < T .
u

Отсюда с помощью легко проверяемого равенства

I И*, -)  «5 — ( ^  — 0 * п+1/* I в  и* (о . - ) - 0 a ( - ) B ,  t * < t < T ,
получаем

Цв(Ц(*), ') — Оа (•) I!z <  (71 — t)~2n~112 || W («*, .)I|S +
*

+  2?а (Т -  1)~гп~т  f (Г -  т)я"1/г G {(Т -  т)п; т) dr.
t*

(20)

Покажем, что правая часть этого неравенства стремится к ну
лю при t Т~. Первый член стремится к нулю в силу предполо
жения п < —1/4. Рассмотрим второй член. Учитывая, что р/(£) =  
=  1/ [/с( (Т — i )n)] при и раскрывая неопределенность
в (20), получаем

lim || 0 — 0а ||г <
t-*T~

Ч
2 п +  1/2 X

( Т - ( ) п

X lim (Т — t)~n j  ([p'(f)fc(ri)]1/!!- l ] 2dri. (21)
t-*T~ о



В результате замены переменной т] =  (Г —£)"£ правая часть по- 
дледнего неравенства приводится к виду

_  .. 2?а__ lim
2л +  1/2 (_ ,т-

Г| k ( t ( T - t ) n) 
J IL к ((Т — t)n) _

1/2
-  1 (It. (22)

Поскольку к (и) возрастает, подынтегральное выражение огра
ничено равномерно по £ е (0, 1) при t -+T~  и в  силу (11') стре
мится к нулю при t -*■ Т~ для любого £ е (0, 1). Это доказывает 
справедливость (14), причем (20) дает оценку скорости сходи
мости к п. а. р.

В условиях теоремы 1 имеем ф(£)-»-0 при t -*T~.  Поэтому 
структура п.а.р.  (9) указывает на то, что решение u(t, х) не
ограниченно возрастает при t->- Т~ только в одной точке х  =  0. 
Это свидетельствует о локализации в рассматриваемой задаче, 
причем (12) является LS-режимом с обострением.

П р и м е р  1. Пусть в (1) к(и) =  1па (2 +  и), а > 0  (см. 
табл. 4). Тогда, как следует из (12), (13), граничный режим

в. (*) =* (—n) ап(Т — t )"|1п ( Г  — t) Iе", f — Т~,
приводит к возникновении) тепловой волны, полуширина которой 
уменьшается при t Т~ по закону

х9ф (t) *  (—re)a/2g* (Т -  0 1/21 In (Т -  t)

Постоянная |*  е  такова, что /,(£*) =  1/2.
1.2. П р и б л и ж е н н ы е  а в т о м о д е л ь н ы е  р е ш е н и я  

т и п а  II.
Т е о р е м а  2. Пусть выполняются условия (4), (5) и, кроме 

того,

Гги<“ - (23)о

Пусть при всех t, достаточно близких к Т~,

u,( t )=  е х р { ц - ‘ ( 0 > ,  (2 4 )

где рГ1: (0, Т)-*- R+ — обратная к монотонно возрастающей функ
ции ц(т):  R f -*-(0, Г), определяемой при достаточно больших т 
по формуле

р  (т) =  Г  —
Т

dr\
т щ - (25)

Тогда ф(£)=э1, 0а( х ) ^ / 2(х )=  е~х и справедливо равенство (14).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Оно практически не отличается 

от доказательства теоремы 1. Устанавливается справедливость
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следующей оценки:

I 6 (|Х (0, - ) - 0 а ( - ) | | 2 < | | ы ( ^ ,  ■ ) - “«(«*, *)Йв-«
t г е х

+ 2е-  j ,
t*

f  ( I n '  ( т )  A,-(T!)]1/2 —  l } 2 c?ti

L o

ЙТ,

Отсюда в силу леммы 1

+

f * < f <  7. (26)

lim ||6(£, •) — М -)11г< lim 1
t-*T~ t - > T ~  о

(“i (0 S) 1/2 2
1 d£ =  0. (27)

(Чтобы из (26) получить (27), достаточно воспользоваться ра
венством (25) и, учитывая (24), сделать обратное преобразование
МО"^ t.)

В условиях теоремы 2 п. а. р. (9) имеет вид 
Ka(i, х) =  ехр (ц -1 (0 — я),

причем иа (t, х)-+ °° при t^>-T~ в R+. Из теоремы 2 тогда следует, 
что этим же свойством обладает решение u(t, х),  т. е. в рассмат
риваемой задаче локализация тепла отсутствует и граничный ре
жим с обострением (24) является HS-режимом.

С другой стороны, граничный закон (24) приводит к возник
новению тепловой волны с постоянной (при t -*T~)  полушири
ной: ф( ( ) ^1 .  При этом условие (23) обеспечивает принадлеж
ность таких граничных законов к классу режимов с обострением. 
В [65] показано, что расходимость интеграла (23):

оо

приводит к тому, что решения с постоянной полушириной порож
даются граничными режимами без обострения, определенными 
при всех t >  0. При этом п. а. р. определяется по той же форму
ле (9). Оно реализуется в случае ul (t)= exp{p_1(i)}, где через 
р-1 обозначена функция, обратная к

t
t >  0.

Тогда, если <р ^  1 и 0а =  е~* в (9), то 0(i, •)->- 0а( ) в L2(R+) при 
£->-<», где 0(i, £ )— автомодельное представление (10).

Таким образом, неравенство (23), которое можно привести к 
эквивалентному виду:

оо

! « < “ ■ <28>

является необходимым и достаточным условием того, что тепло
вая волна с постоянной глубиной проникновения возникает под
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Щействием граничного режима с обострением. Конкретный вид 
■того режима определяется формулами (24), (25).

Условию (23) (или, что то же самое, (28)) удовлетворяют ко
эффициенты к четвертой и пятой строк табл. 4, а при а  >  1 — 
!Гакже второй и третьей строк.

Для иллюстрации возможностей теоремы 2 рассмотрим 
П р и м е р  2. Пусть к(и) =  1п(1 +  п)1п2 In (3 4- и) . Условие (23) 

|десь выполнено, и, как следует из (25),
р ( т ) = *  Т —  1 / 1 п Т ,  Т - * - о о ;

р~‘ (t) exp { (Т —  t -*■ Т~.

Поэтому граничный режим с обострением
щ (г) ы exp (exp {(Г  — t) -*}}

порождает решение с постоянной при t - * - T ~  (и ненулевой) полу
шириной.

2. Приближенные автомодельные решения уравнений с коэф
фициентами почти степенного вида. В этом пункте рассматрива
ются уравнения (1) с коэффициентами к , удовлетворяющими 
условию

{к/к')'  (и)->- 1/о, и о =  const >  0 (29)

(при о =  0+ (29) совпадает с (5)). Будем также считать выпол
ненными следующие условия:

к (|ц)
1°
к&и)

(и)

не убывает по % е  (0. 1) при любом м > 0 ,  

-> 1 при и->оо для любого £ е  (0, 1).

(30)

(30')

Всем указанным требованиям удовлетворяют, например, коэффи
циенты к(и )=  и°1на (1 +  и), а > 0 ;  к (и )=  «"exp (1па (1 +  и,)},
0 <  а  <  1 ;  к ( и )  =  г г0 + 1 / 1 а  1 п ( в + “ >

П. а. р. задачи (1) — (3) в этом случае строятся на основе двух 
типов инвариантных решений уравнения со степенной нелиней
ностью

и, =(и°их)х (31)

(здесь постоянная о >  0 та же, что и в условии (29)), которые 
имеют вид

A. uA(t, x) = ( T - t ) ng.(Б), Б =  * / ( Г - * ) ,,1"к',/>.
t s ( 0 ,  Г); n <  0; (32)

B. uA(t, x )=  e‘g2(%),  ̂ =  x/exp icst/2), t >  0. (33)'

Функции gi, g2, удовлетворяющие краевым условиям (0) =  1, 
£i(°°)= 0, i = l ,  2, определяются из обыкновенных дифференци
альных уравнений, полученных после подстановки выражений иА 
в (31) (см. § 3).
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В каждом из рассматриваемых случаев п. а. р. будем искать 
в виде (9) и через 0(£, £) обозначим соответствующее автомодель
ное представление (10) решения u(t, х) исходной задачи.

Сходимость 0(£, •) к 0а( •) при будет определяться
в норме пространства Л.-1(К+). Все функции « e i 1 (R+), удовлет
воряющие условиям

j  и (у) dy s  L2 (R+),
X

j  dx j  и (у) dy < 00,

принадлежат гильбертову пространству / i “ ‘ (R +). 
Скалярное произведение в fe“ ‘ (R +) имеет вид

сю

(“ ' y)ft-i(R+) =  j  “ (*)
О

где через V = (—дг1дхг)~'о обозначено решение задачи 
дгУ/дхг = —v, х > 0 ,

2 \  -1

дх‘ (х) dx,

удовлетворяющее условиям
F(0) =  0, | У ( ~ ) | < о о

(легко проверить, что в сделанных предположениях на функции 
из fe_1(R+) решение этой задачи существует). Через Hull—, обозна
чим норму в ft~‘(R+):

1М1-1 =  (И. < - 1 ( Н+Г
Нетрудно убедиться, что

и 1-х = ' и 2

оо
j  u ( y ) d y
X 2

В дальнейшем будем считать, что u0^ h  ' (R+), u,(t, - )е  
s f t _1(R+) при всех i e (0, Т). Отметим, что последнее имеет 
место для финитного обобщенного решения и е  С\х(Рт [и]), 
Рх[и] =  U е  (О, Т), x e R +|ii(i, г ) > 0 ) ,  обладающего непрерывной 
производной к(и)их.

Без труда проверяется справедливость следующего утвержде
ния, которое понадобится нам в дальнейшем.

Л е м м а  2. Пусть функция к ^ С 2((0, °°)) удовлетворяет 
условию (29) и а е ( 0 ,  о] — произвольная постоянная. Тогда 
при всех достаточно больших и >  0 выполняются неравенства

и°~а <  /с(п)< и°+а, и°-'-а < к' (и) < и°-1+а. (34)

2.1. П р и б л и ж е н н ы е  а в т о м о д е л ь н ы е  р е ш е н и я  
т и п а  А.

Т е о р е м а  3. Пусть выполняются условия (29), (30), (30') 
и при всех t, достаточно близких к Т~,

Ui(t) =  ( T -  lx-* (())", (35)
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где п < — 3/(3a +  4 ) — постоянная и р [О, У ) - * - '[О, Т)— функ
ция, обратная к

< 3 5 - >

Тогда задача (1) — (3) имеет п.а.р.  (9), где
4>(t) =  (T — р-1 ( t ) ) (,+na)/z, t - * r -  (36)

функция 0a( |)  совпадает c gi(f) в (32) и
lim ||0(£, •) — 6a (-)il-i =  0. (37)

t-»T~
Монотонность и неограниченность функции Ui(f) в (35) при 

£ -*- Т~ вытекают из леммы 2.
Ограничение п < — 3/(За +  4) в (35) связано с условием 0а =  

E g , e A ‘ ' (R+). Поскольку (см. § 2 гл. III)

1 - > ~ ;  О  О,

при п е  [—3/(Зо +  4), 0) это включение не имеет места.
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  3. Сделаем в (1) преобразо

вание £-*-р(£), где монотонная гладкая функция р определяется 
в (15). Функция ц(р(£),  х) тогда удовлетворяет уравнению (1') 
и краевому условию (15'). При этом в силу (15), (35), (36)

ф(р(£)) =  (7’- £ ) < ™ 2, t-+T~,

и, как нетрудно убедиться, при всех t, достаточно близких к Т~,

ua(p(£) , i )  =  ( r - £ ) " 0 a(l),  \  = x / { T - t y '+ ™ » \
0(р(£), 1) =  ( Г - « ) - и ( р ( 0 ,  1( Г - t )  (i+~)/»).

В силу равенства 0a =  gi п.а.р.  иа(р(£), х) при в точно
сти совпадает с (32) — автомодельным решением уравнения (31).

Функция w ( t ,  х) =  u(p,(t), х) — иа(р(£)', х)  удовлетворяет 
уравнению

Щ =  [ Ц' (<) k  (и) ия — ul  (ца)*]„ (38)

причем w { t ,  0) =  0, w ( t ,  х)->-0 при х w ( t ,  -)<=h~' (R +) при
t  -*■ Т~. Умножая скалярно (38) на (—дг/дхг)~1и>, получаем

’)P-i =  ( и ' (<)[*■ (и)]** — jq - f  (и Г 1)***



Правую часть (39) запишем в эквивалентном виде:

Р' (t) ^[F (U) — F (В,)]**, £ 2  j  +

+  ^Р" (f) (u a)]x* 0  1  ( u a ).xai ^ =

=  — p' (t) (F (U) — F  ( B a ) ,  W — B a) +

+  ((“a)* [ p ' (*)*(“«) — bU], (-£-] wj. (40)

Учитывая теперь, что (F( b) —F(ua), u — ui )>  0, и применяя 
для оценки последнего члена в (40) неравенство Коши — Буня- 
ковского, из (39) получаем

4- 4 т  I w  I-1 <  i!w  ll-i 1М *  [р ' (*) к  (ва) — «2] Цг
Отсюда

— Г|| 
d t  ^W  [ ( _ !  <  I  ( в а ) х  [ р '  (t) к  (ul)  —  В а ]  Ц2 . (41)

Оценим правую часть этого неравенства: 

fl(Ba)*[p' (f)A(Ma) — Ва]||2 =
) 1/2оо |  1/2 /во

j  (ва) | 1р' (0 к (ва) — Ва]2 dx\ =  в® (ва)* [Ф(ва; «)]* dx
1/2

Здесь через Ф (s ; t) обозначена функция

ф (*;*)- j[p' (*)£jsr-i r^Vri, s > 0 ,  ( g  (0, T).

Учитывая монотонность по x  функции ва, окончательно имеем

|  (Ва)ас [р ' (jt ) к  (Ва) —  В®] ||2 <
Г °° 11/2

<  —  su p  [ Ва (в а)* I | , [ Ф  (в а; *)]* d x

=  д\,г (т - 1)™°+2>-1]/4ф1/2 [(7  _  tf .  г], г_> т~,

где ga =  max 102d0a/d£ | <  00.
Из (41) получаем тогда следующую оценку, справедливую 

для всех f e  (?*, Т), достаточно близких к Т~:
Цв>(*, 0ll-i<lk(**> Oll-i +

t
+ q%2 j  (T -  т)[п(а+2)_11/4 Ф1/г ({Т -  х)п- т) dx.

t *
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Поскольку
||I£,(f>.)IL1=(Z, _f)-+3t4-»»)/*|ie(,i ( t ) i. ) - 0 a( )ILt,

из последнего неравенства выводим оценку
за+4 гп| з 1

| 0 ( | Х ( О »  • ) - 9 а ( - ) | | - 1 < | | ^ ( ^  0 [|-1  ( У - « )  4 3 0 + 4  +
t

1 /о - п — — (1+па)
+  q l l 2 ( T - t )  4

п(а+2 ) - 1

] ( Г - т )  4 <D1 /2 ( ( T - T ) n ; T ) d T .

Отсюда, учитывая, что п <  — 3/(Зо +  4), и раскрывая неопре
деленность в правой части, получаем

lim 10 — 0а ||—г ^  ■ Яа lim
*н.г- [п +  з (1 +  ио)/41* (" г -  V -  *>’,<в+1)

Из (35') следует, что

(г - * ) па

и поэтому

limh i n  || 0 0a|| i <  [п +  з (1 +  п0)/4]® “ “  J 1“ с°а ((Г -  t f )
к ( и т -  t f )

1 №

В силу (30) подынтегральное выражение ограничено равно
мерно по (0, 1) при t -> Т~. Тогда из (30') вытекает спра
ведливость (37).

З а м е ч а н и е .  При рассматриваемых в теореме 3 коэффи
циентах к и граничных режимах п. а. р. уравнения (1) построены 
в § 3 другим способом.

Нетрудно вывести из (35), (36) точные оценки пространст
венно временной структуры п. а. р. Пусть к (и) =  иаи (и) , где 
функция х ( и ) > 0  растет при и «> слабее любой степенной 
функции. Тогда при выполнении условия

lim — — г-  =  1
з-»-оо У. (s/ k  (s))

функции ср(/) в (35), (36) могут быть асимптотически
точно оценены по формулам

Ui(t)e*{(T— t) {1- па)к [ (Т — *) 
ф (f)“  {(Г — / ) (1-ПС,,А:[(Т— f)nJ}(H-no)/2, т

Воспользуемся доказанной теоремой для изучения эффекта 
локализации тепла. Пространственно временная структура п. а. р. 
(9), определяемая равенствами (35), (36), указывает на то, что 
свойства решения рассматриваемой задачи зависят от соотноше
ния между величинами о о ,

375



Если п <  —На  в (35), то ф ^ ) -* t -*■ Т~, и поэтому решение 
неограниченно возрастает при t -*T ~  во всем полупространстве 
(я >  0) (HS-режим, локализация отсутствует).

Если п >  — 1/о, то ф (i) —► 0 при t -+T~  (LS-режим), что гово
рит о локализации режима.

Значению п =  —1 /о отвечает предельное локализованное п. а. р. 
(S-режим), причем в силу тождества ср =  1 оно обладает по

стоянной при t -*■ Т~ полушириной, отличной от нуля. Подстав
ляя п =  —1 /о, получаем для граничного S-режима выражение

Ul( f )~ { ( Т - t ) 2k [ ( T - t ) - ' /0]}-i/0, t-+T~,  
или, что то же самое,

М 0 “ *- ,[ ( Т - * ) - ,1 t - т - ,
где через йг1 обозначена функция, обратная к к. Асимптотиче
ская эквивалентность двух последних выражений вытекает из 
условия (29). П.а.р.  в этом случае имеет весьма простой вид:

Ua (f, *) =  Ul( f ) ( l — | - ) ^ 0 Х0
2 (о +  2) 

о
1/2

П р и м е р  3. Пусть к (и) = и° In (2 +  и). Тогда из (35) полу
чаем, что предельным локализованным S-режимом здесь является

и, ( t )~  (о(Г — 0  11а(Г -  0  | - ‘}1/0, t -* Т~,
причем он порождает решение с постоянной при t Т~ полу
шириной.

2.2 П р и б л и ж е н н ы е  а в т о м о д е л ь н ы е  р е ш е н и я  т и
па Б.

Т е о р е м а  4. Пусть выполняются условия (29), (30), (30') 
и, кроме того,

о
Пусть при всех t, достаточно близких к Т~,

Ui {t) =  ехр{ц-1 (̂ )), (43)
где ц-1: (0, T ) -^R+ — обратная к монотонно возрастающей функ
ции (j,(т ) : R+ -*-(0, Т), определяемой при достаточно больших 
т >  0 по формуле

оо

<м >
Тогда

Ф (f) =  exp рГ1 (f)j, t Т~, (45)

0 ,(!) —£М!) и справедливо равенство (37).
В процессе доказательства теоремы, которое аналогично 

доказательству предыдущей, устанавливается справедливость
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Следующей оценки
в (ix(0, •) — 0«(‘) l - i < l l U7(t*< -) 1-гехр | — f (l  + ^ j |  +  

g‘/2e x p [ -  * ( i  +  t )} J  exP { l ( 1 +  4 ) } X
' t*

> 1/2

X

Отсюда в силу равенства

'Т I1
J  [ р ' (т) “ Г  ~ 1 V * ] |  dr, t - оо.

I*' (0 —
.Ot
Не')

, t - +  оо,

в предположений (30), (30') вытекает нужный результат: 

lim ||0 (/, . ) - в а ( . )Г-1<
«-*Т“

<
(1 + З а /4 )а (_ г

lim ГГ к-̂ 1 (t)9 ----- l l V * - 0 .
1-»г—о L  ̂ fc(“iO)) J

З а м е ч а н и е .  При выполнении условия, противоположно
го (42):

решение, полученное из автомодельного решения типа Б путем 
«трансформации» коэффициента u ° &(ц),  определено при всех 
/ >  0, т. е. не является режимом с обострением [65].

Из теоремы 4 непосредственно следует, что в сделанных пред
положениях граничный закон (43) приводит к отсутствию лока
лизации тепла, т. е. является HS-режимом.

П р и м е р  4. Рассмотрим коэффициент к (и )=  ц°1пг(1 +  и). 
Условие (42) выполнено, и поэтому из (44) получаем

,1-‘( * ) ^ ( Г - * ) - \  t - r - .
Отсюда граничный режим

u,(f) — ехр{(Г — £)-1), t — Т*- ,
порождает тепловую волну, движущуюся по закону

1эф( / ) ~ 5*ф( 0  =  ^ ехР { 7 (7 ’- 0 ~ 1}- t -+T~;  gt ( l * ) = Y -

КОММЕНТАРИИ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ. ПРОБЛЕМЫ

При изложении результатов § 2 мы в основном следуем [24, 63]. Первые 
исследования с помощью вырожденных п. а. р. уравнения теплопро
водности ut =  Un проводились в [41, 153, 154] (см. § 4 гл. III). Приложения 
этой теории к исследованию эффекта локализации тепла (теорема 2, п. 4)
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содержатся в [46]. Теоремы § 3 доказаны в [62], отдельные, менее общие 
результаты получены ранее в [24]. Результаты § 4 изложены в [65, 24].

Надо сказать, что в настоящее время существует мало примеров по-па- 
стоящему нетривиальных п. а. р. уравнений нелинейной теплопроводности. 
В этой связи отметим работу [227], в которой построены п. а. р. задачи 
Коши для Ui — (к(и)их)х, t >  0, i e R ,  с пестепеиным коэффициентом. 
Близкий результат установлен в [65] другим методом, где также выведе
на оценка скорости сходимости к п. а. р. (в рамках метода [227] она не 
может быть получена).

1. (§ 2) Доказать, что локализация вырожденных п. а. р. (10) при п >= 
^  —1 влечет за собой локализацию решения исходной задачи (1) —(3') (для 
случая к =  1 это доказано в [41, 153, 154]; см. § 4 гл. III).

2. (§ 2) Доказать утверждение о локализации произвольных граничных 
режимов с обострением при выполнении условия (38).

3. (§ 3) Доказать, что в условиях теоремы 1 при п ^  —1 /о решения за
дачи (1) — (3') локализованы (при п <  —1 /о п. а. р. не локализованы, что 
влечет отсутствие локализации в исходной задаче).



Г л а в а  VII
О НЕКОТОРЫХ ДРУГИХ МЕТОДАХ ИССЛЕДОВАНИЯ 

НЕОГРАНИЧЕННЫХ РЕШЕНИИ

В этой главе проводится исследование неограниченных реше
ний различных нелинейных параболических задач. В § 1 изуча
ется характер асимптотики неограниченных решений квазили
нейного параболического уравнения с источником вблизи момента 
обострения. Получено близкое к оптимальному условие отсутст
вия локализации.

В § 2 исследуется краевая задача в ограниченной области.
В § 3, 4 рассматриваются параболические системы квазили

нейных уравнений, допускающие неограниченные решения.
Большинство результатов получено на основе единого под

хода — метода стационарных состояний. Он основан на анализе 
специального семейства стационарных решений, удовлетворяю
щих рассматриваемому уравнению или системе уравнений почти 
всюду (поэтому их удобно называть состояниями, подчеркивая 
тем самым, что они не являются стационарными решениями в 
обычном смысле).

Установлено, что в семействе стационарных состояний содер
жатся в некоторой параметризованной форме многие важные 
эволюционные свойства решений нестационарной задачи. Под
черкнем, что метод применим к задачам с достаточно произволь
ными нелинейностями, когда никаких подходящих устойчивых 
автомодельных или инвариантных решений задача не допускает.

В § 5 в основном проводится исследование нелинейной (не
явной) разностной схемы для уравнения и, =  (и0+1)и.+  ns. Самым 
интересным здесь является случай £) 3* о + 1 , когда разностная 
задача допускает неограниченные решения.

§ 1. Об одном подходе к проблеме локализации 
неограниченных решений задачи Коши 

для квазилинейных параболических уравнений

Этот параграф целиком посвящен исследованию эффекта ло
кализации неограниченных решений задачи Коши для параболи
ческого уравнения с источником общего вида:

и, =  V ■ (k(u)Vu)+ Q(u), t >  0, х  е  R*, (1)
к (0, х )=  щ (х )> 0 ,  (2)

где, как обычно, к 3* О, Q 3® 0 — известные, достаточно гладкие 
функции; V( ) =  grad:c( ). Основной вопрос, который здесь рас
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сматривается, состоит в определении условий на коэффициенты 
к, Q, при которых неограниченные решения задачи не являются 
локализованными.

Неограниченное решение задачи (1), (2) называется локали
зованным, если оно возрастает до бесконечности при оо
на ограниченном множестве из Rw, т. е. область локализации

, х) =  оо| (3)

является ограниченной. Функция и (То, х ) называется предель
ным распределением (п.р.) решения. Если же (oL неограничена 
(например, ojl =  Rw), то локализация в задаче отсутствует.

Ранее, в гл. IV, эффект локализации весьма подробно изучен 
на примере уравнения со степенными нелпнейпостямп

ut =  v ■ (u<’Vu)+ Up, t >  О, l e R " ;  О>0 ,  р > 1 ,  (4)

ci>l =  ( я е  Rn | и ( Т 0 , х) =  lim u{t 
\ ^ то

на основе специального анализа его автомодельных решении. 
Показано, что при (1 <  о + 1  локализация отсутствует, а при 
Р ^ а + 1  все неограниченные решения локализованы. Уравнение 
(1) общего вида подобных автомодельных решений не имеет, 
и поэтому развитые в гл. IV методы сравнения здесь не при
менимы.

В данном параграфе предложен подход к определению доста
точных условий отсутствия локализации в случае уравнения (1) 
с произвольными (нестепенными) коэффициентами k, Q и прово
дится исследование структуры и. р. неограниченных решений. 
Этот метод охватывает также случай Г„ =  <®, когда supu(£, х)-+-

X
-*• оо при t -*■ Поэтому мы не будем особо обращать внимание

на условие I <?(ч) <  оо, которое, как известно, является неоо-
ходимым условием существования неограниченных решений (см. 
§ 2 гл. I).

Метод исследования основан на построении однопараметри
ческого семейства {U} стационарных решений уравнения (1):

V (k (U)VU)+Q{U )=0.  (5)
Фактически будет показано, что семейство W )  содержит в 

себе многие эволюционные свойства решений нестационарного 
уравнения (1), которые специальным образом параметризованы. 
В общем это утверждение довольно естественно, поскольку основ
ной частью уравнения (1) является именно стационарный опе
ратор, в котором содержатся все нелинейные члены, отвечающие 
за эволюцию решения.

В § 3 (и частично в § 4) этим методом анализируется пара
болическая система квазилинейных уравнений и одновременно 
с исследованием эффекта локализации неограниченных решений 
задачи Коши определяются условия глобальной разрешимости
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Краевой задачи в ограниченной области. Развитые представления 
Позволяют дать общую формулировку метода стационарных со
стояний исследования нелинейных параболических задач, подчи- 
Вяющихся принципу максимума.

В дальнейшем мы будем считать функцию Q(u) монотонно 
возрастающей, а также предполагать, что ф(гг)-<-оо при и-*- °°,

U

где ф (и) =  (ц) dr]. Через ф-1 ниже обозначается обратная к ф
о

функция. Что касается решения задачи (1), (2), то мы будем 
предполагать, что оно существует, единственно и прп всех 0 <  
<  t <  Го =  Го(и0) *£ °° принадлежит С]i* всюду, где гг >  0, причем 
к(и)Уи  непрерывна по i  в R" для всех £е(0,  Го)-

I. Построение семейства стационарных решений. Нас будут 
интересовать свойства ограниченных неотрицательных симмет
ричных решений U уравнения (5). Каждое из них всюду, где 
оно положительно, удовлетворяет задаче

- р = г  (rJV_1 (ф № ) '  +  Q (V) =  О, г =  12 1 >  0, (6)

U (0; U0) = U0, и'т (0; U0) =  0; (7)

в остальных точках для удобства полагаем U ^ U ( \ x \ \  £/<,) =  0. 
Здесь С/о >  0 — произвольная постоянная (параметр семейства 
W (1х|; U0)}).

Локальная разрешимость задачи (6), (7) при малых г >  0 
вытекает из анализа эквивалентного интегрального уравнения

Г I
Ф (£/ (г; и 0)) =  ф (U0) -  j  f r f - ' Q  (U (л; U0)) dr,, Г >  0. (8)

о о

Отсюда следуют продолжимость решения и его строгая монотон
ность по г в области (г >  01U >  0).

Получим сначала оценку U снизу. Очевидно, что (г*-1 X 
X (ф ( U ) ) ' ) ' > —Q(U„)rIf~i при г > 0 .  Интегрируя дважды это 
неравенство по (0, г), получаем следующую оценку:

U (г; U0) 3̂= £/_ (г; U0) =  ф-1

. ч> (tg  w *

ф(Д>) U - r-
.2
2'0 / +

Гп = 2 N 0.
(9)

Для вывода оценки U сворху воспользуемся соотношением
Г

г"” 1 (ф (U))' =  -  J ( l/)*,<-£ 0 (tf), r
0

Интегрируя его от 0 до г, получаем такую оценку:

U (г; U0) <  G-1 + G (I],)) <  G~l Ц ) ,  г >  0, (10)
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где G-1 — функция, обратная к

“> о -
U

В частном случае при @(u) =  p<p(u), n =  co n st> 0 , решение 
U представимо в явном виде:

U (г; C/o) =  <p-t[cw(f/0)r<2-''>/V(Jv-2)/2OAt/2r)l (Н )

при 0 < r < z k - V _ где z j v ' ^ 0 — первый корень функции Бес
селя cx (U0) = ц>(ио) Г (N/2) (2ц_1/2) (Л̂ 2)/2.

Основные свойства стационарных решений уравнения (4) со 
степенными нелинейностями

{r*-lU°U')' +  Е/р =  О, г >  0, (12)

указаны в § 3 гл. IV Отметим, что они существенно зависят от 
соотношения между параметрами о, р, N. В частности, при N1^ 3, 
jj 4-1) (N 4- 2) / (N  — 2) задача (12), (7) имеет в RY строго 
положительные решения (в остальных случаях они финитны). 
При нсстепенных A, Q также возможны ограниченные решения 
задачи (6), (7), определенные и строго положительные в Нл 
Последнее, например, имеет место, если (см. [144])

и
и > 0 ;  N > 2  (12')

о

(доказательство этого факта такое же, как в случае степенных 
коэффициентов; см. § 3 гл. IV).

Нам также понадобятся условия на к, Q, при которых функ
ции U(\x\;  Lr0) финитны в КЛ (т. е. не являются стационарпымп 
решениями в КЛ). Так же как в § 3 гл. IV, устанавливается, 
что при V =  1 или N = 2 функции £/ (Ы;  U0) финитны, а в слу
чае N ^  3 в предположении неотрицательности U выводится оцен
ка снизу

U(r, U 0) >  ф-1 (с/г*-2), г >  1, c =  const> 0 . (9')

Сопоставление (9') с (10) при больших г > 0  дает следую
щее достаточное условие финитности произвольной функции
£/ (Ы;  и 0):

_jv/(jv—а) / ,
TV =  1, 2 или lim -— * =  0 при N  3. (12")_  Q ( s )  ^

Для уравнения (12) этот критерий дает ограничение р < ( а 4 -  
+ i ) N/ ( N — 2)+ и фактически является условием отсутствия ре
шений U >  0 в окрестности г =
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В одномерном случае уравнение (6) интегрируется в квадра
турах, и решение задачи определяется нз соотношения

ио
1 Г к (4) dr\

У г  J
и ( г : и о ) k(l)Q(l) dl

1/2

Оно строго положительно при 0 <  г <  х0 (£/„), где
~ О

*°{Uo) =  IT T  I ~ о
к (Ч) dr]

\1
j  k(l)Q($)d$

1/2

(13)

В дальнейшем мы будем считать выполненными следующие 
условия на начальную функцию: и0 =  и0 (Ы ) — финитная функ
ция, ф(н0) равномерно Липшиц непрерывна в R*, u0(r i ) ^  н0(г2) 
при всех О г2 г, <  °°. Тогда решение u(t, х) является ради
ально симметричным и в силу принципа максимума не возраста
ющим по Ы  при всех f e ( 0 ,  Го). Тем самым sup u(t, х )*е u(t, 0).

X
2. Достаточные условия отсутствия локализации.
Т е о р е м а  1. Пусть решение задачи (1), (2) является не

ограниченным и
lim[<p («)/<?($)] =  оо. (14)

Тогда u(t, х) не локализовано и u(t , х)-+ж при t —*-TQ всю
ду в Нл

Таким образом, при выполнении (14) в задаче Коши реали
зуется HS-режим горения с обострением.

З а м е ч а н и е  1. Условие (14) будет заведомо выполнено, 
если

k(s)/Q'  (s) оо, s (15)
З а м е ч а н и е  2 . Для одномерного (Л̂  =  1 ) случая достаточ

ное условие отсутствия локализации можно сформулировать сле
дующим образом:

11т1 т 7
&(Ч) dri

k (I) Q (I) dl
1/2 =  О О , оо. (16)

З а м е ч а н и е  3. Применительно к уравнению (4) условие
(14) (или (16)) принимает вид s0+l_|i оо при s «>. Поэтому 
в случае р < о + 1  неограниченные решепня задачи Коши (4), 
(2 ) не являются локализованными (при i V = l  этот результат 
был получен в § 4 гл. IV ).
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Для доказательства теоремы нам понадобится следующая
Л е м м а  1. Пусть существует такое t /0 > 0, что в условиях 

теоремы 1 справедливо неравенство
u0( x ) ^ U ( \ x \ ; U l ) ,  i e R " .  (17)

Тогда найдется такое t0 = t0 (Ul) е  (О, Т0), что при всех t е  
То)

u{t, x ) ^ * U ( \ x \ ;  U*0) в R n . (18)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы воспользуемся теоремой сравнения 
из § 5 гл. IV (о «невозрастании» числа пространственных пере
сечений различных решений параболического уравнения). Преж
де всего отметим, что пз (17), в частности, следует, что U — фи
нитная функция. В противном случае, если U — стационарное 
решение в R", то в силу принципа максимума и <  £7 в R+ X R*, 
т. е. u(t, х) заведомо не является неограниченным.

Итак, su p p t/c :R "  — ограниченная область. В силу (17) число 
пространственных пересечений (по г) u0(r) и£/(г;£ /0) в о>((/0) =  
=  supp U (г; Uо) равно нулю. Пусть N ( t )— число пересечений по 
г = | х |  в ы ( и о) различных решений u(t, г) и U (r \U 0) уравне
ния (1). По теореме сравнения (см. § 5 гл. IV) N(t)  не превос
ходит числа изменений знака разности w  = u — U на параболи
ческой границе области (0, t) X со(U*0). По условию V(0) =  0 
( w ^ O  при ( =  0 в ю(С/*)). Если в > 0  в (0 ,r o)X R v, то w > 0  
на (0, t) X ды(и*0), и, следовательно, N ( t )<  1. Если же (1) допу
скает конечную скорость распространения возмущений, то в си
лу известного свойства параболического уравнения с источником 
supp и (£,, г) £  supp и (U, г) при t ^ t z ,  т. е. N ( t ) ^  1 при всех 
* е [0 , Го).

Очевидно, что найдется такое f* е  (О, Т0), что u( t*, х ) > 0  на 
даз(и*0). В противном случае, если и =  0 на (О, Т0) X da>(U*0), 
(17) будет означать равномерную ограниченность и в (О, Т0) X 
X a  (U о): и < £ 7

Тогда u(t, х ) > 0  na<9o>(£/J) при всех t е  (<*, Г0). Выберем 
теперь такое Г0), что u(t0, 0)>f70 (это всегда возможно,
так как по предположению Иши(( ,  0) =  оо,

Покажем, что N(t0) =  0. Действительно, u(t0, г) — U (г; £/о)> 
> 0  при х =  0 и х е  д<й(и*0). Поэтому в интервале о)(Е7*)
может быть только четное число пересечений u(t0, г) и U (г; U*0). 
Однако, как было установлено ранее, N(t0) ^  1. Следовательно, 
N(to) =  0, т. е. u(t0, г) ^  U (г; U0) в Rv. В силу принципа макси
мума это неравенство будет выполнено при всех f e ( i 0, То).

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Из (9) следует, что при 
выполнении (14) С/(Ы; Е70)-*-оо в Rv по некоторой последова
тельности 6го-*-°о. Поэтому добиться выполнения (17) можно
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при любой финитной функции u0(lx|).  Тогда, производя в (18) 
предельный переход U0 = U оо, заключаем, что при любых 
r s R "

lim u(t,  х ) ^  l im U ( | x |; Uh0) =  oo,
t^T0 uo^°°

г. e. решение неограниченно возрастает при t —*~T(Г сразу во 
всем пространстве.

Из способа доказательства теоремы 1 непосредственно вытека
ет справедливость следующих следствий (они показывают, каким 
образом пространственная структура семейства стационарных со
стояний (U) описывает эволюционные свойства решений неста
ционарной задачи).

С л е д с т в и е  1. Пусть (1) описывает процессы с конечной 
скоростью распространения возмущений. Тогда в условиях тео
ремы 1 для диаметра D{t) носителя suppr n(f, х) решения спра
ведлива оценка

Полуширина гиф( )̂ структуры может быть оценена снизу по 
формуле

"̂эф (0 ф(ц (*, 0)) 
Q (и (t, о» [‘

ф (»(«, 0)/2)]11/2 
ф(м(<, 0)) ])

В случае уравнения (4), [1 <  о +  1 эти оценки имеют вид

D (0 >  [и (t, 0)](а+1- р)/г — oo, ГГ;
y o - f l

гзф (t) >  [и (t, 0)](о+1- ^ 2 (1 _  2 - (*+1>)1/г
У  о + 1

и хорошо согласуются с автомодельными закономерностями (см. 
§ 1 гл. IV).

С л е д с т в и е  2. Пусть в условиях теоремы 1 существует, 
такое Z7q > 0 ,  ч т о  i i0( | a : | ) s ^ I 7 ( | : r | ;  U0) в R w при всех U0 ^  U*0 
Пусть u(t%, 0) =  С/*. Тогда u,(t, 0 ) ^ 0  на (f*, Т0).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Фиксируем произвольное £/0 U* и 
положим 2i =  i n f ( i e ( 0 ,  T0)\u(t,  х ) >  0 на дш(£/0)} и =  inf ^  
е (0 , T„)\u{t, 0 )> U a). В силу принципа максимума t, ^  t0. По
кажем, что u(to, x)~Sz U ( Ixl; U0) в Rw. Действительно, если это 
не так, то найдется такое t' >  t0, что u(t', 0)>Z70, u(t', x ) > 0  на 
ды{ио), u(t' ,  x) и U(\x\; U0) имеют в интервале о>(Uo) и о край
ней мере два пересечения. Это противоречит условию N(t ‘)=$1 
(см. доказательство леммы 1).

Итак, u(t0, х )>  U (Ы ; С/0) в Rw. Но тогда u(t, х ) ^  U(\x\; U0) 
в ( t , , ,  Т 0) X R N, и поэтому ut (ta, 0 ) ^ 0 .  В силу произвольности 
выбора U0^ U  это доказывает сформулированное утверждение. 
25 А. А. Самарский и др. 385



3. О некоторых свойствах локализованных решений. Итак, не
обходимым условием локализации неограниченных решений за
дачи (1), (2) является следующее:

Пт ф (s)/Q (s) < 0 0 . (19)
а-»ао

В этом случае семейство {С/} стационарных состояний позволяет 
определить некоторые особенности поведения предельного рас
пределения u (Tq, x).

Все последующие результаты опираются на лемму, которая 
доказывается тем же методом, что и предыдущая.

Ле мма  2. Пусть u(t, х )— неограниченное решение задачи 
(1), (2), причем начальная функция щ такова, что при всех 
достаточно больших U0 >  U*0 функции u0(|x |) и JJ(\x\-,U0) пере
секаются (по |х |) не более чем в одной точке. Тогда при всех 
достаточно малых г =  \х\ >  0 справедлива оценка

u ( T o , x ) = l j m u ( t , x ) ' ^  sup U ( \ x \ \ U 0). (20)
t->T~ uo>u о

Неравенство (20) позволяет оценить снизу размеры (диаметр 
Ol) области локализации (3) и особенности поведения и( Т0, х)  
вблизи сингулярной точки. В частности, из леммы 2 и (11) 
вытекает

Т е о р е м а  2. Пусть (?(ц)=рф (и), где р =  const >  0. Тогда 
неограниченное решение задачи (1), (2) не может быть локали
зовано в шаре с диаметром, меньшим

Д* =  2z#V~1/2. (21)

Для доказательства достаточно проверить, что функции (11) 
удовлетворяют условиям леммы 2. Поэтому из (20) для функций 
из (И) получаем

и ( Т ^ , х ) ^  sup U ( |а: |; U0) =  0 0 , 0 <  | х | <

Приведем для примера более сильный результат, который 
справедлив в одномерном случае.

Т е о р е м а  2' Пусть N =  1 и выполнены условия

j  Q Сп) к (т)) dr\ — 0 0 ,
1

I* =  2х0 (0 0) == 2 lim х0 (s) <  оо.
а—юо

(21')

Тогда, если u(t, х) является неограниченным, то mes(OL =  
=  mes [х е  R | и ( 7V, х) =  оо) ^

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (6), (7) при N =  1 получаем, что 
для любого фиксированного E/*e(0, U0) в тех точках х =  х#,
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Где U ( | х| ;  U0) ={/*, справедливо равенство
ио

ф (£/( | х* |; f/0))] =  2 j  £/0— оо.
и *

Поэтому в силу равномерной Липшиц непрерывности <р(«0) при 
всех достаточно больших U« функции w0(lxl) и C/(lxl; Ua) пере
секаются по г = | х |  в to (f/0) =  supp U( Ы ; £/0) не более чем в 
одной точке. Тогда так же, как при доказательстве леммы 1, 
получаем, что и(Т„,  \ x \ ) ^ U  ( |х |; U0) в <n(U0) при всех доста
точно больших U0 >  0 и, в частности, mes (oL ^  2х0 (U0) •

Разумеется, эта теорема справедлива и в том случае, когда 
I* =  оо в (21').

Теперь рассмотрим случай, когда
sup U(\x\; U0) <  00, И  > 0 .  (22)
и0> о

Это условие свидетельствует о том, что локализованное решение 
обращается в бесконечность при t -> Тд лишь в одной точке, 
т. е. представляет собой L S-режим с обострением. Тогда лемма 2 
позволяет оценить снизу асимптотику поведения и{Тд,  х) при 
|х| -*■ 0+ и определить характер изменения при t-*-Tg полуши
рины локализованной структуры.

Отметим, что в силу (9) локализация решения в LS-режиме 
возможна в том случае, когда

S

(23)о
В одномерном случае ( N =  1) необходимое условие возникно
вения LS-режима выглядит следующим образом:

Нш х0 (s) =  0. (23')

При выполнении условия (23) (или (23')) семейство кривых 
{U =  U (г; U0)} при всех или достаточно больших Ua допускает 
на плоскости (г, U) построение монотонных огибающих, которые 
касаются кривых t/ =  U(г; £/„).

Выберем максимальную непрерывную ветвь г =  F0(U) (рис. 78). 
Необходимо рассмотреть два случая.

1) Огибающая r = F0(U)>  0 касается кривой U (г; н0(0)) 
в некоторой точке г° >  0 (см. рис. 78). В этом случае положим

и  (|х |; и0 (0)),
| z | < r ° ,
\ A > r ° ,

где F g 1 — функция, обратная к F0 (в точках, где F01 не опреде
лена, полагаем Fgl =  оо).
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2) Огибающая r = F0( U ) ^  0 не имеет общих точек с кривой 
U = U (r;  и0(0)), кривая U =  F ^ 1 (г) определена для всех 0 < г <  
<  г* и касается в точке г = г* некоторой кривой U = U {г ; U*0). 
Тогда полагаем

\U(\x\;U*0), \х\

Из леммы 2 непосредственно следует
Т е о р е м а  3. Пусть выполняется условие (23) (или (23 ')), 

и решение u(t, х) является неограниченным. Пусть при всех

Рис. 78. Пример построения семейства функций {С/} и огибающих в S-ре
жиме (0 •< ^о(°°) <  °°). Жирной линией выделена начальная функция

и0(х)\ N =  1

Uq'^U* = u0{Q) функции Мо(Ы) и U(\x\\ Uo) пересекаются 
(по г =  Ы )  не более чем в одной точке. Тогда

и ( Т 7, x ) ' ^ G (x ) ,  j g R* (24)

Оценка (24) дает возможность определить степень сингуляр
ности предельного распределения u ( T q ,  х )  в окрестности точки 
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Г =  0, в которой решение u(t , х) неограниченно возрастает при 
t - * - T Для этого удобно воспользоваться оценкой (9) стацио
нарных состояний U (г; !/<>), которую перепишем в виде

<р (U (г; £/„)) >  ф (U- (г; £70)) =  ф (G0)(l — г2/г20)+,

'Ч(ио) 11/2г > 0 ;  г0

(25)

27V

Предварительно приведем более простое утверждение, непос
редственно вытекающее из оценки (25) и леммы 2. Оно имеет 
такой вид: в условиях леммы 2 для всех t < T 0, достаточно близ
ких к моменту обострения t =  Г0, справедлива оценка

u(t, х ) >  U-(\x\- u(t, 0)),  lx| > 0.  (26)

Доказательство (26) проводится также, как в леммах 1, 2; 
отметим, что подобные утверждения неоднократно использова
лись в § 4—6 гл. IV. Из последнего неравенства непосредствен
но следует

Т е о р е м а  4. В условиях теоремы 3 справедлива оценка

4 (2k N) n 2̂ 1Ф (ц О, 0))11+А72 (97)
"" N  (N +  2) Г (М2)  [<?(u(f, 0))]л’/ 2 ’ °

Из этой оценки, например, вытекает условие, при котором 
|  ф(и(г,  неограниченно возрастает при t - + T 0 :

q>i+2/!f (s)/Q(s) -*■ °°, s оо.

Разумеется, с помощью (26) можно получить другие интеграль
ные оценки неограниченных решений. Однако в случае произ
вольных ф, Q они выглядят слишком громоздко. Для некоторых 
частных случаев такие оценки получены ниже.

Покажем, как из (26) выводятся поточечные оценки и (Г^,х). 
Положим L (г) =  ф (G (г)) , где G =  G(r) — огибающая семейства 
стационарных решений W  (г; £70)) (см. теорему 3):

G (|x |)=  sup С/(|х|; f /0), | х  | >  0.
и 0>о

Тогда,если G* =  G* (г)—огибающая семейства кривых {U-(r\U„)} 
в (25), то очевидно, что (г) =  ф (G* (г)) <  L (г) при г >  0. 

Функция (г) определяется из системы равенств

L *(r) =  4>(U-.(r; U0)), L\(r)  =  [ф(£/_(г; (/0))]', (28)

где С/о >  0 — параметр. Эта система эквивалентна такой системе:

L *(r) =  ф(С/0) — Q iUo ) ^  L '*{r) =  — Q{U o)jJ-, r < r v

389



Отсюда после исключения параметра U» получаем 
циальное уравнение для огибающей L * =  L# (г):

7 *  (г) =  <Р

дпфферен-

(28')

Оно имеет смысл при всех достаточно малых г >  0 (здесь Q~l — 
функция, обратная к Q).

Нас интересует монотонно убывающее решение уравнения 
(28'), удовлетворяющее условию 7 # (0+) =  с ю .  Особенно просто 
такое решение вычисляется в случае степенных коэффициентов 
<р, Q уравнения (4), когда (28') принимает вид

L *{r) =  (а +  1) 1
(а+и/0

+  - К ( о - г >  0. (20)

Т е о р е м а  5. Пусть а +  1 <  р < ( а +  1) (N +  2)/(N — 2)+, и 
Т„<°о — время обострения решения задачи Коши (4), (2). Тогда 
при всех достаточно малых \х\ > 0  справедлива оценка

где

и ( 77, х) >  G* (г) ^  [(а +  1) 7* (г)]1/(0+1> =  С* \х  f 2/[fMa+1)1,
( 20 ')

2N
Р - ( о - И )

p - ( g + D
Р

P/(o + l ) | l / ( P - ( o + D ]

Если р 3* ( о+  1) (N + 2)/(N  — 2)+, то эта оценка справедлива 
для всех критических начальных функций и0 (т. е. таких, что 
u(t, х) не убывает по t в (0, 7’0)X R A').

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Легко проверить, что в случае уравне
ния (4) справедливо равенство

17(1x1; Uо) =  U0U(U0ltl~la+l,]n\x \ ; 1), UB >  0.

При jj <  (о +  1) (N +  2)/(TV — 2)+ функция 77(Ixl; 1) финитна; 
поэтому supp 77 (1x1; 770) ^  (0) при 770 —̂ Следовательно, в этом
случае выполнены условия леммы 2. Тогда из (20), учитывая, 
что snp 77 (| х |; £/0) >  £* (| .г |) в Кл’ \ (0), и вычисляя конкрет- 

и„>ио
ный вид функции 7 * (|х |)  из (29), получаем (29').

Пусть теперь р > ( о +  1) (N + 2)/(N — 2)+. Тогда U >  0 в R" 
Фиксируем произвольное 7 0 >  U(l = 2иа (0) ц рассмотрим шар 
В =  { | х | < г 0), где го> 0  таково, что 7(г„; U0) = U J 2. Тогда, 
если N ( t )— число пересечений по r =  Iх[ в В функций u(t, |xl) 
п 7 ( | х | ;  Uо), то 7V(0) =  0, и в силу монотонности u(t, r0) по t на 
дВ получаем, что N ( t ) ^ i  при всех £е(0 ,  Т0). Следовательно, 
имеет место (20) (см. доказательство леммы 1), и, определяя 7# 
из (29), приходим к (29').

З а м е ч а н и е  1. При р 3* (а +  1) (N +  2)/  (N — 2) + условие 
критичности и0 можно заменить требованием на и0, указанным 
в лемме 2.
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З а м е ч а н и е  2. Для уравнения (4) можно выписать точ
ное выражение огибающей G =  G(lxl) семейства функций {[/}, 
которое по характеру зависимости от |х| совпадает с (29'): 
6’(Ы ) =  С Ы -2/1|,- (<-+,)\  где С =  С (о, ($, N ) — постоянная, причем 
О С *.

Об оптимальности оценки (29') говорит сопоставление харак
тера сингулярности и(Тй ,  х ) с оценкой сверху, выведенной в 
§ 6 гл. IV путем сравнения с автомодельным решением.

Неравенство (29') позволяет вывести ряд других оценок не
ограниченных решений уравнения ( 4 ) .

Т е о р е м а  6. Пусть выполняются условия теоремы 5. Тогда 
при всех р З5 [ p - ( o  +  l)]AV2

I" ир (t, x)dx-*-oо, (29")
К

где Вг =  {|х| <  е) — шар произвольного радиуса е >  0.
Как следует из результатов § б гл. IV, ограничение р З5 

>  [Р — (о +  1)]Д72 является необходимым и достаточным усло
вием выполнении (29") при достаточно произвольных н0 =  г«о (1x1), 
если дополнительно потребовать, чтобы [5 <  (о +  1) (N +  2) / 
/ ( N - 2) + .

Рассмотрим еще один простой пример. Пусть 
Ф ( и )= е ° \  <?(и) =  ее“,

где о ^  0, р >  о — постоянные (при р <  о решение не может быть 
локализовано, что следует из теоремы 1). Здесь уравнение для 
огибающей £*( г) имеет следующий вид:

Отсюда получаем
г /ч  [ р -  о( 2oN >)0/Р Р/(Р—<т)

- 2 С Т Д Р - С Т )* 1 ' он

Легко проверить, что в этом случае suppl/(lxl ;  C/oJ-^IO} 
при Uо -*■ поэтому в силу теоремы 3 имеем

и ( Т 0 , x ) > G * ( r )  =  -M n[L*(r)] =

Р -  ст
, , , , Р , Гр -  а (  2 o N  У /р1
1п 1*1 +  ? ( ^ 1п Г Т г 1 р = " а )  J

при всех достаточно малых 1x1 > 0 . Соответствующая интеграль
ная характеристика неограниченных решений имеет такой вид:

f exp{yu(f,  х)} dx —v оо, t -+Tn ,
Be

при любых f >  (jJ — a)N/2.
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Используя изложенную выше схему, основанную па анализе 
сингулярных решений обыкновенного дифференциального урав
нения (28'), нетрудно получить оценки снизу предельного рас
пределения и ( Т д , х )  в случае достаточно произвольных <р(и), 
<?(«)•

4. О необходимых и достаточных условиях локализации.
В предыдущих пунктах сформулирован критерии локализации 
неограниченных решений задачи Коши, определяющий условия 
возникновения HS-, S- и LS-режимов с обострением в произволь
ных пслинейных средах.

Для удобства мы сформулируем этот критерий еще раз. Итак, 
все зависит от величины

D* =  supfr  | sup U (г; U0) =  оо \
I иа>°

Если D * =  оо, то локализации пет (теорема 1, IIS-режим). Если 
Z>* е  R +, то возможна локализация только в S-рсжиме (в обла

сти ненулевого диаметра). 
Наконец, если D* =  О, 
то, по-нидимому, следует 
ожидать появления LS-pe- 
жнма.

Особенно просто крите
рий локализации выгля
дит п случае N = 1: 
х0(оо) =  оо _  Н.S-режим, 
i , ( » ) e R t — S-режим и 
х0(оо)= 0—LS-режим (рис. 
79; Хо(°°) вычисляется из 
(21')).  При этом зависи
мость x»{Uо) определяет и 
некоторые эволюционные 
свойства неограниченных 
решений (см. следствие 1 
теоремы 1).

Как показывают мно
гочисленные оценки, по

лученные с помощью построения приближенных автомодельных 
решений, а также результаты числепных расчетов, условие 
D * <  оо действительно влечет за собой локализацию неограни
ченных решений при произвольных коэффициентах к , Q, не при
надлежащих некоторому классу слаболинейных функций (речь 
о нем пойдет ниже).

В случае уравнения (4) критерий приводит к верному резуль
тату: при р ^  а +  1 существует локализация (при р =  а +  1, е  
е  R+ — S-режим, при р >  а +  1 — LS-режим), а при р <  а +  1 
решения не локализованы (см. § 4 гл. IV). Рассмотрим более 
сложные примеры. Мы ограничимся анализом случая N =  1.
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П р и м е р  1. Пусть к(и) = и° ln*1̂  +  гг), Q(u) =  u0+1 lnv(2 +  гг) т 
где а >  0, ц, v — постоянные. Тогда, как нетрудно убедиться, при 
больших Uо

x0(C/0) ~ ( l n (̂ v)y2C/0) 2 y<J+  Г
Отсюда видно, что при р >  v в задаче отсутствует локализация 
[(HS-режим), при р v она существует, причем mes a L ^  я/Уо +  1, 
если p =  v (S-режим), и mescoL =  0, если p < v  (LS-режим). 

П р и м е р  2. Пусть k(u) = (i + u)'lecu, Q(u) =  (1 +  a )vee“, 
О, ^ > 0 ,  р, v — постоянные. В этом случае при £/0->-°°

х0 (U0) ~  [/<0M~v)y2 exp {—2“^ ^о} 2(о-(- р)
1/2 Г (о/(Р +  о)) 

Г(1/2+о/(р +  о))'
Отсюда при о > р  или о =  ji, p > v  имеет место HS-режим, при 
о =  р, р =  v — S-режим и при о <  [} или о =  {}, р <  v — LS-режим.

Что касается класса слабонелинейных функций к , Q, в кото
ром критерий локализации D*<i. °° (или х0(°°)<  °°, если N =  1) 
перестает быть справедливым, то характерными его представите
лями является семейство функций

{и  а

(30)

о
где а  =  const > 1  и коэффициент к(и)  удовлетворяет условиям

оо

О
Особенностью неограниченных решений уравнения (1) из 

указанного класса *) является то, что их структура описывается 
п. а. р., удовлетворяющими нелинейному уравнению первого по
рядка [42, 51, 153]

vt = - ^ \ V v \ *  + Qa (v), t >  0, r e R " .  (32)

Эти п. а. р. при a  3s 2 являются локализованными (при а  =  2 
имеет место S-режим и diam o L =  2л), а при а < 2  локализация 
отсутствует. В то же время нетрудно проверить, что критерий 
локализация оо здесь не применим. Например, если к =  1,
Q =  (1 +  и)1пр(1 +  и ) , то при р >  1 имеем

о

*) Отметим, что в этом классе находится уравнение (1) при к(и) =  1, 
Q(u) =  (1 +  u)InS(I +  ц), подробно рассмотренное в § 7 гл. IV  (там же при
водится способ построения п. а. р.).
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что указывает на наличие LS-режима горения (критерий 0 s£ 
;r0(°° )^  °°, N =  1 приводит к тому же выводу). Правильный 

анализ подобного случая проведен ниже.
П р и м е р  3. Пусть к (и) =  In" (14- и), Q(u,) =  (о 4- 1)-т (1 4- и) X 

X In'*(1 +  и ) , а > 0 ,  [5 >  1,  ̂=  ([} +  о ) / ( а +  1). Условия (30), (31) 
выполняются, если положить а  =  (р +  ст)/(а +  1). Отсюда лока
лизация существует при р 3= а + 2 (т. е. а  5= 2), а при р <  ст +  2 
она отсутствует (для случая а =  0 справедливость этого резуль
тата показана в § 7 гл. IV).

В заключение отметим, что существует непосредственная 
связь между свойством локализации и глобальной разрешимостью 
краевой задачи для уравнения (1) в ограниченной области.

§ 2. О краевых задачах в ограниченных областях
В этом параграфе более подробно, чем в гл. V, рассматрива

ются режимы с обострением, возникающие в ограниченной обла
сти. Необходимость такого исследования определяется рядом 
физических обстоятельств (связанных, например, с учетом потерь 
тепла на границе области горения). При исследовании краевых 
задач возникает целый ряд новых моментов и особенностей, ко
торых не было в случае задачи Коши.

Пусть Q — ограниченная область в RA с гладкой границей 
dQ. Ниже для квазилинейного параболического уравнения рас
сматривается первая краевая задача

щ =  Аф (и) +  Q (и) , £ > 0 ,  г е Й ,  (1)
и(0, х) =  ио( х ) ^ 0 ,  г е й ;  н0е С ( й ) ,  ср (и0) е  Н\ (Q), (2)

м(£, х ) = 0 ,  t 3* 0, г е ® .  (3)
На неотрицательные функции ср, Q накладываются обычные огра
ничения. В частности, требуется, чтобы было выполнено необхо
димое условие возникновения режимов с обострением:

(4>1
Краевое условие (3) моделирует отток тепла из области Q, 

в которой протекают процессы диффузии и горения. Разумеется, 
величина потерь через границу зависит от интенсивности горе
ния внутри й.

Возникают следующие вопросы. При каких условиях на коэф
фициенты к , Q, начальное возмущение иа Ф- 0 и пространствен
ную структуру области й  горение в задаче (1)—(3) происходит 
в режиме с обострением? И обратно, когда задача имеет глобаль
ное решение, определенное при всех t >  0? Другими словами, 
необходимо выяснить, при каких условиях тепловые потери на 
границе способны «погасить» процесс интенсивного горения и 
при каких условиях этого не происходит?

Для удобства дальнейшего изложения введем в пространстве 
начальных функций {и0 3= 01ио е  С ( й ) , <р(м#)е# Д й )}  два
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множества: устойчивости Ж  и неустойчивости У, определив их 
следующим образом: если 5Р, то существует глобальное ре
шение; если же iine F ,  то задача (1) — (3) неразрешима в це
лом. Ниже предложены методы конструктивного описания мно
жеств Ж, У  Другими способами структура множества неустой
чивости У  анализировалась в § 6 гл. V.

1. Уравнение со степенными нелинейностями. В этом пункте 
рассматривается задача для уравнения (1) специального вида: 

гг, =  A ii°+1 +  t >  0, г е й ;  о >  О, (J >  1, ( 5 )
и(0, х) =  и0(х) >  0 , г е й ;  u(t, х ) =  0, t >  0 , х е  dQ. (6)

Предполагается, что и0^ С ( Q), ii£+1 е  Н\  (£2). В (5) коэффи
циент теплопроводности к (и) =  и°/{а +  1) приводится к привыч
ному для нас виду к(и) — иа преобразованием пространственных 
координат х х/{о + 1)1/2.

Будет показано, что свойства решений задачи (5), (6) су
щественно зависят от соотношения между величинами о и (1: 
при переходе величины р через значение J 5 = a + 1  структура 
множеств У, Ж резко меняется. Отметим, что критическое зна
чение (J =  a +  1 является критическим и в случае задачи Коши 
для (5) (правда, по другой причине, связанной с эффектом ло
кализации). Связь между локализацией в задаче Коши и струк
турой множеств У, Ж в краевой задаче для того же уравнения 
будет обсуждаться в следующих пунктах.

При формулировке излагаемых ниже утверждений использу
ется тот факт, что решение задачи, сформулированной для пара
болического уравнения, допускающего отрицательные значения 
температуры:
, и, =  Д ( Ы аи) +  q(u), t >  0, г е й ,  (o')

(0, и с  О,
* *“> “  Ь Л  в 5 0

((5 ') тождественно совпадает с (5), если и ^  0), подчиняется 
слабому принципу максимума. Поэтому u(t, х)&с0 почти всюду 
(п. в.) в Q для всех допустимых t >  0, если гг0(а:)^0  п. в. в Q. 
Исследование задачи (5), (6) естественным образом разбивается 
на три случая.

1.1. Г л о б а л ь н а я  р а з р е ш и м о с т ь  п р и  [}<о +  1.
Т е о р е м а  1. Пусть fl <  о +  1. Тогда задача 

глобальное решение, причем для всех Т >  0
(5), (6) имеет

иг+с/г е  (0) у. Ьг (Q))i 0. ин-о/2 е  TJ (0) 2п; L2(Q)), (7)

«1+* е Г ( 0 ,  Т; Н1(Щ). (8)

З а м е ч а н и е  1. Из (7) следует, что отображение к1+я/г: 
[0, J]-*-L2(Q) является непрерывным (после, быть может, из
менения на множестве меры нуль), так что начальное условие 
(6) имеет смысл.
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З а м е ч а н и е  2. При [1 <  а +  1 множество неустойчивости Т  
является пустым, т. е. граничные потери тепла не позволяют 
сформироваться режиму с обострением.

Доказательство теоремы проводится путем построения гло
бального решения методом Галёркина с использованием базиса 
{w3)  в #J(£2), составленного из собственных функций задачи 

Awj +  kjWj =  0, j e £2; Wj e  #£ (£2), / =  1, 2, (9)
Собственные значения ks можно расположить в порядке их воз
растания. Тогда значение >  0 простое, и отвечающая ему соб
ственная функция Ш!(т)>0 в £2. Величину ki можно оценить 
снизу по формуле [128, 129]

к, ^  (х (N) }-2{mes £2)_г/лг, (10)

х(1) =  ;р  х(2) =  2, у. (N) =  N > * -  (10')

В частном случае, когда £2 является шаром: £2 =  {Ы <i?},

к, =  [ г ^ /Д ]2, (И)
где 2^  — наименьший положительный корень функции Бесселя
J (ЛГ-2)/2-

Л е м м а  1 [128, 129]. Пусть функция v(x) такова, что 
| v |°г е  Н\  (£2). Тогда справедлива оценка

( N Ш[2(СГ+1)]

IIHU+,+i(Q)< C 1 2  lard И М  Г (12)
U=1 II г »L*(fl)J

где (3 >  1 — произвольное при N =  1, 2 и Р е (1, (o +  l ) ( i V+ 2) /  
/ (N — 2)) при 3. Постоянная вычисляется по формуле

1
С 1 P-(tH-l) ItH-l

C1 = U(iV,  a, (5) (mes £2)N 2(p+<r+1)j

где K(N , a, $ )= x (N )  для N =  1 и 3, K ( 2, с, P) =  3/2 при 
И ( 1 .  2 ( 0 -Ы)] и К(  2, a; р) =  (р +  о + 1 ) / [ 2 ( о + 1)] при р >  
>  2 (о +  1). Если =  a +  1, то имеет место неравенство

— 1/[2(а + 1)]
1у[1т2(а + 1)(й) ^  (^l)

N

г=1 1

1/[2(а+1)]
(13)

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Будем искать при каж
дом целом тп >  0 приближенное решение задачи ит в виде

т -а/(а+1) т
Um ( t , X ) =  2 ,  gjm {l) lOj 2  (14)

j=l j=l
где неизвестные функции gjm e  С1 ([О, T]) определим из системы 
уравнений (здесь и далее символом '  обозначается дифференци
рование по t)

( и ' т ,  W j )  +  ( V  (\ит\° ит), Vwj) =  {q(um), wj), 1 (15)
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,В начальных условий

(0) =  ^ 07п> | тп I Щ т  ^  и0 В Н q (Q), 171 ОО . (16)

Локальная разрешимость задачи (15), (16) следует из теории 
Обыкновенных дифференциальных уравнений (нетрудно попа
дать, что систему (15) всегда можно разрешить относительно 
рроизводных gjm). Ниже будут получены априорные оценки, ко
торые гарантируют существование приближенного решения ит 
при любых т на отрезке [0, Т\ произвольной длины.

Умножим каждое уравнение (15) на g;m* просуммируем по
рученные равенства по /  от 1 до тп, а затем окончательное вы
ражение проинтегрируем по t. Тогда получим

l\  a)ds +

+  j  [ 2  I lh. 0  Um №  Г  u™ W )  \ \  J “  p - f T ^ T T  J  ф  (um (it *)) dx =

=  т { 2 | | ^ О ыо т Г О |2 } - б +  а -| - ] ,ф (цот(х))^, (17)
U = l "  1 ' ь 2 ( П ) )  О

где Ф (и) =  (шах (0, н})р+а+1.
Используя теперь оценку (12) и неравенство Юнга, отсюда 

выводим следующие неравенства (с в дальнейшем обозначает 
различные положительные постоянные, не зависящие от тп):

4(а +  1) 
(о +  2 )2

<  с + С <

(17')

Отсюда следует, что функции ( I ' ограничены в L2(О, Т\ 
U { Q)) ;  \um\0,iu,m —  в L “  (0, Т\ L2(Q )); \ип\°ит - ъ  L»( 0, Г;

(\ит\°итУ - в  U  (0, Т; L l ( Q)).  В частности, получаем, 
что \um\aum принадлежит ограниченному множеству, например, в 
W\(0 ,  Т; И Э Д ).

Кроме (17) нам понадобится еще одно тождество, для вывода 
которого умножим каждое уравнение (15) на gjm, просуммируем 
все равенства по / от 1 до та, а затем обе части выражения
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проинтегрируем по t. В результате получим

(т -j- 2 I Um | 0 /2  Ur, о +  211 Щп 1 0 /2
о т  l lx,*(Q) 

i
+

+ J 2 1 aJ. (IUm 1° Г, = IJ ф (s> d x ds* (18>
0 ' i=1 ' * о Q

Из полученных выше оценок следует, что 1ит |0/2мт ограниче
ны в Я 1 (fflr ) (а>т =  (0, jTJXQ).  Однако вложение Я ' ( а Т) в £2(<от) 
компактно [161, 131], и поэтому из последовательности ит можно 
выделить такую подпоследовательность и,„ что |ц„10/2и „ M 0/2k 
в L2(aТ) и п. в. Отсюда в силу других оценок заключаем, что 
q(u„)-*- q(u) слабо в L2((i)r ). Положим А (и) =  — А (Ы° п) . Тогда, 
как нетрудно убедиться, А (и т) ограничены в £ “ (0, Т; H~'(Q)).  
Отсюда можно заключить, что Л(Ир,)-»-х *-слабо в L“ (0, Т ; 
Я~‘(й)) .  Доказательство равенства х =  И(и) проводится так же, 
как в [131], с использованием (18). Осуществляя теперь предель
ный переход, с помощью обычных рассуждений получаем, что 
и является глобальным обобщенным решением и удовлетворяет 
включениям (7), (8). В заключение отметим, что включение (8) 
позволяет установить и слабый принцип максимума (о технике 
этого доказательства см. [276, 30]). Этим завершается доказа
тельство теоремы 1.

Нетрудно показать, что в условиях теоремы 1 глобальное 
решение и Ф 0 стабилизируется при t к стационарному ре
шению U >  0 в Q, Д £/0+| +  С/р =  0 в Q, 17 =  0 на 0Q (существо
вание н единственность нетривиальной функции U установлены, 
например, в [168, 178]). Стабилизация ua+t(t, •) к U°+t в £ 2(£2) 
при t ->■ °° вытекает из существования функции Ляпунова

/ (и ) (0  =  т 2 | | а Г “ а+1(‘>
1

Р + 0  +
Р +  «Н1 (f, х) dx, (19)

которая не возрастает на эволюционных траекториях {u(t, ■), 
<>0} ,и ,в  частности, включения (ul+ff/2)/ е  L2(R+ X Q) (см.оцен
ку (17'), где с не зависит от Т). (Последнее означает, что норма 
||(ц1+а/2),||^2(£2) «мала» в окрестности t =  <», и этого, в принципе, 
достаточно для доказательства стабилизации к единственному 
стационарному решению U ^  О, U, =  0.) Стабилизация к три
виальному решению: u0+I -* 0 в L2(Q) при t -*■ °° невозможна; 
это устанавливается, например, теми же рассуждениями, которые 
использовались при доказательстве предложения 8 § 4 гл. II.

1.2. С л у ч а й  [ 5 =а + 1 .
Т е о р е м а  2. Пусть [5 =  0 + 1 .  Тогда, если область Q такова, 

что Xi >  1, то задача (5), (6) имеет глобальное решение, удовлет
воряющее включениям (7), (8), причем

l« (O lt e+l(0) =  0 ( Г 1/о)-*О , t - О О . (20)
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Если же Я,,<1, то при любых и0(х)Ф 0 задача (5), (6) не 
имеет решения в целом*), и найдется такое (О, Г#], где

Г* =  |(1 — Xj) ст I wj ||~f(Q) (и0, н )̂®}-1 <  оо, (21)

ЧТО (u( t ), W i ) - + -  оо при t Т0
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Установим сначала справедливость пер

вой части теоремы. Применяя к ранее выведенному равенству 
(17) оценку (13), получаем

4(о+1)
(о  +  2)2 J u k

■ СТ/2
I|l2(Q) +

+  4 - d - v ‘) 2 1 ^ 0 1< c .  (22)

Отсюда в силу условия X, >  1 функции (|и т 10/2ггт) ' ограничены 
в U  (О, Т; Z7(fi)), 1 um I aUm в L°°(0, Т; H l0(Q)).

Из (18) аналогичным образом получаем
1 Л 

G -j— Z (it I

< ( i  —  О  2 | | d T : ( l U m С ^ ) Г « т ( 0 ) 1
“■Ь'(О)

(23)

Отсюда, в частности, следует, что функции ит ограничены в 
Ь°° (О, Т\ и +г(&)), |uml°um — в L? (О, Т; Н\  (О)). Применяя к пра
вой части выведенного неравенства оценку (13) и неравенство 
Гёльдера, получаем

Tt 1И« (*> 1£Цв> <  -  (*1 -  1) (™s Й Г 0/(0+2) I um ( 0 1|^++4 .

и поэтому

II (t) 11x0+2(3) {II u om llx,o+2(ft) +  (mes Q) 0/(0+2) — 1) (j 1/0

Предельный переход m =  ц °° совершается так же, как при 
доказательстве теоремы 1. При этом из последнего неравенства 
вытекает оценка (20).

Перейдем к доказательству второй части теоремы. Проинтег
рируем равенство (15) при j  = 1, [) =  о +  1 по интервалу (0, t) 
и перейдем к пределу при m = р -*■ °°. В результате получаем

t
(и (0, и-i) =  К -  K’l) +  (1 — ^i) j  (w°+1(s), H’,) ds. (23')

0

Используя неравенство Гёльдера (u0+1, u\)  ^ | |  ||~i°(Q) («, ir1)0+1,

*) Локальная разрешимость задачи в этом случае будет установлена 
ниже.
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приходим к таком оценке:
t

Е (t) =  (и ((), и>х) >  (и0, шх) +  (1 — Ях) || ||“ia(a) j  Ea+1 (s) ds .
О

Отсюда следует, что E ( t)>  F (t) п. в., где F (£) — решепие задачи 
F' (t) =  (1 -  Ях) I шх |"гв(а) Fa+1 (0, t >  0; / ’(О) =  (и0, шх),;

и поэтому
E ( t ) > F  (t) =  [а (1 — Ях) || wl ||“i°(a) (Г* — «)}“ 1/а -> оо 

при t — Т~.
З а м е ч а н и е .  Как следует из (10), условие глобальной раз

решимости Я, >  1 будет заведомо выполнено, если mes £2 <  
<[x(iV)]~'v, т. е. для достаточно «малых» областей Q.

Рассмотрим отдельно случай Я, =  1, {5 =  0 + 1 .  Тогда из (22), 
(23) следует, что ( IumIа/2и,„) ' и \ит\пПит ограничены в Ьг(шг). 
Этих оценок, однако, недостаточно для предельного перехода.

Глобальную разрешимость задачи в этом случае нетрудно 
установить, например, на основе обычной теоремы сравнения. 
Действительно, функция Ua (x) =  аш|/<0+1) (х) при любом а  > 0  — 
стационарное решение задачи At/a+1 +  =  0 в £2, Ua =  О
на (9£2. Поэтому, если и0 =£ Ua в £2, то и =£ Ua в R+ X £2.

Любопытно, что, хотя краевая задача имеет континуум ста
ционарных решений |С/а =  аш1/<0+1), а > 0 ) ,  асимптотически 
устойчиво лишь одно из них и ua+1- * a l+1w1 (х) в Z.2(£2) при t-*-

w[a+2Wa+i) dx'j 1 Это вытекает из

тождества (u(t), w,) = (u0, w,) п. в. (см. (23') при Я, =  1) [263].
1.3. С л у ч а й  р > о + 1 .  Это наиболее интересный случай; 

здесь существуют непустые множества устойчивости Ж  н не
устойчивости Y  В дальнейшем мы будем считать, что [5 >  о +  1 
при N =  1, 2 и p e ( a + l ,  (а +  1) (N +  2) / (N — 2)) при N >  3. 
Сначала будет доказана теорема о локальной разрешимости 
задачи.

Т е о р е м а  3. Пусть a +  1 ^  р <  a +  1 +  2(а +  2)IN. Тогда су
ществует такая постоянная Г* >  0, что на отрезке [0, 71*] 
задача (5), (6) имеет решение, удовлетворяющее включениям
( 7 ) ,  ( 8 ) .

Доказательство опирается на следующую лемму [128, 129]. 
Л е м м а  2. Пусть функция v такова, что \ v\°v е  Н\  (£2). 

Тогда для любых р > 1  при N =  1, 2 u 1 <  р <  (о +  1) (N +  2)/ 
/  (N — 2) при N > 3 справедлива оценка

где а* =  (н0, w-)

IMILp+a+i(Q) ^  ^2
( N

2 1i—1 г

V
1-2V(0+1) 
L ° + 2 (Q )  '



есь v =  yV(p- l ) /{(p +  a + l ) [ 2 ( a  +  2) +  yVa]}, Сг =  (1 +  (a +  2 )/ 
Й (о +  1 ) ]}2V при  TV =  1, 2 u C2 =  [2(TV-l ) / (TV-2)]2v при N15*3.  

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  3. Воспользуемся леммой 2:

| ф ( и т (<, х)) d x <  C2p+0+1
о

jV (P — 1)
Vl 2 (a +  2) -b Na ’ Vz "

.V

2 1 d r  (I l°Um)
i= l 1
P(2-JV) +  (o+ D(TV +  2) 

2 (о -I- 2) +  TVa (a +  2) >  0,
(24)

причем в силу ограничения (1 <  ( a + l )  +  2(a +  2)/TV имеем v, <  1. 
Последнее позволяет применить к правой части (24) неравенство 
Юнга, в результате чего приходим к такой оценке:

, г о L\Q)
+  с II ит ,V ( 1- Vl)

Il° + 2(£2) (25)

Подставляя ее в предварительно продифференцированное 
ство (18), получаем

«>  с а д .

равен-

Отсюда следует, что ит ограничены в L” (0, Г#; L®+2(Q))t 
если только Г* > 0  не слишком велико. Тогда из (17) и (25) сле
дует, что функции ( |нт | а/2ит)' ограничены в L2 (О, Г*; L- (Q)),
I | ® Ь ° ° ( О, Г*; H U Q ) )  ,ц э т и м  завершается доказательство.

Данная теорема приведена в качестве иллюстрации как при
мер доказательства локальпой разрешимости задачи на основе 
минимального математического аппарата. При этом в теореме 3 
появляется несущественное ограничение сверху на величину р. 
При построении локального решения как предела монотонной 
последовательности классических положительных решений такое 
ограничение не возникает. Равномерная ограниченность после
довательности классических решений в некоторой области вида 
(О, Т%) X 12 вытекает из сравнения каждого из них с простран
ственно однородным решением (см. § 1, 2 гл. I).

Последовательности строго положительных классических ре
шений нР, монотонно стремящихся к и при е 0+, можно по
строить различными способами. Например, в качестве ut можно 
взять решения исходного уравнения (5) с другими краевыми 
условиями: ис =  г + и0 при £ =  0 в й; ие=  е на (0, T)XdQ.  Тогда 
не ^  е в (О, Т) X й, и, следовательно, на всяком решении и„ 
уравнение (5) является равномерно параболнчным. Можно по
ступить по-другому: оставить краевые условия без изменения 
и ввести регуляризацию в уравнение, заменив в (5) оператор 
Au0+1 на А (и2 +  е2') (°+1)/2. Априорные оценки, гарантирующие, 
в частности, сходимость ме к и при е 0+, выводятся практи
чески тем же способом.
26 а . А. Самарски!! и др. 40f



Перейдем теперь к построению множества устойчивости Ж  
Предварительно докажем некоторые вспомогательные утверждения. 

Л е м м а  3. Пусть | у (х) \av (х) е  Н\ (Q). Положим

г д е

<*(») = Ф (и (л;)) dx.

Тогда справедливо неравенство
d =  inf su p  /  (kv) >• 0. (26)

h.|0*SHj(Q) x>0

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Нетрудно убедиться, что

J  (Яг;) =  -±- к2(а+1)а (и) ■ а +  1 iP+0-H
2 ' Р +  о +  1

поэтому с помощью оценки (12) получаем
sup J  (kv) =- 
\>о

=  J

b(v)\

_  Р — <€У+ 1) Г(а(|;))Р+<гИ
2 (Р +  о +  1) .(Ь (у))2(0+1)

l/[P-(c+l)]

2(0+l)(P+0+l)
P — ( g +  1) Q - P-«r+l)

*Э 2(р +  <г+1)1' 1
Введем множество

Ж =  М И ^ е Я ^ Й ) ;  0 ^ J ( k v ) < d ,  Я<=[0, 1]).

> 0.

(27)

Отличительное свойство этого множества, вытекающее из спо
соба его построения, отражает

Л е м м а  4. Справедливо равенство Ж> = Ж* U {0}, где
Г *  =  М М ^ е Я £ ( Й ) ,  a ( v ) - b ( v ) > Q , J ( v ) < d \ .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть v е  Ж, v Ф 0. Тогда

з и р / М - - Т ( ш )
\ > d ,

и поэтому a(v)/b (v) >  1, откуда n e F t . С другой стороны, 
пусть v е= Ж %. Тогда

sup /  (kv) = J  (v) <Z d,
».e(o,i)

откуда v e  j f
Некоторые другие важные свойства множества Ж  дает 
Л е м м а  5. Величина d в (26) является конечной, множе

ство Ж ограничено и содержится в шаре

(й), а (v) ^ 2(Р+о +1) 
Р — (о+1)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  В сделанных предположениях краевая 
#адача

Ayv +  vy5/(CT+1) =  0 в £2; yv =  0 на dQ

имеет положительное в £2 решение при некотором v e R + (см. 
1144]). (Более того, такое решение существует при любых v >  0; 
его положительность вытекает из постановки соответствующей 
вариационной задачи, см. [147, 202, 241].)

Положим у =  1>У(0+1). Тогда у0+1 е  Н\  (£2) и

d ^ J rv \aJ n
г  U (г)

' 1/[р-(ст+1)]|

Отсюда в сплу равенства a (v) — vb(v) = 0 получаем

d J  (v1/[P-(°+1Ot;) =  а (у) v2(a+1)/[P_(0+1^ <  оо.

Пусть y e F ,  v Ф- 0. Тогда в силу леммы 4 я(у)—Ь(ц)>0,  
и, следовательно,

d >  /  (у) =  4  я (у) -  ^ ~ ± Т~1 ъ (У) >  2Р(р Я (у).

Перейдем теперь к доказательству теоремы о глобальной раз
решимости задачи.

Те о ре.м а 4. Пусть р > о + 1  при N =  1, 2, а +  1 <  [1 <  
<  (о +  1) (N +  2)/(N  — 2) при N > 3 .  Пусть начальная функция 
и,1 в (6) такова, что и „ ^ Ж  Тогда при любых Т >  0 существует 
обобщенное решение задачи (5), (6), удовлетворяющее включе
ниям (7), (8) и принадлежащее Ж  при всех £5=0 (Ж  — замы
кание Ж на множестве (у 11 у |°у е  Я£(£2))).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как и при доказательстве предыдущих 
теорем, решение задачи строится методом Галёркипа. Тогда ана
логичное (17) тождество можно записать в виде

4(q +  l) 1
( a  +  2 ) 2  J

um (s) Г и т (s)} ’ 1*2(а) ds = J  (Uom) — J  (ит (£)). (28)

Отсюда непосредственно следует, что ит<^Ж при всех t >  О 
и достаточно больших т , поскольку по предположению ! i« e F ,  
J(u0) < d  и | мот |CTyom-v  u®+1 в Hi  (£2) при Тогда в силу
леммы 4 a(um(t))> b(um(t)),  и поэтому

4(о +  1) 
(о +  2)2 («)Г/2ит  (s)}'[|**(Q) ds +

Р — ( о + 1 )
2  ( р  +  о  +  1) 2 дт. ^  ^  \°Um ( 0 ) +; j  (Нот) +  с•

26* 40»



Таким образом, функции ( lu j^n™) '  ограничены в L2((oT), 
I и,пI°ит в L°° (О, T-Hl(Q)).  Далее теорема доказывается так же, 
как предыдущие.

Итак, при (Зе(а +  1, (а +  1) (N +  2)/(Лг — 2) +) задача имеет 
глобальное решение, если начальная функция достаточно мала. 
Отметим, что асимптотическое поведение глобальных решений 
u ( t ) ^ W  здесь совсем другое, чем в случае j J e ( l t о+1] .  Дело 
в том, что всякое стационарное решение U >  О задачи Д£/°+1 + 
+  U9 =  0 в £2, U =  0 на д£2 неустойчиво (по поводу существова
ния и единственности U см. [144, 147, 202, 212, 241]). Это легко 
показать, например, в том случае, когда область Q звездная от
носительно х =  0.

Действительно, в этом случае функция Ua = a.U(атх ) , т — 
=  [Р — (а +  1) ]/2 >  0 при любом а >  0 — стационарное репишие в 
области £2а =  iamx е  Q}. Если а е ( 0 ,  1), то очевидно, что £2 <= £2а 
и sup£/a < s u p i / .  Поэтому, если в исходной задаче u0^ U a в £2,

то в силу принципа максимума u ^ U a в R+ X £2. Следовательно, 
и не может стабилизироваться к U при t -*■ °°, хотя разность 
u0— U b С(£2) при a 1_ может быть сколь угодно мала. Ана
логично, выбирая а >  1, можно доказать неустойчивость стацио
нарного решения сверху.

Нетрудно показать, используя лемму 4, что при выполнении 
условия и0е Ж  функция u(t, х) стабилизируется при t -*■ °° 
к тривиальному стационарному решению U =  0. Действительно, 
если ц0 е  Jf ,  то в силу (28) при т -*■ °° имеем J (и (t) ) ^  J (и0) <  d. 
Однако если U Ф 0, то J(U )> d, и стабилизация и к U при t -*■ °° 
невозможна.

Покажем теперь, что в задаче (5), (6) при р >  о +  1 все до
статочно большие начальные функции п0 принадлежат множест- 
ву неустойчивости У  (здесь это исследование проводится мето
дом, отличным от применяемого в § 6 гл. V).

Т е о р е м а  5. Пусть a + l < p < a + l  +  2(a +  2)/A и

J  К )  ^  К  ||LCT+2(Q) >  0. (29)

Тогда задача (5), (6) не имеет решения в целом, и найдется 
такое Т0 е  (0, 7’*], где

Т.
что

Р + о + 1
(Р — 1) 1Р-(о +  1)] (m es£2f-1)/(a+2> щ—Э < оо,

lim. [|M(0||La+2(fl)=  оо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Напомним, что ограничение [J < о +  1 +  
+  2(о +  2)/А гарантирует локальную разрешимость задачи. По
кажем, что и не может быть определено при любых t >  0. Из
(28) предельным переходом получаем, что J ( u ( t ) ) ^  J (и0) п. в.,
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и, следовательно,

а (и (t)) <  р-|т ъ (Ц (0) п. в. в R+.

Тогда из (18) при т = ж выводим следующее неравенство:

t
+  (а +  2) (mesQ)a ~p)/(a+2) | д Ц(8) tfe, t >  0. (30)

О
При выводе этого неравенства мы воспользовались оценкой 

II к (0 lg,p?&i(fl) >  (mes Q)(1- p)/(°+2) || и (t)

Учитывая, что [] и0 ||£а+2(а) >  0, в силу (29) из (30) получаем 
необходимый результат.

Отметим, что условие (29) неограниченности решения задачи 
в определенном смысле противоположно условию включения 
и„еЗГ  (см. (27)).

2. Уравнения произвольного вида. В этом пункте рассматри
вается задача (1) — (3) с коэффициентами ф(и), Q(u) достаточно 
произвольного вида, причем Q(u) удовлетворяет (4). Основной 
вопрос —это анализ структуры множества Ж, которая исследует
ся двумя различными методами. В п. 2.3 анализируется множе
ство неустойчивости.

2.1. У с л о в и я  г л о б а л ь н о й  р а з р е ш и м о с т и  п р и  
п р о и з в о л ь н ы х  н а ч а л ь н ы х  ф у н к ц и я х  (У3 = 0 ) .  Вы
в о д  г л о б а л ь н ы х  и н т е г р а л ь н ы х  о ц е н о к  р е ш е н и я .  
Здесь так же, как в предыдущем пункте, используется метод 
Галёркина. Основное условие на коэффициенты ср(ы), Q(u), 
гарантирующее существование глобального решения, состоит в 
следующем: найдутся такие положительные постоянные М и Мг, 
что выполняется неравенство

Q (s) ^  Mi +  M2q> (s) , s 3* 0, (31)
причем

M t < k i .  (ЗГ)
Для простоты будем также предполагать, что

ср' (и)/[1 +  (р2 (u)] ^  М3 =  const >  0 при и >  0. (32)

Введем для удобства функцию
8

^ (s) =  j [ф' Сп)]1/2ЙТЬ о.
о

Т е о р е м а  6. Пусть выполняются условия (31), (32). Тогда 
при любых Т >  0 существует обобщенное решение задачи (1) —
(3), причем u(t, х ) >  0 п. в. в Q при любых фиксированных t > 0 ,
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и выполнены включения
ф(и) е  L x  (О, Т; L 2 (Q)), А  ф(и)<= Ьг (О, Т; L2 (Q)), (33)

Ф (и )е Г (0 , Г; (Я)). (34)
З а м е ч а н и е  1. Условие (31), которое играет определяю

щую роль, будет заведомо выполнено, если
Q(s)/q>(s) 0, s - ► оо. (35)

З а м е ч а н и е  2. Если в (1) положить ф(з)=@(з) ,  то (31) 
выполняется при Мг =  1 (Л/i =  0). Поэтому (31') выполнено, 
если >  1. Таким образом, в этом случае существование гло
бального решения зависит только от области £2 (указанная си
туация реализуется для уравнения (5) при р =  а +  1).

Сформулированная теорема доказывается методом Галёркина 
приктически так же, как теорема 1. Устанавливается, что при
ближенное решение um(t) удовлетворяет при любом Т >  0 вклю
чениям (33), (34). Условие (32) позволяет тогда показать, что 
(ф {um))t ограничены в L2(0, Г; U  (Q)); эта оценка необходима 
для предельного перехода (см. примеры подобного анализа ква
зилинейных уравнений общего вида в [30, 240]).

В процессе доказательства теоремы 6 (и теоремы 1) можно 
вывести наглядные и важные с практической точки зрения ин
тегральные оценки глобального решения в различных нормах. 
В частности, сформулированные выше леммы позволяют это сде
лать по крайней мере для уравнения (5). Более наглядные по
точечные оценки в норме С (Q) будут получены вместе с усло
виями глобальной разрешимости другим .методом. Отметим, что 
построение множества устойчивости Ж  в случае уравнения (1) 
общего вида тем способом, который применялся в п. 1.3, требует 
весьма громоздких выкладок и определенных усилий. Значитель
но проще это сделать методом сравнения.

2.2. А н а л и з  с п о м о щ ь ю  с е м е й с т в а  с т а ц и о н а р 
ных  р е ш е н и й .  Здесь излагается иное, чем в § 1, применение 
метода стационарных состояний, который используется для опре
деления условий глобальной разрешимости задачи. При этом нам 
не понадобятся какие-либо предварительные результаты, посколь
ку все необходимое содержится в § 1.

В дальнейшем для простоты считаем, что локальное решение 
задачи (1) — (3) существует, принадлежит С}*2 всюду, где оно 
положительно, и имеет при всех допустимых t >  0 непрерывную 
производную VAP(“ (*i х ))- Тогда решение подчиняется принципу 
максимума н непрерывным монотонным образом зависит от на
чальной функции; в частности, при этом справедлива теорема 
сравнения решений уравнения (1). Доказательство этих утверж
дений проводится путем построения обобщенного решения как 
предела последовательности классических строго положительных 
решений уравнения (1). В дальнейшем предполагается, что 
ф(и0)е= С‘(£2).
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Пусть (U) — семейство радиально симметричных стационар
ных решений уравнения (1) (см. (1.6), (1.7)). Нам понадобится 
лишь одна оценка (1.9):

U { r - l \ ) > U - { n  Uо) =  qT1

го 2N У (ио) 
V  ( С о )

ф(1/0) ( 1 — Г2/Го) + ], 
1/2

(36)

Здесь £/„ >  0 — параметр семейства, г = Ы .  Отметим, что в не
которых частных случаях, например при N =  1 или Q(u)=  рф(п), 
можно использовать точные равенства, полученные в § 1.

Т е о р е м а  7. В сделанных предположениях множество 
устойчивости задачи (1) — (3) содержит множество
Ж = { и 0^ 0 \ 3 и о> 0 :  Q s s u p p  С/(г; U9), u0( x ) ^ U ( r ;  U0)eQ).

(37)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Оно основано на принципе максимума. 

Действительно, если и0 е  Ж, то в силу способа построения Ж  
при всех 0 будет выполняться неравенство u(t, x)^U(r- ,  U0), 
x ^ Q ,  поскольку U(r;U0)>  0 на dfl. Последнее следует из усло
вия 0 ^ s u p p £ / ( r ;  Uа).

Отметим, что (37) позволяет описать структуру начальных 
функций из F  В частности, выбор величины U0 в (37) опреде
ляет максимальную амплитуду глобального решения su p u(t, х)< ;

х =  Я
U0, / > 0 .  Величина U0 существенным образом зависит от гео

метрических размеров начального возмущения: чем оно «шире», 
тем больше должна быть величина параметра £Д, иначе функция 
Uf{x) не будет мажорироваться сверху в Q стационарным реше
нием U(r; U„). Неравенство (36) позволяет достаточно наглядно 
оценить характер этой зависимости.

С л е д с т в и е  1. Пусть
lim [ф (s)/Q ( s ) ]  =  оо. (38)

Тогда задача (1) — (3) имеет глобальное решение при любых 
начальных функциях.

Действительно, при выполнении (38) в силу (36) имеем 
U (г; U0) -*■ оо по некоторой последовательности £/0 =  U\ —»- оо 
в Поэтому при любых областях Q и функциях гг0(а:) найдет
ся такое 7 /о>0 ,  что и0 (х) U (г; Uk0) в £2, что в силу принци
па максимума обеспечивает ограниченность решения равномерно 
по t. Для уравнения (5) этот случай реализуется при р < с  +  1.

С л е д с т в и е  2. Пусть
lim [ф (s)/()(s)] =  р. =  const >  0. (39)
$-*оо

Тогда, если £2 принадлежит шару радиусом (2Ny)'n , то задача 
(1) — (3) имеет глобальное решение при любых начальных 
функциях.
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Это утверждение прямо следует из (36). Кроме того, из (36) 
вытекает

С л е д с т в и е  3. Пусть
Ф(«)/<?(«)-* О, s -*-«>. (40)

Тогда, если supp£/(r; £/„)->-{0} при U0-+<*>, то множество Ж, 
определяемое из (37), является ограниченным в С(Й). Если же 
supp U (г; U0)=  R‘v при всех достаточно больших U0> 0*),  то Ж  
содерокит функции и0(х), сколь угодно большие по норме в С(Й).

Отметим, что именно в случае (40) есть основания ожидать 
появления неограниченных решении при достаточно больших 
начальных функциях ип(х), которые не принадлежат множеству 
устойчивости (37).

2.3 А н а л и з  н е о г р а н и ч е н н ы х  р е ш е н и й  с по
м о щ ь ю  м е т о д а  с о б с т в е н н ы х  ф у н к ц и й .  Этот метод 
близок к тому, который применялся в п. 2 § 6 гл. V. Так же 
как и метод, основанный на условиях ^-критичности (см. § 6 
гл. V), его удобно использовать при анализе неограниченных 
решений краевых задач в ограниченных областях.

Введем некоторые ограничения на функции, образующие 
уравнение (1). Функции ф, Q будем считать выпуклыми в R+. 
Функцию P{s) = Q (ф~‘ (s) ) также будем считать выпуклой, 
a s /P (5) — невозрастающей в R+. Эти условия можно записать 
в виде

* * ( > ) >  0 ,  < ? " ( * ) >  0, (41)
(42)

( ? ' ( s ) t ( s ) —  < ? ( s ) t ' ( s ) ^ 0 ,  s  >  0 .  ( 4 3 )

Всем неравенствам удовлетворяют, например, коэффициенты 
уравнения (5) при (3^=а+ 1. Именно при таких значениях пара
метров, как показано выше, возможны неограниченные решения 
задачи (5), (6).

Как обычно, через w,(x) обозначим положительную в й  соб
ственную функцию задачи (9), отвечающую минимальному соб
ственному значению >  0. Функцию ид выберем такой, чтобы
II W 1Hl.1(£2) =  1 •

Основной результат сформулирован в следующей теореме, где 
введено обозначение

Е0 = \  гг, (х) и0 (х) dx.
12

Т е о р е м а  8. Пусть выполняются условия (41)—(43) и 
функция и0 в (2) такова, что

Xi(f(Ea) < Q ( E 0). ( 4 4 )

Тогда задача (1) —(3) не имеет решения в целом, и найдется

*) Эта возмо/кпость реализуется, например, при выполнепии усло
вия (1.12').
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t a n o e  T 0 -^. T *, г д е

Т* = Г d4
) <?(»!) <  ОО,

to
lim sup и (t , х) =  оо.

*=с
(45)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим

Е (t) — (и (t , х), wу (х)) =  (t , х) ivi (х) dx.

Тогда Е(0) = Е„ Далее, так же как в п. 2 § 6 гл. V, получаем 
д л я £ ( ^  равенство

dE (t)/dt = <p (u)) + (wu Q(u)),  t >  0, (46)

которое будем в дальнейшем исследовать.
В силу (42) из неравенства Йенсена для выпуклых функций 

имеем оценку (wu (?(и)) =  (ид, Р(ц>(и)))> P[(wh ф(и))],  с по
мощью которой из (46) получаем

ф(и))1 1 _  1 ( " у У М )  ) 
1 ^ [(^!* V (“))] |

(47)

Одпако функция s/P(s) является невозрастающей в (см. (43)), 
и поэтому в силу выпуклости ф, а следовательно, и неравенства 
Йенсена (ид, ф(и) ) 3* ф[(ид, и)] =  ф(£’), имеем (ид, <р(и))/  
//^[(ид, ф(и))] ( f (E) /Q(E) .  Тогда из (47) получаем, что

(48)

Из (48), (43), (44) заключаем, что Е ' (t)>  0, т. е. £'(£)3*£'o- 
Тогда из (48) и неравенства Йенсена следует, что Е ' (t)>  
>  Q(E(t)  )[1 — Я,ф(£0)/С)(£'о)]. Отсюда получаем, что функция 
E(t)  не может быть ограниченной при всех i e ( О, Т*] и сущест
вует Т г У* такое, что Е (t) -*■ оо при t Т^.  Поскольку Е  (t) ^  

р и (г, х), отсюда прямо следует (45), что завершает дока

зательство.
Сделаем одно замечание. Если ф =  Q, то условие (44) прини

мает вид X i < l .  Тем самым решение становится неограничен
ным при любых начальных функциях ц0(х )^ 0 . Напомним, что 
если Xi =  Xi (Q)>l ,  то краевая задача всегда разрешима в целом 
(см. теорему 6).

В заключение отметим, что для описания асимптотического 
поведения неограниченных решении краевой задачи (1) — (3) 
применимы практически все результаты из § 1, относящиеся к 
анализу S- и LS-режимов с обострением. В частности, для задачи
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со степенными нелинейностями (5), (6) справедливы теоремы 5Т 
6 § 1, а также результаты из § 6 гл. IV Все они позволяют 
достаточно точно определить характер сингулярности предельно
го распределения и(Тд ,  х).

§ 3. Параболическая система квазилинейных уравнений 
с источниками

Данный параграф посвящен исследованию свойств решений 
параболической системы двух квазилинейных уравнений нели
нейной теплопроводности с источниками:

н, =  AtC+1 + и”, (1)
vt — Ду1*+1 +  и4. (2)

Здесь д >  О, v > 0 ,  p ^ l ,  g ^  1 — постоянные. Эта система опи
сывает процессы диффузии тепла и горения в двухкомпонентных 
сплошных средах с нелинейной теплопроводностью и объемным 
энерговыделением. Функции и, v можно трактовать как темпера
туры взаимодействующих друг с другом компонентов некоторой 
горючей смеси. Нас особо будут интересовать условия возникно
вения неограниченных решений, а также условие их локализации 
в задаче Коши.

Отметим, что в (1), (2) входят сразу четыре параметра, и по
этому, несмотря па степенной вид нелинейности, система при 
произвольных д, v, р, q по допускает построения автомодельных 
решений, которые, как известно, позволяют эффективно описы
вать асимптотическое поведение неограниченных решений, в ча
стности свойство локализации режимов с обострением.

Сначала будем рассматривать первую краевую задачу для 
системы (1), (2):

и (0, х) = и(]{х)> 0, у (0, х )=  ve(x)>  0, a: e f i ,  (3) 
и (t, х) =  v (t, х) =  0, t >  0, х е  (Эй, (4)

где Q — ограниченная область в Rv с гладкой границей 3Q; и0,. 
Vo — ограниченные непрерывные функции, u]+v е  (fi), п|;+м' е  
е  Н \  (Q). Сначала будут определены условия ее неразрешимости в- 
целом. Затем с помощью подхода, основанного на анализе семейства 
стационарных решений системы, во-первых, определим ограниче
ния на параметры задачи, при которых она всегда глобально раз
решима при произвольных начальных функциях щ, v„, и, во-вто
рых, установим условие отсутствия эффекта локализации режи
мов с обострением в задаче Коши для (1), (2).

Оказывается, многое здесь зависит от знака лишь одного па
раметра m =  pq — (l +  fi)(l  +  v). Если m <  0, то краевая задача 
имеет только глобально ограниченные решения (режимы с обост
рением не возникают) и в задаче Коши неограниченные решения 
не локализованы. Этот результат, по-видимому, оптимален, т. о. 
неравенство тп <  0 является необходимым и достаточным усло
вием существования обоих этих эффектов.
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В этом параграфе изучаются лишь самые общие свойства ре
шений системы (1), (2). Более детальное численное исследова
ние подобных систем уравнений проводится в § 4, где также 
рассматриваются автомодельные решения, которые существуют 
при некоторых ограничениях на параметры задачи.

1. Условия отсутствия глобальных решений краевой задачи 
при р >  1 +  ц, q 5* 1 +  v. Ниже при указанных значениях пара
метров в пространстве начальных функций выделяется множе
ство неустойчивости У  такое, что включение {и0, влечет
за собой неразрешимость задачи (1) — (4) в целом. Последнее 
означает, что существует конечное время обострения Т0 <  °° и

lim uv+l (t , Х2(П) + (5)

Отметим, что формально в соответствии с (5) неограниченно 
возрастать при f — 7Y может одна из функций и или и. Хотя, 
конечно, из-за «перепутанного» расположения источников в (1),
(2) функции и, v могут обращаться в бесконечность лишь одно
временно.

При доказательстве сформулированных ниже утверждений бу
дем предполагать, что локальное решение краевой задачи удов
летворяет естественным включениям

b ,+v/2>(, {н1+“/2>( S  L2 (О, Т; U  (Q)),
«v+i, г № е Г ( 0 ,  T-,I{l0(Q)), Т <  Т0.

В предположении ограниченности и, v их нетрудно вывести ме
тодом Галёркина. Без труда также устанавливается справедли
вость слабого принципа максимума, так что если и, v ограничены 
в (О, Т) X £2, то и ^  0, v 5= 0 п. в. в £2, 0 <  t <  Т

1.1. В ы в о д  с и с т е м ы  о б ы к н о в е н н ы х  д и ф ф е р е н 
ц и а л ь н ы х  н е р а в е н с т в .  Обозначим через и̂ 1( х ) > 0  в £2 
и 2.1 >  0 соответственно первую собственную функцию и отве
чающее ей первое (наименьшее) собственное значение задачи

Aw + Xw =  0, ш1эо=0. (7)

Функцию w 1 выберем таким образом, чтобы

II W1 11ь1(й) =  1 • (8)

Скалярно умножая в L2(£2) обе части уравнений (1), (2) на 
H’t и интегрируя получившиеся выражения по t, получаем систе
му равенств t t
(и (i), wx) —(и0, шх) =  — Хг j  ( m v +*  (s ), u. \ )  d s  +  j  {vP (s), trx) d s ,  (9)

0 0
t

(v (t), Wj) — (v0, Wj) =  — Ях |  (п'г+1 (s), u\) ds +  f {ifl (5), znx) ds. (10)
0 0
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Введем обозначения
о0 =  (ио, iat)>0 ,  b0 = (v0, w , )> 0  (11)

и положим
P(t) = (u'+i(t), wt) 1/<v+1), R(t)  = (v*+i(t), n7,)I/<,1+1>. (12)

Из неравенства Гёльдера и (8) следует, что
(«(О, u;,)s£(av+,(f). и;,)'1,(v+1’ =  Р (0 ,
(w(f), и7,)<(17“+1(г), U7l) ,/<‘‘+,) =Д(£) .  '  ;

Кроме того, учитывая, что р >  1 +  р, g ^ l  +  v, получаем
(vp(t), wt) > R p{t), (и* (г), wi)>P'1(t). (14)

Используя обозначения (11), (12) и оценки (13), (14), за
ключаем, что решение задачи (1) — (4) удовлетворяет при всех
допустимых t >  0 системе неравенств

t t
P ( t ) - a 0^ ~  Я, j Pv+1 (s) ds +  j  R p (s) ds, (15)

0 b
t t

R  (0 — Ъ0 >  — Я, f Д^+1 (s) ds +  j  Pq (s) ds. (16)'
о о

Рассмотрим наряду с (15), (16) следующую систему обыкно
венных дифференциальных уравнений:

d P / d t = - k lPv+t + R p, (17)
d R / d t ^ - X . R ^  + P1, t >  0. (18)

Пусть функции Р, Л удовлетворяют условиям
Р(0) =  а„>0,  Л ( 0 ) = Ь » ^ 0 .  (19)

Непосредственное сопоставление (15), (16) с задачей (17)—(19) 
показывает, что при всех допустимых t выполнены неравенства

P ( t )> P ( t ) ,  R ( t )>  R( t) .  (20)

Таким образом, система уравнений (17), (18) в силу (20) 
позволяет определить условия, при которых функции P(t),  R(t)  
не могут быть одновременно ограниченными при всех t >  0, т. е. 
limmax {P(t), K(()} =  °°, t -> 77 <  оо. Последнее в силу нера
венств

P(t): ,V + 1
да)

R (t) J) i#+1 |il/(H+l)
Ul2(Q) 1 u>\ 11/(B +  D 

L-(Q)

обеспечивает выполнение (5).
1.2. С л у ч а й  p =  1 +  p, q =  1 +  v.
Т е о р е м а  1. Пусть p =  1 +  p, g = l + v  и Ио+По^О в Q. 

Пусть, кроме того, область Q, такова, что
Я,<1.  (21)
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Тогда задача (1) — (4) не имеет глобального решения, и при 
некотором То<°°  выполняется условие (5).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим Е (f) =  Р( t) + R ( t ) . Складывая 
уравнения (17) и (18) при р =  1 +  ц, д = 1  +  л\ получаем, что 
Е удовлетворяет уравнению

dE/dt =  (1 — ^i)[P1+v +  Л1+|‘], * > 0 ,  (22)
причем по предположению £(0 ) =  (в0 +  v0, ш,) >  0.

Необходимо рассмотреть два случая, 
а) Пусть p. =  v. Тогда, используя неравенство

l  +  | 1+v̂ 2 - v(l +  | ) 1+v, 1 > 0 ,  (23)

с учетом (21) из (22) получаем
dE/dt >  (1 -  k t)2-V[P +  # ] ,+v ^  (1 -  Xi)2-4E l+\  t >  0.

Отсюда следует существование момента времени t =  71*, где

^  =  7 ( Т ^ ) ^ ( 0) < ° ° ’

такого, что E(t)-*- °° при t->  Следовательно, решение крае
вой задачи является неограниченным в смысле (5).

б) Пусть p ^ v  и для определенности [a> v. Тогда, используя 
неравенство Юнга

R i+Ii > eR 1+v — e("+I)/<,‘-vM 0,

где е >  0 — произвольная постоянная и
^ у / 1  +  у \ ( Ж ) Л И )

0 +  > и ’
из (22) получаем

dE/d t> (  1 - ?l, ) [^ 1+v+  еЛ,+Д -  (1 -?w M 0eu‘+1,/<"-v). (24)

Пусть е < 1 .  Тогда из (24) с помощью (23) выводим такую 
оценку:

dE/dt 5* (1 -  К,) e2-v£ 1+v -  (1 -  К,) t l*+t)n*-v)A 9. (25)

Положим
е =  е. =  min {1, [2— (0)/Л

Тогда при всех Е ^ Е ( 0) правая часть (25) положительна, и 
поэтому E(t)  ->■ оо при t -> Т(J-, где Т0^ Т % ,

т - 2V
ОО

J '
Е(0)

V+v- 2 ^ 0e0(l+-v)/(H-v) <  оо.

Таким образом, в рассматриваемом случае множество не
устойчивости У  совпадает со всем пространством {u0, г01н0 +  
+  v„ ^  0).
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Этот же результат нетрудио получить другим способом. На 
рис. 80 приведено схематическое изображение поля интеграль
ных кривых эквивалентного системе (17), (18) уравнения пер
вого порядка:

dP
d7t

Л1+|1 — Х ^14'' 
? 14v-  ХД?1411’

P >  0, R >  0, (26)

в случае Xi <  1, p >  v. Штриховой линией указана изоклина нуля 
Р 0: Р =  [Xj",/ i l+,1]1/(1+v\  штрихпунктирной — изоклина беско
нечности Р„: Р =  [Xi-fiL1̂ ] 17' 14'0. Жирной линией выделена особая 
траектория — сепаратриса Ра: Р = PS(R)- При больших R

Р 5 (Й) =  xl/u+v^H-^/d+v) +  +  (27)

С изменением времени (направление эволюции траекторий 
указано стрелками) все интегральные кривые собираются в пу
чок, располагающийся во все сужающейся окрестности сепара
трисы Ps, что в силу (27) обеспечивает неограниченное возраста
ние функций P(t),  R( t)  в течение конечного времени.

Для сравнения на рис. 81 приведено поле интегральных кри
вых того же уравнения (26), но в случае Xi >  1. Здесь функции 
Р, R  ограничены при всех 1 > 0  и, более того, P(t),  R(t)-+ 0 
при £-*-<». Это в какой-то степени свидетельствует о глобальной 
разрешимости задачи (доказательство проведено в п. 3).

1.3. С л у ч а й  р > 1  +  р, < / > l  +  v. Пусть по-прежнему £ (!) =  
=  P ( l )+ R ( t ) .  Из (17), (18) следует, что

dE/dt =  -X ,[PV+* +  Я“+1] +  Яр +  Р \  t >  0. (28)
С помощью неравенства Юнга оценим Рч, R p:

Р*>(  1 +  X.) P v+1 -  Л„ R ” >  (1 +  X,) Я*+* -  В„
где Ао, Во — постоянные:

ч — (v 4-1)
Л  =

(у +  1) (l +  x j -
я

(ц +  !)(! +  X,)

?/[?—(v+l)]

р/[р—(В+1)]
v -4-1

D Р ~  (|А +  1)
м - 1

Из (28) тогда получим
dE/dt >  P v+I +  Яц+1 — С„, t >  0; С0=Ао + В0. (29)

Если р =  v, то из (29) с помощью (23) выводим неравенство 
dE/dt > 2-'£'+* - С  о, t >  0. (30)

Если же р Ф v, то, полагая для определенности p > v ,  из (29) 
с помощью оценки

2 ^ +1> t f v+1 -  D0’
H _ v /-v + i y v + i ) / ( n - v )

0 _ р -м  U  +  1/
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Рис. 80. Фазовая плоскость в случае р — i +  )i, 9 =  1 +  v, \ i  <  1

Рис. 81. Фазовая плоскость в случае  ̂ =  1 +  ц, 9 =  l + v ,  X i > l
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получаем
dE/dt >  2 - '£ '+ ‘ -  (С„ + D0), t >  0. (31)

Легко видеть, что правая часть этого неравенства допускает пре
дельный переход р v+, т. е. при ц =  v оно совпадает с (30). 
Тем самым доказана

Т е о р е м а  2. Пусть р >  1 +  р, q >  1 +  v и для определенно
сти р ^  V. Пусть начальные функции и0, va таковы, что

£(0) =  (uo +  v., M,i)>  2V/(V+I) (С0 +  A ,)l/(l+v). (32)
Тогда задача (1) — (4) не имеет глобального решения, и при не
котором Т0^.Т%, где

= 2” I
dr\

nl+v
Е( о)

2V (C0+D0
<  оо,

выполняется условие (5).
Разумеется, функциями щ, v0, удовлетворяющими условию 

(32), не исчерпывается все множество неустойчивости У  Теоре
ма 2, хотя в ней и указана оценка сверху для Т0, не использует 
всей информации, заложенной в системе (17), (18). Более пол
ное и наглядное представление о множестве У  дает анализ поля 
интегральных кривых уравнения

dP RP-k~Pv + l
dR ~ pq— kl7?̂ +1 ’

P > 0 ,  t f > 0 , (33)

эквивалентного этой системе.
Опо схематически изображено на рис. 82, где выделены изо

клины нуля Р*0: Р =  [А,Г1-Йр]1/(у+1) , бесконечности Р*,: Р = 
=  1 |̂Лд+|]1/'г и жирными линиями — сепаратрисы А  — В, С — D.  
К множеству неустойчивости У  относятся все точки {Р, Я) =  
= {(и„, Wi), (v0, Wi)}, расположенные выше сепаратрисы А — В. 
Лежащие здесь траектории сходятся при Р, R -*- <*> к сепаратри
се С  — D ,  что обеспечивает неограниченное возрастание функций 
P (t), R ( t )  в течение коночного времени.

Отметим, что поведение интегральных кривых, лежащих ниже 
сепаратрисы А — В, указывает па наличие у рассматриваемой 
задачи множества устойчивости Ж Здесь опо характеризуется 
тем, что P (t), R( t )  -*-0 при t -*■ <*>. Обоснованное построение 
множества Ж проводится в п. 2.

З а м е ч а н и е .  При выводе системы уравнений (17), (18) ис
пользовались ограничения р ^ 1  +  ц, q ^  1 +  v (см. (14)). Тем 
не менее фазовая плоскость системы (17), (18) правильно отра
жает характерное поведение решения исходной задачи (1)—(4) 
при произвольных значениях параметров. Нетрудно убедиться, 
что вид фазовой картины зависит от знака едипственного пара
метра m — pq — ( l - j -p, ) ( l - fv) ,  что правильно согласуется с ре
зультатами, полученными в дальнейшем.
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а) Если m =  0, т. е. pq = (1 4- р) (1 +  v ) , то неразрешимость
в целом и глобальная разрешимость задачи при произвольных 
и0, По имеют место соответственно в случаях <  1 и >  1; фа
зовые портреты системы для этих двух случаев совпадают с изо
браженными на рис. 80, 81 (см. п. 3).

б) Если ль >  0, т. е. pq > (1  +  р) (1 +  v), то, как следует из 
анализа системы (17), (18), существуют непустые множества 
устойчивости и неустойчивости (см. рис. 82 и п. 2).

в) В случае т =  pq — (1 + р) (1 +  v )<  0 фазовая плоскость 
принимает вид, изображенный на рис. 83. Здесь пет траекторий, 
которым бы отвечали неограниченные решения, т. е. множество 
устойчивости может совпадать со всем пространством начальных 
функций (см. п. 3).

Отметим, что методом Галёркипа, который применялся в § 2 
при исследовании параболических уравнений, указанные выше 
результаты в полпом объеме получить не удается. Грубо говоря, 
при использовании этой техники вывода априорных оценок реше
ния «управляющий» параметр т =  pq — (1 +  р) (1 +  v) не возни
кает. Например, условие глобальной разрешимости системы при 
произвольных п0, п0 представляет собой два неравенства: р <  1 +  
+  р, q <  1 +  v. Разумеется, эта область параметров гораздо уже, 
чем (оптимальное) множество pq <  (1 +  р) (1 +  v).

2. Множество устойчивости при p q >  ( l + p ) ( l  +  v). В даль
нейшем будем считать, что функции и, п принадлежат С]*
всюду, где они положительны, и имеют в £2 непрерывные произ
водные у u1+v, уп 1+11 (довольно естественные предположения; 
см. § 3 гл. I). Тогда решепие задачи подчиняется принципу мак
симума и монотонно зависит от начальных функций.

Мноясество устойчивости будет определено двумя способами. 
При реализации первого из них возникают некоторые (как потом 
будет показано, несущественные) ограничения на параметры за
дачи; этот анализ позволяет рассмотреть довольно любопытные 
свойства стационарных решений задачи (1), (2), (4).

2.1. С т а ц и о н а р н о е  р е ш е н и е .  Пусть pq > (1  +  р) (1 4- 
4"v). Рассмотрим функции U, V — решение стационарной си
стемы уравнений (1), (2), которую для удобства запишем в виде 

A(lt/1vi7)-b |У |Р_,У =  0, (34)
А(1У1,,У)+ \XJ\4~lU =  0, (35)

(очевидпо, что при положительных U, У эта система совпадает 
с исходной). Функции U, V удовлетворяют условиям

U(x)=  0, У( г ) =0 ,  (36)

Сделаем замены \UVU -*■ U, IУI^У У Тогда для новых
функций U, У получим задачу

Д£7 +  |У | - ‘У =  0, ДУ 4 - \U\*-lU =  0, i s Q ,  (37) 
U = V =  0, x ^ d Q .  (38)



Вдссь введены обозначения а = р / ( ц  +  1),  ̂=  ?/(v +  l)  (отме
тим,что оф>1). Выражая изпервого уравнения F = —|Д [/|1/а-1Д£7 
и подставляя во второе, приходим к следующей задаче для 
функции U:

—Д (|А [/|1/“- 1Д [/)+  |С/|р- 1[/ =  0, г е й ,  (39)
U =  AU  =  0, xe=dQ. (40)

Условия разрешимости этой задачи можно получить, папри- 
мер, на основе метода сферического расслоения [147, 148]. Ко
нечный результат будет таков.

Л е м м а  1. Пусть 1/а <  р <  °° при N ^  2(1 +  1/а) и
jV
а +  2 U + T

7 V > 2 ( 1 + A ) .

(41)
Тогда задача (39), (40) имеет классическое решение U е С 4(й)П 
Л £-(й) ,  причем U >  0 в й.

В сделанных предположениях задача (39), (40) имеет счет
ное множество различных нетривиальных обобщенных решений 
[147]. Неотрицательность в й одного из ппх вытекает из поста
новки соответствующей вариационной задачи. Строгая положи
тельность в й неотрицательного решения устанавливается с по
мощью эквивалентного интегрального уравнения, полученного 
в результате обращения оператора —Д (|Д £/|1/“_1Д£/):

U ( x ) ~  ( G(x,y) l  $G(y,  z ) ( \ U f - 1U)(z)dz X

X J G (y, z) ( | U f - 1 U) (z) dzl dy =  0. (42)

Здесь G — функция Грина оператора —AU, U =  0 на dQ (напом
ним, что G >  0 в й  X й).

Мы вправе заключить, что U является классическим (положи
тельным) в й  решением [129, 145, 186]. Тогда функция

V = - \  A U f ^ A U  = \ G ( x ,  у) С/р (у) dy (43)
Q

также является положительной в й, принадлежит С2(Й)ЛС(Й) 
и удовлетворяет (35) в обычном смысле.

Важно отметить, что ограничение (41) действительно явля
ется существенным, что показывает следующее

П р е д л о ж е н и е  1. Пусть область й является звездной от
носительно точки х =  0. Пусть выполняется противоположное 
(41) неравенство: 7V>2( l  +  l/a )  и

Р >  [N/a +  2(1 +  1/a)] [N -  2 (1 +  i/a)]~ l. (44)

Тогда задача (39), (40) не имеет нетривиального неотрицатель
ного решения.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Следуя [144, 145], умножим скалярно
N

в L2(Q) обе части уравнения (39) на функцию w(x) =  2  ^ t/* ..
i = l

Тогда, учитывая краевые условия, с помощью формулы Грина 
получаем
О =  -  (А (| At/ |1/a_1 At/), w) +  ( t /p, w) =

=  -  ( | At/ |1/а- г At/, Aw) -  j  w ±  ( | At/ |1/a_1 At/) ds -
dfl

<«)

где д/дп — обозначение производной по направлению внешней 
нормали к д&.

Нетрудно убедиться, что

и ф Х О ,  ■ ^-(|A t/|1/a- 1A t/) (x )> 0 , i e « .

Это следует из звездности Q относительно х  =  0, краевых усло
вий (40), а также предположений U 5* О, AU 0 (см. (43)) в Q. 
Поэтому

_  j* w ± .  ( | At/ |1/a_1 AU) ds >  0, (46)
дЯ

и тогда из (45) с помощью легко проверяемого тождества 

-  ( I At/ |1/a_1 А и , Aw) ^  -  2) IIА и  ] £ # « (0)

получаем неравенство

< 4 7 >

С другой стороны, из (39) после скалярного умножения па U 
и интегрирования по частям имеем

и поэтому (47) означает, что должно выполняться неравенство

(т П /с Г  — 2 — g q r j) I Д£/ (48)

Однако при выполнении (44) левая часть (48) неотрицатель
на, и, следовательпо, единственным подходящим решением мо
жет быть только функция U =  0.

Отметим, что сильный принцип максимума в этом случае дает 
строгое неравенство в (46) и, значит, в (48), так что данное 
предложение справедливо, когда в (44) имеет место равенство.

2.2. С е м е й с т в о  с т а ц и о н а р н ы х  р е ш е н и й .  Пусть 
U — положительное в Q решение задачи (39), (40), указанное
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В лемме 1. Возвращаясь к первоначальным обозначениям, полу
чаем, что функции

Ul {x)= Utnt+V)(x), Vi ( x ) = V t“l™(x)
являются решением задачи (34) — (36).

Пусть область Й является звездной относительно точки х =  О 
(т. е. из условия следует, что ах ^  Q при любых а е ( 0 , 1 ) ) .
Нетрудно видеть, что семейство функций

Ua(x)=  e^p+M-D/iw-cv+ow+i)]^, (а г ),
F „ ( x ) =  а * < в ^ + , Ш и -< » + |> ( . .+ 1 > )у ’1 ( а ; с ) ,

где ц е (0 , 1)— произвольная постоянная (параметр семейства), 
удовлетворяет уравнениям (34), (35) и строго положительно в 
областях Й„ с границей dQa = ix \a x ^ d Q ),  причем Ua = Va =  О 
на йй„. Отметим, что й <= й„ при любых а е ( 0 ,  1), так что 
и  а >  0, >  0 на Зй.

Теперь с помощью семейства (49) мы можем определить мно
жество устойчивости Ж  задачи (1)— (4).

2.3. М н о ж е с т в о  у с т о й ч и в о с т и  п р и  pq >
>  (1 +  ц) (1 +  "v).

Т е о р е м а  3. Пусть р >  1, q >  I и, кроме того,

Л 1 ± £ И 1  +  П < д < „  п р и  Л < 2 ( 1  +  ^ ± - ' ) ,

(1 +  р) (1 +  V) _____ , , А , , Л ЛГ (1 + ц)/д +  2 (1 + ( 1 + р ) / р )
Р , V - 2 ( H - ( 1  - i-n)/p)

при N > 2  ( l  + (50)

Тогда существует непустое множество устойчивости Ж  =  
=  {(и0, v0) \иа>0,  По >  0; 3  а е  (О, 1): и0 <  Ua, v<, <  Va в й), так 
что если (it0, va) ^ Ж ,  то задача (1) —(4) имеет глобальное (огра
ниченное) решение.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Справедливость теоремы следует из 
принципа максимума. В сделанных предположениях относитель
но гладкости решения всюду в R + X й выполняются неравенства 
u ^ U a ,  v <  У„, где величина параметра а е ( 0 ,  1) выбрана из 
условия н0 <  Ua, v0 Va в й.

З а м е ч а н и е .  "Условия р >  1, q >  1 фактически связаны с 
требованием единственности решения задачи. Есть основание 
ожидать, что последнее имеет место при выполнении лишь одно
го условия pq ^  1 (по крайней мере, при pq ^  1 пространственно 
однородная задача u '= v T, и'=  и4, t >  0; н ( 0 ) = н ( 0 ) = 0  имеет 
только тривиальное решение; если же pq <  1, то существуют и 
нетривиальные решения).

2.4. Д р у г о й  с п о с о б  п о с т р о е н и я  м н о ж е с т в а  
у с т о й ч и в о с т и .  Покажем теперь, что непустое множество 
устойчивости Ж  существует при выполнении лишь одного требо
вания pq > (1  +  р) (1 +  л>) без ограничения типа (50).
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Предварительно рассмотрим один пример, который отчасти 
поясняет, почему отсутствие положительного стационарпого ре
шения задачи не является столь существенным.

П р и м е р .  Пусть Y >  4, р =  1 +  р, q =  (1 +  v) (N +  i ) / ( N  — 
— 4), т. e. условие (50) не выполнено. При указанных значени
ях параметров а =  1, р =  (N +  4) / (N — 4) >  1, и поэтому крае
вая задача (39), (40) может не иметь решения. Однако в этом 
случае уравнение (39)

- Д 2£ /-Н Е /|<Л'+4)/(ЛГ- 4,- 1£/ =  0, x ^ R " ,  N >  4,
имеет строго положительное решение

Щх) = С„(а)/{а2+ Ы 2)<"-4)/2> 0 ,
где Civ (а) =  [aW(/V — 4) (N2 — 4)](W-4)/8, а >  0 — произвольная 
постоянная.

Очевидно, что построенное на его основе семейство положи
тельных стационарных решений исходной системы (34), (35)

Ua(x) = \CH (a)]1/(,+v)/(a 2 +  Ы 2) (" -4)/[2<1+у»,
Va (х) =  [— At/ (a:)]1̂ 1+ii) =

[ 2 С у  (а ) (N  -  4 ) ] 1 ^ 1 + » а) ( j v 0 » / 2  +  | а- |2 ) W + l i )

(a2 +  | х |2)JV/[a(1+M)]

можно использовать для построения множества Ж,  поскольку 
и л >  0, Va >  0 в Q. Опо будет иметь почти такой же вид: Ж  =  
=  {(а0, н0) 1а0 ^  0, н0 >  0; З а  > 0 :  и0 <  Ua, н0 <  Va в Ш.

Отметим, что семейство положительных в функций (51) 
аналогичным образом определяет множество устойчивости задачи 
Коши для системы (1), (2).

Нетрудно показать, что при всех значениях [}, нарушающих 
условие (41) (а =  р /(ц  +  1), P =  ?/(v +  l ) ) ,  система (34), (35) 
имеет семейство решений, строго положительных п Rw Напри
мер, из предложения 1 (п. 2.1) прямо следует, что п этом случае 
всюду положительным будет любое радиально симметричное ре
шение (см. п. 4.1 § 3 гл. IY). С помощью такого семейства ста
ционарных решений в R^ легко определяется множество устой
чивости 5V  Однако мы поступим по-другому.

На самом деле для определения Ж  в краевой задаче достаточ
но убедиться только в локальной разрешимости системы (34), 
(35), например при достаточно малых Ы . Справедливо следую
щее простое утверждение, которое неоднократно используется 
в дальнейшем.

Л е м м а  2. При произвольных р, q, ц, v >  0 система (34), 
(35) имеет в шаре (щ =  {х\ |х | <  У2/V} строго положительное ра
диально симметричное монотонно убывающее решение Ui(r),  
УДг), г =  Ы , удовлетворяющее условиям

U( 0 ) = У ( 0 ) = 1 ,  J7 '(0)=  Г (0 )-= 0 . (52)
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fjpu этом справедливы оценки
.2 \1/(V+1)

Vx [r)>V A r ) > [  i - w j ( * - £ )
r 2 y /( |I+ l)

0 < r < / 2 J V .
(53)

Локальная разрешимость и указанные свойства функций ЕЛ, 
(Л вытекают из эквивалентного задаче интегрального уравнения

г р I- 5 В - | Р/СМ-+1)

t/v+1 f - ' d i  1 -  [  (E) <*E
О ^ O L  О ^ О J

t которому применяется теорема Банаха о сжимающих отобра- 
ениях.

Функции Ui(r),  У, (г) определяют в соответствии с (49) 
рднопарамстрическое семейство стационарных решений системы 

(2). Положим =  {х\ах ^  ш,}. Тогда ЕЛ, Va при любых 
:>  0 определены и строго положительны в о 0. Теперь мы можем 

определить множество устойчивости без дополнительных ограни- 
дений па параметры задачи.

Т е о р е м а  4. Пусть pq >( 1  +  ц) (1 +  v ) . Тогда задача (1) —
(4) имеет непустое множество устойчивости
Ж  = {(и0, v0)\u0 > О, v0 >  0; 3 a > 0 : Q s a ) a;

щ Ua, v0 Va в £2). (54)
Используя оценки (53), можно указать более узкое, чем (54), 

но очень наглядное множество устойчивости:

Ж = {(и0, По)!и0> 0 ,  По >  0; 3  а >  0: Q ^  {х\ \х\ <  l/2N/a);
[ а2 I л: I2 \1/(v+ 1) 

ио (х) ^  а2(Р+^+П/т  М ------ ^  1

[ а2 1 т I2 \1/СМ- + 1)
n0(^ )< a 2(9+v+i)/m[ l ------ щ — ) в £2;

тп = pq — (р +  1) (v +  1) > 0 } . (55)
3. Условия глобальной разрешимости краевой задачи при

p q  (1 +  ц) (1 + v). Как и раньше, основной аппарат — анализ 
семейства стационарных решений.

3.1. С л у ч а й  pq <  (1 +  р) (1 +  v).
Т е о р е м а  5. Пусть pq <( 1  +  ц) (1 +  v) , р >  1, q >  1. Тогда 

краевая задача (1)— (4) имеет глобальное (равномерно по t 
ограниченное) решение при произвольных начальных функ
циях щ, п0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Нам понадобится единственное свойст
во функций Uа, Уа из семейства (49) (ЕЛ, V, определены в лем
ме 2): и а -*■ °°, Va~+ °° при а 0+ в КЛ Это означает, что мно
жество устойчивости (54) (или (55)) охватывает все простран
ство начальных функций. Другими словами, в случае любой 
ограниченной области Q при произвольных и0, п0^ C ( Q )  всегда 
можно указать такое а >  0, что, во-первых, Q <= ыа =  {х\ах е  ©,}
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ж, во-вторых, и0 (х) и л (х) , v0(x)<: Va{x) в Q. Тогда, поскольку 
Uа >  О, У0 >  0 на dQ (т. е. всегда и <  £/„, v < Va на dfi), в силу 
принципа максимума заключаем, что и ^  С/0, v ^  У„ в R+ X Q, 
и тем самым решение ограничено сверху равномерно по t.

3.2. С л у ч а й  p g = ( l  +  p ) ( l + v ) .  Здесь ситуация совсем 
другая: существование решения задачи (1) — (4) в целом зависит 
от разрешимости системы стационарных уравнений (34), (35) 
с условиями (36). Ниже доказан следующий простой (но пе оп
тимальный по виду допустимых областей Q) результат.

Т е о р е м а  6. Пусть pq =  (1 +  р) (1 +  v), р >  1, q >  1, и 
пусть диаметр Da области Q удовлетворяет условию

Da <  ГМ . (56)
Тогда задача (1) — (4) имеет глобальное решение при любых на
чальных функциях и0, v0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При pq =  (1 +  ц) (1 +  v) функции (49) 
не определены. В этом случае существует семейство стационар
ных решений

Ua{x ) =a U l (r)> 0, Va(x)=  а,/(|1+1,У1 (г) >  0, х ^ ы и (57)
где а >  0 — параметр, функции Uu У, определены в лемме 2. 
Отсюда непосредственно следует, что

Ua(x)->- °°, У Д я ) в  coj при а °°. (57')
Условие (56) означает, что область Q можно поместить в шар 

радиуса V2N. Без ограничения общности будем считать, что 
Q <= ш,. Но тогда в силу (57') для любых щ, n0s C(Q) найдется 
такое достаточно большое а >  0, что и ^  £/„, v ^  У, в Я при 
t =  0, и, поскольку f ic c ) ,  (т. е. Ua, У, >  0 на дЯ), эти неравен
ства остаются справедливыми при всех t >  0.

З а м е ч а н и е .  По-видимому, необходимым и достаточным 
условием разрешимости задачи (37), (38) при сф =  1 является 
неравенство Xi >  1. Существование положительного решения за
дачи (37), (38), как показывает доказательство теоремы 6, вле
чет за собой глобальную разрешимость краевой задачи (1) — (4) 
при pq =  (1 +  ц) (1 +  v) практически при любых н0, v0. Отметим, 
что это же условие %i >  1 было ранее получено па качественном 
уровне в п. 1.

4. О локализации неограниченных решений задачи Коши.
Оказывается, пространственная структура семейства стационар
ных решений содержит информацию о довольно топком свойстве 
неограниченных решений задачи Коши для системы (1), (2) — 
свойстве локализации.

Неограниченное решение задачи Коши для (1), (2) с финит
ными начальными функциями

и (0, х) = и0 (х ) ^  0, v (0, х) =  v0 (х) 0, (58)

ц0, (Кл’)г и£+1 е  (Rff), v»+1 s  Н \ (R*)*
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будем называть локализованным, если при всех <е [0, У), где 
Т0 <  оо — время существования решения, функции u(t, х),  
v(t,  х ) отличны от нуля внутри некоторого шара { | x | < L < ° ° }  
[L не зависит от t) и тождественно равны нулю при Ixl >  L. 
Если же при t - ^T o  (т. е. по мере возрастания решения до бес- 
цонечпости) возмущения проникают как угодно далеко от точки 
р =  0, то локализация в задаче Коши отсутствует.

Мы не будем здесь определять условия, при которых решение 
1адачи Коши является неограниченным, поскольку главная цель 
й другом. Это можно сравнительно просто сделать, например, пу
тем построения, как в § 3 гл. IV, неограниченных нижних реше
ний системы. Отметим, что все результаты, полученные в п. 1 
(теоремы 1, 2), относятся также к задаче Коши, так как всякое 
Неограниченное решение краевой задачи в произвольной области 
Q <= R" является нижним решением задачи Коши.

Эффект локализации в задаче Коши для систем уравнений 
в ряде случаев удобно изучать с помощью построения автомо
дельных решений (см. § 4). Однако такие решения существуют 
не при всех значениях параметров. Так, для системы (1), (2) 
автомодельные решения возможны лишь при v(p + 1 )=  p(g +  1). 
Кроме того, вопрос о существовании и тем более асимптотиче
ской устойчивости неограниченных автомодельных решений си
стем уравнений остается в значительной степени открытым.

4.1. О с н о в н о й  р е з у л ь т а т  ( у с л о в и е  в о з н и к н о 
в е н и я  H S - р е ж и м а  с о б о с т р е н и е м ) .  С помощью ана
лиза семейства стационарных решений удается получить доста
точное условие отсутствия локализации в задаче Коши, которое, 
по-видимому, является необходимым.

Т е о р е м а  7. Пусть pq <  (1 +  д) (1 +  v), р >  1, q >  1. Тогда 
любое неограниченное решение задачи Коши (1), (2), (58) не 
является локализованным.

З а м е ч а н и е .  Из сравнения с пространственно однородными 
решениями системы (1), (2), удовлетворяющими уравнениям

и'=  vp, v '=  и4, t >  0, (59)

вытекает, что необходимым условием существования неограни
ченных решений задачи Коши является неравенство pq >  1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Без ограничения общности будем счи
тать, что lim шах {u(t, 0), v(t, 0)} =  °°, t -+ T 0 <  оо. Рассмот
рим семейство стационарных решений (49), где Ut, Vt определе
ны в лемме 2. В силу условия pq <  (1 +  р) (1 +  -v) фупкции Ua, 
У„-> ® в R" при а 0+. Поэтому можно указать такое а0е  (0,1), 
что при всех а е (0 , а0] имеем supp(B0 +  Но)^ со„, в0 <  Ua, v0 <  Va 
в соа.

Фиксируем произвольное це ( 0 ,  а„]. Тогда, как следует из 
принципа максимума, решение u(t, х),  v(t, х) не может превзой
ти функции Uа, Va в ша до тех пор, пока и <  Ua, v Va на даа 
(и тем самым пока supp(u +  в)<= со„). Поэтому в силу неограни-
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чеппостп решения и, v при любых а е  (0, а0] существует такое 
ta <  Го, что supp|[ы.(ia, x)-\rv{ta, х ) ]^ (о а. Отсюда предельным 
переходом а 0+ получаем нужный результат.

Аналогично устанавливается справедливость такого утверж
дения:

Т е о р е м а  8. Пусть pq < ( 1  +  р) (1 +  v), р >  1, </> 1, на
чальные функции н0, н0 являются радиально симметричными и 
невозрастающими по г =  1x1. Тогда, если решение задачи Коши 
(1), (2), (58) является неограниченным, то при любых фикси
рованных i e R *

lim max (и (t , х), v (t , x)} =  oo,
^ To

т. e. хотя бы одна из функций и или v возрастает до бесконеч
ности при t-^-Tg сразу во всем пространстве.

Таким образом, при m, =  pq — (1 +  р) (1 +  v) < 0  неограни
ченные решения проявляют черты HS-режима горения с обост
рением.

Мы имеем возможность дать конкретные оценки амплитуды 
и размера носителя обобщенного решения задачи при m  <  0. 
В кратком изложении нх вывод выглядит следующим образом.

Выпишем простое гомотермичсское решение, удовлетворяю
щее уравнениям (59). При pq >  1 оно развивается в режиме 
с обострением:

um(t) =  Ci (Го -  vm(t) = C2(T0
0 <  t <  Т0 <  °°, (60)

где
С, =  [(? +  1)’ (р +  1 )/(pq -  1 )»+‘]‘" и - ‘>,

С. =  [(д +  1)(р +  i ) 4/ ( p q -
Воспользуемся тем, что для системы уравнений (1), (2), под

чиняющейся принципу максимума, справедливо положение о 
«пересечении» хотя бы в одном компоненте неограниченных ре
шений, имеющих один и тот же момент обострения (см. § 4, 5 
гл. IV). Сравним на этой основе решение задачи Коши и строго 
положительное неограниченное решение (60).

Л е м м а  3. Пусть Т0 <  °° — время обострения неограничен
ного решения задачи (1), (2), (58). Тогда при любом £ е [0 , Т0) 
либо

max и (t , х) ^  (Т0 — £)-(р+1)/(р®_1)г (61)
К

либо
max v (t , х) ^  Сг (Т0 — (62)

К
Сопоставляя теперь и, v в каждый момент времепп с семей

ством (49) стационарных решений (£Л, У, взяты из леммы 2) 
так, как это делалось при доказательстве теоремы 7, приходим 
к оценке носителя неограниченного решения.
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Т е о р е м а  9. Пусть pq <  (1 +  ц) (1 +  v) и Т  0 — время обост
рения неограниченного решения задачи Коши (1), (2), (58), где 
финитные начальные функции являются радиально симметрич
ными: ив =  и0{г), у0 =  у0(г), т =  1x 1. Тогда при каждом t, доста
точно близком К  То, либо

____ m тп(р+1 )

mes suppr и (f, г) >  УШС^. 2(р+ц+1) (Т0 — (63)
либо ___ m m(q-t-l)

mes supp, у (t , г) >  У Ш С г 2(?+v+1) (Т0 -  ^u+v+ntpe-i). (64)

Очевидно, при m = pq — (1 +  р) (1 +  v) <  0, pq >  1 оценки 
(63), (64) в соответствии с теоремой 7 гарантируют возникнове
ние HS-рсжима с обострением при t-*-To- mes suppr(u +  v) рас
чет до бесконечности при t —► Ту.

4.2. Об S- и L S - р е ж и м а х .  В случае т >  0 условие 
Ua, Va -*■ в R" при а -*■ 0+ не выполняется, и тем самым 
утверждения теорем 7, 8 не имеют места. Следует ожидать, что 
ррц тп ^  0 неограниченные решения локализованы.

При этом в случае тп >  0, когда решения из семейства (49) 
растут до бесконечности при а °° только в одной точке х =  О 
.(что свойственно LS-режиму), функции Ua, Va позволяют оце
нить снизу характер сингулярности неограниченного решения 
при t-*-To в этой точке (см. § 1).

Если же тп =  0, то семейство стационарных решений (57) не
ограниченно возрастает при а -*■ °° по крайней мере при всех 
х е ш ,  (S-режим). В этом случае справедливо, например, сле
дующее утверждение, в котором дается оценка фундаментальной 
области локализации S-режима. Доказывается оно так же, как 
теорема 7.

Т е о р е м а  10. Пусть pq =  (1 +  ц) (1 +  v), р >  1, q >  1. 
Пусть начальные функции щ, v0 являются радиально симметрич
ными, невозрастающими по г =  |х| и, кроме того, supp(«0 +  Уо)с  
«= o)i. Тогда, если решение задачи Коши (1), (2), (58) является 
неограниченным, то

l im  m a x  {и  (t , х), у (t , х)} =  оо

всюду в <Bi.
Другими словами, неограниченное решение задачи Коши при 

pq = (1  +  р) (1 +  у) не может быть локализовано в шаре с ра
диусом, меньшим 1/2N.

4.3. С р а в н е н и е  с а в т о м о д е л ь н ы м и  р е з у л ь т а 
т а м и .  Интересно сопоставить результаты с качественными вы
водами, полученными на основе построения неограниченных авто
модельных решений задачи Коши для (1), (2).

Пусть
(65) 
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последнее при выполнении (65) эквивалентно неравенству q >  
>  v/p. Тогда, как нетрудно убедиться, уравнения (1), (2) до
пускают неограниченные автомодельные решения вида

5 =

u x ( t ,  x) =  (7To - 0 - (p+,)/(J,,- ,)e(l) ,
»A(f, х) =  ( Г о - о - и+,)/(р,- ,7(1),

X
(г„~ *)"’

_  <?Р — v (р +  1) =  _1_ 
п ~  2 ( ? p - v )  —  2

0 < « < 7 ,0< о о ,  i e R "

(66)
(67)

v(p +  1) 
р? — 1

Функции 0 >  О, / ^  0 удовлетворяют следующей эллиптической 
системе уравнений, которая получается после подстановки 
(с учетом (65)) выражепий (66), (67) в (1), (2):

Aie”+1 — л ? ,о . |  — e + f - o ,  т

Д̂ “+1 -  nVrf-% —  ̂+ 0' = О, I s * ' .

Пусть эта система имеет в R* нетривиальное решение, удов
летворяющее условиям 0(£)-*- 0, /(£)-► 0 при | | |  -*■ °°. Тогда, 
как следует из вида автомодельной координаты £ в (68), локали
зация решения иА, vA или ее отсутствие зависит от знака пара
метра I = q p — v (р +  1). Критическое зпачепие 1 = 0 (т. е. q =  
=  v (р +  1)/р  — S-режим, |  = х  и (66), (67) — решение в разде
ляющихся переменных) делит область изменения параметров за
дачи на две части. При I >  0 автомодельное решение локализова
но (I >  0, т. е. q >  v(p  +  1)/р — LS-режим), а при I <  0 локали
зация отсутствует, причем нд(£, х),  vA(t, а;)-*- »  в R" при t-*- Т0 
(HS-режим).

Сопоставим автомодельное критическое значение

Ч* =  (l-i +  1) v/p (70)
с критическим значением

(РЧ)* =  (1 +  М-) (1 +  v), (71)

которое дает метод стационарных состояний. Из (65) в силу (70) 
имеем р* =  р (?* +  l)/v — 1 =  р (v +  l)/v* и поэтому р*?* =  
=  (1 +  р) (1 +  v), что в точности совпадает с (71).

Таким образом, в «автомодельной области» значений парамет
ров сформулированное в теоремах 7, 8 условие отсутствия лока
лизации pq <  (1 +  р) (1 +  v) является не только достаточным, 
но и необходимым. Йо-видимому, этот вывод остается в силе и 
без выполнения автомодельного условия (65).

Обратим внимание на то, что закон роста амплитуды автомо
дельного неограниченного решения (66), (67) по характеру за
висимости от t совпадает с правыми частями оценок (61), (62), 
полученными путем сравнения с гомотермическим решением (60).
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Важно отметить (и этот факт еще раз подчеркивает опреде
ленную оптимальность результатов, вытекающих из метода ста
ционарных состояний), что более тонкие оценки размеров носи
теля решения (63), (64) в HS-режиме {т <  0) также в точно
сти совпадают с автомодельными. Без труда проверяется, что 
при выполнении условия (65) справедливы равенства

т(р +  1) =  т (<] +  1)_______
2 (р 4-  р  - ь  1) (pq —  1) 2 (9 -f- V +  1) (pq — 1) '

где п — показатель в выражении (68) автомодельной координа
ты которая определяет закон движения фронтов автомодель
ных тепловых волн, формирующихся по каждому компоненту 
в HS-режиме.

§ 4. Об эффекте локализации горения 
в многокомпонентных средах

Данный параграф, который можно рассматривать как про
должение предыдущего, посвящен качественному и численному 
исследованию процессов горения с обострением в многокомпо
нентных средах. Большинство из указанных здесь свойств не
ограниченных решений квазилинейных параболических систем 
уравнений пока не получило строгого обоснования.

Ниже рассматриваются две различные системы уравнений. 
Основное внимание будет уделено тем свойствам решений, кото
рые не имеют аналогов в теории режимов с обострением, разви
той ранее для одного квазилинейного параболического уравне
ния. При этом обсуждаются также вопросы, связанные с эффек
тивностью автомодельного метода исследования.

Оказывается, не всегда неограниченные автомодельные реше
ния, которые удается построить для систем со степенными нели
нейностями, «ответственны» за асимптотическую стадию разви
тия режимов с обострением. Бывает так, что асимптотическая 
эволюция процесса горения описывается автомодельными реше
ниями совсем других уравнений, т. е. возникают п. а. р.

1. Система уравнений с источниками. Здесь рассматривается 
параболическая система квазилинейных уравнений, которая явля
ется обобщением системы, изученной в § 3. Удобно записать ее 
в следующем виде:

щ =  кг ( иа'и х) х +  q ^ v ^ ,
( 1 )

vt =  k 2(v°*vx)x +  g2iAuVl, t >  0, x e R .
Здесь Oi >  0, ^  >  1, 5= 1 (i =  1, 2 )— фиксированные безразмер
ные параметры. Число положительных постоянных k t, qt, имею
щих размерность, можно уменьшить за счет перенормировки 
t  ->■ t0t, х -*■ х„х, и Uau, v -*■ V0v.

Если б =  a^[Pi— (4t +  l)] — CTi[§2 — (42 +  1)] ^  0, то таким 
способом можпо вообще избавиться от размерных постоянных в
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системе, полагая

t — о-1?/1 P,F  Va ro — "1 u o v о i

u o =
g, \°>l6 ( k2 \(v2+i-P2)/«

х , - к \ ' ' и У \
qt j°*/4^ * a y V‘ + ," P*)/"e

Если же 6 =  0, то любые три из постоянных можно сделать рав
ными единице; в системе остается лишь один безразмерный па
раметр, например

=  j±  ^  j ° i/(Vi+1' Pi) Vi +  1 — Pi Ф  0-

Поэтому вместо (1) мы будем рассматривать эквивалентную 
систему

ut =  (ua4ix)x +  iAyv*, (2)

vt =  к (vaw x)x +  iA mvi , t >  0, x  e  R, (3)
где к =  1, если б 0, и к >  0 произвольное, если 6 =  0. Для (2),
(3) ставится задача Коши:

н(0, х ) = и с ( х ) > 0 ,  н(0, х )=  v0(x)>  0, i e R ,  (4)

где м0, Vo — ограниченные финитпые функции.
1.1. А н а л и з  п р о с т р а н с т в е н н о  о д н о р о д н ы х  р е 

ш е н и й .  Прежде всего необходимо выяснить, при каких усло
виях возможны неограниченные решения. Это можно сделать, 
рассматривая пространственно однородные решения задачи, ко
торые не зависят от х  и удовлетворяют уравнениям

и '  (t) =  u p i  (t) vv* ( £ ) ,  v’ ( £ )  =  l A  (t) k V i  ( £ ) ,  f > 0 ,  ( 5 )

и (0) =  u0 >  0, v (0) =  h0 >  0. (6)

Пусть =  Y>+ 1 — 0 (t =  1, 2). Тогда система
первый интеграл:

t >  0,

имеет

(7)

с помощью 
пениям:

которого она сводится к двум автономным урав- 

и (t) = иpi ( и®» — а 2С0 )  2 2 (8)

v (t) =  iA * f > 0 .  (9)

Отсюда сразу вытекают условия возникновения режимов с 
обострением по каждому компоненту. Если, например, a t >  0, 
a 2 >  0, то для возникновения режима с обострением по и доста
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точно, чтобы Pi +  а^г/а-г >  1. Это неравенство эквивалентно ус
ловию —■уф+(Pi  — 1) (рг — 1) < 0, что в данном случае выпол
нено (так как Р ( < 1  +  ^(). Аналогично проверяется, что при 
cti >  0, а 2 >  0 имеет место режим с обострением по второму ком
поненту и. Из тождества (7) следует, что моменты обострения 
u(t) и v( t ) , определяемые из уравнений (8), (9), совпадают.

Любопытпая ситуация складывается, когда а ( и а 2 имеют раз
ные знаки, например ai >  0, <х2 <  0. Здесь, как видно из (7), 
С0 >  0 и, поскольку р2> 1  +  72> 1 ,  по v развивается режим 
с обострением: v(t) -*■ °° при t-*-Tq<Coo. Функция u(t)  при 
этом остается ограниченной: u(t) (а1С,0)1/“1, Еще бо
лее разнообразным может быть характер протекания гомотерми- 
ческого горения в случае a i <  0, a 2 <  0.

Постоянная Со в (7) может иметь любой знак. При С0 =  0 
уравнения (8), (9) дают режимы с обострением по обоим ком- 
попептам. Если Со <  0, то u(t) развивается в режиме с обостре
нием, а v(t) ограничена. В случае Со >  0 — паоборот.

Таким образом, при ai <  0 (или а 2 <  0) характер горения 
компонентов и, и может протекать по существенно различным: за
конам: один растет в режиме с обострением, а другой ограничен.

1.2. А в т о м о д е л ь н ы е  р е ш е н и я .  Введем обозначения
mi = a i/p1 р =(р,  — 1) (£2 — 1)— Чф.

При выполнении условий
б =  ff1(if2 +  1 — М — <MTi +  1 — Pi) =  0, (10)

т, <  0, тг <  0 (11)
система (2), (3) допускает неограничепные автомодельные ре
шения следующего вида:

uA {t, г) =  ( Г о - / Г 10(1), vA (t, x) =  (T0- t ) m>j(t),
l  =  х!(Т0 — t)n. п - (m1a1 + пг2ог + 2)/4,

где функции 0 ^  0, / 3* 0 удовлетворяют системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений

( e V ) ' _  „0 '|  +  mi0 +  0р1/ г =  0,

*  i f 2} ' ) '  -  n f l  +  m j  +  / V 1 =  0, g s  R,

и обычным краевым условиям: 0(1), /(!)->- 0 при 111
Как следует из (12), многие свойства автомодельных реше

ний, проявляющиеся при t -> Т„ <  оо, зависят от знака пара
метра п.

Если п <  0, то по обоим компонентам развивается HS-режим 
с обострением, который не локализован, причем им гА -*■ «> в R, 
t Т0 .

431



Наоборот, в случае п >  О неограниченные решения локализо
ваны; если га> 0  (LS-режим), то иА, vK неограниченно возраста
ют при t-*- Tq в одной точке х =  0.

При п =  0 развивается S-режим с обострением; функции иА, 
vA в (12) представляют собой решение в разделяющихся пере
менных и поэтому неограниченно возрастают при t-* -T A соот
ветственно на фундаментальных длинах: L e =  mes supp 0, Lf =  
=  mes supp /. Области локализации каждого из компонентов,

Рис. 84. Автомодельные функции S-режима (га =  0); Стх =  1,5, 02=2,
=  1,9, §2 =  1,6, Ti =  1,05, ь  =  0,8, к =  1

вообще говоря, различны. Для примера на рис. 84 приведены 
пространственные профили функций 0(E), }{%) в случае S-режи
ма. Здесь Ьв <  Lf.

Численное исследование показывает, что при а, >  0, а 2 >  О 
автомодельное решение S-режима единственно и устойчиво 
(в норме специальной автомодельной обработки, см. §2 , 5  гл. IV). 
При достаточпо произвольных начальных данных в процессе эво
люции на ограниченном участке среды формируется устойчивая 
диссипативная структура, причем каждый компонент эффектив
но локализован на своей фундаментальной длине Ьв или Lf.

Пример такого выхода на автомодельный S-режим с обостре
нием приведен на рис. 85. Начальные возмущения и „ ( х ) ,  Vo(x)  
заданы несимметрично. Поэтому сначала в среде возникают две 
тепловые волны по и, v (t =  £,, t = t2), которые в момент време
ни t =  t3 пересекаются и затем порождают тепловую структуру 
(£ =  £4), эволюционирующую по законам автомодельного S-ре
жима.

При а, <  0 (или а 2< 0 ) ,  когда характер гомотермического 
горения компонентов может существенно различаться, автомо
дельные решения не реализуются. Как правило, в численных
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расчетах один из компонентов при t-* -T 0 нарастает в режиме- 
с обострением, а второй остается ограниченным при£ =  Т0 . Тем 

самым автомодельные решения с согласованным горением ком
понентов представляют собой своеобразную неустойчивую грани
цу, разделяющую множества решений с различными (несогласо
ванными) законами горения и и v.

1.3. О б щ и й  с л у ч а й .  Возникает вопрос, что будет в об- 
Пем случае, когда условие (10) существования автомодельных

Рис. 85. Формирование автомодельной структуры S-режима после взаимо
действия концентрационных волн в среде: Pi =  Рз =  2, кi =  Кг =  1, Ф =  

=  о2 =  2, А: =  1; t, =  0,272, t2 =  0,072, t3 =  0,7812, t4 =  0,7823

решений не выполнено? Во-первых, численные эксперименты по
казали, ЧТО при Cti >  0, Ог >  0 (т. е. р, <  1 +  ^i, р2 <  1 +  Чг)
всегда возникают режимы с обострением по обоим компонентам.

Во-вторых, цри нарушении автомодельного условия (10) про
цессы горения компонентов протекают, вообще говоря, несогла
сованно и могут существенно различаться. Например, возможен 
случай, когда горение первого компонента происходит в LS-pe- 
жиме с обострением (неограниченный рост па множестве меры 
нуль, локализация), а горение второго компонента развивается 
в HS-режиме, и область его горения охватывает цри t-+  Т0 все 
пространство. Пример такого расчета приведен на рис. 86. Воз
можны и другие ситуации, когда по и имеет место S-режим, а по 
о — HS-режим с обострением. Или же оба компонента развива
ются в HS-режиме, но с разными скоростями распространения 
температурных волн по u, v.

Выпишем в заключение для общего случая достаточные 
(и, по-видимому, необходимые) условия отсутствия локализации
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неограниченных решений задачи, т. е. возникновения HS-режима 
по крайней мере по одному компоненту. Нетрудно проверить, 
что уравнения (2), (3) допускают следующее одпопараметриче- 
ское семейство стационарных решений:

Ua (х) = a2ê mUj (ах), Va (х) =  a ^ 'mV1 (ах). (14)

Здесь а >  0 — произвольная постоянная; £Л, Vt — какое-либо

Рис. 86. Смешанный режим горения с обострением (LS- по первому ком
поненту, HS- по второму): |Ji =  р2 =  1,5, "(i =  Чг =  1,5, CTi =  1, 02 =  3, к =  

i=  1; U =  0,0745, t2 =  0,0771

■стационарное решение, например подобное тому, которое по
строено в лемме 2 § 3;

т =  Ы * — [Pi — (о, +  1)] [р2 — (о2 +  1)], 
ef =  1 +  +  <jj — р„ i =  1,2.

Следует ожидать, что от знаков имеппо этих параметров за
висит многое в асимптотическом поведении неограниченных ре
шений. В частности, элементарный анализ (в соответствии с ме
тодом стациопарных состояний) семейства (14) при малых а > 0  
приводит к следующему результату.

П р е д л о ж е н и е  2. Пусть [J, >  1, ^ > 1  и e / m < 0 ,  е2/ т  <  0, 
тп Ф 0. Тогда всякое неограниченное решение задачи (2), (3),
(4) не является локализованным.

2. Система уравнений, в которой учитывается процесс выгора
ния. Ниже рассматривается задача Коши для системы уравнений

и, =  (k0uouI)x +  <7oHvns, 
v, =  —р ^ и ' ,  t  >  0, i e R ,

Она описывает процесс горения нелинейной среды с объем
ным выделением энергии при учете уменьшения плотности ве
щества за счет его выгорания (v =  v(t, х ) > 0  — плотность горю
чего вещества). Здесь ji >  1, v >  0, е >  0 — фиксированные без
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размерные параметры; fc0, q0, Ра — положительные постоянные, 
имеющие размерность. Во втором уравнении не учитывается диф
фузия вещества, что на самом деле пе влияет на окончательные 
выводы.

От постоянных к0, qо, ра легко избавиться путем изменения 
масштабов по независимым и зависимым переменным t, х, и, v. 
Поэтому в дальнейшем рассматривается система в безразмерном 
виде:

Ut = (uaUx)xJT v'u?, , . r .
v, =  — vyu \  t > 0 ,  l e R  ' >

Пусть процесс гореппя инициируется заданием начального 
теплового возмущения и некоторой начальной концентрации го
рючего вещества:

и (О, х )=  Uo(x)&s 0, v(0, x ) = v a( x ) ^ 0 ,  (16)
Заметим, что при v =  О (v — порядок химической реакции го

рения) связь между уравнениями системы (15) отсутствует и 
распределение температуры u(t, х) удовлетворяет уравнению, 
изученному в предыдущих главах.

Предстоит выяснить, как учет фактора выгорания влияет па 
асимптотическую стадию развития режимов с обострением в не
линейной среде, при каких условиях возможна локализация го
рения. Любопытно, что в данном случае неограниченные автомо
дельные решения, вообще говоря, пе дают правильного описания 
асимптотической эволюции режимов с обострением. На причинах 
этого мы остановимся позднее.

2.1. Н е о г р а н и ч е н н ы е  а в т о м о д е л ь н ы е  р е ш е 
ния.  Большим достоинством системы (15) является то, что 
практически при любых значениях параметров она допускает 
автомодельные решения:

uA(t, *) =  ( r o- t ) - 1/e0(S), (17)
vA(t, я) =  ( Г . - 0 ,,,- и+,,,/“/(1). a = e v + ( l  - v ) ( p -  1 ) # 0 ,

(18)
где |  — автомодельная координата:

l  = x/(To — t) (a-°),(2a). (19)
Если учитывать диффузию ио второму компоненту, то н си

стеме возникает еще одна размерностная постоянная, и автомо
дельные решения будут существовать при некотором дополни
тельном ограничении на параметры.

Автомодельные представления температуры 0 ( £ ) ^  0 и плот- 
пости / ( 1 ) ^ 0  определяются из системы обыкновенных диффе
ренциальных уравнений:

(0a0 ' ) ' - ^ = ^ 0 ' £ - | - 0  +  /v0fJ =  O, (20)

-  +  Ё ~ (? ^ 1} /  ~  А 8 =  0. 5 e R ,  (21)
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0 ( о о ) =  0, / ( « » ) <  во, (22)

которые имеют простой физический смысл.
Из (17) вытекает условие возникновения режима с обостре

нием при f-> T q <С о о :'

a  =  ev +  ( l — v) (Р — 1 ) >0 .  (23)

Концентрация vA в (18) не может возрастать со временем. По
этому необходимо второе ограничение на параметры

р >  е +  1. (24)

Классификацию а[втомоделышх решений проведем, как обыч
но, по характеру изменения со временем области интенсивного 
горения (полуширины), размеры которой, как следует из (19), 
■зависят от времени по закону

Zo*(f)~(7,o - f ) (a-",/(2a\  0 < f < 7 „ .  (25)

Поэтому возможны три случая: а) если a  <  а, то xot,(t)->- °°, 
' t—*-Tg, и к моменту обострения волна горения охватывает все 
пространство (HS-режим с обострением); б) если а, =  о, то 
а:лф(0 =  const >  0, и область интенсивного горения не меняется 
со времепем (S-режим); в) если а  >  а, то x.,^(t) -*■ 0, 
область интенсивного горения уменьшается со времепем и не
ограниченный рост температуры наблюдается лишь в одной точ
ке х  =  0 (LS-режим).

Мы не будем подробно останавливаться на анализе системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений (20), (21), в этом 
нет необходимости. Отметим лишь, что в S-режиме (к =  о) она 
сильно упрощается; при v <  1 (21) превращается в равенство

[9 (26)

л краевых условий

а первое уравнение (20) принимает вид

(ев6'У -  1 0 +  a*0(4+i-v)/(i-v) =  о, а3 0 ( 1  —  V)
а — е

v/(i—V)
(26')

и легко интегрируется. Функция 0 (§) определяется из квад
ратуры

0о/а

Jin
dz

[ i - b W - v)]1/2 1_2 (о +  2) ■]1/2(£о- У +, £ >  0* (27)

Ь2 _  2 g(g +  2 ) ( l - V )
_  o4- ( l - v ) ( o  +  2)'
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Таким образом, 0 ( |) ,  / ( 6) — финитные функции; размеры но
сителя определяют фундаментальную длину S-режима:

Г2я (а +  2)11/2 Г (1/2 — v/2) tA _  v 
а J Г (1 — v/2) ^  А

а - е  lv/2 Га-)-  (1 — у) ( а Ч - 2 ) 1(1-У)/г
[ а (а -)- 2) (1 —  у ) J

=  2 |0 =  р

X
Г 0 — Е 1'
[а (1 — у) J

(28)

Естественно, при v =  0, е =  0 это равенство определяет фунда
ментальную длину в среде без выгорания: Ls =  2я(а +  1)1/2/а 
(см. § 1 гл. IV).

2.2. Об а с и м п т о т и ч е с к о м  п о в е д е н и и  р е ж и м о в  
с о б о с т р е н и е м .  Указанные выше неограниченные автомо
дельные решения являются структурно неустойчивыми, т. е. их 
пространственно временная (согласованная по обоим компонен
там) эволюция не наблюдается в численных расчетах.

На рис. 87 представлены результаты численного расчета урав
нений (15) при значениях параметров, формально отвечающих 
S -режиму (а =  а). Начальные функции отличны от нуля на дли
не 2LS, где (см. (28))

L S = V - П 1 /4 )  
31 Г (3/4)' 5,205.

Максимумы начальных распределений соответствуют автомо
дельному решению (26), (27), растущему в режиме с обострени
ем с временем обострения =  1. Однако пространственные 
профили и0(х) и v0(x) не являются автомодельными. В резуль
тате за счет завышенного (по отношению к автомодельному) за
дания v0(x) для развития режима с обострением по температуре 
достаточно лишь части энергии начального распределения v„(x). 
Это отчетливо видно на рис. 87, б. Поэтому процесс выгорания 
вещества стабилизируется па асимптотической стадии развития 
режима с обострением по и, п при t Т„ (реальное значение 
времени обострения равно Т0 =  0,525 <  Т$) плотность v(t, х) 
существенно не меняется в области интенсивного горения.

Таким образом, при уравнение для концентрации вы
падает, и асимптотика температурного режима с обострением 
описывается одним уравнением

u, ={и°их)х +  (29)

где Q„ — постоянная, равная ( v ( T q , х) У — среднему значению 
предельной плотности в области интенсивного горения. Но при 
данных значениях параметров [} >  о +  1, и, следовательно, урав
нение (29) обеспечивает развитие обычного LS-режима, что от
четливо наблюдается на рис. 87, а. И вообще, возмущенный в 
большую сторону по температуре и плотности S-режим вырож
дается при t->-To в автомодельный (по отношению к (29)) 
LS-режим, поскольку из неравенства а >  е, всегда справедливого 
для S-режима (а =  а), следует, что  ̂>  а 1 в (29).
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Рис. 87, Расчет уравнений (15) в S-решиме при о =  2, {) =  4, е =
покоит



к. и ft,.г)

О 8 16 х

= 1, V =  0,5 (а =  а): а — первый компонент, 6 — второй ком-



u ( t . x )
a

COC© Pnc. 8S. Распет уравнений (15) в LS-режиме при о =  2, 0 =  6, е =  1, v =  0,5 (а >  о): а — первый компонент,
б — второй компонент



u(t,x)
8 -  

7 -

6 - 

5 -

4 - 

J  - 

2 - 

1 -

0

Рис. 89. Расчет уравнений (15) в HS-режиме при а =  2, j} =  3, е =  1, \  =  
=  0,5 (а <  о): а — первый компонент, б — второй компонент

16 х
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Если же в S-режиме (а  =  о) задать профили начальных рас
пределений, заниженные по отношению к автомодельным, то это 
чаще всего приводит к преждевременному выгоранию всей на
чальной массы вещества и в среде прекращается выделение энер
гии. В результате температура не развивается в режиме с обост
рением и удовлетворяет уравнению без источника:

ut =  (i^n*)*. (30)
Таким образом, автомодельные решения (17), (18) служат 

неустойчивой границей между широкими классами решений 
«вырожденных» уравнений (29) и (30).

В LS-режиме (по отношению к (15), а  >  о) начальные функ
ции, завышенные по сравнению с автомодельными, приводят к 
развитию LS-режима, отвечающего (1 > с  +  1 в (29). На рис. 88 
приведены результаты расчета LS-режима с начальными дан
ными S-режима, представленными на рис. 87. При£-*-7У =  0,291 
плотность стабилизируется и температура растет в LS-режиме 
(Р =  6 > а + 1  =  3 в (29)).

Для HS-режима (а <  о) эти начальные данные являются за
ниженными по отношению к автомодельным. Как видно из 
рис. 89, заниженным является и постоянный фон плотности 
и0(х)=  1. Поэтому сначала происходит быстрое выгорание ве
щества в области отличной от нуля начальной температуры, а за
тем в окружающее пространство с большой плотностью распро
страняются две тепловые волны, которые за счет более интенсив
ного выделения энергии при больших температурах развиваются 
в режиме с обострением (7\> =  1,72).

§ 5. О разностных схемах для квазилинейных 
параболических уравнений, допускающих 

режимы с обострением

Значительное место в проведенном исследовании режимов 
с обострением занимают результаты численной реализации рас
сматриваемых нестационарных задач. В данном параграфе изу
чаются свойства разностных схем для квазилинейного параболи
ческого уравнения со степенпыми нелинейностями с одной про
странственной переменной:

п( = (п я+1) ^ + п р. (1)
Здесь, как обычно, о >  0 и р >  1 — постоянные.

Для (1) рассматривается краевая задача в области {t >  0, х  е  
е  (0, 1)}, Z =  const > 0 ,  с условиями

ц(0, х) =  и0 (х) 0, 0 u%+1 e # J ( 0 ,  Z), (2)
u(t,  0) =  u(t,  l) =  0, t ^  0. (3)

Полученные здесь результаты дают некоторое представление 
о проблемах, которые возникают при численной реализации ре
жимов с обострением. Основное внимание уделяется исследова
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нию неявпых (нелинейных) разностных схем, которые в силу 
ряда своих преимуществ [152] по сравнению с явными схемами 
использовались во всех численных расчетах. Ниже рассматрива
ются такие классические вопросы теории разностных схем, как 
условия разрешимости схемы на временном слое, условия гло
бальной разрешимости разностной задачи, условия сходимости 
разностного решения к решению исходной дифференциальной 
задачи.

Большое внимание уделяется вопросу об условиях отсутствия 
глобального решения, т. е. возникновения разностных режимов 
с обострением. С этим связаны два других довольно необычных 
свойства неявной схемы: если решение интенсивно растет, то в 
некоторый момент времени мозкет случиться так, что па времен
ном слое либо решение станет песдипственпым, либо оно мозкет 
вообще не существовать, т. е. схема перестанет быть разрешимой.

Все эти свойства (неограниченность, неединственность и не
существование решения) возмозкпы в случае jl 5= о +  1, когда 
разностный оператор, отвечающий правой части (1), но является 
коэрцитивным. При 1 <  р <  о +  1 н достаточно малых шагах по 
времени всегда существует решепие в целом, причем оно един
ственно.

Многие из полученных результатов справедливы для разпост- 
пых схем в случае уравнений типа (1) с достаточно произволь
ными нелинейностями.

В конце параграфа кратко рассматриваются явные (линей
ные) схемы; анализируется слабый принцип максимума н уста
новлены условия неограниченности разностного решения.

Введем равномерную сетку но пространству о)Л с шагом h =  
= l / ( M +  1), где М >  0 — целое число, систему временных ин
тервалов {г,}, Tj+i ^  Tj, и соответствующую сетку по времени со,. 
Всюду, за исключением п. 1.4, сетку шт считаем конечной и рав
номерной: Т ; ^ т  =  7У(ЛГ+1), 0 =£ / =£ Лг, Лг >  0 — целое, Г >  0 — 
постоянная (в п. 1.4 т, 0 при /-*■<» и мт — неравномерная сет
ка). Обозначим через II h мпозкество сеточных функций vh =  
=  1н,1 Но =  Vm+i =  0, Vi >  0, i =  1, 2, .., М).

1. Неявная (нелинейная) разностная схема. Следуя [152], по
ставим в соответствие задаче (1) — (3) неявную разностную схему

( и - и ) / ъ  =  {и°+1)-хх +  и \  (t, х) е  шт X  <оЛ, (4 )

ц° =  Нал 5= 0, х е  (0Л; и е  Hh, t ^  о)т, (5)

где введены обычные обозначения: и =  н*,"1"1, и =  и{ — искомая
сеточная функция, определенная па дискретном мпозкестве 
<ог, л =  м, X to;,; (н)^ =  (на- i — 2vk +  vh+1 )fh2 — обозначение опе
ратора разностного дифференцирования второго порядка, u„k — 
проекция ы0(х)  на <оЛ.

При формулировке задачи (4), (5) и всех последующих ре
зультатов учитывается, что разностное решение и является не
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отрицательным (в противном случае не определена операция 
возведения в произвольную степень). Это одна из особенностей 
неявных схем для параболических уравнений. Легко проверить, 
что схема

(и — u ) / t j  =  ( | и | а м ) ^  +  (ш а х  (0, w))p, (Z, х) <= (oXih, (6)

тождественно совпадающая с (4) при и >  0, не может допускать 
при любых т„ k отрицательных значений и, если в Шц (бо
лее того, м > 0  в (О/,, коль скоро и Ф  0). Это следует из анализа 
(6) в точке достижения функцией и отрицательного минимума 
по х  (см. § 7 гл. V). Аналогичный слабый принцип максимума 
имеет место для дифференциальной задачи (см. § 2).

Введем необходимые разностные функциональные простран
ства. Пространство сеточных функций Ул =  =  0, 1, . . . ,  М +
+  1, Vo =  Ум+i =  0) спабжается скалярным произведением и 
нормой: м

(Vh, Wh)h =  h S  ViWi, | vh |M =  (vh, vA)i/2. (7)
i=l

Нормы в сеточных апалогах пространств Lg(0, l), q S' 1, и 
Н \ (0, I) имеют соответственно вид

I Ич(  м
Vh lft,<7 =  ( h  2  I

\  1 =  1
щ I

м
\ V h

г—О
vi+1'— v. |2 ,1/1

Через || ■ 1л,2 обозначим норму, дуальную I I 2 относительно 
скалярного произведения (7):

и „* l ( [’ft- шл)л1
II vh ||/i, г — SUP II ц, II*h^vh ,11 “’л Ik a

Справедливо равепство
II М ; я|к 2 =  1 Ы к 2, vKe=Vh. (8)

В сеточном аналоге пространства С(0, I) порма имеет вид 
I i>ftlc =  max | ^  I, vh <= Vh.14i<M

Введем операторы продолжения полагая, что phVh — пе-
прерывиая функция, линейная на каждом интервале 
(ih, ( t + l ) f t ) ,  причем pt,Vh(ik)=v{ (i =  0, 1, . . . ,  М +  1); qhv,t — 
кусочно постоянное доопределение сеточной функции vh е  F„, ко
торое при всех ih <  х < {i + 1 )  h равно Vi. Очевидно, что 
PhVh е  tf j  (0* I), qhvu е  L«(0, Z), причем

ll̂ ft̂ ftHi,g(Q=  I vhIft.q, I Phvhi!^i^ jj =  |1ул|л,г«
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Аналогичным образом для сеточных функций vx, h, определен
ных в узлах сетки сот, введем оператор продолжения qx по фор
мулам qTphVXtfl =  p hv?hl , qxqhVz,h = Qh^h1 при всех j r < t < ( j  + 
+  1)т, 7 =  0, 1, N  (сетка со* при этом считается равно
мерной).

Обозначим [152] через
^  =  i - sin2g , (9)

(Ю)

соответственно первое (наименьшее) собственное 
первую собственную функцию разностной задачи

значение и

(фл)-х +  И *  =  °. х е  “ л; фл е  Vh. (И)

Функция фЛ в (10) выбрана таким образом, что I трлIл, i =  1. За
метим, что тфл (л:) >  0 в со,,.

Мы начнем с вопроса о разрешимости схемы па временном 
слое, т. е. о существовании и свойствах оператора перехода [152] 
с одного временного слоя па следующий. В дальнейшем через 
А 0, А {, обозначаются различные постоянные, не зависящие 
от т, h.

1.1. Д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я  р а з р е ш и м о с т и  р а з 
н о с т н о й  с х е м ы  па  ф и к с и р о в а н н о м  в р е м е н н о м  
слое .

1. Сначала будет показано, что при jl <  с +  1, а также в слу
чае [J =  о +  1, Xi >  1 (последнее накладывает ограничение свер
ху на длину отрезка [0, Z]; см. (9)) схема (4) разрешима относи
тельно сеточной фупкции и при любых величинах т. Для этого 
нам понадобится следующее утверждение, которое является раз
ностным аналогом леммы 1 § 2 (см. [131, 152]).

Л е м м а  1. Для любой функции vh^ H ^  справедливы оценки

( 12)

| % i to t tU  <  А01| ^ +1 | | ^ о+1)/(0+1\  Л  =  Z1+<l‘+0+1>'r«e+1>\ (13)
Рассмотрим непрерывный оператор Ph- Rw RM:
Ph (и) =  |(£ ft -  uh)lx  -  (Я0+1к  - u l  ft =  1, 2, . . . ,  M l. (14)

Существование корня уравнения Ph(u) =  0 означает разреши
мость схемы (4).

Пусть сначала 1 <   ̂<  о +  1. Тогда
(Ph (и), П0+1)Л = ± ( и - и ,  иа+1)л +  I и0+1||£,2 -  I Z$%a+V+i. (15)

Используя неравенство (13), а также легко проверяемую оценку

(Б -  л) l a+1 >  ̂ Т 2  (Б0+2 -  г)0+2), £, ц е  R+, (16)
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из (15) получаем 

(Ph (и), ua+1)h >  — ИI lV +г -  I и |ЛВ Д +1 + Л г \ и— - Iа +  2 т '
_  j - ( ( H 3 0 + 3 ) / ( p + a 4 - l )

Второй член в правой части оценим с помощью неравенства 
Юнга. В результате получим

i : i U « +. < ^ l s E K i v .  +  3 „

А , - 0 +  1 — Р Г Р +  ° + 1Г 1+2(o +  l) [ ^ ( o + l )  

и тогда окончательная оценка принимает вид

(Рл (S), г "+‘)« > Ф IЭДКУ-и -  ( Л  +  ; г Ь т  Iв |К *‘)- (17>

Отсюда в силу теоремы Брауэра о неподвижной точке непре
рывного оператора в конечномерном пространстве (см., напри
мер, [131]) заключаем, что уравнение Ph(u) =  0 имеет в шаре

(р+0+1)/(о+1-р)

1̂ 12(0+1) ^  2 / 
I и  1Л.РН-0 + 1 д  I •̂ 2 Т-

1 1
а + 2  т и |Г0+2 (18)

по крайней мере одно решение. Вне этого шара решений не су
ществует, поскольку там, как следует из (17), (Ph(u), ыа+1)Л> 0 .

Перейдем к анализу случая р =  о + 1 .  Тогда из (15), (12) 
имеем

(Ph («). ^ +1)Л >  (*£ -  1) I и \ 1 % %  -  ^ 2  + 1 ^ 1Г Л 2.

Отсюда при X i > l  уравнение Рь(и)— 0 имеет по крайней мере 
одно решение и такое, что

1I .̂2(0+1)
| U  |/ l ,2 (0  +  l ) ( ^  -  1) (о +  2) т

I „  [ ° + а 
| и  [Л ,0 4  2 ■ (19)

Тем самым доказана
Т е о р е м а  1. Пусть р < о + 1  или р =  о +  1, Я ?> 1 . Тогда 

при любых т >  0 существует по крайней мере одно решение 
u ^ H h схемы (4), принадлежащее множествам (18) или (19), 
причем вне указанных множеств решений нет.

Как показывают оценки, полученные в п. 1.5, в условиях тео
ремы 1 разностная схема (4) при достаточно малых т >  0 имеет 
единственное решение.

2. При р > а + 1  или р =  о+1,Я?г£^1 параболический опе
ратор схемы (4) не является коэрцитивным, т. е. теорема Брауэ
ра, где используется коэрцитивность оператора, не примепимаг 
и теорема 1 перестает быть справедливой. Поэтому мы будем 
искать при достаточно малых т решение и, близкое к и.
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Положим и — и =  z и введем непрерывный оператор
Л :

Fh{z) =  |t  [(ГА + иЛ)°+1]*я + t (z,{ +  ufe)p, k =  1, 2, M\.
Наличие у оператора Fh неподвижной точки означает разре

шимость схемы (4). Справедлива очевидная оценка

I Fh (z) |с  ^  ( I и \ с  +  | z 1с)Рт +  (I н |с +  | г  |с)°+1т.

Отсюда ^  переводит множество Х с, =  Cz\\z\c ^  С0) в себя (здесь 
Со >  0 — произвольная постоянная), если

т < --------------й-----\ . (20)
(1“ 1с+С0)^-2Д -г ( | Ы.|с + С 0)°+1

Поэтому в силу теоремы Шаудера о неподвижной точке [165] 
справедлива

Т е о р е м а  2. Пусть выполняется условие (20). Тогда схе
ма (4) имеет решение u ^ H h, причем Iи — и\с <  С0.

З а м е ч а н и е .  Полагая С0= | м | с в (20), получаем следую
щую оценку практически максимально возможного шага по вре
мени траэ, при котором схема разрешима на данном слое:

tpm s s (2p U |& -1 +  2°+2 \ и\сЬГгУ~1. (21)
Ниже будет показало, что эта оценка по характеру зависимо

сти Траэ от \и\с является пеулучшаемой. Она имеет принципиаль
ное значение при достаточно больших 1н|с, когда решение раз
вивается в режиме с обострением. В классе равномерно ограни
ченных \и\с из (21) получаем обычную для параболических 
уравнений оценку тРа3 =  0(А2) при 1 (см. [152]).

1.2. Об у с л о в и я х  н е е д и н с т в е н н о с т и  р а з н о с т 
н о г о  р е ш е н и я .  Покажем, что при [} 3* о +  1 п достаточно 
малых т неявная схема (4) имеет помимо малого решения, по
строенного в теореме 2, еще одно, большое решение, которое ле
жит вблизи корпя U =  т-1/(Р~,) разностного уравнения

U/x = Uр. (22)

Оно совпадает с исходным, если в последнем не учитывать член 
(u cr+1)j;c и положить и =  0. Второе решение таково, что l t / |c °° 
при т -*■ 0.

Положим z = и — т_1/(Р_,) и определим непрерывный опера
тор G„: RM — RM:

С»Й -  |т (£  +  +  х [(Г, +  x-«S->)"H ]b -
* _  1р 2. . . . ,  Л /|.

Существование корня уравнения Ga(z) = 0 означает разреши
мость схемы (4).
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Рассмотрим выражение
(G* (z), z )д =  ((z +  -  т -™ -» , 2)Лт +

+  Т ( [ ( z  +  T_1/(P“ 1)) <I',"1] j x , г ) д  +  ( и ,  г )д  —  | z |д,2 =

=  ^1 +  -̂ 2 +  / Э — lZ |л,2-
на сфере |zlfci2 =  a0> 0 .  Очевидно, что \z\c ^ aah~W2, и поэтому, 
положив

т| о =  aah -'n x ' ^ - ' \  (23)
получим

!* >  - 12 к* IС* +  t_1/(P_1))L+1 L т >
>  -  # - < ° +2)]/(р- 1) ^  (1 +  210)о+11и\

/з ^  --I z\ht 2 I ll\ht 2 “  ---Яо I U-I/1, 2-
Для оценки члена / 4 воспользуемся неравенством

-п[(1 +  г])р — 1 ] > Ц ^ Т 1 2, (24)

которое справедливо для любых [J >  1,
=  С* (р) >• 0 — некоторая постоянная. Тогда, 
ну т столь малой, чтобы

П |<  С*. где С* =  
выбирая всличи-

(25)
с учетом (24) получаем

h > Р +  1
2 2 (л,2 = Р +  1

2
а2о-

Таким образом, выполняется неравенство 
(Сд(г), г )д ^

>  t z l  а 0 [ я 0 -  Л -  [ |  и  |д ,2 +  ±  (1 +  C t  (p ))« + i i v ^

Отсюда (Gh(z), z)h >  0 при всех

2 |ft,2 — аО —
=  р ! - !  [ |  и |д,2 +  т 1Р-«г+2)1/(Р-1) А  (1 +  С* (P))0+1 Z1/2] .  (26)

Остается убедиться в совместности при малых т условий (25)т
(26). Подставляя в (25) величину аа из (26), имеем

Tio =  g 4 i /l_1/2!и к  2 т1/(р~1) +  ^  й_8/4 X

X [1 +  С* (р)]°+1 ^ V P-(<T+1),/(P_1)1 (27)

откуда т)0 0 при т -*■ 0, если р > о + 1 ,  т. е. условие (25) не
противоречит (26) при малых т. Тем самым доказана
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Т е о р е м а  3. Пусть р > я + 1 .  Тогда при достаточно ма
лых  т разностная схема (4) помимо решения, построенного в 
теореме 2, имеет еще одно решение. Если (1 =  а +  1, то этот вы- 
■вод справедлив при (ом. (27))

4 - /Г 5/2 [1 +  С *  (а +  1)]0+1 Z,/2 <  С* (о +  D-

К счастью, второе (большое) разностное решение, не имею
щее физического смысла, неустойчиво, и корректный алгоритм 
решения неявной схемы [152] дает сходимость только к нужно
му решению. Тут же можно отметить, что в любой сколь угодно 
малой окрестности решения U =  т-1/(Р-1) оператор Fh{z) =  
=  {x(zfe +  х—1/<р—1))р — т_1/(|,_1), к =  1, 2, . . . ,  М} не является сжи
мающим, и, значит, решение U не может быть получено методом 
последовательных приближений. Это свидетельствует о его не
устойчивости.

1.3. Об у с л о в и я х  н е с у щ е с т в о в а н и я  р а з н о с т 
н о г о  р е ш е н и я .  Вторым проявлением пекоэрцитивности 
оператора схемы (4) при § Э* а +  1 является то, что она вообще 
моягет быть неразрешимой локально (т. е. на данпом слое).

Для определения условий несуществования решения восполь
зуемся оценкой

/■Ло+1\   2 ~(т+1 __(и т )- > ----- 5- и , я е  сод,** к“
■с учетом которой из (4) выводим неравенство

и > и  +тиа+,(и?-<°+,) — 2/hz), (28)

которому долнша удовлетворять функция и всюду в сщ.
Ясно, что достаточно проверить выполнение этого неравенства 

в точке достижения шах и, т. е. определить условия, при кото
рых неравенство

1 >  \и\с +  т |"+1( | ,,- (,’+1) — 2/кг) (29)
не имеет решепия в R+.

Рассмотрим сначала случай р =  а + 1 .  Тогда (29) принимает
вид

Ы с +  т ^ +1( 1 - 2 /А 2), | ,=  R+,

и, как нетрудно убедиться, пе имеет решения, если

* * > 2' w
Пусть теперь р >  а -Ь 1. Воспользовавшись неравенством Юнга

l a+1< - ^ i P +  e, E e R +,

е = Р — (о +  1) (4 (о +  1) ~[t<r+i)/[p—(<т+1)1

Р
lj~4(o +  l) J
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получим, что (29) не имеет решений, если всюду в R+
* I I 2т . т «.в
£ <  М с  д2’е "̂ "-2"^ '

Отсюда получаем условие неразрешимости схемы при [3> а4-1 : 
, , _2е , Р - 1 [ 2 \i/(P-D
| ц | с > ^ т +  V ' I ’f ) * (3)

Т е о р е м а  4. Пусть (3 =  о +  1. Тогда при выполнении усло
вий (30) схема (4) не имеет решения. В случае (3 >  а 4- 1 реше
ние не существует при выполнении (31).

Неравенства (30), (31) дают весьма точные оцепки величины 
шага по времени, при которых никакой итерационный процесс 
решения неявной схемы (4) не будет сходящимся (по той про
стой причине, что разностного решения не существует). Эти 
оценки можно использовать п реальных численных расчетах. 
В связи с этим рассмотрим (31) более подробно.

Положим
2 |р _  (а+1)1 Г4(а+1)1(р+1)/[р-(<1+1)1’' \  f) — 1 ( 2 У /(Р-1) 

°0 _  Р L Р J i i .  0 “  Р I Р /
Тогда (31) припимает вид

lulc S* a0T(fe2) - |,/[f,- (o+1)] +  box-1" 5- 11
и выполняется, например, в случае

M e  =  PVo (ЬТ 1/[Р"(0+1” = L«o ф — 1) 
Т =  Т„ераз=^0 (^)(р- 1)/[Р- (С+1)].

Р /(Р -1 )
(32)

(33)

В то же время условие (21) разрешимости схемы при выборе 
величины I u Iс из (32) принимает вид

т _f / (Р-1)/[Р-(я+о ]1раэ J0 V™ ) 1 /эо'\
/о =  [2? (раойо у - 1 + 2°+2 ([}a0do)

и в точности совпадает с (33) по характеру зависимости от шага 
пространственной сетки. Отсюда заключаем, что условие (21) 
разрешимости схемы при (3 >  а +  1 является неулучшаемым при 
больших Ы с (когда, например, разностное решение является 
неограниченным).

1.4. О н е о г р а н и ч е н н ы х  р а з н о с т н ы х  р е ш е н и я х .  
Перейдем к определению условий неразрешимости в целом раз
ностной задачи (4), (5) при [ 3 ^ а + 1 * ) .  Напомним, что сетка

по времени здесь неравномерна: Xj -*■ 0 при /-*■<» и 2  Tj =  <
3=о

<  оо, где То — время существования решения.

*) К а к  б у д е т  п о к а з а н о  в  п . 1.5, п р п  (3 <  о +  1 т а к  ж е , к а к  в  д и ф ф е р е н 
ц и а л ь н о м  с л у ч а е  (§ 2 ) ,  н е о г р а н и ч е н н ы х  р е ш е н и й  и е  с у щ е с т в у е т .
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Для доказательства неограниченности решения будет исполь
зоваться метод, который применялся ранее в § 2, а также в § 6 
гл. V.

1. Положим
£Н+‘) « Я  =  (2, ф*)А, ( Ё И(, (34)

где фл — первая собственная функция (10) задачи (11). Скаляр- 
но умножая систему уравнений (4) на фй, получаем цепочку 
равенств

——— =  — -̂1 (и°+1, фл)л +  (м*\ фд)й, t е  ci)T1 (35)

E w =  Е й = ( u 0A, ф*)А,

при выводе которой учитывалось, что ((м0-1"1);^, фл)л =  (иа+1г 
(фл);я)л =  — $  (ua+1, фд)л.

В силу нормировки фл >  0 справедливо неравенство Гёльдера 
фл)л =  ((пст+Т (°+1). Фн )н > (и °+\  фЛГ ° +1), 

с учетом которого из (35) получаем

^ > ( и а+\  ф Д /(а+1) [1 -  %1(иа+\  ф Х +1~Р)/(0+1)].
тг

Отсюда, еще раз применяя неравенство Гёльдера (п°+1, ф л )л ^  
^  (и, фл)д+1, выводим неравенство

Е
(Зв>

Пусть величина Е„ такова, что
р0 =  1 - ^ 0о+1- р > 0 . (37)

Тогда из (36) заключаем, что Ё >  Е в ш, при достаточпо малых. 
Tj, j  =  0, 1, и поэтому

Е - Е > £ р ( G  (i)T.

Поскольку
\и \с'=  шах ик ^ ,Ё ,  ! e a t ,

Кк^М

(38)

(39)

для определения условий неограниченности решения задачи (4),
(5) необходимо найти такую систему 1т,1 временных интервалов, 
чтобы 2  И =  Е0 <  оо и из (38) следовало условие Е и> 00, 
j  °°. Тогда в силу (39) разностное решение будет расти в ре
жиме с обострением, т. е. |u jlc -► 00 при j  -*• °о.
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Пусть
Tj =  A p-ai, j  =  0, 1, (40)'

где Л > 0 ,  a > 0 ,  р > 1  — постоянные. Тогда
То =  Ара/  (р“ — 1) <  °°. (41)

Определим условия па А, а, р, при которых 
Е а) > Е0р\ j =  0, 1,

Для этого достаточно, чтобы
Е У  +  Ti|i,£gpw >  Е0рн \  / =  0, 1, (42)

Подставляя в (42) величины Xj из (40), после упрощений полу
чаем условие 1 +  /l[i0£'^~1pJ<|3-a-1) ^  р, ]' =  0, 1, Это усло
вие будет выполнено, если

a  =  Р — 1, р =  1 (43) 
Таким образом, доказана

Т е о р е м а  5. Пусть р а +  1 и начальная функция и0н в (5) 
такова, что справедливо (37). Пусть разностная задача (4), (5) 
разрешима на последовательности шагов по времени (40), где 
постоянные А , а, р удовлетворяют (43). Тогда решение сущест
вует в течение времени (41), причем

\иЛс > Eopj °°.
З а м е ч а н и е .  В § 2 показапо, что в дифференциальном слу

чае рассматриваемая задача имеет при р =  a +  1 неограниченные 
решения, если =  (jt/Z)2 <  1. Если же Я,? >  1, то она разре
шима в целом. Из условия (37), которое при р =  a +  1 прини
мает вид и легко проверяемого неравенства
(см. (9)) тогда заключаем, что разностная задача может иметь 
неограниченные решения, в то время как дифференциальная за
дача глобально разрешима. Это происходит, когда длина отрез
ка I такова, что Я,?>1, но Я ^< 1 .

Выведенное при доказательстве теоремы 5 неравенство (38) 
можно использовать для анализа проблемы неразрешимости схе
мы па фиксированном временном слое. Например, из (38) легко 
получить следующие более точные, чем (30), условия неразре
шимости схемы на м слое в случае р =  a +  1:

* £ < 1 , =  (£ Ы) ‘
( a  +  l ) a + 1  (1  -  X*)

Первое является оптимальным, поскольку при я£ >  1 решепие 
всегда существует (см. теорему 1).

Приведем одно любопытное следствие, которое имеет диффе
ренциальный аналог (см. § 3 гл. IV).

С л е д с т в и е .  Пусть р е  [a -Ь 1, a +  3) и задана функция 
u0(x )> 0 , x e R +. Фиксируем произвольное h >  0. Тогда при до-
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статочно больших М найдется такой набор шагов по времени, 
{tj}, удовлетворяющий условию 7’0 =  2 Tj < oo> что решение 
разностной задачи (4), (5) при l = ( M + l ) h  и uoh #  0 является 
неограниченным. Если \uoh\h, i > 2  при некотором М, то анало
гичный вывод имеет место и в случае |} =  а + 3 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При больших I для величины р0 в (37) 
справедлива оценка

Но** 1 -  ( lu j* . 1/2 )в+,- |,(я Л)°+3~\
Отсюда в сделанных предположениях р0 >  О при достаточно 
больших I, что в силу теоремы 5 обеспечивает неразрешимость 
задачи (4), (5) в целом.

2. В заключение приведем пример неограниченного решения 
разностной задачи (4), (5), представимого в явном виде. Он, 
в частности, показывает, что указанное в теореме 5 требование 
разрешимости задачи на последовательности шагов по времени 
(40) не является слишком обременительным.

Пусть £ =  а +  1. Так же как в дифференциальном случае 
(см. § 1 гл. IV), будем искать разностное решепие задачи в раз
деляющихся переменных:

и{ =  S 3dk, (t, х)<= a t X %  (44)

Подставляя и{ в (4), для сеточных функций S’, 0„ получаем сле
дующие задачи:

^  =  i - S 0+1, / е а ц ;  (45)Tj о

(в°+1)-хх + Эа+1 = -±-в, zetOft ,  0 е # „ ,  (46)

Пусть задана система временных интервалов (40), где р >  1, 
а =  о. Тогда решением задачи (45) будет функция

S> =  pj, /  =  0, 1, А =  ар-(а+1) (р — 1). (47)
Решение задачи (46) построим в частном случае о =  2. Фик

сируем произвольное целое М >  0 и положим h =  
=  2sin (Зя/[2(Л7 +  1)]}. В этом случае длина отрезка равна

lh = ^ ( a r c s i n A ) _1 0 < f c < 2 .  (48)

Тогда, как нетрудно убедиться, решепие задачи (46) имеет вид 

0А =  |2  ^3^1 — sin2- ^ - j  j  |  ' sin(ahkh),

к =  0, 1, . . . ,  Д/ +1 ,  (49)
где П/, я///,.

Функции (47), (49) определяют в соответствии с (44) неогра
ниченное разностное решение задачи (4), (5) при а =  2, р =  3,
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I =  h , которое возрастает до бесконечности во всех точках шл, со
храняя свою пространственную структуру. При h ->■ 0 разностное 
решение (49) сходится к решению соответствующего обыкновен
ного дифференциального уравнения (см. § 1 гл. IV):

0(х) =  (3/4)1/2 sin(:r/3), 0 <  х <  U =  Зя. (50)

Длина носителя этого решения 10 определяет фундаментальную 
длину нелинейной среды. Разностная фундаментальная длина 
(48) слабо отличается при h <  1 от h =  Зя. При больших h от
личие может быть значительным, например 4 =  9 при h =  1, 
4 =  6 при h =  2.

Отметим, что сеточная функция (49) не является проекцией 
па со* решения (50)— дифференциального аналога задачи (46) 
при о =  2, хотя и имеет похожую структуру. Это отличие еще 
более значительно в случае о =  1, когда уравнение (46) также 
имеет простое решение:

0fc =  Ah sin2 (bhkh) + Bh, к =  0, 1, M Н- 1, 
где

^  =  i arosinT ’ А =  [2(2ил - 1 ) ] 1/2,

B h =  ~  И — [2 (2 кн -  1)]1/21, кд =  1 -  [ l  -  ( l -  - f ) 1/2],

которое, однако, краевым условиям не удовлетворяет и строго 
положительно. Только в пределе при h -*■ 0, когда Kh -*■ 3/4, 
Bh -*■ 0, функция О,, является решением дифференциальной зада
чи при I 3* 4я.

Теперь мы переходим к вопросам глобальной разрешимости 
разностной задачи и сходимости разностного решения при т, 
h -*■ 0 к обобщенному решению дифференциальной задачи 
(1) — (3). Необходимо рассмотреть два случая.

1.5. Г л о б а л ь н а я  р а з р е ш и м о с т ь  и п р е д е л ь н ы й  
п е р е х о д  п р и  р ^ а  +  1. Напомним, что сетка о , далее счи
тается равномерной.

Т е о р е м а  6. Пусть р <  о +  1. Тогда при достаточно ма
лых т разностная задача имеет единственное глобальное ограни
ченное решение. Если р =  о +  1, то аналогичное утверждение 
справедливо при дополнительном предполоокении

<м)

В случаях р <  о +  1 и р =  о +  1, >  1 разностное решение схо
дится при т, h -*■ 0 к обобщенному решению дифференциальной 
задачи (1) — (3), построенному в теореме 2 § 2.

Нам понадобятся следующие леммы, первая из которых про
веряется непосредственно. Вторая из них доказана в [131, 152].
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Л е м м а  2. При всех t] е  R+ выполнено неравенство
(!<.+. _  ,,« « ) {* < T ^ ± i - T ( { » « «  -  +

+  С\ [max {£, (£1+0/г -  ц1+а/2)2, (52)
где С, =  С, (о, р) >  0 — постоянная.

Л е м м а  3. Для любой сеточной функции vh е  # л

| ^  |с <  А31 v%+l |f te+1\  Ая =  (53)

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  6. Фиксируем произволь
ное Т >  0.

1) Рассмотрим сначала случай [ 3<а  +  1. В силу теоремы 1 
схема (4) для р <  о +  1 разрешима при любых т, т. е. функция 
и определена всюду в a>t, h. Нам понадобятся оценки разностного 
решения.

Скалярно умножая обе части (4) па ua+i и используя при 
этом очевидное неравенство

(Е -л )Б в+1> ^ 2 (Бв+<- л в+2). Е - л ^ Н - н

получаем

^ Г 2 4- ( I и l",a+2 -  | И |ГД2) +  II Ист+1 II2 <  I и IJJ^+Vl. (54)

Правую часть этого неравенства оценим с помощью (13) и 
неравенства Юнга, учитывая при этом, что р < о + 1 .  В резуль
тате выводим неравенство

7  1 3 + 0 + 1  -  1  II 70  +  I  | |2
и 1Й.Р + 0+1 =̂; ~2 \ U lift.2 + А4’ (55)

А, =  т
0 + 1 — Р f 0 +  1 -|2(0+1)/[Р-(0+1)]1 - Р  Г

2 ( Р + о + 1 )  [Л0 (Р +  о +  1)| 

и тогда из (54) получаем

^ 4 - |S B ‘+. + 4 V +'liU« + + тИ -21‘,1а - (56)
Отсюда следуют оценки

max | ui+l \l+ \2 <  А, Т (а +  2) +  | uoh |U +2 <  А5 (57)
0«O'+JV

и в силу (53) неравенство

max | u>'+i |с <  А3 ( 2Л4 +  /О\  т о +  ^ у
\1/[2(0+1)] (58)

Для вывода других оценок умножим скалярно (4) на 
(ua+i — и°+1)/т  и воспользуемся неравенством (52), а также не
равенством (i"+1 — ti”+1) (i — при всех
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%, Ti R+, где Сг =  Сг (а) >  0 — постоянная. В результате получим
-^ l+a/2  _  u l+o /2 2

Л,2 2т l»e+ ,R . . - k +1l!..) +
, ст+  1 1 ^ I ГГ IР+ст-ы i..iP+0+ i N .

+  —  U M |f t ,P+a+i  —  | w |f t ,p + o + i)  +

- l  +  a/2 _ u l + a / 2 2

Л,г’
+  C lim ax  { | и \c , | u | c}]p 1 

При выводе (59) использовалось также неравенство

“ <'+1 (I » '* ' И,. -  |u « -  fc ,)/2

(59)

(поскольку |( £  — — rf)/2  при любых 1, ti <= R+).
Выберем N столь большим, т. е. величину т =  Т/ (N +  1) столь 

малой, чтобы CiX [max ( Ы с, Ы с)]м  CJ2  при всех 0 j N. 
Для этого, как следует из (58), достаточно, чтобы

Т 2А, + 4 о + 2Л\
( p - i ) / [ 2 ( o + i ) ]  <7 ,

I « я г / г (60)

При р <  а +  1 это всегда можно сделать. Тогда, суммируя нера
венства (59) по всем j от 0 до N  и применяя неравенство Юнга, 
получаем

3 = 0

-1 + 0/2 _  и1+0/2
X

2

Л,2
N+no+i 112

)  1|а, 2

СТ 4- 1
Р + ° + 1

„ 2V + 1  [Р +  О + 1  , 1  II 0 + 1
I и Ift,Р+о+1 +  * у  |  и 0h

2Ift,2
СГ -L- 1

Р+О +  1 и.лЮ К'+1 < 4 1 -Д,+‘)’ +*К,г + -4.

(при выводе последнего неравенства использовалась оценка
(13)). Отсюда вытекают оценки

11+0/2 _  „1+0/2

шах I(u3+1)a+11|/21 | 2 Аа. (62)
o«j+Л1

Таким образом, ограничение (60) па величину шага по вре
мени т обеспечивает глобальную ограниченность разностного ре
шения задачи (4), (5) при р <  a +  1. Отметим, что из (62) в си
лу (53) следует оценка

шах | и*+1 |с ^  Ае. (63)
O-sjj+JV

Покажем теперь, что в случае

2
2

(64)
455



решение является единственным. Пусть ц,, и2 — два решения 
задачи. Тогда из (4) имеем щ  — иг =  т (h i+' — Ы2СТ+1) ^  +
+  t ( h i — н2). Скалярно умножая это равенство па u[+l — 1
получаем

(иг — и2, w°+1 — н2+1)/1 =
------т! и?+1 -  и?+1Ц 2 +  т (и? -  м£, и Г 1

<  тр [шах {| и^с , |и 2|с}]р_1( и1 — ы2> w7+1 — u?+1)ft.

Отсюда в силу (63), (64) заключаем, что (wx — uit u°+1 — 
— uaa+1)A=  0, т. e. и1 =  u2.

Для доказательства законности предельного перехода нам по
надобится еще одна оценка. Из (4) имеем

II (и — и)/х ||А ,2 <  II (м0+1);ж11м +  II ||J,2.

Отсюда, учитывая равенство (8), с помощью (62) получаем

шах I (wJ+1 — и3)/т ||fti2 Аи . (65)
О <j<N

Введем для удобства обозначение

Vi^TA =  (l4i+1 — Л) /т , /Т <  t <  и  +  1) Т.
Из (57), (61), (62), (65) с помощью результатов работы 

[260] получаем следующие оценки: функции q-,Ph(u!)°+l ограниче
ны в L°° (О, У; Н\ (0, I)) и в У“ (0, Г; (0, / ));
Я*Ч>,(и,’)а+1 — в L°° (0, У; L(o+2)/(o+1)(0, I) ); 9w„(uj) 1+1/2 -  в L“ (0, 
У; У2(0, /));  vtgt7A( ^ ) I+̂ - B  У2(0, У; У2(0, l))\ q .p ^  -  в 
У“ (0, У; У°+2(0, 0  ); ^ д гр ^ - в  L°° (0, У; Н~1 (0 ,I) ); [^ P aW -1! » -  
в L -( 0, У; Я "‘(0, 0 ) ;  7г?Д^) э - в  У“ (0, У; L*(0, /)); ?ЛК +1) -  
в Z/+2(0, I). Этих оценок достаточно для перехода па основе тео
ремы компактности [78] к пределу при т, h -► 0 (с подробностя
ми можно познакомиться в [131, 260]).

В результате заново доказывается существование глобального 
обобщенного решения задачи (1) —(3) при р < а + 1 ,  удовлетво
ряющего включениям, указанным в теореме 1 § 2. Отметим, что 
в дополнение к ним получаем ut е  У2(0, У; Н~1{0, I)).

2) Рассмотрим случай [3 =  a +  1. Применяя для оценки пра
вой части (54) при (1 =  a +  1 неравенство (12), получаем

1
о +  2

„  |о + 2  U Ifc.a-t-a- (66)

Отсюда (см. (51)) вытекает справедливость оценки (58) при 
И4 =  0 и неравенства

++i 12
|А,2 : : a +  2 т

h
1 Ц)А |л,ст+2 :

450



Сделаем т столь малой величиной, чтобы (см. (60))
г(о+2)/[2(о+1 )] С 2 ^-a^-a/[2(a+i)]

Тогда, как нетрудно убедиться, выполнено неравенство

из которого вытекают оценки (61) — (63). Последующий анализ 
проводится так же, как в случае р <  а +  1.

Таким образом, в случае р <  о +  1 или § =  а +  1, >  1 ни
при каком измельчении сетки по времени (разумеется, ее можно 
взять и неравномерной) разностные режимы с обострением не 
возникают, что совпадает со сделанными в § 2 выводами относи
тельно дифференциальной задачи. Эта аналогия еще более четко 
прослеживается в случае р >  а +  1.

1.6. Р а з н о с т н о е  м н о ж е с т в о  у с т о й ч и в о с т и  и 
п р е д е л ь н ы й  п е р е х о д  п р и  р >  а +  1. Здесь будет по
казано, что при [J >  а +  1 можно построить разностное множест
во устойчивости Ж ^ которое по своей структуре вполне анало
гично дифференциальному, рассмотренному в § 2. Его мы далее 
будем обозначать через Ж а, подчеркивая тем самым, что это 
Жн при h =  0+.

Определим для всех vh е  Я* функционал 
1 о *4- 1Jh (Vh) =  -Tj- Я ft (Hft) р _|_ а _|_  ̂bh (Hft),

где а* ( у д ) =  I ||fti2, bft(Hft) =  | H f t | f t , p + o + i -  С помощью леммы 1 
без труда доказывается (см. лемму 3 § 2)

Л е м м а  4. Пусть [ 3 > а + 1 .  Тогда справедливо неравенство

dh =  inf sup /„  (toh) >  r t p+3(°+1)]/[p- (g+1)] >  0.
t f t S f l j ,  * ,> 0  ^ ф - 1 - H - i - i )
®ft̂ O

Теперь мы можем определить разностное множество устойчи
вости J fh (которое в силу леммы 4 не является пустым):

J fh = {vh\vh^ H h, 0 < J h(kvh) < d k, Ле [ 0 ,  1]}. (67)
Из способа построения Жк вытекает следующая (см. лемму 4 § 2)

Л е м м а  5. Справедливо равенство Жк — ЖьУJ {0}, где

Ж \ =  {vh \ vh <= Hh, ah (vh) — bh (vh) >  0, /ft (vh) <  dh).

Сформулируем основное утверждение этого пункта.
Т е о р е м а  7. Пусть § >  a +  1 и uoh е  Ж к. Тогда при доста

точно малых т разностная задача (4), (5) имеет глобальное ре
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шение, принадлежащее Жь, при всех t е  сот, причем такое реше
ние единственно. Если, кроме того, и0 е  Ж й, то при т, h 0 раз
ностное решение сходится к обобщенному решению исходной 
дифференциальной задачи, построенному в теореме 4 § 2.

З а м е ч а н и е .  В условиях теоремы 7 никакое измельчение 
шага т (который сам по себе должен быть достаточно малым) 
не приводит к неограниченности разностного решения. Таким об
разом, как следует из теоремы 7, неравенство (37) не может 
быть выполнено, если и0Л е  Ж к, т. е.

1 -  X? {Щн, 'ф/1Ь в+1-Р < 0 ,  uoh^ W h.
Это неравенство служит дополнительной характеристикой раз
ностного множества устойчивости FY

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  7. Оно во многом повто
ряет доказательство «дифференциальной» теоремы 4 § 2. Если 
Uoh^Wh, то в силу леммы 5 получаем ан(и0ц) — bh(uch)>  0, и, сле
довательно,

,  . . 1 . , а  +  1 , . р — (а + 1 )  , .
" h (Uoh)----- 2~ 0,1 р j_ а _j. j \uoh) ^  2 (p -J- a -j- 1) ah '•U°h' ■

Поэтому из (53) следует, что

| uoh |c <  A3 2(p +  q +1) 
P - ( o + l ) 7h (UqIi)

11/[2(<J+1)]
^  ^12’

t . e. W k ограничено в C(coft). 
Покажем, что условие

m in ( l ,  С2/(2Ct)}

(1 +  >‘1/  +  2* -1 (1 +  Л12)в+1
(68)

обеспечивает разрешимость схемы (4) на каждом слое.
Сделаем первый шаг по времени. Из теоремы 2 (см. усло

вие (20) при С0 =  1) следует, что при ограничении (68) схема 
разрешима. Поскольку в силу (68) |и‘|с <  1и°1с +  1 А п + 1, то

т[шах {Iц11с, 1м°1с)]3-1 *£ C2/(2Ci),

и, следовательно, из (59) получаем неравенство

£ .
2

(ut)l+g/2_ (ц°)1+Ч/2 
т Ла<  (“°) — J h (И1)]- (69)

Докажем, что и1 е  Жк. Действительно, пусть и' Ф Жи. Тогда, 
поскольку и' и° при т -*■ 0 (см. доказательство теоремы 2) и 
к" еЖн,  найдется такое т =  т*, удовлетворяющее (68), что 
ul e d 7 fh. В силу (67) это означает, что Jh(u ')— dh. Отсюда по
лучаем противоречие с (69), поскольку по предположению 
/ а(и°)<  dk.

Итак, и '^ Ж н .  Тогда из леммы 5 получаем, что аДи1) >  
>  М и 1). Оценивая с помощью этого неравенства второй член
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из правой части (69), имеем

2 I
Отсюда

(ц1)1 + 0/2 _  (и0) 1 + 0/2 2
X Л,2

P - ( g  +  i)
2(р ■1)

!(р +  о + 1 ) '

(^ )a+1 |1 м < Л К ) ,

и, следовательно, |u ‘lc^-4i2- Последнее обеспечивает законность 
совершения следующего шага по времени с ограничением (68) 
на величину т и т, д.

Таким образом, при выполнении условия (68) разностная за
дача имеет глобальное решение и ^ Ж к, lulc <- 4 i 2 при всех. 
О < j ^  N  и, кроме того,

3 = 0

Ц 1+0/2 -  и1 + 0/2
т

Р — ( о +  1) 
2 ( р + а  +  1)

'0+1 ||2& ||Л,2^  Jh (woа)*

Единственность при т < Р -1-4{Д равномерно ограниченного 
решения и е  Жк доказывается так же, как в теореме 6.

Построенное разностное решение удовлетворяет оценкам, 
которые позволяют произвести предельный переход т, h 0. 
При этом необходимо лишь заметить, что в случае вклю
чение uoa е  Ж и справедливо при всех достаточно малых h >  0. 
В результате устанавливается существование глобального обоб
щенного решения задачи (1) — (3), принадлежащего Ж 0 при 
всех t >  0.

В заключение отметим, что в силу оценки (21) для глобаль- 
пой разрешимости разностной задачи в множестве Жк достаточно, 
чтобы х = О(h2) при h <  1. Ограничение на величину т типа (68) 
существенно, слишком большие шаги по времени могут рано или 
поздно «выбросить» решение из Жн, и тем самым оно станет не
ограниченным. Необходимое для этого измельчение шагов tj 
автоматически проделает применяемый итерационный алгоритм, 
когда в действие вступит теорема 4 (о песуществовапии ре
шения) .

2. Явная (линейная) разностная схема. Ниже мы кратко оста
новимся на исследовании неограниченных решений явной раз
ностной схемы для задачи (1) —(3):

(и — и)/Tj =  (ua+1)-x +  Д  (г, з ; ) е ( 1) ,Х  ©/,, (70)
и° =  Нол 5= О, X s  (Ол; U^Hh,  t Е (Ot. (71)

Главное отличие этой схемы от неявной заключается в том, 
что «эллиптический» оператор в правой части (70) вычисляется 
через значения сеточной функции и пе на следующем, как в (4), 
временном слое, а через значения с текущего слоя. Поэтому, 
естественно, проблема разрешимости схемы (70), (71) не возни
кает. Мы не будем подробно останавливаться на сравнительном 
анализе достоинств и недостатков той и другой схем (ранее об
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этом немного говорилось). Такой анализ подробно проведен 
в [152].

Рассмотрим одип принципиальный вопрос о том, когда реше
ние явной схемы (70), (71) является неотрицательным для лю
бой начальной функции и0( х ) ^  0, х е  шЛ, г. е. когда решение 
подчиняется слабому принципу максимума. Если этого нет, то 
(70) может не иметь смысла (в (70) присутствует операция воз
ведения в произвольную степень). Оказывается, в некоторых слу
чаях (Р < о  +  1) слабого принципа максимума вообще пет, а при 
(5 5= о 4-1 для его существования необходимо весьма обремени
тельное ограничение на т,-, h.

2.1. С л а б ы й  п р и н ц и п  м а к с и м у м а .  Сетку здесь 
считаем равномерной, т* =  т.

Т е о р е м а  8. При р <  о +  1 слабый принцип максимума не 
справедлив. Если р =  о +  1, то необходимым и достаточным усло
вием его существования является неравенство h2 5= 2. В случае 
Р >  а +  1 таким условием является следующее:

т (/fc2)<(J_1)/[P_<a+1)I,
р  P - i  / p _ l W [ 0 - ( a + D ]

° ~  2 [ р - ( о +  1)] \ 2о J (72)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы исходим из того, что необходимым 
и достаточным условием неотрицательности и при любой и ^  О 
в сол является требование неотрицательности всюду в R+ функции

А ( £ ) =  1 +  -  2М°+‘, % =  т/Л*, (73)

которое вытекает из вида разрешенного относительно и равенст
ва (70): щ  — (uk) + X если положить ик~, =
=  ик+1 =  0 при некотором 0 <  к <  М (такая ситуация возможна, 
например, в начальный момент времени). Простой анализ функ
ции (73) приводит к сдслапным в теореме выводам.

Отметим, что неравенство (72) по характеру зависимости т 
от h напоминает условие (33') разрешимости неявной схемы па 
слое при р > о + 1 .  Однако здесь есть большая разница: если 
(33') необходимо лишь па развитой стадии эволюции режима 
с обострением ( |м|с велико), то без (72), вообще говоря, просто 
нельзя начинать счет. Естественно, при некоторых начальных 
функциях u0h условие (72) может и не понадобиться.

2.2. О н е о г р а н и ч е н н ы х  р а з н о с т н ы х  р с ш е п и я х  
я в н о й  с х е м ы .  Здесь мы рассмотрим условия возникновения 
разностных режимов с обострением в задаче (70), (71) при [13* 
5=о+1.  Для этих целей можно использовать метод собственных 
функций, который применялся в п. 1.4, причем для явной схемы 
он много проще.

Ниже анализ проводится другим методом. В дальнейшем счи-оо
таем сетку сот неравномерной, Xj -> 0 при / -*- <», Т0 =  2  Xj <  оо.

з=о
Пусть максимум начальной функции м0л ^  0 — значение 

IUohI с — достигается в некоторой точке х  е  Легко видеть, что
460



в этой точке значение сеточной функции u1+l следующим образом 
оценивается через uJ:

и * 1 >  и* +  X j [(У )р -  - р  H e+1], t е  сщ,. (74)

U °  =  | в 0Л1с >  0 .

При этом мы считаем, что и 0 в оц X a h (см. теорему 8).
Из (74) нетрудно вывести условие неограниченности реше

ния. Запишем (74) в таком виде:
Дт1 ^  и 3  +  Т; t С0х« (75)

Пусть начальная функция uoh такова, что

М о = 1 - - ^ 1  «о* |с+1-Р >  0. (76)

Тогда из (75) непосредственно следует, что u,+l >  и1 при всех 
/ =  0, 4, . . и поэтому из (75) имеем

ui+l >  р,0тДв;')р, t ^  ojt. (77)

Остается подходящим образом выбрать величины шагов 
Положим, например,

тj =  —  (uJ')1_P, j =  0,1, q =  const > 1 .  (78)
И0

Тогда (77) примет вид
uj+l > qu\ j =  0, 1, н° =  UoJc.

Отсюда сразу получаем
и1 >  |ы0h\cq\ ] =  0, 1, (79)

т. е. и? -+■ оо при j °о.
Покажем, что это действительно разностный режим с обостре

нием. В силу (78), (79) для времени существования разностного 
режима получаем оценку

о о  о о

Итак, выполнение (76) обеспечивает принадлежность ит к 
разностпому множеству неустойчивости T h.

Т е о р е м а  9. Пусть [} а +  1 и выполняется условие (76). 
Тогда существует такой набор шагов по времени (т,), определя
емый из (78), что решение явной схемы (70), (71) является не
ограниченным и для времени существования справедлива оцен
ка (80).
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Отметим, что для реализации реяшма с обострением в явной 
схеме необходим выбор малых шагов по времени. Например, 
в рамках указанного подхода для величины т0 (первого шага) 
выводится такая оценка: при выполнении (76) справедливо не
равенство

l^o/ilc > ( 2 / Л г) ,/1р-(<,+1)1, 

и поэтому из (78) получаем
«с0 ----- 2-1 uoh \ \ г*  <  -2 . 2<1-Р>'И,- (в+1Н =

=  0[(/*®)(Р-1)/[р“ 1О+1)1], Л < 1 .  (81)
Разумеется, в соответствии с (78), (79) последующие шаги 

будут еще меньше. Эта оценка совпадает по характеру зависимо
сти т0 от h с оптимальным неравенством (33'), гарантирующим 
разрешимость соответствующей неявной схемы. Таким образом, 
для реализации режима с обострением по явной схеме, несмотря 
на всю ее внешнюю простоту, все равно необходимо считать с 
очень малым шагом. Причина этого ясна: из (70) непосредствен
но следует, что счет с большими тагами никогда не приводит 
к режиму с обострением. Это, например, выполняется в случае 
равномерной сетки cot. Отметим также, что ограничение типа (81) 
необходимо для выполнения слабого принципа максимума (см. 
теорему 8).

КОММЕНТАРИИ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ. ПРОБЛЕМЫ

§ 1. При изложении результатов § 1 мы в основном следуем работам 
[28, 32, 36, 58, 59] (в [36] содержится сжатое изложение результатов ис
следования одномерного уравнения). Отдельные результаты § 1 получены 
ранее в [25]. Теорема 6 при а =  0. р >  (Р — l)7V/2, f  > 1  и более произ
вольных начальных функциях доказана другим методом в [278] (см. также 
теоремы 3.2, 3.3 в [182]). Отметим, что в [278, 182] существенным образом 
использовалась полулинейная структура уравнения (4) при о =  0, т. о. 
возможность обращения линейного оператора d/dt — А и сведения задачи к 
эквивалентному интегральному уравнению. Поэтому метод [278] не при
меним в квазилинейном случае, когда <р'(ц) const. Теорема 6 в случае 
а =  0, N =  1 и произвольных щ(х)  доказана в [59]; там же определено 
точное выражение огибающей к семейству (Е/(г; С/0) ) в теореме 5:
и х) >  G (г) =  CQ I х |—2Лв—i) t Где CQ>  Сч — постоянная. Отдельные 
классы уравнений с коэффициентами типа (30), (31) изучались н [32, 42, 
153] (см. § 7 гл. IV). В наиболее общем виде вырожденные п. а. р. подоб
ных квазилинейных уравнений рассматривались в [51].

§ 2. Теоремы из п. 1 доказаны в [26, 30]. Ранее подобная задача рас
сматривалась на основе другого подхода в [277], где, однако, получены не 
вполне оптимальные результаты. Основные утверждения из п. 2.1 содержат
ся в [25, 30] (близкие по общности результаты получены в [240]). Боль
шинство выводов из п. 2.2 можно найти в [30]. Обобщение метода вогпуто- 
сти для исследования неограниченных решений параболических уравнений 
и систем уравнений с данным типом нелинейности выполнено в [29]. Впос
ледствии условия возникновения неограниченных решений квазилинейных 
параболических уравнений были установлены в [246, 240]. В [246] для этого 
использовался метод собственных функций, подобный [25, 30] (см. теоре
му 8 § 2); в [240] применялся тот же подход, что и в [29]. Подробное ис
следование краевой задачи для квазилинейного уравнения ut =  \|>(u)uXx -+- 
-|-ср(ц) в одномерном случае ранее было выполнено в [224], где, в частно-
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cm , использовался один вариант метода собственных функций. Краткий 
обзор литературы но неограниченным решениям можно найти в [48].

§ 3. Большинство результатов § 3 содержится в [52] (см. также [48]). 
Общая характеристика метода стационарных состояний для нелинейных 
эволюционных параболических задач дана в [50]. Там же приведены другие 
примеры.

§ 4. Численные и качественные результаты п. 1 взяты из [121, 127]. Ис
следование, выполненное в н. 2, проведено в [37].

§ 5. Все основные утверждения § 5 доказаны в [60, 61]. Исследование 
неограниченных решений явных разностных схем для полулинейного (о =  
■= 0) уравнения разными методами проводилось в [249, 250].

Результаты § 3 и предложение из § 4 основаны на выводах [52, 50]. От
метим, что практически оптимальный результат о глобальной разрешимо
сти краевой задачи при pq <  (l +  p ) ( l  +  v) (теорема 5 § 3), полученный 
методом стационарных состояний, трудно установить с помощью обычных 
способов вывода априорных оценок, например тех, которые используются 
в методе Галёркина. Об этом говорит анализ, проведенный в [48], а также, 
например, результаты [243], где получены ограничения типа р <  1 +  р, 
q <  1 +  V. Они естественны для одного уравнения (см. § 2) и характери
зуют в общем легко объяснимое соотношение интенсивностей процессов 
теплопроводности н горения, необходимое для возникновения тепловых воз
мущений с конечной амплитудой. Эти условия, как показано в § 3, далеко 
не оптимальны для систем уравнений.

1. (§ 1) Дать описание класса коэффициентов {к, (>}, при которых ус
ловие отсутствия локализации (16) (при N =  1) является но только доста
точным, но и необходимым (для случая к(и)  =  к®, Q(u) =  «е, [$ ^  а + 1 ,  
о >  0 это сделано в [34]).

2. (§ 1) Вывести оценку сверху и я) типа (29') в теореме 5 дли 
произвольных начальных функций к0(х) (для частного класса ко это сдела
но в [36]).

3. (§ 1) Доказать локализацию неограниченных решений уравнения (1) 
с коэффициентами (30) при а ^ 2  (в случае k ( u ) = l ,  Q( к) =  
=  (1 +  к) lnp (1 +  к), Р ^  2, это проверялось численно; см. § 7 гл. IV).

4. (§ 2) Определить условия, при которых поведение неограниченных
решений краевой задачи (5), (6) при t-*- Т~ (и0) <  оо, Р е ( а  +  1,
(о +  l ) ( V +  2)/(.V— 2)+) описывается автомодельными решениями, постро
енными в § 1 гл. IV. Исследовать асимптотическое поведение неограничен
ных решений задачи при р >  (а +  1) (JV -f- 2) /(N — 2)+ (отметим, что в этом 
случае появляется необычный класс глобальных решений; см. [251]).

5. ( §3)  Можно ли построить семейство решений уравнения (39) в R" 
при критическом значении параметра jJ =  [N /a+  2(1 +  l/a ) ] /[V  — 2(1 +  
+  1У«)], а  ф  1, подобное тому, которое приведено в примере в п. 2.4 для 
полулинейного случая a : =  1, jJ =  (ZV +  4)/(W — 4)?

6. (§ 3) Определить условия локализации финитных неограниченных ре
шений задачи Коши для системы (1), (2). Достаточно ли для этого, чтобы 
ТП =  p q  — (1 +  р) (1 +  V) ^  О?

7. ( §3)  Какое н. а. р. описывает асимптотическое поведение неограни
ченных решений задачи Коши для системы (1), (2) в тех случаях, когда 
она не имеет автомодельных решений?

8. (§3)  Определить условия разрешимости эллиптической системы (69). 
Что представляет собой все множество ее решений при различных значе
ниях параметров (некоторые численные результаты приведены в [121, 127]).

9. (§ 4) Найти условия локализации неограниченных решений задачи 
(15), (16).

10. (§ 5) Являются ли локализованными неограниченные разностные 
решения явной схемы (70), (71) при ^  a +  1 в случае «фипитной» на
чальной функции iL0k ^  0 (т. с. может ли быть так,что \х е  Шд | и ж) =  
=  о о Ш д } ?  Неявная схема этим асимптотическим свойством не обладает.
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В о е в о д и н  В. В., Т ы р т ы ш н и к о в Е. Е. Вычислитель
ные процессы с тсплицсвыми матрицами.

Во многих актуальных задачах акустики, электродинамики, 
оптики, обработки изображений, распознавания образов и дру
гих областях науки и техники часто приходится проводить вы
числения с теплицевыми и близкими к ним матрицами. По
требности практики требуют для решения этих задач разработ
ки высокоэффективных численных методов, а также создания 
специализированных параллельных вычислительных систем, 
обеспечивающих возможность работы в режиме реального' 
времени. Обо всех этих вопросах идет речь в настоящей книге.

Для студентов старших курсов, аспирантов и научных 
работников в области прикладной математики и информатики.
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М а с л о в  В. П. Д а н и л о в  В. Г., В о л о с о в  К. А. Ма
тематическое моделирование процессов тепломассопсреноса. 
Эволюция диссипативных структур.

Диссипативные структуры, введенные И. Прпгожипым, 
являются основными объектами молодой, бурпо развивающейся 
области науки — синергетики. Речь идет на самом деле о неко
торых локализованных (или «почти» локализованных в опре
деленном смысле) в пространстве решениях модельных задач. 
Эти решения распространяются во времени, медленно меняя 
свою структуру. Ими описываются такие различные явления, 
как распространение пламени, процессы роста плесени, рост 
кристалла, движение капли но наклонной плоскости, эволюция 
рощи и т. д. Таким образом, с точки зрения естествознания 
такого рода решения не менее интересны, чем солитопы.

В книге предлагается конструктивный подход к изучению 
эволюции диссипативпых структур, основанный па построении 
асимптотических решений квазилинейных параболических 
уравнении. Задача при этом сводится к решению некоторых 
обыкновенных дифференциальных уравнений, что, как правило, 
оказывается проще, чем исследование исходного уравнения в 
частных производных. В книге рассмотрены модели конкрет
ных физических и химических процессов и проведено сравне
ние асимптотических решений с решениями, полученными с 
помощью ЭВМ.

Материал книги может быть использован специалистами в 
области информатики, прикладной математики, хпмии, био
логии.


