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1. Постановка исходной задачи
1.��<� G�L�$A "�',���"?� $>="��<� �� 0=$�#$��'� х^хг� �� A "�'E�@� N��
] ^ �X_`a�� Ub�c^Ude�(0< ts^ to), Г,0= Г Х  { 0 < t ^ t 0).� �� $>="��'� Q,,�
>.!�&�  "��&"� '�"�<� . "����'?� �"�<�L��$#�"� �� 0 '>='H��''�
J.��'���#"%

/��f �U� 1IY26�f � (иго>)Х2 = �[gh6ijk�f � F,� ��Y%�^ �L��$�

Tt�f � (,u{T)Xl�f �U32T)Xt�^ ���h6�\l� (х, tY�в Qv � U6Y

X�̂ �U�E�-SY(
�!��<� F=Gr�[ghmUjkn�(g,Xi) TXlLjkn� (g,x2) Тщ) O�g —�.�#$ ��'�� ��$B
>$!�$A$� 0"!��'?O� ua=�ULoY M+p;qrM+st�a = l ,  2 L�#$&0$������ ��#�$ "�
�#$ $��'O� `_�L�).�#E'?� �$#"O� �$�L��'- <O� Т�L���&0� "�. "O� [g�� ����
Xa�L�,'�="� ��@�$=<!�"�� 1�#=��� N "�A$)"(� �"� A "�'E�� $>="��'� *"B
!"!'&� ��&0� "�. .� '� ��#�$ � �#$ $��'� 3û U3k�v�� 3$�(Y�� A!�� и0п=�
^ �w`Rtdwx�� —�L д^/дп�L��A$� �$ &"=<�"?� '� #"�"��=<�"?� #$&0$���B
���� $0 �!�=?/D'�� �"� N� *�",��'�� ).�#E''� �$#"� '� ��� �$ &"=<�$@�
0 $'*�$!�$@� ^ u 0tndS =  Oy� ��"#�� #� . "����'?&� U6Y� !$>"�'&� A "B

�',���
ф=фо, о, (х, ( ) < = Г (2)

'� �","=<����.�=$�'?
+)̂ �)y�� �$�̂ ��$y�̂ �L�)y�� Т=Т°, x<=G, i = 0.� UMY

S(� ���#"�'�$>$*�",��'?

���!�&� �� $>="��'� G� ���#.� ]=�̂ �u �'Ndc� .*=�� #$�$ $@�L��� G'���=$B
&"��-(� ����<?� F�'-� =$&"��-�L�G"A'� ���#'� ha� '� hsL��$�!'�?/�� �$B
��!�'�� �� �"0 "�=��''� z "� U '�(� 6Y� .*=�� Х{а, ^ х 1а̂_ � �� {q{|"+<<+���
х‘а.‘з-а{�1$=$H'&� �"}c^9~ (!qc(} c ^ u (� �"#� $>�,�$�� Па�̂ �u�: (ha+Тг"Y ��
�"#� ,�$� �"$�̂ �u�:dmsk�_ps�(•s^u�:dmstd•s(���!�#��� ,"��$� >.!�&� $0.�#"�<(�
���A!"� �,'�"�&�� ,�$� xilA = x,2fh.� �"#�'B
&"=<��@� G"A� ���#'�$>$*�",'&� ,� �*� Н.
1 �!0$="A"���?�� ,�$� .*=�� ,��� �-B
.A$=<�'#$�� '� G"A'� ���#'� .!$�=���$ ?B
/��.�=$�'/��€u$€ u € = Lu���u€ � u� €
}d6 " }?Auh6��� A!�� ,'�="� u��� � u� ��� *"�'B
�?��$�����$#(

���� �-.A$=<�'#'�  "*$><�&� !'"A$B
�"=?&'� �"� � �.A$=<�'#'�� �$�!'�??�
.*=�� хиА� '� -�+Tf�*f6(� ���� ��=','���� �$B
$�������./D'�� �"#$&.�  "*>'��'/��
��">!'&� '�!�#�$&� г.� ��='� !'"A$�"='�
�$�!'�?/�� .*=�� -�*f�� '� r�6f�S(� �$� ���
��=','��� ��">!'&� '�!�#�$&� d� U0 "�$�� �'�(� 6(� �"*�$���"?� ���#"

\



�

�  левое разбиения, см. рис. 2, ��� O*� Из середины диагоналей про­
ведем в каждом четырехугольнике средние линии. Каждому узлу 
:P"E поставим в соответствие ячейку M$�*� $M+M�$�*�� Q+7�� R*� 
ограниченную средними линиями треугольников. Фигуру и ее пло­
щадь, отрезок и его длину будем обозначать одинаковыми буква­
ми. Введем точки i3_a, лежащие в серединах отрезков E>�9>� ' # �
Обозначим через A>�+ �A>9>JC0�9�#G> линию, ограничивающую S6-:*�  
проходящую через точку �# � T 9 # и состоящую из двух отрезков 
ДЛИНОЙ 0,5 Лз-cMa+MVа-°>5 ^-сЩа.‘-3-а При р=Г И 0,5 Ve.fe.fc_, 
0,5Лз_ос,fa1-1 • <з-а ПРИ UVFI ПУСТЬ ��  — нормаль к A>� составляющая 
острый угол с направлением g* (A>+A>�� ��+���� Q+7�� R* (см. 
рис. 2). Для правых и левых разбиений введем углы 0 (см. 
рис. 2), лежащие в треугольниках против проведенных диагоналей.
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V&V/i = 0>5 ((ĥ W'a/)ia+1 + (h^aŴ k \ ) ,
VaM,i^v, = �u�:� ( ( h ^ W & X �f � (h^W2;P)ia+l), a�^ � 6�S(

�!��<� Wa,h \  Wa?,iiP)�L����$,���� "�"=$A'� 0$�$#$�� Wa(Q>� ,� �*� $� �*#'�
!='��� u�:dAMh"� '� u�:@M+"�� �$��"�=?/D'�� A "�'E.� x3� ?,�@#'� Нр(х).�
�� �="A"�&�-� WaiQ\ � �$!� H"D'-� �?*#$��<� '� ��&0� "�. $0 $�$!B
�$��<� UZU”�̂ �[g�� ��Y�� 0 $'*�$!���� dQ/dna� *"&��'&�  "*�$��?&'� Q р,

ˆ$�
Q-p, р — г�� d�� 0$� U;Y�� 0 $'*�$!���� €b̀ z”dwxr� �� ,=��"-� 0� ��$�"� "00 $+па
#�'&' .�&�  "*�$��?&'� 	;*h"t� "� ).�#E'/� Q� ��=','�"&'
Qa, Qа.

соа =  соа =  со, Тa,ia =  0,5 (Тia+i +  74а), Та,са =  Тo.c0-i, (7)
"+^ �6�S(

	.�#E'/�— s ’� (Fa,j,�^ �uY� "00 $#�'&' .�&� 0 $���@G'&� $> "*$&%

F2T =  GeRe-2C3_o ( - 1  )™7\ 7?0“ар) =  GrRe2C3-* ( - 1  Г “7, (8)
A!�

^ а’Са — �WŽx� U„��WsY`qsf6d���� �� �� � ��^ �WŽx�U„��psYOs+‚̀ �{

��=','��� q̃s(™’“� 6}��=�t� $0 �!�='&� ��0� <� �"#%

q� W thn =  Lq'Q- г�h � U h ` Y M+š…s;;M� s�h �F '^ \

WaM} — Lq Q r�L� U+6 YM (9)

K s ?  =  l* Q nt - � U+`ar … sr n• +

� �� � � � � � � � � � �na  6 3 -a

s L�6�S(
�"#H�

�  ! " �� ^ �	� a�� ^ ; # ,W tP �^ �; +d{� U`kY
"a " a  " a  "a

�� .*="-� 6;�� �.H�$� *"!"�<� # "��$�� .�=$�'�� !=?� ).�#E''� �$(� J.!�&�
 "��&"� '�"�<� ��$ $��  "������$� U;Y� '� 0 '� - � N �(� �� F�$�  "������$�
�-$!'�� 0$�$#� ,� �*� $� �*$#� dAMh"� A "�'E�� N� $�� L д\!р/дп = иu�(�
���!�&� #"�"��=<�./�#�N�#$&0$����.�3u��*+$� �� �"0 "�=��''� „Mhs� U�&�B
��$� 3$�(Y(� 1$=��@� 0$�$#� ,� �*� �Mh"� "00 $#�'&' .�&� �"#%

} } + U + o a ‚ s } + s � � Р =  Г,1,� ���L�6�S(� U66Y

b€̃Y

�"&��'&� '���A "=�� 0$� dd� $�� dQ/di� '� �$� ��=','�"&'� …+� Н, Q= �$�� N�
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D����=?=�?� 0 '� zA} U‡Q z} � � � .�+�2� � G�� )(� 1 '� z�U…”f63* 4� � 0 5�€�5��
…�̂ �$Y��;� � �,���$#"�,'�"=�?(

1 �!="A"�&�@� *!��<� &��$!� 0$�� $��'?� �-�&�� '� '�� "E'$��$@�
0 $E�!. �� !$0.�#"��� $>$>D��'�� �"� �=.,"@� . "����'@� �"�<�L�
��$#�"� �� # '�$='��@��-� $ �$A$�"=<��-� #$$ !'�"�"-� $��� € Y�� $��� AY��
$��� uY(� 1 '� F�$&� �="A"�&���� �$!� H"D'�� �?*#$��<� �� . "����'?-�
!=?� �$� '� • � U&$&���"� #$=',����"� !�'H��'?Y�� !$=H��� >��<� *"0'B
�"��� �� �$$�������./D�&�!'�� A����$&� �'!�(

4 "����'�� !=?� ).�#E''� )� &$H�$� �"#H�� F))�#�'��$�  �G"�<� 0$B
0� �&���$+� �.A$=<��&� &��$!$&� R7�� �(� :;uT(

\(� �'�=������F#�0� '&����

�'�=���$�  �G"='�<� !��� *"!",'(� �� 0� �$@� '*� �'-�  "��,'���"=$�<�
��,��'�� H'!#$��'� �� #$�$.A$=<�$@� #"�� ��� U�&(�  '�(� MY� �$� ��$ $�$@�
'� ���$�$@��  "���&'� �!'�'E��� �� .A="&'� RM�̂ �9u�� 7u�� 6Suy(� �� -�??�
����#"� #"�� ���L�# �G#"�L�!�'A"="�<� �$� �#$ $��</� 3 �^ L6(� �"!"B
,"�  "��,'���"="�<� !=?�  "*=',��-� ,'��=� ��@�$=<!�"� [g�̂ �6uM+�u\(

1 '�  �G��''� *"!",'� >�=$� 0 $��!��$� � "����'�� &��$!$�� VWWX�
'� Z[(� �"�  "��$&� �$@� ���#�� �� Y5+Y0�+�0‚� !=?� [g^6uM� 0 '� ��̂ �M��
�^6u‰9� 0 $�,'���"='�<� Suu� � �&����-� �=$��� Udu�̂ �SuuY� 0 '� RM�̂ �9u��
7u�� 6Suy� &��$!"&'� VWWX� '� Z[(� �$$�������./D'��0 $E���$ ���� � �B
&��"� U1�Y� �"� C��� ��+6u;:� �$��"�=?='� 66M�� 66M�� 6\;� �� !=?� VWWX�
'� 666�� 6u6�� 66:� �� !=?� Z[(� �"�  '�(� ;�� � �� O� 0 '��!���� ='�''� . $��?�
).�#E''� �$#"� �� )�̂ �u� !=?� #"�� ��� �� UM�̂ �9u� '� 6Suy�0 '� [g^6uM� UdA��^�
^ �6d9u��E0=�6d��4��� �^u�M�� �^6uh9Y(� � �&?� U1�Y� ��-$!"� �"� ��"E'$B
�" ��@�  �H'&� 0$� &��$!.� VWWX� �$��"�'=$�S:� &'�� URM^9uyY� '�M8� &'��
URM^6SuyY� '� 0$� &��$!.� Z[� �$$����������$� SM� '� Mu� &'�(� � "����'��
0 $�$!'=$�<� '� 0 '� [ g } : +6ul� Y4+Y0+ 9u� �"� �� "��$&� ��-� ���#"-�
�� G"A$&�� '*&��?/D'&�?� $�� 6d:uu� �>='*'� A "�'E�� !$� 6dSu� ��.� '�
$>="��'(� �,��� �"#$A$� �" '"��"� 0 '� [g^6u;� !=?� UM�̂ �9u�� 7uy� 0 '� �^ �
^ �u�u;�� ��^�6u‰\� U�$� ���-� $��"=<��-� �=.,"?-� >�=$� ��> "�$� ]^6u}rY�
*"�'&"=� $#$=$� S� ,(� �"�  '�(� ;�� � � 0 '��!���� '*$='�''� ) ^u� !=?� #"B
�� ��� �� UM�̂ �9uy� 0 '� [g^6u;(� �$� ���-� �=.,"?-� &��$!� Z[� >�=� ��B
�#$=<#$� F#$�$&',���� VWWX(

1 $�$!'=$�<� � "����'��  "�,��$�� 0$� !"��$&.� &��$!.� ��  "�,��"B
&'� '*� R6uT� Ud`U�̂ �dmS�̂ �6dS:9�� [g^6uM� '� 6ul� RM�̂ �7uyY(� �"�  '�(� :� 0 '��B
!���� # '���� �$U6�� : '*� �  "��,'�"����� �� R6uT� '� 0$� !"��$&.� &��$!.�
UUM�̂ �7uy�� i\p�^ �467�� �89�� E>+�6dS:u+;+6dSuY(� �"#� �'!�$� '*�  '�(� :�� �$�0"B
!"��� ,'�=$� �'- �@� '� '-� A "�'E�� U)^uY(� �$��"�$,�$� -$ $G$� �$�0"B
!"/�� �"#H�� *�",��'?� G"-�)�� Œ`v�)� '� #$$ !'�"��� �$$�������./D'-�
�$,�#� !=?� >$=<G'����"� �'- �@(� �"#�� 0 '� [g^6uM� !=?� $��$��$A$�
�'- ?� )G"-Uu�;99\�� u�:99\Y�^u�66M:� '� )�"�u�;997�� u�:9S9Y�^u�66\7(�
���#$=<#$� -.H�� �$�0"!��'�� 0 '� [g�̂ �6u;(� �=?� $��$��$A$� �'- ?�
)�"-Uu�;:u�� u�:uuY�^u�u77:�� )�"-Uu�;88�� u�:MMY�^u�668u(� 1$A �G�$��<�
#$$ !'�"�� )�"r� ��� 0 ���G"��� G"A"� ���#'(� �=?� �'- ?� �>='*'� !�'B
H.D�@�?�# �G#'�)�60Uu�7S7��u�76;Y^LS�;S+6u‰M��)��Uu�769��u�7u;Y�^ �
^ �+S�M9+6uˆM(
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Рис. 4. Линии уровня функции тока ф =  0 для R e=103 (а, б) и R e= I0 4 (в)
О _  Р=60°; б — 120°; в — 60°

Особое внимание было обращено на выбор временного шага, 
обеспечивающего быстрый выход на стационарный режим. На 
рис. 6 приведены числа временных слоев / 0("f) > ПРИ которых дости­
гался стационарный режим, iY =  'r/(^minResin2{i), на рис. 7 — полное 
число итерации Y0(^), которое потребовалось для вычисления т|з 
.и. со с е=10_6 за / 0(ч) временных слоев. Рассматривался случай, 
когда Y5�+�Y0�+�Y� так что 4 =  ./V2T/(Resin2p). Для Re=10’ при [5 =  60 
и 90°, Л7=20, когда в пограничный слой не попадают узлы сетки, 
стационарный режим можно было получить при �&n0�%� где Чо=1,5, 
или при т ^ 2 т 0 (т0 — 1,5$EZ sin 0/)2Re (см. разд. 5, выражения (29), 
(30)). Вообще, при Y = 20 счет можно было вести практически при 
любом Re (R e^lO 7, т^2 0 0 ). В случае же сетки с Аг=40 при [5 = 
=90°, R e=10\ когда в пограничный слой попадают 1-2 узла сет­
ки, счет можно было вести при ( т < т 0). Из сравнения кри­
вых с Y+0% и А7=40 (см. рис. 6, 7) видно, что /о(ч<шт) V Y � При 
оптимальном у и т  отличие Л/о(чопТ) и Л̂0(^), ^=0,75, незначитель­
но. Поэтому рекомендуется вести счет с "f = 0,75 или т = т  = 
=  0,75 (Л' sin 0 ')2Re. При решении задачи не обнаружилось суще­
ственного различия во времени и характере счета при [5 =  60, 120° 
и при {5 =  90°. Поэтому вторая задача решалась лишь в квадратной 
каверне с неподвижными стенками (ф=<9ф/дп=0, хбГ) при Re=l 
и Gr=103, 10\ 10е (задача о тепловой конвекции). На границе 
квадрата задавалась температура ;+�	  0 ^ х ,^ 1 ,  хбГ. Расчеты 
при Gr=103-M05, Y = 20 не приводили к каким-либо осложнениям. 
При Gr =  4-106 не существовало стационарного решения. Переход 
к нестационарным решениям происходил при G r^ lO 6 (Pr =  1). 
Если положить ;$��  0)=4х(1—�*�  0 ^ х ^ 1 ,  и 7 =  0 на остальной 
части границы квадрата, то нестационарный режим наблюдался 
Ъри G r«5 -108 (Л=1/20).

Наряду со схемой первого порядка аппроксимации (Ra5§>l в 
условии (24)) рассматривалась схема второго порядка. Члены пе­
реноса в уравнении для энергии аппроксимировались, как и в 
Уравнении для ш. Аналогично строился итерационный процесс вы­
числения Р +1. При больших Gr (Re =  P e = l)  для этой схемы не на­
блюдалось «пилообразных» решений. При разрешении сеткой по-
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Рис. 5. Функция со (1, *,) на верхней стенке 
каверны для различных чисел Re по резуль­
татам [10] (кривые /, 3) и настоящей работы 
(кривые 2, 4)
1, 2 — Re-Ю 1; 3, 4 —  R e -  10s

Рис. 6. Зависимость числа временных слоев / 0 
от параметра у
/ — N=10, р =  90”; 2—20. 60°; 2—40, 90°

Рис. 7. Число итераций N0(у) для со и ib при 
е= 10_6
Обозначения те же, что на рис. б

граничного слоя выход на стационарное решение (Gr=105) имел 
монотонный характер. Минимальное время выхода на это решение 
было при v= t/(/i' s ine7)2»  1,5 (R e=l).
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'�!�'H��'����  "�0="���$��.����.��
)U-�� У,� uY�^u�� �$(х, у,� uY^u(� U8Y
�" "#�� ���� $�$>���$��'� �)$ &.=' $�"��$@� *"!",'�� #$�$ ���

��$>-$!'&$� .,'���"�<� 0 '� ��>$ �� ,'�=���$A$� &��$!"� ���  �G��'?��
�$��$?�� �� �=�!./D�&(

1 '� � "��'��=<�$� ��>$=<G'-� *�",��'?-� ,'�="� �F=�?� U[s�+}�
5 I ;�+I9Y� !')).*'$����� ,'�="� 1 "�!�=?� 0 '�'&"/�� *�",��'?�
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Для каждого фиксированного значения W уравнение (25) с уче­
том граничных условий можно рассматривать как одномерную за­
дачу. Это значит, что прогоночные коэффициенты ос*+1, j, fSi+1,j в
(24) удовлетворяют соотношениям

Аналогично, только пользуясь формулами обратной прогонки, по­
лучим соотношения, связывающие и 6{_u  и 6,>

Теперь с помощью формул (21) и (22) преобразуем (20) к ви­
ду, не содержащему , # 	  и 49J5~v

Вновь используя формулы для прогоночных: коэффициентов, вы­
ведем рекуррентные соотношения, аналогичные (26) —(29), для

Таким образом получена система уравнений для определения 
прогоночных коэффициентов из (21) —(24). Подробное описание 
метода ее решения дано в [15, 18].

Определив прогоночные коэффициенты, по любой из формул 
(21) —(26) можно найти решение системы уравнений (20). По из­
вестным 6 со , 6 ф определяются значения искомых функций на 
следующей итерации по Ньютону. Критерием окончания итераций 
по нелинейности служит выполнение того или иного условия схо­
димости.

Такой метод решения уравнений Навье—Стокса позволяет про­
водить расчеты на грубых временных сетках. Например, в модель­
ном примере на сетке 21X21, /z*=/z„=0,05 с .$:�  г/) =  104 10й шаг 
по времени при расчете методом установления с нулевого фона 
может принимать значения до 102.

Однако с ростом шага по времени увеличивается число итера­
ций и время выхода на стационарный режим. В данном случае 
наибольший выигрыш машинного времени (примерно на поря­
док) достигается при использовании шага по времени т0ПТ=1ч-5, 
при этом т„пт//z*2~  103.

Следует иметь в виду, что число арифметических действий, 
которые необходимо произвести для перехода с одного временного 
слоя на другой, при использовании описанного здесь алгоритма 
значительно превышает объем вычислений на каждом слое в ме­
тодах, основанных на раздельном решении уравнений для со и ф. 
Несмотря на это, использование более грубой сетки по времени 
дает возможность заметно сократить время счета всей задачи в

(26)

(27)
(28)

i = l ....... М - 1 .  (29)

• K 9 �W 4 �9�9 I9 — +  A ) 9 ZW4 ' ZW7 9 +  9�W — 0.

Ри, “Yf.j>

( su l  (s-H)
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разностных схем, аппроксимирующих систему уравнений (32) —
(34) :

W, =  DWi%\ ZL =  DZ!̂ \
(35)

=  0, Z^‘] =  О при х =  0,

=  DZ-/, W{ai) =  aZ{0,) при x = L  (36)

Вместо (35) можно использовать дискретные реализации, гранич­
ных условий более высокого порядка, но это не повлияет на ха­
рактер полученных результатов.

Рассмотрим некоторые схемы из семейства (35), (36). Пусть 
сначала сц=1, 1=1, . . . .  4, ст5=0. Решение соответствующей систе­
мы уравнений не представляет алгоритмических трудностей. Од­
нако при значениях а<  — 1 разностная схема (35), (36) с выбран­
ными ст,- оказывается неустойчивой при всех значениях шагов по 
времени и пространству. Этот результат можно получить, исполь­
зуя, например, признак Гельфанда—Бабенко [21]. Таким образом, 
область применимости данного алгоритма определяется свойства­
ми функции / (С2, t), что делает затруднительным его применение 
для расчета реальных задач, где fc/ (C2, t) может принимать зна­
чения как больше, так и меньше —1.

Нетрудно проверить, что чисто неявная разностная схема (35),
(36) с Oj= 1, i =l ,  . . . ,  5, абсолютно устойчива. Но если искать ее 
решение с помощью итерационного процесса, в котором функция 
Z в граничном условии (36) берется с предыдущей итерации и 
уравнения для W и Z решаются последовательно одно за другим, 
как в случае сц=1, /=1, . . . ,  4, а5=0, то область его сходимости 
совпадает с областью устойчивости рассмотренной выше разност­
ной схемы.

Пр именение метода матричной прогонки к системе уравнений
(35) , (36) (Ст(=1, i = l ....... 5) обеспечивает получение решения
при любых значениях а. Подробные доказательства приведенных 
здесь утверждений содержатся в [22].

Методические расчеты, проведенные для случая реальных гра­
ничных условий, возникающих при моделировании роста тройных 
соединений из раствора расплава, подтвердили полученные теоре­
тические результаты [22].

В качестве примера приведем результаты одного из одномер­
ных расчетов, проведенных с реальными граничными и начальны­
ми условиями, возникающими при математическом моделирова­
нии процесса получения тройных полупроводниковых соединений 
методом жидкофазовой эпитаксии (см. введение). С практической 
точки зрения наибольший интерес здесь представляет зависимость 
Ci и С2 от времени в граничной точке области х= \.  Параметры 
расчета были выбраны так, чтобы в начальный момент времени 
условия сходимости схемы (35), (36) с ст4=1, t =l ,  . . . ,  4, ст5=0 
были нарушены [22]. При этом оказалось, что если задачу (30),
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 '�&"���� #$�$ $&� �� ��='��@�$&�
A "�',�$&� .�=$�''� UM6Y� *�",�B
�'�� ).�#E''� n� � > "�<� �� �'H+� ƒ• �
��A$� � �&���$A$� �=$?�� '� . "�B
���'?� !=?� ��� '� n0�  �G"�<� 0$B
�=�!$�"��=<�$�� �$� 0$=.,���"?� } �
��  �*.=<�"��� *"�'�'&$��<����U6��
 .� �$�'�� ��&$�$�$���@� -" "#+� } �
�� (� �&0='�.!"� #$=�>"�'@�
).�#E''� � �U6�u � �$* "��"���
0 '� *�",��'?-� '� � &��<G'-� ��B
#$�$ $A$� N�� "� *"��&� 0 '� '/'q �
�",'�"��� .>��"�<� U '�(� MY(� �"#$�� 0$��!��'��  �G��'?� *"!",'� UMuY��
UM6Y� 0 $�'�$ �,'�� '&�/D'&�?� )'*',��#'&� 0 �!��"�=��'?&� '� ��?B
*"�$� '�#=/,'��=<�$� �$� ��$@���"&'� "=A$ '�&"� ,'�=���$A$�  �G��'?(

�" "��"�'�� "&0='�.!�� #$=�>"�'@� ).�#E''� W�Uo�� '*� 0 '� ' # 'q �
��?*"�$� �� ��&�� ,�$� �� F�$@� $>="��'� '�0$=<*.�&"?�  "*�$���"?� �-�&"�
��.��$@,'�"(� 1 '� ' / L � 0" "&�� �� *"!",'�� �-$!?D'�� �� A "�',����
.�=$�'?� U�&(� U9YY�� '*&��?/��?� �"#�� ,�$� "=A$ '�&�� $��$�"���@� �"�
0$�=�!$�"��=<�$&�  �G��''� . "����'@� !=?� ��� '� �S�� ��"�$�'��?� .�B
�$@,'��&(� �D��  "*� 0$!,� #��&�� ,�$� �� !"��$&� �=.,"�� .�=$�'?� .�B
�$@,'�$��'�  "*�$���$A$� "=A$ '�&"� ��� *"�'�?�� $�� G"A$�� ���#'� 0$�
� �&��'� '� 0 $�� "����.(

�"�  '�(� M� 0 '��!��� �"#H�� A ")'#� ).�#E''� �;U6�� '*�� 0$=.,����@�
��  �*.=<�"���  �G��'?� *"!",'� UMuY�� UM6Y� 0$� ,'��$� ��?��$@� �-�&�(�
�$$�������./D"?� ��='��@�"?� �'���&"�  "*�$����-� . "����'@�  �B
G"���?� &��$!$&� �</�$�"�� "� �$*�'#"/D"?� �"� #"H!$@� �</�$�$�B
�#$@� '�� "E''� �'���&"� ='��@��-� . "����'@� L� �� 0$&$D</� &��$!"�
&"� ',�$@� 0 $A$�#'(� C�'�  �*.=<�"��� -$ $G$� �$A="�./��?� �� F#�B
0� '&���"=<��&'� !"���&'(

���=�!$�"�'�� $!�$&� �$@� *"!",'�� $��$����� F�"0�� #$�$ $A$�
'*=$H���� ��G��� 0$�=.H'=$� $��$�$@� !=?� ��>$ "� "=A$ '�&"�  �G�B
�'?� !�.&� �$@�*"!",'�� #$�$ �@� 0$*�$='=� $0 �!�=?�<� #$�E��� "E''�
n�� � `^ o�� S�� �$� ���&� !'"0"*$��� 0" "&�� $��� 0 �!��"�=?/D'-� 0 "#B
�',��#'@� '��� ��(� C�$�� "=A$ '�&� "�"=$A',��� $0'�"��$&.� ��  "*!(� S�
&��$!.�  �G��'?� . "����'@� �"�<�L��$#�"(� �"#� '�  "�<G��� !=?�
 �G��'?� ��='��@�$@� �'���&�� . "����'@� 0 '&��?���?� &��$!� �</B
�$�"(� 1$=.,���"?� �'���&"� ='��@��-� . "����'@�  �G"���?� $��$�'B
��=<�$� ��#�$ "� U9���� 9�SY� �� 0$&$D</� '�� "E'$��$A$�0 $E���"� R68T(�
��$>-$!'&$� $�&��'�<�� $!�"#$�� ,�$� �$*�'#"/D"?� �"� #"H!$@� �</B
�$�$��#$@� '�� "E''� �'���&"� . "����'@� �� !"��$&� �=.,"�� ���#$=<#$�
0 $D�%� �"#� #"#� ).�#E'?� �$#"� )t� .H�� '*�����"� '*� U6Y�� �$� ��='��@B
�$��<� �� USY� �$!� H'��?� �$=<#$� �� A "�',��-� .�=$�'?-(

�0'�"���@� ��  ">$��� "=A$ '�&� ,'�=���$A$�  �G��'?� *"!",� #$�B
E��� "E'$��$@� #$���#E''�� �� $��$��� #$�$ $A$� =�H'�� &"� ',��@�
0$!-$!� #�  �G��'/� . "����'@� !=?� ).�#E''� �$#"� '� �'- ?�� "� *"��&�
�=?� #$�E��� "E'@�� ?�=?���?� ���<&"� F))�#�'���&(� ��� 0$*�$=?���
0 $�$!'�<� ,'�=���$�� '��=�!$�"�'�� 0 $E���"� #$���#�'��$A$� &"��$+

S7



•g””gp`• js�� �$*� ' #" / D �A$� ��  " �0= " � � � 0 ' � 0$=., � � ' ' � �  $@�� - � 0$= .B
0 $ �$ ! � ' #$ � � - � �$�! ' � � � '@� & ��$!$& � H ' !#$ ) " *$ �$@� F0 ' � "# � ' ' � �$�
� � �& � ! ' "0 "*$ � � � 0 "  "& � �  $ � �� 0  � ! � � " �=? / D ' - � 0  "# � ' , � �# '@� ' �B
� �  � � (

�������4��

� (� Small М. В., Crosstey 1.� “™g� •™ªn`jso� •akjgnngn� kjj•aa`v„� w•a`v„� o`«•`w� •™sng�
g•`psž`so� „ak†p™(L�œ(� Waªnp(� Xak†p™�� 67\;�� •ko(� S\�� §� 6�� •(� M:L;8(

S(�Литвин А. А'., Марончук И.� ](�� Марончук Ю. Е.� '� ! (� �='?�'�� &"��$+� '� ��0+�
=$0� ��$�"� �"�  $��� F0'�"#�'"=<��-� �=$��� � � � �� �� 0 $E����� 0 '�.!'��=<�$A$�
$-="H!��'?�  "���$ "�L� "�0="�"(L��*�(� ��� ����(� ��$ A"�(� &"�� '"=���
678u�� �(� 69�� ¬�S�� �(� Su;LS6S(

M(�Wilcox W. R.� Vv_o•gvjg� k_� jkv•gjp`kv� kv� p™g� „ak†p™�k_�jaªnpson� _akŒ� nko•p`kv(L�
œ(� Waªnp(� Xak†p™�� 678M�� •ko(�9:�� •(� 6MML6;S(

;(� Konig U„ Keck W.� Vv_o•gvjg� k_� jkko`v„� aspg� kv� jkv•gjp`kv� w•a`v„� Z•¯� „ak†p™�
k_� Xsin� svw� UXs�� ioYin(L�œ(� Waªnp(� Xak†p™�� 678M�� •ko(� 9:�� •(� :88L:7:(

:(� Мажорова О. С., Попов Ю. П., Смирнов В. А., Шленский А. А.� �'�=���$��
&$!�=' $�"�'�� 0 $E���"� �� "D'�"�'?� &$�$# '��"==',��#'-� �=$��� 0$=.0 $B
�$!�'#$��-� &"�� '"=$�� &��$!$&� H'!#$)"*$�$@� F0'�"#�''(L� 	'*'#"� '� -'&'?�
$> ">(� &"�� '"=$��� 678M�� ¬� ;�� �(� 86L7u(

� (� Гершуни Г. 3., Жуховицкий Е. М.� �$���#�'��"?� .��$@,'�$��<� ���H'&"�&$@�
H'!#$��'(� �(%� �".#"�� 67\S(� M7S� �(

\(� Роуч П.� ��,'�='��=<�"?� A'! $!'�"&'#"(� �(%� �' �� 678u(� 969� �(
� (� Грязнов В. Л., Полежаев В. И.� ���=�!$�"�'�� ��#$�$ �-�  "*�$����-� �-�&� '�

"00 $#�'&"E'@� A "�',��-� .�=$�'@� !=?� ,'�=���$A$�  �G��'?� . "����'@� ��0=$B
�$@� #$���#E''%� 1 �0 (� �1�� ��� ����� ¬� ;u(� �(�� 67\;(� :\� �(

7(� Герасимов Б. П.� �!'�� &��$!�  "�,��"� *"!",'� #$���#E''� ���H'&"�&$@� H'!#$B
��'%� 1 �0 (� �1�� '&(� �(� �(� ��=!�G"� ��� ����� ¬� 6M(� �c� 67\:(� S6� �(

6u(�Люмкис Е. Д.� �>� .��=',��''� G"A"� �$� � �&��'� 0 '� '���A ' $�"�''� . "���B
�'@� �"�<��L���$#�"� �� 0� �&����-� �'- <�L�).�#E'?� �$#"(L��'))� ����. "�B
���'?�� 678:�� �y� \�� �(� 6Su8L6S6\(

66(� Вабшцевич II. II.� ��?�����  "*�$������ �-�&�� !=?� ����"E'$�" ��-� . "����'@�
�"�<��L���$#�"� �� 0� �&����-� ).�#E''� �$#"�L��'- <(L��'))� ���� . "���B
�''�� 678;�� �5� \�� �(� 66M:L66;;(

6S(�Самарский А. А.� ��$ '?�  "*�$����-� �-�&(� �(%� �".#"�� 67\\(� 9:9� �(
6M(�Кускова Т. В.. Чудов Л. А.� �� 0 '>='H����-� A "�',��-� .�=$�'?-� !=?� �'- ?�

0 '�  "�,���� ��,��'@� �?*#$@� ���H'&"�&$@� H'!#$��'(L��� #0(%� ��,'�='��=<B
���� &��$!�� '� 0 $A "&&' $�"�'�(� �(%� �*!+�$� �N4�� 6798�� ��0(� 66�� �(� S\LM6(

6;(� Мажорова О. С., Попов Ю. П.� �>� $!�$&� "=A$ '�&�� ,'�=���$A$�  �G��'?� !�.B
&� ��-� . "����'@� �"�<��L���$#�"%� 1 �0 (� �1�� '&(� �(� �(� ��=!�G"� ���
����� ¬� M\(� �c� 67\7(� M6� �(

6:(� Мажорова О. С., Попов 10. П. О� &��$!"-� ,'�=���$A$�  �G��'?� . "����'@�
�"�<��L���$#�"(L�2. '�� ��,'�=(� &"��&"�'#'� '� &"�(� )'*'#'�� 678u�� �(� Su��
¬;�� �(� 6uu:L6uSu(

69(�Самарский А. А., Попов 10. П.� �"*�$������ &��$!��  �G��'?� *"!",� A"*$�$@�
!'�"&'#'(� �(%� �".#"�� 678u(� M:S� �(

6\(� Моисеенко Б. Д., Фрязинов И. В.� �$��� �"�'�����  "*�$������ �-�&�� !=?�
. "����'@� ���H'&"�&$@� �?*#$@� H'!#$��'� �� 0� �&����-� C@=� "(L�2. �(� ��B
,'�=(� &"��&"�'#'� '� &"�(� )'*'#'�� 6786�� �(� S6�� ¬� :�� �(� 668uL6676(

68(�Мажорова О. С.� ��� "E'$���@� &��$!�  �G��'?� !�.&� ��-� &"� ',��-� . "�B
���'@%� 1 �0 (� �1�� '&(� �(� �(� ��=!�G"� ��� ����� ¬� ;8(� �(�� 67\7(� 67� �(

67(� Четверушкин Б. II,� �>� $!�$&� '�� "E'$��$&� "=A$ '�&��  �G��'?�  "*�$����-�
. "����'@�L 2. '�� ��,'�=(� &"��&"�'#'� '� &"�(� )'*'#'�� 67\9�� �(� 69�� ¬� S��
�(� :67L:S;(

Su(�Волчинская М. И., Четверушкин Б. Н.� �>� $!�$&� '�� "E'$��$&� &��$!��  �B
G��'?� !�.&� ��-� . "����'@� !')).*''� '*=.,��'?(L�2. �(� ��,'�=(� &"��&"B
�'#'� '� &"�(� )'*'#'�� 67\\�� �(� 6\��¬�S�� �(� ;S8L;M9(

Mu









��"=='*"E''� �� $>K�&��  "�0="�"�� 0 ',�&� !$=?� ��� !$@� )"*�� 0 $B
0$ E'$�"=<�"� 0� �$-="H!��'/� U�&(� �� "H��'�� U7YY(

�=?� ,'�=���$A$�  �G��'?� .#"*"��$@� *"!",'� '�0$=<*$�"="�<� &$B
�$�$��"?� �-�&"� �"&" �#$A$� !=?� . "����'?� ��0=$0 $�$!�$��'� $>B
D�A$� �'!"� R\T� �� ���!��'�&� '�� "E'@� 0$� &��$!.� 0� �&����-� �"B
0 "�=��'@(� ��='��@���� �� "H��'?� !=?� '� AE� >� .��?� '*� 0 �!�B
!.D�A$� � �&���$A$� �=$?(

1 �H!�� ,�&� 0� �@�'� #� "�"='*.�  �*.=<�"�$��  "�,��$��� 0 '��!�&�
�"#H�� "�"='�',��#$��  �G��'�� &$!�=<�$@� *"!",'� �� $!�$&� �$&�
0 '>='H��''(� ��"='�',��#$��  �G��'�� >.!��� '�0$=<*$�"�$� !=?�
� "����'?� ��  �*.=<�"�"&'� ,'�=����-�  "�,��$�(

S(� �0 �!�=��'�� )$ &��) $��"�# '��"=='*"E''�
'*�$!�$&� �$A$�0 '>='H��'?�*"!",'

�"��&$� '&� *"!",.� U6Y�LU\Y� �� #�"*'��"E'$�" �$&� �=.,"��� �,'�"?�
$> "*�E� 0$=.>��#$��,��&(� ��$!?� � �!�//� 0$� ��,��'/� E'='�! "�
��&0� "�. .�

�
2�+ �I # ` 7 2 $ 7 � \ � ' * @ 7

�

'� '���A ' .?� . "����'�� U6Y� 0$� A�� ���!�&� *"!",.� U6Y�LU\Y� #� $!�$B
&� �$@(� �� #�"*'��"E'$�" �$&� �=.,"�� *"!","� *"0'G���?� �=�!./B
D'&� $> "*$&%

@G
@\ � � � ++++3$�UN +� I Y@\

^ � � �
@2
@\

; �UuY�=�;%�� o`Œ� ^ �L�s�
�+5$$�@\

C6�L �� � � � �€ $ �O
@\

" �� %

" ' ' %

�"�0 �!�=��'�� ��&0� "�. �� �"� �"A ��"��=�� 0 '&�&� ='��@��&%
2'$\*�+�2>Is \ �
�=�!.��� $�&��'�<�� ,�$� ��='� �� '�-$!�$@� 0$��"�$�#�� *"!",'�

U6Y�LU\Y� !�.-)"*�"?� *$�"� ��� !$=H�"� �$*�'#"�<�� �"#� #"#� $-="HB
!��'�� $> "*E"� '!��� �$=<#$� �� ���G��@� A "�'E�� U�&(� R;TY�� �$� �� $�+�
 �!����$@� *"!",�� &$H��� �.D����$�"�<� !�.-)"*�"?� *$�"�� #$�$ "?�
�$*�'#"��� 0$�=�� $� �!���'?� !$='� ��� !$@� )"*�� 0$� ��,��'/� $> "*B
E"(� 4,'���"?� F�$�� 0 '��!�&� 0$! $>�./� *"0'�<� *"!",'� U6uY�� U66Y�
��  "*>'�#$@� $>="��'� �"� � '� *$��%� *$�.�� *"�?�./� H'!#$@� )"*$@�
U� € � € � $Y�� !�.-)"*�./� *$�.� Umu€ m € m 6Y� '� *$�.�� *"�?�./� ��� !$@�
)"*$@� UA t� �Y%

N �̂ N � U\’+N�UAYY^^u�� � € � € A uO uSY

; �UuY�^ N u� ;$�%*�+�;�I U6MY

..AYd^ " uU\q0I 2 '$\**�� a`UmuY^u�� mu€m€m�O U6;Y

;$�*q+;	� mu€� €m�O U6:Y

M;



;¡=t � �;Z=�0�-;=;��$�** �^u�� � / � F̀ � U69Y

T58,6�= �Tz+� >C{�1 � � �2�34 � 5,E6
A+5H

N UA u+uY^ uO� U68Y

�SN U� ��f �uY^+q.'U6+A6UA6YY(� U67Y
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