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PROLOGO

En la actualidad es muy importante el papel de los métodos
mateméticos en lag diferentes ciencias de la naturaleza y ante todo
en la fisica. Este manual se basa en la experiencia de las clases préc-
ticas sobre ecuaciones de la fisica matemética en la Universidad
estatal «Lomonosovs de Moscli. Contiene mds de 800 problemas de
diferente grado de dificultad y puede ser de provecho no sélo a los
estudiantes y postgraduados de la especialidad de la fisica matema-
tica vy las matematicas aplicadasg, sino que también a ingenieros e
investigadores cientificos que en sus tareas construyen y analizan
los modelos mateméticos de ciertos procesos fisicos.

Los enunciados de los problemas ocupan menos de la cuarta parte
del libro, el resto se dedica a formular respuestas y comentarios, en
forma detallada, o de indicaciones acerca de como ohiener las respues-
tas. Los problemas analogos a los examinados anteriormente solo
sc les da las respuestas. Se presta gran ateneién a los problemas acerca
de la deduceién de las ecuaciones y de las condiciones de frontera.
La experiencia demuestra que estas cuestiones relacionadas con la
construceion de los modelos matemdaticos del fendmeno examinado
ofrecen comunmente Jas mayores dificultades. Los capitulos se han
dividido en parégrafos segin los métodos de las soluciones. Todo esto
permite a los leclores mediante ol estudio del material por cuenta
propia alcanzar habitos téenicos en la resolucién de los problemas
de las principales ramas de la fisica matemdtica.

Esto libro no pretende abarcar todos los métodos que se utilizan
en la fisica matemdtica. En él, por ejemplo, no se examinan el mé-
todo operacional, los métodos de variaciones y de diferencias, la apli-
cacion de las ecuaciones integrales.

Iintre 1a literatura citada frecuentemente hacemos mencién al libro
A.N. Tijonov y A. A. Samarski «Ecuaciones de la fisica matematicar*
dado que las notaciones y la secuencia de presentacién del material
en el presente manual corresponden de un modo bastante aproximado
a los de esa obra.

*) Existe traduccidn al espaiol: Ed. «Mirs, Moscii, Segunda edicién, 1980,



PLANTEAMIENTO DE LOS PROBLEMAS

Capitulo 1

CLASIFICACION Y REDUCCION A LA FORMA CANONICA
DE LAS ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES
DE SEGUNDO ORDEN

En este capitulo se pluntean los problemas sobre la determinaciom
del tipo y la rednceién a la forma candnica para ecuaciones de dos
y mds variables independientes.

En el caso de dos variables independientes se estudian las ecua-
cioncs con los coeficientes constantes y variables; en el caso de Lres
y mas variables independientes, solo las ecuaciones con los cocfi-
cienles constantes ya que para tres y mas varinhles independientes
la ecuacion con los coeflicientes variables, hablando en general, no-
puede ser recucida a la forma candnica mediante la transformacion,.
general para todo el campo en que la ecuacién pertenece al tipo dado.
LEn el § 1 ze dan los problemas para la ecuacién respecto a la funcidm
de dos variables y en el § 2, para tres v més variables independientes-

§ 1. Ecuacion para la funcién
de dos variables independientes

Ayl 20ty gl - gt + byt -+ boue - cu = f (2,y)

1. Ecuaciones con coeficientes variables
1. Hallar los campos en que la ecuaeion
(14 &) s + 23yt — YUy, =0

es hiperbdlica, eliptica v parabdlica y estudiar su dependencia com
respecto a I, donde [ es un pardmelro numérico.

En los problemas 2—20 reducir la ecuacién a la forma candnica
en cada uno de los campos en gue su Lipo se conserva,

2. upy + auy, = 0.
3 Upx 4 Huy, =0,

1
4. U T Hlbyy -+ 5 Uy =0.
B Puex -+ ay, = 0.
6. mue, - guy, = 0.
7o wax + Ty, = 0.
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8. wyysign y - 2wy 4wy, = 0.

9wy + 2wy + (1 — sign y) uy, = 0.

10, wyx sign g 4 20y + 14y, Sign z = 0.

1. Puee — Puy, = 0.

12, 2% — yuy,, = 0.

13, 2%uen + youy, = 0.

14, Y, + zfuy,, = 0.

15, yu,, + 2.1:_:,.#1:.,5£|I + x'*u” = 0.

16, z%uye + 2xyie, + yuyy, = 0.

17. Jty’un — ety Aytu, = 0.

18, cPuse 4 2ryuyy — 3ytuy, — 2xuy + dyuy, + 162%u =
19. (1 4 %) sy + (1 4 ¥ gy + Uy + yuy = 0.
20. uyesen? o — 2yng, sen x4 gluy, = 0.

2. Ecuaciones con coeficientes constantes

Mediante la sustitucién de la foncién buscada u (z, y) =

= exx*Buy (z, y) ¥ la reduccién a la forma canénica, simplificar las

siguientes ecuaciones con coeficienles constantes.
21, auy, 4 dauyy + auyy, + buy 4 ecuy +w = 0.
22. Zauyxy + 2auyy + Quyy + 2buy + 2e0, +u = 0.
23, gy + 2aug, + auyy, + buy + cuy 4w = 0.

4§ 2. Ecuacién con coeficienfes constantes para
una funcién de n variables independientes

]

n
&l

a”‘uxixk_%-.z'i bi’”x“i_c" =f{xy <oy z,).
=

i,

E

=1
Redueir a la forma candnica las ecuaciones 24 —28.

240 Ugx + 2wy + 20y, + iy, + Ou,; + Uy 4 uy = 0.
25, Uy — Allyy + gy + Ay, + Uz = 0.

26, uyx + Weg T yy + Uz — 204 4+ Uy + Uty — 2”1“: = 0.

2?' ﬂ.\-.'.r -~ by — Uy — uyz + uty + Uy, = 0

T " n
28. ) & thep,+ 2 tm, =00 b) 3} thew, =0

29. Eliminar los términos con las derivadas menores en la ecua-

<ion
n

n
Azl any _21 biug, 4 ev=f(2, 23, «.., 2,), =0, i=1, ...,
o i=

mn.



Capitulo Il

ECUACIONES DE TIPO HIPERBOLICO

Los problemas acerca de las vibraciones de medios continuos {cuer-
da, barra *), membrana, gas, etc.) v acerca de las vibraciones electro-
magnéticas conducen a ccuaciones de tipo hiperbélico.

En el presente capitulo se estudian el planteamiento y la resolu-
cién de los problemas de conlorno para ecuaciones de tipo hiperbd-
lico (véase la Jllamada) cuando los procesos fisicos a investigar pueden
caracterizarse por las funciones de log variables independientes: por
una coordenada de espacio y otra de tiempo.

.as ecuaciones de tipo hiperbélico para las funciones con mayor
nimero de variables independientes se exponen en el capitulo VL.

§ 1. Problemas fisicos que se reducen
a ecuaciones de tipo hiperbdlico;
planieamiento de los problemas de coniorno

En ¢! primer grupo de problemas de este parigrafo se suponen
la continuidad y homogeneidad de los medios, asi como el cardcter
continuo de distribucién de las fuerzas.

En ¢l segundo grupo de problemas se admiten la heterogeneidad
de los medios y 1a disconlinuidad tanto de las caracteristicas de los
medios como de la densidad de distribucién de las fuerzas.

Ll tercer grupo de los problemas estd dedicado al establecimiento
de semejanza entre distintos procesos de oscilacidn.

*} Las vibraciones transversales de upa barra eldstica conducen a una
ecuacién parabdlica de cuarlo orden mientras que las longitudinales conducen
4 una ecuacion hiperbélica de segundo orden. Sin embargo, los problemas do
contorio para las vibraciones transversales de upa barra son muy similares
a los problemas de contornc para las vibraciones y por eso se estudian en el
presente capitulo,

Pueden mencionarse también varios problemas fisicos importantes que
se reducen & unas ceuaciones de tipo hiperbolico para funciones que no depengen
del tiempo; por ejemplo, en el caso de un cuerpo contorneado estacionariamente
por un flujo supersénico de gas, para el potencial de las volocidades se obtiene
upa eccuacion de tipo hiperbélico.
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Plantear un problema de contorno ¢ue corresponda a un problema
fisico significa ante Ltodo elegir una funcién que caracteriza el proceso
fisico *) y después:

1) deducir 1a ecuacién diferencial para dicha funcién;

2} deducir para ¢ésta las condiciones de contorno;

3} enunciar las condiciones iniciales **),

1. Vibraciones libres en un medio sin resistencia;
ecuaciones con coeficientes constantes

Al estudiar las vibraciones pequefias en medios homogéneos **¥),
llegamos a ccuaciones diferenciales con coeficientes constantes.

1. Vibraciones longitudinales de una barra. Una barra eldstica recti-
linea pierde el estado de reposo a causa de la comunicacion de peque-
nos desplazamientos y velocidades longitudinales a sus secciones trans-
versales en el momento ¢ = 0. Suponiendo que durante todo el tiem-
po las secciones transversales de Ja barra permanecen planas, plan-
iear el problema de contorno para delerminar los desplazamientos
de las secciones transversales (e la barra cuande t > {). Considerar
lns casos cuando los exiremos de la barra:

n) estan fijos rigidamente,

a’) se mueven en diveceidn longitudinal segdn la ley dada,

b} estan libres,

¢) estan fijos eldsticamente, es decir, cada uno de los extremos
experimenta por el lado del empolramiento una fuerza longitudinal
proporcional al desplazamiento y orientada en direccion opuesta al
desplazamiento.

2. Vibraciones pequefias de una cuerda ****), Una cuerda estd
estirada con vna fuerza 7, y se eneunentra en la posicidn rectilinea
de equilibrio; sus extremos estdn fijos inmévilmente. En el momento
t =10 a los puntos de la cuerda se les comunican desviaciones
v velocidades iniciales,

Plantear ¢l problema de coulorno para determinar las pequefias
desviaciones de los punlos de la cuerda para t > 0.

Vibractones torsionales de un cilindro eldstico. Un cilindro elds-
tico y homogéneo pierde el estado de reposo a cansa de gue en el

#) Como regla indicaremos csta funcién en las condiciones del problema.

**) La existencia de condiciones iniciales es caracteristica para los princi-
pales probicmas de contorno de tipos hiperhdlico y parabélico. Respecto a las
nociones y definiciones relacionadas con el planteamiente de problemas de
conterno para las ecuaciones de tipo hiperbdlico vénse {7], pags. 47—58 y
péps. 139—141. (La bibliografia viene en el segondo tomo.)

=#+) Por ejemplo, en las barras homogéneas y en las enerdas de seecidn
transversal constante.

**4%) La dedneceion de la ceuucién de las pequeiias vibraciones Lransversales
y longitudinales estd ddetalladamente realizada en (7}, pigs. 30—36. En el
problema propuesto se debe deduciv la ecvacién de vibraciones de una cuerda
después del desplazamionto de sus puntos en direcciones arbitrarias,
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momento de Liempo t = 0 a sus secciones {ransversales se les comu-
nican pequeos giros on sus planos respecto al cje del cilindro.

Plantear el problema de contorno para determinar los dngulos
de giro de lag secciones transversales del cilindro para t = 0; estu-
diar los casos cuando sus extremos estan libres, [ijos rigidamente y
fijos eldsticamente.

4. Vibraciones longitudinales del gas en un tubo. Un gas ideal en-
cerrado en un tubo cilindrico realiza pequefias vihraciones longitu-
dinales: las secciones transversales planas, que se componen de parti-
culas de gas, no ze deforman y todas las particulas del gas se mueven
paralelamente al eje del cilindro.

Plantear loz problemas de contorno para determinar: 1) la densi-
dad p, 2) 1a presidn p, 3) el protencial ¢ de las velocidades de las parti-
culas del gas, 4) la velocidad ¢ y 5) el desplazamiento u de lag parti-
culas del gas en los casos, cuando los exlremos del tubo estin:

a) cerrados con unas membranas impenetrables y rigidas,

1) abiertos,

¢) cerrados con unos pistones de una masa despreciablemente pe-
quefa, colocados sobre unos muelles con coeficienle de rigidez v
y que se deslizan dentro del tubo sin rozamiento.

5. Problema de Zhukovski sobre el golpe hidrdulico. La seccidn de
entrada de un tubo cilindrico recto de longitud ! estd conectada con
un tanque de liguido de capacidad infinita. A lo largo de todo el
tubo fluye un liguido con velocidad constante #,. En el momento
inicial de tiempo ¢ = 0 la seccidn de salida del tubo z = I se cierra
instantineamente,

Plantear el problema de contorno para determinar la velocidad
de las particulas del liquido v la presién del liquido en el tubo.

6. En cl extremo z = [ del tubo del problema anterior esti una
campana de aire moderativa (fig. 1) ¥ un agregado 4 el enal regula
el gasto del liquide @ (¢) que sale de
la campana, de modo que @ (£) es una
funcidén dada del tiempo.

Sean Q4 y P, el volumen medio y
la presion media de aire en la cam-
pana; considerando que el liguido es
incompresible y las paredes de la cam- |- A
pana no se deforman, suponiendo tam- T T
bién que el proceso de compresion ar=]

y enrarecimiento del aire en la campa- Fig. 1
na es isotérmico y gue la variacién del

volumen del aire en la campana cs pequeiia en cornparacién con el
volumen medio &, deducir la condicion de frontera para el
axtremo z = [.

7. Ondas de un liquido pesado en un canal. En el canal lorizontal
de poca profundidad, de longitud I con scccién transversal rectangular

Airg
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hay agua, cuya profundidad, medida de la superficie libre en reposo,
os igual a k. Los extremos del canal estin cerrados con unas membra-
nas rigidag planas, perpendiculares a sus generatrices.

Dirijamos el eje z a lo largo del canal. Como resultado de pequefias
perturbaciones de la superficie libre, en el canal puede surgir un

Lharnelas con rozamiento
despreciablemente pequent

&L sgparte con masa
tf&&pr‘gfidﬂemente
pequena se destiza
SLI rozomientg por
La base

Fig, 2

movimiento ondulatorio del agua en el cual las secciones lransversa-
les, que se componen de particulas liguidas, como integras, recibirdn
un desplazamiento § {z, £) a lo largo del eje z y su altura oblendra
una desviacion v (2, ¢} respecto
a la profundidad £ de la su-
perficie libre en reposo del
agua.

Supongamos que estan da-
L /} dos los wvalores iniciales de

J 1 Efe, &) y iz, £) en el mo-
mento t = 0.

Plantear el problema de

/ contgrno  para  delerminar

E(x, 2y yn iz, ) para £ > 0.

8. Vibraciones transversales

Fig. 3 de una barra. Alos puntos de

una barra rectangular homo-

génea y elistica con los extremos articuladamente fijos (fig. 2) en el

momento inicial de tiempo ¢ = 0 se les comnnican pequeias desvia-

ciones transversales y velocidades paralelas a la  superficie de
simetria vertical longiludinal de la barra.

Plantear el problema de contorne para determinar las desviacio-
nes trapsversales de los punlos de la barra para ¢ = 0, suponiendo gue
la barra Tealiza unas oscilaciones transversales pequefias.

9. Estudiar ¢l problema 8 para el caso en que un extremo de la
harra estd fijo rigidamente y el olro, libre (fig. 3).

>
1 -
s
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10. ..studiar el problema 8, suponiendo que la harra esta sobre
una base eldstica, cuya masa puede despreciarse al examinar las
vibraciones transversales de la barra. El coeficiente la elasticidad
de la baso, en la cual esta fijada la barra, es igual a %, es decir, la
fuerza eldstica (transversal para la barra) que actfia por parte de la
base elastica en una unidad de longitud de la barra en su punto dador
z, es ignal a —ku (z, t).

2, Vibraciones forzadas y vibraciones en un medio
con resistencia; ecuaciones con coeficientes constantes

11. A una cuerda, cuyos extremos estan fijos inmévilmente, em—
pezando desde el momento t = 0, estd aplicada una fuerza {ransverssl
continnamente distribuida, euya densidad lineal es igual a F (xz, 1).

Plantear el problema de conlorno para determinar las desviacio-
nes transversales u (x, f) de los puntos de la cuerda cuando ¢ > 0.

12. Por una cuerda 0 <C 2 <C I con los exlremos fijos inmévil-
mente y con resistencia eléctrica despreciablemente pequeiia, pasa
una corriente alterna de intensidad f = J () para £ > 0, ademais,
la cuerda estd en un campo magnético continuo de inlensidad H,
perpenidicular a la cuerda. Plantear el problema de contorno sobre
las vibraciones transversales de la cuerda provocadas por las fuerzas
ponderomotrices, aplicadas a la cuerda *).

13. Empezando desde el momento ¢ = 0, un extremo de la barra
homogénea elastica y rectilinea realiza vibraciones longitudinales
seglin una ley dada y al obro extremo ostd aplicada una fuerza @ =
= M (£) dirigida a lo largo del eje de la barra. En el momento de
tiempo £ = 0 las secciones transversales estaban inmoéviles y se halla-
ban en posicién sin desviacién. Plantear el problema de contorno para
determinar las pequefias desviaciones longitudinales u (x, £) de los
puntos de la barra para ¢t > 0.

14. El extremo superior de una barra pesada, homogénea v elfs-
tica, colgada verlicalmente, estd fijado en forma rigida al techo de
un ascensor que cae libremente, una voz alcanzada la velocidad v,
el ascensor se deticne instantineamente. Plantear el problema de
contorno sobre las vibraciones longiludinales de dicha barra.

15. Plantear el problema de conlorno sobre las vibraciones trans-
versules pequefias de una cuerda en un medio con resistencia, pro-
porcional a la velocidad, suponiendo que los extremos de cuerda estin
fijos inmévilmente,

16. Plantear ¢l problema de contorno sobre las vibraciones Lrans-
versales pequeias de una barra eléstica homogénea v Teclanguiar
en un medio con resistencia, proporcional a la velocidad, cuando

*) Véase [17], pdp. 204
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existe una fuerza impulsante transversal continnamente distribuida;
suponer que los extremos de la barra estdn fijos rigidamente.

17. Plantear el problema de contorno sobre las vibraciones trans-
versales pequedfias de una barra elastica, homogénea y rectangular,
uno de euyos extremos esta fijo rigidamente v al otro se le aplica uua
‘Iue;za transversal (ecortantes) que varia con el tiempo segim una ley
«dada. '

18. Planlear el problema de contorno sobre las vibraciones longi-
tudinales pequefias de una barra cldstica bomorénea que se halla en
wn medio sin resistencia, si uno de sus extremos esta fijo rigidamente
y el otro experimenta una resistencia proporcional a la velocidad.

19. Oscilaciones eléclricas en cables. Plantear el problema de con-
‘torno para determinar la intensidad y la lensién de una corriente
alterna que pasa a lo largo de un cable fino con resistencia 6hmica R,
<capacidad €, autoinduccion L y fuga (¢ *) distribuidas continuamen-
te en su longitud, poniendo uno de sus extremos a tierra y aplicando
al otro una fuerza electromotriz F (), siendo la corriente inicial
d{z, 0) = f(2) v la tensién inicial v (z, 0) = F (2).

3. Problemas sobre las vibraciones que se reducen a ecuaciones
con coeficienfes variables confinuos

Si el medio vibrante es heterogéneo v, ademds, las funciones que
caracterizan sus propiedades (densidad de masa, médulo de elastici-
«dad, ete.) son funciones continuas del punto, entonces, como se
sabe, 1a ecuacion diferencial para la funcién que describe las vibra-
ciones, tendra coeficientes variables continuos. Pero pueden darse
otros casos que se reducen a ccuaciones con coeficientes variables
gontinuos.

20. Plantear el problema de contorno sobre las vibraciones longi-
tudinales de una harra eldstica 0 < z <C I con seccion transversal
variable S (z), si los extremns de la barra estin fijos inmoévilmente,
1a densidad de masa es igual a p (x), el médulo de elasticidad es igual
a E (z) y las vibraciones son el resultado de unos desplazamientos
y velocidades longitudinales iniciales. Considerar la deformacién
(e las seeciones transversales despreciablemente pequedia.

21. Plantear el problema de contorno sobre las vibraciones longi-
tudinales de una barra eldstica que tiene forma de cono truncado,
si los extremos de la harra fijos inmavilmente y la barra pierde el
estado de reposo al comunicar desviaciones y velocidades longitu-
dinales iniciales a sus puntos en el momento ¢ = (. La longitud de Ia
barra es igual a I; el radio de la base, R = r, el material de la barra
es homogéneo.

#) Los valores B, C, L, G estin calculados para la unidad de longitud;
1n homogeneidad del cable significa que B, ¢, L, G no dopenden del punio del
<able en que los examinamos.
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Prescindir de la deformacién de las secciones transversales.
22. Plantear el problema de contorno sobre las vibraciones trans-
versales pequeilas de una barra eldstica y homogénea, on forma de
una cuila de seccién transversal rectangular si su tope mayor estd
fijo rigicamente y el menor, libre (fig. 4). El médulo de elasticidad
de la barra es igual a E, la densidad de masa os igual a p.
Prescindir de la deformacién de las secciones transversales.
23. Plantoar el problema de contorno sobre las vibraciones trans-
versales de una cuerda pesada respecto a la posicion vertical de equi-
librio, si su extremo superior est4 fijo rigidamente y el inferior, libre.

uh 5

1

Fig. 4

24. Estudiar el problema 23 suponiende que la cuerda gira alre-
dedor de la posicién vertical de equilibrio con una velocidad angular
@ = const.

25, Una cuerda imponderable, al girar alrededor del eje vertical
con una velocidad angular constante, se halla en el plano horizontal,
con la particularidad de que un extremo de la cuerda estd sujeto a
cierto punto del eje y el otro, libre. En el momento inicial de tiempo
t = 0 a los puntos de la cuerda se les comunican unas desviaciones
y velocidades pequeiias en direccidn de las normales a dicho plano.

Plantear el problema de contorno para determinar las desviaciones
iia los puntos de la cuerda respecto al plano del movimiento equi-
ibrado.

4. Problemas que se reducen a ecuaciones
con coeficientes discontinuos y problemas afines
[medios homoegéneos a trozos, factores concentrados)

Si la densidad de distribucién de la masa de un cuerpo eldstico
que vibra o la densidad de la distribucién de las fuerzas aplicadas
a él bruscamente varia en los entornos de ciertos puntos del espacio,
frecuentemente resulta racional considerar que en estos puntos existe

20941
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discontinuidad de estas densidades y, en particular, pasar a las masas
o fuerzas concentradas, i en los entornos de los puntos mencionados la
densidad de la masa o Ja densidad de la fuerza es grande. En este
caso el enunciar los problemas de contorno se obticnen unas ecuacio-
nes diferenciales con coeficientes discontinuos y término impulsante
discontinuo. Si entre los puntos de discontinuidad los coeficientes
de la ecuacién permanecen constantes, entonces el problema puede
ger reducido a unas ccuaciones con coeficientes constantes y con-
diciones de conjugacién en los puntos de discontinuidad. Con esto
tenemos en cuenta Jos puntos interiores del medio: si las masas o las
fuerzas concentradas se estudian en los puntos de frontera del medio
que vibra, esto debe ser reflejndo cn las condiciones de frontera #).

26. Dos barras eldsticas y homogéneas semiacotadas con iguales
secciones transversales estdn unidas por los topes y forman una barra
o acotada **), Supongamos gue p,, £1 son la densidad de la masa
y el médulo de elasticidad de una de las barras y pg, F,, de la otra.

Plantoar el problema de contorno para determinar las desviaciones
longitudinales de las secciones transversales de la barra no acotada
desde sus posiciones de equilibrio, si en el momento inicial de tiempo
a las secciones transversales de la barra se les comunicearon ciertos
desplazamientos y velocidades longitudinales.

27. Estudiar el problema 26 en ¢l caso de vibraciones transversales
de una harra no acotada compuesta.

28. Estudiar un problema andlogo al problema 26, para las vibra-
ciones longitudinales de un gas en un tubo cilindrico no acotado,
si por un lado de cierta seccién transversal se encuentra un gas con
unas caracteristicas fisicas y por ¢l otro lado, con otras.

29. Plantear ¢l problema de contorno sobre el movimiento ondu-
latorio del Yiquido en un canal *#*) con la seceién transversal rectan-
gular, si las dimensiones de ésta en cierto lugar del canal varian brus-
camente, es deeir, si el canal estd «ccompuesto» de dos canales semiaco-
tados con diferentes secciones transversales.

30. Estudiar el problema 26, suponiendo que los topes de las barras
componentes estin unidos no directaments sino que entre ellos se
encuentra una junta rigida de espesor despreciablemente pequeiio
v de masa M.

*) Los problemas con la fuerza concentrada en un extremo de la barra
y con la fnerza electromotriz concentrada en un extremo del cable se estudiaron
yau cn ol apartade anterior {véanse los problomas 13, 19).

*%) Si uno do los extremos de la barra cstd alejado del campo de estudio
do modo quo se pucde en &te y durante cl periodo de tiempo de estudio despre-
oiar lag perturbuciones que so propagan desde dicho cxtremo, Ja barra puede
considerarse semiacotada (zp < z << -+ oo 6 —o0 << z << %y). En ¢l case, en que
ambos extremos de la barra €e cnenentran en gsta situaclén, la barra puede
considerarse no acotada (—oo << & << -0}, Esv so puede decir sobre una cuer-
da, sobre un tubo lleno de gas, ete.

#**) Viase el problema 7
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31. Dos barras homogéneas semiacotadas con iguales secciones
transversales rectangulares estin unidas por los topes de manera
que forman una barra no acotada con seccién transversal constante
y ademas los topes de las barras semiacotadas estdn unidos no direc~
tamente, sino que entre ellos se encuentra una junta rigida de espesor
despreciablemente pequefio ¥y de masa M.

Plantear el problema de contorno sobre vibraciones transversales
de esta barra.

32. Plantear el problema de contorno sobre las vibraciones longi-
tudinales de una barra vertical homogénea y eldstica, despreciado
la accién del campo de la fuerza de gravedad sobre las particulas de
la barra, si el extremo superior de la barra estd fijo rigidamente y
al extremo inferior se le ha ajustado un peso ¢ y ademés por posicién
de equilibrio se toma el estado de la barra sin tensién (por ejemplo,
en el momento inicial de tiempo de debajo del peso se quita el soporte
y el peso empieza a estirar la barra).

33. Plantear el problema de contorno sobre las vibraciones
transversales en el plano vertical de una barra rectangular, eldstica
y homogénea que se halla en el estado horizontal sin tensién, si
uno de los extremos estd fijo rigidamente y al otro se le ha ajustado
el peso @, el momento de inercia del cual respecto a la linea media
horizontal de tope inmediato es despreciablemente pequeiio; ademas
por posicién de equilibrio se toma el estado de la barra sin tensién.

34. Plantear el problema de
contorno sobre las vibraciones Poleas
longitudinales de una barra elas-
tica horizontal con el peso Q en N 1
un extremo, &iel otro extremo de r
la barra estd ajustado rigidamente |_‘_ EER

al eje vertical, el cual gira con la -I-
velocidad angular que varia en el o i ¢ J
transcurso del tiempo seglin una

ley dada. Considerar que las vi- Fig:5

braciones de flexién son elimina-

das mediante unas directrices especiales entre las cuales res-
bala la barra durante las oscilaciones longitudinales.

35. Estudiar el problema 34, suponiendo que el eje de rotacién
estd en posicién horizontal.

36. Plantear el problema de contorno sobre las vibraciones
torsionales de un c¢ilindro de longitud 21 que estd compuesto de dos
cilindros de longitud I, si en los extremos del cilindro compuesto
y entre los topes de los cilindros componentes estin las roldanas
rigidas (fig. 5) con dados momentos axiales de inercia.

37. Suponer que la cuerda no acotada realiza pequefias vibra-
ciones transversales como resultado de una fuerza transversal apli-
cada a partir del momento ¢ = 0 en cierto punto dado de la cuerda.

2
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Plantear 6l problema de contorno para determinar las desviacio-
nes de los puntos de la cuerda desde su posicién de equilibrio. Estu-
diay también el caso en gue el punto de aplicacién de la fuerza se
desplaza en el transcurso de tiempo a lo largoe de la cuerda segiin
una ley dada.

38. Estudiar el problema 37 para vibraciones transversales de
una barra.

39. T extremo de un tubo cilindrico semiacotado, lleno de un
gas ideal, estd cerrado con un pistén de masa M, el cual resbala
en el tubo, v la resistencia de rozamiento es proporcional a la velo-
cidad del pistén con el coeficiente de proporcionalidad igual a k*.
Suponer que el pistén estd sobre un muelle cuyo coeficiente de elas-
ticidad es k** y cuyo oje esta dirijido segin el eje del tubo.

Plantear el problema de contorno sobre las vibraciones longi-
tudinales del gas en el tubo.

40. En cierto punto de una cuerda, no acotada, estd ajustada
una bola de masa M a la cual se halla sujeto el muelle con el coefi-
ciente de clasticidad % y el eje perpendicular a la posicién de equi-
librio de la  cuerda (véase la fig. 11).

Plantear ol problema de contorno sobre vibraciones transversales
de la cuerda. Estudiar también el caso en que la bola experimenta
una resistoncia proporcional a la velocidad con el coeficiente de
proporcionalidad /¥,

41, Plantear el problema de contorno sobre las oscilaciones elée-
tricas en un cable de resistencia y fuga despreciablemente pequeias,
gi los extremos del cable estin puestos a tierra: por la resistencia
concentrada A, y el otro, por la capacidad concentrada C,.

42. Estudiar el problema 41, suponiendo que un extremo del
cable estd puesto a tierra por la autoinduccién concentrada L{¥
y al otro extremo estd aplicada una fuerza electromotriz E () por
la autoinduccion LgP. :

43. Plantear el problema de contornos sobre las oscilaciones eléc-
tricas en un cable, si sus extremos estin puestos a tierra por resis-
tencias concentradas,

&4, Plantear el problema de contorno sobre las oscilaciones eléc-
tricas en un cahle, si cada uno de sus exiremos estd puesto a tierra
por una resistencia y una autoinduccidén concentradas y conectadas
en serie. )

Hallar las relaciones que deben satisfacer los valores de las auto-
inducciones y de las resistencias concentradas para que tengan lugar
las condiciones homogéneas de frontera de tercer género para v (x, ).

45, Plantear el problema de contorno sobre las oscilaciones elée-
tricas en un cable no acotado, obtenido al unir dos cables semiacota-
dos por una induccién concentrada C,.

Estudiar el problema de contorno para determinar la intensidad
de la corriente en el caso cuando no hay fuga.



Il. Ecuaciones de fipo hiperbdlico 21

46, Estudiar el problema 45 para el caso en que log cables semiaco-
tados estén unidos no por la capacidad concentrada sino por una re-
sistencia concentrada R,.

47. Plantear el problema de contorno sobre las oscilaciones eléc~
tricas en un cable, un extremo del cual estd puesto a tierra por resis-
tencia R, y autoinduccién L™, ambas concentradas y conectadas
en paralelo; el otro, por la induceién C, y autoinduceién L*, ambas
concentradas y conectadas en paralelo.

48. Plantear el problema de contorno sobre las oscilaciones eléc-
tricas en un cable cuyos extremos estdn cerrados por:

a) autoinduccién concentrada L,

b) resistencia concentrada R,,

¢) indueccién concentrada C,.

5. Semejanza de los problemas de conftorno

Sean dados dos problemas de contorno (I} y (II) correspondientes
a los fondémenos fisicos de igual o diferente naturaleza. Denotaremos
por &', ¢, u' (2, ') la coordenada espacial, el tiempo y la funcién
incognita en un problema y por z", &, u” (2", t") denotaremos los
valores correspondientes en el otro. Si la ecuacién, las condiciones
iniciales y de frontera de ambos problemas tienen una forma igual,
respectivamente, entonces los problemas se llaman anélogos.

Denotaremos por Dy el campo de los valores (z', ') en el proble-
ma (1) y por Dy al campo de log valores (z”, t”) en el problema (II).
Si oxisten tales constantes k., k¢, k., los «coeficientes de semejanza»,
que

w (z', V) = k" (27, t") para &' = k", V' = k", (1)

y ademés (z’', #') recorre Dy cuando (z", ) recorre D;;, entonces el
problema (I) se llama semejante al problema (II} con cocficientes de
semejanza K, by, ko¥)

No es dificil demostrar que si el problema (I) es semejante al
problema (II), entonces se Fuede elegir las unidades de medida z,,
tyy by, Ty, ty, uy on los problemas (I) y (II) de tal forma queel paso
& las magnitudes adimensionales

=’ ' u' £ "

§=z_5: T=,—6§ U=“_5 y §=?’. T=T;"= e —
lleva a la completa coincidencia de ambos problemas de contorno,
es decir, el campo que recorre (&, T) en ambos problemas resulta-

*) La transformacién (I) es afin. %De esta manera, la solucién del proble-
ma (I} se obtiene de la solucién del problema (II) con ayuda de la transformacién
afin). Se puede considerar una claze més amplia de transformaciones afines que
ademfs do los alargamientos y contracciones incluya las traslaciones paralelas,
es decir, los cambios de los puntos de referencia de los valores x, ¢, u.
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igual, los coeficientes en las ecuaciones y en las condiciones de fron-
tera se convierten en adimensionales y numéricamente iguales *),
los términos independientes ¥ los valores iniciales se hacen idéntica-
mentes iguales. Evidentemente es vélida también la afirmacién re-
ciproca: si existe la transformacién de las unidades de medida que
transforman los problemas (I) y (II) en los problemas adimensionales
idénticamente coincidentes, entonces los problemas (I) y (IT) son se-
mejantes.

49, Formular el problema sobre las oscilaciones eléctricas en nn
cable analogo al probloma sobre las vibraciones longitudinales de
una barra homogénea y eldstica; un extremo estd fijo rigidamente y
el olro esta libre.

Establecer las condiciones necesarias y suficientes para que el
primer problema sea semejante al segundo con coeficientes de seme-
janza dados.

50. Formular el problema sobre las oscilaciones eléctricas en un
cable andlogo al problema sobre las vibraciones longitudinales de
una barra homogénea y oléstica en los siguientes casos:

a) un extremo de la barra estd fijo rigidamente y el otro, elasti-
camente;

b) un extremo de la barra estd libre v el otro experimenta una
resistencia proporcional a la velocidad;

¢) un extremo de la barra estd fijo rigidamente y el oiro se mueve
segin una ley dada.

Establecer las condiciones necesarias y suficientes para que el
primer problema sea semejante el segundo.

51. Formular un problema sobre las vibraciones torsionales de
un cilindro, semejante al problema 41 sobre las oscilaciones eléctri-
cas en un cable, temando como funcién que caracteriza las oscila-
ciones eléctricas, primero la tensién, y después, la intensidad de la
corriente.

Establecer las condiciones necesarias y suficientes para que el
primer problema sea semejanie al segundo.

§ 2. Método de propagacion de las ondas
{método de d’'Alembert)

La solucién general u = u (z, t) de la ecuacién sobre las vibra-
ciones de una cuerda

Ui = Qlgy (1)

. %) Estos coeficientes adimensionales se llaman criterios de seme-
janza.
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puede ser representada on forma *)
u (@, t) = g (& — at) + @q (z + ab), 2

donde @, (z) ¥ @a (2} son funciones arbitrarias y donde ¢, (z — at)
es la onda directa que se propaga por el ejo x hacia la derecha con la
velocidad a, mientras que g, (x + at) os la onda inversa que se pro-
paga con la misma velocidad por el eje z hacia la jzquicrda *¥),

Resolver el problema de conlorne para la ecuacién (1) con el
método de propagacion de las ondas significa determinar las funcio-
nes @, (z) v @, (z) de las condiciones iniciales y de las de frontera.

n el primer punto de este pardgrafo estdn recogidos los problemas
para la recta no acolada —oo < & << +00; en el segundo, para la
semirrecta con las condiciones de frontera homogéneas y no homo-
géneas; en el tercero, para la recta infinita compuesta de dos semi-
rrectas que se difieren por las caracteristicas fisicas; en el cuarto,
los problemas para el segmento finito con condiciones de frontera
homogéneas o no homogéneas.

1. Problemas para una cuerda infinita

52. Una cuerda no acotada estd expitada mediante una desviacion
inicial local, representada en la fig. 6. Construir (delinear) las posi-

u
h
x
) 1 ¢
Fig. &
ciones de la cuerda para los momentos de tiempo *%%)
ke
bp==s

donde £ =0, 1, 2, 3, 5.

*) A voces, cs méds cdmodo usar otras formas equivalentes de ropresenta-
cién de la solucion, por ejemplo, en forma do las ondas de propagacitn

4 u (z, t)=1; (at—2)+ Gy (2l +2)

uz =q (t—5)+o (s +3).

**} Véase [7], pgs. 60—69 y 71—83. El cmploo de la representacion do la
solucién en la forma (2) para los problemas estacionarios, dende ¢ es la coorde-
nada geométrica, se dard en el cap. V

*e%) Aqui v on los problemas posteriores por a se comprende ol purdimetro
que entra en la ecuacién (1) w;; = alu,..



24 Planteamiento de los problemas

53. Una guerda no acotada estd excitada mediante una desviacién
inicial local que tiene la forma de pardbola cuadrada ({ig. 7). Hallar:
a) lag formulas que representan el perfil de la cuerda para ¢ >0
v b) las férmulas que representan la ley del movimiento de los puntos
de la cuerda con diferentes abscisas para ¢ > 0.

54. En el momento £ = 0 una cuerda no acotada estd excitada
mediante una desviacién inicial que tiene la Torma representada en

uh
1
/ 5
i
- 7 I : ’

Fig. 7

la fig. 8. ¢En qué punto = y eti qué momento de tiempo ¢ > 0 la des-
viacion de la cuerda serd méaxima? jCudl seri el valor de esta desvia-
¢ién?

55. A una cuerda no acotada se le comunicd en el segmento —e <
<< r << ¢ una velocidad inicial transversal v, = const; fuera de este
segmento la velocidad inicial es igual a cero. Hallar las férmulas que

U
|
i 1A
/!}R : z
o By 0l @ tfy By
J/ 2

Fig. 8

representan la ley de movimiento de Jos punios de la cuerda con dife-
renles abscisas para £ = 0 y construir (delinear) las posiciones de la
cuerda para los momentos do tiempo

ke

donde k=10, 2, 4, 6.
56. En el momento inicial de tiempo ¢ = 0 una cuerda no acotada

recibe en el punto z = z, un golpe transversal que le comunica a la
cuerda el impulso J.
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Hallar la desviacion u (z, t) de los puntos de la cuerda desde la
pesicion de equilibrio para ¢ > 0, suponiendo que las desviaciones
iniciales de los puntos de la cuerda y las velocidades iniciales son
iguales a cero.

57. Por una cuerda no acotada corre la onda ¢ (x — af). Conside-
rando esta onda como la exeitacién inicial de la cuerda en el momento
t = 0, hallar el estado de la cnerda para £ > 0. Compararlo con el
resultado obtenido al resolver el problema 52,

58. Resolver el problema sobre la propagacién de las oscilaciones
eléctricas en un cable no acotado con la condicién

GL = CR (1)

donde G, L, C, R son la fuga, la autoinduccién, la capacidad y la
resistencia de la unidad de longitud del cable *), La tensidn y la
intensidad de la corriente en el cable para el momenlo inicial son
dadas.

2. Problemas para una semirrecfa

Si sélo uno de los extremos deé la cuerda **) sc encuentra tan
distante del trozo de désta en estudio que la reflexion del extremo ale-
jado no influya sobre las vibraciones en este trozo, por lo menos du-
rante el intervalo de tiempo de estudio, entonces llegamos al problema
sobre las vibraciones de una cuerda semiacotada 0 << x << oo, donde
el extremo & = O corresponde al extremo «cercanor de la cuerda. En
este caso el problema de contorno contiene la ecuacion, la condicién
de frontora y las condiciones iniciales ¥*%);

Uy = QPygey, 0 <<z << Foo, 01t o0, 1

ogtigy (0, 2) + aque (0, ) + otgux (0, £) +
4ot (0, 1) = D (1), 0 << t< +oo, (2)
ulz, 0) = ¢ (@), vz 0) =), 0<z<< too, 3

ademés por lo menos una de las constantes ey, oy, 6y, &y que eantran
enla condicién de frontera debe ser diferente de cero ***%); sidr (£) = 0,
entonces la condieién de frontera se convierte en homogénea.

*) Esta condicién garantiza la posibilidad del paso por el cable de las
ondas sin deformacién de su forma. (Para més detalles véase [7], pigs. 86—88
i{ anteriores.) En el futuro si para un cable se cumnple esta condicidn, entonces
e llamaremos brevemente: cable de linea sin deformacidin.
*%) O una barra, o un cable...
*#3) Fa posible tamnbién la formulacién de dos condiciones do [rontera, si
estd dada s6lo vma condicién inicial. éPara més detalles véaso [7], pdg. 92.)
***%) Si la condicién de frontera (2) toma la forma u; (0, t) 4 cu (0, &) =
= O (t) y ademds es conocido el valor u (0, 0), entonces por lo tanto sera cono~
cido u (0, t) y llegamos & la condicién de frontera » (0, &) = @ (). La afirma-
cién andloga es vilida para la condicién de frontera de forma

gy (0 1) + auy (0, §) 4 Bu (0, ) = D ().
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99. Una cuerda semiacotada y fija en un extremo estd excitada
mediante una desviacién inicial, representada en la fig. 9. Delinear
las posiciones de la cuerda para logs momentos de tiempo

¢ e 2e Te
V=g FEgp Uwmep degs

60. A una barra eldstica semiacotada 0 << x <C +oco con el extre-
mo x = 0 libre se le comunica una velocidad axial inicial que es igual
a v, en ol segmento [c, 2¢] e igual a cero fuera de este segmento.

u

i
-‘-h--r-}
|
N
|
i

&

Fig. 9

La magnitud del desplazamiento longitudinal u (z, £) de las
secciones transversales de la harra se puede trazar, para mayor cla-
ridad, en direcciébn perpendicular al eje x, es decir, obrar del mismo
modo que se hace en el caso de la cuerda. Usando este método de dibujo,
trazar la grifica u = u (z, t) para los momentos de tiempo

f—0 e, 2¢ ., 4c

A S

6f. Una cuerda semiacotada 0 <z << oo con el extremo fijo
2 = 0 recibe en el momento ¢ = 0 un golpe transversal que transmite
a la cuerda el impulso 7 en el segmento 0 < » <C 21, ademés el perfil
de la distribucidn de la velocidad, recibida con el golpe, tiene en el
momento £ = 0 la forma de semionda de la sinusoide con la base
4 < =< 21. Hallar las férmulas;que representan la ley de movimiento
de los puntos de la cnerda con diferentes abscisas para £ > 0.

62. Una barra eldstica semiacotada 0 <{ 2 << +oco con el extromo
libre z = 0 en el momento £ = 0 estd excitada mediante desplaza-
mientos longitudinales, el perfil de log cuales *¥) estd representado
en la fig. 10. Hallar en qué puntos y cuando para ¢ > 0 el desplaza-
miento recibe el valor méximo. §Cuél es el valor de este desplaza-
miento maximal?

*) Veéase el problema GO0,
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63. A una cuerda semiacotada con el extremo fijo en el momento
inicial de tiempo t = 0, mediante un golpe transversal, se le comu-
nica el impulso 7 en el punto z = z,. Hallar los desplazamientos
u {z, t) de los puntos de la cuerda desde la posicién de equilibrio
para t > 0, si los desplazamientos iniciales u (z, 0} = 0 y las velo-
cidades iniciales en los puntos z s&x, son iguales a cero.

u

e /M Z
0 4. oL el 7l

/E}N,
. ;2 dt
Fig. 10

64. Llesolver el problema 63, suponiendo que el impulso inicial J
se comuunica a los punkos z, = @, > ... > 23 > 2y > 0.

65. A una barra semiacotada con el extremo libre en el momento
inicial de tiompo ¢ = O mediante un golpe longitudinal en el extremo
se le comunica el impulse axial [.

Hallar los desplazamientos u (z, f) de los puntos de la barra de la
posicién de equilibrio para t>> 0, si los desplazamientos iniciales
u (z, 0) = 0 y las velocidades iniciales en los puntos > 0 también
son iguales a cero.

66. El peso Q = Mg que se mueve paralelamente al eje x conla
velocidad constante v, en el momento de tiempo ¢ = 0 como resultado
de un golpe se pega al extremo libre de una barra semiacotada 0 <C
< 1< oo y sigue moviéndose con ella. Hallar las desviaciones
u (z, t) de las secciones transversales de la barra desde la posicién
de equilibrio para £ > 0, si las desviaciones iniciales u (x, 0) = 0
y las velocidades iniciales son iguales a cero en todas las partes, ex-
cluyendo la seccién z = 0, donde es igual a v,.

67. A las secciones transversales de una harra oldstica semiacotada
con el oxtremo fijo eldsticamente sé les comunican las desviaciones
longitudinales iniciales

u(z 0)____{ sanf;- para 0<Lz<l,
0 para ISz <<+ oo,

pero las velocidades iniciales u; (z, 0) = 0. Hallar las desviaciones
longitudinales u (z, ) de las secciones transversales de la barra
para ¢ > 0.

68, Un darbo! redondo vertical semiacotado 0 =T z <C 4-co para
t << 0 gira con la velocidad angular ® = const. Desde el momento
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t = (0 su tope # = 0 toca el plano horizonlal de la base y experimenta
la aceion de torsion de las fuerzas de rozamiento, esta acciGn es
proporcional a la velocidad angular del tope. Hallar los dngulos de
giro 6 (x, t) de las sccciones transversales del drbol para £ > 0, con-
siderando que 8 (z, 0) = 0.

69. Por una cuerda semiacotada 0 < x << +oo corre la onda
u (z, t) = f (z + af) para ¢ < 0. Hallar las vibraciones de la cuerda
para 0 << { << 400 en los casos cuando el extremo de la cusrda:

a) estd fijo rigidamente,

b) ostd libre,

¢) estd fijo eldsticamente,

d) experimenta fa resistencia del rozamiento proporcional a la
velocidad.

70. Por un tubo cilindrico semiacotado 0 << z << +o0, lleno de
gas idoal, corre una onda u (z, &) = f (z + at) para ¢t < 0, f (0) = 0.
En el extremo del tubo se encuentra el pistén con masa M,, colocado
sobre un muelle con el coeficiente de rigidez H,, y con la masa pro-
pia despreciablemente pequefia. El pistén obtura estrechamente ol
tubo y al moversa en el mismo experimenta una resistencia propor-
cional a la velocidad. Hallar % (z, ?) para 0 << ¢ << 4-o0.

71. Hallar para t > 0 las oscilaciones sléctricas en un cable (de
la linea sin doformacién) semidcotado, si para <=0 por &l corria
la onda

-..i;
v(z, ty=e L f(z+at),
B T
i(x, t}=—e L —Ef(:c-i-at].

Estudiar los casos cuando el extremo del cable estd puesto a tierra

a) por la resistencia concentrada H,,

b) por la capacidad concentrada C,,

¢) por la autoinduccién concentrada L,.

Establecer para el caso a) en'qué condiciones no hay onda refleja
(«absorcién totals} y en qué condiciones la amplitud de la onda de
reflexién es dos veces menor que la amplitud de la onda incidente.

72. Al extremo x = 0 de un cable semiacotado de la linea sin
deformacién fue aplicada una fuerza electromotriz constante E du-
rante un intervalo de tiempo suficientemente largo, de modo que en
el cable se establecié6 una distribucién estacionaria de tensién y de
intensidad de corriente. Después, en el momento de tiempo t = 0
el extremo del cable fue puesto a tierra por la resistencia concentra-
da R,.

Hallar la tensién y la intensidad de la corriente en el cable para
t=>0.
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73. El extremo de una cuerda semiacotada 0 << z << +-c0, a par-
tir del momento ¢ = 0, so mueve segin la ley

u (0, t) = n (8.

Hallar las desviaciones u (z, t) de los puntos de la cuerda para
0<t< +4o0, si las velocidades y las desviaciones iniciales son
iguales a cero.

74. Al extremo de una barra semiacotada desde el momento ¢ = 0
es aplicada una fuerza longitudinal / (2). Hallar lag vibraciones lon-
gitudinales de la barra para ¢ > 0, si las velocidades y las desviaciones
iniciales de sus puntos son iguales‘a cero.

75. Una tuberia horizontal semiacotada de secci6n transversal
constante para ¢ << 0 esta llena de un liguido en reposo. A partir del
momento ¢ = 0 a su extremo se conecta una bomba impelente con una
campana compensadora de aire *). Hallar la tensién y la velocidad del
liguido en la tuberia para ¢t > 0.

76. Hallar las vibraciones longitudinales de una barra semiacotada
para las condiciones iniciales nulas, si en los momentos de tiempo

th=kl, k=0,1,2, ..., n,.
a la barra se le comunican los impulsos longitudinales
Iy, = I = const

y al extremo de la barra se fija una masa concentrada M.
77. Al extremo de un cable semiacotado 0 << x << 400 de linea
sin deformacién se aplica una fuerza electromotriz

E(t) = Eysen wt; 0<t<<-oo.

T

En el momento ¢ = 0 la tensién y la corriente en el cable son iguales

a cero. Hallar la tensién y la corriente en el cable para t > 0, sepa-

rando el proceso estacionario de propagacién de las vibraciones con

una frecuencia @ y determinar ol tiempo a partir del cual en el punto

z del cable 0 << z << +o0, la amplitud de las vibraciones transitorias

:;leré no mayor que el 10% de la amplitud de las vibraciones estableci-
as,

3, Problemas para una recia infinita compuesta
de dos semirrectas homogéneas. Factores concenfrados

78. Una bharra eléstica no acotada es obtenida mediante la unién
en el punto # = 0 de dos barras homogéneas semiacotadas. Para
z << 0 la densidad de masa, el médulo de elasticidad de la barra y
la velocidad de propagacién de las perturbaciones longitudinales

*) Véase los problemas 5 y 6.
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pequefias son iguales a p;, £, a;, ¥ para z > 0 son iguales a p,, E,,
4. Sea que desde la region z <<.0 por la barra corre una onda u, (z,

1) =7 (i i %) , t< 0. Hallar las ondas de reflexion y de refraccion.

Investigar la solucién para E,— 0 y para Ey;— 0.

79. En el punto z = 0 de una cuerda homogénea no acotada se
fija una masa concentrada M sostenida por un muelle de rigidez &
con masa propia despreciablemente pequefia (fig. 11). Hallar la

; desviacion de la cuerda u (z, f)
para ¢ > 0, sila cuerda es pertur-
bada en el momentoz = ( por un

M impulso transversal I = Muy,,
comunicado a la masa M y diri-
gido segtn el eje del muelle.

80. La masa M del problema
anterior, al vibrar experimenta

Fig. 11 una resistencia del rozamiento
proporcional a la velocidad.

Hallar las ondas reileja y refractada tomando como condi-
eién inicial la ondau, (z,t) = f (x — at) que corre de la region xz<C0.

81. Una fuente plana de perturbaciones pequefias se mueve uni-
formemente con velocidad infrasénica a lo largo de un tubo cilindrico
no acotado con un gas. Considerando que la perturbacién de la pre-
sidn en el lugar donde se encuentra en el momento ¢ > (} la fuente,
es una funcién de tiempo dada, hallar las vibraciones del gas a la
izquierda y a la derecha de la ffuente, si en el momento inicial de
tiempo el gas estaba en estado no perturbado y la fuente se encontraba
en el punto z = 0.

82. Resolver el problema sobre las vibraciones de una cuerda no
acotada bajo la accién de una fuerza transversal F (¢) para t >0,
si el punto de aplicacion de la fuerza se desliza a lo largo de la cuerda
con velocidad constante v, desde la posicién x = 0, siendo v, << a
v las condiciones iniciales nulas.

4. Problemas para un segmento finifo

83. Los extremos de una cuerda z = 0 y z = [ estén fijos rigida-
mente, la desviacién inicial estd dada por la ignaldad
u(z, 0)=Asen -l’:i para O0<<a<ll,
las velocidades iniciales son igﬁales a cero. Hallar las desviaciones
u (z, t) para t > 0. e
84. Besolver el problema sobre las vibraciones loPgltudmales de
una barra, uno de cuyos exiremos (x = 0) estd fijo rigidamente y el
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otro (z == I} estd libre, si la barra sufrié el estiramiento inicial
ulz, 0) = Az, 0CaCl

v las velocidades iniciales son
up (z, 0) =0, 0o

85. Resolver el problema 84, si el extremo z = I de la barra esté
fijo eldsticamente.

86. El extremo de una barra (x = () esta fijo rigidamente y el
otro (z = I) estd libre. En ol momento de tiempo inicial, al extremo
libre so le comunica un impulso longitudinal de golpe J. Hallar las
vibraciones de la barra.

87. Un extremo de una barra Horizontal estid fijo rigidamente
v ¢l otro esta libre. En el momento de tiempo inicial £ = 0 con el
extremo libre de la barra choca el peso Q = Mg con velocidad vy,
dirigida segin el eje de la barra, ademss, en el momento ¢ = 0 el
tope del peso roza con el tope de la barra. Hallar las vibraciones lon-
gitudinales de la barra para ¢ > 0 durante el impacto.

88. esolver cl problema anterior para una bharra cuando los dos
exlremos estan libres.

89. Resolver el problema 87, suponiendo que la harra tiene la for-
ma de cono truncado.

90. Resolver el problema 88 para una barra que tenga la forma de
cono truncado.

91. Hallar las vibraciones longitudinales de una barra, si las
condiciones iniciales son nulas, uno de sus extremos esti fijo o
libre y el otro se mueve segin una ley dada; estudiar los casos
cuando

a) el extremo derecho estd fijo,

b) el extremo izquierdo esté fijo.

c) el extremo derecho estd libre,

92. lallar las vibraciones de la perlurbacién de la presién en ¢l
exiremo z = 0 de una tuberia para { > 0, si en el extremo & =1

Fig. 12
la presidn queda igual a cero y el gasto del liguido en el extremo z = 0
es una funcién dada del tiempo. La resistencia de la tuberia es despre-
ciablemente pequeiia, la perturbacién de 1a presién y la velocidad del
liquido para ¢ = 0 son iguales a cero.

93. Resolver el prohlema sobre un golpo longitudinal absoluta-
mente eldstico de dos barras iguales que se mueven en una direccion
por una recta con las velocidades vy v vy v, > v, =0 (fig. 12).
Hallar la distribucién de las veloc:dades y de las tensiones en las
barras durante el impacto.
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94. Al extremo z = 0 de up cable de linea sin deformacién #),
empezando desde el momento t = 0 es aplicada una fuerza olec-
tromotriz £; el extremo x = [ estd puesto a tierra. La tensidn inicial
v la corriente inicial en ¢l cablé son iguales a cero. IHallar las vibra-
ciones eléctricas en el cable ¢ > 0 y establecer a partir de qué mo-
mento de tiempo la corriente en el cable se diferencia de la del limite
{cuando ¢t =~ +-oc0) a ciencia cierta no mas del 10%.

95. Resolver el problema anterior con la condicién que el extremo
x = 1 esta aislado.

96. A un extremo (z = 0) del cable con la resistencia y fuga
despreciablemente pequeiias desde el, momento & = 0 se conecta la
fuerza electromotriz £ = const y el otroextremo (z = 1) estd puesio
a tierra por

a) la resistencia concentrada R,

b) la capacidad concentrada C,,

¢) la autoiduecién concontrada Lg.

Hallar la tension v (z, ) en cl extremo z = I cuando t >0
para todos los casos.

§ 3. Méfodo de separacidn de las variables

En el presente paragrafo se estudian problemas sobre las vibra-
ciones de un segmento finito de una cuerda con diferentes condicio-
nes de frontera y también problemas anédlogos sobre las vibraciones
de otros campos de la fisica y la técnica *#*),

1. Vibraciones libres en un medio sin resistencia ***)

97. Hallar las vibraciones de una cuerda, con los extremos fijos
rigidamentle z = 0 y x = [, perturbada por la desviacién inicial
representada en la fig. 13 y
calcular la energia de cada
arménico. Las velocidades

iniciales son iguales a cero.
i[ 98, La cuerda O <<z <1
|f con Jos extremos rigidamente
UI 1'; 1 - fijos hasta el momeato ¢ = 0
5 se encontraba en el estado de
Fig. 13 equilibrio bajo la accion de
una fuerza transversal F, =
= const, aplicada al punto z, de la cuerda perpendicularmente a la
posicién no perturbada de la cuerda. En el momento inicial de

*) Véase la llamada al problema 58, .
*#*) Ll material sobre los valores propios y las normas do funciones propias
de loz capitulos 11, ILI, 1V, V, VI estd ex{uuesto en § 2 del cap. VII

s *%#) En este y en los dos apartados siguientes los medios se suponen homo-
£éneos.

u
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tiempo ¢ = 0 la accién de la fuerza F, instantdneamente cesa. Hallar
las vibraciones de la cuerda para t = 0.

99. Los extremos de una cuerda estan fijos rigidamente y la desvia-
cién inicial tiene la forma de pardbola cuadrada, simétrica con res-
pectro a la perpendicular en el punto medioc de la cuerda, Hallar las
vibraciones de la cuerda, si las velocidades iniciales son iguales a cere.

100. Una cuerda *) con los extremos fijos rigidamente se perturba
mediante el golpe de un martillo plano y rigido el cual le comunica
la siguiente distribucién inicial de velocidades:

0, 0<z<Cx,— 0,
u(z, O)=1 (z) = {vm Ty =<z wp+§,
0, r, -8l

llallar las vibraciones de la cuerda, si la desviacién inicial es
igual a cero. Calcular la energia de cada arménico.

101. Una cuerda **) con los extremos fijos rigidamente se perturba
mediante el golpe de un martillo agudo el cual le comunica un impulso
I en el punto . Hallar las vibraciones de la cuerda, si la desviacién
injcial es igual a cero. Calcular la energia de cada arménico.

102. Una cuerda con los extremos fijos rigidamente se perturba
mediante el golpe de un martillo convexo rigide **##), que le comunica
la distribucién inicial de velocidades

n

vy €08 (T' E-E—fﬂ), z,— K<<, + 6,

0, O0<z<lz,—0,
iy (-E, 0)= {
0, z,+ 0Ll
Hallar las vibraciones de la cuerda, si la desviacion inicial es
igual a cero. Calcular la energia de cada arménico.
103. Hallar las vibraciones longitudinales de una barra, el ex-
tremo de la cual (z = 0) est4 fijo rigidamente y el otro (z = I} estd
libre, con las condiciones iniciales

ulz, 0) = ka, wu;(x, 0) =0, para 0l

104. Una barra con un extremo fijo rigidamente x = 0 se halla
en estado de equilibrio bajo la aceién de la fuerza longitudinal Fy =
= const, aplicada al extremo z = . En el momento ¢ = 0 la accién
de la fuerza F, cesa instantineamente. Hallar lag vibraciones de la
barra, si las velocidades iniciales son iguales a cero.

*) Véase [7], pags. 160—1863.
**) Lo mismo,
*»#} Sobre la' perturbacién de la cuerda mediante un martille convexo
blando véase el problema 152.

3—0841
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105. Hallar las vibraciones longitudinales de una harra eléstica
con los extremos libres, si las velocidades iniciales y las desviaciones
iniciales en direccién longitudinal son arbitrarias. Tener en cuenta la
posibilidad del movimiento rectilineo uniforme de la barra.

106. Hallar las vibraciones de una barra eldstica con los extremos
libres, la cual recibié en el momento inicial de tiempo un impulso
longitudinal 7 en uno de los extromos.

107. Resolver el problema anterior para el caso cuando el extremo
al que no se le comunica el impulso esta fijo rigidamente.

108. El oxtremo de una barra estd fijo elfsticamente y el otro
estd libre. Hallar las vibraciones longitudinales de la barra con las
condiciones iniciales arbitrarias.

109. E] extremo (z = I) de una barra esta fijo elisticamente y al
otro {z = 0) se lo aplica una fuerza longitudinal F, = const, bajo
1a accién de la cual la barra se encuentra en el estado de equilibrio.
Hallar las vibraciones de la barra después de que en el momento
inicial de liempo desaparezca instantdneamente la fuerza F, si las
velocidades iniciales son iguales a cero.

110. El extremo de una barra (r = [) estd fijo eldsticamente, el
otro {(z = 0) recibe en el momento inicial de tiecmpo el impulso longi-
tudinal de golpe I. Hallar Jas vibraciones longitudinales de la barra,
si la desviacién inicial de la barra es igual a cero.

{11. Hallar las vibraciones longitudinales de una barra con los
extremos fijos eldsticamente y con iguales coeficientes de rigidez
del empotramiento de los extremos, si las condiciones iniciales son
arbilrarias.

112. Resolver el problema anterior, si los coeficientes de rigidez
del cmpotramiento de los extremos son diferentes.

113. Hallar las vibraciones del nivel del liquido en un canal cir-
cular cuyos ancho y profundidad son pequefios en comparacidén con
su radio, si la desviacién inicial del nivel con relacién al estado de
equilibric y la velocidad inicial de variacién de cste nivel son
dadas.

{14, Demostrar la aditividad de la energia de cada arménico en el
proceso de las vibraciones libres de una cuerda en un medio sin resis-
tencia con las condiciones de fronlera homogéneas de primero, se-
gundo y tercer género.

115. Hallar las vibraciones transversales de la barra 0 < x <1
con las condiciones iniciales arbitrarias, si los extremos de la barra
eslan:

a) fijos articuladamente («libremente apoyados»),

b) fijos rigidamente,

c) libres.

116. Resolver ¢l problema anterior, suponiendo que las vibraciones
fueron provocadas por un golpe transversal en el punto = z, que
transmitié a la barra un impulso J .



Il. Ecuaciones de tipo hiperbélico 38

2. Vibraciones libres en un medio con resistencia

En los problemas 97, 101, 103, 105, 108, 111 las vibraciones de
lag cuerdas y de las barras se estudiaron en un medio sin resisiencia,
Supondremos ahora que en estos problemas el medio ejerce una resis-
tencia proporcional a la velocidad, entonces obtendremos los proble-
mas 117, 118, 119, 120, 121 y 122 respectivamente. Resolver los
problemas 117—122 sin calcular la energia de cada arménico. :

123. Un cable eléctrico homogéneo aislado 0 < x < I estid car-
gado hasta un cierto potencial v, = const. En el momento inicial de
tiempo el extremo z = 0 se 1leva a tierra y el extremo z = ! sigue
estando aislado.

Hallar la distribucién de la tensién on el cable, si la autoinduceién,
laresistencia y a capacidad de la unidad de longitud son conocidas *),

124, Hallar las oscilaciones eléetricas en un cable homogéneo
0 a1, siel extremo = 0 esté pucsto a tierra, el oxiremo z = 1
estd aislado, la corriente inicial es igual a cero y el potencial inicial
es igual a

0, 0<<z<a,
sl 1@ L
vz, 0)= Th—a) * a<z<Tbh,
0, b=Cz<cl.
i e L R 4 9
Limitindose al caso cuando ﬁ>h‘-—-c—|, hallar la

expresion para la tensién.

125, Hallar la tensién en un cable con corriente y tension iniciales,
ignales a cero, si en el momento inicial en el punto x = z,; de este
cable se tiene la carga concentrada Q. Las restantes condiciones son
las mismas que en el problema anterior.

3. Vibraciones forzadas bajo la accién de fuerzas distribuidas
y concentradas en un medio sin resistencia
Y en un medio con resistencia

En este punto, primero, se estudian los problemas con las fuerzas,
impulsantes constantes, después los problemas con las fuerzas impul-
santes que varian arménicamente en el tiempo y, al final, los proble-
mas con las fuerzas impulsantes que varfan en el tiempo segiin una
ley arbitraria.

126. Resolver el problema 97 con la condicién de que las vibracio-
nes ocurren en el campo de la fuerza de gravedad en un medio con
resistencia proporcional a la velocidad y los extremos de la cuerda
estdn fijos a igual altura.

*) La fuga es G = 0, segin el supuesto sobro ol aislamiento dol cable.
g
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127. Una barra eldstica 0 <C x <C ! so halla en posicién vertical
con el extremo superior (z = 0) sujeto rigidamente al techo de un
ascensor que cae libremente, el cual, una vez alcanzada la velocidad
vy, Se detiene sibitamente. Hallar las vibraciones longitudinales de
la barra, =i su extremo inferior (x = I) esté libre.

128. MHallar las vibraciones longitudinales de una barra 0 <
< z <C 1, si uno de sus extromos estéd fijo rigidamente y al otro desde
el momento ¢ = 0 so aplica una fuerza F, = const.

129. En el exiremo z = [ de la tuberia 0 < 2 <C I ol consumo
del liguido on el momento £ = 0 varia de un salto hasta el valor
A = const, el extromo = = 0 estd conectado con un recipiente grande,
donde la presion del liguide queda invariable.

Considerando que hasta el cambio del consumo en el oxtremo
z = [ la presién y el consumo en la tuberia eran constantes, hallar
el cambio de consumo en la tuberia para ¢ >0y la variacion de la
presion en la seccién z = I para t > 0.

130. Mallar la tensién en un cable eléctrico homogéneo, cuya re-
sistencia, autoinduccién, fuga y capacidad de la unidad de longitud
son, respectivamente, 2, L, G y C, si la corriente y la tension inieia-
les son iguales a cero, el extremo & = 0 estd aislado y al extremo z = l
empezando desde el momento ¢t = 0, se aplica la fuerza electromotriz
constante £.

131. Resolver el problema anterior, suponiendo que el extremo
del cable x = I estd puesto a tierra.

132. Bn el punto z, de una cuerda 0 << = << ! desde el momento
¢t = 0 so aplica una fuerza transversal F, constante. Hallar las vibra-
ciones de la cuerda, si sus oxtremos estdn fijos rigidamente.

133. A una cuerda 0 < z <C I con los extremos fijos rigidamente
desde el momento de tiempo ¢ = 0 estd aplicada una fuerza continua-
mente distribuida con densidad lineal

@ (z, ) = O ()} sen wi.

Hallar las vibraciones de la cuerda en un medio sin resistencia;
investigar la pesibilidad de resonancia.

134. Resolver cl problema anterior con la condicién de que la
densidad lineal de la fuerza es igual O (x, 1) = Dy zen of, 0 <
< z< [, 0<t< +oo, donde @, = const.

135. Hallar las vibraciones longitudinales de una barra 0<C z <C I,
cuyo extremo z = 0 estd fijo rigidamente, mientras que el extremo
z = I desde el momento ¢ == 0 se mueve segiin la ley

u(l, t) = Asen wi, 0<<i<Ioo.
El medio no ejerce resistencia a las vibraciones.
136. Hallar las vibraciones longitudinales de una barra 0=

< @ < | on un medio sin resistencia, si el extremo z = 0 de la barra
esté fijo rigidamente y al extremo x = ! desde el momento t = 0 se
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le aplica la fuerza
F (i) = A4sen of, 0<t<-+oo.

137. Resolver el problema 135, suponiendo que en el momento de
tiempo inicial ¢ = 0 la barra estd en la posicién horizontal y que
=0, © = const. Estudiar el caso sin resonancia.
138. Hallar las vibraciones de una cuerda 0 <C x < [ con los extre-
mos fijos rigidamente, si en el punto & = z, de ésta desde o]l momento
t =0 esta aplicada una fuerza transverszal

F(t) = 4 sen of, 0<<t< +co.
Limitarze al caso cuando la frecuencia de la fuerza impulsante no

coincide con ninguna de las frecuencias propias.
139. Resolver el problema anterior, si

F(t)=A4cos wt, 0<t< too.

140. Resolver el problema 138, si F (f) e= una fuerza periodica
arbitraria con la frecuencia o, es decir, que

oo
F(t)=S24 D) (ancos not-+ B, sen not), 0<<t<+oo.
n=1

141. A una cuerda ( <C x < ! con los extremos fijos rigidamente
desde el momento ¢ = 0 se le aplica una fuerza continuamente distri-
huida con la densidad lineal @ (z, 2} = @, (z) sen w¢t. Hallar las
vibraciones de la cuerda con las condiciones iniciales nulas, supo-
niendo que el medio ejerce la resistencia proporcional a la velocidad.
Hallar las vibraciones estables que representan en si la parte prin-
cipal 3%9 la solucién cuando ¢ — -+oo. (Compérese con el proble-
ma 133).

Nota. Las vibraciones estables tienen la frecuencia de la fuerza
impulsante; las vibraciones con otras frecuencias se amortiguan.

142. Resolver el problema 136, suponiendo que las vibraciones
ocurren en un medio con resistencia proporcional a la velocidad.
Hallar las vibraciones estables que representan en si la parte prin-
cipal de la solucién cuando ¢t— ~-co.

143. Resolver el problema 130, suponiendo que al extremo z = I
del cable se aplica desde el momento ¢ = O una fuerza electromotriz
E(t) = Eysen wt, 0 <<t << 400, Ey = const y el extremo z = 0
estd aislado. Hallar las oscilaciones estables que representan la parte
principal de la solucién cuando i— +co.

144, Resolver el problema 131, suponiendo que al extremo z = [
del cable desde el momento ¢t = 0 estd aplicada una fuerza electro-
motriz E (1) = E, sen ot, 0 <<t << +oo0, £, = const y el extremo
z = 0 ostd puesto a tierra. Hallar las oscilaciones estables que son
Ja parte principal de la solucién cuando ¢t — oo,
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145. Hallar las vibraciones estables de la presién en el extremo
a = I de una tuberia 0 << x << I, =i én este extremo se encuentra una
campana amortiguadora y el consumo del liquido que viene de fuera
varia arménicamente con el tiempo, mientras que en el otro extremo
de la tuberia la presién permanece constante.

146. Hallar las vibraciones de una cuerda 0 <<z < I, con los
extremos fijos rigidamente, bajo la accién de la fuerza aplicada desde
el momento t = 0 y que tiene la densidad

Fa, =0 (@)t 0<z<l, 0<t< +oo,

suponiendo que el medio no ojerce resistencia a las vibraciones.

147, Hallar las vibraciones longitudinales de una barra 0 <C = < I,
cuyo extremo izquicrdo estid fijo rigidamente y al derecho desde el
momento ¢ = 0 se aplica una fuerza

F(t)=At, 0 <t< 400, A = const,

suponiendo que el medio no ejerce resistencia a las vibraciones.
148, Hallar las vibraciones de una cuerda 0 <z <C I, con los

extremos fijos rigidamente, bajo la accién de una fuerza distribuida

que estd aplicada desde el momento ¢ = 0 y que ticno una densidad

Fl, )y =@ @2)tm, 0Lael, 0<<t<< 400, m>—1,

suponiendo que el medio no ejerce resistencia a las vibraciones.
149, Hallar las vibraciones longitudinales de una barra 0 <
< x <!, en un medio sin resistencia, bajo la accién de la fuerza

F () = At"™, 0<<t<C 400, A = const, m> —1,

aplicada desde el momento ¢ = 0 al extremo z = I, si el extremo
z = 0 estd fijo rigidamente.

150. Resolver el problema 133 mediante el método indicado para
el problema 148.

151. Resolver el problema 141 mediante el método indicado para
el problema 148.

152. Hallar las vibraciones de una cuerda *) 0 < z < [ con los
extremos fijos rigidamente, provocadas por un golpe de un martillo
convexo blando, suponiendo que el medio no ejerce resistencia a las
vibraciones. El martillo acciona sobre la cuerda con fuerza de densi-
dad lineal igual a

Acos (5252 sen 55, |z —1z,|<< 8, 0T,

FE0=9 0, lz—zl<8, t>r,

0, I<z<a,—6, z,+0<a<], 0Tt << + o0,

*) Véase [7], pégs. 160—163.
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153. Hallar las vibraciones de una cuerda 0 <z <C I, con los
extremos fijos rigidamente, en un medio sin resistencia, excitadas
por un golpe transversal en el punto z,, 0 << 2, << !, en el momento

= 0, que transmite a la cuerda el impulso /, tomando este golpe
como el término independiente de la ecuacién *).

154. Resolver el problema 146, suponiendo que el medio ejerce
resistencia proporcional a la velocidad.

155. Resolver el problema 153, suponiendo que el medio ejerce
resistencia proporcional a la velocidad.

156. Hallar las vibraciones transversales de una barra, con los
extremos fijos articuladamente («libremente apoyados»), bajo la
aceion de una fuerza transversal constante P, el punto de aplicacién
de 1a cual se mueve por la barra desde el momento ¢ = 0 del extremo
z = 0 al extremo z == ! con velocidad constante vy, suponiendo que
las vibraciones ocurren en un medio sin resistencia.

157. Resolver el problema anterior, si P = Pysen wt, Py =
= const.

158. Hallar las vibraciones transversales de una barra bajo la
accién de la fuerza transversal concentrada P = P, sen wt, aplicada
desde el momento t = 0 en el punto z, de 1a barra, si los extremos de
la barra estin fijos articuladamente (¢libremente apoyados») y el
medio no ejerce resistencia a las vibraciones.

159, Resolver el problema anterior, suponiendo que las vibracio-
nes ocurren en un medio con resistencia proporcionsl a la velocidad.

160. El extremo x = O de una barra estd fijo ri_idamente y al
extremo libre z = [ desde el momento £ = 0 es aplicada una fuerza
transversal constante F = F, = const. Hallar las vibraciones trans-
versales de la barra, provocadas por la fuerza F,.

161. Resolver el problema anterior en el caso cuando la accién
de la fuerza F = F, dura s6lo hasta el momento ¢ = T = 0.

162. Resolver el problema 160 en el caso cuando F = F, sen of.

163. El extremo = = ! de una barra estd fijo rigidamente y el
extremo z = 0 estd fijo articuladamente (dibremente apoyadov).
Hallar las vibraciones transversales de la barra provocadas por una
fuerza transversal continuamente distribuida con densidad lineal
fo sen ot, aplicada a la barra desde el momento ¢ = Q.

4. Vibraciones en el caso de heferogeneidad del medio
y ofras condiciones que conducen a ecuaciones
con coeficientes variables; consideracién de las fuerzas
y masas concentradas

164. Hallar las vibraciones de una harra no homogénea 0 <
< « < I, con la geccién transyersal constante, obtenida por la unién
en la seccién x = x, de dos barras homogéneas, si

*) Compdrese con la soluciép del problema 101.
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a) la densidad de masa y el coeficiente de elasticidad son iguales
respectivamente a
-| 0(-’:(21 En 0<x<xl
p(x)={P b E(x)={ ;

E, zp<<z<<l

Py Tp <l

donde '[;, p_, E, E son constantes;
b) los desplazamientos iniciales son iguales a

_:_o.z, 0<<z <<z,
u(@ =@ =1 , -0 <zl
e B )

¢) las velocidades iniciales son iguales a cero:
u(z, 0) =% (x)=0, 0Tz Tl
d) los extremos de la barra estdn fijos rigidamente:
w0, y=ull, ) =0, 0<Ci<< +oo.

165. Hallar las vibraciones longitudinales estables de una barra
compuesta, descrita en el problema anterior, si su extremo z =0
estd fijo rigidamente y al extremo z == [ desde el momento ¢ = 0
se le aplica la fuerza

F(t) = Fysen wt, 0 <f < +oo.

166. Hallar las vibraciones longitudinales de la barra descrita
en ol problema 164, si uno de sus extremos {z = 0) estd fijo rigida-
mente, el otro {x = I) eldsticamente y las condiciones iniciales son
arbitrarias.

167. Hallar las vibraciones de una cuerda homogénea 0 =l z < I
con los extremos fijos inmévilmente y la masa concentrada M, sujeta
:1=11 punto z = z, de la cuerda, provocadas por las desviaciones inicia-
s

u(z, 0)=g(z)=

{ki, para O<<z << &y

para z,<<z<l.
l—2x,

168. La seccion transversal de la barra compuesta, descrita en
el problema 164, en el segmento 0 <C z << &g es igual a S y en el seg-
mento z, < = <C I ¢s igual a S; en laseccién x, se encuentra una capa
intermedia rigida con masa M; el extremo z = 0 esté fijo rigidamen-
te y el oxtremo z = [ esta libre. Hallar las vibraciones longitudinales
de la barra con las condiciones iniciales arbitrarias.
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169. Un extremo de un drbol homogéneo y eldstico estd fijo rigi~
damente y el otro tiene una roldana con el momento axial de iner-
cia M. Hallar las vibraciones torsionales del arbol para las condi-
ciones iniciales arbitrarias, si el médulo de desplazamiento es iguak
a G, el momento polar de inercia de la seccion transversal del drbol es.
igual a K y el momento axial de inercia de la unidad de longitud de}
irbol es igual a J.

170. Hallar las vibraciones longitudinales estables de una barra
eldstica c6nica 0 << x <C ! provocadas por una fuerza longitudinal
arménica F = F; sen wt, aplicada al extremo z = I, si el extremo.
z = 0 es fijo (véanse los problemas 21 y 89).

171. Resolver el problema 23, suponiendo que las vibraciones de
la cuerda son provocadas por las desviaciones iniciales, y las velocida-
des iniciales son iguales a cero.

172. Resolver el problema 24 con las condiciones iniciales arbitra-
rias.

173. Resolver el problema 25 con las condiciones iniciales arbitra-
rias, colocando el origen de las coordenadas en el extremo fijo de la
cuerda.

§ 4. Método de presentaciones en forma infegral

En el presente pardgrafo se estudian los problemas sobre las vibra-
ciones de la cuerda finita, semiacotada y no acotada y también los.
problemas anéla%os de otros campos de la fisica, ademds para su selu-
cidn se aplican los siguientes métodos: el método de la integral de-
Fourier, el paso al segmento finito mediante el método de reflexion,
el métedo de Riemann.

1. Método de la infegral de Fourier
174. Resolver el problema de contorno
Uy = @ty + (2, 1)y, =—co <o <40, 0t 400, (1)
wir, ) =0, u;{x, 0) =0, —oo<<z< oo, (2y
175. Resolver el problema de contorno
U = Uy + ' ¥), —oo Tz < oo, 0<<i<Coo,
u(z, 0)=0@@), wz, 0= (z),—co<<z<<+|oco.
176. Resolver el probloma de contorno
Upg = @FUzy + U+ f(z, f)y, —o<<z < foo, 0t 400,
ulz, ) =u;(z, 0) =0, —oo<Caz<-+oo.

*) Recordemos que a esta forma se reduce la ecuacién telegréfica mediante
Ja eustitucién de la funcidn incégnita v (z, {) = e M (z, #).
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177. Resolver el problema de contorno
Uy = Q%Uyy, 0 <<z, 1< 400, w0 ) =0, 0<t< +oo,
iz 0) =f(z), u{z, 0) =9 () 0<a< too.
178. Resolver el problema de contorno
Upp = 8Uyy, 0 <<z, t<C oo, u(0, t) =0, 0<t< 400,
uiz, 0) =g (@), u;f(x, 0) =9 @), 0<z< +oo.
179. Resolver el problema de contorno
U = a¥yy, 0z, t<< oo, w0, H=p(f), 0<t< +oo,
ulz, 0) =u,(x, 0) =0, 0 <<z << +o0.
180. Resolver el problema de contorno
Uy = Uy, 0z, t<< oo,
ue (0, ) = (8, 0<<i<< oo,
u(z, O=u(z, H=0, 0<<z<<t oo.
181. Resolver los problemas de contorno para la ecuacién
Wy = gy + f (z, 1)
<on las condiciones iniciales nulas y las condiciones de frontera
a) u (0, ) =0,
b) u, (0, £) = 0.
182. Resolver el problema de contorno
Wi == teye + ¢, 0<<a, t<< +oo,
e (0, ) =v(f), 0<t <<+,
wl(r, 0) =u;(z, 0) =0, 0<<z<< +oo.
183, Resolver el problema de coutorno
Ui = Uy + c%, 0Tz, t<< +oo,
v(0, ) =p (), 0<<t<< oo,
vz, 0) =0, v,(x, 0) =0, 0<<z<+4o0.
484, Resolver el problema de contorno
Uy = Ugx + ¢, 0Tz, << 400,
uy (0, 8 —hu (0, ) =% (), 0<<i<< +oo,
t{z, 0} =0, u,(x, 0) =0, 0<<x< +4oco.
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185. Demostrar *} que
+eo +o0
[TmEmetar= {e@f@—sas,

donde 7 (A) y g (A) son las imagenes de Fourier de las funciones f (z)
v g (z) respecto al niicleo eiE,
86, Demostrar que

+oa ]
uj?fﬂ(x)?“tx) cosha dh-}ﬂj g(s)[f (Iz—sl)+ F (z+9)] ds,

donde fi<! (A) y g (1) son las imégenes-cosenos de Fourier de las
funciones f(z) y g (2).
187. Demostrar que

+oa +oa
§ 79 (M) g () sen Az dh= j () g (|2 —s])—g (z+5)] ds,

donde fi© (A) y 219 (A) son, correspondientemente, la imagen-seno **)
de Fourier;y lajimagen-coseno de Fourier de las funciones f (z) y g (2).
188. Resolver el problema de contorno

Uy + @ggax = 0, —o0 < 2 << F00, 0 <t << +o00,
u(z, 0) = o (z), u:(z, 0)=ayp"(z), —oco <z Joo.
Considerar también el caso particular enando
q:{z}=-Ae-*i"'-, P(e)==0, —oo<<z<+ 00,
189. Resolver el problema de contorno
Uty F Cggey = 0, 02, B o0,
u{d, ) =pnll), ue(0, 8)=0, 0<<t < Ho0,
ulr, ) =u;(z, 0) =0, 0<z<<+oo.

190. Demostrar que para presentar la solucién del problema de
contorno

Ut = BUgx, 0 << << F00, C <L o0,

N
2 Ah%’-'-;zﬁ, 0<t<<+ o0, =0,
k=0
u(z 0)=9(), u(z 0=y 0<z<<+too
*) Esta relacién [recuentemente se llama teorema de convolucidn.

**) Viéase § 4 de las respuestas y indicaciones del presente capitulo y la parte
de introduccién del apartado 1
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at

en la forma de
x4+
u(x t)_'P(:—at)-Ll’-‘P(z+atl +_21_ S 'IIJ(Z)dZ

x—at

es suficiente continuar @ (z) y ¥ (z) al semieje negativo de tal ma-
dk
¢ (2) y \P(x)_z A, 5“3\;&)

@ (z)= Z Ay —
h=0 h=0

nera que las funciones

sean impares *).
191. Demostrar gue para presentar la solucién del problema de
i < oo,

contorno
Uy = azu:!::: i f (xv t]! 0<ux,

DA ol Oaibutioca; Gwmb

ZA!:
u{{xlo)=0| 0<3<+°°

u{.:c. 0) =0,

en forma de
t  xta(l-1}

u{z, t):-z-’-u-Sd‘c
L]

f (& t)dE
x-alt-1}
es suficiente la funcién f (z, £) continuar al semieje negativo z de
tal manera que la funcién
dAf (z, t
F(z, 1) ZA,‘ Linn

sea impar con respecto a x
192. Demostrar que para presentar la solucién del problema de
t < "+"mv

contorno
Uy = @y, + cfu, 0z,
N
S 4 55=0, 0<t<too, z=0,
Resl)
="P(-’5): 0{z< “+o0,

ulz, 0)=¢ @) uilx 0)
i y més abajo no tocamos el problema de la continuidad y de la

*) Aqu
derivabilidad.
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en forma de
u(z, £) = q:-(a:——at)-|-tp (z+at) 4

th! ( '/;2 (’_E)g

+5

x—at l/t’
%T&( Voo S w i a

x=at

es suficiente prolongar las funciones ¢ (z) y ¢ () en ol semieje nega-
tivo de z de tal manera que las funciones

N N
dki dhp (x
O@ =3 422D y ¥ (=3 4,752
k=0 h=0

@ (E) 48+

sean impares.

193. Demostrar que para presentar la solucién del problema de
contorno

Uiy = a’uxx -+ cfu + f (xn t}v 0 < z, t< J-00,

ZAhi’-Pﬁ‘_o 0<t<+oo, z=0,

h=0
ulz, 0) =0, u;(r,0) =0, 0<z<< 4o
en forma de
i +ﬂ(f t}

u(x,n=L§dt o(c)/ t—0r =5 fe ma
:wu{t -1

2a

es suficiente prolongar f (x, £) al semieje negativo de z de tal manera
que la funcién

N
ahf (x, ¢
Fz, t)=>) Ah%
k=0
sean impar con respecto a z.

1*, Paso al infervalo finito mediante el método de reflexién
194. Resolver el problema de contorno
U = Qg ¢y, 0 <<z <<l, 0<<i<C oo,
{0, )=0, u(t)=0, 0<t<<-+oo,
‘ufz, 0) =g ), uilz, )= (), 0<z<<l
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P

195. Resolver el problema de contorno
Upp = %oy + ¢, 0<<az<<l, 0<<i< oo,
w0, 8)=0, u,(l, )=0, 0<<i< oo,
ufzr, )= @), ui(z, N=9(x), 0<z<l
196. Resolver el problema de contorno
Upp = @%Uex + cfu, O0<<z<<l, 0<t<C+oo,
ue (0, &y =10, we(l, ) =0, 0<t<4oo,
ulz, 0) =¢(x), u,(z, 0) =), 0zl
197. Resolver el problema de contorno -
Ug = Uy +uy, 0<az<l, 0<t<< o0,
w(0, &) = (&), uw(l, t)=p,(2), 0<t << +4oo,
wlix, 0)=0, u{z, V=0, 0<z<<l
2. Méfodo de Riemann

198. I1allar la funcion de Riemann para el operador

at
L(u)= a:= —2_gt L az: , a=const,

y resolver con su ayuda el problema de contorno
=it i f(z,1), 0<t<too, —co<z<+ oo,
“(3-0)=(P{1’): u\‘(x|0)__"¢(z) —o00 < F < +oo.

199. Hallar la funcién de Riemann para el operador

L () =a—:;-—a2 g;: + c%u, a=const,

y resolver con su ayuda el problema de contorno
ot

- —a@Sh (5, 1), —w<z<to, 0<t<+oo,

w(@, 0) = (@), wlz,0) =), —oo<z<too.
200. Resolver el problema de contorno

o %u PPu

oY W::.O —w<<z+oo, 1<{y<<+ oo,
uL=i=(p(x}. %W1=1|:(x), — 00 << &< 00,
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201. Resolver el problema de contorno
ge 3 1 g°
(—D)gx— o= —o<z<l O0<t<+oo, 120,

du
@ |t=u‘=¢(-'\"'); T

=Pp(z), —oo<<wx=<Il.

i=0

202. Resolver el problema de contorno

- =2 T STy, —l<z<l, 0<y<+oo,

fx2 ax oyt

u|_,=0@ 2| _ =t@ —l<z<i,



Capitulo

ECUACIONES DE TIPO PARABOLICO

~ Las ecuaciones de tipo parahélico se obtienen al estudiar tales
fondmenos fisicos como la conduceién calorifica, la difusién, la
propagacién de los campos electromagnéticos en los medios condue-
tores, el movimiento del liquido viscoso.

En el presente capitulo se cstudian el plantcamiento y la solu-
<ion de los problemas de contorno para las ecuaciones de tipe para-
bolico en el caso cuando los procesos fisicos en estudio pueden ser
descriptos por funciones de dos variables independientes: una coor-
denada superficial y el tiempo. En particular, en todas partes del
presente capitulo se supone que las magnitudes de la funcién inchg-
nita dependen sélo de una variable superficial.

A las ceuaciones de tipo parabdlico para las funciones con mayor
nimero de variables independientes estd dedicado el capitulo V que
eg la continuacién y el desarrollo del presente capitulo.

§ 1. Problemas fisicos que llevan a ecuaciones
de tipo parabélico; planteamiento
de los problemas de contorno

En el primer grupo de los problemas de este capitulo se supone
1a homogeneidad de los medios y en ol segundo, se admiten la altera-
cién de la homogeneidad de los medios y la existencia de factores
concentrados. Bl tercer grupo estd dedicado al establecimiento de
la semejanza entre diferentes fendmenos fisicos que conducen a las
ecuaciones de tipo parabélico.

Plantear el problema de contorno que corresponda al problema
fisico dado significa clegir la funcién que caracteriza el fendmeno
fisico, y después

1} deducir la ecuacién diferencial para esta funcién,

2) determinar para ella las condiciones de frontera,

3) formular las condiciones iniciales.

Un resumen breve de Ias leyes principales de la conducei6n calo-
rifica y de la difusién de las cuales se deducen las ecuaciones dife-
renciales vy las condiciones iniciales se da on el cap. III, § 1, res-
puestas e indicaciones.
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1. Medios homogéneos; ecuaciones con coeficientes constantes

En todos los problemas de este punto los medios so suponen
homogéneos ¢ isotrépices; sus propiedades son independientes de la
funcién incégnita y del tiempo. Las barras, cables, tubos, ctc.,
aqui y en todas partes donde no se acuerde lo contrario se suponen
con lﬂS secciones transversales constantoes.

1. Plantear ¢l problema de contorno para determinar la tem-
peratura de la barra O<C <C I con la superficic lateral de aislacion
térmica si su temperatura inicial es una funcién arbitraria de z;
estudiar los casos cuando:

a) los extremos de la barra se mantienen a una temperatura dada;

b) en los extremos de la barra se conectan flujos calorificos,
externos dados;

¢) en los extremos de la barra se realiza el intercambio de calor
por conveccién, segin la ley de Newton, con un medio de temperatura
dada.

2. En la superficie lateral de una barra so realiza el intercambio
de calor por conveccidn, segin la ley de Newton, con un medio
cuya temperatura es una funcién dada del tiempo. Despreciando
la deformacién de las superficies isotérmicas, plantear el problema
de contorno para determinar la temperatura dentro de la barra con
las condiciones iniciales y de frontera del problema anterior.

3. Plantear el problema de contorno sobre el enfriamicnto de
un anillo fino en cuya superficie se realiza un intercambio de calor
por conveccidn, segun la ley de Newton, con el medio ambiente a

‘una temperatura dada. Despreciar la irregularidad de la distribu-
cién de la temperatura segln el espesor del anillo.

4. Plantear el problema de contorno acerca el calentamiento de
una barra semiacotada, si un extremo de la barra arde; ademés,
el frente de combustién se propaga con una velocidad constante v,
y tiene una temperatura conocida ¢ (f).

5. Deducir la ecuacién para la temperatura de un cable fino
que se calienta por corriente eléctrica continua si en su superficie
se realiza un intercambio de calor por conveceién, segin la ley de
Newton, con el aire circundante. Plantear el problema de contorno
acerca la determinacién de la temperatura en este cable si sus extre-
mos estdn apretados por bornes masivos con una capacidad calo-
rifica dada y conduecién calorifica muy grande.

6. Deducir la ecuacién de la difusién en un medio inmévil, su-
poniendo que las superficies de igual concentracion en cada momento
de tiempo ¢ son los planos perpendiculares al eje x. Esecribir las
condiciones de frontera, suponiendo gque la difusién se realiza en
una capa plana 0<< << I; estudiar los casos cuando:

a) sobre los planos de frontera la concentracién de la sustancia.
en difusidn se mantiene igual a cero;

§=0041
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b) los planos de frontera son impermeables;

c) los planos de frontera son semiimpermeables, ademds la
difusién a través de estos planos se realiza segiin una ley semejante
a la de Newton para el intercambio de calor por conveccidn.

7. Deducir la ccuacién de la difusion en un medio que se mueve
con la velocidad constante en el sentido segin el eje z si las super-
ficies de igual concentracién en cada momento de tiempo ¢ son planos
perpendiculares al eje =z.

8. Deducir la ecuacién de la difusién de las particulas suspen-
didas tomando en consideracién la precipitacion y suponiendo que
la velocidad de las particulas excitadas por la fuerza de gravedad
es constante v que la concentracién de las particulas depende sélo
de una coordenada geométrica z (la altura) y el tiempo Z. Escribir
la condiciébn de frontera que corresponda al tabique imper-
meable.

9. Deducir la ecuacién de la difusién con las condiciones del
problema 6 para una sustancia cuyas particulas:

a) se desintegran (por ejemplo, un gas inestable), ademds la
velocidad de desintegracién de la sustancia que se difunde en cada
punto del espacio es proporcional a la concentracion;

b} se multiplican (por ejemplo, la difusién de neutrones}), ademds
la velocidad de multiplicacién de la sustancia que se difunde en
cada punto del espacio es proporcional a la concentracién.

10. Plantear el problema de contorno acerca cl movimiento de
una capa de liquido viscoso entre dos planos paralelos si uno de los
planos en el momento de tiempo t = {} empieza a moverse parale-
{amente al otro con una velocidad dada y direccién constante. Des-
preciar la accién de la fuerza de gravedad.

11. Deducir la ecuacién para ¢l proceso de propagacién del
campo electromagnético plano en un medio conduetor. (Bl medio
se llama conductor si se pueden despreciar las corrientes de despla-
zamiento en comparaciéon con las corrientes de conducci6n).

2. Medios heterogéneos, factores concentrados; ecuaciones
con coeficientes variables y condiciones de conjugacién

En este punto primeramente se cstudian los medios constantes
a trozos y los factores concentrados lo que conduce a unas ecuacio-
nes con los coeficientes constantes a trozos y a las condiciones de
conjugacién. Despuss se estudian los problemas que conducen a ecua-
ciones con los coeficicntes continuamente variables.

{2. Una barra no acotada con la seccién transversal constante
es obtenida mediante la unién de dos barras homogéneas semiaco-
tadas con diferentes coeficientes de la conduccién calorifica y de
termodifusividad.
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Plantear el problema de contorno para determinar la temperatura
dentro de esta barra, estudiando los casos cuando:

a) los extremos de las barras componentes son unidos directa-
mente (soldados tope a tope);

b) los extremos de las harras estdn unidos mediante ol acopla-
miento pesado con la capacidad calorifica €,, ademés el mate-
rinl del acoplamiento tiene una conductibilidad térmica muy

rande.
¢ Considerar termoaisladas las superficies de la barra y Ja extorior
{no adyacenie a la barra) del acoplamiento.

13. Un recipiente cilindrico cerrado con paredes impermeables
es obtenido mediante la unién, en un momento inicial de tiempo de
dos recipientes cilindricos, cada uno de los cuales estd lleno de un
medio homogéneo con la sustancia distribuida uniformemente, ade-
mis la concentracién de esta sustancia en ambos recipientes es dife-
rente y las propiedades de los medios en uno y otro recipientes son
distintas.

Plantear el problema de contorno acerca de la difusion de la sus-
tancia indicada en el cilindro compuesto, estudiando los casos
cuando:

a) los cilindros estidn unidos directamente;

b) los cilindros estdn unides mediante un tabique semiper-
meable.

14. Plantear el problema de contorno acerca del calentamiento
de una barra fina por la cnal resbala con una velocidad constante
un horno eléctrico de potencia constante gue linda estrechamente
con la barra, si la superficie exterior del horno no adyacente a la
barra es térmicamente aislada y la capacidad calorifica del horno
es despreciable.

15. Un metal fundido llena un rccipiente cilindrico vertical
con paredes y fondo térmicamente aislados. Desde el momento
t = 0 la superficie libre del metal se mantiene a la temperatura
u; == const, mds baja que la de fusién. Plantear el problema de con-
torno acerca del enfriamiento y el endurecimiento del metal si su
temperatura inicial es igual a wu, = const.

16. Plantear el problema de contorno acorea del movimento
bajo la accién de la fuerza de gravedad de una placa vertical fina
infinitamente plana, en una capa del liguido viscoso entre dos pla-
cas inméviles paralelas a la primera, Despreciar la accién del campo.
de la fuerza de gravedad sobre el liquido.

17. Plantear el problema de contorno acerca del enfriamiento
de una barra calentada uniformemente que tiene la forma de un
eono truncado, despreciando la torcedura de las superficies isotér-
micas, si los extremos de la barra son de aislacién térmica y sobre
la superficie lateral se realiza el intercambio de calor con el medio
de temperatura ignal a cero.

i
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3. Semejanza de problemas de contorno

18. Formular el problema acerca de la conduccién calorifica
anélogo al problema 10 acerca del movimiento del liguido viscoso.
Establecer las condiciones necesarias y suficientes para que el primer
problema sea semejante al segundo con los coeficientes de semejanza
ke, Ky, ke, dados.

19. Formular el problema acerca de la conductibilidad térmica 2
{problema (I)) andlogo al problema 9 (problema (II)) acerca de la
difusién de un gas inestable. Establecer las condiciones necesarias
y suficientes de semejanza del problema (I) y el problema (II) con
los coeficientes de semejanza dados.

20. Formular el problema para determinar la tensién eléctrica
en un cable, anilogo al problema para establecer la temperatura
dentro de la barra: ¢«Hallar la temperatura de la barra si en un ex-
tremo de la misma y sobre su superficie lateral se realiza el inter-
cambio de calor con un medio de temperatura igual a cero, y la
temperatura del otro extremo varia seglin una ley dada; la tempe-
ratura inicial de la barra es igual a cero» (problema (II)). Establecer
las condiciones necesarias y suficientes de semejanza del proble-
mad (I) y el problema (II) con los coeficientes de semejanza
dados.

24, Formular un problema acerca de la conduccion calorifica
{problema (I)) anilogo al problema acerca de la propagacién del
campo magnético plano en una capa conduciora 0<C << I" (proble-
ma II)) con las condiciones iniciales nulas, suponiendo que en todas
partes a la izquierda de la capa se establecié un campo magnético
'hgmegéneo paralelo a la capa, ademas el plano z = 1" es un conductor
ideal.

§ 2. Método de separacién de variables

En el primer punto**) del presente parigrafo, se han reunido
problemas para medios homogéneos e isotropicos; ellos llevan a una
.ecuacién diferencial lincal con coeficientes constantes. En el se-
gundo punte se examinan los problemas para los medios hete-
rogépeos y también algunos problemas con factores concen-
trados®¥*),

*) Acerca del concepto de la gemejanza de los problemas de contorno,
véase ol cap. IT § 1, pcaE 21y 122
*%) Las barras, cables, cilindros que aparecen en este punto se consideran
de seccién transversal constante.
*%#) Viase la primern llamada en la pégina 32.
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1. Medios homogéneos isofrépicos.
Ecuaciones con coeficientes constanies

@) Problemas de conduccién calorifica con condiciones de frontera
y términos independientes constantes

22, a) Hallar la distribucion de la temperatura dentro de la
barra 0<C <! con la superficie lateral termoaisiada, si la tem-
peratura de sus extremos se mantiens igual a cero y la temperatura
inicial es igual a una funcién arbitraria j ().

b) Examinar, en particular, el case cuando f (x) = U, = const,
y estimar el error que se comete con la sustitucion de la suma de la
serie quo tiene solucién en el punto 2 = l/2 por su suma parcial
y establecer desde qué momento de tiempo la razén de la suma de
todos sus términos, empezando desde el segundo, v el primer tér-
mino serd a ciencia cierta menor que un & > 0 dado de antemano.

Observacién. En este caso diremos que en el punto en examen
comenzd el régimen regular*) con exactitud relativa e.

23, La temperatura inicial de la barra 0 z<C I con la super-
ficie lateral termoaislada es igual a

U, = const, (1)
y sobre sus extremos se mantiene la temperatura constante
w (0, 1) = U; = const, wu(l, t) = U, = const,
0<t<< oo (2)

Hallar la temperatura u (z, t} de la barra para ¢ > 0; hallar tam-
bién la temperatura estacionaria

i (z) =1li‘nlu (z, t).

24, La temperatura inicial de la barra 0 <<z <C ! es una fun-
cién arbitraria f (z). La temperatura de los extremos es constante

u (0, 1) = U, = const, uf{l, {) = U, = const,
0 <t << oo

Sobre la superficic lateral se realiza el intercambio de calor segln
la ley de Newton, con un medio de temperatura u, = const. Hallar
la temperatura de la barra. Examinar, en particular, ¢l caso cuando
Uy=U,=0, f{{zx}=0.

25. Hallar la temperatura de la barra 0< #<C [ con la super-
ficie lateral v los extremos de aislacién térmica, si su temperatura
inicial es una funcién arbitraria de z. Pasar después al caso cuando
sobre la superficie lateral se realiza el intercambio de calor por
conveccidn (segin la ley de Newton) con un medio de temperatura
igual a cero.

*) Para mds detalles sobre el régimen regular véase |25),
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26. Hallar la temperatura de la barra sobre 1a superficie lateral
donde sc realiza el intercambio de calor con un medio de tempera-
tura nula, si a los extremos do la barra se suministran los flujos
calorificos externos constantes y la temperatura inicial es una fun-
cién arbitraria.

27. Hallar la temperatura de la barra 0<C 2<{ ! con la super-
ficie lateral termoaislada si un extremo {z = 0) se mantiene a una
temperatura fija dada y al otro {x = I) se le suministra. un flujo
calorifico oxterno constante dado, la temperatura inicial es arbi-
traria. Examinar, en particular, el caso cuando la temperatura ini-
cial es igual a coro y el extremo = I estd termoaislado; estimar el
error que se comete al sustituir la suma de la serie que representa la
solucién en el punto z = I por su suma parcial. Hallar el momento
de tiempo desde que en el extremo z = ! a ciencia cierta comienza
un régimen regular®*) con exactitud relativa e.

28, Hallar ]a temperatura de la barra 0< z < I con la super-
ficie lateral termoaislada y el extromo z = 0 aislado térmicamente,
si la temperatura inicial de la barra es igual a cero v a través del
extremo x = ! a la barra se le suministra un flujo calorifico cons-
tante. Estimar el error que se comete al sustituir la suma de la
ser%e gue representa la solucién en el punto x = 0 por su suma par-
cial.

29. Hallar la temperatura de la barra 0<C x<C [ con la superficie
lateral termoaislada, si su extremo {z = () estd aislado y en el
otro extremo (z = I) se realiza el intercambio de calor por conveccion
con un medio de temperatura U/; = const. La temperatura inicial
de la barra es igual a cero. Estimar el arror que se comete al susti-
tuir la suma de la serie, que representa la solucién en el punto z = 0,
por su suma parcial; hallar el momento desde que en el extremo
z = 0 a ciencia ciertd tendrd lugar el régimen regular*#) con exacti-
tud relativa e.

30. a) Hallar la temperatura de una barra 0= < ! con la su-
perficie lateral termoaislada. si en cada extremo suyo se realiza
un intercambio de calor por conveccién con el medio oxterior que
tiene temperatura consiante; la temperatura inicial es arbitraria.

bh) Examinar, en particular, el caso cuando la temperatura del
medio exterior en ambos extremos es idéntica y la temperatura

inicial do la harra es igual a cero; establecer la relacién con el pro-
blema 29.

* Sobre el régimen regular véase el planteamiento del problema 22 y la
correspondiente observacién. Aqui se debe examinar la razén de todos los tér-
minoa que también dependen exponencialmente del tiempo, empezando desde
¢l segundo, con respecio al primer término que también depende exponencial-
mente del tiempo; estos términos se suponen numerados en el orden de creci-
miento de sus valores propios.

*» Véase el problema 22 y la llamada al problema 27.
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31. Resolver el problema 30 a), suponiendo que sobre la super-
ficie lateral de la barra se realiza un intercambio de calor por
conveccién con un medio de temperatura igual a cero.

32, Hallar la distribucién de la temperatura dentro del anillo
homogéneo fino de radio 1 sobre la superficie de que se realiza el
intercambio de calor por comveccion con un medio ambiente de
temperatura constante; la temperatura inicial del anillo es arbitra-
ria*). Examinar, en particular, el caso cuando en el momento
inicial de tiempo el anillo estd calentado uniformemente.

b) Problemas de la conducciin calorifica con condiciones
de frontera variables y términos independienies vinculados azy i

33. Hallar la distribucién de la temperatura dentro de la barra
0 << 2 << I con la superficie lateral termoaislada si sobre su extremo
z = 0 se mantiene una temperatura igual a cero, y en el extremo
z =1 la temperatura varia segin la ley

u(l, 1) = At, A = const, 0<<t<< 4o0.

La temperatura inicial de la barra es igual a cero.

34. Hallar la temperatura de la barra 0<C x<Ccon la super-
ficie lateral termoaislada si sobre la barra se distribuyen continua-
mente manantiales de calor con densidad @ () sen -f;-{, la tem-
peratura inicial de la barra es una funcién arbitraria f (z) y la tem-
peratura de los extremos se mantiene igual a cero.

35. a) Hallar la temperatura de la barra 0<C z<C I con la super-
ficie lateral termoaislada, si la temperatura de la barra es una fun-
cion arbitraria f{z), la temperatura de los extremos se mantiene
igual a cero, sobre la barra estdn distribuidos continuamente manan-
tiales de calor con densidad F (z, t).

b) Examinar, en particular, el caso limite cuando sobre la
barra actiia sélo un manantial concentrado con potencia constante
@, uvbicado en el punto 24, 0 << 7y << 1, v la temperatura inicial
es ignal a cero.

36. Sobre la barra 0<C z<{ I, en cuya superficie lateral se rea-
liza un intercambio de calor con un medio (la temperatura del medio
es igual a cero), se mueve un horno a una velocidad constante v,.
El flujo de calor desde el horno a la barra es igual a g (t) = de~*¢,
donde & es el cocficiente de intercambio de calor que entra en la
ecuacién de la conduccién calorifica w; = auy, — hu. Hallar la
temperatura de la barra si su temperatura inicial es igual a cero
y la de sus extremos se mantiene todo el tiempo igual a cero.

37. Resolver el problema 35 a) para la barra 0<< 2<< ! con la
superficie lateral termoaislada si sobre sus extremos se realiza el

*} Véase el problema 3.
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intercambio de calor con ¢l medio de la temperatura que varia
segin una ley dada.

38. Hallar la temperatura de la barra u (z, #), resolviendo el
problema de contorno

U= @%Uyp — Hu 4+ f (2, 1), O<<z<<!l, 0<it<< 4+ oo, (1)
uy (0, ) — hu (0, 1) =, (),

U (5 8) Rl 1) = (), 0<<t<< +oo, (2)

(e, =9 @), 0<az<<l (3)

mediante Ia reduccién al problema homogéneo de contorno.

39. Hallar la expresion asintética cuando f-» 4-co para la
temperalura w (z, t) dentro de wna barra con la superficie termo-
aislada, si sobre sus extremos se¢ cumple una de las condiciones
siguientes:

a) u(0, i) =0, u(l, t) = A cos of, 0 <t < +oco,

b) (0, ) =0, wu,(l, ) = A cos wé, 0 <<t < +o0,

) ul0, 1) =0, ue (2, t) +hu{l, ) = 4 cos of, 0<t< +oco.

40. Sobre la superficio de un anillo fino de radio 1 se realiza el
intercambio de calor con un medio de temperatura igual a cero;
la temperatura inicial del anillo también es igual a cero*). En cierto
punto fijo del anillo en el momento inicial de tiempo se desprenden Q@
unidades de calor. Hallar la temperatura del anillo. Estudiar el
punto del anillo diametralmente opuesto al punto en que se des-
prendié el calor y estimar el error que se comete al sustituir la suma
de la serie, que represonta la selucifn en este punto, por su suma
parcial.

¢) Problemas de dijusién

41. La presién y la temperatura del aire dentro del cilindro
0<C z<C I son iguales a los de la atmésfera; un extremo del cilindro
desde el momento ¢ = 0 estd abierto y el otro todo el tiempe queda
cerrado. La concentracién de cierto gas en el aire ambiente os igual
a U, = const. Desde el momento ¢t = O el gas se difunde en el ci-
lindro a través del extremo abierto. Hallar la cantidad de gas que
so difunde en el eilindro si su concentracién inicial en el cilindro
es nula.

42. Resolver el problema anterior, suponiendo que ambos extre-
mas del cilindro estdn tapados por un tabique semipermeable a tra-
vés del cual se realiza la difusién.

43. Resolver el problema 41, suponiendo que ¢l gas en difusion
se desintegra, ademds la velocidad de la desintegraciéon en cada
punto es proporcional a la concentraciéon en el mismo punto.

*) Véanso los problemas 3 y 32.
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44. El cilindro 0<C 2<C ! estd lleno de una sustancia que se
difunde, con particulas que se multiplican, ademds la velocidad de
la multiplicacién en cada punto es proporcional a la conceniracién
en el mismo punto. Hallar 1a longitud critica del cilindro*) para los
casos cuando:

a) la concentracién sobre ambos extremos se mantiene igual a
cero;

b) la concenlracién en uno de los extremos se mantiene igual
a cero y el otro extremo estd tapado herméticamente;

¢} ambos extremos del cilindro estin tapados herméticamente.

d) Problemas de electrodindmica

45. Hallar la tension eléetrica en un cable 0<C z<C I que tiene
un extremo aislado y al otro se le aplica una fuerza electromotriz
constante. La autoinduccion distribuida y la fuga del cable son
despreciablemenle pequeiias, el potencial inicial es igual a v, =
= const, la corriente inicial es igual a cero.

46. La autoinduccion concentrada y la fuga del cable 0<C a<{ /T
son iguales a cero; el potencial y la intensidad iniciales también
son iguales a coro. Mallar la tensién en el cable siuno de sus extremos
(x = I} est4 puesto a tierra por la capacidad concentrada C, y al otro.
se le aplica una fuerza electromotriz constante E,.

47. Hallar la tension elécirica en el cable 0<C x<C [ con auto-
induceion y fuga despreciablemente pequeiias, si su extremo « = I
estd pueslo a tierra, la intensidad y el potencial iniciales son iguales
a cero v al extremo & = 0 se le aplica por laresistencia concentrada
R, una fuerza electromolriz Eg.

48. Una capa conductora U< x<C ! estaba libre de los campos
magnéticos. En el momento £ == 0 en todas partes fuera de la capa
surgié un campo magnético homogéneo constante H, paralelo a la
capa. Hallar ¢l campo magnético dentro de la capa para ¢ > (.
Hallar el momento de tiempo a partir del cual en el punto medic
de la capa a ciencia cierta tendrd lugar el régimen regular con la
exactitud relativa e,

2. Medios heferogéneos y factores concentrados.
Ecuaciones con coeficienfes variables
y condiciones de conjugacién

49, Una barra 0< 2z<C I con la superficie lateral termoaislada
y la seccién transversal constante estd compuesta de dos barras
homogéneas 0<C 2<C 1z, ¥o<<z<<! con las propiedades fisicas
diferentes. Hallar la temperatura dentro de la barra si sus extremos
se mantienen & una temperatura nula y Ja temperatura inicial es
arbitraria.

*} Acerca de Ja nocibn de las dimensiones criticas véase [7], pags. 524—525.
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0. Hallar la temperatura de la barra homogénea (con la super=
ficie lateral termoaislada) en cuyo punto z, (0 << x, << 1) se encuen-
tra la capacidad calorifica concentrada C,. La temperatura inicial
de la barra es arbitraria y los extremos se mantienen a una tempera-
tura igunal a cero,

51. Hallar la temperatura de la barra 0<C z<C ! (con la super-
ficie lateral termoaislada) que tiene la forma de cono truncado (véase
el problema 17) si la temperatura de los extremos de la barra se
mantiene igual a cero y la temperatura inicial de la barra es arbi-
traria.

52, Resolver el problema anterior para una barra cuya superficie
lateral se obtiene mediante la rovolucién de la curva y = Ae ™
alrededor del eje z.

53. Un plano vertical pesado se encuentra en una capa de liquido
viscoso que esta entre dos planos verticales inméviles. En el momento
& = 0 el plano empieza a caer. Hallar su velocidad y la velocidad del
liguido viscoso si las velocidades iniciales son iguales a cero y el
plano que cae es equidistante de los planos de frontera. Se puede
despreciar la accion del campo de la fuerza de gravedad sobre el
fiquido.

§ 3. Método de representaciones integrales
y funciones de manantial

En este paragrafo se estudia la utilizacién de las representaciones
integrales a la solucién de los problemas de contorno para la ecuacidn
Uy = a’liyy -+ bu + f(z, £) (donde b y f pueden ser idénticamente
iguales a cero) en el caso de una recta no acotada, una semirrecta
y un segmento. Primero se dan los problemas acerca de la utilizacién
de la transformacién integral de Fourier. Después, los problemas
acerca de la construccién de las funciones de manantiales {las fun-
ciones de Green) y el empleo de ellas en la resolucién de los proble-
mas de contorno.

1. Medios isoirépicos homogéneos.
Aplicacidn de la fransformacién integral de Fourier
a los problemas sobre la recta y la semirrecta

Utilizando la transformaecién integral de Fourier*), resolver
los problemas siguientes de contorno.
54, Uy = 0%Uygy, —00 < 3 << oo, 0 <t << 400,
f.t(.f, 0]=j(x]9 —o0 < & < o0,

*) Véanse las respuestas y indicaciones, cap. I, § 4, pig. 219.
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59, s = @®%ere + 2, 1), —o0 <2 << F00, 0 <<t < +o0,
w(z, 0) =0, —oco<<z<4oo.

56, w; = @Pusy, 0 <<z, £ << 400,
u(0, ) =10, 0<t< +oo, iz, 0) =/f(2), 0 <<z<< +oo.
7. wy = q%upy 0 <<z, < 400,

ug (0, ) =0, 0<<t< 400, ufz, 0) =f(z), 0<cz<<+oo
58, uy = a'uyx, 0 <<z, £ << o0,

w0, ) =¢ (), 0<t< 400, uflz, 0) =0, 0 << 2 << 400"
09, u; = Uy, 0 <z, t<< 400,

ug(0, = (t), 0<Tt<<+oo, ulz,0) =0, 0<z<<+oo
60. u; = a®urx +f (2, t), 0 <3z, t << 400,

v, =0 0<<t< 4oo0, ufz, 0) =0, 0<x< 4oo.
61, u; = a®ar +7 (2, 1), 0<<az, &< +co,

u (0, ) =0, 0<<t<< oo, ulr,0)=0 0<a<<foo.

62. Utilizando la ecuacién del problema 186 del cap. II, demos-
trar que
o0 - t® —5 _lx4E0
e~ cosha V= N a3
dh — :_ ~hE (e 4m TRY 3
S e I a g elbeT e B

63. Utilizando la ecuacién del problema 187 del cap. II,
demostlrar que

T e Mhsende ) V3 Se—ht( o1
(1]

Py iVa

64. Utilizando la transformacién de Fourier con respecto al

nicleo K (x, A)= Z -?Lm;m, resolver el problema

de contorno
Uy = @PUyy, O <<z, t<C 400,
ty (00 &) —hu(0, ) = —hg{f), ulz, 0)=0, 0<z<< +oco.
65. Utilizando la transformacién de Fourier respecto al mismo
niicleo que en el problema anterior, resolver el problema de contorno
Uy = @Uuey, 0T, 1< 400,
ue (0 ) —hu (0, ) = 0, 0<t<< 4o,
u(z, 0) =f(z), 0<x<< oo,
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2. Medios isofrépicos homogéneos,
Construccién de las funciones de influencia
de manantiales concenfrados

En el presente punto se unen principalmente los problemas
acerca de la construccién y la utilizacién de las funciones de influen-
cia de manantiales puntilormes instantdneos de calor (das fun-
ciones de Green» para la ecuacién de conducecidn calorifica). Primero
van los problemas para una recta no acotada, después, para una
semirrecta, ademés se supone que el medio es isotrépico y homogé-
neo, después se estudian los problemas para una recta no homogénea
compuesta de dos semirrectas homogéneas y algunos otros problemas
con las heterogéneas de los medios y los factores concentrados para
una recta no acotada y para una semirrecta; al final van los proble-
mag para un segmento finito, ademas se estudian dos representacio-
nes diferentes de la funcién de influencia de manantiales puntiformes
instantaneos de calor: una se obtiene mediante el método de sepa-
racién de variables {de Fourijer), la otra, mediante el método de refle-
xi6én, y se realiza la comparacién de ambas.

a) Recta no acotada

66. La superficie de una barra no acotada —oo <<z < 4-o0es
termoaislada, la temperatura inicial es igual a cero. En el momento
inicial de tiempo en el punto £ = E de la barra se desprendieron ins-
tantineamente Q unidades de calor. Hallar la temperatura de la
barra. {L.a construccién de 1a funcién de manantial para la ecuacioén
Ly = a’lyx sobre la recta —oo <7 x << ~o0).

67. Resolver el problema anterior para la barra sobre la super-
ficie en la que se realiza el intercambio de calor por conveccién
con el medio de temperatura igual a cero. (La construccién de la
funcién de manantial para la ecuacién u; = a’u,. — hu sobre la
Tecta —o0 < 7 < --o00).

68. Utilizando la funcién de manantial obtenida en la solucién
del problema 66, resolver el problema de contorno

Uy = @uzx + (2, 1), —oo <o << oo, 0Tt 400,
ux, 0) =@ (z), —oo << zx<C +oo.

69. Utilizando la funcion de manantial oblenida en la solucién
del problema 67, resolver el problema de contorno
Uy = 0%y, — hu 4 f (2, t), —o0 < z<C 400, 0t<C 400,
ulz, 0) =g (), —oo<<a< +oo.
70. Con las cendiciones del problema 66 hallar aquel momento
de tiempo en que ln temperatura en el punto z alcanza un maximo

¥ hallar este valor mdximo de la temperatura (problema acerca de
la propagacion del impulso calorifico).
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71. Sobre la superficie de la barra —oo < & << ~+o0 se realiza
el intercambio de calor por conveccién con un medio de temperatura
nula; la temperatura inicial de la barra es igual a cero; en ¢l punto
x = ( actila continuamente un manantial de calor de potencia
constante Q. Hallar la temperatura u (z, t) de la harra. Obtener
también la temperatura estacionaria

i (z) =Ef}ma (x, 1)

¢Cuidl seria la temperatura estacionaria si la superficie de la barra
fuese termoaislada?

72. Mediante la férmula obtenida en Ja solucion del prohle-
ma 68 resolver el problema
U=aty,, —oo<<<-oo, O<li<{too,
0 para —oo<<z<<—I,
u(z, 0)=¢ U,=consts=0 para —Il<<z<l,
0 para l<<z<{+ oo,

73. Mediante la férmula obtenida en la solucién del proble-
ma 68 resolver el problema

Uy =Gy, —o0LZ<+o0, 0+ o0,

0 para —oo<<z<0,
uw(z, 0) {Ae'“” para 0<<r <+ oo,
A=const, a=const>0.

74. Resolver el problema de contorno

U=ty —ht, —oo <Lzt wm, <t<4oo,

0 para —oo<Cx<C—1I,

u(z, 0) {Uozcoust para —Il<<z<l,
0 para l<<z<+ oo
{compérese con ol problema 72).

75. Resolver el problema de contorno 14 acerca del calenta-

miento de la barra por un horno mévil con la condicién inicial
nula.

b) Semirrecta

76. Construir la funcién de manantial para la ecuacion u, =
= @, sobre la semirrecta (0 << x < --00, sobre cuyo cxtremo se
da una condicién de front.era de primer género. Después pasar al
caso de la ecuacidén wuy = a%ugy —

77. Resolver el problema anterior si en el extremo de la semi-

rrecta ) << & < +oco se da una condicién de frontera de segundo
género.
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78. Resolver el problema 76 si en el extremo de la semirrecta
0 <x<C+oo se da una condicién de frontera de tercer género.

79. Utilizando la funcién de manantial, resolver el problema
de contorno

Uy = @’y +f(x t), 0<<az, i< oo,
w0 )=0q (@), 0<t< oo,
uz 0) =y (@), 0<z<<+too.

80. Utilizando la funcién de manantial, resolver el problema
de contorno

u;=a”uﬂ—|—i(a:, i}. 0<$t t<+°°t
uz (0, =@ (t), 0 <t << +oo,
ufz, 0y =vp(z), 0<<a< +oo.

81. Utilizando la funcién de manantial, resolver el problema
de contorno

Uy = @uge +f (2, t), 02z, t<< +oo,
ux (0, ) — hu (0, ) = —hg (t), 0 <t<< +oo,
u(z, 0) =194 (z), 0<<z<<+oo.

82. Demostrar la validez de la afirmacién siguiente. Para que
la solucién del problema de contorno

Uy = @%Uyy, 0<z, t< 4oo,

N
S 4,2k =0, 2=0, 0<i<+oo,

le=(

I'.I(x, O)=f(1‘}, 0 <<z << 400,
s¢ pueda representar en la forma

Tz _(x-g2
S e

es suficiente continuar la funcién f (z)} sobre el semieje negativo de
x de tal modo que la funci6n

N
v (@)= 3 4™ (@)

sea impar.
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83. Demostrar la validez de la afirmacién siguiente. Para que
la solucién del problema de contorno

= alge +f (2, t), 0<<z, ©< 0o,

N
D) A2k =0, O<<t<<too, z=0, u(z, 0)=0

Ras(l
se pueda representar en la forma
1 T atien S
)= = d 1t S U T B
s =gz | a§ T dx,

es suficiente continuar la funcién f (z, t) sobre el semicje negativo z
de tal modo que la funcién
N
- o4f (=, 8}
F(-I,', t} = 2 Ak‘aT
s}
sea impar con respeclo a .
84. Resolver el problema de contorne
U = 0y, 0<{z, t< oo,

w(0, ) =0, 0<t< oo, (e, )=U, 0 < z << -+oo.

Trazar los grificos de la distribucién de la temperatura en los
momentos de tiempo t=%, t=—g»+ t=-z en el segmento
0<{e<{4 y también la variacién de la temperatura en los puntos

z=—3—, x=%-, =1 durante el intervalo de tiempo O<Ci<C

1
<

b

Hallar ademds Ia velocidad del wmovimicnto del frente de tem-
peratura al/y, donde 0 <C o << 1, o = const.

85. Resolver el problema de contorno

Uy = Q%Uyy, 0Tz, 1< Hoo,
u(@ H="Uy 0<<i< 4o, ufr0)=0 0<z < +oo.
¢En qué momento de tiempo £ la temperatura en el punto alcanza

el valor all,, 0 <o <17
86. Resolver ¢l problema de contorno

by = azu:::n O0<<a, t<< oo,
u, (0, y =0, 0<<t< oo,
U,y 0<z<1,

L 0)=‘i’(x)={ 0, 1<z<too.
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87. Resolver el problema de contorno

Uy = @My, 0z, t<< oo, (1)
e (0, 8) < b (0, £) =0, 0<Ti<C +oo, {2)
w(z, 0) = Uy = const, 0 << &< 4-oco. (3)

Obtener la representacion asintética de la temperatura del extremo
de la barra para los valores grandes de tiempo

U 1 1 1.3
u(0, t)= 1/05 {?_F.‘.W_ e

o oA s Wl
- te{ =1} 1__25":~_L5I[!r|rjd_)}z=ah1,‘_- (4)

Dar la expresion de la estimacién del error que se comete al utilizar
la férmula (4) y hallar desde qué momento de tiempo el cileulo de
u {0, t) segtin la f6rmula

u(0, t) =~ E%—“fn:‘ (3)

da un error que no sobrepasa a ciencia cierta en valor absoluto a un
e > (0 dado de antemano.
88. Resolver el problema de contorno

W= 0%Upy — b2, k>0, 0<Ca, t<+4oo,
w0, )y = U, = const, 0<t<C oo, wx, 0) =0,
0 <Ca<C 4co.
89. Resolver el problema de contorno
Uy = QPUygy, 0Tz, t<< o0,
—u. (0, &) =q, 0<t< +oo,
e, 0) =0, <<z +oo,

90. Roesolver el problema de contorno
Uy = @y, — h(u— Uy), U, =const, 0z, < 4oo,

uld, i) =U,, 0<t< 4o, U, = const,
ulz, 0) = U,, 0<<z< 400, U, = const.

91. La intensidad y la tensién iniciales en un cable homogénco
semiacotado 0<< z << -4-co son iguales a cero. La auloinduccién
de una unidad de longitud del cable es despreciablemente pequeifin.
Empezando desde el momento ¢ =0 al extremo del cable se le

aplica una fuerza electromotriz constante E,. Hallar la tension
en ¢l cable. .
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92. Rosolver el problema de contorno
wy = a®tlyy, 0<z, t< 400,
e (0, ) — hu (0, 1) = —Akcos wt, O <1< 400,
wir, 0) =0, 0<z< 4co.

93. Hallar las ondas establecidas de la temperatura en un cable
seruiacotado 0 << x << oo con la superficie termoaislada si la
temperatura del extremo de la barra varia segin la lay

u (0, t) = A cos wt.

Hallar la velocidad de propagacién de la onda de la temperatura
con la frecuencia dada © (Ila dispersién de las ondas de la tempe-
ratural),

94. La intensidad y la tensién iniciales en un cable homogéneo
<z << 400 son iguales a cero. Empozando desde el momento
t = 0 en ol punto z = { se aplica una fuerza clectromotriz £ (f) =
= I3 cos wf. Hallar la tensién en el cable si la autoinduceién y la
fuga de una unidad de longitud del cable son despreciablemente
pequeias,

95. La temperatura inicial de una barra semiacotada con la super-
ficie lateral termoaislada estd dada

ulz, 0)=jf(z), 0<<ax<<+oo.

¢Qué flujo calorifico debe administrarse a Ja barra a través de su
extremo para que la temperatura del oxtremo varfase segan la ley
dada

(0 ) =p(E)y 0<t<<+oo, p(0)=1(0)

Examinar el caso particular cuando f (z) = 0.
96. La temperatura inicial de una barra semiacotada con la
superficie lateral termoaislada estd dada

en el extromo z = 0 se realiza el intercambio de calor por convec-
cién con el medio exterior. (Cémo debe variar la temperatura del

medio exterior para que la tomperatura del extremo de la barra
varie segtin la ley dada

w0 ) =p()y p0)=7(0), 0<<t<<4oo?

Examinar el caso particular cuando f (x) = 0.

97. Resolver el problema 95 con la condicién de que sobre la
superficie lateral de la barra se realice el intercambio de calor por
conveccién con un medio de temperatura igual a cero.

98. Resolver el problema 96 con la condicién de que sobre la
superficie lateral de la barra se realiza el intercambio de calor por
conveccién con un medio de temperatura igual a cero.

5—0941
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9. Nesolver el preblema de contorno
uy = a%uz. + fr, 1), 0<<Tt<< oo, vt <<z +o0,

u'(-'":l 0)=0s 0 <<z < 0o, u(vntr t) :01 0<£’<+00

100. Resolver ¢l problema de contorno

Uy = Uy, 0<<E<< 400, Vgt <<z << +o00,
ulz, 0) = flz), 0<z<<+oo,
wlvgt, 8y =0, 0<t<+oo.
101. Resolver ¢l problema de contorno
Uy = 0Py, 0 <<i<C oo, vyl <<z< oo,
u(x! 0} ='0; 0<<az<< + oo,
u(vt, £) =p(f), 0<<t<T +oo.

102. Resolver el problema de contorno

Uy = QPUzx + [ 2, 1), 0K < oo, Bt <z 00,
u (z, 0)-—_)‘(1}, 0 <2< +oo,
s (vot, ) = p (t)y 0 <<l << oo,

¢) Segmento finito

Los problemas 103—105 acerca de la construccién de las funciones
de manantial que so dan en este apartado se deben resolver mediante
dos métodos: el de reflexién y el de separacién de variables; uno
de cllos da una buena representacién de la funcién de manantial
para las magnitudes pequeiias del tiempo 2 y el otro, para las grandes.

103. Construir la funcién de influencia de un manantial pun-
tiforme instantineo para una barra finita con la superficie lateral
termoaislada si sus extremos se manticnen a una temperatura igual
a cero, Estimar los restos de las series que representan la solucion.

104. Construir la funcién de influencia de un manantial pun-
tiforme instantineo de calor para una barra finita con la superficie
lateral termoaislada si sus oxtremos también son termoaislados.
Estimar los restos de las series que representan la solucidn.

105. Construir la Tuncién de influencia de un manantial pun-
tiforme instantineo de calor para una barra finita con la superficie
lateral termoaislada si uno de sus extremos (z = 0) es termoaislade
y ¢l otro (z = I) se mantiene a una temperatura nvla. Estimar los
restos de las series que representan la soluéién.

106. a) Hallar N a partir del cual, para ol resto de la serie (2)
de la solucién del problema 103 sé cumple la desigualdad

|Ry(z, E, t) |<<e (1)
para 0 . E<CL Ot t™,
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b) Hallar N & partir del cual, para el resto de Ia serie (12)
de la solucién del problema 103 se cuinple la desigualdad (1) para
0K r, B, OB 8™,

107. Resolver el problema anterior para las series (1) y (6) de la
respuesta al problema 104,

108. Resolver los problemas 103, 104, 105 en el caso cuando sobre
la superficie lateral de ]la barra se realiza el intercambio de calor
por conveceiéon con un medio de temperatura igual a cero.

109. Mediante la funcion de mmanantial hallada en la solucién
del problema 103 resolver el problema de contoino

ul=asuxx+f(xr 3), 0<z<<!l, 0<i<< 4o,
u(, )=o), u(l, )=0, 0<it<< 4o,
uz, 0) = folz), 0<z<<l

110. Mediante la funcién de manantial hallada en la solucién
del problema 104 resolver el problema de contorno

up = a%uxx +f (2, 1), 0<<az<<l, 0<<t<<+oo, 1)
L (01 't) =q (t)| 12 (ll t) =0, 0<it< -+ 00, (2)
ulz, 0) =filz), 0<a<<l (3)

1i11. La temperatura de un oxtremo de la barra (x = 0) se man-
tiene constante y distinta de cero, u (0, t) = U, =0, y la tempe-
ratura del otro extremo (z == 1) todo el tiempo es igual a cero,
u(l, t) = 0. Hallar la temperatura de la barra si su superficie
lateral es termoaislada y la temperatura inicial es ignal a cero;
expresar la temperatura de la barra mediante la integral de los erro-
res. ’

112. Un extremo de la barra (z = I) estd 'termoaislndoay:al otro
extremo (z = 0) se suministra el flujo calorifico constante
[—hux (0, t) = —Agol. Hallar la temperatura de la barra si su
temperatura inicial es igual a cero y la superficie lateral es termo-
aislada; expresar la temperatura de la barra mediante la integral
de los errores.

3. Medios heterogéneos y factores concentrados;
ecuaciones con coeficientes constantes a frozes
y condiciones de conjugacién

113. Una barra no acotada —co < << +oc0 con la superficig
lateral termoaislada y la seccién transversal constante se obtiene
mediante la unién en el punto z = 0 de dos harras homogéneas se-
miacotadas —oo << 2z <0 y 0 << 22 << 400} los topes de las barras
estan unidos estrechamente. La temperatura inicial, el coeficiente
de termodifusividad y el coeficiente de la conduectibilidad térmica
5
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de las barras izquierda y derecha son iguales, respectivamente, a
U, = const, ay, %y; U, = const, a4, k,. Hallar la temperatura de
la barra compuesta.

114. Resolver ol problema anterior si la temperatura inicial
es igual a

fi.(x)v —w<x<0!
u(z, 0)={
fa(ﬂ-'), O<x<+mt

115. La barra no acotada es compuesta de dos barras semiacota-
das de la forma indicada on ¢l probloma 113. Hallar la temperatura
de la barra para £ >0 si en ¢l momento de tiempo ¢ =0 en su
punto E =0 se desprendié instantineamente Q = c,p, unidades
de calor y la temperatura inicial de la barra era igual a cero.

116. Sobre el extremo de la barra semiacotada con la superficie
lateral termoaislada se ha colocado una bola con capacidad calo-
rifica C, y conductibilidad térmica muy grande, de modo gque en
cada momento de tiempo la bola puede considerarse calentada
uniformemente y su temperatura igual a la del extremo de la barra.
Sea la superficie de la bola también termoaislada.

Il'lallar la temperatura de la barra si su temperatura inicial es
gual a

H{I,D)=f(.’.€), 0 << & << 400,

ademés f (+0) v ' (40) existen.

117. Sea el semiespacio z >> 0 lleno de un liguido con los coefi-
cientes de termodifusividad y de conductibilidad térmica kg, a.
y la temperatura inicial U/, = const, el plano # = 0 se mantiene
a la temperatura constante U; << U,, ademés U; es menor que la
temperatura de la congelacién del liquido. )

Hallar la ley de la distribucién del frente de congelacién del
liguido y también la temperatura del liguido y de la sustancia s6lida
en que se convierte el liquido al congelarse.



Capitulo 1V

ECUACIONES DE TIPO ELIPTICO

A ecuaciones de tipo oliptico conduce el estudio de los procesos
estacionarios, es decir, que no varian durante el tiempo, de procesos
de naturaleza fisica diferente. Aqui se relacionan los campos esta-
cionarios eléctricos y magnéticos (electrostitica, magnetostética,
campos de corriente elécirica continua), el movimiento potencial
del liquido incompresible, los campos térmicos estacionarios, ete.

La ecuacién de Laplace Au = 0 a que fundamentalmente estd
dedicado el capitulo presente, es la ecuacién de tipo eliptito més
sencilla. Mds abajo, en el cap. VII, se plantean problemas para
otras ecuaciones de tipo eliptico.

§ 1. Problemas fisicos que se reducen
a ecuaciones de tipo eliptico
y planfeamientio de los problemas de contorno

1. Problemas de contorno para las ecuaciones de Laplace
y Poisson en un medie homogéneo

A diferencia de las ecuaciones de tipo hiperbélico y parabédlice
de problemas de contorno para las ecuaciones de tipo eliptico es
caracteristica la ausencia de las condiciones iniciales. Segiin los
tipos de condiciones de frontera se destinguen para el problema de
Laplace: el primer problema de contorno (problema de Dirich-
let) si u |[g = f;, el segundo problema de contorne (problema

de Neumann) si—j-r—":lz=f3, el tercer problema de contorno si

(‘;._:.g—ku) = fy, donde f,, f,, f; son ciertas funciones definidas

sobre la frontera £ del campo en que se busca la solucién de laecua-
cion de Laplace.

1. Campo estacionario de la temperatura. Deducir la ecuacion
que satisface la temperatura del campo estacionario térmico en un
medio honmogéneo; al deducir la ecuacién tener en cuenta la existen-
cia de los manantiales de calor distribuidos y que no varian con el
tiempo. Dar la interpretacion fisica a las condiciones de frontera de
primer, segundo y tercer género. Establecer la condicién necesaria
de la existencia de la temperatura estacionaria para el segundo
problema de contorno.
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2. Ecuacidn de la difusién estacionaria. Deducir la ecuacién del
proceso estacionario de la difusién: a) en un medio isotrépico homo-
géneo que estd en reposo, b) en un medio isotrépico homogéneo que
se mueve con una velocidad dada, por ejemplo, segiin el eje z.

3. Ecuacidn de la electrostdtica. Demostrar, basindose en las
ecuaciones de Maxwell, que el potencial del campo electrostitico
satisface la ecuacién de Poisson con el segundo miembro proporcio-
nal a la densidad volumétrica de la carga p (2, y, 2). Dar la interpreta-
cién fisica a las condiciones de frontera de primer y segundo género.

4. Ecuacion de la magnetostdtice. Demostrar que el potencial
del campo magnético estacionario en ausencia de las corrientes eléc-
tricas satisface la ecuacién de Laplace.

5. Campo de la corriente elécirica continua. Convencerse de que
el potencial del campo eléctrico de la corriente eléctrica continua
satisface la ocuacién de Laplace. Formular las condiciones de fron-
tera 1) sobre la superficie de conduccién ideal que esté puesta a tie-
rra, 2) sobre la frontera con el dieléctrico.

6. Movimiento potencial del liguido incompresible. Demostrar
que el potencial de velocidades del flujo estacionario del liquide
incompresible satisface la ecuacion de Laplace. Escribir la condicion
de frontera sobre la superficie del cuerpo sélido que estd en reposo
0 se mueve con una velocidad dada.

7. Problemas fundamenigles de la electrostdtica. El campo elec-
trostatico creado por el conductor cargado de las dimensiones finitas
puede determinarse: 1) definiendo el valor del potencial del conduc-
tor; 2) definiendo el valor de la carga del conductor. Estos son el
primer y segundo problemas fundamentales de la electrostitica.
Formularlos mateméticamente.

2. Problemas de contorno para la ecnacién de Laplace
en medios heterogéneos

En un medio heterogéneo, pero isotrépico, la ecuacién fundamen-
tal del campo estacionario es de la forma
div (b grad u) = 0
[+]
a du a du a du
w (b 5r) Ty (k) +or (k55) =0,
donde la caracteristica del medio k = & (z, y, 2) es una magnitud
variable. 8i el coeficiente % tiene una discontinuidad sobre cierta

superficie, entonces sobre clla se cumplen las condiciones de conju-
gacién '

By =Ty, ' .. (1)
k(5) = () s @
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donde los digitos 1 y 2 significan respectivamente los valores limites
izquierdo y derecho sobre la superficie de la discontinuidad.

8, Resolver el problema 1, considerando que el coeficiente de la
conduetibilidad térmica es la variable k = % (z, y, z). Plantear
el problema de contorno sobre la conduccion calorifica para el caso
del medio homogéneo a trozos (para el caso de & constante a trozos),
deduciendo previamente la condicién de conjugacién (1) y (2).
Dar la interpretacion fisica de estas condiciones.

9. Escribir la ecuacién para el potencial del campo eléctrico en
un dieléctrico no homogénco con la constante dicléctrica

e=&(x, ¥ z)

Suponiendo que & (z, ¥, 3} es constante a trozos, deducir las con-
diciones de conjugacién sobre la superficic de la discontinuidad de
la funcién e (z, y, z) y formular el problema de contorno correspon-
diente.

10. Besolver el problema anilogo a los problemas 8 y 9 para el
campo magnético estacionario.

11. Resolver el problema andlogo a los problemas 8 y 9 para el
campo eléetrico de la corriente continua.

12, Semejanza de diferentes campos estacionarios. Establecer la
semojanza entre el campo de la corriente eldctrica continua, por una
parte, y los campos térmico, clectrostitico, magnetostitico, ¢l campo
de las concentraciones del proceso ostacionario de la difusién y el
de las velocidades del flujo potencial del liquido incomprimible,
por otra parte.

Comparar laz condiciones de conjugacién en la frontera de dis-
continuidad de las constantes fisicas.

§ 2. Problemas simples para las ecuaciones
de Laplace y Poisson

En este parrafo se dan los problemas de contorno para las ecuacio-
nes de Laplace y Poisson cuyas soluciones pueden ser halladas direc-
tamente, mediante la seleccion simple, sin la utilizacién de los
métodos generales.

1. Problemas de conforno para la ecuacién de Laplace

13. Examinemos el circulo de radio a con tentro en el origen
de las coordenadas. Sean (p, @) las coordenadas polares y (z, y)
las rectangulares. Hallar la solucién del primer problema de con-
torno interior para la ccuacién de Laplace si estdn dadas las siguien-
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tes condiciones de fromtera:
) U |pmg = A;
b) 1 |pme = A cos @
c) u |p=a =4 +By,
d) u |yee = Azy;
e) u |p—og = A + B sen q;
f) u lpmaq = 4 sen® ¢ + B cos? ¢
donde 4 y B son constantes.
14. Resolver ¢l segundo problema inierior de contorno

du |
Au=0, —|.=7(¢)

para el e¢ircule C de radic a« con centro en ¢l punto p = 0 para los
siguicntes casos particulares:

a) [ = 4;

b) f= Az

¢) f=A4 @ )

d) f =Acosgp + B;

e} f = A sen @ - B sen® q.

Mencionar los problemas incorrectamente planteados,

15. Hallar las funciones u (p, ¢) arménicas fuera del circulo de
radio p = a y que satisfacen las condiciones de [rontera a)—f) del pro-
blema 13 (primer problema exterior de contorno para el circulo).

16. Hallar las funciones u = u (p, ) armoénicas fuera del
circulo de radio p = a y que satisfacen las condiciones de frontera
del problema 44 {segundo problema exlerior de eontorno para el
circulo).

17. Hallar la funcién u = u {p, @), arménica dentro del anillo
¢ << p<b v que satisface las condiciones de frontera

u 1p=ll = Uy, U |p=p = Up.

Utilizande la solucién del problema, hallar la capacidad de un con-
densador cilindrico, caleulada por unidad de longitud.

{8, Hallar la funcién arménica dentro del sector cireular 0 <C
<p<a 0<p<<asi

u,
U|p=a ="aﬂ' P, wle—o=0, ulp_a=1p

19. Hallar la solucién de la ccuaciéon de Laplace sobre el semi-
plano y > 0 que toma para y = 0 los valores de frontera u = ¢,
para z<< 0y u = @, para z > 0; compararla con la soluecién del
problema 18.

20. Determinar la funcién u, armoénica

a) dentro de la esfera de radio r = g,
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b) fuera de la esfora r =4
¥ que toma el valor u, sobre la esfera.

21. Determinar la distribucién estacionaria de la temperatura
dentro de la capa esférica @ << r << b si la esfera r = a se mantiene
a la temperatura u, y la esfera r = b, a la temperatura u,.

22. Utilizando la solucién del problema 21, hallar la capacidad
de un condensador esférico lleno de un dieléetrico con la constante
dieléctrica & = const y limitado por las esferas r=a y r = b.

23. Hallar la capacidad de un condensador esférico lleno de
un dieléctrico heterogéneo con la constante dieléctrica

{g1 para a<r<Ce,
B==
g, para c<<r<<bh.

24. Resolver el problema anidlogo al anterior para un conden-
sador cilindrico.

25. Hallar el potencial del campo electrostdtico de la esfera
de radio a que estd cargada hasta el potencial u, y colocada en un
medio no acotado con la siguiente distribucién de la constante die-
léctrica

[ g, para a<<r<<c,
8=
&, para Pt
Examinar los casos particulares:
a)e=oo, b)e,=00, ¢) e, =¢8,=c¢.

26. Hallar el campo electrostitico del cilindro conductor infi-
nito de radio p = a, cargado hasta el potencial u,, con la armadura
dieléctrica limitada por la superficie cilindrica de radio p = b
que se mantiene con un potencial nulo.

27. Hallar la funcién u, arménica dentro de la capa limitada
por los planos 2 =0 y z = A si

uw Iz-ﬂ = Uy U I:‘:h = Ug.

28. Hallar la capacidad del condensador plano, calculada para
una unidad del drea de las armaduras si entre las armaduras del
condensador se encuentra un dieléctrico con la constante dieléctrica .
Examinar dos casos:

a) & = const para 0 <<z<<h,

. { e, para O<<z<h,

j B e, para hy<Tz <<h.

29. Determinar la funcién u = u (z, y), arménica dentro del
rectingulo 0 << z << g, 0 << y <C b que satisface lag condiciones
du
=0,

a8z |x=0
x=qa

u(z, 0)=uy, wu(z, b)=u,,
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2. Problemas de contorno para la ecuacién de Poisson

30, Hallar la solucién de la ecuacion de Poisson Au = 1 dentro
del circulo de radio p ==a 8l u |p=, = 0.

31. Resolver la ecuacién Au = A4 dentro del circulo de radio
¢ = ¢ para la condicion do frontora g}: - B, eligiendo la

=a

constante B de modo que el problema tenga solucién.

32. Se requiere determinar la solucién de la ecuacion Au = A
dentro del anillo a << p <C b para las siguientes condiciones de
frontera:

2)  Ulpma=uy, U] p=b = Ug;

au
by  ulpma=uy, 5 ;

|n=b=
du it

) o fpea=53" B |ps=C:

Determinar las constantes para las cuales los problemas tienen
golucidn.

33. Hallar las soluciones

a) de la ecuacion Au =1, b) de la ccuacion Auw = Ar - B
dentro de la esfera r << a, si sobre ella se cumple la condicién

" % lpma = 0.

34. Hallar dentro de la eapa esférica a¢ << r << b las soluciones
de los problemas

ay Au=1,
b) Au=A+2-

para las condiciones de frontera
u I,-:..; —_— 0, i [r'='!.| = 0.

§ 3. Funcién de mananiial

La funcién de la influencia del manantial puntiforme (la funcién
de Green) es un medio bastante poderoso para resolver los problemas
de vontorno para las ecuaciones de Laplace y de Poisson.

En este parigrafo se dan los problemas acerca de la construccién
de la funeién de manantial para wna serie de campos que admiten
la aplicacién del método de imagen especular (el método de refle-
xi6n); aqui la funcién inicial es la funcién de manantial en un espa-

cio infinito, igual a:—n%, dondo T;- os la potencia del manantial
{la carga).
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Son posibles diferentes interpretaciones fisicas de la funcién de
manantial (electrostitica, térmica, etc.).

Al formular los problemas generalmente utilizaremos la inter-
pretacién electrostitica de la funcién de manantial, suponiendo que
las fronteras del campo son conductoras y puestas a tierra.

Los problemas acerca de la construccién de la funcién de manan-
tial mediante el método de separacién de variables se dan en el § 4.

1. Funcién de manantial para regiones con fronteras planas

35. Hallar el potencial del campo de una carga eléctrica pun-
tiforme encima del plano z = 0, de conductibilidad ideal y puesto
a tierra, y calcular la densidad de las cargas superficiales inducidas.
Escribir la solueién del primer problema de contorno para la ceua-
cion de Laplace en el seniiespacio 22> 0.

36. Hallar ¢l potencial de la carga puntiforme dentro de la capa
acotada por dos planos de conductibilidad ideal 2 =0 y z =1
que mantienen el potencial nulo. Examinar la convergencia de la
serie construida mediante el método de reflexién y demostrar la
posibilidad de la diferenciacién doble, término a término, de esta
serie.

37. Examinar el problema acerca del manantial puntiforme de
la corriente eléctrica dentro de la capa conductora 0 << z <= [ acotada
por los planos 2 = 0 y 3z =1,

Hallar las componentes del campo eléetrico y convercerse de que
Ja utilizacion directa del método do reflexiones paga buscar el poten-
cial, lleva a una serie divergente.

38. Lxaminar el problema 37, considerando que una pared estd
aislada y sobre la segunda pared el potencial del campo es igual
a cero. Investigar la convergencia do las series para el potencial.

39. Construir la funcién de manantial para la ecuacién Auw = 0
en el semiespacio z > 0 con la condicién de frontera de tercer gé-
nero

Zithu=0 para z=0.

40. Hallar el potencial de la carga puntiforme dentro de la «se-
micapay 0Lz, >0, acotada por los planos z =0, z=1
¥y & = 0, considerando que las paredes son de conductibilidad ideal
¥ tienen un potencial nulo.

41. Dentro del 4ngulo diedro de magnitud o = % (7 es un ng-

mero natural), acotado por las paredes de conductibilidad ideal
con el potencial nulo, hay una carga eléctrica puntiforme. Hallar
el.campo eléctrico excitado por esta carga.
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42. El &ngulo diedro del problema 41 corta dos planos de condue-
tibilidad ideal z = 0 y z = I, perpendiculares a la arista del angulo
diedro. Dentro de la regién acotada por el dngulo diedro y estos
planos se ha colocada una carga puntiforme.

El potencial de todos los planos es igual a cero.

Determinar el potencial del campo de esta carga. Examinar los
casos particulares:

a) oo = n (compdrase con ¢l problema 36),

b) I - oo (compdrase con el problema 35).

43. Dentro del dngulo diedro del problema 41 se ha colocado un
manantial térmico de potencia Q.

Hallar la distribucién estacionaria de la temperatura dentro de
este angulo si sus paredes son termoaisladas.

44. Resolver mediante la funcién de manantial el primer proble-

ma de contorno dentro del dngulo diedro de magnitud o =%,

donde r es un nfimero natural, si sobre sus lados estin dadas las
condiciones de frontera

[ 1¢=ﬂ = 0, 1) 1W=ﬂ = V.

45. Mediante la funcién de manantial resolver el primer proble-
ma de contorno para la ecuacion de Laplace en el semiplano y > 0 si

N {0 para x<<0,
‘uh':o_] V para z>0.

46. Hallar el potencial del campo electrostatico excitado por
la carga puntiforme dentro del hueco cilindrico infinito, conside-
rando que la frontera del campo es de conductibilidad ideal y tiene
un potencial nulo, mientras que la seccién perpendicular del hueco
es rectangular de lados a y b.

47. Resolver el problema 46, suponiendo que la seceién perpen-
dicular tiene forma de tridngulo rectdngulo is6sceles.

48. Resolver el problema 46 para el hueco cilindrico semiaco-
tado z > 0.

49. Hallar la expresién para el potencial de la earga puntiforme
dentro del paralelepipedo rectangular con paredes de conductibilidad
ideal que se mantienen con un potencial nulo.

2. Funcién de manantial para regiones con fronferas esféricas
{circulares] y planas

50. Hallar el potencial del campo electrostitico excitado por la
carga puntiforme e, dentro de la esfera puesta a tierra.

51. Utilizando la solucién del problema 50, hallar la densidad
superficial de las cargas sobre la esfera y escribir la solucién de
primer problema interior de contorno para la ecuacién de Laplace
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dentro de la esfera; obtener de aqui la férmula de Poisson que rosuel-
ve el primer problema de contorno para la ecuacién de Laplace (véase
[7], cap. IV, pag. 355).

52, Hallar el potencial del campo electrostdtico excitado por una
carga puntiforme que se encuentra fuera de la esfera puesta a tierra.

53. Utilizando la solucién del problema 52, calcular la densidad
de las cargas superficiales sobre la esfera y escribir la solucién del
primer problema exterior de contorno para la esfora.

54. a) Dentro de un hueco cilindrico infinito de seccién eircular
se genera un campo electrostitico por un hilo cargado, paralelo al
eje del cilindro. Hallar el potencial de este campo.

b) Resolver el mismo problema si el hilo cargado se encuentra
fuera del cilindro.

c) Utilizar las soluciones de los problemas a) y b) para resolver
el problema de Dirichlet dentro y fuera del circulo.

55. Hallar la funcién de manantial para Aw = 0 dentro del hemis-
ferio que estd puesto a tierra y también para un cuarto de la esfera.

36. Construir la funci6bn de manantial para el problema de
Dirichlet:

a} dentro del semicirculo,
b) dentro del cuarto del circulo,

¢) dentro del sector con el dngulo de abertura ¢ = -%

57. Hallar el potencial del campo excitado por la carga punti-
forme e, dentro de la capa esférica acotada por dos esferas conducto-
ras concéntricas de radios @ y b que ostan puestas a tierra. Investigar
1a convergencia de la serie construida y también de las series que se
obtienen mediante la diferenciacién doble, término a término, de
la serie inicial.

Examinar Jos casos limites a0 y & — co y compararlos con
las soluciones de los problemas 50 y 52.

58. Construir dentro del anillo a<C p<C b la funcién de manan-
tial para el problema de Dirichlet.

Examinar los casos Iimites a — 0 y b— oo y compararlos con
la solucién del problema 54.

59. Hallar el campo de la carga puntiforme e, en un espacio
no acotado y en presencia de una esfera conductora, en que estd dis-
tribuida la carga de magnitud e,. Caleular la densidad de las cargas
superficiales inducidas sobre la esfera,

3. Funcién de manantial en medios heterogéneos

60. Hallar el campo de la carga puntiforme en un espacio no
acotado lleno de undieléctrico heterogéneo con laconstante dieléctrica
{ g, para z2>0,
= e, para z<<0.
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Calcular la densidad superficial y también la magnitud de la carga
inducida sobre Ia frontera de separacién z = 0.

61. El semiespacio z > 0 estd lleno de un medio conductor hete-
rogéneo de conductibilidad

{o’1 para z>h,
= o, para O0<Tz<Ch.

En el punto M (0, 0, ) se ha colocado el manantial puntiforme de
corriente eléctrica.

Determinar el campo eléctrico sobre la superficie del conductor (para
z = 0). Examinar ¢l caso { = 0 (el manantial sobre la superficie).

62. La hoja conductora puesta a tierra que estd enel plano
y, z, tiene convexidad esférica de radio ¢ con centro en el origen
de las coordenadas; todo el semiespacio y << 0 que esti debajo
del plano z, z, esté lleno de un dieléctrico con la constante dieléetrica
g, el medio que llena el semiespacio y = (0 por encima del plano
y = 0 tiene la constante dieléctrica e,. Hallar el potencial de la
carga puntiforme puesta por encima del plano y = 0 en el punto
My (Zo, Yo, 30), ademds

=V ARG
63. El semiespacio z>> 0 estd lleno por un medio conductor
heterogéneo de conductibilidad
{ o, para y<<0,
Vo, para y>0.
En el punto M, (0, —k, L) se ha colocado un manantial puntiforme
de corriente eléctrica de potencia I,. Hallar el potencial del campo
eléetrico y también la densidad de la corriente para y = 0, [ = 0.
64. En el espacio infinito en los puntos (0, 8y, @) ¥ (¢, 65, @)
se encuentran dos esferas conductoras de radios ¢ y b, que estan
puestas a tierra. En el punto p = p, sobre la linea que une los cen-
iros de las esferas se ha colocado una carga e. Hallarel potencial
del campo fuera de las esferas.

§ 4, Método de separacién de variables

En este pardgrafo se dan los problemas de contorno para la ecua-
cidn de Laplace que se resuelven mediante el método de separacion
de variables.

1. Problemas de caontorno para el circulo,
el anille y el sector

63. Eseribir Ja solucién del primer problema de contorno para
la ecuacion de Laplace dentro de un circulo.
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66. Escribir la solucién del primer problema de contorno para
Ia ecuacién de Laplace fiiera de un circulo.

67. Escribir la solucién del segundo problema de contorno para
la ecuacion Au = 0: a) dentro y b) fuera de un circulo.

68. a) Escribir la solucién del tercer problema interior de con-
torno para la ecnacién de Laplace dentro de un circulo, si la con-
dicion de frontera se escribe de la forma

du
-gp——f—hu-———j para p=qa.

b} Hallar también la solucién del tercer problema extierior de
contorno para el cireulo.

69. Un cilindro conductor infinito (conductor cilindrico) esté
cargado hasta el potencial

Vy para O0<<g<<m,
|V, para m<<q<<2n:,

donde V; y V, son constantes.

Hallar el campo dentro y fuera del hueco cilindrico y también
las cargas superficiales y la sumaria.

70. Hallar la solucién de los problemas de contorno a) inlerior
vy b) exterior, para la ecuacién de Laplace, si en la [rontera del
circulo estin dadas las condiciones

1) ulp=a=Asenq,
2) ulp—a=Asen® @+ B,
Aseng para O<<g<<m.

vV

3) ui9=¢={ %ASCHBT para ;-|;<:q)<2n.

71. Hallar la distribucién de la temperatura en un ecilindro
cireular infinitamente largo si sobre su superficie, en una unidad
de longitud se ha dado un flujo calorifico @ = ¢ cos .

72. Resolver el problema 69, suponiendo que el cilindro csté
lleno de un dieléctrico con la constante dieléetrica

{51 para p<a,
o= €, para a<<p<b,

donde b es el radio del eilindro.

73. Un cilindro circular infinitameute largo de radio a se mueve
con velocidad constante v, perpendicular a su eje en un liquido in-
compresible no acotado, que en el infinito se encuentra en reposo.
Hallar ol potencial de velocidades del liquido.

74, Resolver el problema acerca del contorneado del cilindro
infinito inmdvil sTla velocidad del liquido en el infinito es igual a v,



80  Planieamiento de los problemas

75. a) La esfera s6lida se mueve con una velocidad constante v,
en un liguido infinitamente incompresible que estd en reposo en
el infinito.

Hallar el potencial do velocidades.

b) Resolver el problema acerca del contorneado de una esfera
sélida inm6vil por un flujo de un liquido que en el infinito tiene
una velocidad v,

76. Una esfera dieléctrica con la constante dieléctrica e,, puesta
en un dieléctrico homogéneo infinito con la constante dieléctrica
e, (e, 5% £;), se encuentra en un campo exterior paralelo homogéneo
con intensidad E,. Hallar la magnitad de la polarizacion de la esfera
v su momento dipolo.

77. Resolver el problema 76 para un cilindro dieléetrico infinito
de scecién cirenlar (p<C a), considerando que el campo exterior
E, estd dirigido perpendicularmente al eje del cilindro.

78. Una esfera conduetora se encuentra en un campo electrosta-
tico exterior E,. Hallar la magnitud de la deformacion del campo
exterior.

79. Un eilindro conductor infinito se encuentra en el campo eléc-
trico homogéneo E, dirigido segiin el eje z; 1a goneratriz del cilindro
es paralela al eje z. Fallar la densidad de la carga superficial sobre
el cilindro.

80. Resolver el problema interior de Dirichlet para el anille
asg p b.

81. Hallar la distribucién de la temperatura en un cuerpo sélido
acotado por las superficies cilindricas infinitas de radios a y b
(a << b), si sobre la superficie del cilindro p = e se mantiene una
temperatura constante u,, sobre la superficie p = bpara 0 << p <<=
se mantiene la temperatura i, y para n << ¢ < 2, una temperatura
igual a cero.

82. Por un cable cilindrico coaxial infinito a << p << b fluye
corriente cléctrica continua de intensidad I. Hallar la distribucién
de la temperatura dentro del cable si la superficie p = ¢ se mantiene
a la temperatura ignal a cero y sobre la frontera exterior se tiene
un flujo calorifico jgual a A cos®q@ donde @ es el &dngulo polar.

83. Sobre la frontera de una placa fina de forma de sector cir-
cular pC a, 0<C 9<C « estd dada la temperatura

f(p) para p=a,
=
0 para ¢=0 ¥y g=a,
Hallar el campo térmico estacionario dentro de la placa. Exa-
minar ¢l caso particular
wy, para O <q:<%,
(@)=

i, para %--r-::qpe.:a..
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84. Hallar la distribucién estacionaria de la temperatura dentro
de una placa fina que tiene la forma de un sector circular, cuyos
radios se mantienen a una temperatura u, y el arco do la circunfe-
rencia, a una temperatura u,.

85. Hallar el campo electrostdtico dentro de un eilindro infinito,
cuya seccién perpendicular tiene forma de semicirculo; la super-
ficie del cilindro, que corresponde al didmetro del semicirculo, esté
cargada hasta el potencial ¥y y la superficie restante, hasta cl poten-
cial V,.

86. Resolver la ecuacién de Laplace dentro del sector del anillo
acotando por los arcos de las circunferencias p = a, p = b, y los

radios ¢ = 0 y @ = «, si en las fronteras estin dadas Iag siguientes
condiciones:

u=0 para ¢=0, p=qa,
u_{f(tp) para p=e,
“ | F(p) para p=h.

Examinar los casos limites a — 0, b — o0, &« = 1.
87. Resolver el problema 86 para el caso particular

j (@) =uy F(p)=0.

88. Determinar el campo magnético de dos corrientes oléctricas,
una de las cuales fluye por un cable recto largo en nna direccién y la
otra, en la direccién opuesta por un cable paralelo y a una distancia
a del primero.

89. Sea que por una pelicula cilindrica circular infinita fluye
la corriente eléctrica paralela al eje z con densidad i. Hallar el
potencial vectorial del campo magnético gemerado por esta co-
rriente.

90. Un cilindro o un cablo de seccién circular con la permeabili-
dad magnética p, se ha colocado en un medio de permeabilidad mag-
nética p,. Por el cable fluye una corriente eléctrica /. El campo
exterior magnético estd dirigido perpendicularmente al eje del
cable y en todas partes es paralelo y homogéneo. Doterminar elcampo
magnético completo en los puntos dentro y fuera del cilindro, con-
siderdndolo infinitamente largo.

H. Caleular la magnitnd de la induccién magnética fuera de una
pantalla cilindrica con los radios exterior a e interior b, la cual
tiene una permeahilidad magnética p, y rodea dos cables reetilineos
paralelos, situados simétricamente con respecto al eje del cilindro
¥y que llevan lag corrientes opuestamente dirigidas (el blindaje
magnético de una linea bifilar); el cilindro se debe considerar infini-
tamente largo; las coordenadas de los cables son p = ¢, 6, = 0
y 8, =n.

6=0041
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92. Una csfera hueca a« << r << b se ha colocado dentro de un
campo magnético paralelo y homogéneo. Sea p la permeabilidad
magnética de la esfera, al tiempo que la permeabilidad del medio
exterior esti tomada igual a 1

Tallar en todo el cspacio ol campo magnético deformado. Com-
parar ¢l campo dentro de la esfera con el campo exterior parael
caso p > 1 y para el caso p << 1.

2. Problemas de contorno para la franja, el recténgulo,
la capa plana y el paralelepipedo

93. [lallar la solucién del primer problema general de contorno
para la ecnacién de Laplace dentro de un rectingulo.

94. Resolver cl problema mixto de contorno para la ecuacién
de Laplace dentro de un rectangulo, si

a) sobre dos lados adyacentes estin dadas las condiciones de
primer género y sobre los dos restantes, las de segundo género;

b) sobre dos lados opuestos estan dadas las condiciones de primer
género y sobre los dos restantes, las de segundo génoro.

95, Wallar ¢l campo elecirostatico dentro del campo acotado
por unas placas condnetoras y =0, y =b y =0, si la placa
z = 0 esli cargada hasta el potencial V, las placas y = 0, y = b
estin puestas a tierra y las eargas dentro del campo en examen po
existen.

96. Resolver el problema 95, suponiendo que en la frontera
y = b so mantiene al potencial V,, Examinar el caso limite b — co.

97. Resolver la ccuacion Au = 0 dentro del rectangule 0< v<Ca,
0<C y<< b, con las condiciones de frontera siguientes: w = V, para
z=0;u=0,patnz—=a,cy =0,u =V, paray = b,

JRealizando el paso al limite & — oo, obtener la solucién del
problema 96.

98. La semicapa dcl problema 95 estd llena por un dieléctrico
heterogéneo con la constante dieléctrica

{ g para 0<<y<<h,
=\ e, para h<<y<<b.
Hallar ¢l campo electrostatico dentro del dieléetrico.

99, Mallar el campo electrostitico dentro de un tubo cilindrico
infinito do seccion reelangular con los lados @ y b, lleno de un dieléce-
trico belerogéneo con la constante dieléetrica

{ g, para O<<y<<h.
&= e, para h<<y<b,
si la pared z = 0 estd cargada hasta ol potencial ¥ y las restantes

paredes vstan puostas a tierra. Examinar el caso cuando la pared
= qa se aleja al infinito.



1V, Ecuaciones de fipo ellpticc 83

100. Resolver el problema 99 con la condicién de que la pared
y = b estd cargada y las restantes paredes estdn puestas a tierra.

101. A través de la cara y = 0 del cilindro infinito con seccion
rectangular O0C z<C a, O0C y<C b, afluye y, a través de la cara
z == 0 emana la cantidad Q de calor.

Hallar la distribucién de la temperatura dentro del cilindro,
considerando que el flujo calorifico estd distribuido uniformemente
sobre la superficie de la cara y = 0 y, respectivamente, sobre la
superficie de la cara z = 0, las dos caras restantes del cuerpo estin
aisladas térmicamente.

102, Hallar la distribucion de la temperatura dentro de la placa
fina rectangular si a uno de sus lados se suministra un flujo constante
g, ¥ los tres lados restantes se mantienen a la temperatura constan-

Uy

103. Hallar la solueién del primer problema general de contorno
para la ecuacién de Laplace dentro de un paralelepipedo rectangular.

104. Hallar el campo electrosttico dentro de un paralelepipedo
rectangular con paredes conductoras si sus caras laterales y la
base superior estan puestas a tierra, la base inferior esti cargada
hasta el potencial V. Mediante el paso limite, obtener las solucio-
nes de los problemas 95 y 96.

105. Resolver el problema 104 si las caras se han cargado hasta
un potencial ¥V y ambas hases estin puestas a tierra.

3. Problemas que exigen la ufilizacién
de las funciones cilindricas *

106. Resolver el primer problema de contorno para la ecuacién
de Laplace dentro del cilindro acotado p<< a, 0<C2<C L, 81 6 | =
=0, ulymo = fps @} u liy = F (p, @).

107. Resolver el problema 106 si

U [img=f(p) u le=2 = F (p),
donde f y ¥ son funciones que sélo dependen de p.

108. Hallar la funcién u (p, ¢, 2} arménica dentro del cilindro
acotado, que se anula en sus bases y toma Jas magnitudes dadas en
Ia superficie p = a:

43 lpﬂm = 1 (Z}.

Examinar los casos particulares

a) f (z) = fo = const;
b) ,f(z)=Az(1—-‘T)_

*) En l0s puntos 3 y 4 se dan los problemas que se resuelven mediante e
método de separacién do variables pero que exigen la utilizecién de Ins funcio-
nes cilindricas y esféricas. Una parte do estos problemas fue resvelta en el § 2
mediante el método de eleccion de las soluciones.

g
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109. Hallar la solucién del primer problema general de contorno
para la ecuacién de Laplace dentro de un eilindro acotado.

110. Hallar la expresién para el potencial del campo electrosta-
tico dentro de una caja cilindrica de seccién circular p<Ca, 0<<
< 2= I, cuyas bases estin puestas a tierra y su superficie lateral
estd cargada hasta el potencial V.

Determinar la intensidad del campo sobre el eje.

Examinar el caso limite I - co.

{11. Resolver cl problema 410 con la condicién de que la super-
ficie lateral y la base superior de la caja estén puestas a tierra, la
base inferior se mantiene al potencial constante V.

Mediante el paso al limite obtener la solucién del problema
para el cilindro semiacotado.

112. Rosolver los problemas 410 y 111 para el cilindro semia-
cotado, comparando con los resultados del correspondiente paso al
Iimite en las soluciones de los problemas 110 y 111.

113. Determinar la distribucién de la temperatura estacionaria
dentro de un cuerpo s6lido que tieno la forma del cilindro acotado,
si a la bagse inferior z = 0 se le aplica un flujo calorifico constante g;
la superficie lateral p = a y la base superior 2 = [, se mantienen a
una tomperatura igual a cero.

fi4. Resolver el problema anterior, suponiendo que sobre la
superficic lateral se realiza el intercambio de calor con un medio
de temperatura igual a cero.

115. Resolver los problemas 113 y 114 para el cilindro semiacota-
do (I = oo0) y comparar el resultado obtenido con el limite de las
soluciones de los problemas 113 y 114 cuando I — oo.

116. Hallar el campo electrostatico dentro del toroide ¢ << p <b,
0 < z << I si su superficie lateral p == b estd cargada hasta el poten-
cial ¥, y el resto de la frontera estd puesto a tierra.

Examinar los casos limites: 1) I —- oo,

2) @ — 0 (comparar con la solucién del problema 110).

117. La base del toroide (e << p << b, 0 <<z < l) se mantiene
a una temperatura constante i, y la superficie lateral, a la tempe-
ratura u,. Hallar la distribucién estacionaria de la temperatura
dentro del toroide.

118. Hallar la distribucién estacionaria de la temperatura den-
tro de un toroide de seccidén rectangular {a << p << b, 0 <<z << 1) sit

1) la superficie lateral estd aislada y las bases se mantienen ala
temperatura constante ug;

2) la superficie lateral es termoaislada, la temperatura de la
base inferior z = O es igual a cero y la base superior se mantiene
a la temperatura u,.

119, Resolver ol problema 117 si sobre la base inferior estd dada
la temperatura constanie u, y el resto de la superficie del toroide se
mantiene a una temperatura nula.
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120. Mediante el método de separacién de variables obtener la
expresion para el potencial de la carga puntiforme puesta dentro
del cilindro acotado p<Ca, 0 <<z <<k, con paredes conductoras.

Demostrar que desde la solucién mediante los pasos al limite
se obtienen las expresiones para el potencial de Ja carga puntiforme
en la capa 0<C z<C h, en el semiespacio y en el espacio no acotado.

121. Resolver el problema anterior para el cilindro semiacotado
z > 0; comparar el resultado obtenido con el correspondiente limite
de la soluci6én del problema 120.

122. Resolver el problema 120 para un cilindro infinito mediante
el método de separacién de variables; comparar con el limite de
la solucién del problema 120.

4. Problemas que exigen la utilizacién
de las funciones esféricas y cilindricas

123. Resolver el primer problema de contorno para la ecuacién
de Laplace dentro de una esfera de radio a.

124. Resolver el primer problema de contorno para la ecuacién
de Laplace fuera de una esfera de radio «.

125. Hallar la solucién del segundo problema de contorno para
la ecuacion de Laplace

a) dentro de la esfera,

b) fuera de la esfera.

du

Examinar el caso de Ia condicion més simple de frontera — | =

dn |2
= A cos 0.

126. Hallar la intensidad del campo electrostatico dentro y fuera
de una esfera, cuya mitad superior estd cargada hasta el potencial
¥, ¥ la inferior, hasta el potencial V,.

127. Hallar el desarrollo respecto a las funciones esféricas de
las cargas superficiales inducidas sobre una esfera de conductibilidad
ideal que estd puesta a tierra por una carga puntiforme que se en-
cuentra:

a) dentro de la esfera,

b} fuera de la esfera.

128. Resolver el problema anterior para una esfera cargada ais-
lada, que se encuentra en el campo de la carga puntiforme.

129. a) Una esfera sglida se mueve a velocidad constante en un
liquido infinitamente incompresible que esti en reposo en el infi-
nito. Hallar el potencial de velocidades.

b) Resolver el problema acerca del contorneado de la esfera sélida
inmévil por el flujo del liquide que tiene una velocidad v, en el
infinito.

130. Una esfera dieléctrica con constante dieléctrica e, se encuen-
tra en el campo homogéneo exterior E,, paralelo al cierto eje z.
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Determinar la deformacién del campo exterior excitada por la
esfera, si el medio que la rodea es un dieléctrico homogéneo con
& = Eg.

131, Resolver el problema acerca de la polarizacién de la esfera
dieléctrica de radio a en el campo de una carga puntiforme, si la
constante dieléctrica es

{ g, para r<Za,
8=

€ para r>a.

Examinar dos casos:

a) la carga se encuentra fuera de la esfera,

b} la carga estd colocada dentro de la esfera.

132, La esfera conductora con conductibilidad o, estd en un
medio con conductibilidad o,.

Determinar Jas corrientes eléctricas excitadas por el manantial
puntiforme de una corriente eléctrica de intensidad I colocadoe:

a) dontro de la esfera,

b) fuera de la esfera.

133. Resolver el problema anterior, considerando la esfera de
conductibilidad ideal.

Comparar con el problema 132,

134. Un manantial puntiforme de calor ¢ se encuentra en la
presencia de una esfera no conductora. Hallar la distribucién esta-
cionaria de la temperatura fuera de la esfera.

135. Dentro de una esfera, sobre cuya superficie se realiza el
intercambio de calor con un medio de temperatura nula, se ha colo-
cado un manantial puntiforme de¢ potencia Q. Hallar la distribu-
cién estacionaria de la temperatura dentro de la esfera.

136. Hallar el potencial de una carga puntiforme colocada entre
las esferas concéntricas, puestas a tierra, de radios r=aq yr = b.
Determinar también la densidad de las cargas superficiales.

137. La osfora dicléetrica heterogénea de radio & con la cons-
tante dieléctrica

[B‘ para r<<a,
T le, para a<<r<<b

estd en un medio con constante dieléctrica es.

Determinar el campo de la carga puntiforme colocada:

1) fuera de la esferar > b,

2) dentro de la esfera r << a,

3) en la regién a <<r << b.

Examinar los casos limites. .

 138. Hallar el campo dentro de la capa acotada por las esferas

concéntricas de radios a y & (a<Cb) colocada en el campo electros-
titico paralelo homogéneo de intensidad E,; la constante dieléc-
trica de la capa es g, ¥ la del medio, e,.
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139. Calcular aproximadamente la distribucién de la carga
sobre la armadura interior de un condensador esférico asimétrico,
suponiendo que la distancia entre los centros de las guarniciones
interior y exterior es pequeiia.

140. Hallar el potencial de un anillo fino cuya carga completa
es igual a e.

1414. Las coordenadas esféricas de un anillo circular son ry = a,
6, = a. La esfera dieléctrica con la constante dieléctrica g, de radio
b estd situada de tal modo que su centro se halla en el origen de
las coordenadas. Encontrar la expresién para el potencial entro el
anillo y la csfera si la densidad lineal de la carga del anillo es igual
a ». La constante dieléetrica del medio es ignal a e,.

142. Calcular el potencial del campo electrostatico de un anillo
fino cargado, colocado dentro de una esfera con paredes conductoras,
si sobre la esfera se mantiene un potencial igual a coro. Los centros
de la esfera y del anillo coinciden. Calcular la componente normal
del campo eléetrico sobre la esfera r = a.

143. Calcular el potencial en todes los puntos de una esfera con-
ductora con la conductibilidad o, en el case cuando la corriente olée-
trica I centra por uno de sus polos 8 =0 y sale por el polo
0=

144. Hallar el potencial del campo excitado a una parte de la
placa dieléctrica infinita de espesor I por la carga puntiforme e,
situada de la parte opuesta de la placa.

145. A la superficie terrestre z = 0 se lo suministra una corriente
eléctrica / mediante un cleetrodo puntiforme. Determinar ¢l poten-
cial sobre la superficie terresire, considerando que la conductibili-
dad especifica de la Tierra hasta 1a profundidad z = & es igual a @,
v en las profundidades mayores, a,. Aplicar la solucién obtenida
al caso de dos electrodos situados en los puntos

x=a, y z=—a.

146. Un electrodo esférico de radio @, estd hundido hasta la
mitad en la tierra, cuya conductibilidad en la direccién horizontal
g, es mayor que en la direccién vertical o, (anisolropia). Hallar la
distribucién del potencial sobre la superficie terrestre, suponiendo
que sobre la superficie del electrodo el potencial es V = V,,.

Indicacién. Se debe introducir en vez de la variable z la nueva
variable

a,
t =z, ol = |
Ty

Con esto la ecuacion oy (Vue + V) 4+ 0,V ;. = 0 se transforma

en la ecnacién Vu + Vyy + V,p =
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§ 5. Potenciales y sus aplicaciones

En este pardgrafo se plantean problemas acerca del edlculo de
los potenciales volumétricos y superficiales para ciertos casos més
simples y también los problemas de contorno que pucden ser resuel-
tos medianto los métodos de la teoria de potenciales.

147. Hallar el potencial volumétrico ¥ para una esfera con den-
sidad constante p = p;, planteando el problema de contornoe para ¥
¥y resolviéndolo.

148. Resolver el problema 147 mediante el cileulo directo de
la integral volumétrica.

149. Hallar ¢l potencial velumétrico

a) de las masas distribuidas con densidad constante sobre la
capa esférica a<{r<{ b;

b) de las masas distribuidas dentro de la esfera de radio & con
densidad constante p, y dentro de la capa esférica a<<b<r<c
con densidad constante pg;

¢) de las masas distribuidas dentro de la esfera de radio r = ¢
con densidad variable p = p ().

Resolver aqui los problemas 149 a) y 149 b).

150. Hallar el potencial de la capa simple distribuida con la
densidad constante v = v, sobre la esfera.

151. Hallar ¢l campo electrostitico de las cargas volumétricas
uniformemente distribuidas dentro de la esfera situada encima del
plano z = 0 de conductibilidad ideal.

152. Hallar el potencial logaritmico de un circulo con densidad
conslante de la carga.

153. Hallar el potencial logaritmico de la capa simple de un
segmento con densidad constante de la carga.

154. Hallar ¢l potencial logaritmico de la capa doble de un seg-
mento con densidad constante de Jos momentos.

155. Determinar ¢l potencial de una capa simple uniformemente
distribuida sobre un disco circular.

156. Hallar el potencial vectorial de corriente ecircular.

157. Mediante el potencial de la capa doble resolver el problema
de Dirichlet:

a) dentro de un circuloe,

b) fuera de un circulo.

158. Hallar la solucién del problema de Neumann para el circulo,
utilizando un potencial do capa simple.

159. Resolver el primer y segundo problemas de contorno para
la ecuacion de Laplace en el semiespacio, utilizando potenciales
superficiales.

160. Hallar la solucién del problema de Dirichlet sobre el se-
miplano, utilizando un potenecial de capa simple,
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161. Examinemos la superficie £ de segundo orden definida

por la ecuacién
s ¥? ]

a5 I bils + ] =1,
donde ¢ > b >e¢c. 8i —c® << 5<I oo, entonces las superficies son
elipsoides; para —b? <Zs < —c*, hiperboloides de una hoja; para
—a® < 5 << —b?% hiperboloides de dos hojas. Para s = oo tonemos
la esfera de radio infinito y para s = —¢? ol elipsoide se aplasta cn
un disco que descansa en el plano zy.

Demostrar que las superficies de la familia examinada pueden

ser equipotenciales y el potencial de ellos se determina segin la for-
mula

V:Aéﬁ;‘&)—+3, R()=V @+3) &+s) (@ra),

donde 4 y B son constantes que se determinan de las condiciones
en cl infinito y sobre la superficie =.
162. Utilizando la solucién del problema anterior, hallar la

expresién del potencial del elipsoide conductor cargado ~:;-+

+ -;:'Tz + %:1, sobre la que estd distribuida la carga e. (La cons-

tante dieléctrica del medio es e.)

Determinar la capacidad del elipsoide y también la densidad
superficial de la carga sobre el elipsoide. Examinar el clipsoide de
revolucién.

163. Utilizando la selucién del problema 162, calcular la den-
sidad superficial de la carga para un disco eliptico. Determinar et
potencial, la capacidad y la densidad de la carga para un disco cir-
cular.

164. Demostrar que el potencial gravitacional (newtoniano) del
elinsoide de una hoja

z2 2 22
wtEpta=1
se da por las integrales

o0

Viz, ¥y, 2)=p, § %’43—-11 ds dentro del elipsoide,

Viz, y, z2)=p, S i;”;;%‘zi—ﬂds fuera del elipsoide,
b
donde
z'x

e ¥, 2z; 8)= anxj_‘+ bay:_,"l_ prr
R(s)=V (st (5+%) (s +c3),
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0o 05 la densidad volumétrica del potencial; 4, la coordenada elip-
soidal que es la raiz positiva s = ) de la ecuacién f (z, y, 3 5) = 0.
165. Calcular el poteneial gravitacional (newtoniano)
a) del elipsoide alargado de revolucién,
b) del eclipsoide aplastado de rotacién
{véase el problema 162), Examinar el paso limile a la esfera homo-
génea.

166. Iallar el potencial logaritmico del campo eliptico con
densidad constante mediante el cileulo directo de las integrales.
167. La elipse conductora que se determina por la ecuacién

z!

S+5=1 (a=b>0))

estd cargada hasta el potencial V,. Determinar el potencial fuera
de la elipse y también de la densidad de las cargas distribuidas en
la elipse.

168. Calcular la fuerza de la interaceién de dos bucles de cables
coaxiles C,, y €y, con radios a y b, por las que fluyen las corrientes
eléctricas I e I'. Los conlornos estin situados sobre los planos parale-
los 2 =0 yz = d, sus centros estin en los puntosx =y =z =0
yve=y=10 z=4d,

169, Calcular el coeficiente de la inducecién mutua de los ani-
llos 1 y 2 do cables coaxiles, utilizando la férmula

M12=(§ Ayds;=p ? ‘§ %23{21-

donde A, escl potencial vectorial del campo excitado por la co-
rriente do intensidad unitaria que fluye por el contorno 2; u, la
permeabilidad magnética del medio.

170. Demostrar que la expresién para el potencial generado
por el anillo cargado de radio @, es do la forma

l[ 2 5 Ky (AU, (Ap)coshzdA para p<a.
u
V=

l % i Iy (ha) K, (Ap) coshzdh para p>a,

donde e es la carga del anillo. ' ;
171. Mostrar que cl potencial generado en el espacio circundante
por un disco de radio @, que tiene una carga e es igual a
¢ '\ sen )
Vip, 9= | e=mair, (o) 25322 an,
U %



RESPUESTAS, INDICACIONES ¥ RESOLUCIONES
Caplfulo ¥

CLASIFICACION Y REDUCCION A LA FORMA CANGNICA
DE LAS ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES
DE SEGUNDO ORDEN

§ 1. Ecuacién para la funcién
de dos variables independientes

AU e+ 200420 0y + Gaothy, + Oy, + Dyu, +ce= £ (0, o)
1. Ecuacidn con coeficlentes variables
1. El discriminante de la ecvacién (I -+ 2) v, + Lryuyy — Yy, = 0
es gual a of; —apoy, = P @2+ D=0 (2 — 7)) (& — zg), donde
1—/1=4] 1+ Vi=a
L3 T g Fa= e — .

Sea [ << 'a!i_ » ontonces #, y z, son reales y para x << z; y también para z > z,
In ecuacidn es de tipo hiperbélico, para =, << z << z,, do tipo eliptico, las rectas

Z=1, =2z, ¢ y = 0 so componen do puntos de parabolicidad. Para { = 1

4
la regién de clipticidad desaparece dado que en este caso x; = r, = —%; la
rectax = — % se compone de puntes de parabolicidad. Para { > %lu ecuacién

es de Lipo hiperbélico en todas partes.
2. La ccuacién uyy—+xuy, =0para =<0 es de tipo hiperbblico y median-

te la sustituci6n §=7A-u+i]/’ =P, T|=-2—y—(}/ =) se reduce a la
forma canénica

1
uan——éTg-_—m-[ua—un)-—.O, E>n.

Para z > 0 la ecuacién uy, -+ zuy, = 0 es do tipo eliptico y mediante la
sustituci{m Bl 5 U N = — 1/ z® sereduce a la forma canénica Ugsgrtigege -+

+ %I' ¥ = 0; ©" << 0. Las pardbolas semicbicas (fig. 14)

ymom 2 o

eon laz caracteristicas de la ecvacién, ademds las ramas dirigidas hacia abajo
se representan por las ecuaciones & = const. y las dirigidas hacia arriba, por
las ccuaciones m == const.
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3. La ecuacibn iy, -+ yuy, = 0 para ¥ << 0 es de_tipo hiperbdlico y me-

diante la sustitucién £ = z -+ 21/ =y, n =z — 2 |/ —y se reduce a la forma
candnica!

1
HE“+__2(§—1'|] (ug—uy)=0, E>m.
Para y > 0 la ecuacién es de tipo eliptico y mediante la sustitucién §' =iz,
W =2}y se conduce a la forma canénica
1 '
ui't'+!‘ﬂ‘1l'_F“ﬂ'=0‘ n'>0.
Las parébolas (fig. 15)
1
y=— (z=—rc)?

son las caracteristicas de Ia ecuacién. Las ramas dirigidas hacia la izquierda
del sje z se representan por las ecuaciones § = comst y las ramas dirigidas hacia
1a derecha, por las ecuaciones w = const.

4. La ccuacibn uyy + yuy, + %”v = 0 en todas partes tiene el mismo
tipo que la ecuacidn vy + gu,, = 0 estudiada en el problema anterior. Con

¥

s

Fig. 14

las mismas sustitucio::es que para la ecuacién uey =+ yuy, = 0 se reduce
7*u

a la forma canénica = 0 en la regién de parabolicidad (y < 0) yala for-

ma candnica -%E:-—}—%';— = 0 en la regi6n de elipticidad (y > 0). Las caracte-

5 3 1 i
risticas de las ecuaciones u.; -~ yuy, + 3z tty = 0§ btyy + puyy =0 coinciden.

Observacién. La comparacién de las ecuaciones up. -+ yuy, = 0, uy +
+ Yyt —;-uy = 0 demuestra que la existencia de términos con derivadas

de menor orden se hace sentir considerablemente en la ecuacién, dado gue en
un cago los coeficientes de la ecuacidn después de su reduccion a la forma cané-
nica tiene singularidades y en el otro, ne.
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5. La ecuacién yu,, -+ ¥y, = 0 on el segundo y cuarto cuadrantes es de
tipo hiperhélice y se reduce a’la forma candnica

3 G%u i du 1 éu
TE o TE e mmoan
mediante la sustitucién § = (—z)%®, 1 = ®® en el segundo y la sustitucién

&= 233, v = (—y)%"® en el cuarto cuadrante. En el primero y tercero cuadrantes
1a ecuacién es de tipo eliptico y se reduce a la forma canénica

Pu_ w1 ou | 1 bu
O T AT L TR T R

mediante Ja sustitucidn & = 2*®, 1= 37 cn el primer cuadrante y § = (—z)*?,
1={(—y)*?, en el tercero. Los ejes z ¢ y se componen de los puntos de paraboli-

¥

LTI A

Fig. 15

tf{if‘ad' Como es sabido *) ¢l paso de una forma candnica de la ecuacién hiper-
ica
& du du
-3511—=! (&- n.'if*_aﬁ—ag, W)
a otra
1 - —
B B gl e, b
dE:  ani, g dn L.
se realize mediante la sustitucién
e B
Pl Mg
6. La ecnacién au,, -+ yiyy = 0 en el primerfly tercer cuadrantes es de
tipe eliptico y se reduce a la forma canénica

'atu_[_aﬂu A w1 6u
O E & m om
mediante la sustitucién § = 2/, 1 = y1/ en el primer cuadrante y § = (—z)'/?,
n = (—y)'* en el tercero.
La ecuacién es de tipo hiperbélico en el segundo y cuarto cuadrantes y se
reduce a 'a forma canénica
{8%u au 1 du 11 du

gEr  dnt B GE ' M 9%

mediante la sustitucién & = (—z)}/%;, n = 3*/%] en el segundo] cuadrante y
E = (z3, n = (—)'/, en el cuarto. Los ejes z ef y se componen de los puntos
de parabolicidad.

*) Véase (7], pag. 22.
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7. La ecuacion uy, - zyuyy = 0 en el primer y tercer cuadrantes es de
tipo eliptico ¥ se reduce a la forma candnica

1 1
i, 3 —_— Ype—— =)
g+ o+ 3;E AT
mediante la sustitucidn E————i« %2, 1=24? en el primer cuadrante y E=

=%(—:¢;’r3( Nn=2(—y)"/* en el tercero.

La ecuacion es de tipo hiperbélico en el segundo y cuarto cuadrantes y se
reduce a la forma candnica

1 1
Uge — u\’l‘l+ﬁ u§—|—? Uy =0
medinnte la sustitucién g:%(—-x}m, n==2y'/* en el segundo cuadrante y

W
E_=-§—z%“‘. n=2(=—y}'/* en el cuarto. Los ejes z e y se componen de los
puntos de parabolicidad.
8. La ecuacitn uy, sign y -+ 2uyy + wyy = 0 en el primer y segundo
cuadrantes es de tipo parabélico y mediante fa sustitucion
E=aty n=z—y
se reduce a la forma candnica
?u
dE2
En el tercer y cuurto cuadrantes la ecuacién es de lipo hiperbilice y me-
diante la  sustitucidn
E=(U+VD ey, m=0-}y Bty

s¢ reduce a la forma candnica

=0

d%u
98 an s
9. La ecuacion ugy, + 2uy, + (1 — sign y) uy, = 0 en el primer y segundo
cuadrantes es de tipo hiporbélice y mediante la sustitucion & = y — 2z, 5w =y
ge reduce a la forma candnica -f-*i =0, en los tercer y cuarto cuadrantes es de
tipo eliptico y mediante la snst\:]imnién
E=z—yp, n=r

s adid 6ni dty d%u -
se reduce a la forma candnica 7T —+—-—5‘—1—2-— A

10. La ecuacidn ., sign y + 21y + Uy, sign z = 0 en el primer y tercer

cuadrantes es de tipo parabélico y megiante la sustituetén E =z + y, =z —
2

— ¥ s¢ reduce a la forma candnica £ l: = 0, en ¢l primer cuadrante y %z

= 0 en ol tercero. La ecuacién es de tigo hiperbélico en el segundo y cuarto
cuadranles y se reduce a la forma candnica

%y

e =0
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mediante Ja sustitucién §= — (14 VYV s+ p n=—=—(1—Y 2zt yen
el segundo cuadrante y E= (1 YV 2) 24y, n=(1— V' Z) 2 + y en el cuarlo.
1. La ecuacién ylu, — z%u,, = 0 es de tipo hiperbélico en todas partes
excepto en los ejes de lag coordenadas que se componen de los puntos de paraho-

licidad. Sec reduce a la forma canénica
au n Ju E du

JEIn T 20P—E) 0% Z(P—8) an

mediante la sustitueidn E = 3® — 2 5= p2 + 2%,

0

12. La ecuacidn z®u,, — g’uw = 0 es de tipo hiperbflico en todas partes
exceplo en los ejes de las coordenadas que se componen de los puntos de parabo-
licidad. Ella se reduce a la forma candnica

#*u i du

TEon 2 an
mediante Ja sustitucién E=azy, 11:1

P

13. La ccuacion z%u., + y?uy,, = 0 es de tipo eliptico en todas partes ex-
cepto en los ejes de las coordenadas que se componen de los puntos de paraboli-
cidad. Se reduce a la forma canénica

a2y 3 %u Ju _ G
o ' amE eE a4
mediante la sustitucién E=Inlz], n=1In|y|.

14. La ecuacién y®uy, + 2%y, = 0 es de tipo eliptico en todas partes
excepto en los ejes de las coordenadas que se componen de los puntos de parabo-
licidad. Se reduce mediante la sustitucién

=y, =32
a la forma candnica.
2 d%u 1 du 1 du
G TR ST T

15. La ecuscidn yPuyy—+ 2xyuyy -2y, =0 es do tipo parabilico en todas

. 5 oy 22 2 e o
partes; mediante la sustitucion &= ";:y v A—— Y la cevacion se
reduce a la forma candnica

2u g i n i

e TIE—w % TE—m e

16. La ecuacién atug, + 2ayu,y + puy, = 0 es de tipo parabdlico en
todas partes. Mediante la sustilucidn § = %— » i =y la ecvacién se reduce a la
forma candnica

9
an®

17. La ecuacin 4ghu . — e®u,, — 4yPu, = 0 es de ti}m hiperhélico,
en todas partes, excepto en la recta y = 0, que se compone de los puntos de

parabolicidad. Medianle la sustitucion E = ¥ 4 3%, 0 = —¢* + 4% la ecna-
cifm se reduce a la forma candnica

={.

Ury = = (HE 4 tyg)
W= ey VT )
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18. La ccuacion #*uy, - 2eyuy, — Subuy, — 2ru, + dyu, + 162 =0
¢s do tipo hiperhélico en todas partes Exoepw & 1os e]es: zey que 58 componen

do los puntos de parabolicidad. Medianto la sustitucién E=2zy, n = — la ccua-
cion se reduce a la forma candnica
oty 1 du i du
Ton T & TE e 0
19. La ecuacion (14 2%) wyy (1432 uyp+xup+-yuy=0 85 de tipo

eliptico en todas partes. Mediante lan sustitucién E=In{z-}1/ 1+ 2%), =
=1In(y+1/ 14 la ecuacién se reduce a la forma canénica

2 2
20, La ecuacién uy, sen® z — 2yu,, sen z 4 yu,, = 0 cs de tipo parabé-
lico en todas partes. Modiante la sustitucién &= y tg g- , =y la ecnacién
ge reduce a la forma candnica

% 2k du
T E“ T GE
2. E {60 con B o

v, dbe—b— (¢t —ga
21. 35 am ~+ 17223 v=0,

=yt (V/3— 2z, n=y—(VE+2z, uE n=2PeE g,
- e—(1/3+2)b _ e (/3—=2b
= b= 12a

12a !
6;+g:: +_(3bc-—:;’-—2c“ +1) -
= yﬁfj—x. N=,  ul W= E Yy, o=
_b—a2c y B=—%.
23, %-{- i _ag__o
tey—z, u=n w@ W= TE ), a=gi e e

§ 2. Ecuacion con coeficienies constantes para
una funcién de 4« variables independienfes

n

y é‘ a:m,xﬁé bitgytou=j (21, -our Tn)

A la ecuacidn

n n
D) Grmagmy D) bittzytheu=1 (24, .1v, 7n) o)
1, k=1 =1
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se pone en correspondencia la matriz de los coeficientes de los términes mayores

Ml (2}
y lo forma cuadrdtica
n
2 AihZ)2h. (3)
i, k=t

5i en la ecuacidn (1) se pasa a unas variables independientes nuevas segiin las
férmulas

n
§R=Z apzy, k=1,2, va.y n, (%)
de=p

entonces la matriz || 2 || do los términos mayores en la ecuacién transformada
n

n
2 amugpy b 3 by tou=0 ®
1, k=1 i=1

estari vinculada con la matriz || a;3 || por la relacién

[l age Il = fl e Il 1l ags [1-)) b ). (6)

La matriz || a;n || se transforma del mismo modo que la matriz de la forma cua-

dratica (3) si es que en esta forma se pasa a las nuevas variables segin las férmu-
las

n
%; =h2| u."ne;.. (V)

donde o}, = ape La matriz del paso de las nuevas variables s, ..., s, a las

viejas z;, . . ., %, en la forma cuadritica (3) se obtiene mediante la transposicién
de la matriz del paso de las viejas variables independientes zy, . . ., T, @ las
nuevas gy, ..., £, en 12 ecuacién (1). De esta manera para hg'l'.lar la trapsfor-
macién (4) que reduce la ecuacién (1) a la ferma candnica se debe hallar la
transformacion (7) que reduce la forma cuadratica (3) a la forma canénica que
contieno sélo los cuadrados de las variables sy, ..., s, con loscoeficientes

-1, —1 6 0; la matriz de la transformacién (4) se obtiene de la matriz do la
transformacién (7) mediante la transposicién.

24 uﬁl&l+%|§:+u§l§a+u§|=0'

Ey=gz, §s=_¢+i’, Ey=2z—=2y+2,
25, “E-§|=“'€=§s+ YEatar

§|=¢+‘;— y—z, Ez‘“-";- v E=a

26. Ugegr = It:;xr—f‘— uu,u.—-f—u,;z-,

v 1 1 1 G oy 1 1
v=gittgr—gr—gs Fsgitgpetgitgs
1 1 1 1

e ers AT urTy: R Aarty: t

70941
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—1 1 1 1
- : i R
2vs TIys T Zve Tz

270 e = UpsgetUpryet-Uprgey

1

P = T TS, B
z Ve z+ 73 ¥y v % 24 73 t,
1
EE

28. ) x,+§) u, =0,

LI
z= - (2t .-+ 7n)
= e (I S )y
! 'lfn (n+4-1) } x;=a{131+ ves$CinTn,
0 n n 1==2, 3, soeg By
Wyt Ezﬂx; =\,
2= e &+ -+ 20)
SYRe T
donde {&ygs « - - %jn)y =1, 2, ..., Be8 cualquier sistema ortogonal norma-
lizado o Soluciones de la ecuacién
oyt et tan=0
n
n n o —:\‘
; 1 b} TE |
24, Z Rtﬂxtmt‘f' (C-"T Z T) v= =1 “t f{x_h wiay x:ll}r
i=1 =1
n
1 by
el -n_xl

1 1
Z o e | V= —z —
z" 2V 2v3. 2V3

1
taE



Capitulo Il

ECUACIONES DE TIPO HIPERBOLICO

§ 1. Problemas fisicos que se reducen
a ecuaciones de tipo hiperbdlico;
planteamiento de los problemas de contorno

En la mayoria de los problemas del presente pardgrafo (como, por ejemplo,
en los problemas sobre las vibraciones de las cuerdas, barras, del gas) se estucﬁan
solo las vibraciones pequefias. Se llaman vibraciones poquefias las vibracionoes
para las cuales se pueden desprociar los cuadrados, productos y potencias supe-
riores de las funciones, que caracterizan ¢l proceso de oscilaciones, y de sus de-
rivadas.

t. Vibraciones libres en un medio sin resistencia;
ecuaciones con coeficienfes constantes

En los problemas de este grupo la influencia de la fuerza de gravedad sobre

las vibraciones de las particulas sv considera despreciablemento pequesia en com-

aracién con Ja influencia de las fuerzas cldsticas y por cso se pueden despreciar
as acciones do la fuerza de gravedad®).

1. El eje Oz estd dirijido segin la barra; como la funcién que caracleriza
las vibraciones so toma el desplazamiento u (z, ) a 1o largo del eje x de la seceion
transversal, la abscisa de 1a cual en el estado do equilibrio es igual a ; con otras
palabras, en el momento do tiempo ¢ la abscisa de esta seccién es igual a
z=z - u(z, #. Para la determinacion de la funcién u {x, t) tenomos los si-
guientes prohlemas de contorno: X

a) euando los extremos de la barra estin fijos rigidamente

Upp = Uy, para 0 <<z, 0<f<C4 oo, (1)
u(l, ff=ull, =0 para 0 < ¢ << 4 oo, (2
u(z, 0)=7(2), up(z, 0) = F (z) para 0 <z << |, (3)

E
A= —
o

donde E es el modulo do elasticidad y pg, la densidad de masa do la harra en el
estado no perturbado;

4’) cuando los extremos de la barra se mueven segin la loy dadn, las condi-
ciones de frontera tiemen la forma

w(@ =), ufl, ) =g () para 0 <<t< + oo, 2)

donde 4 (f) v ¢ (f) son las funciones dadas de &
b) cuando los extremos de fa barra estin libres, lus condiciones de frontera
ticnen la forma

up (0, ) =u, (1, 1) =0 parn 0<<?<+ oo; (4)

*) Observemos que en el caso mds general la fuerza do gravedad puede no
incluirse en la ecuacién diferencial de las vibraciones eldsticas, si por la posi-
cién de equilibrio se toma el pstado estitico tenso bajo la aceidn rﬁ? la fuerza
de gravedad {compérese con [7], pig. 120-122),

o



100  Respuestas, indicaciones y resoluciones

¢) cuando los extremos de }a barra estan fijos eldsticamente, las condiciones
de frontera son de forma

e (0, ) —RBu (0, ) =up (I, )+ huf{l, =0 para O<t<+4 o, (B

k
h=gs»

donde % es el coeficiente de clasticidad del empotramiento (se supone que es
igual para amhos extremos, en el caso contrario los valores de la constante &
serén diferentes para los extremos derecho e izquierdo) y § es el drea de la seccidn
transversal.

Indicactén®). Dirijames el eje Oz segiin la barra. Cada seccién transversal
de 1a barra puede caracterizarse por aqueﬂa ahscisa z, la cual tenia la seccién en
la posicién de equilibrio**). Entonces la seccién, marcada por la abscisa z, en
el momento ¢ tendrd la abscisaz = = -+ u (=, t). Aqui x (z, ?) significa la magni-
tud del desplazamiento longitudinal de aquella seccién transversal de la barra
que en posicién de cquilibrio tiene la ahecisa z, De esta manera la funcién
u (z, 1) estd expresada en las coordenadas de Lagrange***).

La ecuncién diferencial (1) puede ser obtenida, pasando al limite cuando
Az — 0 en la ecuacién de movimiento, que expresa la segunda ley do Newton
para el elemento (z, z -} Az) de la barra, ¢s decir, para el elemento cuyos topes
en posici6n de equilibrio tienen las abecisas z ¥ z 4+ Az. Para la determinacién
de ﬁas fuerzas eldsticas quo actiian sobre este elemento se debe utilizar la ley de
Hooke, la cual se expresa por la igualdad

X = ESu, (z, t)

donde X cs la proyeccién sobre el eje = de la fuerza F, con la cual la parte de la
barra que esté a la derecha de la seccidn en estudio actda sobre la parte que es
ala izquierda de esta seccién; 8, cl &rea de esta seccidn transversal*®#**¥)
u, (z, ¢, el alargamionto relativo de la barra en la seccién transversal la cua
en la posicidén de equilibrio tenia la abscisa z****+).

Si los extremos de la harra estdn {ijos inmévilmente, entonces las condigio-
nes de frontera son obvias. Si los extremos de la barra estdn libres o fijos elds-
ticamente, entonces las condiciones de frontera pueden ser obtenidas de la
relacién que expresa la segunda loy de Newton para los elementos de frontera.

Estudiemos, por ejemplo, el caso cuando el extremo z = [ estd fijo elds-
ticamento. Desde Ia jzquierda al elemento de fromtera (I — Az, I), adjunto 8
este extremo actiia la restante parte de la barra con la fuerza

—ESiy (I — Az, 8),
desde Ia derecha actiia el sostén eldstico con la fuerza®***+*)
—ku (f, t).
Por cso la segunda ley de Newton para este olemento se expresa por la ecuacién

a?u
Spyhz FTD

= ESu,(I—Az, )y —ku(l, 1)

*) Compirese con la deduccién de la ecuacién en [7], za’,gs 34-36.
*#%) La posicién de equilibrio puede ser la posicidn estatica tensa.

#**) Véase [7], pag. 34.

###%) La fuerza F es perpendicular a la seccién transversal y en conse-
cuencia su direccién coinr.icfe con la direccidn del eje Ox 6 es opuesta a la
direccion del eje Ox.

swxas) Viage [7], pég. 34,
*essst) Viase ol punto c) en Ja condicion del problema.
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de donde, pasande al limite cuando Az — 0, tenemos la condiciin de frontera
para el extremo r =1
ESug (8, t) + ku (I, ) =0
6
e (f, )+ Ru(l, ) =10,
donde
k=_—‘JS .

Para el extremo x = 0 ¢l signo de % en la condicion de frontera serd otro. En efec-
1t,_o. estudiemos el elemento (0, Az). A su extremo izquierdo estd aplicada una
verza

—ku (0, 1),
y al extremo derecho, la fuerza
ESu, (Az, 1),
por eso la ecuacién que expresa la segunda loy de Newton para este slemento eg
42
SpodT S = ESuy (A, 1)—ku (0, 8).

Pagando al limite cuande Az — 0 tenemos;
uy (0, &) — hu (0, 1) = 0,

donde % tiene el valor anterior, sila barra es homogénen y el coeficiente de elas-
ticidad del empotramiento para ambos extremos es ¢l mismo.

Note. A veces para el planteamiento del problema de conterne sobre las
vibraciones transversales de una barra es conveniente utilizar no una ecuacibén
en derivadas parciales de segundo orden, sino un sistema do dos ecuaciones di-
ferenciales en derivadas parciales de primer orden.

Designomos por p (z, £) 1a tonsidn en Ta seccidn transversal con la coordena-
da de Lagrange z, determindndola por la relacién
- Xz, ¢
bz, 8)== ——(;—l 4
donde S es el drea de la seccidn transversal de la barra y X (z, f), la proyeceién
sobre el eje « de la fuerza con que la parte de la bdrra, adyacento a la seccién x
For 1a derecha, actiia sobre la parte de esta barra, adyacente a la seccién por
a izquierda. Con u {(z, #), como siempre designemos el desplazamionto de la
seccién transversal con la coordenada de Lagrange x desde la posicién de equi-
librio. Como funciones que caracterizan el proceso de las oscilaciones tomamos

Ple, ) ¥y wiz =y (s, B

Estudiemos, por ejemplo, el caso cuando el extremo izquierdo de Ia barra
estd fijo inmévilmente y ¢l derccho estd libre. Llegaremos al problema de con-
torno

1 -
Wx'—Tp;==U,
O<z<<l, O<t<< oo, (1)
— px+porr=0,
w (0, 1) =0, Pl =20 0<t <+ oo, @
w (z, 0) = ¢ (), plz, D=3, O<z<lL 3
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2. El eje O del sistema curtesiano de coordenadas estda dirigido segin la
posicién de equilibrio de la cuerda. Supongamos que el punto tiene las coordena-
das [z; 0; 0] en la posicién de cquilibrio y [z 4+ g (x, 1); ug (e, 1), iy (z, )], en
la posicién desviada.

Para determinar los lunciones u; (x. 1), uy (x, 1), uy (=, f} que caracterizan
el proceso de las vibraciones de la cuerda, obtenemos los problemas de conlorno

iy o, A ” s G g i
Tt L] O<a=<td, 0=z f < |20,
wp (fl, Eb=uwy 0, 1)=0 para O« 4o, k=1, 2, 3,

. d i . .
up (&, Q= fy (2], -—u"t;:‘—mEh(a:} para O=lz</,

donde af = ,rr'_:g , af=uaj} =ﬂ + K os el mnddulo de elasticidad; 8, el drea de la

geccion transversal; p, la densidad lineal de masa.

Indicacidn, La fuerza completa de tensién de la cuerda se compone de la
[uerza inicial de tengién 7'y ¥ la fuerza de elasticidad que aparece como resultado
del alargamiento relativo de los elementos de la cuerda. Durante las vibraciones

oquedias, la cuerda puede considerarse absolutamente eldsticn, es decir, que la
uerza de tensidn cn cada punto de la cuerda se puede considerar como la tangen-
te a la cuerda. La ecuacidn diferencial para la funcién uy (x, t) se puede obtener
mediante el paso al limite cuando Axr — 0 en las ccuaciones del movimiento que
expresun para ¢l elemento {z, z <4 Az) la segunda ley de Newton en las proyee-
ciones sobre los ejes de coordenadas. Sobre la determinacion de las fuerzas que
actian sobre los extremos del elemento (z, x -~ Az) véase adicionalmente {7},
pigs. 30-32 ¥ también la indicacién al problema anterior.

3. El eje Oz ostd divigido sogiin el eje longitudinal de inercia del eilindro,
por B (z, ¢) designemos el dngulo do rotacién de la seccién transversal con la
abseisa z, con eso los extremos del cilindro se determinan por las abseisaz z = 0
¥ x = L Para la funcién 0 (z, t) tenemos los problemas de contorno:

a) en el caso cusndo los extremos estén fijos rigidamente

%ﬂ-:az i:? pars O<r=Cf, Qi< | oo, (1)
G, =0 t)=0 para 0 < ¢ <Z oo, (2)
Oz, 0)=7(z}, Oy(x, 0) = ¥ (x) para Ozl 3

a? = G-Ai donde G es el médule del desplazamiento; J, el momento polar {geo-

métrico) de inercia de la seccién transversal del cilindro respecte al punto en que
<l cje del cilindro encucntra esta scccidén transversal; K , ¢l momento axial
de iercia de la wnidad de longitud de la harra (respecto al mismo eje);

L) enandoe log extremos del eilindro estdn libres, las condiciones de frontera
tienen Ju forma

0,00, =0, (1, H =@ (4)
¢) cuando los extremos del cilindro ¢stin [ijos cldsticamente, las cendicio-

nies de frontera tienen la forma
0.(0, ) — kD (0, &) = 0, 0. (L, £) + O (I, £) = 0. (5)
Indicacion, Establecer que el momento M de las fuerzas de elasticidad, apli-
cadas 2 la seccidn transversal z del cilindre, puede ser hallade segin la férmula

nfchT":i—, )
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Para eso estudiar (fig, 16) el deaplazamiento de la fibra elemental A B, cuyo ci-
lindro con las bases do en las secciones es paralelo al eje. Este desplazamiento
es el resultado del giro de la seccién = -+ Az en un dngulo Al = 7 Az, respecto
a la seceidn z, alrededoer del eje del cilindro. Después determinar la relacién entre

el angulo del desplazamiento ¢ Yoo La tensién v deo dicho desplazamiento sobre la

\
A
\
o |
i '
rl B
A {Ll-é L rorams iR | -2
e ./
L v
l dz
N T+Ar
Fig. 16

base do de esta fibra Tle se encuentra ¢n la seccién z puede ser hallada segin
la ley de Hooko para la deformacién del desplazamiento

= Go. M

La ecuacién diferencial (1) puecde ser obtenida, pasando al limite cnando Az — 0
enl la ecuacién de movimiento giratorio*) para el elemento (z, z -+ Ax) del
cilindro.

. Las condiciones de frontera se obtienon anélogamente al caso de las vibra-
ciones longitudinales de la barra.

4. La densidad p, la presién p, el potencial de velocidad g, la velocidad »
de las particulas de gas y la desviacién longitudinal u de las particulas de gas
satisfacen una misma ecuacién diferencial

8w 2 tw
wE T o

con una misma constanle

a%= Lo
o

donde kn;—p es el fndice de la adiabdtica
"
Z PR
By ( Pa ) !

*} Para el movimiento giratorio de un cuerpo sélido alrededor del eje in-
mévil tenemos que el producto del momento de inercia y de la aceleracidn angu-
lar es igual a la suma de los momentos de las fuerzas, aplicadas al cuerpo, con
relacién a este eje.



104 Respuestas, indicaciones y resoluciones

igual a la razén entre la capacidad calorifica a presién constante y la capacidad
calorifica a volumen constante, y p, ¥ p, son la presién y la densidad en el gas
no perturbado.
8i los extremos del tubo estén corrados, entonces las condiciones de frontera
para cada una de las fun iones u, v, ¢, p, p tienen respectivame. te el aspecto
w (0 hy=u(l =0,
v(0, )=v(, ) =0,
P 0, )= (I, ) =10,
Pe {0y 2) = Px (h )=0,
Px(0, ) =p (3, ) = 0.
Si los extremos del tubo estdn abiertos, entonces

uy (0, O) = u, (I, 1)=0,

v (0, 8} = ve (l, ) =0,

0, =09 t)=0,

PO D=5 =0,

PO, N=p( 8)=0,
donde ;{z, 8 = p (z, t) — py es da perturbacién de la prestén» y E(;, t)=
=p(z, 1} —py es da penur!;ﬂciﬁn de la densidad».

Al existir en el extremo x = ! del tubo un pistén, impenetrable para el gas,
con una masa despreciablemente pequedia, colocado sohre un muelle con el coefi-
ciente de rigidez v*) y que se desliza dentro del tubo sin rozamiento, para u (z, #)
obleremos la condicidn de frontera

e (I, &)+ hu (f, 1) =0,

v
donde & = Sk

pistén igual enpgl extremo z = 0 del tubo tendremos
Uy (0y 8) — hu (0, £) = 0.
Para v (z, t} en las mismas condiciones tenemos
ve (O ) —hv {0, =0, w (l, D+ ho{l, t)=0.

¥ k es el indice do la adiabdtica. Andlogamente al existir un

Para ; (=, &) y’;(.z. 1) lenemos
Pt 00, )—=h¥p (0, O=ptt (I, B+A¥Pe (i, )=
=01t (0, )—B*Ps (0, h=pre (I, )-+h*0x U, =0,

donde A*=

S;' . Estas condiciones se cumplen también y para
o
pix, t), plz 8, @iz

*} El muelle actuara sobre el pistén con la fuerza adicional de elasticidad
quo ¢s igual a —vu (I, SI para la desviacién del pistén igual a u. Hablamos de
la fuerza adicional de elasticidad ya que en la posicién de equilibric sobre el
pistén ya actia la fuerza de elasticidad que equilibra la presion no perturbada
Do
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Indicactin., En las coordonadas de Lagrange*} la ecuacién de continuwidad
(1} ¥ la ecuacién de movimiento (2) (clas principales ecuaciones de hidrodina-
micas) tienen la forma

Po=1pfz 1)1+ Ly (=, )], {1}
Po U¢e (:F, ﬂ = =Pz (zy 2). {2)

Junto con lan eguacién de la adiabética
p=1(p), donde r(p)=—fp‘g— ory k=L, @

(]
ellas componen el sistema completo no lineal do ecuaciones para determinar las-
funciones p (z, t); u {z, ); p (=, 1).

La ccuacidn (1) expresa la ley de conservacién de masa del elomento de gas,
encerrado entre las dos secciones transversales que se compenen de las particulas.
go gas, v la ecuacifn (2) expresa Ia segunda ley de Newton para este elemento-

¢ gas.

Despreciando los cuadrades, productos y las potencins superiores de las.
magnitudes

u (z, !}1; (=, 1) = P {z, 1) — Puo: 'pv(x! fy=p {11 ) — Pa

y de sus derivadas, es fcil obtener de las ccuaciones (1), (2), (3), respectivamente,
las ccuaciones linecales

P (2, )Pty (2, 1)=0, wy
Pkt (2, 1)=—Pz (=, 1), @)
Pz, h=a%p (z, 1), ga=k%, @)

a es la velocidad do propagacién de las perturbaciones pequeiias en el gas (¢la.
velocidad del sonidoa}"*li.

Este paso del sistema no lineal (1}, (2), (3) al sistema lineal (1'), {2'}, (3")
se llama dlinealizuciéns, Las ceuaciones pyy; = %, ¥ p. t = @*p.. S¢ obtienen de
(1"}, (27}, (3"} electuando la derivacidén yiin elimﬁ'%xagiépri de otras funciones. El
potenciai @ (r, ¢) se delermina por la relacién g, (z, £) = v (z, ¢) salvo un su-
mando quo es una funcién arbitraria de tiempo; ya que u; (z, 1) = v (z, 1), en-
tonces de la ecuacién (2') tendremos

Lot I’?; =0
es deeir,
a ~
Tz PPt py=0

por eso, en virtud de que el potencial de volocidades @ {(z, ¢) se determina salvo.
un sumando, que es una funcién arbitraria de tiempo, se puede escribir

Po¥¢ + P = 0. (@)

La relacion (4) da la posibilidad de hallar In perturbacién de la presién p': si-
es conocido el potencial do velocidades. Do la ecuacién (1°), efectuando la de-
rivacién respecto a ¢, tendremos

Pt + PoPex = O {5)

*YWeéaze (7], phg. 34.
**) Véase la introduccién al § 2 (de las condiciones) del presente capitulo.
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De {4) v {9) sc obtiene la ecuacion

Pyp = alpyy,
la derivacion de la eunal respecto a z lleva a la ecuacidn

Bpp = aPugy.
Andlogamente se ohtienen las ecuaciones para el potencial de los desplazamien-
Log y para los desplazamientos,

Estudiando el movimiento del elemento de frontera de gas y utilizando las
ecuaciones (1), (2°), (3’), (4) v (5) no es dificil obtener las condiciones de fron-
tera, dadas en la respuesta.

_8. Il ejo Oz estd diri%ido segiim el tube y el origen de las coordenadas O
estd en el plano de la seccitn de entrada, p, es la presién del agua en el tangue.
Para determinar log valores medios (por la seccidn transversal interior del tubo)
de la velocidad v (z, ¢) y de la presion p (x, f) obtonewos el problema de contorno

~ 22 200 4 5 (o0, (1)
Dzl Ot +oo,
_%=” ’ 6;1_0'-1 ’ @)
z
p(0, )y =py, v(l, ) =0; 0=<if<< oo, (8)
ple, ) =py, vz 0)=vp; Oz, (4)
«donde pg s la densidad del agua en el tanque,
AR S
&'*“ 2H,ypq
k Ed

ademds k es modulo de elasticidad del agua, que entra en la ley de Hooke
para el agua,

p=kt (B=p—py, D=p—po) ()
oo

Ity ¢s el radio interior del tubo en el estado no perturbado; £, ¢l médulo de elas-
Licidad del material del tubo, §, el especor del tubo, =, ¢l coeficiente de resis-
tencia al rozamiente de la unidad de longitud del tubo que so determina oxe
perimentalmonto*),

Al deducir la ecuacién del movimienlo, como demostré N. E. Zhukovski,
para los tubos f{inos cuando las perturbaciones de la presién son no demasiado
grandes se puede despreciar el movimiento radial de las particulas de los tu-
bos**), mientras que al deducir la ccuacién de continuidad es necesario tener
en cuenta el alargamiento radialmente simétrico del tubo, La fuerza de resis-
tencia al rozamiento, la cual actia sobre el clemento del agua que se encuentra

*) Sen § la scecion tramsversal interior del tuboe, entouces la fuerza de
;esisltenma. aplicada al elemento del liquido cntre las secciones x v z + Ax, es
1mal a
& X dx

2a g Spr dz.
x
Sobre el planteamionto mas exacto del problema, dende se analiza mds
detalladamente la fuerza de resistencia, véase, lpor ejemplo, [44].

**) En este caso el producto de la masa del elemento anular del tubo a la
aceleracién radial es despreciablemente pequetio.
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entre las secciones x y & 4= Ar, putde sor determinada segin la formula dada en
la llamada. 5

Al deducir las ccuaciones del problema de contorno vamos a considerar que
Pa

7, 5" considorablemente

las magnitudes p, p, v son pequeias y la magnitud

menor gue la unidad.
Dstablecemos la relacidn cntre el radio interior R del tubo vy la presién p
en ¢l tubo. Para eso estudiamos ¢l estado de la mitad del elemento que se

—/‘
Ty Ir
x x+41 Tz
I
b
K‘h—__
a)
Fig. 17

corta del tubo por las sccciones transversales cercanas x y z 4 Az que estd
dibujado on la fig. 17. Las fuerzas de elasticidad que se desarrollan en las seccio-
nes { y IT de oste semianillo son iguales a la suma de las proyecciones do las
fuerzas de presién dol lquido sobre el radio medio del semianillo, es decir,

obnam BBe,

;P 2RAZ(p—ry)

~ E§ ~
— - ?
TR Y]
Por lo tanto, la magnitud E=R-— Ry serd también pequefia, al igual que la
magnitud
o, ~% 2R, ~2 5
S=8—3, = 2nRRy=S, “7z~ P {8

Deduciremos la ecuacidn de continuidad que expresa la ley de conservacién de la
masa de sustancia para el volumen, incluido entre los planos z y z = Az
(fig. 17, b):
B
a
= | 50 de=(Sprha— (S0, aso
x
es decir,
x+Ax P
§ 7 0 ar=(Sorre—(Sorss

X
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de donde
a(8p) ___ d(Spw)
. dz -

En virtud de que las magnitudes S, p, v son pequeiias esta ecuacion se transforma
en la ecuacidn (2).

Anglogamente (fig. 17, ) deducimos la ecuacién del movimiento que ex-
presa la sogunda ley de Newton para el elemento de agua, incluido en 8] momento
de tiempe dado entre las secciones z y » + Ax:

d x+dx x4+-Ax
S S (Sp) dx={(Sp)|«—15P) x+_.n—2cz 5 (Spv) dz, w=const, a>0,
x x

z+ax d x+dx
§ {5 s} a=sm) [e= 5P maxm22 [ (5000 0,
x x

de donde

En virtud de que S, p, p son pequefios y que 21?;? ? ¢s pequeiio en comparacicn
con la unidad, esta ecuacién {con ayuda de las relaciones (6) y (8)) se transiorma
en la ecuacién (1). Las condiciones iniciales (4) ¥ las condiciones de frontera
(3), dadas en la respuesta, son obvias.

En ver del sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden pucde ob-
tenerse una ecuacién hiperbélica de segundo orden tanto para la funcion v &x, 1)
como para p (x, ). Justamente, diferenciando (1) segin z y (2) segin ¢ y elimi-
nando v», tendremos

p _ .z &P ap
T =2 7 TR para 0<z<<l 0<i<<- oo,

p(0, ) =p, para 0<t<<-too.

La segunda condicién de frontera para p (z, f) la oblenemos de la condicién de
froutera v (I, f) = 0 cuando 0 < { << -+ oo con ayuda de la ccuacién (i):

peil, )= 0 para 0=t < oo,
Después

plz, 0)=p, para O0<z<l

La segunda condicién inicial para p (z, t) la obtenemos de v (z, 0) = vy cuando
O« z < Ly la ecuacién (2):

pyle, ) =0 parm Ogax<L

Anglogamente puede ser obtenido ¢l problema de contorno para la determinacion
de v (z, 1).

ﬁ! Resoluctén. Sea que  significa el incremento del volumen del liguide
en la campana; S, el drea de la seccion transversal interior del tubo en el extremo
z = l. Tenemos

dw
- =P I—O (1), ()

=
Dol P (G e 0) (2)
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«donde v es la velocidad del flujo del liquido y P, la prosién del aire en la campana,
de donde

P, [}
= 0 [~ -4  mt—
P=gttep, (144 ), 3)
en consecuencia
do  Qy dp

T @)

dondaf = P es la presién del liquido en la campana. En virtud de la ecuacidn
a

(2) en la pég. 106
do _ Q, dv
el o )
Sustituyendo (5) en (1), obtenemos la condicidn de frontera incdgnita
oy B8 By
3z T Oohips U= Ophtpe ¢ L=;- ®
[ TN i
=g )
para O<<z-<<l, O0<<t< 4,
g . a%n
o @

donde ¢*=gh, g es la aceleracidn de la fuerza de gravedad,

B, H=E(, =0, 3)

N (0, ) =1z (i, )=0, } ome o<i<te, &)

E(z, 0)=f (), £ (2, O)=7 (2), 5
N (2, 0= —hf (x), m¢(z, 0)=—he' (xn} P Uesth g

Indicacion. Se fwedc considerar despreciablemente pequefia la perturbacién
de la presién en el agua durante los movimientos ondulatorios en estudio, es

%//a

x T+ o) adziblzrdzt)

N

Fig. 18

decir, a gran distancia del fondo del canal puede considerarse casi hidrostatica*).
La componente v de la velocidad de las particulas del agua segiin la direccién
del eje = se puede considerar como pequena, ¢s decir, despreciar los cuadrados,
productos y dpotancias superiores de esta funcién y de sus derivadas. El liquido
puede considerarse como incomprensible.

Resolucidn, La presidn es igual a

p=potepth+n—u. (7}
*) Pero no se puede despreciar su derivada segiin z.
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De donde encontramos
L g0 ®

3z Py -

Escribamos la ecuacion del movimiento para cl elemento ArAyAs de la capa
(=, = -+ Az) del agua en las proyecciones sobre el ¢je x (fig. 18):

Az Ay Azp -%:—z —Az Ay &z% —

donde 0 < &< 1, de donde después de la simplificacién por Az-Ay-Az cuan-
do Ax—> 0 lendremos:

dr,..  9p
TR ®
o, empleando (8),
du a1
S Ta L PR 19

Luego, empleando la incompresibilidad del liquido, obtencmos «lu ecuacién
de no discontinuidads (la ecuacién de conservacién de la masa)

a
prm = — 2LOTRE) 1)
donde m es la anchura del canal, de donde
a
n=—hJ%, (12)
La ecuacién (10) dara
d a
sl @
v _ .
Pero <0 =g Por eso
% an
K a9
Por otra parte, de (12) obtenemos
an 92
—E Gt )

El:nm-q;uimmdu (14) y (15), obtenemos la ecuacién diferenclal para la [uncién
(=, t):

a2t L
'ﬁr=gﬁ3;; para O0<z<l, O<t<+4. (16)

Abora no es dificil obtener las restantes relaciones de la respuesta, dada arriba,
Indiquemos sélo que las condiciones de frontera (4) se pueden obtener de las con-
ddiit;lio?ies de frontera (3), efectuando la derivacién segun ¢ y empleando la igual-
a 4).
En conclusién es necesario remarcar que para determinar {z. hyn(z 0
es suficiente resolver el problema de contorno (1), (3), (5) y después, sabiendo
E (=, #), ballar q (z, &), segin la f6rmula (12).
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8. El eje Ox estd dirigido segiin el eje longitudinal do simetria de la barra
en su posicion de equilibrio y como la funcién caracteristica se toma la desvia-
cién transversal u (z, f) de los puntos de la barra desde sus posiciones de equi-
librio. Para la determinacién de ¢ (z, t) obtenemos el problema de contorno

2 1
%—}—a*%#ﬁ*) pata N<z<{, 0< <+, (1)

&

w0, )=ty (0, ) = u(l, ) =up (1, ) =0 para 0 <t << o0,
2}
ulz, 0)=/f(z}), w;(z, 0= F(x) para O<<az<I (3)
EJ

a’:—ps : (4y

donde £ es el médulo de clasticidad do la harra; p, Ja densidad de masa de la
barra: S, el drca de la seccidén transversal do la barra; J, ¢l momento geomélrico
de inercia de la seceidn transversal respecto a
su linea media perpendicular al plano de las
oscilaciones.

Indicacién. La deduccién de ln ccuacidn (1)
esta dada en [7]. pégs. 164-166,

Estudiando el movimiento de los elemen-
tos de frontera de la barra, s¢ puede ohtener
las condiciones de frontera.

Deduciremos las condiciones de frontera
en el caso de fijucién articulada del extremo.

Estudiemos el elemento de frontera (I —
— Az, I} del extremo fijo articuladamente y
deduciremos para él la ecnacién del movimiento
rotativo respecto al eje de articulacién (fig. 49, W T 7
véase también la fig. 2)

a2 Fig. 19
oAz = F |iax Az M fi-ax. ®) #
Pasande al limite cuando Az — 0 en suposicién de que no hay aceleraciones
angulares infinitas%f‘-cg-y fuerzas cortantes infinitas F, tendremos 37 |; = 0,
es decir,
Uy (I 1) = 0. (6y

Anélogamente obtendremos la segunda condicién do frontera para el extremo
izquierdo u, (0, #) = 0. En la parte izquierda de la igualdad (5) se podria de
una vez escribir cero seghn Ja suposicién de que las vibraciones son pequenas

(%‘_ﬁl ~ ) . Pero las condiciones de frontera (5) y (6) son validas también cuan-

3,
do las aceleraciones angulares %g— de los elementos de la barra no sc consideran

desprociablemente pequeiias. La segunda condicién de [rontera para el extremo
en estudio es obvia: u (I, t) =0

*) Esta ecuacién es obienida ¢n suposicién de que las aceleraciones angulares
de las secciones transversales de la barra no existen, es decir, la barra debe ser
suficientemente fina. La deduccién do la ecuacién mds exacta véase [20}.
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9. El eje Oz estd situado del mismo modo que en el problema anterior.
IPara determipar u (z, i) obtendremos ¢l problema de contorno

:';,‘ +a'%=0 para O<z<l, 0<i<Aoo )
u (0, )=uy (0, )=tz (], N=uyzz (I, N=0 para O0<t<+4wo, (2}
ulz, W=f(x), w(z, )=F(z) para O<az<l, {3
a’=£
pS *

Indicacién. La inmovilidad del extremo y la horizontalidad de la tangente
gon las condiciones de frontera para ol extremo fijo rigidamente x = 0. En
el extremo libre, o que se demucstra de modo habitual, el momento de flexién
v la fuerza cortante deben ser iguales a cero.

10. El ejo Oz esté situado igualmente que en ol problema 8. Para determinar
fia desviacién u {z, f} obtenemos el problema de contorno

du . k

S+ ?57+p—3 u=0 para O<z<<l, 0<itoo, (1)
U (0, h=tuy (0, h=u(l, h=uye(l, )=0 para 0 {t <+, (I
wiz, 0 =f(z)y uvy(z, )=F(z) para0<<z<<L {3)

Indicacién. La ccuaci6n (1) se obtiene mediante el paso al limite cuando
Az = 0 en la ecuacién que expresa en las proyecciones sobre el eje Ou la se-
gunda ley de Newton para el olemento {z, = + Az) de la barra. Sobre las condi-
ciones de frontera véase la solucién del problema 8.

2. Vibraciones forzadas y vibraciones en un medio con resistencla;
ecuaciones con coeficlentes constantes

11,

wyy = aPugg + f (2, 1) para 0 <<z <<l 0 <<t<<- oo, )
a0 O=u(l,t)=0 para 0 <<t << 4 oo, 2)
wlz, 0)=7(x), uy(z, 0)= F (z) para 0 <z <1, (3

flz, )= %F (z, {), donde p es la densidad lineal de la masa de la cuerda.

Indicacién. La ecuacién difersncial (1) se obtiene de la ecuacién de movi-
miento para el elemento (z, = 4 Ax) de la cuerda cuando Az — 0.

12, Para las desviaciones u (z, f) de los puntos do la cuerda de la posicién
de equilibric obtenemos el problema de contorno

un:ﬂ'umx-l--gp—f(i], O<z<l, O<t<Hoo, (1)

donde a2 = 1: 7 es la tensién de la cuerda; p, la densidad lineal de masa; ¢
1a velocdad de la luz,

u(0-0=u(1.t):0, 0 <<t << 4 o0, (2)

ufr, O=uy(x 0=0 O0<z<Ll 3)
13.

uyy = aluy, para 0 <z << 1, O0=<Ct=<C- oo, )

u(l, H=p(t), il t)= 0;;} para O<t<<+oo, (2)

ulz, =10, u;(x, 0)=0 para O<z <<l )
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Indicacién. La condicién de {rontera para el extremo x = I go obtienn ne-
diante ¢l puso al limite cuando Az — O en In ecuacién de movimiento que expresa
Ja segunda ley de Newton para el elemento (I — Az, 1) de Ja barra.

14. Para determinar los desplazamientos limites w (z, 1) de las secciones
Lransversales de la barra obtencmos ol problema de contorne

wyy = Puyy T8 para. 0 <z <l O<t<<+ oo, (1)
w0, 1) =u. (I, ) =0 para 0 << £ < - =, (2)
ufz, 0) =0, wuglz, 0)=vy, para 0<z<], (3)

donde ¢ es Ja aceleracién de la gravedad y vy, la velocidad alcanzada por el
ascensor en el momento de la parada.

15. Para determinar Jas desviaciones transversales u (z, ¢) de los puntes
de la cuerda desde sus posiciones de equilibrio obtenemos el problema de cox-
torno

Ny = @y, — 2viuy para 0 <<t << + o0, O x <<, (1)
(@ H=n{ =20 para 0 < ¢ < & co, )
uz, 0)=f(2), wuy(z, 0)=F () para 0 <<z < I, (3)

i ; .
donde 2v% = = ; p es la densidad lineal de masa de la cuerda; k, ol cocliciente
de rozamicntow, es decir, ¢l coeficiente de proporcionalidad en la velacién

N = — ku,,

ue determina la luerza de rozamiento que actia sobre la unidad de longitud
ﬂe la cuerda.
Indieaciin. La _ecuacién (1) se obtieno mediante el paso al limite cuando
Az — Oen la ceuacién de movimiento para el elemento (z, x 4 Az) de la cuerda.
16. Para determinar ln desviacidn transversal de los puntos de la barra de
sus posiciones de equilibrio obtenemos el problema de contorno

g+ e + 20y = f(x, f) pamal<a-<<l, 0<t< + =,

(1)

v =u (0 O=u{, )=u(, ) =0 para 0 <t< 4 oo,
2
wir, O =f(2), wuylx, )=F(x) para O<uz<1, (3)

aqui v tiene el mismo sentido que en el problema anterior.
7. Para determinar Ya desviacién transversal u (z, #) do los puntos de la
barra de sus posiciones de equilibrio obtenemos ¢l problema de conlorno

Uy = Py = 0 para 0<z<<l, 0<{< + oo, [§8]
uf0, ) = 4 (0, D=0, up(l, ) =0, EJugeo(l, 1= —® () ()
cuando 0 << ¢ << 4- co, donde @ (£) s Ja Tuorza transversal aplicadu al extremo
z = [ (su proyeccién sobre el eje Qu, que «coincides con la fuerza, ya que la
Inerza es paralela al eje Ou)

wlr, 0) =f(x), ny(e, 0)=F () para O<ax<L (3

I'ndicacién. La (llima de las condiciones de frantera (2) puede sor obtenida
mediante el ]paso al limite cuando Az — 0 en la ccuacin quo expresa cn la proyec-
¢ion sobre el eje Ou la segunda ley de Newton para el elemento ({ — Az, ) de
la barra. Sobre In condicidn uy, (2, # = 0 véase la solucion del problema 8.

§=0941
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18. Para determinar las desviaciones transversales u (z, t) de los puntos
de ln"l):arra desde sus posiciones de equilibrio obtensmos el problema de con-
torno

upg= ¥y, para 0<z<<i 0<t+ w, (1)
w0, ) =10, ESu.(lL )= kuy(l, ) para O0<it< 4 oo, (2)
wizg, 0=f(x), uy(z, 0)=F(z) para O<z-<Tl (3)

donde k es el coeficiente de rozamiento para el extremo z = I de la barra.
19.

Vpr = CLygy + (CR + GL) vy -+ GRv para 0 <<z <71, 0t =00, (1)
v, =10 v f)=E() pura 0 =t oo, 2)
vir, W=F(z), rpiz, 0= _—W»M para O=a<lI, (3)
donde E (f) «s la fuerza electromotriz dada, aplicada al extremo z = [ del cable
y I, €, G, R son respectivamente el coeficiente de autoinduccidn, la capacidad,
Ia fuga y la resistoncia, calculados para la unidad de longitud del cable.
ndicacion. Las condiciones iniciales se escriben en la forma (3), si se em-
plea la segunda ccuacién del sistema de ecuaciones telegraficas

ve+4 Ly + Hi=0,

{4)
i+ Cvy +Gr=20
cuando ¢t = 0. Bl sistema (4) se deduce en [7] en las pags. 38-30.
3. Problemas sobre las vibraciones que se reducen a ecuaciones
con coeficlentes varlables contlnuos
20.
u a du :
plx) & (.r}-wz(]?[vﬂ{x) S(z)-E-J pata Q<cx <1, O=<<i<<+o0, (1}
u(0, y=uf{l, =0 para 0 <<i<< 4 oo, (2
wle, OV =f(@, ule, 0)=F () para O<z2<T 18 (3}

21, El eje Oz esta dirigido segiin ¢l eje del cono, Para determinar las des-
viaciones longitudinales u (z, ¢) de los puntos de la barra desde sus posiciones
de equilibrio obtenemos el problema de contorno

- B g2 2 .
(1—i] Lo OR (1 I) a"J pars O<z<<l, D<t<< oo,

H | ¢ Pz N T ) ex
(1)
u(d, H=u (i, y=0 para O <<t<<4 oo, (2)
ulz, O=f(x), wlz, O}=F(x) para O=Caz-<"l. (3)

Aqui a’=§; E cs el médulo de elasticidad; p, la densidad de masa;

H= 1, la altura del cono completo, la parte del cual es la barra.

R
R—z
*) Sobre la deducci6n de las condiciones de frontera vénse la indicacidn
al problema 1.
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22, Para determinar las desviaciones transversales u (z, ¢) de los puntos de
la barra de la posicion de equilibrio obtenemos el problema de contorno

T % 42 z 3 d%n
(1—73-]——5:, Ry [(1—?—] —h,]ao para 0<z<l,
0<<t< 400, (1}

2
donde o= E;:) , H= h_ﬁ il es la altura de la cufia completa, la parte

de la cual es la barra
w0, ) =0, ug(0, =0, tpy(l )= thgpe(l, ) =0
para 0 <<t < 4 o0, (2
u(z, 0)=ff{z), uyfz, 0)= F(z) para O<z<l {(3)

Si para la seccién transversal con la ahscisa z gl' area y €l momento de inercia
{respecto & Ja linea media horizontal de la seccion transversal) son izuales res-

pectivamente a § (z) ¥ J (z), entonces la én de las vibraci transversa-
les de la barra serd de la forma
9%u a2 %y
S () Pﬁ.,—+"a__,_—u[5-f{-'«) -FJ=0- 4

Primeramente se debe obtener la ecuacién (4) andlogamente como esto se hacia
en la solucién del problema 8 del presente parfigrafo y después, sustituyendo los
valores § (z) y J {z) para la barra en forma do cufia en estudio, obtener de la
ecuacidén (4) la ecuacién (1), Sobre la deduccién de las condiciones deo frontera
{2) véase también la solucién del Emblama 8.

23. El eje Oz estd dirigido segiin la cuerda en la posicién de equilibrio, ade-
més su origen coincide con el extremo libre de la cuerda. Para determinar lag
desviaciones transversales u (», ¢} de los puntos de la cuerda de sus posiciones
do oquilibrio obtenemos el problema de contorno

du a du
—fﬁi—=‘gx(zﬁ) para O<<z<C!, 0O<<i<<+vco, (1}
1 {0, ) estd acotado*), u (I, £ =0 para 0 << ¢ < 4 oo, (2)
w(z, 00 =f(x), uylr, 0)=F (2} para O<z<l, (3)

donde g es la aceleracién de la gravedad.
24, En el sistema de coordenadss, elegido del mismo modo que en el pro-
blema anterior, para determinar las vibraciones transversales u (z, £} de los

puntos de la cuerda desde la posicién de equilibrio obtenemos el problema de
contorno

2 a
%‘;=g.%(x—£)+umla para 0<z<l, O<t<+co, ()
w (0, ) estd acotada, w(l, t) =10 para 0 <t << 4 oo, (2)
iz 0)=7{=), ufe, O)=F(z) para O<z<l, (3)

donde g es la aceleracidn do la gravedad.

*) La exigencia de acotacién de & (0, #) ¥y de las desviaciones del extrema
libre es obvia. Esta exigencia es suficiente también desde el punto de vista
matemdtico, lo que se determina por la estructura de la ecuacién (1). Precisamens
te, calculando la energia de la cuerda vibrante, se puede como en el caso mis
simple de las vibraciones transversales de la cuerda demostrar la unicidad de la
solucidn del problema de contorne (1), (2), (3). i

g
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25, Empleamnos ol sistema de coordenadas cartesianas z0u, €] efe Oz de la
cual esti dirigido segiin la cuerda en su movimiento equilibrado y ol eje Ou es
perpendicular al plane del movimiento equilibrado, ademés el origen de coorde-
nadas coincide con el extremo libre de la euerda. Para determinar laz desviacio-
nes u (¢, ) delos puntos de Ja cuerda desde el plano del movimiento equilibrado
obtenemos el problemna de conlorno

At I
%:%é—z(ﬁ %) pora O=z<{, O<f<i+oo, {1)
u (0, t) estd acotada, wu(l, t)=0 para 0 <<t 4 oo, (2)
wiz, O =7(z), w (e O)=F(z) para O<z=<<l &)

Sobre la condicién de frontera para el extremo z = 0 véase Ja llamada a la res-
puesta al problema 23 del presente pardgrafo.

4. Probl que se red a i con ficientes di ti
Ly Lioe | -

Y pr afines [ g a trozos, factores concentrados)

26. El eje Oz estd dirigido a lo largo de la barra. En ol estado de equilibrio
el plano de unidn de los topes de las barras semiacotadas pasa por el origen do
coordenadas. u, (z, t) son las desviaciones lopgitudinales de los puntos de la
primera barra semiacotada, u, (x, £), de la segunda barra. Para determinar
iy (x, #) ¥ 1y (z, ¢) obtenemos el problema de contorno

a;;:‘=a'§% para —oco<<z=<(),
. ) para O=C#<< +4 oo, (1)
%y . Guy, 0
WZH,—T&;—! para O,
i 0
u (0, H=ug (0, 1), £l ® _p o0 B 0y gort<to, @
dz ax
uy (2, D) =f (). ﬂ%’?ﬂ:ﬁ(x} para —eo <<z <0, (3)
g (x, Ny =/ (2), ﬂ%:'—u)=-"’ (z) para 0O<<z< oo,
E B
g1 $om 2
g [ 2 [

Indicacién. La primera de las condiciones de conjugacién (2) si%nl!ica que
los topes de las barras semiacotadas todo el tiempo quedan unidas, la segunda
condicidn puede ser obtenida cuando Az — O de la ecuacién de movimiento que
express la segunda ley de Newlon para el elemento (— Az, Ax) de la barra com-
westi,

¥ 27. El eje Oz estd dirigido de la misina manera que en el problema anterior.
Para determinar das vibraciones transversales do los puntos de la barra obtene-
mos ¢l problemu de contorno

3 7
%Tag%=u para  —oo < £ <0,

a para O =<t<<+4oo, 1)
Ly
e

i
-+-a§%mﬂ para Q< x << 4-oo,
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uy (0, ty=u,y (0, 2), wyx (0, (}=ugy (U, t),
Eytypee (0, V=Faugese (0, 1), Eitypy (0, 1) = } para (<< { <<+ o, {2y
=Eatyeny (0, 1),
uyfz, M=f(x), wpler, =E(z) para —rco<<z<=10, :
g (@, 0)=f(2), at(z, O=F(z) para 0<z<+oo, }oo®
ai:% ] “%=ﬁ_:;" . (4}

28, El eje Oz y las funciones uy {z, {} ¥ uy (z, ¢} son elegidos de la misma
forma que en el problema 26. Para determinar u, (z, #) ¥ u, (x, 1) vchtenemos el
problema de contorno

A, 8%,
FTER R P
6’:;,:&1 %y
dis axt

para  —oo << z<<0),
para 0=t~ + o0, 1)

para 0 <<z <00,

" 5
4 (0, =ity (0,7, k24 ;‘r ) L é‘; D para 0<t<too, ()
i =@, 22V _po g —w<a<o,
(3)
uy (x, =14 (=}, 6&5?2)_;*, {z} para O<<zx<-o00,
(1) (2)
_ ] oy Py
aj=1I FOR ﬂg—"‘sT(&,;;'.

ky ¥ kg son los indices de adiabata gara el primero y segundo gases, pil' = pi
¥ @5, p¢* son la presién y la densidad del primero y segundo gases en ol estado
no perturbado.

Indicacidn. La segunda de las ceunciones do frontera se obtiene, empleando
las relaciones (1) ]y {3’} de la solucidn del probtema 4, de la igualdad de las
perturbaciones de la presion

U0, ) = p® (0, 1),

la cual a su vez se obtiene mediante el paso al limite de la ecuacion de movimien-
to, que expresa la segunda ley de Newton para el elemento (—Ax, Az) del gas,
en virlud de lu igualdad de las presiones no perturbadas pjl' = pi?'.

29, El eje Oz estd dirigide a lo large del canal, ademds el origen de coorde-
nadas 2 estd &uusto on ol plano donde ln seccién Lransversal varia do salto, Sean
la anchura y la profundidad*) del canal semincotado izquierdo m, ¥ hy respecti-
vamente y las del derecho, m, ¥ ky. Entonees para determinar los :lespllazamion-
tos longitudinales de las particulas del liquido y las desviaciones verticales do
la superficie libre del liquido con respecto al estado de equilibrio obtencmos ol
problema de contorno
Py Y

T L e R %, G + i

ATd — o0 =l ¥ < < t<-+00
P e, ), Oz, 0 # : ‘
a1t gl dz?

_d"} La profundidad medida desde la superficie no perturbada libre del li-
quido.
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(o) _, P
e

O (z, ) para O <z <<+4o0, O<<t<<+oo, 11

o, (2, ¢
i) ghy 'lag )
Wy (0, £y =mq (0, t), myhyEyq (0, £)=msho8yp (0, 1) para O<<t-<<+4eco, (2)
b (2, 0= (2), Bt () 0)=F (),
— 3
(2 O)= —hof’ (2), et (%, O)= —hyP' (2) } o —em<e<o, ©
b (2, 0)= (a), ut (%, 0)=F (2),

508 " ara 0 <<z <<+ oo, (3)
Mg {7, Q)= —hyf' (2), Mt {z, O=—hF" (2) } p (

Indicacién. La primera de las copdiciones de conjugacién (2) es consecuen-
cia de la suposicién sobre la continuidad de la presién en el liquido al paso por
la seccitn transversal x = 0, la segunda, exprosa la loy de conservacion de masa.
La primera de las condiciones (2% puede ser sustituida por la condicién

Iy (0, 8) = Raboy (0, 8) 4)
mediante la relacidn
My (@ ) = — hifie (= 1), M (7 0) = — holax {2, O (5)

Entonces ol pro‘blama de contorno para determinar §; (z, t} ¥ §; (=, ¢) se convier-
te independionte del problema de contorne para determinar 1, (z, #) ¥y 1, (=, 2).
Observemos, al fin, que las condiciones de conjugacién (2) [0 la segunda de las
condiciones (2) y la condicidn (4)] sélo aproximadamente describen el fend-
meno en el entorno de la seccién transversal z = 0, ya que las ambas se hasan
en la suposicién do quc los niveles de las secciones transversales —Az vy Az
para los I_5:1!;1:101509 Az se diferencian poco.

30. Los ejes de coordenadas y las [unciones caracterizantes son olejidos del
mismo modo que en el problema 26. Para la determinacién de u, (z, ) ¥ u, (x, t}
obtenemos el problema de contorno

Puy o, @y

<@ =9 —3gm pera —oo<zx<<(, 0<t <400, 1)

%ﬁs_:ag "’:;‘; para 0 <<z<-Fo0, 0 <<t <00, (1)
w0 H=ug (0, 9, W20 Dy Fa (0, D)

iy 6::56(2, 1‘)_}31 duy g;. 2] 4 (2)

upz, 0 =1(x), uy(z, 0)=F(x) para — oo <z<0, 3

ug (@ O)=f(a), uy(r, 0)=F(x) para O<z<+o. (8

Indicacién. La segunda do las condiciones de conjugacién (EL expresa la
segunda ley de Newton para la junta rigida de masa M. Véase también la indi-
cacién al problema 26 y la solucién del problema 32. o

31, El eje z esta dirigido segtin lu posicién rectilinea de equilibrio de la
barra, ademd4s el origen do coordenadas estd puesto en el plano de unién de los
topes de las barras semiacotadas®). Para determinar las desviaciones transver

*) Recordemos que segén la condicién del problema el espesor de la junta
rigida entre los topes unidos es despreciablemente pequefia.
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sales de los puntos de la barra de la posicién de equilibrio obtenemos el proble-
ma de conlorno

2 a

Py Bl 0 —w<z<o,

it Sy para O<If<Z4o0, (1)
-sz:}--l"ﬁi —5‘3-=0 Dz << 4 0o,

u (0, 1= ug (0, 1), Uy (0, t) = gy (0, 1),
Eqiiygy (0, ) = Eqltayy (0, £}¥),
Muyyy (0, ) = Muyy (0, 1) =
= LypJtygyx (0 £) — Epltigyry (0, 1),
uy (z, 0) = f(z), uyfx, O)=F (z} para — o0 <2< 0'} )

para 0 <t<C4 oo, (¥

vy (2, 0) =f(2), up(x, O)=F{z) para 0 <<z<<+ oo,

= —_—— ) Bl i (.
af= @3 025 " (4)
32, El eje Ox esta dirigido segin la barra de tal manera gue su oxtremo su-
perior tiene la abscisa = 0. Para determinar la desviacién longitudinal « (z, £}
de los puntos dc la barra obtenemos el problema de contorno

wy = aPuy, para O <z <<l 0<<f<<+ o0 1)
u(h, =0, -g-“u”- = —ESuy (I, )+Q@ para 0O<<t<<-t oo {2)
iz, =0 wufs, h=0 pra O<z<lL (3

Solucién, Nos detenemos en la deduceién de la segunda de las condiciunes
de frentera {2). Escribiremos la ecuacién que expresa en las proyecciones sobiro
el eje Ox la segunda loy de Newton para el
cuerpo que consta del peso @ y el elemento
(I — Az, ) de la barra. Tendremos (fig. 20): g

( Q +ps a'.\'z) ugy (2o, t)=—ESuy ({— bz,

3
t)+¢
donde z. es la abscisa (de Lagrange) del
centro de masa del cuerpo en estudio. Pasan- 4 *
do] al limite cuando Az — 0, obtendremos =1 15 L4
de esta ecuacién la condicién de frontera T / /
Ly (20 )= —ESug (1 040

g

a

Pero ya que el peso (@ se considera rigido K #

(no deformable), entonces todes sus pun-

tos obtendrin iguales aceleraciones longi- Fig. 20

tudinalés durante las vibraciones longi-

tudinales de la barra, por eso em la ultima relacién se puede sustituir z.
por Z, entonces obtendremos la segunda de las condiciones de ?mnt.em (2}

*) Esta condicién de conjugacién expresa la igualdad de los momentos de
flexién que se deduce de la suposicién de que las secciones transvorsales no
giran. Para més detalles sobre esto véase [26].
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33. Tl eje Oz estd dirigido horizontalmente y por lo tanto es paralelo a la
posicion no tensa de la barra, tomada por la posicion de cquilibrio, Para deter-
minar las desviaciones transversales (Fz 1) d‘e los puntos de la burra desdo sus
posiciones de cquilibrio obtenemuos el problema de contorno

Py, Hu o
5 --a o= =0 para O<z<{, 0<{<<- 00, )
w0, ) =u, (0, =0, wull =10
Lol 0= Blue (1, ) pma 0t <t ()

wile, 0)=7f(x), us (z, OV = F(z) para O <z I

{ndicacion. La igualdad wuy, (I, £) = 0 expresa la igualdad a cero del mo-
menty de flexion que s consecuencia de 1n suposicidn de que las secciones trans-
versales de la barra no giran*) (véase la deduceidn de las condiciones de frontera
en e] problema 9). La ultima de las condiciones de frontera (2) expresa la se-
gunda ley de Newton en lag proyeeciones sobre ¢f oje Ouw para ¢l peso ¢, fijado al
extreme de la barra.

34, Eleje Oz esté dirigido segin la barra, su origen se encuentra sobre el cje
de rotacién ¥ coincide eon ¢l comienzo de la harra. Para determinar las desvia-
ciones longitudinales u (z, ¢) de los puntos do In barra obtenemos el problema
de contorno

9% . u = X "
SE =0 —G—I—f‘-}-w (xu) para O<a<<i, O<<!<-}-oo, (1}

donde o = "r-:, E es ¢l mbdulo de elasticidad y p, 1a densidad de masa de la
barra,

v =0 Lue @, =L ot iu, o)
—ESuy(f, 1) parea 0<t<<1 oo, (2)
wix, 0) = f(2), wyle,0)=#(x) para O<<z<l )

35, El eje Oz esti dirigido del misino mode que en ¢l preblema anterior,
Para delerminar Jas desviaciones longitudinales de los puntos de la barra obte-
nemos el problema de contorno

d*u , 0%u
—f
ar* Jir®

mw? (2= u)+g'c05( i a a‘f-l—q‘-,,]
i}

para O<x=<<l, O<<{=<+oo, (1)

dende a* tiene el mjsme sentide gue en el problema anterior y g ¢s el dngulo,
en el momente de tiempoe ¢ = @, entre la barra y la direccion verlical abajo,
¢

u (0, £)=0, %uu ( t]:%m’ [l t)]+()cas(j wd¢+.,.oj_
(1]

—ESuy(l, t) para O =<t<<-oc, (2)
wiz, 0) = f(x), wy(x,0)=F(x) para U<Cax<l (3)

*) Véase tumbién la ilumada al problema 8.
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36. El eje Oz eslda dirigido segim la barra; Ja roldana con el momento de
inercin kg tiene la abscisa = = 0, la roldana con cl momento de inercia &,, in-
sertada entre los dos cilindros, ticne la abscisa = = {, al lin la roldana con el
momento de inercia k; tiene la abscisa z = 2. Para determinar los dngulos de
giro de las secciones transversales de los cilindros obtenemos el problema do
contorno

a6, %,

s —al—om pama Ozl 0<t<4oo, (%))
it 2
';?:=a'-ii—f; para  l<<z<<2l, O<<t<<+oo, (1
&0, (0, ) . . 80, {0, &)
ky ;‘2 =G0y ’(,m . )
a0 (LY, P01, 8 I
b BBy, 200 0

para O<<i<Coe, (2)

o 08, (1 1) a0, (1, 1)
=G et g, Bl
20, (21, ¢ a0, (21, ¢
k, {3 Sér‘ )___62‘,2 2;; )
6 (2, O=/(2), Oy(z, 0)=F(z) para O<z<l, } @
Ogfz, Oy=f (), Oyfx, Y=F(2) para I<az<2l,
a‘{:—ﬂl"’l a::-v-a—g e (3

ky ? By ?

donde G, Jy, &y ¥ Gy, Jo, Ky son el médulo de desplazamicnto, el momento
polar egeométricon de inercia de la seceidn transversal y el momonto de inercia
de la unidad de longilud para el primer cilindro y correspondientemonte para
el segundo cilindro *).

37. El ¢jo Oz concide con la posicién de equilibrio de la cuerda. l'ara
determinar las desviaciones transversales u (z, £) de los puntos de la cuerda
obtenemos el problema de contorno

9%y Fuy

‘—Lﬁnl—=¢“‘-5—-§-— paru —oo = x =1,
o para 0=t =<-+oe, (1)
—--—-a g gn Ty arn 0<<x<<--c0
o ¢ P !
up (0, ) = ua (0, 1), Touay (0, 1) — Toup, (0, )+ F () = O
para (<< { < o0, (2}
by (x, 0) =7 (z), wy{x,0) =g para —co<Cz=<0, (3)
Uy (@, 0) = f (), gy (2, 0)= g (z) para O<z<<4oo. (3)

i‘:i ?} punto de aplicacién de la [uerza so desplaza a lo large de la cuerda segin
a ley

z==p () para O <{<I+o0, ¢(0) =0, (4}
enlonces las condiciones do conjugacion tomarin la forma
uy [y (1), tl=ug (9 (2), t], Tottax [ (1), t]=—
—Touge lp(t), {14 F (t)=0 para Q< t-<-oo.

*) Compirese con la respuosta al problema 3.
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38. El eje Oz esti sistuado igual gue en el problema anterior:
1y M,y

W—-{-a“ FP =0 para —co<z<0, 0<t<4ro, (1)

Pir p 2 240 pam O<z<too, 0<t<too, (1)
wy (0, 8 = uy {0, 8),  ugy (0, ) = oy (0, 1), Uy (0, 8) = Ugyye (0, 1), @
ETt e (0, 8) — Edtiggen (0,8 + F (=10 para 0 <t << oo,
uy (@, 0) = f(z), gy (r,0)=g(z) para —oo<<z<<O, @)
ug iz, 0) =7 (2), g 0)=g(z) para 0 <z < oo, 39
Si el punlo de aplicacion de la fuerza se desplaza a lo large de la barra segin
laley x=¢() para O0<i<<+4ow, ¢{0)=0, (4)

entonces las condiciones de conjugacién (2) tomardn la forma
w e (), = lg (0, {],  wile @), 1= uplp@),
Bixa [ (2). t]=Ugxx 7 (1), 2],
FT by L (@), 1] — Edugeae [p (8}, 1 + F () =0 para 0 <<t << +o0.
39, El eje Ox esta dirigido segiin el tubo, ademas el origen del eje esta puesto
en el comienzo del tubo, donde estd colocado el pistén. Para determinar las

desviaciones longitudinales u (x, t) de las particulas de gas obtenemos ol proble-
ma de contorno

gy = a®uy, para 0 << << oo, 0 =t < oo, (1)
Mugy (0, 8) = —Skpous (0, ) — k*uq (0, 8) — k**u (0, #), @)
wilr,0) =j(z), wupiz,0)=F(z) para O <<z < -oo. (3

Indicacién. La condicién do frontera (2) expresa la segunda lay de Newton
para el pistén *).

40. El eje Oz coincide con la posicién de equilibrio de la cuerda, la bola
de masa M tiene la abscisa r = (. [Para determinar las vibraciones transver-
sales u (x, ¢} de los puntog de la cuerda deade la posicién de equilibrio obtene-
mos ¢l problema de econtorno

Uyp = gy, par8  —oo <<z << 0, 0 < << oo, [£1)]
app = @%Mgy, para 0 < x < Foo, G <<t < ro, {t")
uy (U 8 = uy (0, 1), Mugyy (0, 8) = Mugyy (0, 8) =
= Toutgy (0, 1) — Tottgy (0, ) — kuy (0, £) =
= Touge (0, ) = Tomy O, 8) — kug (0, 0, (2)
(2,00 = flz}, wyl(x,0)=F(z) para —oo <<zl &])
uy (2, 0) = f (x), ug(z,0)=F(z) para 0 << & << 400, (39

51 la bola experimenta la resistencia proporcicnal u la velocidad, entonces en
vez de la segunda de las condiciones de conjugacion (2) se obtiene la condicidén
de conjugacidén

Muygg (0, t) = Mugy (0, 8) = Tougy (0, £} — Tougy (0, 1) —
— kg (0, 1) = K*uyy (Q, 1) = Touay (0, ) — Touye (U, 1) —
= kuy (0, 1) — k¥ugy (0,8) para 0 << ¢ << oo,

*) Compérese con los razonumicntos al deducir la tercera condicién de
frontera en la solucion del problema 4.
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41, Como coordenada z del punto dol cable se toma la distancia, segin el
cable, de este punto desde el extremo gue cstd puesto a tierra por la resistencia
concentrada. Para determinar la tensién v {z, #) y la intensidad i (z, ¢) de
la corriente en &l cable obtenemos el problema de contorno

ve T+ Lig =0, iy Cvy=0 para O<z<l 0<<t< +oo, 1)

—u(l, &) = Rei {0, t), Couy(l,ty=1i(l, 1) para 0 <t < oo, (2)
vz, Y =f(=), iz 0)=¢(x) para O0<z<l @)

6
vy = a*vy,  para 0 <z <<, 0t < foo, (1)
Rovy (0, 8) = Luy (0, 8), LCouy (L, &) = —u, (I, 1) para 0 <<t < 400, (27)
vz, O=f(z)}, wy{z, 0)= —%lp’ () para O<<z<1l (3")

9
Iy = %, para O <<z<l, 0<<t< oo, (1"

i (0, 8) = CRyty; (0,8, Colpe (L, )+ CL(, 1) =0 para 0<<t< +oo, (2%
iz, =g (x), iz, O0= -—% [ () para O<<z<{, 37

1
Ch *
Indicacidn. Las ecuaciones diferonciales i‘l) se obtienen de las ecuaciones

diferenciales (1) y (2) de la respuesta al problema 19 cuande R = G = 0. Las
condiciones de frontera (2) se obtienen de la relacién

a¥=

~ ~ di 1

Av=Ryi-+ L, -?i?“{-T S idt, {4)
C‘

mediante la cual se determina la caida de la tensién Av al pasar por la resisten~

cia :‘-i'n, la autoinducecidn ﬁ, v la capacidad E,, todas concentradas y concctadas
en serie. Asi, por ejemplo, para el extremo x = 0 del cable tenemos

0—wv(0,2) = Rei (0, 1) gpara 0 <<¢ << oo, {5)

donde 0 — v {0, 1) sigﬁniﬁca la diferencia entre los potenciales de la tierra y del
extremo del cable (el potencial de la tierra se toma igual a cero).

Las ecuaciones (1"} y (17) se obtienen de las ecuaciones (1) mediante la oli-
minacién correspondientemente de las funciones i éz, t) y v (x, t}. Las condi-
ciones de frontera (2°) ¥ (27) se obtienen de las condiciones de frontera (2) me-
diante las geuaciones (1). Las condiciones iniciales {3') y (3") se obtienen de las
condiciones iniciales (3) mediante la ccuacidn (1).

42, Como coordenada z dol punto del cable se toma la distancia, segin
ol cable, de esto punto desde el extremo gue estd puesto a tierra por la autoin-
duccién concentrada L(}). Para determinar v (z, t) ¥ i (z, t) obtenemos el pro-
blema de contorno

et Liy =0, i+ Cvy=0 para 0<<z<<l, 0 <t<< oo, (1)
—p (0, 1) = LQPiy (0,1, v, ) —E ()= Lu (1) para 0<<?<<+oo,

@
viz, 0) = f(z), i(z,0) = () para O<z<l (3)
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0
vy = a'uy, parh O <<z <<, 0 <<t < oo, (1"
Lo (0, 1) — Le (0, 8) = 0, LGw, {1, t) +
+ Lyl ty=LE({f) pura 0=t +oo, (27

1
v(z, O)=F(a), vi(x O)=——7¢ () para O<z<l 3"
¥
i = a%y, para D<z<l 0<t< 4o, (1)
CLQ (0, 1) = i (0, 8), CLPi, (1,8 +
+ i (I, ) = —CE' (1) para (=<t < Soo, (2")
ilr, =g (), [z U)a=-%f’ (x) para O=<Sz<1, (3")

Indicacisn, Véase la indicacion al problema 41.

48. Comgo coordenada z dol punio del cablo se toma la distancia, segin
el cahle, desde uno de los extremos del cable hasta este punto, Para determinar
v{x, ) ¢ i (x, t) obtenemos el problema de contorno

vy +Lip + Ri=0, i+ G+ Gr=10 para 0 <<z="1,0<1t=< 400,

1)
—o (), )= RPi(0, 1, e, H=RDi{, ) para 0<t= 4o, (2
vie, 0)=fix), i{r,0)=q ) para 0<z<! ()
0
Uy = CLvyy + (CR 4- GL) v; + GRy para O <o <1, 0<i< oo, (1))
v 0, =g 11 0, =g 0 0, D=0,
in, R para 0 <<i<< 40, (2)
ba (b vl O+ g v (L =0
) 0

vix, O=Ff(x), (=, 0)-—-:-G‘r—m(~.i’(ﬂ para Q=< 3
tox=CLiy--(CA4-GLY;4+-GR; para O<<z<l, O0<<t<=-to0, (19
i (0, §)—CR§VE (0, 1)—GREVE(0, 1)=0,
e ll, H+CREPL U, HHGREPIL, £)=0
— Ry (2)—{' (=)
L

} para (<t < o0, (2%

ifr, =g {x), i {r, 0)= para O<<z <[, {3

44, El sistemna de coordenadas es elegido del mismo modo que en el proble-
ma anterior. Para deterninar v (x, ¢) e i (z, t) obtenemos el problema de con-
Lorno

e+ Lip + Ri=10, i, +Cuoy~+Guv=0 para 0 <<x <<l 0<?<-too,{l)
— v (0, ty=L§" (0, )4 152140, 1),

o, =L (I, )=REPi{, t)

vig, )= f(z), i(xz,0)=09(zx) pua O<az<<l (3)

} para O <Zt < 4 o0, 2)
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Para determinar v (z, ), al cumplirse las condiciones R} — BRI = 0
¥ RGL — RLG = 0, vbtenemos el problema de contorno
vpx=CLoy 4 (CRH-GL)vy+GRy  para O<<ax<<l, O0<<i<< oo, (1)
L§Yu, (0, t)— Le (0, 1) =0,
L§'w, (1, )4 Lu(l, t)=0
—Gj (z)—~¢' (2)
4

para O <<t << -}-oo, (2"}

vz, Oh=f(z) vz, O= para  0<<z <<l )

45, El origen de las coordenadas O estd puesto en el Jugar de wnion do los
cables semiacotados. Como coordenada x del punto del cable se toma la distan-
<ia, segln el cable, desde el origen de las coordenadas @ hasta este punto.

Para determinar v {z, t) ¢ i (z, {) obtenemos el problema de contorno

Vg = Loty + Baty = 0, gy + Gy + Gy = 0
para  —eo <<z <0 0<t< 4o
Vgt Loigy + Hoig = 0, dag 4 Cougy + Gy = 0
para 0 <& << 400, 0 << << o0,
P00, =1, (0, 1),

1 i
03 0, —pat (0, == 110, )= 7= 130, 1 } W Wi

nln0)=fh 0 =g( pwra —oo<z<<l,
vy (e, 0) =f (), iy(r,0)=@{z) para 0 <2< +too.

Para determinar la intensidad de la corriente ¢n la suposicién de que
G, == G, = ( obtenemos ¢l problema de contorno

e = Crlaiype + Cilffylyy para. —oo <z <0, 0 <t < oo,
g = Calalayy 4 CaRglyy  para 0 <Cz << 400, 0 <<t << +oo,

, 1
4 (0, f=1,(0, 1), T, b= {4, U—C—efzx 0, )=

1
=C—i1(0, t) para 0<<t<< 400,
0

iy (z, 0)___41—"’("’)_!_'(31

iy {z, O)=q(z), i para  —oco <<z <0,
1

iy (z, =g (2), ig(z, 0)=Lﬂ'(ﬁ_——!ﬂ para D<<z< 4 oo,

46, El sistema de coordenadas y las ecuaciones difereneiales son los mismos
que en el probloma 45. Las condiciones de conjugacién tienen In ferma
(0, ) = i (0, 8), v2 (0, &) — 2y (0, 1) = Roiy (0, 2) = Roly (0, 1)
pata 0 =¢ < 400
o si la fuga no existe

1
B0 D=3 0. 0. 7 tix0, D=7 10 (0, D= alye 0, 1),
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47, El sistema de coordenadas es olegido como sicmpre. Para determinar
vz, t) e i (z, t) obtenemos el problema de contorno

ved-Lig+Ri=0, i,4Cr-+Gv=0 para [0<<z<l, 0<<t< 400, (1)
w1 (0, ¢) v (0, t)

ng =it (0, &),
o U;(: N para 0 <<t < 400, @)
Covge (4, )+ Lg"-“ =i, 1)
v(z, 0)=7(x), iz, h)=w(x) para Ozl (3)

48. Como coordenada x dol punto en ol cable tomaremos la distancia desde
el punto medie ¢ del cable hasta ¢l punto on estudio que se mide segim el cable
cu ¢l cual estén establecidas las dirccciones positiva ¥ negativa de movimiento.
El sistema de ecuacioncs telegrificas y las condiciones iniciales so escriben
como siempre, Las condiciones de conjugacién toman la forma

v (=L 8}~ v (L £) = Loiy (—1, §) = Loty (0, &), ()
vi—=l,80—v(l, )= Re (=1, 1) =Ry (I, 1), 2)
vl—1, H—ue(l, :J=ci. i, c}=%i(—z. 8). @)

5. Semejanza de los problemas de conterno

En vez de introduccién a las soluciones de los problemas de este punto
se da la solucién detallada del problema 49 con el cual comienza este punto.

49. 8i por la funcién que caracteriza las oscilaciones longitudinales de la
barra 0 < 2" < I" se toma p (2", ") = —p (2", ¢), donde p (z", t") o5 la
tensién en la seccidn transversal, marcada con la abscisa z” (la seccién se doter-
mink igual que en ¢l problema 1 del presente pardgrafo), entonces ¢l proble-
ma (I1) sobre lag oscilaciones longitudinales de la barra, un extremo de la cual
(" =0} estd libre y ol otro (z" = I") estd fijo inmévilmente, se formula del
siguiente modo

Pprge=8" o0y 02" <<l, 01 << 4 o0, n*%:-‘%-,
PO, =7 (7, t9=0, B <’ <({+ o0, (1
P, O)=wp (=), Py (=", O=vp ("), D<2"<I"
5i por la funcién que caracteriza las oscilaciones eléctricas en el cable 0.<z'<C
< U, con la fugn y la resistencia despreciablemente }paq_ueﬁos,‘ se toma la
tension eléetrica v (z', ¢'), entonces ol problema xgl} sobre las oscilaciones eléetri-
cas ¢n el cable, un extremo del cual (' = 0) esta puesto a ticrra y el otro (' =
= [') estd aislado, se formula del signiente modo
ppp=aw .., O0<z'<l', 0<<t' << +4oo,
v(0 t)=u, (', t')=0, O0<t <400, n
vz, W=, ('), v (e, =y, (z'), O0<a' <l'.

Tl problema (I} es andlogo al problema (1I}. Para que el problema (I) sea
some jante ul problema (I1) con dados coeficientes de semejanza k., &, &, es



Il. Ecuaclones de tipo hiperbdlico 127

necesario y suficiente que se cumplan las relaciones

r
2

a't= _I:.’_ a"e, (2}
kn

4
o il "
o (=) =kuPp (), Vol#) =T Vp(x) prra &'=kut', 02 <L ()

Solucisn. Demostremos que las condiciones (1), (2) y (3) son necesarias
y suficientes.
Primeramente domostraremos la necesided. Sea

¥ {z', f) = ku; (=", “) para E kﬂ.“’“! o= J]‘I!"!
ademds (z°, t') recorre Dy [0 = 2" << I', 0 =< ¢' =< 400/, cuando (2", ") recorre
Dip{0<<z" << 1", 0 << t" << +4oo]. Entonces ¢n sepunida obtenemos que ' =
= k,l", es decir, la condicién (1) so cumple. De la igualdad v {z’, t') =k p (", (")
efectuando la derivacidn respecto a ¢, ochtenmemos vy (&, #') = JTE F,- {Cufly P
t

por eso para ¢’ = t" = { ze cumplirdn las ipualdades

= T e
v’y O)=4kup (z", 0), vy (2, U)z—;;‘— Pee (2%, ), D2, 14)

es decir, la condicién [3) se cumplird.
Derivando la igualdad

vy 1) = lyp (2", )

con respecto a 2" ¥y ¢ y empleando las igualdades ' = k", t' = k" obtenc-
mos

, 8% atp a% a%p
kfnw=ku e ki —a-'x,—lszu Froat 1)
Dado que la funeién p(z", ¢") debe satisfacer la ecuaci6n ﬂ-— "2 Ll
q PiF, F I R T
entonces, por consiguiente, debe cumplirse la igualdad
8% atp ap . %D
k?—a-?"g-—-kiﬂwz Jz'2 =.fl'-u (—‘F—az—az;-z—) =0.
Por consigulente, v (', ¢) es no stlo la solucitn de la ecuacién
a .. G
T = gy (3
sino también ]a solucién de la ecuacidn
aw kLo _
S TRt pdiater » o (%)

i
Sustrayendo (6) do (5), oblenemos

K s
. X 24
(w2—gr =) =0,
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lo que es posible sélo cuando
@'t = g™, (7}
&y

ya fque cuando

Py
P o )
cmpleando In ecuacion ¥ las condiciones iniciales (1), obtenemos que v =0,
pero esto es imposible para @, (z’) ¥ 1, (z’) diferentes del cero idéntico. Por
consiguiente, (8) es imposible, entonces tiene lugar (7), es decir, la condicion
(2} se cumple.
Tistudioremos ahora la suficiencie. Pasaremos a las magnitudes adimen-
sionales €, 7, U en los problemas de contorno (I) y (II}, empleando lus formulas

7= 1’&\ = 1T, = "'IIU (5' t)? == i‘EI 1= I;“E, ; = ;oU(§| T),

donie las constantes 2] v 17 tienen la dimensién de tiempo y v, ¥ py, correspon-
dientemente Ja dimensién de v y p, ademis cstas constantes estén clegidas de
modo e

I [
=k =k ©
o a
Becordaremos gue ademds se cumple la relacién
li’
be=—7r. 1)

Los problemas do contorne (I) y (II) temarin correspomlientemente la forna

7 12 QR
=';'Ls“”" ;Ez v D=B<1,0<t<C+00,

dr®
G, =0, U1, =0, 0<t< oo ("
, 1 A . t . o
U (&, D=—qu (", &), Usl&, 0)=-;,;’—‘I-‘»UE). 0<g<<i,
L A
25 g 2rr
%:%aaa ';; v i<t 0<<T< F 00,
740, T)=0, L‘&“t =0, O0<t<-oo, (1)
LTLE, f!}:;tppt!"ﬂ‘ e (3 *")zr?"‘l”p ("), O0<i<i.
By o
De (11, (2) ¥ (9) resulta gue
I ]

De (1), (9 y (3) resulta que
1 1 i t > i 4
T == (B, B =-vp (), 0<E<I
Yo Po Yo Po
De esta forma cn los problemas (I} y (11) las ecuacicnes, condiciones iniciales

¥ de frontera coinciden idénticamente, por consigmiento (en virtud del teorema
de unicidad) coinciden también sus soluciones,
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De esta manera

1
LeE, t]-_——u—-u{r’, t'= pixT, 1Yy para @ =lhyrt, ¢ =l
o

s~

es decir,
e, ') =kyp (2", 1) para 2’ = k", V' = k4",

que es lo que queriamos demostrar,

Nota. Se podia elegirse de otro mode las funciones: 1) que caractoriza las
vibraciones longitudinales do la barra eldstica ¥ 2) que caracteriza las oscila-
ciones cléctricas en el cable. Por ¢jemplo, se puede tomar el desplazamiento
longitudinal de las secciones transversales y la intensidad de la corrionte eléctri-
ca en el cable o escoger de otro modo sélo una de estas funciones ¥ duejar la otra
sin cambio, es decir, se puede interpretar un proceso por el otro de diferentes
medos, eligiendo las mds apropiadas analogias.

50, Como funcidon que caracteriza las vibraciones longitudisales de la barra
02" <" se tomd el desplazamiento de las secciones transversales de la
barra u (z", t").

a) 8i un extremoe de la barra (2" = 0) estd (ijo rigidnmeulu’jv el olro (z" =
= 1"} esta fijo clisticamente, entonces para delerminar b (27, ) obtenemos el
problema de contorno

U=y D" 17, O (" << 400, a”*:%,
u(0, )y=0, Eu_. (' t")+ku(l’, t")=0, 0 "< o0, (11a)
w(z”, M)y=q, (=), Hiw (", M=y (z7), Oz <I"

Si como funcién gue caracteriza las oscilaciones eoléctricas en el cable

0 < z' < I' con la resistencia y la fuga despreciablemente pequefias se toma la

tensitn eléctrica y si un extremo del cable (2 = 0) cstd puesto a tierra directa-

mente ¥ ¢l otro (' = I'), por la autoinduccién concentrada, entonces para la

determinacién de la tension v (z', t') en el cable ohtenemos el problema de
contorno

vppe=a'tv ., Oz’ <l 0<t' < 40, a"zz—-}—-

donde € es la capacidad de la vnidad de longitud del cable y £, la autoinduc-
cién de la unidad de longitud del cable

L

0, ¢')=0, Ll e —u({l', t')=0 L y

0 (0, t) v (U'y E) )=0, 0<t'<+o } i
(', 0=y (), vy (e, =1y (z), O<z' i

El problema (la) es anélufo al problema (I1a). Para que el problema (Ia) sea

samejante al ¥m_blema (1a) con los coeficientes de semejanza ky, kyy Ky es
necesario ¥ suficiente que se enmplan las relaciones

ka= ‘IT’ (1a)

K
a't= -—’;_-;— a"t, (2a)

L k
ka—°=T s (3a)

B—-Do41
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Py (‘T'} __“ku”f—u. I_-"‘-"l‘

& =
Ty (x']"—‘_ﬁ Yy (27, (4n)
=kex', O<<z"=<I".

b) Si un extremo de Ja barra (=" = 0) osté libre y el olro (z" = 1"} experi-
menta da resistencia proporcional a la velocidad, entonces el problema de con-
torno para determivar los desplazamicntos longitudinales » (2", t”) de los
puntos de la barra tiene }a forma

W o == 02U oy O " < 1", O=<<t'<< +0o0,
o (0, ) =0, Bu. (% ") -7 (1% t)=0, 0=t 4o, {11b)
u (z%, 0) =@y (27), Uy (=", 0):1|3u (=", V2" <<1"

Aqui r significa ¢l coeficiente de resistencia al rozamiento, 5i un extremo del
cahle (' = 0) estd puesto a tierra directamente y el otro (' = U} esta puesto
a tierra por la resistencia concentrada Ry, entences, suponiendo que la resisten-
cia del cable y la fnga del cable son iguales u cero, para determinar la intensidad
de la corriente ¢ (x', t') obtensmos el problema de contorno

1
R T 0z’ <i', 0=t <<-o0,
1 (0 £Y=0, by (' 1) CRby (I, ¥)=0, O< "< oo, {1b)

x

P, O=g;(z"), ipr, O=0;(z"), 0=z <!

. sl
I‘-‘: =a

El problema (Ib) es snalogo al problema (L1b). Para que ¢l problema (Ib) sea
semejante al problema (IIb) con Yos coeficientes de somejanza k., ky Ky, €8
pecesario v suficiente gque se complan las relaciones

b= (1h)

o k; e q'b
a-—rﬁa 7 (2h)

LR (3b)

oy =T

i (2 =kuQu ("), W (=')=i—: fu (@), F=ke’s 0" <Il.  (4b)
¢) Si un extremo de la barra (z° = 0) pstd fijo elasticamente y el otro

(z" = I") so mueve segin la ley dada, entonces tenemos

W =@ Uy Oz 1", 0=t <Aoo,

Eu, (0, ") —ku (0, t)=0y u (1" =0y (t"), 0<t'<< 4o, (ITe)

w(z®, 0) =gy (=), up & =Py (@), O<a"<i%

Si un oxtremo del cable {z" = 0) esté puesto a tierra por la autoinduccion con-

centrada Lo y al otro (&' = ') estd aplicada la fuerza electromotriz w, (')
entonces para Ja determinacién de la tension eléctrica en el cable obtenemos e



1. Ecuaciones de tipo hiperbdlico 131

problema de contorno
Vpp=a" e, 0=z <, 0<U < -fco,
Lop (0, ') —Lo (0, t)=0, v(I', t)=w,it"), O<i <o,

(le)
vlz') =0, (z'), vy (2% ) ="n tx'), U=z el

El problema (lc) es andlogo ul problema (1Te). Para que el problema (lc) sea
semejante al #mblema (Lle) con los coeficientes de semejanza &y, &y, ky,, es
necesario y suficiente que se cumplan las relaciones (1a), (2a), (3a, (4a) (véase
més arriba) y la relacién

W, (1) = Ry, (1), ' =kt", 0<<t"<<+4noa,

Indicacign. El problema se resuelve andlogamente que el anterior.

51. 8i un extremo del eable (" = 0) ¢std puesto a tierra por la resistencia
concentrada £, y el otro extremo (z” = 1) cstd puesto a tierra por la capacidad
concentrada €, entonces parn determinar Ia tensién en el cable con Sa fuga
despreciablemente peguefin obtenemos ¢l problema de contorno

[ v
P = 8" vy u'*:-cT, Nz’ <, 0<<t'e Lo, ]

R (0, 1V —Lu (0, 17) =0, LC . (1" ") v, 87, 17) =0, (11a)
L
v, 0 =qp{z"), tp (2, O)=yp(s), O<<2"</, J

¥ para determinar la intensidad de la corriente, el problema de contorno
fyrpr=a"2,, . O<<z"<<l". 0<<1"<C4oo,

fem (0, ") =CRoip (0, ")=0 Coi . (17, ") Ci (0", 1") =0, (1b)
e
P, D) =qy(z"), ip (@, 0)=¥; (2"}, Oz’ <.

: s z' = 0) que realiza las vibraciones torsiona-
les so aplica un momento torsional frenante (debido & una fuerza de rozamiento)
proporcional a la velocidad angular, y al otro (z' = ') est4 puesta la roldana
con el momento axial de inercia kg, entonces Jxarn determinar los dngules de

rotacién § (2, ¢') de las secciones transversales de la barra obtenemos proble-
ma de contorno

Si ul extremo del cilindro elastico }

8, =00, O<z'<l, 0<t <<+oo,

GJB,, (0, t')—reby (0, ') =0, ko8, (£, U)-6J8, (1, )=0, o
i)

<<t < 4 o0, \

0@, O=qg(z'), O, (=, O)=vpy(z'), O<z' <</,

donde ™ = =Y los valores G, J, k tienen el mismo sentido que en la respuesta
al problema 3.

. & al extremo del cilindro ' = 0, el cual realiza las vibraciones torsionales,
estd aplicado el momento torsional frenante proporcional a la velocidad ADgu-
lar, y el otro extremo =* = 1’ estd [ijo eldsticomente, entonces para la determi-
9.
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nacidn de 8 (z’, t') obtenemos el problema de contorno
Opp=a_,,., O0<z'<l, 0<t <o,
GJO,. (0, t')—rgB, (0, ') =0, GJO. (I, )+ H 0, £)=0,
0t < 400,
B(z', 0)=¢0 (z'), O, (=, O=10(z), O<z'<I.

(1b)

El gmblema (Ia) es andlogo al problema (Ila). El problema (Ib) es anélogo al
problema (1Ib). Para que el problema (la) sea semejante al problema (Ila)
con los coeficientes de semejanza k., k;, k, es necesario y suficiente que se
cumplan las relaciones

v
k= s ()
1
= @
Ry ke L
TR TR 2
Gs K 1
L 4
kq Fx LCy ? @)
o (27 = kyfy (27,
- )
Yo (27)= k‘: Wy (27), (5)

ek, O0=2"<l’

Para que ¢l problema (Ib} sen semejante al problema (IIb) con los coeficientes
de semcjanza ky, kg, Ky, 0s necesario y suficiente que s¢ cumplan las relaciones
analogas a la (1), (2), (5) y las relaciones

Tu kx u, ¢
B o haigre

Indicacién. Véase la solucién 49.

§ 2. Método de propagacién de las ondas
(método de d’Alembert)

1. Problemas para una cuerda infinita

Las soluciones de los problemas de contorno de este punto que tienen la
forma

wyp = n’-un' —o0 << 1 << 400, 0 <<t << oo, (1‘)
wlr, 0y = q@(2), uylz,0=1y@) —oo<z<-oo, 2
se hallan segin la formula de d’Alembert
2tat
—at t i
u(e, n=2E=042CEFD | 2 [ g an @

x—at
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B
5 =0
2
,” B~
— G2 N 2
- 14 14
a
i =
- t’w
: %
T ‘:L T
174
L4 (L.
I - zd
Z S
/ T \ Z
-G [/ c
I
=4c
L fimiE
LA
T I e s
_ZI‘. T T I_Ic Ll T Ll g T ¥ T lc T T T zll‘-‘
I
- p=5C
a
L *
/\ 2/\ el
2¢ -C ¢ ac
Fig. 21

52. En el problema que se estudis ¥ (x) = 0, por eso

u(z, t)=

Pla—at)+p(ztat) 1
Pl

1
7 ¢ (@—at)+ 5z tat),

donde ¢ (z) estd dada gréficamente en el plantcamicnto del problema.
Las ondas directa y inversa 5@ {(xt—at) y 5¢ {z + at) en el momento

inicial ¢ = 0 coinciden, teniendo

el valor igual a-;- P ().

133

(&)
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Durante el tiempo ¢ (¢ = 0) la grifica de ln onda directa se desplaza sin
deformacién a la derecha a la distancia af y lu grifica de la onda inversa se
desplaza a la izquierda a at. Sumando las graficas de las ondas direeta e inversa
en los momentos de tiempo ¢4, t,, ..., obtenemos el perlil do la cuerda en
estos momontos de tiempo. Més arriba (fig. 21) se da ¢l perfil de la enerda para

los momentos t, = L—T, k=40,1,2 3,5

4a
33. a)
T, A q'-(:r--a-‘!-.i-q:{x+au Y )
donde
o, —00 < X < —¢,
. b x%
i (z)= kl_i—c—!J' —e<<T<e, 2
0, ¢ <Ix < 00,

Para obtener las [6rmulas exigidas en la condicién del problema estudiaremos
la particién del plano de fases (x, ¢} por las caracteristicas de la ecuacion (1),

¢4

7.0+ /4
a
< t=5% /
\jﬁ? T=c+al__t=const_

i z.

-z 0| @=const ¢

Fig. 22

trazadas de los extromos del intervalo (—e¢, ¢} en que el desplazamiento inieial
es diferente de cero (fig. 22).

p  Duaremos primeramente las formulas que determinan el perfil de la cuerda
cuando ¢t = const, limitindonos u dos casos caracteristicos:

[ [
Uét{? y —c-<.‘.!<:—}—oo.

St =const, 0 < (=< E. entonces para x, que varia mondtonamente

desde —oo hasta oo, ol punto (z, ¢) del plano de [ases recorre sucesivamente
las regiones 1,3EV, II, VI, III
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De esta manera cuando 0 < ¢ << 2 el perfil de la cuerda se determina por

las relaciones
0, — o0 <1 < —f—at,

) 2 -
?‘[1—(’—‘;‘-‘&} —e—al <z << —eat,

2 272
u iz, t)= Fe[{-—#]. —edat<z<ec—at,

I —al)? "~
- [1— e ﬂr:) J. tmal << T < ¢4at,
ctat << r << 4 o0,
Andlogamente se obtiene el perfil de la cuerda cuando g < 1= 4o,

by Ahora daremos las {érmnlas |]uc delerminan u (z, t} para x = const
y representan la Ieﬁ de movimniento del punto de la cuerda con la abscisa fija.
Escogeremoes un valor fijo de z en cada une de los intervalos —ee < x << —¢,
—c<z<0,0<z<e, cTx<<+ooy estudiarernos como varia la expre-
sidn de la solucion cuando ¢ varia desde O hasta -}eo. Obtenemos

u(x, t}:

0, ot —<EE Il
h {r-4-al)? 2 2 —_—
— ?[1— H'__;u _1. —o&rgiétar, i’ —0 < r < —¢,
a‘ x‘—i—n“r* ‘]
k[l.—TJ‘ ngg ,I
wir, 1= -}[1._‘:_.::114} L+I€£t€ . I' —e<tx<Zl),
' = |
L 0, F i, )
T} y
( k[l_ﬂj, Dt << Ll ]
i cy a ’I
u(r, )= ;—‘[1— “';fm J Lgug ""H' i Nz <e,
u, ‘4 gt |
&)
0, O<t< Tt l
ur, )= -;—[i— {r::”z J. _:+: =t €+: i <l x << 400,
0, —‘-t—-{tq-,-x, ]
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Notas. 1. o) y ) se obtiencn de 8) y v) por la simple sustitucion de z por
—z, dado que u {z, ¢) es una funcidn par segin = en virtud de la paridad de

@ (z).

2. El método geomitrico de la obtencién del perfil de lu cuerda para dife-
rentes momentos de tiempo estd descrito en la selucidn del problema 52.

54, La desviacién u (z, t) alcanza el valor maximo en el punto con la ahscisa

tot-Botay+fy
4

Ir=

en ¢l momento de tiempo
(= %o--Be— (% + Byl ,
4a i

Sy i
este valor miximo es igual a —’%—;—‘—

Indicacién. Estudiar la superficie integral que representa la solucién u =
= u (z, ¢} del proplema de contorno.
55. La solucién del problema de contorno tiene la forma

d(zt) =¥(z+ at) — ¥ (x — at)

donde
0, — Xzl —0,
1 5 _ L o
q'(“=‘§ﬂ—j Yia) de= Zi ! PRI
e el

% ez < -} o,
por eso la Jey de movimiento de lo# puntos de la cuerda con diferentes
ahseisas ge representa por las formulas

a)
0, os;:g_."'T'{,}
By (- at bgé ceLx _ =z
u(z, t)= 'Lzzr:-_;"‘!—_zi_(v '__E_ézkr a ? —20 eI —C,
e e—1 )
i T <isto
by
vet, oS g2 ,]I
. vg (z—at) vyt et x e
u(z, 1)= "‘_(fja_’__i...z%_, —— <t "az ,j —e =z ),
s c—z
Gt St oo,
c})
Yol, Nt -r—:z-—,]
vy [x—at) & e—x ttz
uz, t)= ."_[_2..‘:___4——2_"“1, 7 Eié——:—,} 0<zr<e,
vyt etz
o o shscke J
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i 2,=0
Wiz}
. . z
t p——pe——t +—+—+ =t i
-20 = \0‘ ¢ 2e
[
~ ~ Yz
=&
" % 7a
y(x+at)
—_— / _\~ e £
S %
b
&'h t,;-ﬁ
Y(Z+aty)
AR (T L iE \ £,
-2t ¢
‘““-- ~;o'rx—at,,)
uj
YT +ats) 55:‘74'
. =2 - \4\
T~ ¥z -aty)

Fig. 23
d}
( 0, Ogtéﬂ,}
u (2, )= L‘;;Eil_l_%ﬂ_‘ —c+x S o G o
Zo5, "'“’ ZEE st oo,

a ?
El perfil de la cuerda para los momentos de tiempo #y, ty, . . . puede ser obte-
nido, sustrayendo la gralica de la onda directa ¥ {(x — at) de Ta grafica de la

onda inversa ¥ (z -4 at). Para los momentos t; = é; vhk=0, 2, 4, 6 la gra-
fica tiene la forma representada en la fig. 23.
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56. Daremos dos modos de solucién del problema. -

El primer modo. Consideremos al comienzo que el impulso estd uniforme-
mente distribuido en el segmento zp — 8 < x < 2y + 6. Entonces ¢l problema
de contorno se formmnla de siguiente forma:

= @fug,, —oo <z<< 4o, 0<{< oo, (1)
u{z, Oy=0, — 20 < T < 420,
1y — o << < Tp—0,
[y ! (2)
ug (r, 0l =gp ()= W' rp—06 <<z < a3+,
0, Ta+8 <z << 4o,
Us (2, )=V (z-+at)— ¥y (z—at), @
donda
s i -
o (B=g 5 Q@ () do=
g =0
a, o< 5 Ty — D,
- —4;6?(:—-:0 61, z,—b<<z<<z,40, %)
i
a5 Ty 0 <2 << =10,

Medhante el puso forial a) limite cuande & — 0 en la solucidn (3) obtenewos la
solucion del problema inicial.

{z, )=1im L'y (2, ¢} =lim ¥ (z i-at)—Llim Y5 {z—ai)=
Bl i) G=ib

=Y (zA4at)—"F (z—at),

donde
n pura ——00 < T < Xy,
¥ {5)=1im ¥y (z) = I
] e PAER Ty <C < -0,

51 se introduce la funcidén @, (z) que se determina por las relaciones

su@m{ ] wm —e<i<o
1 para 0 <z o0,
entonces
¥ {z) =,—I- Oy (2—uxy)
Zay)
¥y

u{z, )=

7
Tap 10y (r+tat—xzg) — 0y (T—at— Zp)}.
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El segundo modo. Lmpleando la funcién §*), el probloma de contorno se
puede formular asi

Uy = @iy, —o0 <1< oo, <t too,
wiz, 01 =0, —oo <z <<-too,

ug (x, Q]:%ﬁ{r—x‘,} %) — o=l re 400,

Euntonces mediante las férmilas de d'Alembert oblenemos
x+al

1 7 r x—xytat
LAt ”zTﬂ;.F j 6‘:2—10] d:zm 5 6 (Eldi=
® =l x—xy—al
= 2:‘! [Op (x4 at— x4} — oy (z—at— x5)],

dado goe

€ s gl e,

g

R u, o,

j 6 (8 d§={_1' ::::ﬁ pura oz, >0,

*0

§7. El problema 52

ule, 0) =g (0120, u (e, )= (=0,

pero en el problema gue se estudia la onda mévil en el memento ¢ = 0 se carac-

teriza por las desviaciones «inicialess diferentes decero y por las velocidades #%*)
wir, U= q(z), uy(zr, ) =—ap' (z), —eo <<z<<-too.

Para el problema 32 teniamos: w (r, ”=‘§1§ lp(:—mai)—}——;‘l—m{x—[—at).

En ¢l problema que se estudia la Firmula de d’Alembert da:

t

xta
w(z, 1= 4 (I——a!):q ':1‘f‘ﬂ“+% j l_ul[:' {z”dz=t{- (z=—at),
x=-at
58. La solucién del problema de contorne
VgLt Ri=0,

—c 4
b o i para ve < 4o, O0<t< oo, (1}

vz, O)=f(2), ila, Orzl/—g'- Fz) para —oo<<z<<4oo (2)
*} Véase [7], pag. 305-308.
**) El coeliciente de la funcién delta 8 (z — z,) se escoge de tal forma que
el impulso sumario que se transmite a la cuerds en el momento t = 0, es decir,
4o

‘\‘ uy {x, 0) p dz, sen igual a /.

***) Se supone gue la onda ya existe cuando ¢ << 0.
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cnando €R = GL ticne la forma

"
-t
p(x, ty=e L {p{z—at) 4§ (2 4al)}, o < < oo,

- ..{_n 0<t< +o0o, ®
i(r, n=l/-—L—G f§ (z—at)— P (z+at),
donde
q-m=L'2’LFﬂ v itp(a)-_—L;"’ﬂ para — 20 <<z < -foo. {4)

Indicacion. Tliminar en las ccuaciones (1) la intensidad de la corriente;
en la ecuacidn de segundo orden segiin v (z, ), obtenida de esta manera, suprimir
el término v, (x, £) (véase el cap. 1), entonees la ceuacién tendré la forma uy; =
= @%u,,. La solucién de ésta serd u (z, #) = g (z — at) +  (z + at). Regre-
sando a Ia funcion v (z, ) v empleando la ecuacién (1) y las condiciones inicia-
les (2), no es dificil obtener In respuesta.

2. Problemas para una semirrecta

Buscamos la solucion del problema de contorno para una semirrecta

g = a%uy,, U<z< 4o, 0<it< oo, im
agtigy (0, 6) + 2y (0, 0) 4 etgu, (0, 8) + au (0, ) = D {t), 0<t<+oo, (2)
u(r, V=g, wE )=¢y, 0<r<+w «3)

en la forma
u (2, 1) = 1 (2 — at) + @ (= + at). )

Se pueden determinar Jas funciones ¢,y (2) ¥ ¢, (), partiendo de las condi-
ciones iniciales (3), $6lo cuando 0 << 2 < <+co. Para la determinacién de ¢, (2)
esto es suficiente, dado que - at > 0 cuando 0 << z << ~foo, 0 << ¢ < Fo0,
Pero la funcién ¢, () debo ser determinada también para —ee << z < 0, lo
que se alennza mediante la condicién inicial (2).

La solucién del problema de contorno (1), (2), (8) pucde ballarse también
empleando la [érmula de d’Alembert

0+ o 1 xtat
{r—ua. Ta .
P . Plz1 _|_2_a S iads ®)

L 1

iz, t)=

pura la cuerda no acotada. ’ara eso es necesario prelongar ficticimuente la
cuerda sobre el semieje negativo —oo << x << (0 y despuds extender a este semieje
las condiciones iniciales (3) de tal forma que para u (z, 7}, calculada segin la
formula (5), se cumpla la condicién de frontera (2) *). Ademds se tiene que en
el caso del extremo ﬁ{o las funciones @ (z) ¥ ¥ (¥) deben ser continuadas al
semieje —oo << r < 0 de forma impar y en ol caso del extremo libre, de forma
ar.
; 59. Ll perfil de la cuerda en los momentos de tiempo

e Bp B 3o e
Tt 2et a b s

estd presentado en la fig. 24.

*) Véase [7], pdgs. 75-77.



Il. Ecuaciones de fipo hiperbdlico 141

u %
Fil
el A A Y z
TR gJF“h.'c’_z:'?sb‘&e‘
Yz
u f“'%z

A
2
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{~1

e 2 % 46 N 2
_\/ A S

Fig. 24

sl

60. La solucidn del problema de contorno

= oy, Oz, <o, 1
uy (0, £} = 0, 0 < t< 4oo, @
iz, )= 0, 0 <z < oo, (3)

0, O<x<c,
uy (z, 0)= ¢ vy, < r<le, (4)

0, Ze<r<-eoo

puede ser hallada mediante la férmula de d’Alembert con la continuvacidn
par*) de las condiciones iniciales

u(r, t) =¥ (r+ at) — ¥ (z — at), {5

*) Véase [7], pags. 75-77.
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donde
1 f
o=z | @) ®
-
0, —oo<Cz<—2
1, —2e<lzl—e

Gm=10, —c=<z<e. 4
g, ¢=Zz< 2,
{1, 2oz oo,

La grifica de la funcién ¥ (s) es de forma presentada en la lig. 25.

prz)

[ “2d" z
2 N 20

i

Fig. 25

El perfil de las desviacioues en cualquier momento de tiempo se obtiene
sustrayendo la grafica de la onda directa de la grifica de la ondalinversa.

Cuando t=0; -:; : éf- : i—c el perfil de las desviaciones tiene (la [jorma
presentada en la fig. 26.
61,
24! iz nat 2l—z
—-vsm—z-z—een@—, Dt << gl
— 21
u(z, t)= -gﬁm" % (x—at), 2l x{t{ +:, Oz =21,
na I a i
A I
, ‘-‘-’f‘{—’<r<:+m.
0, 0{g<iﬁ,
a
24! 7 —2l4zx 2H4-x B o
={ —— c0E? —— — L 1
u(r, t) e 08 @ at), = <t <E—=— v 2l <z<+-oo,
D11
0, -'E_’%{t{-l-oo.
i nl

ap -
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L P ylz+at)
/_ . , &z
2o~ O ¢ i
-y fz-at)
uh, » wiz+at)
ME=F

-Jc -2 ¢ c 2e  Je
N -¥(x-at)

26
S yiz+at)
J 4 1 x
g ¢ 2 3 4
~W{z-at}
i ac ;
a
I 1 ‘z‘

£ 2 J¢ 4 ¢
Fig. 26

mix  u(r, h=h=u (0, —ii‘)—u (0. Ej--)=u (21,%):;{. (ﬁt‘,%].

Indicacién. Estudiar In superficie integral que representa la solucién u =
= u (z, 1} del problema de coutorno.

63, Resolucién. Analbgicamente a lo que se hacia en el caso del proble-
ma 56 la solucion del presente problema puede ser realizada de dos modos si-
guientes.



144  Respuesfas, indicaciones y resoluciones

El primer modo. Consideremos que el impulso 7 estd unilormemento distri-
buido en el segmento zy <z < zo + 6. Entonces llegamos al problema de
<ontorno

Upp = Py, U<z, t<<oo, (1)
w(0, /=0, 0<t<4-co, (2)
a, [ -
ulz, =0 1wz, 0= -&, Ty << 7 < Ty + 8, (3
0, T+ 0 <z << oo,

La solucién de éste ln oblenemos segin la férmnla de d'Alembert ediunte la
continuacion impar de las condiciones iniciales. Pasando al limite cvando 8 — 0
en la solucién de vsle problema de conlorno, obtenemos la solucion del proble-
ma inicial

o(x, ty=

i
=£&T}{ﬂu (r—zytat)—o, (x—xzy— al) — 0y {2+ 2o+ at) + 0 (14 xg—at}}.

El segundo modo. Empleando la Tuncidn 8, se puede formular ¢l problema
de contorno de siguiente lorma:

U= 0%y Oz, <00, W

u (0, 1)=0, 0< t <00, @
b (z, 0)=0, 0<z <40, &)
g (:,0)=[i,6(z—.zo)v Oz <00, [G]

Su solucidn se obticne mediante la continuacién impar de las condiciones inicia-
{es. La continuacion impar de la condicidn inicial (3') da:

ey 0) =48 (=) =8 (- 0],
4 x+at I
(e p=gr | (0 E—7)—8 (450 =

x—al
=ﬂrp fo, (x—zp+at) — G (z—xy—at) — 0y (x4 rgF-at) -0y (- 5y—at)).

64, Empleando Ia funcidn §, el problema de contorno se formula de siguiente
modo:

gy = afuy,, O0<ez, t<< 4o, (1)
e 8)=0, 0 << t<C oo, (2)
w (z, 0) = 0, 0 << << oo, (3)

n
ut (2, 0= 3| 62—z, @)

h=1
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Continuando de forma impar la condicién inicial y empleando lu Férmula de
d’Alembert obtenemos:

ulx, 3)=% Z {op(z—zptal) —oy (x—ap—at) —
h=1
— Oy (z4-Zp+at) +0p (2 zp—at)}.

65. La solucién del problema inicial puede ser obtenida mediante el puso
al limite zy — 0 4+ 0 en la solucién del problema de contorno

Ugp = @iy, O<<z, <400, {1)

uy (0, 2) =0, 0 <<t<< +oo, (2)

u (x, 0} = 0, 0 =<z << +oo, (3)

uy (x, ﬂjm-f:-c‘i(x—v.ru). 2y >0, 0<<z<--oo, (39

1
u (2, t) =5 :c,-loioﬂ {0 (z=zyf-at) — 0y (r —xg—at) +

0o (z+ 5y f-at)—o, (=+In—“”]=‘uip'!'3‘n (x+ at)—oq (z—at)).

‘Esta solucién puede ser obtenida tamnbién mediante el paso al limite cuando
§ == 0 en la sclucién del problema de contorno

= gy, <2, (<4, 1)
u (0, ) =0, 0 <<t < oo, 2
u (x, 0}y =0, 0<z<< 4o, {3

I
uy (a, D)-_-{"BF’ Ui, } (3")
0, d<<z<+4oo.

66. Resolucién. Daremos dos modos de resolver ¢l problema,
El primer modo. El problema de contorno se formula asi:

U= a iy, 0<z, t<4co. )

Mug (0, )=FSuy (0, t}, 0<t< oo, M=-%, -
u(z, 0)=0, 0 <z <<+ o0, @
w3,

La solucién del problema de contorno {1), (2), (3), (3') In buscamos en la forma
wla, 0=v (=) +v (t4+2). ¢4
De las condiciones iniciales encontramos:

@ (—2) ¢ (2} =0,
¢ (—D)+Y (2)=0,

(5)
} 0=z <400, ')

10—-0941
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Integrando (5), obtenemos
—ip (—z} + ) (z) = const. ]

La coustante de integracion puede ser igualada a cero. Entonces

—p (=) P =0, O0<z<+too. (5%
De (5) y (5") hallamos
Pt =0, p{—2=0, 0<3z< oo _ (6)
Por consiguiente
&£ =z
“{z'n= IF(t ﬂ)’ ‘)a’ (7:.
0, O<<i=< %.

Sustituyendo en 1a condicién de frontera {2) la expresién obtenida de u (z, #),
Negamos v ln ecuacién diferencial para la determinacién de @ (z) para 2> 0

# ES
¢ (zH-WCP (z)=10, 0O<<z<+oco. (8)
De (6) hallamos la primera condicién inicial pura la ecuacidn (8)
P ) = 0. @

De la condicidn inicial (3') u; (0, 0) = vy y do la expresién (7) de u (=z, ¢) halla=
mos la segunda condicién inicial para la ecuacion (8)

' (0) = o 10)
La integracion de la ecuacion (8) con las condiciones iniciales (9) y (10) da:

ES
siog [ 5]
tp(z)=%?—{l-e Ll I 0 <<z <<-}-vo, (11)
Por consiguiente
aMu, e z

L Wil e
iz, t)= ‘ (12)

0, p<t< =,

El segundo mode. E) problewa de contornu se formula, empleando la fun-
cién & unilateral*), de siguiente forma
up = @iy, V=<z, t << 400, (1)
Mug (0, 8 = ESu (0,0 -+ 15 (), O<t<too, = Mn, 2)
+) La funcién & unilateral § (2) se determina pava —oo <t << +oco como
el limite, cn ¢l gentido de la convergencia débil de la sucesién de funciones
N parn —oo<t<0,
1
()= n  para -:.0-:::4';- "
) para %4 t<Cufoo,
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4 (r,0) =0, g x << oo, (3)
U (z, 0} =0, 0.gx=< oo, (3
La solucién del problema de contorno (1), {27, (M, 3" la buscamos on la forma
£ £
iz, t)——-@({—T) "'“’(""TJ- @
Como antes de las condiciones iniciales hallamos
(=2 =1z =0 para 0.z<+oo. (6
Por consiguiente
Wmf). ed,
Wi, )= o m
o, D<t<—,
SBustituyendo esta expresidn de u (z, £) en la condieion de frontera (Z) yen las
condiciones iniciales (3} y (3"), ohlenemos para la determinacinm do ¢ () cuando
z >0 Ia ecuacidn dilerencial
ES
T+ —or ¢ (3 =v b5, OCz<too (13)

y lag condiciones iniciales
¢ 0) =¢ =0 {14)
La integracion de ln ecuacidn (13) con las condiciones iniciales (14) da:
a Mt -8,
'*‘“’“‘_T.s"'""[""" M ] <<t o, (1)

¥ HNegamoe de puevo u la expresion (12) para u {z, {).
7. La solueién del problema de contorno

U= atuyy, O<<z, t<4-00, ()
a0, )—=ru (0, t) =0, 0 =<t <<} oo, 2)
=, 0 I
u(x.w={se"7‘—' - } @
0, I <2 <<4-r0,
wz, 0)=0 0Lz <<too (3
es
wir, ty=wq (!-—T:-—)—;.lp (: +%) " 4
donde
3 sen lfi, ngzg{?,
— (=)= {z)= ; (5
0, ?gz-::-i—oa,
& 4
?‘-p-lh-ﬁ? ﬂ__qzi‘irf_son ﬂ‘:zﬁ-rﬂe!(casf-‘f—sufoht)‘, ng‘,g%m
g (z)=

nid = ]
_m (14 ehl) g=ahz = = 2 <foo-

in=
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68. La solucidn del problema de eontorno

Upp=1a%yy, 0O<z, t<<4oo, (1)

Ox (0, )+ (0, $) =0, O<<t<<+coo0,
Oz, =0, O<z<<+wo,
Uilr, y=w, OD=mz-=<+4x,

wt, 0==at<uz=,
LIEN £}={ wl (l—ax) }

tiene la forma

pe < al<<"-+4o00,

6. Tenemos los problemas de contorno

My = 0%, U<z, | < oo,
ay 6 w0 =0,
by 6 ue(0, =0,

0<t '
OO0 el b, [
dy 6wy (0, oy (0, t)=0,
u(z O)=F (),
ug (z, O)ymea)’ (2), } 0 << <00,

En el caso de la condicidén de frontera n)
[ (xLat), O < at <z,
u (2 n_—{!(:t-i—ut)—f (at—z), a<at<-too.

En el caso de la condicién de frontera b)

i :.i__{f{:—fu{), O ai <x.
YU flztat) - flat—a). << al<<-4oo.
Iin el caso de la comticién de [rontera c)
flat 2},
x=at
1=
BAB D=0 ot an) +f (at— 1) + Zhehlx-al) 5 e~hsf (—s) ds,
5 §

En el caso de la condicidn de frontera d)

2
3
(3

(4

(1)

2}

3
3"

0 < at <<z,

x = at < - o0,

f tz-|-at), 0 <<al<zx.
ufx, ”={“r+at) £ iizz flat—=z), z<<at=<+rca.
70. Tenemos el problema de contorno
Uy = attty,, Q0<zx, t<<too, (1)
Moug, (0, ) = —Hou (0, ) — Rouy (0, 1) — kpeSuzg (0, ), 0 <t < 400, (2)
u (x, 0) = f(2), <<z << too, (3)
wy (z, 0) = af (2), 0<<z<<-+too, (3)
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Su solucién puede ser representada del siguiente modo:
fir-|-at), 0<at<Iz,
flrtat)+Qi{xz—atl), =x<<at<-4 o0,
donde @ (3) ¢s la solucidn de la ecuacién diferencial
a*Myp” (2) — (aRg — kpyS) ¢ (2) + Mo (2) =

= — [a®Mof" (—2) + (aRy + kpyS) [ (—2) + Hof (—:2))
con las condiciones iniciales

®(0) = 9" (0) = 0.

Observacion. En la condicion de frontera (2) § ienota el drea del pistén
¥ Ry el coeliciente de rozamiento. Despreciamos el cambio de la presién en la
parte exterior del piston. La presion excesiva sobre el pistén («la perturbacién

de In presions)es igual a p — py =i Lo {p — pg). Pero en virtud de la ecnacién
de no discontinuidad (véase la resolucién del problema 4 del cap. IT) tenecmos
P — Po = —Poitx- Por eso p — py = —kpou,,.

71. Resolucion®). Tenemos los problemas ™ de contorno a), b), ¢} conlorme-
mente a las condiciones de frontera {3), {(3'), (3") dadus més abajo,

u(z, t)=

v LigRi=0, - (1)
i+ Cog+ Gr=0, Jo<z i<t cr=cL (1"
vlz, O)=f(=), {2)
i 0=—1/ = (o), }“‘“ e 2
—u (0, t)= Rgi (0, t), 3)
1
—uy (0, !)=Tn?-(0- t), »0<t<+4o0, (3")
—v (0, = Lol (0, 1}, (3
Buscamos Jus soluciones de estos problemas de contorno de la forma**)
=By
vir, h=¢ L (g (z—at)p(z4at), ()
_-E. 1 ?
ifz, f)=¢ L I/T {ip (x—at)—p (z+at)}. {4')

De las condiciones iniciales (2), (2) para los problomas de contorno con las
condiciones de frontera (3}, (3), (3") obtenemos:

) =0, Y@=f() O0<z<-too. [6)]

En dependencia de lus condiciones de frontera logramoes difercntes presentaciones
para @ (z) cuando —oo = z = (.
En ¢l caso de la condicién de frontera {3)

o R VC-VEI , s
G (2) _“_—'_—Rolr'?ﬂﬂ/f“ z), <z<zfn (6)

*) Véase la resolueién del problema 5.
**) Véase [7], pdgs. 59-60.
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En el caso de la condicién de frontera (37)

8 2 e )
q,mﬂ(c, cu)zuj‘,( cR c.)C"f‘(—@)-(aCR—}--f_%-)I(—E)sz.

)
—nmo <z <0,
En el caso de la condicidn de [rontera (3")
ald -Lgit 7 Lgl-—al?

e - LoR+alL® g
e@=e T [ o (mp+ BBy 6, —so <<,
e (Gy]
Nota. En el caso de ln condicion de frontera (3), la onda ruI’IL-jada de la tensidn

FC—WT
EF(=)=-R°—"—§'-—E~;_!{—:L —oc <<z

n.u V F‘!‘ li";--['

g 1

puede no existircompletamente para #, =I/§i {caso do la absorcidn completa

R .
de Ja onda incidente). 8i Ry > I/E' eatonces la onda reflejada tiene ol mismo

geies " L : .
signo que la onda incidente; si B, < ol entonces Liene el signo opucste (con-

servacién de la fase y el cambio de la fase a la opuesta). 8i Ry = 0 (el extremo
directamente puesto a tierra), entonces lu onda rellejuda de la tension cambiu
ol signo, ademis su_amplitud es igual {en el punto z = 0) a la amplitud de la
onda incidente, Si Ry — oo (extremo aislado), entonees I onda reflejada de la
tensién tiene el signo y ln amplitud de Ia onda incidente. La amplitud de Ta
onda reflejada es dos wveces menor que la amplitud de la onda incidente
cuando ge cumple la condicidn

B VC—VL_1

o la condicién RoVCAVE 2
ARVE—VE_ 1
MRVT+VT 2

72. Resolucién., Paru la determinacion del estado estacionario limite en el
cable buscamos la solucién de la ecuacién diferencial

%?;“-CL%?;--JCR -g—fa—Gﬁ'u=0, Dastey b, CRmGE )
en forma de una funcién que depende séle de = y ¢s indepondiente de t,
v=t{z)y O<z<-too @
con la condicién de frontera
v (0) = E. 3)
La sustitucion de v, (2) en (1) da:

iy,
Sl 7, =
T G A
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de donde obtennmos

v (2) = Cye= }_ﬁx_i_’cgem:

Dado que cuando z — 4-oo la funcidn v, (z) debe ser acotade, entonces C; = 0,
De la condicién de frontera (3) hallanios €; = E. Por consiguiente,

vy (2) = Be= VIl &
La correspondiente distribucidn estacionaria de la corriente
i= iy {z) (5)
l1a obtenemos, introduciendo (4) y (5} on la ecuacién diferencial
vy 4 Liy + Ri= 0. (6)
Hallamos -
ig(z)=FE ]/"ﬁ_r LR, Q)

Después de que ol extremo del cable x = 0 estd puesto a tierra (eén ¢l momento
¢ = 0} por la resistencia concentrada, para la tensién y la corriente en cl cable
obtenemos el problema de contorno

ve— Lig4+ Ri=0, (&)

o g A G, } D=z, t<<}too @

—u (0, t)=Hoi (0, t), O<t<-p0, (10)

¢ (x, O)= Ee~  ORx, (11)
— . O x4 o0,

i (:‘ 0): rE ]//% - I G.I'tx. I s (‘12)

}.n solucién del problema de contorno (8), (9), (10), (1), (12) la buscamos ¢n la
orma

R
——
viz, t)=e & (@(z—at)-} (z-at)],
R o
iz y=e © Vrr 7 {z—at)—p {z+tat)].
Piara ¢ (z) ¥ 4 (z) de las condiciones iniciales (11), (12} encontramos las expro=
siones

- ¥GR:

¢ (z)=Ee 0<z<+oo, (13)
Pz)=0 0<z<<+oo. (14)
De la ecuacién de frontera (10)
=R VC=VI .,
P(—2) RV TT VL_\p(:} , Dz oo (15)
FPor consiguiente
viz, y=Ee= VOREG (o a1 Oz, t <00, (16)

iz, )=FE V/% e~ "rE-R-’U, (x—al), O0<<z, t<<+oo., (17)
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73. La solucién del problema de contorno

upp=atug,, 0<z, t<<400, 1)
u (0, )=p(1), 0 << t<<+ 00, (2)
u(z, )=ui(z, =0, 0<r<+oo (3

es

!’L(:'_'E‘)’ ‘%{Sﬁ—i—co,
u(x, )= %)
0, o<t<=,
Indicacidn. La soluecidon del problema de conterno (1}, (2), (3) puede buscarse
en la forma

wi@ 0=g (=5 )+v (t+3).

74, La solucion dol problema de contorno

tyy=0%yy, 0<zx, (<400, a’=%, 1)
ESug {0, )=—F (1), 0<1<+ oo, ()
wiz, =u(z, =0, O<az<4oo (3)
es
0, 0<t< =,
u(z, t)= - @)
1 » T
—_— F (&) dE, — t =z i
l SV Ep 95 e
75. La solucidén del problema de contorno
_'j'g'=f-’,_t:y ('1)
Oz, b <400,
L S (1)
Sl T
wy (0, £)+ ?.,:L}; w0 0, )+ - mz q(t]..- ,  0<t<+4oo, @
w (z, 0)=0, .B(J—‘.U)w y U<z<+oo )
s
0. 0 <At =z,
x—ht - "
w(z, t)= ehtx—i‘nj @ (_%) ek dt, z< At <+ oo, 4)
donde
o S - Py 5
k Woepe @ ()=~ ek (2)y O<<z<4rco, (5)
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p {z, 1} se obtiene de w (z, t) mediante la relacién (1) 0 (1), w (x, &) = p-o (2, 1),
donde p es la densidad y v, la velocidad del liquido.
76. La eolucién del problema de contorno

wyp = @y, 0=z, 1<+, {1
iz, 0) = u; (z,0) =0, 0<z<<-+oo, (2)
400
Muge (0, )=ESuy (0, )41 8§ (t—n), (3n
N}

donde § () es la funcién & unilateral, es de la forma
I = '£§T (Ini-«ni')
wte, =g 2 [t=e T oo (i 2t} 0 <2, £ < o (0
n=n

77. La solucién del problema de contorno

px-Liy+ Ri=1, i
l:iCu:+Gv=iJ. }0<.=,:<—|—aa, CR=GL, (i}"
v{0, 1) = Esen wt, 0<<t<< o0, 2)
vz, 0) = i(x,0) =0, 0<<z<<+to (3)
es de la forma
vz, 1) = vy (z, £) 3 v* (z, 8}, (4)
L(x, t) = i {w, 1) + i (z, 1), (4")
donde
v (x, 1) = Ee~"* sen (0 — Pz) {5

es la tension, de las vibraciones establecidas,

iy (z, t)=Fe™®* ??"'—-101'3?‘ [l R+ P L) sen (ot — pz) 4 (B —owl) cos (wi— fa)

..i
(6)
es la intensidad de la corriente de las oscilaciones establecidas,
GR - 0*C L4200 R ‘ G+ wCL—20CR
a=V4_§_L, |3.='//-_"L'._2—'E“1 7y
¥y
widly
vz, N=e b (g (z—at) 4P (z4ai)] (8)
es la lensidn de las vibraciones amortliguadas,
— R
/€ =t
# (o 0= LT (g @—a—p et an) 9
es la intensidad de la corriento de las vibraciones amortiguadas,
T —
o 5y i 2 0 ) = vo e, =ty 2, 0) |/ L
P (==— 5 v Yo = 3 »
(10}
0 < 2 00,

R =—P(—z), —w<z<0 (11>
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«Cuando

-I—{mm[1 , (B—eo| + o+ fol) VEJ}

- R wiLh ) € (12)

la amplitud de la teasion de Jas vibraciones amortiguadas serd nenor que 10%
de Ja amplitud de la tension de las vihraciones cstablecidas.

Indicacién, Eliminar en (1) y (1°) la intensidad de la corriente y hallar las
vibraciones establecidas de la tension, sustituyendo las mismas en 1", lar
las vibraciones establecidas de la iutensidad de la corrlente. Las vibraciones
establecidus de la tension y de la intensidad es provechoso huscar primeramente
en la forma compleju ¥z, ) = v () &304, £ (2, ) = i (2) e, dondej = |/ =1,
exigiendo su acotacién cuando z — +-00, y después regresar a las variables
Teales y sulisfacer la condicion de [rontern’ (2).

3. Problemas para una recta infinita compuesta de dos semirractas homogéneas.
Factores concenfrados

Si la cuerda (barra) no acolada es obtenida mediante la conjugacion de dos
cuerdas (harras) homogdnens semiuculadas, enlonees, tomando el punto de
<cunjuncidn por = 0, s¢ pueden eseribir las ceuacioues para lus desviacionos
«de los puntos de la cuerda (barra)

U = gy, —o0 <z <0, 0<t<<+oo, 0
Bapr = N§taxas < r< oo, 0<i< 4o 19
las] condiciones iniciales .
uy (, 0) =1, (z}, wyy {z, 0) = F (1), —o0 << £ << 0, 2
uy (2 0) = fo (&), wgy fz, 0) = £, (o), 0 <z < oo. @)

A estas ecuaciones ¥ condiciones inicizles se debe afiadir ademés la condicién
de conjunciin en el punto z = 0.

Si, por ejemplo, las cuerdas estdn unidas directamente (sin alguna cone-
xidn concentrada), entonces las condiciones do conjugacién son de la forma

uy (0, £ = uy {0, 1), 3)
EI“I; [U. 't) - Eﬁuu (Q‘ ﬂ‘ (‘i)

Lu solucién del problema de contorno (1), (1), (2), (2%, (3), (4) puede buscarse

«en la forma

min )= —atPE+al), —wo<z<0, 0<t< oo, (5

B =9, (7 —agl) Tzt al), 0<o< +o0, 0t < foo, (6)

Las funciones @y (z), ¥y (2), @4 {z), Ps (2} s¢ doterminan de las condicionos
dniciales (2), (2') y las condiciones de conjugacién (3) y (4).
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73. La solucidn del problema de contorno*)

uyr=afuyyy,  —o <<,

: 4
= Nl t o0
Ut == a3tay s e x| 20 } = e

(1)
dug (1), 1)

duy (0, &)

ay (0, H=up (0, 1), 7, = £y T y <<t <400, (2)

5 @ duy [z, O x 3

uy (7, 0)=f (——q—l—], ——=1 (——?‘-), —n <z <0, (3)

uy (x, 0)=0, —C)-E'-’-(-{”":'—Ln—=l'?, < 1 < oo, (ED)
es uy (7, t)=f (*—-%]: —o < r<0, Dqta:—%};

: x V Eoa—V Eupy i
T S P [ i VO e MR (PRI 4
" . ( 5 ) V Eim+ V Eupz / ( 2 ) s

—e<r<h, —-(;x—{!<—{--:-a:
1

uy (@, 1) =0, 20, 0t <lap'z, uy(z, )=
= 2V Eipy (
V Eps+ 1\ Faps

La onda rejlejada M
V Eii+V Eops

=V Ep;. Coando Eupy—0 la reflexion va u pasar como si Fuese del
extremo libre y cuando Fopy— oo, como det extremo fijo.

La onda refractede. Cuando E,p, — { tiene una amplitud dos veces mayor
que la de la onda incidente; cuando £,0, — 4o la onda refractada desaparceo.

Se debe remarcar especialmente que cuando Eypy — 0 la reflexién pasa como
si fuese del extremo libre, pero la onda refractada existe ¢ ineluso Liene nna
amplitud dos veces mayor que la de la onda incidente.

T a) para Mk>Top (y 0 < z <<+ o)

x
t-—--‘:) e T (3)

F (I—}—;—’:) ne existe cunndo |/ Ep, =

V Mk— Top a
cuando << ai < 4o,

. B —— N
uife; Win— BEEG A ‘“"I (!_ x ) V ME—T,p _I
. A ? 1
(1)
w(zx, =0, cwando O <al< 1

b} para Mk=Tup (y U<z <<+ 0)
_L(;- _x_)
w(z, y=pe ML 8 [:—-’:—) G, (:—%) , l<t<do;  (2)

*} Véase ol problema 26.
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o) para Mk <Typ(y 0< 2 <4 o0)

[ Fr—
] —nte (et —x) Y Tn=
u (z, f]=_.}—i—-."_-e S = E]l[(f-—-—i) Top 'Mk],
VTp—MEk a M
coando  z << at <} 00,
wix, 1)=0, cuando 0N-<al<z.
Para —eo << z << 0 la solucién u (z, #) se obticnv de (1), (2), (3) medianto la
sustitucion de = por —z
80. La solueidn del problema de contorno

(3)

Bypp= 0%y, — 20z <0, 1
i, | Dzt §ISte, tll;
To [tz (0, 1) —135 (0, 8)]=
=kuy (0, -k Muggq (0, )4 rug (0, ty= } Ot o0, (2)
=kug {0y §) -k Mug (0, ¢)4ruyy (0, 1),

uy (0, )=y (0, 8),

wy (x, 0)=7 (2}, Uplx, O)=—af (), —<<z<0, (3)
dy (2, =0, uy(z, 0)=0, O<zcton, (@)
ynede ser represeniada en la forma
uy (2, t)=j (z—at)+9(z+al), (4)
ug (2, f)=1(x—at), (&)

donde @ (z) es la solucién de la ecuacion diferencial

atMy” (2) 12T —ar} ¢ (2) 4k () =2Tyj" (3)  para —oo <z <0 {3)
con Jas condiciones iniciales nulas y

T@ =gz =] pira 0<z<+too. {6y
81, Lu golucién del problema de contornv
Uy = @y, —oo <z <<l Yl<ar<-too, 0<z< “} 00, (1)
donde
=g, ), —oo <& << pyt,
u= u, (z, ), vl << & << o0,
{
Upp (Poly {)=11gg (vyt, 1= Ty pt), 2)
bgr, 0) = g {r, ) =0, —oco <<z, O<z<<+too (3)
es de la forma
x+4-at
a4+ 1y
a4, ~ o
uy (z, = ‘—"%—;:2 j pE)ds, —at<<z<<ut, (4)
]
l U, -—0 < F < —at,
af—x
a-mnp
a—n ~
ug (z, t)= | k},_" 3 £ (E) dE, iyl =T x << at, 4"
u
\ 0, ail << £ <C-}-co,
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Particularmenle, si }-a (t) = A cos wi,

a-r . |' W J
—— 4 sen x t —at T < vyl
uy (7, t)={ kpy a-ry b | e L
o, — o0 =< x <T-—at,
a—ty, T ’
_—A P y
u, (z, f)='{ kpgw i l a—ty (= aI)J A i
o, at << xr <-4 o0,

~
Do esta manera, en ¢l caso cunndo p (1) = A cos w! en la direccién opuesta
a la del movimienlo de la fuente se propaga la onda con una frecuencia menor
que la frecuencia de la [uente,

a
(i} == e (1}
" atr,

y en la direccidn del movimionto de la fuente, la onda con nnan frecuencia mayor
que la de la fuente,

Wy= ul

a—uv,
(el efecto de Doppler).
82, La solucién del problema de contorno

nyy=a Ly, —mrut, tpl=<tr"-oco, 0=mt=too, A
w=uny(z, £}, —oo<z<rgh, u=uy(s,t), Vol < & < 400, } n
a igly 1 a saldy 1
uy (vot, =y (vot, 0, To[ 22lgele ) O Lot Al==rm, @
O=<<t<Z+oco,
up(z, O=uyt{z, 0)=0, —oo<z<, } 3)
g (2, V) =uyy (z, 0)=0, 024 oq, ¢
es
x+al
a+ty
a*—upd
ugz, )= 2aT, F(E)dE, —at<<z<Ty, (4)
]
0, —o0 <<z <<—at,
ab -
al—uf T
Uy (z, t)={ zain:ﬁ S F (5 dg, Vgl << x << at, (4"
4]

0, at < x <o,
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4. Problemas para un segmento finito

En el caso de wn segmento finito homogénco de longitud I I solacién del
problema de contorno

Uy = afuy,, O<az<l, (1}
u(e, =g, wyE =y, I<r<l, 2)

Oy Bgg - Caléy - Blglty g = (1}, z=0,
Bruee—tBats + Bare +Pou=p* (13, =1, }G{!{—f—w, &

ponede buscarse en la forma
W, 4y == gy (z — al) + gy (£ + at), (4}

aldemag las funciones gy (2) ¥ @q (z) cuando O << z << I se determinan de las
condiciones iniciales (2) y para otros valores necesarios se continiian, empleando
las comdiciones de frontera (3).

La solucion del problema de contorne (1), (21, (3) se puede bugcar tamhién
mediante la formula de d*Alemhbert

) paty | 1 °F

(r—al) - g (r-at -

w e, - TE0EEE bor | P
x—al

para la recta ne acotada, prolongande ¢ (z) y ()z) por toda Tecta —oo << z <<
<< +oo mediante las comdiciones de frontera (3).
83,

uin, h=dsen Zoos T 0<a<l, O<t<too,

Indtcacion. La_solucién se obliene medianty la férmula de [d'Alembert
para Ja continmacién impar y periddics con el periodo 21 de las condiciones
iniciales.

84.
u{z, t)=q’(x'_“);"p(‘+“), U<z<<i, O<t<+4oo,
donde
oy § A —l<z<l,
TE=\ a@—n, 1<z<a,
¢(2)=plz+4l), —oo<3<TAoo.
85,

o -;-(:r—az}—:i—qj(:-i-af) s Utwect, Ottt

donde

Ggl{z) =gGu (2}, —I+2nl<z2<i+2a, n=0, =1, 2, ...,
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ademds
P_plt) = —p, (—2),
2=21
Go =4z, Gy ()= Al —ebe | {Qf (—D 4 hao (—D 0 ag,
-t

1
@, tz) = Ale~h(z=t) — g=hz { S @) (=D + ko, (— ) 2D T+

i
z~2!
+ | o= ren (- e a),
=i
ne i (2h=1)1
@n () = Alehz=0 — ez { 3 19% e (— D hpar (€] M4 2D g
R={ (26331
z-21
10 (0 o (D) O a )
(Zn—3¥
B6. Resolurién. Resolvemos primeramente el problema do contorno
Uy = Py, O=x<l, 0<=i=+00, iy
w0, =10 u,(LH=10 0O<t<+oo, 2y

ul{x, =0, wuyix, E_\)=%—ﬁ{r—xn). O<zy<<l, O="x=Il, {3y

donde 8 (z} es Ja funcién & unilateral*). Su solucidn es

1 x+at I +oo
wim =gp § T D (— 0RO E—g+260—8 G-t aat2H) dE=
x—al o — oo
]
3%6 (=) {0, (24 at—zq - 2hi) — g (L@t 2y 2H) —
i

— O (—at—z4-}2k) 0, (2 —at-}+ x,4-2k1))-
Pusando al limite euando ry —~ 1 en la solueidn hallada, encontramos la solu-
cién del problema inicial
=
u(x, t)= 5 : E (— D2 fo" [2-}-at+ (2k—1) 1) — O [z rt - 2k 1) 1] —

— 0y [r—at-} 2k—1) I]+ o |2 —at-|-{2k 4+ 1) 1]).

*) Viase la lamada a la resolucién del problema 6.
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_ 87, Resolucién. Durante el impaclo para los desplazamicntos longitudina-
des u {x,t1 de los puntos de la burra tenemos ¢l problema de contorno

U = ate,,, O<zx<l, 0<t< -+, (1)
w0, ) =0, 0<t<+oo, {2)
Mug (L, )= —ESu, (I, 8), 0<t<t, (27
donde ¢, es 2l momento de terminacién del impacto,
ulr,0l=0, O0==z<l (3
Hy (2, 0):{ __.::. “éiji' (3"

El momento t, de terminacion del impacto s¢ coracteriza con que para 0 <
<t =Tty debe ser uy (1, 1) << 0 y para ¢ = &y u, (I, 1) = 0, ademds,’si supone-
mos gque ¢l peso M para los valores posteriores de tiempe ¢ queda sujeto al
-extremo de la barra, entonces para los valores ¢ = t,, quo se diferencian poco de
4o, debe ser w, (4, §) = 0.

La solucion del problema de contorno (1), (2), (29, (3}, (3") es:

ulz, ) = @ (ot — 2) + q (at + 2), (4)

<donde] la  funcién ¢ (2) se determing de siguiente modo:
@ (2)=0, —l<:z<lI, (5)
gl)=0, —l<z<l, (6)

W Ot @ (=" (=2 — ff (z=2),  I<z<doo, (D)

o= ‘% es la relacion de la masa del peso con respecto a fa masa de la barra.

Empleando la ecuacién diferencial (7) y la segunda condicién inicial (3°), se
«determina la funcién @' (2) en el segmento 7 << z < 31, Después, mediante esa
misma ecuacion diferencial se determina ¢’ (2) consecutivamente en los segmen-
tos 3l <tz <C5l, Bl < 2 < TI, ... ete., ademis la constante do integracién se
-determina cada vez de la condicidn de continuidud del cambio de la velocidad
«del extremo ug (I, #) cuando ¢ = 0 y, en particular, pura ¢ =§ X %f - % T
Asi se obtienon las expresiones

=1

¢’ (=}=-;ls_ o l<z<d, (57
=1 2 e L
¢ = (1—a(z-3n ]e A Bz, (57)
-1 5 =37
'.I ] 1 L et T
' (2) = %e « —I—T" [vi——aT (:—33)]8 e

-5
3 4 - S bt
-|-"T°[ 1_a_t,(z_3n+%(s-—5mj e ¥ Bz, (57
La funcién ¢ (z) se obtiene mediante la integracién de @' (z) en los segmentos

d<z=t3l, M << z<<bl, 5l<<z<Tl ... teniendo en cuenta Ja continuidad
«lel cambio de u (I, 1) en el tiempo.
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Asi se obtienen las cxpresiones
-]

= S, TTar 1
Plsi= = [I e _I’ I <<z <3,

[-1+-2—(z—-3£)J e_%{
7] :

ctlv,

celug
a a

=1
¢ ()= — e 4

3 <<z<5l, {1]

o = ol 2 1 -2
LY T o L] s =)
tla= 2 l'e 1]+—-a [1+ =G 3£)Je

=51
i 2 = = -
—*—;“—[1—’—?#-(3—51}3-'6 wt . of =z 0l

Para 0{.‘.‘4—% en virtud do (6) ¢ (at—=x)=0, por eso eouforme u (4)

u(z, )= (et} =z} para (l,'{f{-—i—-, (8)

es decir, por la burra se propaga sole la onda <inversas @ (at + z) que va del

extremo x = I, que sulrié cl golpe; cvando t = z la onda alcanza el extremo

[ijo ¥ cuando £ <t =< i—" a ella se afiade la onda reflejada ¢ (at — 2}, os decir,
la solucién tendri Ia forma
! 2!
u(x, f)y=mp(at—zx)+p(at--z), o SaEsEe (9
21 i
Cuando fom o la onda ¢ (at—z) se reflejard desdo el extromo z={! de
forma que ¢l sumando ¢ (at+z) en Ia solucin (4) en el intervalo
—a-< t{T va tendrd otra expresién.
e esta manera u {z, ¢} tieno diferentes expresiones en los inlervalos
I i 21 i {
0<t<—, 7SSy ey et (B )y c ey (10
wy (I, t) tendri distintas expresiones en los intervalos
2¢ 21 4l ] i
U{t{-—;-, Té‘ﬁT,---,zuTéli(zu—i‘z)Ts . (11)

El proceso del impacto no puede terminarse para 0 << ¢ << %. dado que para

cslos valores de ¢ se tendrd w, (2, 1) << O.
Para que el proceso del impacto se termine en el momento ¢ que pertencce

¥
al segmento "? =<t {-!;—z es noeesario y suficiente que se cumpia la desigualdad

2
T 4
24-e * {E,

11-0084]
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es degir,
o = 1,73,

Observacién. Dado que las superficies reales pueden poseer escabrosidades,
entonces para la aplicacién de esta solucién a los casos reales do golpe es nece-
sario que el tiempo, durante el cual se obtiene ¢l estrecho contacto del tope del
peso con el extremo }ibre de la barra, sea despreciablemente pequefio en compara-
¢ién con el tiempo del recorrido de la onda de perturbacién por la barra. Las
delormaciones, que surgen en ol peso, deben ser despreclablemente pequefias
en comparacién con laz deformaciones de la harra.

88. Durante el proceso del impacto para los desplazamientos longitudina-
les u (x, ¢} de los puntos deo Ja barra tenemos ol problema de contorno

By = @y, 0<<z<-too, O<t< 4o, 1
ty (0,) =0, 0=t +oo, (2)
Muy (1) t) = —ESu, (I, 1), 0O<<t<<ty, 2"
donde #; ¢s ¢l momento de terminacién del proceso del impacto,
u{zr,0) =0, Ozl (3)
uiz o={_o OSI<h) @)

El momento de terminacion del impacto se determina de igual modo que en el
problema anterior,
La golucién del problen:a de contorno (1), (2), (2), (3), (3) s de la [orma

u(z, &} = @ {at =~ z) + @ (at 4 1), (4)

donde @ (2) se dotermina del siguiente modeo:
PE=0 —l<z<li, {5)
pizy=0, —=I<z<l (6)

g (2} + % G (2} = —¢" (220} a% ¢ (z—2), l<z<<too, (7)

donde a = pi:—; es la relacion de la masa del peso con respecto a la masa de la

barra.
[rimeramente, empleando la ecuacién diferencial (7), se determina ¢ (3)
sucesivamente en los segmontos ! <<z < 3, 3l < z << 5! etc., Loniendo en
cuenta la condicién inicial (3') v la continuidad de wy (1, 8) para 0 << ¢ << 400

2~}

q;’(z):-%c-?, 1< z<<Bl, {5

=1 2 z—1
5 Vg ~@l 4 ¥ “Tar = Ea
¢ @=L +Tﬂ.[1_?fi(z-3n]e AT gles<il,  (57)

Después mediante Ja integracién de ¢’ (z), teniondo en cuenta la continuidad
para ¢ > 0, obtenemos la expresién de ¢ (z) en estos segmentos

2 —Eeh
q:'(z)=.-—32§'j_(1—e o ] l<z<3l, (6
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89. La solucién del problema de contorno es®)

z\2u . 8 x \2 du
(i—?) ?f;_as?z- (1_?) "‘é‘;‘], Dz<<l, 0O<<t<<Hoo, (f)

u{0,) =0, 0<t< 0o, (2)
Muy (1, 8} = —ESu, (I, 1), 0<<t<<iy, (2"
donde t, es el momento de terminacién del proceso del impacto,
wiz, 0)=0, O<z<l, (6}
_f 0 ok <) ’
w e 0={ )" i (@)

es de la forma
u(z, £)= P {at—z)—q (et +2) .

H—z (%)
La funcién ¢ (x) se determina del siguionte modo:
p)=0, —i<z<l, (5)
a0" )+ () + 5 =ag (—an—g’ -2+ 2E=H
I<<z <40, (8)
donde aﬂ%“;{.

Empleando esta ecuacién diferencial, la condicién inicial (3') y las condi-
ciones de continuidad de u, (I, #) para 0 << ¢ << 4-co ydo u (I, t) para 0 < { <<
< 4o, la funcién se determina succsivamente en los intervalos ! < z < 31,
3l << z << B, elc.

. Ae=D__ stz 1)
'F(‘}=%(H—Ue———m-—, l<<z<"3l (5%

etc., donde Ay y A, son las raices de la ecuacién
A 1
L N P o ——
?“+G+G(H_I) 0.

90. La resolucién del problema es anéloga a la de los problemas 87, 88, 89,
91, Las soluciones de los problemas de contorno

g = aluy,, O<z<<l, 0<<t<+oo, (1)

vz, )= u, (2,00 =0, O0=<<z=1 ]

a) u(®,=p(, u(lt=0, 0<<t<< oo, {3
b) u (0, ) =0, u(l, ) =p(t), 0<<t<< oo, (31
c) w0, )=n(), u,(H=0, 0<t << +oo, 31

*} Véase el prohlema 21,
11
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gon correspondicniemente de la forma*)

+0a o
SErTe :)r}éﬂﬁ(r—‘—*‘;gﬂ)—éﬁ(t—ma_—’), @
beie 0m 3 [ (o4 BN (ot ),
n=l
+ma

c) u(a:,l]=2 L;I (:-—-#) _}T (=+i-?12§i)_] (—1)mHi

=1

+i (=), @)

a
= 0 para  t<<0
dondo p (8) = {“ B e s D} ; (5)
92. La solucidén del problema de contorno
9 _ow
PPN T
% D<r<l, 0<t<too %0, 1"
L L
9t dx?
wl, ) =q(t), pl 1)=0, 0<t<<too, @
w (z, 0) = 0, p(z, 0) =0, 0<ca<l, (3)
es de la [orma **%)
= 2ni 20l
~ r+42n o~ F—2dnt \ o .,
wie =3, [¥ (= Z5) =0 (14+"5) J—m4¥ e—5) s
n=1
(%)
donde
o 0, — o < t<<0), .
" U)={q:(!) 0<:{-i-m.} ©)
¥
fi +2nl 2nl
o~ x ~ x n ~ a—2n
o 0 (1) 1 3 (o (§ (-T2 4 om0 .
n=1
(6)
De esta mancra
oo
~ ~ 2nl
PO H=2F(0+2 3 (—nF (1—) .
i n=1

*) Véaze |7], pags. 83-80.
**) Viuse la respucsta al probloma 5.
x4 Vaase la solucidn del problema anterior.
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3. Resolucidn. El comienzo del proceso del impacto es el momento cuando
la barra izquierda aleanza a la barra derecha; a este momento lo tomamos como
t = 0y el punto, en el cual se encuentran en este momento Ios Lopes, como x — 0,
Se llama final del impacto el momento, a partir del cual la velocidad del Lope
que golpea pasa a ser menor que la velocidad del tope que recibe el impacto,

Designemos medianto uy (z, 1) ¥ u, (z, ¢) los desplazamientos de lag sec-
ciones tronsversales de las barras que golpea y que recibe el golpe. Enloncos
iy (x.}.'.‘) ¥ s {z, t} son las suluciones del problema de contorno (dursnte ¢l im-
pacto).

mpp=a%,,,., —Il<<z<0,
Hott = @ Uyyen, O<xr<l,
upe (4L =0, (0,8 = uy (0, 1), . {0, 1) =
=up {0, 8), wa ) =0, 0=1< +oa®), {2)
uy (z, 0y=0, (s, O=v,, —1<z<0, )
ug (2, 0)=0, uy(z, O)=u,, [l

} o<ttt )

La solucién dol problema de contorne (1), (2), (3) la buscamos ¢n la forma
(2 8) = @ (z —al) -+ (= + at),  up (2, ) = qu (& — at) +
s (x4 af). (4)
Sustiluyendo (4) en (2) ¥ (3), obtencmos:

P1{—t—ath i (—I--at) =0, ¢ ({—at)+ ] (I 4at) =0, ’
@1 (—at) Wi (at) = 45 (—at) + ¥ (at), o<t @)

P (—at} -y (@th =gy (—at) P, (at), 0<t <m0, (6)
Py (2} Py () =0, —l=z<0, (7
—¢i )+ (=2, —l<2<0, ®)
Pz (&) + Py (2) =0, D z<d, ()
= @)+ () = 2%, v<z<l. (10)

Do las relaciones (7)—(10) hallamos
— ¢ (Z)=-¢£{S)=%, — 1<z 0, (11)
—HE=WE=3=, O0<i<l (12)

Las relaciones (5), (6) dan:

01 (—1 —z) = —f{ (—1 + 3), (13)
Yo (b4 2) = —gi (I — 2), (14)
1 (—2) = @1 (—2), (15)
by (2) =g (2). (16)

*) Una parte de las condiciones de [rontera (2) se cumplen s6lo cuande
0 <t <t donde # ¢s ¢l momento de terminacion del impacto.
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pilz)
e A z
_ 7
7. LT ¥ o
Y="7q
N
;! W Y Za. r_ U
$=zz Y1=27q
. " 4 Z
- 0 AT
wi2)
4 - 2 - g 1 z
U
G=zr v
%fﬁ‘% “ Y2==2q
f2y - U
Yo=5g . B
Y=z
i " 'l z
-1 0 ¢ 2t 8 &
Fig. 27

Do las relaciones {13) — (16) resulta que las funciones @ (2), Wy (3), g:(2),
P (2) son periddicas con periodo 4l; por eso os suficiente g)etorminar cada una
de las funciones en el intervalo 0 < z < 4; la construccion ulterior se realiza
mediante la prolongacién periédica. Esa determinacién de las funciones
@ (z), ¥i (2), @4 (2), ¥: {z) modiante las relaciones (11) — (16) da para ellas
los valores representados grificamente en la [ig. 27.

Utilizando las funciones halladas @, {z}, 1 (z), @4 {2}, W4 (z), hallamos las
expresiones para

we (@ 8wy (7w d), w7, 8, wge (2, 8).
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v U . _f Ug r‘
s
& ) el
7 f=k ‘iz
L aa | —
S Rl P Ut
[Ftoevy) = o I,
-t -y 0| iz -t Y2 0] ¥z 1
.’.{31- '.Eb{z r
e B Lo
1200°%) ",
-2 0 ? R = 0 i
G ~Luz
L G =g —
B T G0,
}fffﬂw‘z) T £~ i
- =2 ,7'/2 P X ~£‘/2 7 =
Uy =
o fe %_3 Lur
)
s s x4 i
I : 4 -1 ] Z

Fig. 28

En la figl. 28 esti representada graficamente la distribucién de las velo-
cidades y de las tensiones para los momentos do tiempo

" 1 i _ % _2
ey t=goe =g W e,
94. La solucién del problema de conlorno
v ai .
-;,-;;+L T 4+ Ri=0, D=<x<l, OD<<t<<4oo, 1)
i dv :
57 +C 5p+6v=0, CR=GL, (1)
v(0, )=E, ofl, )=0, 0<t< oo, (2}

v (z, 0} =0, ‘(310)=0| 0=z =1 {3)
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la huscamos en la forma
v (z, §) = vy {z) + v* (z, ), (4)
iz, t) =iy (@) + * (z, ), (4%)

donde vy (x) ¥ 19 (z) es la solucién estacionaria del sistema (1), (1) que
zatisface las condiciones de frontera (2) v es el limite de la solucidn (4), (4)
del problema de contorno (1), (1), (2), (8) evando ¢ — +oo, mientras que
?* {x, &) ¢ i* (x, 1), es la solucién del sistema (1), (1') con las condiciones de
rontern

vt (0,00=0, e*({,5)=0 29
¥ Jlas condiciones iniciales
vz, ) = —ug (2), i* (z, 0) = —iy (7). (3%
Obtenemos*)
. sh [/ GR(1— ) o
ﬁ -'S_H“__— 1 )
W= T VGR I W
e T ch/GR(1—3) 7
fg(z)=F T —————-——shv(;_ﬂg {(5")
_8,
vz, h=e L [g(z—at)-¥ (@-}ab)), (6)
[
] -
i n=e L) L lpa—an—y ety ()
donde
W{'ﬂ=W’ 1r.(1)=”x]'—;‘v(t)_l 0<<z<1, (N
[ (@)= —vg(x), F(I)=—'|/-'|‘;Lfn (=), U<zl 8

mediante las condiciones de frontera (2') las funciones f (=} y F (x) s» prolongan,
como funciones par ¢ impar con poriodo 2L
Cuando ¢ satisface la desigualdad

> %ln{iﬂ[ﬂ-th VER(—2)]}, )
8¢ cumplird la relacién
| % (z, 8) | < 0,00, (), (10}

es decir, la intensidad de la corriente en el punto z del cable se dilercnciard de
st valor limite cusndo t — oo a ciencia cierta no més del 10%.
5. La soluciém del problema de contoroo

a»+L a‘—f—.’ix—i} D<r<i, 0<t<-+oo, (8
4'7! av T 5 ]
—|—(. £+G”=0' CR=(L, 19
U[O, H=F i{l, =10, 0<<t< 400, (2)
vir, =0, ifz,0)=0, Ozl (3)

*) Véase Ja solucién del problema 72.
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es de la forma
v, 8) = vy () +v* (0, 1), iz, ) = fy (z) + i* (2, 8), 4y

donde v, (z) ¥ ig () es la solucion estacionaria del sistema (1}, (1) que satisfuce
las condiciones de frontera (2),

vole)=E BVORL=a) - )5y C VORE—z)
eh |/ GR1 L ch\yGR!

v* (2, 1) ¥y i* (2, ¢), la solucion del sistema (13, (1) con las condiciones de
ronteraf

v (0, 00=0, #*(LN=0, 0<t< oo, {6}
¥, las condiciones iniciales
v, 0) = —ug(z), *(x0)=—iy(), Ozl (7
R
iz, =e by (x—at)+p (z-fat)t, (8
R
-t -

i*(z, )=e T I,/%It‘p(x—at)—\p(a:{—aﬂ], )
tl’<’~'1=—-—”3)t”x’ ) sl?(x1=—-—-—-—”x)".f(z) v Do) (10)
[{@)=—ulz), F(z)= —]/-3,‘!'L fglz), O<z<l. 11y

De las condiciones iniciales (6) se doduce que las funciones f (z) ¥ F (x) se pro-
lﬂﬂgllll_ respectivamente, en forma impar y par cou respeclo a z = 0, de forma
par o mmpar con respecto a xr = | y periodicamente con periodo 4i.

Cuando ¢ satisface la desigualdad

t‘:>-:;iln {10 [1+th VTR —2)]}, (12

la tonsion en el punto = del eable se diforenciard de su valor limite parit ¢t — -|-oo
4 ciencia cierta en no mds del 10%.
96. a)

[ 0 para O <<t =T,

vl =1 T,

& {1 (:f—i— Hy

donde 3=]/-éi es la resistencin ondulatoria, T=%-. a-—*—’__—-, la

LC
w;ltagidad de propagacion por el cable de las perturbaciones electromagnéticas:
)

}} para (n—1)T<t<(@n4+1)T, n=1,2,5 ...,

vil, ty=
0 parn 0t <7,

wfd
aad P Pl l)}’ para T < ¢ < 37,
t %
{ —2Fe 1((?.-‘)-1~2.€{'1—235(}..—t—-31)}3 A(T ?) para 37 <<t < 5T

eto,, M= 1
oy KT roml
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c)
0 para 0<<¢<<T,

¢
vl t)z! 2Ee “(r-1) para T <<t <<37,

l 2&-3(?‘ "1)—25 {1—2.; (—,}.-_-3) } e"z% _3), 3T < ¢ < 5T,

elc,, E—=5—£

I

Indicacidn. Acerca de las leyes de roflexién del extremo z = I véuse la
solucién del problema 71.

§ 3. Méfodo de separacién de las variables
1. Vibraclones libres en un medio sin resistencla
97, La solucién del problema de contorno

Uy = gy, O<<z<<l, 0<t<os, {
u(0|‘)=u[!!1}=01 0<t< oo, (2)
;k;—.z. O<z<z,,
ufz, 0)= g (3)
Bli=), o Sy
Ty ¥ g =T '
up(z, 0)=0, O<z<! (3"
e
+oa
. 2hi? i1  nnx, nix nnat
u (z, t]_m 2 S Ben — % 8o —— €05 ——. (4)
Tie=1

En la expresion de u (z, 1) desaparecen los sumandos para los cuales sen ™ i 0,

03 decir, ausentan los sobretonos para los cuales ol punto z = z; os un nudo.
La cnorgia del n-ésimo armdénico es igual a

at® Ennz
En=M# antzd (I —x)* S 1 S M=pl.

98. Resolucién. Hallamos la desviacién imicial de la cuerda (fig. 29); para
eso es suficiente determinar el valor de i. De la condicién de equilibrio (en
proyecciones sobre el eje vertical) tonemos:

T (sen ot + sen f) = Fy.

En virtud de que las desviaciones son pequefias, sen o = lg &, sen f =
= 1g fi*), pero
h
I—zy

h
Dga:?.'r tg p=

*) En virtud de que las desviacién es pequefia, 7 no depende de la desvia-
cién. Véase [7], pdg. 31.
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(1)

De esta manera
T Fozo (I—24) *)
iT 3
+M
niTy nazx nnat
son €08 —

h 2 = sen
n? I

Ly = g
=1
&
Fig. 29
donde h se determina por la férmula (1).
1 (2n4-1) nz (2n+4-1) nat
FPrE= i 5 cos ~—t——,

donde & es la desviacién inicial mixima de la cuerda.
nnd m:: i m:a: X

+0a
9. u(z, :)=% A
n=>0

JL
5% son 22 gon

+ oo
_ dngl 1
100, u =z, ’)—“,;!? Z —F sen —— 7

ne==i
La enorgia del n-ésimo armdnico es igual a
En= Ay sen? 170, gons ____nuﬁ M=pi
" Tntnt 1 T *
101. Indicacidn. Primeramente consideramos que el impulse [ estd nnifor-
memente distribuido en el segmento », — & < z < 2, + & do la cuerda. Enton-
ces llegamos a la expresién de u (x, 1) dada on la respuesta al problema anterior,
ademds,
e 1
0= 35p
donde p es la densidad lineal de la masa de la cuerda. Pasando al limite cuando
& — 0, obtenemos la expresién para la solucién del problema inicial
400
21 1 R, niz nnat
= — Spr —— =2
uiz, t) ap Z = sent [ sen 7 sen 7
n=1
u (zg — 0) = u (zq -+~ 0),

*) La_ deeviacién inicial se podia determinar, resolviendo el problema:
T (4" (zg + O} — u' (2 — 0)) = Fy,

z) = 0,
=uln=0.

)

u”
u
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La energia del n-ésimo arménico es ipual a

nftr,
T

I?
Ey= i sen® M=pl,
La solucién del problema se pucde obtener también haciondo
I
uy (=, l])=-l_:.- 8 (x—axy),

donde 8 (2) es la funcién §%).

+eo €08 LI sen J2Ct0
_ 8w 1 i ! nnr o nfat
102, w(z, t)= = 2 = —;—-—-W-—-sen 7 sen 7
13§ __Ei"_
La enorgia del n-ésimo arménico es igual a
. 16uibp 1 oo WY o BER
= in* [1 t26n)=Ji’a el =
— =2

" 8;’;( (-—1]“ (2n+1)n$ (2n-+1) nat
i w(z, 1)— z;( (Zn—l-i}“ 57 cos 57 .
n={)
104. La respuesta se obtiene de la solucién del problemu anterior, si se hace
e T,
—ES
donde E, ¢s el modulo de elasticidad; &, vl drea de la soccién transversal de Ja

harra.
1053. La solucién del problema de contorno

My = Puy, lU<z<l, 0 <t < oo, )
iz, 0) = ¢ (2), uy (z,0) = p (z), 0zl (e
g (U 1) = uy (1, 8) = 0, 0 <<t < o0, @)
08
L i & k
u(x, f)=—{,— j L ()4 tp (2)] dz+- Z (ak I.-Ub—ﬂﬂ—!-bﬁ 0 a_{n_.f) os%, (4}
[} h=1
donde
1 i
':f‘=% l: W (z) cos k! dz, b= aik S | {z) cos -}%Edz.
i

106. La solucidn del pmblemn pul}d[‘. ser obtenida de la respuesta del proble-
ma anterior, haciendo ¢ {z) =

[0. DSz 18,
‘Hz)=l __513. b B T,

*) Véase la llsmada **) a la solucién del problema 56.
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y despuéds pasar al limite cuando § — 0 o hacer ¢ (r) = 0 ¥
I
¢ (#)= = S{z—z5)*), O0<zy<{,

donde & (x) es ln funcién 6, y después pzis;lr al limite cuando z;, — [

u (x, ;)=_L;____ !:1— oL Y kﬂ“,
pl lap L i
A=l
G (=)n @at) 2n-+1)
et v (— n- 1)z n nat
107, u(z, t)= == | Sl sen 7 sen o 4
108. La solucién del problema de contorno
gy = %y, O<<z<<l, 0t oo, [£5)
u (0, ) =0, u (L) +hu(l,y=0, 0<t< oo, (2)
w(e, ) =g, wmE 0=y, 0<z<! (3
o2 (e Ja [orma
oo
u(zx, t)= E (an €08 Anat-}-b, sen knat) cos Ay, (4)

n=
donde &, son los valores propios del problema de contorno
X" (2)+32X (2)=0, O<z<l,
X' (0)=0, X' (N+rX(@)=0, }
ademas ), son las raices positivas de la ecuacion
Atg A=k, (©)
Xp (x) = co8 Apz son las funciones propias del problema de contorne (5).

El cuadrado de 1o norma de la n-ésima funcidn propia lo hallamos utili-
zando (B)

(5)

Vi P=§ X3 (2) ax__[mm ("“i:;“‘}zj }[HWJ 0

i

i

T
§¢(sl coshnzds, by Ell’{z)coslnzd:. 8
b

1
T XAl =N Xn Farn u= Py

109, La solucién del problema de contorno

Upg = Uy, O<az<<l, 0<<i<<oo, (1)
y (0,8) =0, w(, )4+ hu(l,t)=0, 0<t< oo, 2)
u (i, 0)=& z, oy (x, =0, OG<z<l, (3}

*) Acorca de la eleccidn del copliciente de § (x — xg) véase la llamada **
en la pig. 139.
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se obtiene de la solucién del problema de contornoanterior com
Fo
PD=grs V()=
+
2F, {1+ %) cos hni—1

TS 2 e (2]

€08 An¥ €05 Apal=

27, +o0 {1+M)—]/1—|——;‘,1
EIS
a=1 A} ]/1+ SEy {1+I(L k*)}

donde Ly son las raices positivas de la ecuacion A tgAl=rh.

08 Anx €0S aknt,  (4)

+o0

27 08 hnx 88N aknt
"o, uix ) =——m 2 —
alp = {1+M (coa :k;,t) }

Z c08 Ay r sen Apat
aIP h } .
=t wn {1

donde A, son las raices positivas de la ecuacién A tg Al = &,
111, La solucifn del problema de contorno

Uy = 0ey, Otz <<l, 0<<t<<-oo, (1)
e (0, 8) —hu (0, 8) =0, u{,0)+hu(,)=0 0<t< oo, 2
vk 0 =0 @, wEd=yE, O0<z<gh @
es
+oo
u(z, t)= 2 (ap cos ahpt—+ by sen ahnt) sen (Anz-f-¢n), (4)

n=

dondo A, son los valores propios del problema de contorno

X" ()4 AX (z) =0, O0<z<l, (5)
X' (0) — kX (0) = 0, ®
X' ()4 X ) =0, ®)

Y Xp (z) = sen (A,z 4 @,) son las funciones propias de este problema: A,
son las raices de la ecuacién

ctghi=r (= -4, M

Gn=arctg —;\f . ®
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El cuadrado de la norma de la funcién propia Xn (z) es igual a
!

54k .
Il Xn II’=§ sen® (AnZ - @n) dz;—% ’ "

por €50
I
2 1! h'} o
°"=(TLE,(T§§TTF% 5 @ (z) sen (hnz-+q) dz, (10)
1]

s 2 (Aj 4%
B @dn (MR AN I 2aknk

WP (2) sen (Apz+Gpp) de. t11)

Sy

solucién general do la ecuacién
Xn (2) = €y cos)x -+ Cy sen Ax
satisfaciendo la condicién de frontera (f), obtenemos:

Indicacién. 1) Lu ecuacién (‘?} gueda sor obtenida de siguicnte modo, De la
5

X (2, B)=C, {-;.'- €08 hr-sen ?vx}=c;x' (#, A (12)

Sustituyendo (12) en la condicidn de frontera (6'), nos queda:
6X {z. 2) o X (3 A, o
(T @] =6 {2403 @ ) =0,

A=
ya que Cp =0, de otra manera (12) seria una solucién trivial, entonces
X (2. M) | = :
{'_Ez—"'” (2 L)}:_l=o. (13)
Después de la sustitucién de la expresitn explicita
X (z, &) =% ¢0s Az sen Az (139
(18) se transforma en la ecuacién (7)
i f A h
otghl= (T&”_TJ i (N
Esta ecuacién so puede resolver aproximadamente en forma grifica*).
Haciendo en (12) & igual al valor propio A, obtonemos la funcién propia
correspondiente
X, (2) = C:i (zy Ap).
De esta manera la funcién propia se determina con exactitud hasta el multipli-
cador constante C,. Este multiplicador se pucde clegir de tal manera que la
funcién X, (z) sea de la forma
X, (2) = X (2, hy) = s0n (Apz + @) (14)

*) Acerca de la solucién de la ecuacién trascendente con cualquier orden
de presicion véase [1], pig.
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7

|
|
|
i
¢ N W&, gmN Mty  snN JIm

Fig. 30
dunde
:p,,=nrctg%_ (14")
Haciendo &l = E, oblenemos
c=g£=-.l— (%——?) ; (15)

Designando mediante &, £y, . .., &, ... las abscisas de los punlos de inter-
seecion del cotangentoide = ctg & con la hipérbola n = % (%-— %-). obte-
nemos hp = %—‘ (fig. 30).
2) El cuadrade de la norma de la funcién propia (9) puede ser hallado mo-
diante  la integracién directa
i
| Xn ji2== S S6n® (knz - Pa) dz (16)
i
o mediante ¢l paso al limito cuando A — A, en la igualdad
!

XLl An) X (I, M =Xz, WX (. hn)

Sx (s 3 X (s Do) s - (17
n
(1]

Eliminando la indeterminacion en la parte derccha de (17) eunando
3} — An, ohlenemos

[

g X% (x, hn) dx =
i

XL ML A — Xl An) X G, Bia)

2kn (18)
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La fgualdad (17) se ebtiene de las igualdades
X" (2, b))+ ABX (2 A) = 0,
X" (z, ln] 15 JLE,‘X (.?, "n) =0
mediante la multiplicacién de la primera de ellas por X (r, A,), la segunda,
per X (z, ), la sustraccién de los resultados y la integracion poslerior por
rtes, ; s
L Al calcular la integral (16) o el segunde miembro de la igualdad (18} es

necesario utilizar la condicién de frontera (6).
Nota. La ecuacidn (7) puede ser escrita en forma

oy 2%
Lg dnl = ﬁ’.‘.%, i 19
n
Cuando % — 0 (los extremos libreg) de (19) obtenemos
}!im tg hpl = 0.
k=t

De (14) y (14" ballamos 1mgn—-2, lim Xn (:;=5en(1,.z+—f‘-), por
A0 27 p=p 2

consiguiente,

Ap=—r, n=0,1, 2, ...,

Xn()=cosZ5," n=0,1,2, ...

Este resultado fue ohtenido directamente al resolver el problema 105.
Cuando h -~ oo (los extremos fijos) de (13) obtenemos &

lim tgh,l=0.

h—ca
De (14') y (14). hallamos )
lim @, =0, hlim sen (h,z -+ ¢,) = sen A,s.

fr=n0

Por consiguiente,

RITT

Xn (z)=sen

Este resultado también fue ohtenid?) directamente al resolver el problema 97,
112, La soluciéon del problema de contorno

Upg = c’um-n 0= x| 0 <t << 400, (1)
y (0,8) —hu {0, ) =0, u (L)Fhu(hb=0, 0<t<-oo, (2
ulE =g, wl=y¢pE, 0<z<l, 3
‘es
00
u(z, )= ) (an cosahnt-bn sen ahnt) sen (Anz+Ta), %)
n=1i

12—0041
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donde A, son los valores propios del problema de contorno
X@+¥X(=)=0 0O<z<l
X0 =X 0 =0 X (0)+hXd=
Los valores propios son las raices de la ecuacién

_ A —Dh,
e k)

(5)
©)

(M

X (z)=sen (Anz-+®n), las funciones propias respectivas, donde

T = aretg -%T"-

El cuadrado de la norma de la funcién propia es igual a

i
2 1 AL hyhg) (h h
iXal= § X3 @ dr = {1+ ( 1+ mf’({nﬁ i) }-
ol .

t13. La solucién del problema de contorno
Uy = Mgy O<z<<l, 0<t<<+4eo, I=2nR,
u (0, t) = u(l, 1), uy (0, Y =uy (L 1), 0<<l<< oo,
ulz, 0) =g, wE=Y@E), o0zl

1]
+ 00 5 9
il 0=2 (a;,oos nnat Fblise Zsc;mr ) o :;nz 4
n=0
i nnat 2
dnna JInE
g Z o Ennal 2anat e s ) st .
] ]
n=1

1 i
i = 25

n=1,
1 i
ag=- i'P(fl dz,
O j ¥ () 00822 gs, b= Sw(z)m ™ g,

n=1,

bo=u jxp(x}dz

@

(&)

€))
@
@

2, 3, sy

5,8 ueip



Il, Ecvaciones de tipo hiperbélice 179

Indicacién. Sustituyendo la solucién general X (2) = 4 cog b -+ B sen bz de
la ecuacidn

X" (x)+ 12X (x) =0
en las condiciones de frontera
X=X X {0O=X({)

e igualando a cero ¢l delerminante del sistema obtenido de ecuaciones respecto
a A y B, hallamos la ecuacién trascendente para determinar los valores propios.

Fp = g%resuhan ger los valores propios, al mismo tiempo la sustitucidn del

valor i, en las ecuaciones para determinar A ¥ B convierte a estas en identidades
para cualesquiera A y B. Por consiguiente, a cada valor propio A, le corresponden
dos Tunciones propias, linealmente independientes cos A, ¥ sen A,; dado que

Ap = E;ﬁ todas las funciones propias son ortogonales en el segmento 0 << = < [+),

En el cago cusndo a un valor propio corresponden k funciones propias linealmente
independicnies este se llama de orden de multiplicidad k. De este modo todos
los valores propios del problema en estudio son de orden de multiplicidad 2.

114, [rdicacién. La energia total de Ia cuerda 0 < = < ! en el caso de las
condiciones de frontera de tercer género uy (0, ) — hu (0,8) = 0, u, (I, &) +
+ hu (I, t) = 0 sc expresan de siguiente modo {comproharlo):

i
E{ﬂ———z—

(Toud (3, O)-+pu? (3, ) dz+ —E (w2 (1, £)-+u? (0, ).

L T

En el caso de las condiciones de primero y segundo género
4 i
Em=— [Tt e nteuie e
0
(véase [7], pag. 36). =
Expresando la cnergiz total de la cuerda
+oe +oo

ufz, t)= 2 Upiz, t)= Ty (t) Xn (2),
n=1 on

=1
donde X, (z) son las funciones propias del problema de contorno correspondiente,
utilizando la ortagonalidad de las funciones propias y también las condiciones

do frontera, no es dificil demostrar que en el caso dé"las condiciones de primero,
segundo Y lercero género

+o00
Em= En(t)
n={

*) La ortogonalidad de las funciones propias, que corresponden a diferentes
valores propios, se deduce de la teoria peneral, la ortogonslidad de cos 2"’::

¥ sen .z_’}’if en ¢lsegmento 0 < z < [ se verifica con el cileulo directo de la
integral.

12*
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donde en el caso de lag condiciones de primero y segunda género
{

. 1 ol 5
Enih="g" S (T ?‘T @ O+0L3 (2, ) ds,
d ’
y on el caso de las condiciones de tercero género

i
En{t) = -:‘,... S{Tnl':‘.; (0 O+0U3, (5 1) dz,;-r,";—"‘ (U2 (1, 4L (0, )}
]

115. Las soluciones do los problemas de contorno

Uyp o @ty =0, O=zgl, 0<t< oo, (1)

wir,0)= @), w0 =1(), 0<<t<-4oo, (2)

w0, =u{l, §) =t (0, =ty (LY} =0, 0<t<+oo, (3a)
g{0,)=ud, ) =nu (0, ) =ue (L, ) =0, 0<t<Hoo, (3by)

U (04 1) = e (4 8) = vty (0, 1) = vy, (L, ) =0, O <t < Ho {3c)

son respectivamente:
+oa

nea
a) uixr, ti= Z (an cos 3—-3-‘-‘—‘) seng’
n=1
2 i
fp =2 SIP(Z)SBD £ dz, bp=——m zﬂaa S\j\(u
a
ﬂx:l, 2, 3, weey
o
h) uz, = 3 (ancosahit-bysenarit) Xn (2),
n=1

illonde
Xy () = (sh Al — sen A1) (ch hyz — cos hpz) —
— (ch Ayl —cos &, 1) (sh b,z — sen k, 2},

¥ A, son las rajces no negativas de la ecuacidn ch M cos Al = 1;

i
c) u(z, )= 3| (an cosakit+by sen akit) Xn ()
n=1{
donde
Xy, (2} = (sh 4,1 — sen A1) (ch Az - cos A, z) —
— (ch Anl ~— cos Ayl (ch A,z 4- sen A, z],

¥ Ay son las raices no negativas de la ecuacién trascendente
chilcos Al = 1.
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Notas. 1) La ortagonalidad de las funciones prt;‘pins se pstablece del signiente
modo. Multiplicande la ecuacion X% (z) — ALX, (z) = 0 por X, (x) ¥y la
ecuacion
X () — ha Xy (&) = 0

por X, (z), sustrayendo los resultados e integrando por partes, obienemos:
1
j X () Xp (2) de=
b

X (@) X (8) = X, (@) X (5)— X7, (2) X}, (2)+ X7, (2) X7, (=)} 1226

= Ay g

de donde directamente so deduce la igualdad
i
S Xmia) Xn(z)de=0, m=n,
]
para las condiciones de frontera (3a), (3b), (3c) o lpara las que se obtienen
mediante combinacién (3a) en un extremo y (3b), en el otro, ete.
2) Para el cilculo del cuadrado de la norma de la funcién propia X, (z}
se puede actuar anilogamente a lo que se hace en la indicacién al problema 111;

entonces gc obtiene la férmula siguiente*), andloga a la férmula (18) de la solu-
cién del problema 111,

{
| x2 @ ae= - exz =257 0 X5 W4+ X3 00,
i
de donde en el caso (3b)
i
{ ¥ @ ae=tx20
]
y en el caso (3c)

X2 () dx=—i- X3 (D).

e,

116, $i las vibraciones de la barra son provocadas por el impulso 7 de golpe
en el punto # = z,, entonces en la respuesta al problema anterior tendremos:
21 seu-l’:il

A) an=0, Ubin= I

AT X (2,)
EXE (I
41X {x4)
aky XZ () ip °

b} Un==0‘ bn=
e) ap=0, b=

*)} Véase A. N. Krilov, Obras completas, t. 111, parte 2, ed. de la Acade-
mia de Ciencias de la URSS, 1949, pags. 202-203 (en ruso).
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2, Vibraciones libres en un medio con resistencia

Si las vibraciones de la cucrda o las vibraciones longitudinales de la barra
se realizan en un medio con resistencia proporcional a la veloeidad, la ecuacion
de las vibraciones son de la forma*)

upp = @ty — 2vuy, v >0, (4]

y las condiciones de frontera se escriben lo mismo que en el caso de las vibra-

?ioncs en un medio sin resistencia. Eseribiendo las condiciones de frontera en la
orma

Gt (0. 8) + Bre (0, 8) = 0, 0 <<t < o0, {2)

Sgug (L -+ B (L 1) =0, 0<t<<+o0, 2%}

tendremos en cuenta la posibilidad de las condiciones de primero, segundo
y tercer género. Sean dadas también las condiciones iniciales

w w0y =g (&), u (e 0 =1 (2 (3)
Separando Jas variables, llegamos al misino problema de contorno
X+ X =0, O<zr<l, {4}
a X (0) + B X (0) = 0, (3)
wX' () + BX{Hh=0 (5%

para determinar [os valores propios, gque en ol caso cuando las oscilaciones
se realizan en un medio sin resistencia. Sean i, ¥ X, (z) los valores propios
y las funciones propias del problema (di. (53, (5"). Para la determinacion de
T, (t) obtenemos la ecuacitn diferencia

Ta (t) + 2vTh () + a5 T, (8) = 0, (&)

gue s¢ deferencia por el término 2v T}, (1) de la ecuacién correspondiente al caso
¢ las vibraciones en un medio sin resisiencia. Su solucién general es de la forma

Tn (1) =(ag ch wnt+ by shopt) e™", 5
s X } V3= g%l )

T (th={an Coswnt by set wy t) e~ "%, - -
on =1/ FRE=VT } Ve &

Ta(ty=(an+bat) ™, v=ain. ()

La solucién del problema de contorno (1), (2), (2, (3) vs de la forma
wizg, D=3 Ta (1) Xn (), ®
nm=]
Es facil ver que

4 lim Ty (t)=0
en cada uno de los casos (%), (7'), {7").

*); Véase el problema 15,
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Los coeficientes a, ¥ b, se determinan por las condiciones iniciales de
giguiente modo;

i I
1 1 X x
an—ﬁn—“? J @ (2} Xn (2) d2, -"nmn—\‘ﬁn=m § Y (2) X (2) dz,

@
ademds
wp=1 cuande ~v=aky.
e o 1
e ™ nITT, nnx
7. w(z, )= = El — sen L sen an (0,
==
donde
; — ainin®
@p(t) =ch (Uh“‘i‘".‘l“\“”_‘sh wnt, '—"n=‘l./"'=—' £ r;sr( ¥ n::a =V,
On(D=1++t, —pm=v,
. B T T T
B, (t)=cos m,.n-'r--—E:T sen wntl, mnzl/ £ nsn —N n;;a =V,
118. u(z, = 2’:9 2 L sen -’-EFL sen n;tx &n (1),
n=1
donde
By,
@ (t) =gh wgt, op = -/\-’ il T:ﬂa para -%E-«ﬁ\,
B (=t para i?.a.—= ¥,
Bp (t) =sen 0y, mns"/ "2'1:2“ —v?  para ﬂ?a =,
—vt (=1 (2n--1) nz
19,  u(z, r)...— Z T S0 o 8 (1),
donde ©,, () tienen las mismas magmtudcs que en la respuesta al problema 117
120. w iz, ) =ao+hy " eV S} O it) cos -, a)
n=1

Oy (1) =an-+bnt, n}. =y,

=
L]
——

8, (1) =ap chwgt by shopt, n?a =¥, a=1, 2, ..., (2)

nna
By (1) =an cos wyi--by sen wpt, ="
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1
5 “
=7 S‘F(s)cos PR 5, bpon—va = j §¢ Ll
[}

i

? 1 !
—1 1 2 1
b= fv0& w-t [e@arg; (voan
0 ] b
mnn'l/ L para 8 oy ap=1 para 2y
7 L ! ! !
nea ﬂs i nia
g = T ——Vv'  para >V
o0
321, ulr, f=e~"'F) On(t)coshnz,
=7

On (ty=anchantt+bnshant, w, .-—.-'lf\:i_ Aja* para ahp<<v,
Op (f)=an+bnt, ©n(t)=1 para alp=v;
8y (1) =an cos wut-+by sen @pt, {on='|/a‘31;fl—v2 para ahn > v,
An son las raices positivas de la ecuacién Alg Al=n,
1

m S @ {2) cos hnz dz,
{1+ ) 0

!

2 ~
e y (z) cos Apz dz.
! {‘ +—r—'T}
TOL T A9

. 2

Op==

bptiy —vay =

420
122 *). urz, h=e"" 3 On (1) sen (Anz - Fn),

S=1

n=4, 2,...

donde @, (#) y @, s¢ determinan segin las formulas (2) de la respuesta al proble~

wa anterior y A, son las raices positivas de la ecuacién
AE—hyh

ctghl= XAy ?

A
gp==arclg T" 4
1
i

2
(15 DT Rk B kD 70 5em Grom
TR 0% D

dp=

R 2 Braens

*) Véanse las respuestas a los problemas 111 y 112,
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2
(A Aiha) (B +-ky)
{ (A% A1) (A3, 4+ h3)

i
bply —van = j Yu (2) sen (Anz--pn) dz,

]

n=1, 2, 3,...
123, La solucién del prohlema de contorno
x = CLoy + CRy,, O<z<<l, 0<t<<oo, (1)
v (0, ) =u, (I, ) =0, 0t too, )
v, 0 =vy vz 00=0 O<r=<! (3)
es de la forma
K t+w B4
N £ I
vz, )=¢e & E ap 861 (Lﬂ—:sen(mnt+q;n}, (4p
n=0
doade
. 2ntDn 4 CREE *h
T U VYTE T I Gt
vy - L
o R EnF 1) seugn 18 Pn=20n 2.
124,
N o 20 ot (2n--1) cos (@t —pg)
viz, )=—"Fmpm (b — a) Eo @n |/ W2 F o0
Siken @nt+1infatb) (Jrs-{-i)‘l(n—-b}se" [fzra-ﬁ—ﬂ:u para0.< = <a,
4l 4l 2
1/R ¢ 1R G ]/u,n-q-ns-w -
=g (T+E): o=z (7)) w= L " >
a
trg[p'nlzm—n
125,
’O + o0 o +1)’
L -vt JL.__
viz, )= SToe ¢ 25 I/f'] oy ®
X sen (2::—1—2:)::10 (2::-;;:)::1 c0s (Wni—Gn) para Oz < r,

donde los valores v, 0, oy, ¢, se determinan lo mismo que en la respuesta ab
problema anterior.

22
*) Se supone gue L > ﬂ—.
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3. Vibraciones forzadas bajo la accién de fuerzas distribuidas y concentradas
en un medio sin resistencia y en un medio con resistencia

. La ecuacion diferencial de las vibraciones forzadas de una cucrda Dajo la
accion de una fuerza continuamente distribuida en un medio con resistencia
proporcional a la velocidad es de la forma

gy = @y, — vy + f (2, 1),
ademads,

Fz,t)=pf(z,0)

-3 la fucerza impulsante que uctun sobre la unidad de longitud, p, la densidad
lineal de la masa de la cuerda, f (z, f), la aceleracién que hubiese recibido ol
punto de la cuerda con la abscisa z en el momento ¢, si sobre olla no actuase
-ninguna fuerza excepto la impulsante. El lérmino —2vu,, que es la resistencia
proporcional a la velocidad, desaparoce si las vibraciones se realizan en un
aedio  sin resistencia.

El problema de contorne

Uy = Uy — 2vay 4 [z, 8), OD<z<<l, O<<t<-ow, 1
g (0, ) + P (0, 5 = 0, aquy (I, )+ Bpu (I, H =0, 0<<t<<—oo,(2)
wl(z, =g ), wf{r,0)=1y), 0<z<l, [E)]

puede ser reducida a problemas més simples®).

Si sc consigue hallar cualquier solucion particular w (z, £) de Ia ecuacién (1),
«ue satisfaga las condiciones de [rontera (%i‘ la solucidén del problema de con-
torno puede ser escritn en la forma

wir, y=rvx 0+ wizb, (4)
«donde ¢ {z, t) es la solucién del problema do contorno
V= U = vy, O0<az<<l, O<Ct< oo, (5)

e (0 8 = o (0, 1) = 0, o (L, 8) + P (1, ) = 0, 0 <t << +o0, (B)
v (z, G)z' i (x)“w(xl 0, vy (5'::- 01=1} (x)—w‘ (I. a), <<z, (7}
«ue fue estudiado en los pardgrafos anteriores.

Anilogamente son las cosas en ¢l caso de las vibraciones forzadas bajo la

accion de las fuerzas aplicadas a los extremos o a los puntos interiores de la
cuerda,

126. Solucidn. Tenemos ¢l problema de contorno
upp = gy — g 0<e<i, 0<i<-too, )
v, n=u{l,)=0, 0<t<<+oo, (2

1
—‘.c. 0 < x =S 24,
To

u iz, 0)= @)

h;!—xa:), 2, < 2 <l,
=0

w0 =0, O<r<lL (3"

Buscamss primeramente la solucién estacionaria w () de la ecuaeién (1) que
salisface las condiciones de frontera (2).

*) Véase |7], pdg. 149-120; la reduccién del problema en estudio a otros
ands simples puede realizarse andlogamente,
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Sustituyendo w (z) en la ecuacién {1}, obtenemos:
2w
0=a*w+g, 0z,
de donde
(@)= ——fz 2+ Cia+C,. (4)
De las condiciones de frontera (2) hallamos:

i
C.=0, C‘=+§T'

(5
Por consiguicnte
7 , :
w(x)= — 53 PR 5T ¥ {6)
Ahora queda por resolver el preblema de contorno
upp=atvge—2vy, Oz ], 0=t <-+oo, [}
v0, =, t)=0, O<t<<+4oo, (8)
13 g 3
To'x+ 5.3 (2 —lz), D x << xq,
v(z, 0)= hil— ) @
f— g
ITJ:Q_‘FW (22— {x), Eg=lx <1,
v (2, 0) =0, O<z<l (10}
u {r, t) se presenta en la forma
u (x, 8} = v (x, &) -+ w (x). (11)

La expresién de v i.r.. t) se obtiene sepin las [brmulas (7), (79, (7", (8),
(9) de la introduccidn al apartado unterior de las respuestas ¢ indicaciones del
presente pardgrafo.

Observemos que si no existieze en la ecnacidn (1) ¢l término —2vi,, la
solucién particular estacioparia del problema de contorno (1), {2) ¥, por consi-
guiente, Tas condiciones iniciales (9) ¥ (10} para hallar }a funcion v (z, ) quedan
como anles. En este caso la ecuacion (7) no coutiene ¢l términe —2vey ¥ v (2, )
se halla sin dificultad.

Para 1a determinacién de v (z, £) 2e puede no utilizar la expresion explicita
de w (z)*). Sea w (z) la solucidn estacionaria de la ecuacidn (1) que satisface las
condiciones de [rontera (2). Entonces la solucién del problema de contorno (1),
(2), E3fl puede sor hullada de la forma (11), ademds v (x, £) es la solucién dol
problema de contorno

By = b, — vy, 0Tz <Cl, O0<Ct<<Ceo, (™
v,y =v(l, 1l =0, 0<ti<=+oo, (8"
—E—x, Q<2< Ty
vz, W=q(z)—w(r), O<<zr<<i, ¢(z}= . OI (9)
M, xa{x{l'
I—z,
vz, ) =0, O0<z<l (10}

*) Véase [7], pdgs. 120-122,
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Sean ain>=>v, n=1, 2, 3, ... Entonces
oo
v(z, =" 3] (an cos @t bn sen ont) Xn (1)

=1
donde

A2
m..—l/ nna —vi, X (z)=s0n n::a‘ 3 ?un=-1-;!-.

Tenemos
1

v
bngﬂérﬂn, ay = ||X "ﬂ j (Z, U).\'n (:) dz=

1 ! i
=% E [ {z)— w {2)] Xn_(s)d'z=—2£- qu(z) X (z) dz——f— 5 w(z) Xn(2)de,
b i 1]

En la oltima diferencia la primera integral es igual a

! 2125 spu 2u

—é.fp{z)xn(z)dz=

rEnvy (l—my) -

La segunda integral puede ser caleulada mediante Ja ecuacidn
Ypa @+ X, @) =0
y la integracién por partes
i i
2 2
—_— Y w(3) Xn(z)de= w{z) Xy (2) dz=
T g

1
= :: [w{z):{;, (2) |} —w' (2} Xa (2) |I+ Sw'?(ndz],
' 6

Dado que X, (=X, (=0, wih=w(=10 %" &4+g=0,
centonces
3 E
——’E- S w(z) Xn(2) dz= —

u

{
{ X0 de= =25

oy 1= (=17

J‘rx! rxJ‘

=

De vsla manera

" o i sen L]
= —_— — n
v(e, =2 ) P T 1 i o/ B 9

niry (l—aq) anta®
n=1{

(12)

v
X [cus Wnf 4 =—— sen iyl )
LT
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Utilizando la expresién explicita (6) de w (z), halloda anteriormente, pode-
mos ahora escribir la expresién de la solucién del problema (1), {2), (3), (39

+ oo
——t gy 28w h Ty
ufz, 1) PP (£ —lz)+ ¢ 2, {n,% == sen T '
n=1

nRx
i

v
wn

g b=t (=" } (cosont+

Vemos que para { —+o0, u{z, t) - w(z), donde

sen m,.t) sen (13)

L3
S g
w (I)—-—-w {z*—1x),
es la posicién de equilibrio bajo Ja accién de la fuerza de gravedad.
Cuando v — 0 de (13} obtenemos la sulucién del problema para ¢l caso en
que las vibraciones se realizan en un medio sin resistencia.
127, La solucién del problema de contorno

upp = agy g, O0<z<l, 0<t<+oo, (1)
ufr, 0) =10, wuilx,0)=up, 0<z=l, (23
w0, =10, u,(0, =0, 0<t< oo, ()
€5
i 18al® 2n-+ 1) nat
¢ — 8§ S g nt1)nat |
iyt (t ) )-+ ZG{ Enipa g ’
==
. Bugl® @n1)nat ) (2n+4)nz
TErFiE R 7 }“"" b1} .
128, La soluciéu del problema de contorno
ugp=atuy,, O0<r<<l, 0O<t<to, - (1)
F,
w(0, =0, ux(l, ) =¢L, 0<t<-tuw, 2
u(z, 0)=0, w(z, =0, D x<i, (3}
es
F SR e i @n+1) (2n+1) mat
1] - _— n nr n ana
4@ )= e~ FEa Eﬂ T At Y T 2
=
129. Solucién. Eliminando p (z, #) en el problema de contorno*)
—F=gr 2w, ®
l<z<i, O<t<too
0P 2 G . D)
gt Tgx
pO, =0, w(l,)=4, 0<t<4oo, @
w(z =0 pld=0 0O<z<li 3)

*) Véase el problema 5.
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obtenemos el problema de contorno

8% w il P
T _—_azﬁ—sz, D<<x<tl, O0<<l<<+4oo, 1"
we (0, ) =0, w{l, =4, 0<1<+oo, 2
w(z, 0) = w (z, 0) =0, 0<z<l, 3
de donde hallamos
08 Gt +—— sen Gnt
w(z, p=A—2L -2 e eathag—2)
2n-r1i 21 L
=l
(4)
donde

_l/[(zu-,-u:mJ

La presién p en la seccidn x = ¢ la hallamos mediante (1)

i
P, =p (O, tH~ 5 (92 —2v0) az=

+oa 5
. 4ad sen (0pt—2@n}
_{WA+ x ¢ 20 @n+ 1) cos on }’ ©)

donde
o= ©
Wa
130, v(e, =g BE=DVEOR
G ch//GR
E +a0 2 —vt 9 1 ;
- Ii’:t" 2 (ﬂi_)nﬂé"g_{)—e—ces(ﬁh:—%}mg(_ll%jﬂ__ﬂ,
n=il LITPY V"’%“%"\’s
| " i “ (Zn+1)° nfa® —.!- _‘i___’f_ 3
(e g), Sy B LR
tggn= A,v , ademds se supone que ﬂ}]i‘—i.f.
Wa ! L C
: sh (i~ V/GR
18, v(z, H=E V&R
shl1/GR
+ee
—2Ee~" Y n“.ﬂ*—f‘Rsz {.;h Gt +— Shant}sen n:c:c y
=1 Wp

VIETT ST, =3 (),

=
las w, pueden ser tanto reales como imaginarias.
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132. La solucién del problema de contorno
= tPuyy, O=<Cz<m, Zp<<a<<l, Q0<<t=<-foo, (¢33

u(0, )=0, u(x,—0, ty=u(z,+0, 1),
Ty [uy (2 +0, 1) —uy (250, t=—F,, } 2y
wil, )=0, O<t<+o,
ufz, 0}=0, w{z, =0, O<zx=<lI, 3y
es
2 F +oa 1
i iy ] e naal i
ule, ) =g(x)— =T, 2 -Es-sm—r—sen cos—f——, {ap
n=1
donde
—F&.ﬂ)—xl 0{:g30‘
o lx)= - {5)

—!;,?‘-% (l—2), zg<<z<l.
Indicacién. La solucién cstacionaria de la ecuacién (1) es de la forma
wiz) = Ciz + C,
ademés las constantes €, y C, se determinan de modo diferente en los intervalos
O<z<z v mp<z<l.

Las magnitudes ¢{, €, €7, €] en el primero y segundo intervalos se hallan
de las condiciones (2).

Notas a las soluci de los probl 133-143
1) 8i la ecuacién diferencial no homogénea es de la forma

wip=atugpcCu+-b ‘%+‘D (2) sen wt

Upt = a Uy +ctut-b %-}-0 (z) cos wt,

entonces su solucién particular se puede buscar en la forma*)
w(z, &) = X () sen ot
o respectivamente en la forma
w(z, t) = X (z) cos wt.
Cuando una de las frecuencias propias de la cuerda coincide con la frecuencia
o de la fuerza impulsante & (z) sen-'w! 0 @ (z) cos wt, entonces para b =
puede llegar el fené6meno de resonancia en el cual la amplitud de las vibraciones

r.(lm la frecuencia de la fuerza impulsante crece indefinidamente en proporcién
al tiempo. - v

*) Véase también la solucion del problema 133, donde esta Lesis se preciza.
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2) 8i la eenacidn diferencinl no homogénea contiene ol término —2wviy,
@s decir, es de la forma

i i
u,,=a=u“+b.3%+cu_2v _a‘:-q-m (z) sen wt (8
6
g = Uy b —f?:--zvuf-f—cu-{-ﬁ! {z) cos mt, (7}

<8 decir, las vibracionos se realizan ¢n un medio con resistencia proporcional
a la velocidad, ontonces la solucién particular de la forma indicada ya no existe.
En este caso os conveniente pasar a la representacion compleja del término
inpulsante; mds exactamente, se puede buscar la solucion particular de la
ecuacién

Uy = a*Upy 4 U, — 29U, 4 cU 4 D (z) ei®t
en la forma
U (z, 1) = X (x) efet, &

La parte real de (8) serd la solucién particular do la ccuacion (7) v la imagi-
naria, fa solucién particular de la ecuacién (6).

Si la solucién particular (8) satisface las condiciones de frontera del proble-
ama, entonces representa las vibraciones impulsadas que son la parte prineipal
le Ja solucién del prohlema de contorno para t — o0, dado que las vibraciones
Ampulsadas con otras frecuencias y las vibraciones propias, surgidas como resul-
Aade de las desviaciones y velocidades iniciales, se amortiguardn.

133. La solucién cieir problema de contorno

u”=a=un+%senmz. N=<x=i, 0<t< 400, (1)
a0, ) =u(lt)=0, 0<<t<< oo, 2
u(z.ﬂ]=u;(x‘ 0 =0, 0<<x<<l, {3

o roduce a la solucidn del problema sobre las vibruciones libres de una cuerda
oon los extremos fijos con condiciones iniciales dadas, si es conocida cualquicr
solucién particular de la i6n no homogé (1) que satislace las condiciones
o frontera {2) (véase la introduccién al presentc aparmdog.

Por ¢so nos detendremos en la busqueda de la solucién particular de la
gouacién (1), que satisface las condiciones do frontera (2).

nia
i EHl

a) Sea @ == n=1, 2, 3, ... Buscaremos la solucién particular

en la forma
Uz, ty=X (x) sen wi. (4)

La sustitucifin de (4) en (1) ¥ (2) da
g e P
X +a= X Tt 0=z <1, [6)]

Xf=x@m=0, (6)
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de donde hallamos

]
Ffayamd —Fa P 10 P SR
X @={ o iw[ﬁ}sen > (1~®a) =
x
—— ch(i) sen — (z—B)dE, (7)
[}

donde T, es la tensién de la cuerda.

b) Sea m:zﬂ?i "

En este caso la solucién particular del problema de contorno (1) y (2) se

puede buscar en la forma (4) solo enando @ (z) y sen"""t"kt son ortogonales en el

segmento 0 << z << I Efectivamente, multiplicando ambas partes de la ecua-
¢ién (5) por sen Rolte integrando por partes con la utilizacién de las condiciones
de frontera (6), oblenemos

1
—-?1,—- j D z) seu-’i’ﬁ.dz=0.
o 4 {

&) Supondremos primeramente que & (z} y sen "—“?f son ortogonules en el

?cgmentu 0 <<z << L Entonces la golucion gencral de la ecuacion (5) es de la
orma

x

X(@)=— w;n 5 O] [z)sen-%'-(z-—z) dz+4-C; sen -:'x-l:..-+ C’,u)s-‘;ix.
[

De la condicién de frontera X (0) = 0 hallamos que C, = 0. Dado que
';—’-z 1}’1 , entonces son:—’; es nulo en los extremos del segmento 0 < = < {,

por eso la constante € se puede escoger arbitrariamento. Es facil ver que en
oste caso la expresién

X
o «:;"Q___ j D (2) son = (2=-2) ds @)
1]

es la solucién de la ecuacidn (3), que satisface las condiciones de frontera (8).
b,) Nos detendremaos ahora en el cuso cuando & =-'3-:—n»3 pero @ (x) y sen ads

no son ortogonales en el se;

]
gmento 0 << z < I. En este caso la solucién particular
del problema de contorn
Supondremos gue

o (1), (2) ya no se puedo buscar en la forma (4).

¥ (-‘-)=-—E’?.S.ﬂ'--ﬁ An, sen'i'L;E 5 ©

13—0941
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donde
£ t w
Ano=—§'— §-—T(§—)Se:n-—n°££d§. (10)
o

La funcién 1 (x) ya es ortogonal a sonﬂg en el segmento 0 <z < 1.
Ahora la ecuaci6n (1} puede ser escrita en la forma

T An, sen 201E
n ]

7 8en Wt , (t")

gy =ﬂg“x.x—% P (x) sen wi -

La suma de¢ las soluciones particulares v (z, ) ¥ w (z, t} de las ecuaciones

i T
V= @20y i Ay sen _fﬂsenmr, (1"
" 1
2 Ty !
wy=a w”—T ¥ (x) sen wt, (1")

que satisfacen las condiciones de frontera (2), seri la solucién particular de la
ecuacion (1) que satisface las condiciones de frontera (2).

Dado que sen n,:tx ¥ -T;—:’ 4 (x) son orlogonales en el segmento 0=

= r=1, entonces segin (8)
x
w (T, t')={% [ 4 () sen % (x—3) d:} son wk (11)
bt

sera la solucién particular de la ecuacidn (17} que zatisface las condiciones de

frontera (2).
Si ahora se busca la solucién partieular de la ecuacién (1") en la forma

v (2, =T (1) sen L5, (12)

entonces lag condiciones de [rontera (2) se cumplirn para cwalguier 7 ().
Sustituyendo (12) en (17} ¥ tomando en consideracién la igualdad @ = n(;_rln,

ohtenemos la ecuacién

T7 (1) — T (1) =3—I;& Ap, sen o2, (13)

Sw solucidn particular, segiin se sabe de la teoria de las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias, es de la forma
T (1) = t (A cvs wt -+ B sen wi). (14)

Laj sustitucién de (14) en (13) da
ToAn,

Top " B=0 (19)

A= —
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Por eso
Ir,A
T(i]»—-—Tow_?n—:cosm! (16)
¥y
Tpd
wi(z, {)=— :;..p;:u t cos f sen 'R“',i_ (17)

ngna
Asf pues, si o=—L

y las funciones @ (x) ¥ sen n"?x no sun orto-
gonales en el segmento 0 <<z </, entonces la solucidén particular do la ecua-

cion (1) que satisface las condiciones de frontera (2) os de la forma
x

Ufz, t)= {-;:Ji bf W (z) sen -%- (x—z) dz} sen of—

Tydn

RgT
—_ Y ¢coswtsen ——
Zwp

(18)

En este caso empieza ¢l fendmeno de resonaneia, ln amplitud de las vibra-
ciones con la frecuencia de la fuerza impulsante crece indefinidamente propor-
cional con el tiempo.

134. La solucigrcll del probiema de contorno

D,
ﬂu=ﬂ‘un+-?"-senmt. O<z<<i, 0O<t<ioo, 1)
w{0, y=u(l,t)=0, U<t < too, 2
ulz, 0)=u(z,00 =0 O<z<l, (3)
e
a) para w =~ -’E}“«, n=1,23, ...,
sen = z
2D, @ L, Wl g W
uz, ty= oo sm_‘i; sen g Tsen T sen w4
[+
+oo
iz nnat
+Z bn se:le11T~,
n={
donde
sen -2 2
- 40, a . 0l . @ Rz o,
bp= — NAaOp 5 —— Sen? oy ~—son 5 & seanz.
sen — |
a
b} para <n~_——-'-l‘}—m;, donde n, es par,
2 -
S @y o nar nrRat
u (z, ﬂ——-c-n—if‘--:aeu2 T T SR @t 4 2 bn sen —— sen ——,

n=1
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donde
411 ¢
1}
bp== ——0— | sent — z.son 2= g,
nnapmn | 2q i
[
b;) para w= L , My es impar,

%
u (, f]={_ % SON® wmm g dathy g sen ST gon Mol (::—z) ds}x
[

2a ny@fo i
2 sen Ru;tl +eo _— ik
X 3t Gt ———mo—— t cO8 O + 2 bn sen S—sen =,
n=1
donde
2 20 © 4a(h R ngiz
by = —— 5 -—:)[Tsen‘—ﬂg-k—ﬁgsen %

= £ ¥
nigTt (f z) + 2, sen JTIS }sen s

£
ngiap ¢ i 4,

> sen

y To es la tensién de la cuerda.

En este caso empieza el fendmeno de resonancia, la amplitud de las vibra-
ciones con la frecuencia de la fuerza impulsante w crece indefinidamente pro-
porcional a f.

135. La soluecidn del problema de cortorno

Uy = atyy, O<z<<l, 0<<t< oo, )
w(0, H=0, u(,0=4Asn o, 0<t<tos, @
u(z, ) =u (e, 0=0 0<zr=<l @
es
a) para 0 % -y m=1,2,3, ..., 6]
o
sen— % ]
ot
u(x, )=4A :: sen @t - 2 bp sen m;z sen ”;m - {(5)
sen —- i n=1
donde

! osen —
bp= — S0 g —;—533 n:r.z dz, n=1, 2, 3, ..., (6)
‘J —
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T T
b) pata 0 =—

x
u(z, t)={-—4‘lm3 5 (s— ARy sen “?z ] smw&} sen o —

ap 2y
AAT, ngnz nnzx nnat
.ﬁ_m_.ﬂ.:cusmsun—l—-wkz bn sen = son —,  (8)
n=i
donde
1 i
Z nnz noNts
bp= — —— j {7y {z, O sen dz, Ahg= S I sen ”L dz,
i

U (z, 1) es la suma de los dos primeros términos del segundo miembre do la
igualdad (8).
nsa

Indicactén. 1) Paraw == 7

del problema de contorno (1), (2) la buscamos en la forma U (x, t) = X (z) sen ot
y a la solucién del problema (1), (2), (3) la representamos en la forma u {z, t) =
=p{z, ) + U (z 1)
nyma
i
de frontera, paséindola a ecuacién. Para eso hallamos la solucién estacionaria
@ () de la ecuacién (1), que satisface las condiciones de fronters ¢ (0) = 0,
¢ () = 4, después a Ja solucién del problema de contorne (1), (2), (3) la busca-
mos en forma de

,n=1,2, 8, ..., ala solucién particular

2) Para v =

es conveniente eliminar la heterogeneidad en la condicién

ufz, )= vz, ) -+ ¢ (£} sen wl.
136. La solucién del problema de contorno

Uy = B, Oz <<l 0<t<Aoo, t1)
u(0, =0, uy(l, t)=g—ssenm, 0t <+ o0, 2)
w(r, ) =0, u;z,0=10
eB
a) para mqew, BTN O AT e (4)
+eo

Wz, y=U{z, )+ 2, bposen [23-;:}“; sen (2";”:‘“ y (5)

donde = ’

@

Uiz, )= ad o F sen wf,

ESm w
L

4 2 i
b= — e i Uy (z, 0) sen E’-’;—)mds; 0)
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b} pura m=i@i§#‘; )
+oa
ux, )= (z, 1)+ Z bn sen fﬁn—;:}ﬂx sen (@n -l;:)fmt 4 (8)
n=0
nakng
donde
X
Ut 0= —{g | (= Aty con Lot Bizey
i
X s¢en iﬂ:"_?"_‘ii } son WF —
L
E
= 2:;’5,‘“ ¢ eos o son 2T TZ 42-;1) az , (@

.

3 i
B o i r . 25 1) mz

. @rnt+1na ( Uy (= ©) sen L_Er__ 3
b

(2n,+ 1) nz
A:9= § £ scn———ﬂ—g—-r——

Indicacidn. Véase la indicacion al problema anterior.
137. La solucién del problema de ¢ontorno

e = @l + @ (2w gsen o, O<<z<l, 0<ft< oo, (1)

w0, d=u, (L, ) =0, 0<it< oo, (2
u(r, ) =u (r,0=0 O<az<! )]
€8
ufr, )=v(@+ wx, )+ Uz 0,
donde

k son kzx
cos Al

i &
v(r)= Ygr_‘-usk ({—E)di—k g £ sen k (x—E) 45,
" Y

[l

. ms[% (I—ax) [/E]

w(z, t)=X (z) amnoszgw_z ((o — 1 ¢ sen wf,
cos —R-I[fz)

4o "
U (x, ‘]=2 [An cos(l/m“—m_}:_;:-———g-ﬁ—arj t 4

=i}

2 1! B2
“+ Hn =en ]/mli { "-:_,.Z 5 ) r] sen (2n-25;l)ﬂ z,
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i
. Er {2n +1)nE
A= I v (B) sen ——7——di,
b
: 1
Bp=— % EX(Q)Hon__}i;.

(2n—1)2 n%a®
{ I/"’s_ —aw "

Indicacion. Primeramente hallar la solucién estacionaria, después, las
vibraciones armoénicas impulsadas con la frecuencia de la fuerza impulsante,
luego las wvibraciones libres.

138. La solucién del problema de contorno
Uy = @y, O<z<<z, <ol 0<t<+too, n
w(0, =10, ulr,—0 6=u(r+0 1,
To luy (zg -+ 0, £) —ty {2g—0, )]=4A zen wt, u (I, =0, 0 <t << -+oo, (2}

uiz, ) =u{z, ) =0, O<z=1| 3)
es®)
+ee g
» nx nna
ulx, =U(z, f}+2 by sennTsen iy t4)
n=1i
donde
i
2 G _ nmz
b= — — 5(,;[.. 1) sen — dz, (5
i (! —xp)
4 iy 00
T :, :u’ sef %f- sen w!, 0, {6y
T
Uz, =1 ”
A T I—
*ﬁ%; c:£ seft L = 3 senwt, szl (")
sen ——

139. La solucién del problema de coutorne
Upp = Qhyyy, O <<ax<T3p Fgwaz<l, 0O<Tt<<+oo, (1)
u{0, =0, ufg,—0,8=ul(zr-+010,
Ty [uy (xg 4 0, ) —uy (1g—0, )]=4 cos wt, u{l, =0, 0 <t 400, (2)

iz, =0, wld0=0 0<<zx<l (3
es
+ oo
ulx, )=U(zx, 1)+ 2 fy Sen HRE os RTM 4 (4}

Tiws |

*) Compérese con [7], pag. 120-130.
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Respuestas, indicaciones y resoluciones

donde
I
2 Tz
n=—1 ( Uz 0) sen-_’;_ dz (5)
]
¥
i m
Aa s@nT(I—z,) -
oo = sen —- cos o, (6)
sen — 1
a
. e T
iz, 1) = 4 - rmq&g, n=1,2,3,...%
Az BT % ]
T o Sen — (I—ax) cos wt, (6')
son — |}
a
\ . Ty x|,
140. La solucién del problema de contorno es
o0
wla, )=U @, 9+ 3 (a,, cos "‘;“” +bn on ”’;‘“ ) sen..’l‘fi'.?., ()
donde s
-
fp = — T" 5 U (2, 0} sen e dz,
]
-
= - nmnz
br=——— | Utz O sen dz @)
u
Y para ma % n:ta s myn=12 3, ...,
[ 1 7% Ty
Ty { 2 (“‘T“)Jr
+= [a sen el (=) oy
—i—v £ 2en Bz (%p CO8 nWl-
b AW = « %
a=1 e el — |
(7]
“|~Pn sen mut)} y ey @)
Ulx, Y=
Valtlt L2y
7 ) ] J B
+% g sen _nﬂm EN o
3 g 2 oot
=i ROSsen —|
¢
-{-ﬁnsennws)}. o r . @39

*} Pasundo al limite para w-» 0, obtenemos para 4 = F, la desviacibn
estacionorin hallada en la solucién del problema 132,



Il. Ecuaciones de fipo hiperbdlico 201

Nota. Los primeros sumandos de las sumas (3), (3") corresponden a la fle-
xi6n estacionaria bajo la accién de una fuerza igual a “—2“ v aplicada en el punto
z¢i precisamente esta fuerza causa la flexidn

e SO ( ._.f.‘!_) . <2<z,
T, 2 1
Hits= 1 a
e A
e (1=F), n<est

141, La solueién del problema de contorno*)

u=¢=a’u:x—2vu¢+f—'9~pﬂscnm, O<<z<<l, 0=<<t<C o0, (1)
u(0, )=u(,) =0 0<t<<+tom, (2
ufz,0) =10, w;(z,)=0, D=<z<l, (2)
es
- ! nx
u(z, =U(z, )+e " D (uncos m;‘“ }-bp sen 252 ]ee::-“T-, (%)
n=1
donde
I
o
n= -% ‘ U7 (z, 0) sen duke dr,
0
1 2 :
v o nm
i S Uy ©) sen 2 gz (5
n

Uz, :)=1m[_t_ﬂf_{(j‘ %p(m fo—pa) X2
[

of - B?) o* X0
x Dyt & -
— ol 5 no(-.i %t d‘é}] )
3
U {z, t} son las vibraciones establecidas,
Xo’ (2) = et@ b —tu4Bilx 41 pro |/ wt—2avi —

a

ik I/Vw4+"w*u:"+fo3 i l/]/m‘—{-d\ﬁm‘——mﬂ
a 2 a 2 "

(M

*)} Véase la introduccién a las respuestas del presente apartado.
*) El simbelo Im significa la parte imaginaria de un namere complejo.
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Nota. Sea Y (z) 1a solucién de la ecuacién diferencial
¥+ Ay 4+ By=10, 4 = const, B = const,
gue satisface las condiciones iniciales
p@=0 1y O=1
entonces

v={refe-na
1]

es la solucidn do la ecuacién
v 4 Ay + By ={ {z),
que satisface a laz condiciones iniciales
y{) =0, ¢ (0)=0.
142. La solucién del problema de contorno
upy=0tuyp,—2vuy, O<z<l, 0<t<+4oco,

w0, ty=0, nug{l, )= sendf, O<f<l oo,

A
ES

wiz, M=0, wlz, W=0, O=<<z=<I,
a3

uiz, h=U(z, H+

+x
¥} o (2n4-1) mat . (2r+1) mat {(Zn+1) nx
=g wz‘l (a,,.,ns_.T_.J,--b,, sen T )-’xzn 37 ;

n=>0
|
an:...ﬁ. S Uz, o]gen_(z_"‘.i‘._l_)ﬂdq
! 2L
1
4vi ¢ (2n+41)
v i n nz
bnz—-mgl.;(z, I'J)Sl?n«v—---—2I£ dz.
i

Las vibraciones establecidas se determinan por la férmula

A(m—pt) E(a+ﬁi}.:_e—ta+ainx it
ES (¥ BY)  fetBill__,~(atpil 2

¥ (=, r}:lm{

dond;a oy fp tenen las mismas magnitudes que om el problema anterior.

43. La solucidon del problema de contorno

%y 8% av i
-U—;I——LC -a"T—(ﬁCﬁ—GL)ﬁ-—GanOf 0=zl O<t<too,

e (0, ty=0, v(l, )=Egsenen, 0 +o0,
vz, 0)=0, vz, O)=0, b<x<i,

64}
@)
@)

(]

(5)

(6)

{1)

@)
3}
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es
vz )=V (z, 1)+

+o00
= (2n 1) nat . (2n4-1) nat (2n 1) nx
4e 2 (un cos = +bq sen oh ) cos T

v (4)
5 1
2 1
an==~~‘,—j V (s, 0) cosﬂjz_‘,—)MFd:,
1
- 2v] 4 (2n+41) na
b= TPRET By — PTER T j Vi3, 0) €08 ——p==—u g3, (5)
fiu-l-Bi}a._{_e—Iu.-}-ﬂ'I.‘: i
Vize f)=Im {Eﬂ OB = (aF Bl }’ ®
Qb b=V T2t p=LC, 2g=RC40L, =GR, v=SEECR
144, La solucién del problema de conlorno
Ty
b CL———(C.’?-l—GI)——GHa—O D<r<<l, Dt 400, (1)
v (0, £)=0, p{l, )=Esenut, 0<<t<-+00, (2)
vlz, 0)=0, v (z, 0)=0, 0=l (3)
es
4o
viz, )=V (z, :)-g-e-"“z (an COS Rt 4 by scnunnaunl'?—z—; (4)
n=1
donde
! |
‘ nis
an=—T§ V {z, 0) sen 7 dz, } (5)
0
I
b=\'fa_2 g o i nnz [
e Ll Sy ] Vi(s 0)sen — dz,J
i
'gm+.an_e—(a+ﬂd'w e
Viz, t)=Im {I-, s et }, ()

+ (a+Pi)=1 PP —r—2qai, p=CL, 2q=CR+CGL, r=GR, ()
- CR+4GL
2CL
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145. Del problema de cootorno

Respuestas, indicaciones y resoluciones

d dw
—-%_—.. (W-l-?.an :
3 Oz<l, O=tt< oo, (1)
e 3200,
at ~ dx ?
pl0, t)y=0, w(l, t)+h "”“’_Ofiil-zae'*‘m, U<zt < +oo, 2)

hallamos las vibraciones estables de la presién con frecuencia w en la sec-

cion z=1.
P (7, ) =AAr (@) R (0) 401+, @)
S
T(CIJ)—-_" V i—{-im‘-, {4)
1
Sl sen dg 2 sh 2y 2! ©)
I/( ch 2y —cos2¢ Bq}) _"_( ch 2 —eos 2¢ +ﬁ¢)
{ V/ S e 1 ]/ Vol 4 20% —of
i gy 5 3
sh 24
e o
3 _ _ ch2p—cos2g _
b= 5 B, —0,, tgol—Wn lgf,= sen 39 : ' B= 7
ch2p—rcos2y =P
146. La solucion del problema de comntorno
uuza"‘uxx—}--;-,-ﬂ) (z)t, O=<zx<l, 0=t -foo, {1)
w0, g =u(l, ) =0, 0 <t << o0, (2)
wir, 0) = uy e, M) =1, 0=x=1 {3)
€8
x -3 i 3
u(z, 3)=~L {1 S dE j W (z)dz—z | d: g M (z) a,z} =
TQI = -] ]
1] u 0
iy nie nnat
—I—E bp sen 7 en———r, 4)
n=1
donde
P 1 x E I H
T ﬁf {: Stfij () dz—z Sd';; ® () arfsen T dz. (5)
(1l W [} i}
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147, La solucién del problema de contorno
U= afity,, O0<z<l, 0-<<t<< oo,
A
w0, =10, u.(, ”“E‘Tt‘ 0 <t <+0o,
ufz, ) =0, wu(z 0=0  O<z<],

es
A o 2n4-1 2n4-1
u(z, )= xt-|—2 ba son ( ”';I)ﬂz sen -4 n-{;i)mt .
=)
4 ! A 2 1}
e e AR L G R
bn GndDna f ES g —ds
]
148, La solucién del problema de contorno
uu='a’f-ixa:+%_m($) t, O<z<l, 0<Lt<<—4oo, m>—I,
u{l, y = ufl, 1) =0, 0<t<< oo,
Ul 0 =0, wi =0 0O<z<l,
es*)
-q,DG
.
uiz, = 2 un (1) stm-ﬂ--ji '
nax] ;
t
Uun (£ =2 j T sen @ (f—T) dT, Wp=—ao :
Wwn
il
I
. _2 D (2} son J8E 4
=g =2 s,
149. La solucién del problema de contorno
By = afly,, O<az<l, UV<t< 4o,
w0, =0, we(l, t)=%-t‘“, <t 400, m>-—1,
w(r, 0)=0, wu(r, 0)=0, O<z<l,
es

iz, t)=

400
Anm | 2n-4-1)n
o "_2 upn (2) sen {_.n_—;.)._""

n=0

*) Véase la indicacién al problema siguiente.

206

(1)

@)

@

(4)

)

1)

2
(3}

@)

%)

]

@

CH

(4)
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S T2 sen wy, {{—1) dT, = '&n_"._;:)i; (9)
. i
2Am (m—1) S s (2n-+1) nz

Qi ESI TR 6

Indicacidn. Para eliminar la no homogencidad en Ja condicién de frontera
buscamos la solucién del problema de contorno (1), (2), (3) en la forma

Axem
wir, i=ur(z, t)- 75 {7)
lo gue lleva al problema de contorno
M2 (1 —
v,,=a*un—‘“‘—-;;(u, O<tz<l, O=<"t<-oo, (8)
v(0, =0, v(l, )=0, 0<t< oo, ©
vz, =0, p{ =0 O<zr<l (1%
La solucién particular del problema de contorno
Uy = afg, + [z, ), O<az<l, 0 <<t < +oo, (1)
ety (0, #) + Byu (0, £) = 0,
Gty (I, ) 4 Pou (I, ) =0, 0<i<C oo, (2"
se puede buscar en la forma
00
w(z, t)= z: ta (1) Xn(x), {3}
n=1

donde u, (£} son las funciones que deben ser determinadas y X, (), las fun-
ciones propias del problema de contorno

X" (2)+ 22X (z)=0, O=<z=<|, } (1)
L X OB X (0) =0, aX' ()+PX (H=0.
Para eso ¢l término impulsante f (z, {) también debe ser desarrollado en

Eimrie por las funciones propias de esle prublema, es decir, representado en la
orma

+ o0
Jle )= 3 fn (1) Xn (2), (12)

n=1

donde
i
1

fa (f:l=“'”—XWx}(z. 1} Xp (z) da. (13)

0

150. 2) Para w = m,,=—"-j"-"., L O T
Fo

iz, )= M—_":;’;)—ﬁr {Wp 861 W —@ 56N Wnt) Sen “Iu i )

i
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b) para m=mnn_~=.ﬂ_““.i

-|-m
v =2 G
n=1i

an nnz
—oh on (¢ s8N ©f—0 Sen ©nt) SO0 — +

SBolte 5 @)

-+ z": (senw, t—a, tcosw, I)sen T
o

M]__sen L dz. (3)

p I

2
Gn ="

Sty

Nota. Aqui, a diferencia de la solucién del problema 133 las vibraciones
con la frecuencia de la fuerza impulsante ya no cstén dadas en forma cerrada

sino de sorie.

151,
oo
u(z, t)= D) up (&) sen —7—, (1)
n=1
donde
t
g (1) =D j &= Y= gon w2 sen O (1—1) d, 2y
0

Wp

t
2 D {x) nRIx
anzT-j o sen—— de,
i

3;“=]/mn§—\-§. (3)

ue wp >v. La bisqueda de la expresion de up (2) para

Aquf se supone g
wn << v no presenta dificultad.
152.
e R OinT Ny
16F 516 R i il
ulx, t)= 2 —_— - - X
n9pa n"i_(Ené)EJ[im(nat)2J
e i 1
Rx T
X gen gen oy (r—-a—),
donde
nna
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153. La solucién del problema de contorno
un-a'uxx-{-{—é(r—xo)ﬁ (B* 0<z<l, O<<t< oo,

w0, fy=u(l, {)=0, 0=<<t<4oo,
ufz, =uy(r, =0, O<<z=1,

28
foa
21 1 nnz, _ _ nax nna
ufizx, t) _p_l' E = sen wyt sen 7 sen i Wy 7 -
n=1

154, La solucién del problema de contorno
u”=a"uu—2\‘-ug+%- D(xr)t, O=<z<<l, O0<Ct< +o0,

u(, h=u(l, )=0, 0<t=< 4o,
wir,)=u{z, ) =0, O<zx<too,

€5
- 4o
§) 4
u (z, :)=E wy (1)sen RE: "
==
donde

£
un (UI'Z—: g'\'e""“_r)sen;n (t—t)dt, On=1| 0f =%,
]

t
2 Dz) pnz _ nma
an_TS - SLn—f—u‘z, Wn=—
Q

155, La solucién del problema de contorno

uu=4*un—2«-ug+% Slz—z) 8(), O<z<<!, O<t< o0,
w0, y=u(l, 0=0, 0<<t<+4 o0,
ur, ) =u(r, M)=0, O<<z<],

*} 6 (¢) es la funcidn & unilateral
0, —oo=<tt=0,
S@)=limgn (), gu(n=y ™  O<I<Un
& 0 %- << $ << o0

Para més detalles sobre la foncién 8 véase [7], pig. 300-305.
*) Se supone que @, > v para n = 1 :

(1)
@
3
(4)
S
@

(3)

{4

)

(6)

(&}

@)
3

« .. 51 para los valores suli-

k] 1
cientemente pequefios r @, < v, entonces la solucién incluird los términos con

los multiplicadores sh ¢ y el término con el multiplicador f.
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o0
2 _ 1 ~
(@, ) == e~ 3} <= son Gnt son

donde

On=1® T

156. Para v, o “:‘"

u(a, )= — 22t

1l. Ecuaciones de tipo hiperbélico

L,

i

nir

]

sen

’ (£3]

n=y ©9n

v, g =

[

(5

«2=1,238, ...,

1

pSant

. 2PB

+ﬂ
2 1 nnr

n® @Pnint—ggE Sen Ty sea
a1

1

1

i poas

oo
2
n={

u(z, t)= - il

n?  aPnip?— i L

H

1

pSant

X[(i—(—‘l}"ncm

+(~—~1)"ngen s

Para yy=

i

2P,
pSan*

5

u{z, ty=-~—

14—0941

+oo
Z 1

n® atmind_pge el
n=1

y r=1,

naz
— x

) Ben

ninat

FE]

n*na
Iy

n?atat

!
13

=

e

!
oo ], o <t oo

203, ..y

1 1

n
n¥ afnin® — il Ll

[

ninfat
!I

san

nfz 1]
7 sen

209
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2P, i 1 nRax
B(s == pSant 2 PE e — sen—— X
' J=l .
Ty,
e

)aen nnat nin’a . niniat J+

n*na
x[(i—(—i)"aws Tor -+ (—1)"sen Tog 05—

Wyl _ vl
Pa [( a ( = ] )_. ! sen = ,ﬁ_!_
*+ pS1vl 20 2uy 1 g

2ugl
(i}@- .E_.) 05_"3‘_] l—{f{{-{—oc
& 208 7 et T %

Indicacion: uti]'izar la-funcién § de impulso.
nav,
e fo (155 ) |

{50 Daihimg e

P, * | eos z ::_a t—cod ('l-—l- M T ) Wt
u iz, t)= pSIe? 2 ( W \T_ [ m’lvﬁ 2
n=1 Wit ) \ +

nnla N,
c0s ~75 t—cos (1—T)rns

Coaumm

sen —7— 1 0“:‘470";

wl? [
P, nnz i P,
u (=, S}npsm: 2 (An c0s ont+ B sonant) sen =7—; =< + 20,
n={
donde
1 [ i wal
Ap=un (”_n') sen o —ln I) Wy CO8 vo M
cos
i 1 g : wpl
Bn=un ('v_u') e ('"_) B %
¥
i
. 1 (—*13"@( A ax u“ )sen——mnsan Dn
Hn (u_)= w - pavy \ 2
o 0 0
' ( [ ) (1+ wf )

Wy w,.l

i
(——’1)"&] (1—— nu].’,' )scn:’—r—m &ef ——

e~y
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tip (-:f-o—) =(c05 _3%!_ -—(—1)"003-%) ®

(BT )

Para o, =@ Lj + 22 r' [ los valoros de los sumandos correspondiontes
en la suma se deben calcular segin la regla de L'Hospital.

2
158, a) Para o - ’”“' , n=1,2,38, ...,
son D5
2w P18 1 nuz ninfat
By e a:r:’ptS‘ E nE (nomtar — Rty %en —7— sen —p—-+
2 sen ——nm“
- Sen 2 msen H
n={
2
b) para w= nh
sen 2
2wP,1* n*nfat

uiz, )= —

an*ps 2 n? (nimia — =) Se0 =T i sen—r-+

i oo 5;-([—’E.Ju_“
2P0 ) niz
oot 3 S en S+
n=1
Ny
Py oMz, nelx Tz, Rtz
+‘.ps‘kllJﬁ sen —— Sell Of sen —5 pS.*w t cos 0t sen 1 sen m=r—,
El crecimiento no acotado de la amplitud de las vibraci con frecuencia

2
i "iﬂ_“ tendrf lugar sélo en ol caso cuando son 2220 £ 0, es docir, el punto
de aplicacién de la fuerza no coincide con ninguno de los nudos del arménico
correspondiente al nimero A, n"m

Indicacién. Véase la mdmanién al thlema 149.
Nota. Las vibraciones forzantes con la frecuencia o ?ueden ser halladas en
laaiormia explicida anilogamente a lo hecho en las soluciones de los problemas
¥ 139. \

14%
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22

De este modo para o s&— T @

la frecuencia @ se obtiene la siguiente expresién
2P

, n=1, 2, ... para las vibraciones con

U (20 ) = gomaps X
ir 2;&3‘” shzu-x,) sh I35+—2E;?,,— sonsﬁet(llﬂ—i-x,,)san Bz,
| O<z<< g,
* {l — g b s B (1= 2)+ g gt sen B (=),
l g << & << I, ﬂ"‘zwt;i,
50, s, 5 2P +%  gen m:% sen (0t qn) -

pS o a1
S5 VR — ot B AR

dondel tg gp = -—-ﬂ—n v v es el ¥coeliciente de rozamiento” de la

atmint — o
ecuacion
B par Sk oy S =0,
+oa s, [.l'f‘da
160 w o, st e m ) )
. ’ EJ ‘}T;.(Sh!ln“i“seniln) b
e
donde

Xn (2) = (ch in+c03 in) (b pn —5en pin T} —

— (sh pp+s0m pip) (chpu—f-—cos ;;,,—:5-) " (&)
I, son las rajces positivas de la ecuacién
ch peos p= —1. 3)

161. Para ¢ < T la respuesta coincide con la respuesta al problema ante-
rior. Para t > T

*att
—_ W Ei u?.a (t—T)— m;t: .
" 0= ,; l*?a(Shlln'FSﬁnl-ln) n (e
donde p, ¥ X, (#) tiencn el mismo sentide que en el problema anterior.
oo _bha® ana
162. u(z, t)= s Xn o) padt B i
. ' BT % {sh 3 »
nziun{ Hn SN fin) i—-( Emr;ﬂ )

donde pp ¥ Xn (z) tienen el mismo sentido que en el problema 160.
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163.
ulz, t)=
L i At
Hon Ipg” . Had
140%? < sh pp —2 ch pp sen iy --sen pin sen ——g— F —— g sen f e
T wkJ 13 sh? pp sen® i PRat \ 2 n (2)
=t 4= )
donde

Xn(z)=shpn scn&F-»smu.l sh’t%z -

j, Son las raices positivas do la ecuacién ig p = thp (g << py<<....

4. Vibraclones en el caso de heferogeneidad del medio
y ofras cendici que d a i con coeficientes variables;
consideraclén de las fuerzas y masas concentradas

164. Solucién. El desplazamionto longitudinal u {z, #) do los puntos de la
barra es la solucién del problema de contorno

plRuy=(E@ e 0<z<z H<e<l 0<t<teo, ()
w0, )=u({l, )=0, O0<t< oo, (2)

u(zg =0, ) = ulze + 0, 1), E(@g— O g {rg—0, ) =
= B (2o + 0) up (2o + 0, 1), {2

*}-?-I, 0{:{2‘”
u(z, W= z)= 4 (3)
bk {(l—z) v
T~y ° Tg=x 1
ug (z, =1 (z) =0, 0<z<l, @
E, O<z<a, P O<z<a,
Em={; . pm=[2 ! %)
B, zp<xz<l, P, Fg<z=<I,

P, b, E, E son constantes.

Las soluciones particulares del problema do contorno (1},(2), (4) las bus-
camos en la forma

uz, &y = X () T () (5)

Sustituyendo (5) en {1), (2) despues de la separacién de variables, obtenomos
T () + 3T () =0, 0<t< oo, )

E@@X @) +op@@X(@@=0 0<z<l, "
XM=X@=0 X(z—0=X(&-+0), )

EX' (2, — 0) = EX’ (z, + 0). a9
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De la teorin general se sabo*) que cl problema de contorno (7°), (77) tiene
una sucesién infinita de frecuencias propias

iy < By <o T Dy << sne
¥ de fupciones propias correspondientes a estas
X, _(3}» Xolzly o0y Xn £) g e e

ortogonales respecto al peso p (z) en el segmento 0 < = < . La solucién de la
ecuacién (7) que satisface las condiciones (7) es de la forma

[
sen —z
— para 0 <<z <z, E=‘l/

@
son = x,
a

X (@)= ®)

sen = (I—z)
a =
—_—— parn  Tpe i, a=.l/

sen% {1 — xq)
{3 )

Satisfaciendo la condicion (77), obtenemos la ecuaci6n trascendente

7

1 o]

= )|

g L a= i 19 L (25— )) @
Ep VEp a

para la determinacifn de las frecuencias propias o,.
= Hagiando 1.em (8) @ = u,, obtenemos las funciones propias de nuestro pro-
ema de contorno
; s 5
Sen ——x
———— para O<<r<<z,
son 2n EN
a
Xn(2) = (10)
sen "_J__—” (i—z)

@ para  x, <<z <<l

sen % (= xq)
o
El cuadrado do la norma de Ia funcién propia es

 sen? 2 (1—2)

w
e sen? — x

{
WXnie= | o) X5 @dz=p | —2— aaif | —S——am
0 o osen? ==z, &, 5en? — (I—zg)
A a
s Py p{l—zq) (i)
2 sen? 22 x, 2sen? G_:—“ (xg—1)
L a

*} Véase [7], pdgs. 473-474.
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+o
u(z, )= 3 anXn{z)cosoat, (12)
ne=l
1 b E,_E
A 5 P(x)¢(3)xn(x}d== o || Xl\fl? \ Zo } ‘—’n)' (13)

IXnl*

165. u(z, t)=X (x)sen0t, Xn ()=

0]
sen—2x

a
——— pan 0<z<2Zp
sen — I,

a

®
=1 -2 cos=(I—)+Fqsen = (F—20)
a a a

cos % (1—zy)
a

para zp <z <1l

nu|e

.

“+o0
ulzft)= 2 (@n COS @nt-+bn senwnt) Xn (2),

1 1
P9 Xn (D)2, bn= o] | PE@VE Xn@) iz,
Li]

Y Sty

gen —z
—o.  para 0z 2qy

n
sen —— &y

e
Xn(x)-:J‘
%cosm—:(i—x)—fksen%l(l—z)

L. s para  zp<z<l,

%"— cos -m?" ({ —zp)-+-h sen -w?“ (1 =zy)
a a

@n son las raices positivas de la ecuacién trascedente

po=—1g qo,
Jiass
pookes, ecleEly
ha a a
oo
0<z<<l, O<t<<+too,

167. u(z, )= Z anXn (T) cosahnt,
ne=i

(1)
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ﬂ!-%l (2)
sanln:
d<z<z
Xy (e sem An%p | ' ®

860 Ap (I=—z)
sen hn u—zn], sk

?u_né son los valores propios del problema de contorno y son las rajces de la ecua-
cién

cig Anzo—ctg An U—zn)=%1n- )
Las funciones propias X,, (z) son ortogonales en el sogmento 0 < z << I con peso

p (z) = p + M8 (z — z,), donde p es la densidad lineal de la masa de Ja cuerda
6 (z — zp), la funcién & de impulso; de esta manera

H t
§ 0@ Xn@ Xn@dz=p | Xnmi@) X @ a2+
0 i
G+ MXm (g} Xn{2z,)=0 pata m==n (3)
el cuadrado de la norma de la funcifn propia es

L
Pza P (l—=xp) M
Il Xn n*=§ pla) X (D)=t ey t it gz T 2 ©

i i
§Pp@ @@ Xn(2)dz o § @(2) Xn (z)dz+ Mo (zg) Xn (%)
0 0

an= TXa - TXn 1P M
de donde obienemos
L (L ,...‘__)

e MoAx '1—g 8
- T Xal® B
Indicacién. Para el caleulo do (6) y {8) se debe wtilizar gi). Lag férmulas

(6) ¥ (7) pueden ser obtenidas sin la wtilizacién de la funcién §, como se indica
¢n [7], pags. 169-172.

+oo
168. vz, )= Z {@n €08 Ont-} by son Wnt) Xp (2),
n=1
eenﬂ_-'-'- I
2 1 [E-w -

san-&:n
a
Xﬂ (:)1:
cnsi;‘-.'.—:)
2 , @mws<l,

cos _an (I=— 0}
i
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w, son las raices de la ecuacién
P =7/, ©
SV Epetg -“i.lxu—ﬁ' VEp tg —— (1~ zo) = Moy,
a

- == 1
S
Tj‘q,{z,sms_,,dm+_a‘£__ 9 (z) 00t 22 (1— 2y ds
sen? —=x, ) cos? {1—z0)z, L
a a
= 1 Xn P ; ¥
% 5

j P (z) sent=— —" z det { ¥ (2) o 222 —2) dz
[+

n‘——x,, b} 952"'_(3—-’-11):,
a a
By G T Xn & v
5p 5o
(Xnlpe—E 4 0 M

2 sen® %‘:‘, 2 cos? m“(l—:e.,}"}' 2.

169. La solucién del prohlema de contomn

ugp=atuyy, O<z<l, O<t<+co, (1)
u (0, ) =0, gy (L, ) =—ctu, (I, 1), O0<t<<+4oo, (2)
ufz, 0) =@z, uylz, 0) =Pz, I<z<i (613
donde
= KG asmﬁ
M? J
08
o
u(z, t)= 3| (an coS aknt--bn sen ahnt) sen hpz; (4)
n=1
los valores propios A, del problema de contorno son las raices do la ecuacidn
ctg ln} =-—J¥_— }-n. (5}‘
ﬁd;ac? funciones propias X, (z} = sen A,z satisfacen la condicién de ortogona--
"
i
MX @) Xn O+ § TXn @) Xn(2) d2=0, m s, ®
0

1
Mo (t) Xn ()4 § JP(2) Xn (2)dz
an= - (7
n= 7
MX3()+ | JXE (2) dz
]

[}
My (D) Xn (z)+o§ TP (z) Xn (z) dz

bn= e s (8p
[MX3% u}+§ JX3 (z) dz) ahn

*) Véase la indicacién al problema 167.
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H—1 A

H—z © [ 1 [
—a—cus?t-;— =T scn—a-l

170. u (=, 1) sen % Z sen mt.

VT R IVS

. ,),.}. g Jo (!1"- ]/T) alint §¢(§) Jo (lln ]/-'_%w)dﬁ,
ne=]

@ (z) = u(z, 0), Iy (2}, 7, (z) son las funciones de Bessol de orden nulo y de
primer orden de primer género; u,, las rafces positivas de la ecuacién Jy () =0.

+o =
172. u(z, )= (ap cos ahnt-+bn sena hnt) Jy (,‘,.1/ -f),

n=1

i —t

an-——m—l@ i (&) Jo (!Jn V%) &, bn=

i s
- nn.,..ri;‘ ] S vE, (P"‘l/'%') &

i}
S@=u( 0, v@=u(z 0, =)/ B2,

flas p tienen las mismas magnitudes que en la respucsta al problema anterior,
173.

oo

u(z, t)= E [an cos VZr2n—1) at+bn sen)/ 2n (2n~1) at} Pan— (;;-) ’
n=1
dounde
dn—1
an = n; X ©(E) Ponmr (‘%‘) dg, bn=

i
o dn—1 3 £
= re—a éw{a Pan s (3%
i 1 4, —
= (:}:W = [(z2=—1)7] son los polinomios de Legendre,

pla)=ufz 0), P =uls 0).
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§ 4. Método de presentaciones en forma integral
1. Métode de la Infegral do Fourier

Reécordemos que en caso de determinadas restricciones sobre f (z) es vilida
la férmula integral de Fourier

+ e 4w

fo=g | o [ 1o, 0
ademis i
1 oo B
r@=g | na | 1ooeve, @

es decir, es posible la diferenciacién de la integral con respecto al parimetro
bajo el signo integral, y

=00 +oo
i d)
Flol=35 Y W 5 1 (]) M==B o, @

donde F (z) es la funcién primitiva de f (z).
La solucién de la ecuacién

Ugg = oy, —w <<z<<4o, O0<t<i o )

puede buscarse en la forma

1 +oa +oa
u(z, =g S i 5 U (& f) uih==8 gz, (5)
La sustitucion de (5) en (4) da
1 ¢ T e

T J d 5 { F o i U} eME=B) gz 0, (6)

-0 -ca

Para el cumplimiento de la igualdad (6) es suficiente gqee se cumpla la
igualda

%%’-_i.aﬁxw:.o. )
de donde hallamos
U ty=A{E M By bM, (8)

donde A (E) y B (E) son unas funciones arbitrarias del parimetro E.
La sustitucion de la expresién obtenida em (5) segin (1) da la conocida
solucién en forma de una suma de las ondas de propagacién

1 +oo fo
u(a, 1) =g K dx 5 {A () dMatat=8) 4
+B () eMe-at=Dy gk 4 (a4 at) + B (s —at). ©

*) Aqui la integral se ontiende en el sentido del valor principal.
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Andlogamente la integral de Fourier puede utilizarse para resolver otros
problemas relacionados con la ecuacién de oscilaciones,

Una extensién mds amplia tiene el siguiente esquema de aplicacién de la
integral de Fourier a la resolucién de los problemas de contorno en la recta
—oo < x < 400 ¥ semirrecta 0 << z << 4-o0.

So denomina imagen de Fourier de la funcién f (z) en la recta —oo < z <
< +oo Tespecto al nicleo e~ ™%, la funcién

+W

- 1 oy :
= § r@enia (1)

En virtud de la f6rmula (1) el orignnl», es decir, la funcién f (z}, pueds recons-
truirse a partir de su imagen mediante la {6rmula

v
= — o 1’“:11. i
te=v | Tore o)
El paso de j () 2 f (1) segin la f6rmula (10) se lama transformacién de Fourier;
evidentemente, las transformaciones (10) ‘i{ (10") son reciprocamente inversas.
il

En la semirecta 0 < z < -} oo so puede estudiar Ja imegen coseno de Fou-
rier*) para la funcién f{(z) :

— oo
5o 2
jom=V % | i@wna (1)
0
el paso del cual al original se realiza segin la férmula
v
,!(x]='|/ % § f © (1) cos bz dA, (117
y la imagen-seno**)
P
T (1)=l/ % S J (8 sen rE dE, (12)
]

el paso de la cual al original so realiza segin la férmula
.

;{;;=]/?21— 5 70 (3) son hz dhe (12"
]

Se puede estudiar la transformacién de Fourier con otros nicleos. Para més
detalles remitimos al lector a la literatura especial.

Para resolver ¢l problema de contorno para u (z, #) mediante la transfor-
macién inte{zrnl de Fourier, se pasa se%':’m a variable z al problema para la
imagen de Fourier de esta funcién, hallindose esta imagen. Ddespués de eso,
mediante la trapsformacién inversa de Fourier «reconstruyen el originals, es
decir, hallan la funcién u (z, ) & partir de su imagen de Fourier. En calidad de
nicleo de la transformacién integral de Fourier para los problemas en semirecta

*) La transformacién integral de Fouricr con micleo cos AE,
**) La transformacidn integral de Fourier con nicleo sen AL,
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se debe tomar tal solucién ]]erticulnr X (z, t) de la ccuacién, obtenida mediante
la separacién de las variables de la ecuacién principal dol problema dado de
contorno, la cual satisface la condici6én de frontera del problema, si esta condi~
cién es homogénea, o a la correspondiente condicién homogénea de frontera,
&i la condicién de frontera del problema es no homogénea.

t  xtat(i-1)

174. u (z, 1)=% 5 dat F(E, ) dE. 1)
[i} x-aft-T}

i Indicacién, Sustituyendo en la ecuacién (1) las condiciones del pro-
ema

1 +oo +oa
uie, =g § a1 [ U 0ot
1 +o0 “+o0
te o= [ o § 1@ neMevag,
-0 -0
Ilegamos a la ecuacidn
a7
et =f &, 1),
Resolviéndola para las condiciones imiciales
v@ o=0, L& _o

obtenemos
H

U(E,t)u-a—} g 7 (E, 7) sen a (¢ —T) dr.

Sustituyendo sen a (¢ — 1) en la forma compleja*) y sustituyendo la expre-
sién obtenida de U (E, #) en la integral

oo 4oz
w(z 0 =% 5 an { U, 1) eM=-Daz
—_— -0

en virtud de (3) de la introducci6n al presente punto, obtenemos la férmula (1).
u(z, = @ (z—at)4-@ (z+af) ,
T T I

175. 7
+%m‘ il ]/—ﬂ—ﬂ__@‘) P @ di+
Sl e
%yj: T O VA = B ST
o g 87
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donde I (z) ¥ Iy (z) son las funciones «modificadass de Bessel de orden nulo
vy de primer orden; estas pueden ser representadas por las serie

2h+1 )
Ty ) =Jo (12) = 2, e ()77 @
i z ) 2R+A
il Pl woeror (7) ®
ademdés
Loz} =1, (z).
La funcidn modificada da Bessel de v-&simo orden
1 2hev
"““”E T D (7) ®
es solucidn de 1a ecuan:lén dl[erencml acotada cuando z — 0
2
y"+—;— y’~(l+*:T)z=0*)- (6)
Resolucidn. La solucién del problema de contorno
Upg = a%yy | Py, —oo <z << 4o, 0<<i<<+too, {7y
vir, =9@, »( 0=9@E, o<z, (8)
la buscamos en la forma
1 oo +eo
(2, 1) = 5 dn j U (E, 1) eM=—8) g2, (9)
Sustituyendo (%) en (7), obtenemos la ecuaci6n
ﬂ&%'-i-{—(a'k’— U E =0. (10)
Su solucién que satisface en virtud de (8) y (9) las condiciones iniciales
UE 0O=qf), UE O=v{E), (11)
tiene la forma
: ‘sent |/ afht—c?
U )= F) cost ]/ afhi—cE 4 {E)“W"—“_’TTTF'C—'—-. (12)
Sustituyendo (12) en (%), obtenemos
1 +oo +oo .
# (2, f) =pm j dh 5 QB cost ) BRE— b M-8 gr
L e 2 ‘.1/ als. 0]
L sen a“Af—¢ R ETE ) P,
e Lﬂ _i e L DICT AN )

*) Para més detalles véase [7], pég. 730-732.



Il. Ecuaciones de fipo hiperbélica 223

Do la teoria de las funciones cilindricas se sabe que
H

E—?;-r-=—%— S T, (rsen @sen §) &1 CO8PE088 gon § 46, {14y
J i
Efectuamos en esta igualdad la sustitucién
reos (= —aht, rsen®p=Ict, ri=1r (a®2—c¥). (15)

Entonces obtenemos la igualdad

tv—_gi\." = 1 +at ___H_ﬁ" ap

SED a — . A _ Y e

Ty e 2 I“’r"(‘”]/i ) ¢ at
-a

atl —
Por consiguiente,
: e oo +at . — . - ,
g = S dn 5 {ve j Iy (e I/F__ar) (- E-6) a‘B}d;. (15
Hacemos - - =
0 paral%-'::u-ltl.
e I,(c]/@) pnral%l{lr[. e
Entonces
T £, (:pf:%f) eihx=B) gg +jm®(B}e =B g8 a7

—at

Realizando en la parte derecha de la igualdad (15} primero la integracién
segiin A y f. En virtud de la férmula integral de Fourier*) obtenemos

1 T+ +oo
e § o femePa—op

en los puntos de continuidad ¢ (z). En nuestro caso z = x — .
En virtud de (17)

Ly (c ]/s"—-ix:ﬁ) para r—at<<§ < z-at,
pE=R= 0 para —oo<<E<<z—at,
z4-at <<§<-4oo.

*) Véase la introduccién a los problemas del presente pumto.
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Por eso

oo
we D=y | OO E-pa=

x-hat

B
=% I V@ I, (cl/xn—"—a,i)da_. 18)
x-at
Record las expresi iniciales de
+o00 daoa
ey el
(o =g § b | w(a)%,wx~a¢;. (19)
oo oo
u, (z, tl-=-—21—n— I dh 5 P (E) cost )/ BAE_cF eiMx~B) gx (20)

Comparando las expresiones (19) y (18) de u, (z, 1), obtenemos, integrando
(20) con respecto & ¢,

¢
fue v

0 i Tl seni |/ afiE—F
=i _S A _j ?E) Voo M-8 gz
x+al
-— t{ P I (c/p_(ﬁ:Tﬂ’_) &
x—al

La diferenciacién de la diltima igualdad con respecto a ¢ da
i o m(zﬂt):zl-cv(r-%at) ‘.

x4al " S
e NUICEC YA ) PCE P
x=al
Q (z~—at) 4+ (z4-af) ¢
2
o e I (cl/p_@_)
+5 5 ) = dE. @1)
x—at l/t’-—-%g—

Sumando (18) y (21), obtenemos la férmula (1) de la Tespussta,
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t _ xtoit-3)
176, ulz )=—— Sd"r FE T Iy

0 x-alt-T)

V“ 12— (,_._g}a ) dt. 1)

Indicacidn. Para obtener la férmula 51) de la respuesta se puede utilizar
el método de la solucién del problema 175.

177. wling ”=q>(m+a:)+q:(|x:;sl}aign(x—at)+

x+at

i
B 5  (z) dz.
| —af]

Solucisn. Multiplicamos la ecuacidn uyy = a®ug; por]/-g— sen AE, integra-
mos ¢on reslpect.o a £ entre los limites 0 y +-oo0, realizamos lo mismo con las con-
diciones iniciales; esto nos llevard a la scuncidon

d2ul®) (A, 1)
—_—

- +a%h N (A, £)=0 1)

con las condiciones iniciales

W (b, 0) =7 (), = (h, 0) =" (), (2
donde
—= =
IOM, 1 =|/-?'f"- 5 w (2, t) sen A% dE,
0
_+°° T-}m
iom =1 L | oz, Tom =1L [ yomirea
—c0 0

Resolviendo la ecaacidn (1) con las condiciones iniciales (2), obtenomos

T (hy =T (h) cos aht + T () ﬂg @)

L5—-0041
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Multiplicando ambos miembros de (3) por ]/-i— sen bz e integrando con
respecto a 4 entre 0 y oo, obtenemos

+m
v (z, :)=]/-;‘E J' WO (A, 1) sen Az dh=

(]
— 4w
=l/_35_ 5 7 cos (akt) sen Az dA -
0

oo

1 2 sen {aht) sen (Az) db
++)/ % § O P =

- % i 704) (1) [son A (z-tat)+-sen & iz—az)] dh+

— o

1 2 = [¢os h (z—at)—cos A (z-4-a1)]
Ay L j; O (1) . an,
gi x> at.
Teniendo en cuenta que
x+al — atat
j P (s} ds= ]/—f‘— j F (A} 5 sen hsds=
x—al ] x—al
—
= ]/721_ B () 28 2 (:—at}l—cos?. (z+at) dn,
0
obtenemos
x4al
uz, )= f(-t-f-al);-f {(z—at) +_21‘7 S W (s)ds para z>eaet,  (4)
x—at

Si z <7 af, entonces bajo ol signo de seno y cosono se debe reemplazar x — at
or at — z, lo gque llevara al cambio del signo del seno y para « (z, t) se obtiene
expresion

el+x

u(:“)=jas+:c)2—f(a:—z) +% S P (s)ds para =z <al, )]

ot —x

Uniendo (4) y (5) en una férmula, obtenemos la respuesta dada més arriba.
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178. u(z, t)= q’(’*’“H—g(J z—atl) L

t x4at lx~ai]
+3:{ | w@atsignz—an { vaa.
0 0
Indicacién. Emplear la transformacién coseno de Fourier.
a para O-C:{%,
179. iz, t)= :
& - T
K (‘—;") para ;}T‘
Indicacién. Em “]plcar la transformacién seno de Fourier.
Resolucién. Multiplicamos ambos miombros de la ecuacibn uy; = a®ug; %)

por ]/—-sen AE e integremos respecto a § entre 0 y +4- o0, empleando la integra-
cién por partes**) y utilizando la condicién de frontera u (0, ¢) = p (t); esto da

d’“")(l B l‘/ 2 S—aarsenlﬁd‘és

=+ [~
=a* _i_ ai sen AE | —a? V/——l(cosl'é)ur e —_

+ oo

—att ]/%- 5 wsen AL dE = — %) (A, £)4a®h l/-in @ (8.
0

Ademds, aprovechamos la circunstancia de que w (E, t) v _ﬂ_t%_,_ﬂ tienden
a cero cuando § —*-co. Asi llegamos a la ecuacién

TUO G O 4 o070 (O, ()= ah ]/ L (1)

Nado que la solucién buscada
—
o -
uiz )= = j' %) (A, 1) sen Az dA
]

debo satisfacer las condiciones iniciales nulas
ufz, 0)=u;(z, 0) =0, 0<z<<-4oca,

entonces, resolviendo la ecuacién (1), para u'®* (A, t) se deben tomar las con-
diciones iniciales nulas

i (A, 0)=h££6}d{%£}_=0' (2)

*) En u (r, ) sustituimos =z porj.
**) Compérese con la solucién por el método de las ondas de propagacifn,
problema 73.

15®
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La solucién de la ecuacién (1) con las condiciones iniciales (2) se escriben en la
forma

ey -
2ie) (A, t)=a 'l/%- S w{t) senad (t—1) dt,

]

por consiguiente
+eo ¢
u{z, t)—_-a-f-l— E ah S 1 (%) sen Az sen el (t—-7) dv
]

Cambiando el orden de la integracién, calculamos primeramente la integral
400
-:— 5 gen Az Sen ak (¢ —1) dA =

1 +oa
e § cosh[z a(t—1)]ah—

400

— !‘ cos i [z4a (f—1)] dh- 8 (z=—a[t—1])—b (z+a [t—1])

Dado que 0<< ¥ <4, entonces & (z-+a [¢—1]) = 0 para === 0; por consiguien-
te

+m
% I sen Az cosah (t—7T) dh =08 (z—a [t—1))
0

para O0<<t<t, 0<z<4oo,

Por eso

i
Az, t)=a 5 ()8 (z ~at—1]) dr=
o

at 0 para t<-§- '
8 —
-Eu(" T).ﬁ(x-.;)ds— p,(:—-%) para s::-%.

e

a
180, iy B ig S v (s) ds.
o
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Indicacién. Emplear la transformacién coseno de Fourier; véase la soluciénm
exacta del problema anterior (compérase con la solucién del problema 74).

t xtali—T1)
181. a) u{z, t)=% 5 dt f (s, 7) ds;'

(i} lx=a(t—1}

t xa(l-1)
b) u(z, t) EE} j dv { 5 (s, 1) ds—
il ]

L=aii=Ti

—sgign [z—a (t—1)] J f{s, T d:} .

Indicacién. En el caso a) emplear la transformacién seno de Fourier ¥ en
'13111 claso lbé) ,dla transformacién coseno de Fourier. En el caso a) utilizar también
gualda

Zsenahd {({—1)sendz _ cos (A [z—a (t—1)])—cos (A[z4a =0 _

h L
x+talt-1)
- gen As ds— S°% (@ (t—1}=2])—cos (A [a (t—T1)+=]) s
x=a{t-1%) &
a(t~T)4a
= sen As ds
Mi=T)ux
y en el caso b), las relaciones andlogas.
i—x
182. (7, ) =— i v @) Iy (e YV T—1F =27 ) av. (ay

’ Indicacién, Se puede buscar la solucién del problema de contorno en la
orma

t=x
u (z, )= 5 (1) I (cV T=r =2 ) ar, (2y
(1]

donde ¢ (7} es 1a funcién que debe ser determinada a partir de la condicién de
frontera.

t-x
183. u(z, ) p{t—z)—cx 5 um%'/?{‘—__‘—-—-— jj")dc.
. (t=—T1)—2

Indicacisn, Utilizar la solucién del problema anterior.
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184, La solucién u (z, #) del problema de contorno satisface la ecuacisn
diferencial ordinaria

-x ——
du (z, t) - I (r: Iffi--‘f]a—xl}
T—hu (.’at. ) —x(r—z)—cx E x(T}l_V(t—_wi——ﬁ_dt‘
“+oa
185. j T () et gp—
) 1 +ma +oa
= 3 —ihx , hs .
, - :Lfma dx—j; ¢ ()™ a
5 oo +oo +oa
v _j; g (s) ds 5,, 7 (h) e=iz=a) zﬂ-=_5w g () f (25} ds.
186,
+o0
§ 76 (&) 7€) (&) cos Az dh =
— 4oa +o
=l/2? S 7t (L) cos bz dh S g(5) coshsds=
0

—

1T
= 5 g(s)ds]/;z- J T A) [cos & (x~—5)4-cos & (z+5)] dh =
0

“+e0
=5 | @l da—sn+i@taras

187. Indicacidn. Véase la solucién del problema 186.

+oo

1 =
198, (e = J @ (z—22,1/aT) (sen A2+ cos A2) dA —
+oo
"—V;”_n_ __L $(z—201/aF) (sen A—cosAB) dhe (1)
%1

Para p(x)=4Ae V¢,  (z) = 0 obtenemos

cos @

Ak —wtme

ztsen O 1 B),

cos( iR T {2)
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donde
RcosB=14 Rsend= a

Indicacién, Emplear la transformacion de Fourier con el niicleo ¢ on la
recta —oo < g << -}oo. Utilizar las relaciones

oo - a 22
V%‘-' 5 cos(eE)? e~ HY dE = ﬁ (cos—;%;—+eenw) 4 m

+oa
1 " 1 o a2t
VI | most e S de g (o o), @

oo +oe
008 (@1)1 7 (B) e~ dham e (z—s) (cos s +sen—‘Q'—) ds
! (atE) ¢ (k) e = SVar P 7. Aot '
i - (I
+eca 400
- < i 32 sl
‘[ sen (aif)? § (&) e~ di = T j | (z—s) (cosm——senm) ds.
(Iv}
Las relaciones (I1I) y (IV) se obtienen mediante las relaciones (IE ¥ flif y el teo-
roma sobre la convolucitn que se demuestra en la solucién del problema 185.

+o +oo

S e o 1

Las relaciones (I) ¥ (I1) pueden ser obtenidas de las integrales conocidas (véase
- -0y

1)
Ea
sen x®dx= ]/"‘* . (3)
Precisamente la sustitucion z = y — I da
08 2% = cos (3 -} I*) cos 21y -}- sen (¥ + [3) sen 2Iy,
sen z% = gen (y + I2) cos 2ly — cos (y* + %) sen 2ly.

Representando cos y sen de #® 4+ I* mediante cos ¥ sen de 3 y I%, obtenemos dos
ecuaciones (de (3)) para la bdsqueda de las integrales

+o +oo
5 cos ycos2lydy y 5 sen y% cos 21y dy. (4)
- o0 —
Dado que
oo oo
j cos y¥ sen 2ly dy=0 y S sen y® sen 2iy dy=0, (5)
—co -

entonces la parte imaginaria de las integrales buscadas (I) y (11) es igual a cero.
Para la biisqueda de la férmula (2) con las condiciones iniciales

F1l

lp(;r'J=Ae-_aT_ Pi{z) =0
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10 vale la pena utilizar la férmula general (1); ¢s mejor emplear la férmula”de
inversién
1 T
v = j' B0 e gy,

sustituyendo en ella los valores
_ iahsl ;o iohit
W (h, )= (1) cos ah?t=F () S—LC
donde
- L 5
Fm=A | ey,
Van R

Se debe sefielar que la Gliima igualdad es valida tanto cuando k es real como si
es complejo.

+ o0
1 ] 32 A
189. w(z, 3}=ﬁ S p(#—w) [SGI‘IT-}-COST]JJ..
Viat
Indicacidn, Véase la solucién del problema anterior. Se debe sefialar también
+o

que la integral £ sen (af)® sen (§2) d§ se obtiene diferenciando con rtespecto

a z la integral
+on

{ son (aB)? cos {Ez) dE.
]

190. Indicacién. Aprovechar que
1) si @ (z) y ¥ (z) son unas {unciones impares, entonces

Kl

@ (r=—al (i 1] t 1
Ve, = RE=2E 2000 L L v
2 2a
xat
es nula para z = 0;
2} si u (z, 1) es solucién de la ecuacién iy, = a®u,,, entonces

N
)
Uz, t)= Z Ay g_mw(.z;,_t)
k=0

también es la solucién de esta ecmacién.
191, Indicacién. Aprovechar el hecho de que
1) si F {z, #} es una funcién impar de z, cntonces la funcién

1 t xtali-1)
U (=, 13255:& FE, 74
0 x—all-1)
es nula para == (
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2) si u (z, ) esuna solucién de la ecuacién uyy = a®u., + f (z, 1), entonces

N
Uz )= z ahu(z, 1)

dzh
B}

ez la solucién de Ja ccuacién

‘\t
1 P {=, &)
upg==a e -+ 5_] A Jzk *
h=0
192, Indicacién. La demostracién so efectiin cn forma andloga a como se
hizo en la resolucién del problema 190.

193, Indicacién. La demostracién es aniloga a la de la resolucion del pro-
blema 191,

1.* Paso al intervalo finito mediante el métedo de reflexién

194, u (2, =2 M)J_Erp (+at) |

T E—EF
g v (B 4|
x—at 1/!"—- -z

x+at

+2_1a“ S To (" ]/"—iz%gﬁ) ¥ (3) @k, (1)
x=at

donde ¢ (E) ¥ ¢ () se obticnen mediunte la continuacion impar respecto a cero
y luego con wna continvacién periddica con periodo 21
195. La solucién se obtiene empleando la férmula (1) de la respuesta al
problema anterior, pere @ (z) ¥ ¢ (z) se continiian en forma impar con respecto-
a x= 0 y par con respocto a x = I; después periddicamente con period% 41
196. La solueidn s¢ obtiene mediante la férmula (1) de la respuesta al pro-
blema 194: 3; (z} ¥ ¥ (=) se contintian de forma impar con respecto a z = 0O
e

Yyax=1 }; spués con periodo 21
197. Buscaremos la solucién del problema de contorno
Upy = g+, Ozl 0-<t< o9, 1)
{0, &y =u (0, wu(l, t)= p, (1), 0=t < Foo, (2}
u(z, 0) =10, uy (x, 0) =0, Ozl 3

en Ja forma
3 f—x
u(z, =)=-5'; S gl (c V T—0%—2* )dr+
¢
t=ql-x)

a e e
foe Y1) Lo (e VI—TP—(I=2)0) dr, (4
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donde las funciones @ () y ¥ (1) deben ser determinadas de las condiciones de
frontera (2), Es fdcil convencerse que u (z, {) determinada segin la férmula (4)
e2 lu solucién de (1) para cualquieras (%) yzp (t). Consideraremos que ¢ (1) =
= (7) = 0 para T << 0, Diforenciando en (4) y utilizande las condiciones de
frontera (2), ohtenemos

1—{ il
edy (e VIi—T2—=8) ,
—w(ra+w(r—n+oj v ST a0, (9
eldy (e [V =1 —17 )
V=2

t—1
—p(t—1) +y m—] ® (T) ds =ity (8), ©
1]

Pongamos

PO =9 =), §O=9+q0. (7
De (5) y (6) hallamos

t—{
Iy (e Y =TT —F) P :
P4y (—1) el UJ @ (1) llf" i—t“i—.&—'—‘-—)z_}T dr=py () +1, (th

@

-1
. : I V=t —%
— (O (t—u+czo§ NG ‘—T,;?J_—Tj,—f—’—-__p—)—dmm (8) =1tz (8)e

(9
De {(8) ¥ (9) en virtud de la igualdad ¢ (v) = v (1) = 0 para T << 0 hallamos
GO +FmEO =10 HEO=pE-—m@ <t (10}
Aespucs
-1 P

_ ol Tl L (e VE—7)=1) l

P1 () =1y () Fpg () — @ (E—1) ‘Ioj‘ ¢ (1) Vo= ar, }
(109

=1 sy
3 I (e V/ —or=0)
Pty =mny () —pa (41, (“—‘”Jl“-‘-‘i‘j\ P, (7) 'V,m 4T, }

2. Método de Rlemann

Se desea hallar la solucién de la ecuacitn
L () = upy — Uy T 0 {z, ¥) Ly + by (=, ¥) e le 9u=flxu, 1)
que satisface las "condiciones iniciales

ule=a(), =] =y @

in
] . : ’
<n la curva ¢, donde (E}: es la derivada segin la direccién do la normal a esta cur-

va. S0 supono que la curva c estd dada por la ecuacién y = f {x), donde f ()
<8 una funcién diferenciable ademds | f' (z) | << 1.
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Fig. 31

Entonces el valor de « ¢n el punto M (fig. 31) se halla mediante la férmula

Q
u(M)= %?{'_ﬂ_i_% Y v (ug dn 4+ ug 25)—
P
— u vy dn+ vy dB) +uw (84 d—b,; d8)] 4

+S 5 (M, M’} 1 (M) dayy,  dope=didn,  (3)

i PQ
ademds
“|c=‘p('r)'
iy Ic:% cos (y, s)—f—%coa (&8 n}=fp (:/_); —:_I}:}i-‘}(x} ’

y la funcién v (M, M') = v (z, v, &, n) es la funcién de Riemann para el ope-
rador L (u) la que se determina de las relaciones

N (v) = vge—vyy— (a0)e— (hi0)y+ e v=0 en el campo FOM, (4
au 1—4yg,

E=2_V"§ en la caracteristicn MP, (5)

v b+ay %

= m v en la caracteristica MQ, {6)
o (M, M')=1. 6]

Los operadores L (u) y N (v} se llaman conjugados.
Si se parte de otra forma candnica de la ecuacién hiperbélica

&% Ji [
L* (“}—m-y--l-ﬂx 5y T g tew=/( ), (8)
entonces la solucién de la ecuacién (8) que satisface las condiciones iniciales

du |
u c=¢ (=), ETE c—'al*(-t} (9}
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| &

Fig. 32

en la curva
y=f(z) @< {10)
se halla mediante Ia férmula (fig. 32)

= Glaplonley fATA (20 My ] g
]

o [-1_ ( u%:_ = _f;;_) -aguu;| f?n} +i Qi‘ o (M, M) { (M) dog, (1)

donde v es la funcidn de Riemann para el operador L* (u) ¥ se determina de [as
relaciones

% @ {apv) 8 {bv)

N* (v)= =0y T 5 + v =0, (12)
—;:—=b2v en la caracleristica PM, (13)
%-ﬂgb‘ en la caracteristica QAf, (14)

v(M, M)=1. (15)

De esta manera, =i la funcién de Riemann para el operador hiperbélico L
o L* (u) estd hallada, entonces se puede en seguiSa escribir en la forma integral
la solucién de amplia clase de proglemas de contorno ligados con este operador
hiperbélico.

198, La funcién de Riemann es v = 1.

La solucién del problema de contorno es de la forma

1 x+al ' i a+a (=T}

5 j ¥ (5) ditoe jdt 5 f(a T ds

x—ut 0  x-a(t-1)

ain 8 Hezeiviete
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189, La funcién de Riemann
a) para el operador

es
T TRl
v="Jo (o ]/(t—r)’-k‘iaai);
b) para el operador
(u}z-a—u- a? du—:. =)
o Bat
es

v=1Ty (c L/{I—t}’—%) q

donde I, (2) = Jq (i) es la funcién modificada de Bessel de orden nulo.
La solucién del problema de contorno conformemente serd de la forma

P (z—at) 49 (ztat) _
2

s (v o)
Tx—at 1/8"" g)a

1 t xta{f-T} ——————
+5 I dt S J'g(r: ]/(:—-r)ﬂh-‘x—:%p-—) (& ©d&
0

x-a{t-T)

a) u(z, t)=

P (8) di+

5w D= mx—at}ﬁ-q’(x-i-at)_‘_

atat 7, l/,s (‘—B'
&—Sﬁt ]/t‘——-;r’-

t x-i-a(i’-t}

o for | n(ey ¢ v—E) g 0a

0 xea (t=T)

200 u@@m B g oE)+re(S)+

w2 ¥ (&) d&+

x

U
o) . VI [ 1o
=y

M..E

2472 2 L3/

"’!..—-—.v:'a
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i el

200, u(z, 1)

2y I—z .
]/Vf:;-i-% P [x_]/mn_ a::= )
+ 2y 1—= +
: v’m-p‘%.
+;.m ‘,_'[ ) © (z, t, 1) dz,
il 1 1 LY P Vg ey
L=t
donde
F(ay By v :c)-1-}--'3—;%»4,-.?th1~

es la serie hipergeométrica*).
Indicacién. Utilizar para el operador hiperbdlico la forma canénica con la
ge.rilvad? mixta. En las coordenadas caracteristicas la funcién de Riemann es
e la forma

A 1, (;—;n}G__—EoJ )

21T G—wo) e—p) /-

202, u (z, y)=Y 0 @) 9|1 cas (w—y)l—l—lf son (0+4) @[ cos (ty)] |

21 sen o
D
21/ senw "

e 1
Gz, y, g yd:F(T,

[
5 D (v, y, 3)ds,

donde

D (z, u, =)=1p(£cosz)]/senzﬁ'(—%~ : M)-&-

-, 1
g e 2 8en w.seN z

1 " sen y o £0S (0 —3) —cos y)
A~ s
W=Aarccos "':—,
Tndicacldn, Utilizar para ¢l operador hiperbélico la forma canénica con la
geril\rm}n mixta. La funcién de Riemann en las coordenadas caracteristicas eas
e la forma

= oo wp o fd 4 sen (Z— Z4) sen (7 — )
vz, Y, Zg, Yo)=TF ( T S et (3 )

*) Véase las tablas de informacién al final del libro.
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ECUACIONES DE TIPO PARABOLICO

§ 1. Problemas fisicas que llevan a ecuaciones
de tipo parabdlico; planteamiento
de los problemas de contorno

Las ecuaciones y las condiciones de frontora de los problemas de conlorno
de la teoria do conduccidn calorifica que so estudian agui son consecuencing de:
a) el principio do conservacién de la cuergia, b) la ley de la conductibilidad
térmica interior en los cuerpos solidos (ley de Fourier) v ¢) la ley del intercambio
de calor por conveccién entre la superficic del cuerpo sélido y el medio ambicnte
liguido o gasciforme (ley de Newion).

La ley de Fourier on el caso upidimensional se oxpresa por la férmula

q=-—ﬂl—§;. (1)

donde g es la cantidad de ealor que fluyo durante la unidad de tiempo en Ia direc~

cién del eje x a través del drea o porpendicular al eje z; i, la temperatura en el

lugar de estudie del cuerpo; %, el cocficiente do conductibilidad térmica*).
La ley de Newton se expresa por ba [érmula

g = oe (& — up} (2

donde ¢ es la cantidad de calor que fluye durante una unidad de tiempo u través
del drea o de la superficie del cuerpo al medio ambiente; u, la temperatura do
la superficie del cverpo, iy, la temperatura del medio ambiente, o, elp coefliciente
del intercambio de calor®#),

En los problemas de contorne acerca de la difusion la cantidad de la wateria
difundida y su concentracién juegan el mismo papel que la cantidad de calor
¥ la temperatura en los problemas de contorno de la teorfa de la conduceién
calorifica.

En particular, si u es la concentraciéin; 2, el coeficiente de difusién, y g,
la cantidad do materia difundida durante una unidad de tiempo en la direccién
del oje = a Lravés del drea o perpendicular al efe z, entonces, la ley de la difusién
{la ley de Nernst), se expresa por la [6rmula (1), mientras que la férmula (2)
indica la ley de la difusién a través de un tabique semipermeable.

En los problemas de parabélicos de contorno sobre el movimiento de un
liquide viscoso y la electrodindmica, se efectuardn las correspondientes ohserva-
ciones directamente al estodiarlos.

*) % depende de Jas propiedades fisicas del cuerpo y de la temperatura,
pero dentro de limites suficientemonte amplios se puede despreciar lu dependen~
cia de A con respecto a la temperatura, tomando 4 para la magnitud media de la
temperatura.

**} Todo lo dicho en la llamada anterior sobre la dependencia de A con res-
pecto a la temperatura dentro de determinados limites, se extiende a o para
mis dotalles véase [41), pég.
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1. Medi 1 & & I

g ; con feiant e

{. La temperatura de los puntos de la barra es la solucién del problema de
<contorno

By = aPuy,, O0<z<l, 0 << ¢ «< 400, (1)
iz, )= f(2), D=zl (2)
w0, D=9, @@, u{, H=0q(t), 0<t<+oo, (3)
—houe (0, £) = g, (), Aou, (I, t) =gz (), O <t<I+ro, (39
ay (0 ) =hlu (@, 0 —¢ (O] w (I, V= —h[u(l, h— g, (D),
0 <<t <=0 (87

donde a* es el coeficiente de termodifusividad; o® = L: ), ol coeficiente de
conductibilidad térmica de la materia; ¢, el calor especifico; p, la densidad de
masa, o, ¢l drea de la seccidn transversal; k = —E , donde o es el cooficiente del

intercambio de calor; f {z}, las magnitudes iniciales de la temporatura; g (1)
Y P Et} en el caso (3), las temperaturas de los extremos de la harra }1. en el caso
(3%. as magnitudos de la temperatura del medic ambiente junto a Jos extremos
de la barra; g, (t) ¥ g, (1), los flujos calorificos que conducen a la barra por sus
axtremos (es (iec-ir, la cantidad de calor que se conduce durante una unidad de
tiempo).

?ru)ﬂmcidn. Si la superficie laterul de la barra cilindrica izotrdpica hemo-
génea esta aislada térmicamente y las superfieies isotérmicas en el momento
inicial de tiempo coinciden con sus socciones transversales, ademds los topes de
la barra durante todo ¢l tiempo gquedan como superficies isotérmicas, entonces
las superficies isotérmicas dentro de la barra coinciden durante todo el tiempo
con las secciones transversales, es decir, la temperatura dentro de la barra todo
el tiempo dependeri sélo de una coordenada espacial z.

La ecuacién (1) se puedo obtener, igualando el incremento de la cantidad
de calor durante una unidad de tiempo en el elemento (z, # 4 Ax) de la barra
que es igual a

cpolAx —g—;i ; (4)

a la sama de la cantidad de calor que entra en este clemento durante una unidad
de tiempo a través Jde las secciones x ¥ x -+ Ar,

du . du
_U?,—a—;:-lxviv- U'A.-—E-x— .?c+A:rc‘ (5)

después, dividiendo la igualdad obtenida por Az y pasando al limite cuando
Az — 0. Nos detendremos mas detalladamente sobse la eleceifn del signo de
* 1os términos de la suma (5). Consideremos que z 4+ Az > z lo que evidentomente
no quebranta Ia generalidad de los razonamientos. Si en cl tope x del elemento

(x, = + Az) serd i—‘;> 0, entonces en los puntos que estin a la derecha del

tope (es decir, dentro del clemento) la temperatura serd mayor que en los puntos
que estdn a la izquierda del tope {es decir, fuera del elemento), csto significa
que el calor fluye del elemento y por consigniente ¢l primer término de la suma

{5) se debe tomar con el signo menos. Si % < 0, entonces la temperatura a la

izquierda del tope es mayor que la temperatura a la derecha del tope, por oso
¢l ealor fluye al elomento, el primer téirmino de la suma (5) debe ser positivo
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¥, por consiguiente, de nuovo se debe tomar con ol signo menos. Anidlogamente
so verifica la eleceion del signo del segundo términoe.

Pary obtener las condiciones de frontera (3') y (3”) se deben realizar los mis-
mos razopamientos para los elementos (0, Az) v (I — Az, i), utilizando en el
caso (3") la ley Newton sobro el intercambio de ealor por conveceidn.

bservacidn. 8i el coeficiente del Inlereambio do caft?r es significativamente
mayor que el coeficiente de conductividad térmica interior A (& — o), entonces
las ¢ondiciones de frontera (3‘]) se transformun en las condiciones de frontera (3).
§i, por el contrario, o es despreciablemento pequefio (o — 0), entences las
condicioncs de frontera (3") se transforman en las condiciones de frontora (37),
donde ¢ (8) = gy (8} == 0, cs decir, llegamos al cuso de la aislacién térmica de
los extremos de la barra.

2. La ccuacion de conduceion calorificu en el cuso dado es de la forma

L ap
uy D Uyx prrs (s —uy),
doade p es el perimelre de In seccidn trunsversal de la barra, o, el coeficionte
del intercambio de calor entre la superficie de la barra y el medio ambiente con
temperatura igual a ug; las ma%ruitudcs restantes tienen el mismo significado
v las condiciones iniciales y de Irontera se eseriben del mismo modo gue en cl
problema anterior.

Indicacién. Al examinar cl elemenlo (z, 4 Az} de la barra, kay que tenor
cn cuenta en el balance calorifico no s6lo los flujos de calor a través de los topes
del clemento, sino también los fiujos de enlor que atraviesan su superficie lateral.

3. Para determinar la temperatura dentro del anillo oblenemos ¢l problema
de conlorno

ap

”t="‘,'_'l“}" Uxx— ey (u—uy), OW<<zm<<l, O<t< oo, 1)
wl0, ty=u(l, t), w0, ) =uy(l, 8), 0<t<4o0, (2}
wir, )= f(x), O0~=czx<l (3)

Aqui &, ¢, p, 0, &, p tienen ¢l mismo sentido que en el problema anterior.

La coordenada x os la longitud del arco medida a lo largo del anillo. 8i el radio

de] anillo es R, entonces x = RU, donde O es la coordenada angular; por con-
P i a 1 4 ; . )

siguicate, I = 2aR, w=ram?y pasando a las variables independientes 0, ¢,

el problema de contorno (1), (2), (3) so puede llevar a la forma

~ % . :
u,(=m—ﬂ-§— r&ee——‘-ép—z- (m—uy), O==0<2n, O<<i< |00, l

w0, ) =u@a, 1), w0, &) =ug@x, 1), 0<t<<-foo, 2"

ul(f 0)=F(0), 0<b<2n. (3"
du 0*u
4. T=“2W’ vl <<z <400, D<<t<<4o00, (1
ulvgt, ) = g (t), 0<<t<< oo, 2
wfx, 0) =0, 0 <<z < +o0. {3)

16—0841
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5. Para determinar la temperatura u {z, ) dentro del cable obtenemos el
problema de contorno

u,w?"} s 2 () ‘:;;R , O<z<l, O<ti<to, (1)
cuy (0, ) === daug {0, 1), equy (1, 1) = hou, (1, 1),

0 <<t << 400, (2y

u(z, )=f(), O0<z<l (3)

donde ¢; ¥ ¢, son las capacidades calorificas de los hornes; I, la intensidad de la
corriente; R, la resistencia de una unidad de longitud del cable; B, el coefi-
ciente de proporcionalidad en la férmula

g = PI*R Az, (4}

que expresa la cantidad de calor desprendida por la corriento 7 durante una
unidad de tiempo en el elemento {z, z + Az J‘el cable, Los coeficientes A, ¢,
Py 0, p, o tienén el mismo sentide que en el problema 2.

z

e
g ;I :'z:‘aA.r I.:c'

J(z ,{./
4
/ I
¥
Fig. 33

Indicacion. Al deducir la ecuacién (1) se debe utilizar la relacion (4).

6. Para determinar la concentracion u {z, {) obtenemos la misma ecuacido
y las mismas condiciones de frontera que en el problema (1) para calcular la
temperatura con la diferencia que en el caso de la difusion

at=%=D,

donde D es el coeficiente de difusién y e, ¢l coeficiente de permeabilidad de
cada uno de los planos de frontera.

7. Para determinar la concentrscién  de la sustancia que se difunde obte-
nemos la eeuacidn

Uy = Dy — vty (1)

donde D es ¢l coeficiente de difusién v v, la velocidad del movimiento del medio.

{ndicacién. Para obtener la ecuacion (1) so debe escoger un elemento con
el drea constante do la seccién transversal, paralelo al eje z (fig. 33) y estudiar
la cantidad de sustancia que pasa a través de las secciones z ¥ z -- Ar como Tesul-
tados de la difusién y de la transferencia del medio mévil.
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8. Para determinar la concentracién de las particulas suspendidas obtene-
mos la ecuacidn

du D % — du
e T Tl

donde D es el coelicicnte de difusién y v, la velocidad de la J)rccipitu.cién de las
articulas, ademds el cje z esta dirigido hacia abajo. La condicién do impormea-
ilidad del plano z = z, tiene la forma
du
_——pu =1 =
D PR para 1=z
Indicacién, Véase la indicacidn al problema anterior. En vez del [lujo de la
sustapcia que se difunde como resultado del movimiento del medio se debe
considerar ¢l flujo de la sustancia como resultade de la precipitacién do las
particulas,

9. a) )= Dupy — Bu, By > 0;
b) Uy = Ditge + Par, Py =0,

donde D 0s el coeficiente de dilusion, §;, el coeficiente de la desintegracion
¥ Pg. ol coeficiente de la multiplicacién.

Indicacién. En el caso a) en una unidad de volumen durante una wunidad
de tiempo se destruye una cantidad de sustancia difundida igual a fju y en el
caso h) surge una cantidad de sustancia difundida igual a fu.

10. SiIa velocidad del plano indvil conserva una direccibn constante, enton-
ces Jas velocidades de las particulas del liguido serdn, obviamente, paralelas
a esta direccién, Dirigiendo el eje segiin el espesor do la capa y colocando el
origen de las coordenadas sobre un plano inmdvil, para detorminar la velocidad
de las varticulas del liquido obtenomos el problema de contorno

¥y = 40, O<<ar<<l, 0<t< 400, (1
v{0, =0, v, d=wm(t), 0<<i<+too, (2)
viz, B =0, 0<z-=<I, (4

donde 1 es el espesor de la capn, i (¢), la velocidad de movimiento del plano de
frontera; v = , el coeficiente cindlico de viscosidad; p, la densidad de la masa;

B, el coeliciente dindmico de viscosidad que entra en la ley de Newton para
determinar la tension de rozamicnto entre las capas del liquide viscoso

Indicacidn. Para deducir la ecuacion (1) se debe despreciar el gradiente
de la presidn en comparacién con ol gradiente de la fuerza do rozamiento, lo
quo se puede hacer si el liquido es de gran viscosidad.

ak ot il

M o~ Fman 0@ ®
dlf et &
Jf ~ dmop 0 - @

Solucién. Escribimos el sistema de ccuaciones de Maxwell*) bajo la con-
dicién que en la regién de estudio no existen las cargas volumétricas y las fuer-

*) Véase [7], pdg. 493.
16+
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zas cleclromotrices exleriores:

vob E+:___3£E—.n, (n
rol n—%.';_i”=z‘(_’f it (1)
div B = 0, (1
div = 0, (iv)
J=ok, v
D = :E, (VD)
B = plf. (V)

Despreciande las corrientes del desplazamionto % %ilen la vevacién (11) (jel

mediv conductorh v atilizando (V) v (VIT), c.wribimos lug ecnaciones (I) y (11)
de la forma

uoaff V
mLE+—u—7_[I‘ ()
dno 2
rot H=——. (11}

Tomamas rot de las ambas partes de la igualdad (7 "), diferenciamos la

igualdad (1) con respecto a ¢, climinamos K de los resultados ebtenidos v uti-

Llizomos Jas relaciones (TV) y (V1) ¥ la ignaldad conoecida del analisis voctorial
ot rot & — prad div a — div grad a*);

eato Ueva a 1n ccuacion

aF e 2
Pl TR S al E. 2
T T div grad E &)
Andlogamenle se obticne la ecuacidn
I c* &
. S e— o 4
== TR div grad 1t (%)

Segun ¢l planteamicnto £ = E (5, #), H = H (g, 1), donde { ¢s la distancia
gue 20 mide desde clerto plano fijo. En el sistema cartesiano de coordenadas
reclangulures (§, n, ¢) ol operador de Laplace se escribe ¢n la forma

= i* a* @
div grad ?W_F_aff'{_&_ﬁf s

por consiguicnte

5 a*E el
divgrad E= T divgrad #f = a5

Por csu las ecuaciones (3) y (4) se transforman en (1) y (2).

*®) Lsta igualdad cs vilida para cualquier vector @ que sea dos veces con-
tinuamente derivahle.
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2, Medios helerogénqu._{acwres concentrados;

ecuaci con variables y dicl de jug

12. 5i dirigimos al eje » segin la barra, colocando el origen de Ias coorde-
nadas en el lugar de unién de las barrag, entonces el problema de contorno para
determinar la temperatura dentro de la barra compuesta puede sor eserito de la
forma

ity o @y

g TesExh

o Pu (=l t=z—Loo,
i I = i

A wmr DEEeGn

a} iy @, t) = iy (0, 8), 7‘1“1:‘: (G‘ f) = A‘Zuﬁx (0! 1), 0 <<t <Aoo,
B) i (O 0= uy (0, 1), Agtizg (O, 1) — hgy O, ) = Conyy (0, 1) =
= Caug (0, 1), 0=t =< oo,
ug (e, O) = fx), —oo<<zxz<<l, wuy{z, 0)=7{(x), O<x< foo.
13. Dirigiendo cl ejo = segin el eje de los cilindros y colocando el origen

de las coordenadas en el lugar de unién de éstos, obtenemos el problema de
contorno

[ 2y

e = Frgats  —hsel
iy By ety
-t "~ Phga =zl

e (—yy 1) = 0, wygy (I 1) = 0, 0 << ¢ << oo,
a) uy (0, 8= uy (0, 8), Dy (0, 0= Doug, (0, £), 01 dooo,
by —Djui (0, =a[u, (0, t)—uy {0, L)),
— Dattge (0, = fueg (0, ) —u, (0, B}, } RS
e, ) =f{x), —h<z<0, wl V=[x OI<z<i,
14. 5i cn el memento ¢ = 0 ¢} horno se encontraba en ol punto x = 0 de

la barra, entonces el problema de contorno para determinar ln temperatura
dentro de la barra puede ser escrito de la forma

uy 5 020y Sty —at iy

TR T —oe < x < Fyl, 7t — vyl <7 x << 20,
uy (vol, 1) == uy (vgt, 1), Ao [Uye (Upt, £} —ugy (vet, D=0, 0 <t < +oo,
uy (&, 0) = f (=), —vo <z <0, uy (2, 0) = f (z), 0 <<z < 400,

donde @ os In cantidad de calor que desprende el horno eléctrico duranle una
unidad de tiempo; A, ol coeficiente de la conductibilidad térmica; o, el drea do
la seccién transversal de la barra.

Mediante la funcién & impulsiva, el problema de conlorno puede ser for-
mulade en la forma mds compacta

du 2 6tu
——T ) ———
dat Pk

—I—% Slr—ugt), —w<z<too, 0<<i<<-|oo,

uis, 0) = f(z), —o <z<-|foo.
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15, Colocando el origen de las coordenadas sobre la superficie del metal
y denotande por E (#} la profundidad a que se propagé el endurecimiento hasta
el momento ¢, obtenemos el problema de contorno

du. 32y
-‘Ezl*—=ﬂf—5;—f-, D= x<E (D),
Fuy o Oy
T P
uy (@, {)="U;=const
Jduy

w=zrty C Ox

0<<t<<ty,

Eft) =z <l

duy
dx

M

73 }
=P, —— 0 i< i
=t () P2 = f

wlEM D=u EM =0 0<t<i,
U (I, =0, O<t<<t uylz, 0)=1U, O<z<<l

Aqui por el cero de la temperatura se tomd la defusién (temperatura do solifi-
cnciénsmdel metal. A, ¥ 13 son los coeficientes de la conductibilidad térmica del
metal solido y liquido; u? y a2, sus cooficientes de termodifusividad; %, el calor
olcu]m de fusi6n, p,, la densidad de la masa del metal fundido; #;, el tiempo con
el que E () =1L

Si la temperatura varia dentro de limites muy amplios ¥ no so puede des-
preciar la dependencia con respocto a ¢ de los coeficientes de Ja conductibilidad
térmica, de fos calores especificos ¥ de las densidades de masa, entonces las
ecuaciones (1) deben ser sustituidas por las ecuaciones

"}I’x“’qﬂ'=‘“0_ (7"[ i ] ' D w=E(D),
&' o i d<t<t, (1)
4 F ] .

capa ;:T‘a_z( " (;;’), B <z<l, J

16. Colocando el origen de las coordenadus sobre el plano de la placa, diri-
giendo ¢l ¢jo z perpendicularmente a la capa y o
1o, para determinar las velocidades de las part
problema de contorno

My =Nityy, —l<tz<0,

U= Vilyy, 0=z < iy,
u(—t, =0, utl, t)=U, }| 1
w(0—0, H=u 040, t)=uw, it

donde w ¢s la velocidad del movimiento de la placa,

dw

d—‘zf—r;iluxw—}—[}, H—ue{0—0, 8] ko, O<t<+oo, w(0)=0,

iz, 3 =0, —hL<zx<0, O<<z<Tl,

Aqlui + ¢s la masa de una unidad del drea de la placa; p, la densidad de la masa
del liguido.
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17. Para determinar la temporatura dentro de la barra ohtenemos el pro-
blema de contorno

z
(t=%) w2 [(1- L) 2 ____2“(1_7)
L) at or L) dx cpr, cos !

Qzrtl, O0<<t<+4oo,
ue (0, 1)=0, wux(l, H)=0, O<<t<<Hoco, ulzr, V=0, O0<z<l,
Ay
cp *
Aqui L es la altura dol cono completo ciuc se obtiens prolondgaudo Ia barra dada;
v, la mitad del dngulo de abertura del cono; ry, el radio de la base mayor del
cono truncado; {, su altura; A, e, l{), ol coeficiento de la conductibilidad térmica,
el calor ospecifico y la densidad do la masa de la sustancia del cono, respectiva-

mente; «, el cooficiente del intercambio de calor por conveccién entre la super-
ficie del cono ¥ ol medio ambiente.

at =

3. Semejanza de probl de cont

18. El problema de contorno sobre el calentamiento de la barra con la super-
ficio lateral de aislacién térmica, ol problema (I},

au’ 2%’ A et ; .
-&—‘,-—=a ST a"‘=—$ D<=z =i 0=t << +-co, (1-]
w (0, ) =9 ()30, o (¥ )=0 0<t <o, 2)

ez, 0)=0, O0<z <<l 3)

es andlogo al preblema de contorno 10, el probloma (1), sobre el movimiento
de la capa del liguido viscaso

qu” u" i " '

G =Vgrr, <<, 0<t <40, (1
WO, )= () s&0, w (%N =0 0<t"<+o, (29
Fu" (=", 0) =0, 0O0<a"<<i" (37

Para que el problema (I) sea semejante al problema {IT) con los coalicientes de
semefanza k,, kg, Ky, es necesario y suficiente que se cumplan las relaciones
9 (#') =Fu" (") para 0 <<t << oo, ‘4)
donde ¢ = k" y
ke 1
2 X - -
BV kx=7. {3

Solucidn. El establocimiento de la analogia os obvio. Demostraremos la
necesidad y la suficiencia de las condiciones (4) y (5).
Necesidad. Sea

u' (2, £') == k,u" (z% ¢7) pamn 2’ = ka", (= k",
ademés (2, £') recorre D0 <o’ <V, 0 <<t << 4oo0)], cuando (z°, %
recorTe
D0 <z" <!, 0 <t"< 4], (6)
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Entonces se debo cumplivse la igualdad »' (0, t') = kuu” (0, ")} para
0< !’ < +oo, (] decir, en virtud de (2) y (2") debe cumplirse la ignaldad (&).
Diferenciondo la igualdad »' (2, ¢') = kyu” (z%, ") vespeclo a z” ¥ ¢* y utili-
zando las igualdades 2’ = kz*, ¢ = k;¢t", obtenemos

du’ du” o' Fu’
P ——— f —— = = T
ki PTR Au o kx Frd [ G278 ¢

Dado gllu u" (2", t") debe satisfacer la ecuacién (1), entonces en conse-

enencia debe cumplirse la jgualdad
o {ow @'\, o’ . Pl
b { G —v ) = =g~ YWk =0,

es decir, para w' (x', ') debe cumplirse la ecuacion
' k& 8%’ i . y
Ti‘.t'_=vk_;f?‘-'_'2' Dz =y, 0Dt <400

De este modo ' (2, ') debe ser 10 eolo la solucién de) problema de contorno
(1}, (2), (3), sino también la solucién del problema de contorno

o' _ Kk 0% Y i i 7
-5;;-—\3—-??:, Oz’ <!, 0<t <00, (1)
w (0, t')=q" (1"}, O<<t' <+ oo, (2"
w (=, t')=0, 0z <1 (8"
De aqui deducinos gue se cumple la relacidn
53
| O .
at=vy 5
En efecetu, reslande (1) do (1), oblenemos
@ 2’
0= (a“—v —Jf?-‘—) —c}—u—z .
et dx

i i* . . ; . ”
Si hemog supuesto que 75?5 U, enfonces en virtud de Ja ccuacién (17}

adowis qf (') 3= 0, Por consiguiente,

ki
al—v T‘:é =,

(6 (1)) seria -g:‘—rEﬂ pere cslo les imposible, dude que u (0, t')=g" {¢'),

lo os gue ge queria demostrar. y i
Sufteiencia. Pasamos a las magnitudes adimensionales &, 7, U en los pre-
blemas (I) y (1) mediante las férmulas

Iy, U'=tlr, w=wl(E, ), 2T=1FE U=tr, =l 1
donde las constuntes ¢ ¥ #; tiencn Ja dimension del tiempo, uy ¥ uy tivnen res-
pectivamente lus dbmensiones de &' y v, ademds estas congtuntes son clegidas
de tal modo yue

ty uy
Bopy,
15 ity
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Recordemos que ademis se cumple la relacién
p
kx=

Los problemas de contorno (1) y (II tomardn la forma
a1y, @

wepE s T O=E<<1, O<<t<C-o0,
Ui, 9= : G (1gT), D=tT<-ca, (ry
o "
U 0)=0, 0<t<t,

a __ th . '
F—_ﬁhv'—r}_gr' N=f=1, O0O<<t<<Aoo,

U (0, r)zn-s-"— ¢ (25T), 0140, g ury
o

U g 0)=0, 0<g=<i. J

De (4) resulta que
1 1
=@ (gT) =— 47 (151), O <<T <Aoo,
Uy Hy

De (5) rezulta que

. “
iy o - fo v
__E““ = _'zm‘ .

es decir, cn loz problemas (I') ¥ (IT') coinciden idénticamente las ecuacionces,
las condiciones iniciales y de fromlera; por consiguiente (en virtud del teorema
de unicidad), coinciden sus soluciones,

De esta manera

1 1 )
J(E D= —t (', )= 1" (2, 1"
U o T (='. 1) T (=", 11,
es decir,
u' (2’ ') = k" (27, 1),
lo que se exigia a demostrar.
19. El probloma de contorno para determinar la temperatura dentro de ln

barra sobre la superficie latersl de que se reuliza ¢l inlercambio do calor por
conveceidn con un medio la temperatura del eval es ignal a cero

du' &2’ @p A
= g% —— L 1= ¢ 4 4 - o0 1y
— a S Y u, a P D=z =<', O0<gt'<4-o0, (1)
w0, )= (), Dt < Lok = )
O, #)=¢" @), toon 5| =0 -
W, =0, O=<a <V 3y

es andlogo al I[!:'n_iz-lernn de contorno para determirar la concentracion de Ja
sustaneia en difusién la velecidad de la desintegrecidn de que es propercional
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a la concentracién

du” . gt

Fr=D o=, 02 <, 0<¥ <+, (1

W0, ) =g" ("), D<t <+, o2 =0 @)
1 » = Y Gz |t *

u (@, 0=0, 0<z <<l 39

Para que el primer problema sea semejante al segundo con los cosficientes de
semejanza k., k;, k, dados, es necesario y saficiente que so cumplan las rela-
ciones

@ () =kyg" (t") para 0-<<t"<<+} oo, donde ¢ =#kgut", (4)
K v
B K =

ik Dy kx=—r, {5

o, 15 (6)

Indicacidn. La demostracién de la necesidad y de la suficioncia de las con-
diciones (4), (5), (6) so realiza anilogumente como esto se hacia para las con-
diciones é&) ¥ (5) en la solucién del problema anterior.

20. El problema (1) «Hallar la tensién de la corriento eléctrica en un cable
de longitud finita con autoinduccién despreciablemonte poquena, si a uno de sus
extremos cstd aplicada la fuorza clectromotriz que varia segin una ley dad'a
F el otro extremo csts puestoa tierra por la rosistencia concentrada Rq» s and-
dogo_al probloma (II) formulado m4s arriba (véase el planteamionto del pro-
blema) para determinar la temperatura dontro de la barra, dade que cl proble-
ma (I} puede ser escrito en la forma*)

w1 2w G s
%——.ﬁ?—é,z—‘f,——t—,u'. D<o <l, 0=t <too, (1)

u' (0, ty=9' (¢), g—:—,-—}-é—: u'J =0, 0<i<+oo, 2)

“l-ll_
(2, =0, O<z'<l, (3)
¥ ol problema (II), cn la forma

du” *u”  ap A ;
e el B | L L i . 1
a7 =4 3T e u, & i Dz <<l", U<t <400, (1)

w(a, =0, 02" (3"

*) Acerca de las notacionos véase ol problema 2 del cap. 1IT ¥ el proble-
ma 19 del cap. 11.
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Para que el problema (I) sea semejante al {II) con los coeficientes de semojanza
ke kyy Ky, €8 necesario y suficlente que se cumplan las relaciones

© () =kyp" (t7), O0<i"<<4oo, donde ¢ =kga", %)
1k I
Fr=E ke, @
G_ 1 ap
T e ®
A _ 1 e
=TT (M

21, El problema de contorno sobre ol calentamiento de la barra 0 <z < ¥’
con la superficie lateral termoaislada (el problema I)

du’ a*u’ & ¢ F '
Sr= gy @=gr, 0<T<Y, 1<t <too, )
W0, )= Uy ufp(,#)=0 0<t <o, @

Wi, =0 O0<z<Vl (3}

es analogo al problema de contorno, formulado en el planteamiento, sobre la
propagacidn del campo electromagnético plano dentro de la capa conductora
02" < 1" (el problema IT)

du” Lol ol e ‘, ,

s~ s s L e )

u’ (0, ) = Hy, wa(, ¢)=0, 0< <4, 2"
W, =0, 0<z<I 3

Para_que el primer problema sea semejante al segundo con dados cocficientes
de semejanza ky, k. k, es necesario y suficiente que se cumplan las relaciones

Ug=lkyH,, “
K et

A= I
ki Anop ? (%)
3?

k“’:i_“ ()

§ 2. Método de separacién de variables
1. Medios hemogé trépicos. Ecuaci con coeficientes constantes

a) Problemas de conduccién calorifica con condiciones de frontera y términos inde-
pendientes constantes
22, a) La solucion del problema de contorno

= alligy, a==—:;—, Ocz<cl, 0<t<4oo, eh)

w0, ) =u(l, ) =0, OG<<t< -+, (2
w(z, 0) = f (z), 0 <<z << 400, (3)
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es
to
u(x, t}aznne 1 sen-n':—'z, Oz=/! OD<i<4oo,
n=1
donde
L1
a,;:.-f'— S f (g} sen l?-a;d'g'.

[}

1) 8i f(x) = U,=rconet, entonces

4 400 ~ (2?1+|}‘n‘rr.’i okt
u (. ”Z'%Eﬁ-t{—_is & sun-‘—"‘i—)—“—’,
h=0
O<z<l, 0<{<+eoe, 4

En el punto .1:=-£- Lenemos

! 40 +o0 (—ipp - [2h+li':(’a.“
_— —__....ro i ”
u(gt)="3 :Zo e : ®

Dado que la serie del segunde miembro de la tltima igualdad satisface las con-
diciones del teorema Leibmiz sobre las ceries de términos do signo variable,
entonces el resto de la serie (5) no sobrepasa por su valor absoluo al primero
de los términos omitidos, es decir,

(2n43¥nfaz '

u 2'”— G 12;:+1" n In-3

8

Estimamos, Tinalmente, la razén de Ja suma de Lodos los lérminos do la serie (5),
empezande desde el segundo, con respeclo ol primer términe de esta serie. En
virlud de (8) tenemos

i

s s_!)
Bo (g o)| o - s, N T ;
— g?e =e para =1 et n 3g, (7
‘u-n'_ [
5

donde &> 0 e un nimero positivo arbitrario dade de antemano.
Observacién. Para estimar el error que se comete al sustituir la suma de la

serie (4) por su suma parcial en otros puntos z Lo uede utilizar el criterio
= 3 sep

de Abel. Pero la estimation del resto de la serie segin ¢l criterio de Abel cuando
se acerca a los extrenos del intervalo 0 < o < I resulta mala, Se puede indicar
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ol método que du la estimacién uniforme para el resto de la serie en 10do el inter-
valo 0 gz < It

50 + 00 1 (2k+1‘}‘:r‘u’t (2}¢+ )
o n - g : 1) ar
| Rn (=, f)l-"T 2 2k+18 SI_D-——-———E Ig:
h=n+1
Al += 1 ” I%-i-la’:n’ulil i +oo { _-‘2-.;+1|:_-[:‘.,=l
[ ® ‘i L3 -
5% 2 ZFri” =T g TR di=
h=n41 n
+
=200 g L
Fra . ; ay
A,
donde A, _M‘_
Inlegrando por purtea, ohlenemos
+ oo - +oo L,
e * :..___.!._.. —A'?:; e
| S ) T
An An
Pero
p L e +eo a [y 8‘11?1
; | &= -
An An
Pero cso
2Un e~ AR @rn+1)na 1/ T
| Rp(z, 8) | <— e T donde  Ap=—"rp——.
23. La solucién de la cenacién
g?—ﬂzi—?. O<zr<l, O0<<t<o 3

con la condicién (1) y las condiciones de frontera (2) (véase ol planteamicnto
del problema) es

u (e, ) =Ur+Ua—Uy) T+

+oo - '.M’;':’a‘!
2 D L WU U= (=T (0 W =T sen 222 (4)
Ti={

La temperatura establecida dontro de la harra os igual a

w(x)= lim u(z, ) =04 (Us—Up) —=. )
t-+foo {
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Indicacién. La solucién do la ecuacién (3) con la condicion inicial (1) y las
condiciones de frontera (2) se puede buscar de la forma

e, )=v(z ) +2@), (6)

donde la funcién u (z) se determina como la solucién estacionaria de la ecua-
cién (3) que satisface las condiciones de frontera (2), es decir,

d%u {z) _ o

= O<<z<i, u(0)=U,, a()=U,,

de donde

(@) =Ur+ (U —U) T,

©s deiir,?c {z) es el limite a que tiende la temperatura dentro de la barra cuando
t—

0.
La funcién v (z, £} satisfacera la ecuacibén (3) y las condiciones
vz, 0)= Uy —u(z), (7
v, Hi=e(l, =0, (8}
ez decir, » (z, ¢) es la solucién del primer problema de contorno con las condi-

ciones de frontera nulas. Tal problema ya fue examinado (véase el problema 22).
24, La solucién del problema de contorno

up=a*u e —h (B—1uy), d":-:?. =;‘;%, OZz<tl, O<tt<ttoo, (1)
w0, =05 u(, =10, 0<ti<-4ow, 2
u (z, 0) = f (z), 0<az<l, (3)
es

s(m t)=ufwv@tvoixt) 0<z<l, O0<t<too, (4)
donde

{Ux—un)shl/-ﬂi(!—x]-i—(LF:-—unishMt,—hr
w(z)= — y U<z, (3)

sh.j_]{_h

+ oo ninia?
viz, i)= 2 A eF B +k)‘s:erl nxy
1= n 7

n=1

Dz=<l, 0=<t=<-4oo, {6)

nak
I

!
an= [ 1 @—w ®—ul on 20z, ™
i}
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En particular, i U;=U,=0y j (z} = 0, entonces

l/h "
a

shl/aﬁ (i—2)+sh
oh i]fﬁ
a

son (2}:—;) nr

wilz)=—u,

. D<r<l, (5

400

_ 4Py,
G R ETS E (25—
h=1

DiCE— 1A LRl <

o [(2&- l{'r! 113a2+n] '

xe {6°)
25. La solucién del problema de contorno
= @y, O0<z<l, 0<t<- o, {1}
uy (0, 1) = uy (I, 1) = 0, 0 <t <+ oo, (2)
ulz, 0) =f@), 0<z<l, ®
es
e v TEalnd
& 1z nnzx
u(z, t)—ué'?-—i—z ape cos ——,
n=1
O<ae<i, 0O=<t<<+4o0, {4)
donde
1
a,,=275 feos BEas, n=0,1,2,3, ... )

(i]
Para obtener la temperatura en el caso del intercambio de calor sobre la super-
ficie lateral se debe multiplicar el segundo miembro de (4} por e-h¢, donde A
tiene el mismo significado que e¢n ¢l problema anterior.
26, La golucion del problema de contorne

wy=atu, —he, O0<z<<l, O<i<+4 oo (1)
— kot (0, 2) = ¢4, hau (I, &) = gq, 0t oo, 2)
ufz, 0)=fz), O0<zr<i, (3
es
ur, ) = wzx) + vz, 8§, (4)
donde
VE
= Qe—Q ch 1 =
__a W a V&
w(x)——]/?: @y sh = z - 7 ” ]:"Th l ch — % =z =1, {a)
i L a
q g
o=—ft, a-f. ®
e ninlg?
- +h)i %
vz, !)=-529- emhi 2‘ age * ¥ ) cos-’l;-f-,

D<z<l, D<t<too, (7)
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1
a,,=1i§ [f &) —w () cos "Fods, n=0,1,2,3, ... &)

{ndicacién. Véase la resolucién del problema 23,
27. La solucidn del problema de conterno

Up = 0Py, O<<z=<<I, 0<<t<<+4 oo, (1)
ulld, )= U Aoug(l, 1) =g, O<t<+ oo, (2)
wir, 0)=f(r), O0<Ccx<l, 3)
es
o
4 4 (2 1) =’ — 12y
vz, 8)=Quz+iI, + 2 {ﬂn __11,_2( n+ )(;n“_:—gga ) On}x
=}
_f2n+iJ‘3m!a2¢ @n4-1)
1Y n--1) nz
Xe SOD.T’ {4)
donde
i
()D:;f_f_‘ g u,.=£i S 1 (z) sem _%d; (5)

Il

¥ o s ¢l drea de la seceidn transversal do la barra.
51 =0, fiz)=0, entonces

iU, 400 {?#-}-I'I!!nZnﬁt T

_pr AUy - i (2k—1) ax

wlz, ="', = El me sen A
h={

O=mz<l], 0=t<--o0. 6y
En ¢l punte z = [ tonemos
+e {2h4 118 n%a2
» 40 (— b ——g—t
uth, N=ly——= ane L , 0<t<+ oo 7
Jr=1

Segim ¢! Leorema de Loibniz sobre las series de término de signo variable obtone-
mos la estimacién para el resto do la sevie (7)

—+oa )
(g 172 8ol
417 (—1p ———
e 2 prewal AR <
h=n+1
4”.“ ___f2n+312.13mi

L 1E;
TEnL3) ¢ P 0<i<teo. (B

4, -2
Estimamos, finalmente, la razén de By (I, t) y T"'e A% En virtud de (8)

2n2g?
Ry )| 1 =t 2
(P TiHat = _3_6 ® =& pirn t=i*= — nEat In 3e. (D)

ally, ==t
., AlF
b 8
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Observactén, No eg dificil abtener Ia estimacion uniforme para el resto Ry, (=, ¢)
de la serie sobre el sogmento 0 r< ! mediante ol método indicado en la
observacién a la respuesta del problema 22 del presente parigrafo.

28. La solucién del problema de contorno

U =ae, 0<z<l, 0<t<4 oo, )
ug©, =0, uz(l N=9==0, 0<t<+oco, @

donde A es el coeficiente de la conductibilidad térmica, o, el &rea de la seccién
transversal,

ufz, 0)=0, 0<z<| (3)
o8
B 3z2—]2 21 =
a’t —_
uiw, =0 [ S+ Zr—+ 2 3} (—1ax
=t
_k!n!rﬁ
I
knz
X—713 cos—7— |. {4)
En el punto z = 0 tenomos
+eo 2n2a2
a¥t 1, 2 (—1patt - 3
u (0, 1}=0[“T“"—“3“+“,;f ———e B ], 0<t<to. (3)
Segiin el principio de Leihniz para el resto de la serie logramos la estimacién
+oo 201 (—tyt ez
1Ra O, BI=| 2 T_ML_‘ I
k=n+1
{n+1)2 202
201 ST
SERFDTE ¢ 0<t<tw. ()

Indicactén. Para obtener (4) se puede reducir el [imbloma de contorno (1),
{2, {3(] al primer problema de contorno mediante la sustitucién v (z, ¢ =

o 0u a:; t) , resolver el problema de contorno para vy después integrar v con

mafaect.o a z; con esto aparecerd como sumando una funcién arbitraria del tiempo.
Calculando la cantidad de calor dentro de la barra mediante dos métodos (véase
la indicacién a la respuesta del problema 41 del presonte capitulo) se puede
determinar esta funcibn.

Observacign. Sobre la estimacion uniforme del resto R, (z, {) sobre el segmen-
to 0 < 2z« ! véase la observacién a Ja respuesta del problema anterior.

21l Y/ TV 15,

+oo
2. s, 0=0o [ 1 2 0 T G T <

17-0041
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donde h es el coeficiente del intercambio de calor que entra en la condicién de
frontere wu. (Z, 8} + hlu(l, ¢ — Ul =0, y pp, las raices positivas de la

@

ecuacién trascedente
1
elg n= T

que forman una superficie que tiende mondtonamente a --co.
En el punto z = 0 tenemos
201V I _“_i“_’.gj -

+eo
il ”=”“[i+h§$“m ST

No es dificil verificar que la serie (3) satisiace las condiciones del teorema de
Loibniz sobre las series do términos de signo variable; por eso para el resto de

la zerie (3) ohtenomos la estimacion
VDT ke
Vv i | <

+o0
IRn 0 01=\Us 3 (=~ G Ga o T T ©
h=n+1
e ]
Wl PP T~

Wt (R4 (D 4 phaa] ©

En virtud de (4) tenemos
1R (0, t)] <
p——— ]
PR s

i, (RO () 4-p3) ¢

£ o TRINZ
< (hlyE Bl ‘J," 1+ (E) _WQ ::{) t]
(BRI Al + ] = (M )z e t<e (5)
il
para
| A
23]

—= @ (Rl)® 4 hi+ni
t2t=—r=mae | * oA ]/ RLN?
i+ [—)
L Ha A
eru el resto R, (z, ¢) de la serie sobre
el segmt&nlzo 0 < z < ! puede ser realizada andlogamente a ja observacién en la
piagina 252,
Tomando en consideracion gquo para las raisos py < py << .. .<Ip, <
< 41 < . - . de la ccuacién trascedente (2) tiene lugar la desigualdad

Obgervacién. La estimacién uniforme

£
T < Hnpr—Ha <,
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obtenemos
Hics

ViR Fage
|Rn(z, <20 AL M}j TR TEF G <
Ti

+eoo

Pl

+oo -
U, , i
< AUt ”ar)g_ ve . ¥ 5
“w § e+l (N TERT
L L
<EE[GE) " | s

Un

289

2Weah V'L [ Al \2 1/2 e~ AR
g ]

E
donde

An:.ﬂﬂg_&_

30. a) La solucion del problema de contorno
uy = atuy,, O<z<l, O0<i<<+ oo,

1

up (0, ) — H(u(0, ) =~ Ul =0, u, (L )+ Hull, H—UT)=0,

0“:1<+ 20y
ule, ) =f{z), O<az<li,
es
u, n=wiz)+vx ), V<z<<l, 0<t<< oo,
donde
—p =0, U+ (1418} Uy
wiz)=H T z+ ST y Ozl
¥
Foo "
riz, )= 2 ane"’”‘%" (cos Anx +Tn son J'..,z) 3
negef

O<ca<<l, O<<t<<+4 oo,

J.,,—-T, zn Son las raices positivas de la ecuacién trascedente

1 5 1H
atgs==g (=)

(£
(3)

{4)

(6y

(7
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Las funciones propias *)
H
Xn(:)=cosl.nx+-r-mln-". n=1, 2, 3, ..., (8)
n

son ortogonales sohre el segmento 0 =t # « ; o] cuadradn de la norma de las fun-
ciones propias X, (z) es a

1
" _OAEEI42E
1% = | X3 () de= CRETHILEE ®
L]

I

b) Si la temperatura del medio en amhos extremos es idéntica y la tempora-
tura inicial de la barra es ignal a cero, entonces, tomando el medio de la barra
por el origen de las coordenadas, obtepemos que la temperatura dentro de la

barra es una funcién par de z, es deeir, para z = ( serd 3} = 0. De esta manera

en vez de examinar toda la barra se puede considerar sélo su mitad, ademds,
para determinar la temperatura obtenemes el problema de contormo 29 {para

eso [ debe ser sustitnida por i}.
31. La solucién del probleina de contorno
= @y, —hu, O<z<i, O0<i<<-+ o, 1)
ug {0, 1}—H {4 (0, 0—U1}=0, wuxll, )+H [u(l, 1)=U;]=0,
Dt <400, {2)

ufz, O)=/{z), O<z<l, 3)
o8
u(r, =wlz)+viz, ), O0<z<<l, O<t<4oo, (4)
donde
[0 0, (ran LR = XE oy VR )] LB, N
w(zx)=H 7
PrIFELY
[U, (Hﬂh-!-{;if+-1—/;ﬁ*sh—v?&—£}+b’gHJshJ§‘-x
+H P =T sy (B
(24 2r) o A5
+eo i
viz, )= 2 ane—{ethrm (cua ?-n¢+'ﬁ sen )mx) 5 (6)
n=i

*) Para mAs detalles véase la solucién del problema 141 del cap. II; las
funciones propias que se examinan allf se obtienen multiplicando las funcie-

nes propias (8) por o por eso, conociendo el cuadrade de la norma
Vs

de las funciones que se examinan en el gmblema 111 del cap. II, no ee
diffcil obtener el cuadrado de la norma de las funciones propias (8).
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by Xp (2} = cos Az + £atm A, z ¥ 8, se determinan del mismo modo que en

la respuesta al problema anterior.
32, La soluci6n del problema de vontorno

= iy, —hlu—ul, —nan<z<na, 0<t<+oo, (1)
ufz, ) =jf, —a<z<nm, 2
u (—n, t) = uln, ‘}r Uy (_:l'l ‘) = Uy (m, 8), 0<t<<oo, (3}
-1
u(z, &) = ug 4 e~htv (z, 1), (4)
oo
v(z, )= 3} (an cos nz-j-by sen nz) g-adt (5)
n=0
donde

= [ @ —uaz, ®

ez

o n
u,—.-:% S [f {7y =1y} cos nx dzx, n——-—:‘- S [f (z) = ug| sen nz dz. (7
-7 -3
Si la temperatura inicial del anillo j () = uy, = const, enlonces
uz, )= uy -+ et [u; — uyl.

b) Problemas de conducelén calorifica con condiclones de frontera variables y térmi-
nos {2dependientes vinculados a z y t
23. La solucibén del problema de contorno

U= Gy, 0<z<<l, 0<ti<+ oo, )
(0, =0 u(l,t)=A41 0<t<eco, 2)
ulz, 00=0, O<z<<l, (3)
o8
u(z, r)=—fﬂ+ i—:’; @—-ttv(z 9, V<z<l, 0<t<+oo, (4)
Lol _ nimigs t
viz, t) = z age ¥ sen M;z 5 (3)
=1
donde
i
an= —T";-i-s- 5 z (s*—1%) sen %- dz. (8
b

3. :}={§¢me 2o ar} son 22 -

ninal
- ]
+D ane T en T, 0<z<l, 0<t<tow, (1)

=1}
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donde

ﬁn=‘%- 7(z) sen-:r#dz. (2)

ot——

Indicacién, La solucién parcial gue satisface las condiciones de [rontera
{véase el plantcamiento del problema) se puede buscar en la forma

w(z, H=wp(t) 5nnjF-, ) (3)

donde ¢ (2) es la funcién que debe ser determinada.
35. a) La solucién del problema de contorno

U= duge+ flz, ), O<z<l, 0<t<+ , ()
u(0, )=ufl, =0, 0<t<<+ oo, 2
u{z, 0) = ¢ (z), O<z<l, 3
Filz, 1
donde f(z, t}=—(:p—)—, es
1 5 +oo _ninzg? . o
“(‘f‘)=£W(§J{TZe o mnn‘. mn-%g- dE+
n==|
i I ] ninda?
—-——— (I-1) E
+ j. dt Yf(&. 1) {—?— Z e | sen m;r sen -"’%-} dk.
[} n=1
b) La solucién del problema de contorno
u.:aeum+—%a(¢-—:ﬂ}, O<ol, 0t <t oo, ")
u(0, y=u(l, =0, 0<t< oo, (2)
u(x, 0)=0, 0<x=l, (3)
os:
201 oo 1 _ﬂfn?n!l . p—
] 1]
O - N e @)
n=1

36. Lo solucién del problema de contorno

A i
uy= gy —hu+ P el (z—ut), O<z<<i, O<t< =t
w0, D=ul, H=0, O<t<—, ulz, =0, O<z<i,
o
es
¥ nnxT
T 8iN ——r—
24 _ i
u(z, :)=--—-ch! ekt 3 —— X
n=i Vg 7=

vt vgld amugt | owl )
X (sen 7 T cos 7 g %
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37. Se debe resolver el problema de contorno

up=atu..+ flz, 1), 0=zl O<t< Hoo, (1)
wy (0, &) — ke (0, 2} = Py (1), we (I ) 4 Bue (I, 1) = P (D0 <t << 400, (2}
vz, D=gx), 0=zl {3)

8i se exige que la funcién
Pz = (az+ B0 {8+ @z + PP (1) 0 <z <, 0t < too (4)

satisfaga las condiciones de frontera (2) del problema de contorno (1), (2), (3}
entonces los cooficientes so determinan univocamente:

_ A+H - -~ L .
b= »~3Fam b=3ETm - @

La solucifn del problema de coatorno {1}, (2), (3) se puede buscar de la forma
uln, ) =viz 0+P@ 0 t<z<l, 0<t<+ o, (6)

donde » (z, #) es una funcién incégnita nueva y 1+ (x, ¢) ya estd determinada.
Para la funcién v (z, t) obtenemos el problema de contorno

1
s 2=

vp= e, + (2 1), 0<az<!, 0<t<<-oo, {n
e (0, ) — R (0, =0, v, )+ he{l,)=0 0<t<<+ o, (E:H)
vir, 0) = g*z), O<ax<l, (&)
donde

f* =z ) = [ (= ) — (@92 == By Pi (&) — 2oz + Bo) Wy (2), (10
@* (2) = @ (z) = (asz + B ¥ (0) — (@az + B2} o (0)- (11

La solucién del problema de contorno (7), (8), (9) la buscamos de la forma

oo

vz, B= 3 va (N Xa (), O<z<!, 0<t<+oo, (12)

=
donde X, (z) son las funciones propias del problema de contorno

X"@ 4+ MX(2)=0 0O<z<l (13)

X' (0)—hrX (0) =0, X' () + rX ()= 0%). (14)

Las funciones vy (z) deben ser determinadas. La funcién v {z, &} ya satisface las

condiciones de frontera (8). Si se exige que v (z, t) satisfaga también Ia ecuacién

(7) ¥ la condicién inicial (9), entonces de nqui se determinan las funciones

vy, (t). Para eso desarollamos en serie respecto a las funciones propias X, () el
segundo miembro de la ecuacidn (7) ¥ op* (z}

+ oo
Pz, = 3] On(t) Xn(2), O0<r<<l, O<t<<co, {15)
n={

*) Acerca de la determigacién do los valores propios &, y la norma do las
funciones propias X, véaso la respuesta al problema 30.
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donde

1
R i 1% G0 8) Xn (3) de, (16)

+oo
(@)=Y anXn(z), O<z<lI, (17)

n=1
donde
I

o= G é' * (2) Xn (2) dza (18)

Sustituyendo (12) y (15) en la ecuacién (7) y suponiendo la convergencia unifore
me de las derivadas obtenidas de las series, tenemos

+oo
2 i () +a®Rhon () —Ba (1)) Xn (1)=0, O<z<<l, 0<t<+ow, (10)
n=1

Para que se cumpla la igualdad (19) es suficiente el cumplimiento de la igualdad
v () + ®igo, N =0,(), O0<ti<+4 o, n=1,23 ... (20

Asi hemos obtenido las ecuaciones diferenciales para determinar las funciones
v, ().
" "Haciendo en (12) ¢ = 0 y comparando con (17), obtenemos en virtud de (9)

+eoa
D) [oa(0)—an) Xn(2)=0, O<z<I. (21)
1

Para el cumplimiento de la igualdad (21) es suficiente el cumplimiento de la
igualdad

bp(0)=a, n=123 ... (22)

Resolviendo la ecuacién diferencial (20) con las condiciones iniciales (22),
obtenemos
¢ 2
2
vn ()= 5 e~0al-N g, (1) drfape=atat 23)
[}

Con_esto la resolucién del problema finaliza.
38. La solucién del problema de contorno (1), (2), {3) {véase al planteo) es

Uz, )y =viz, )+l 0, O<z<l, O<t< 4 co, (4)
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donde v (z, #) tiene el mismo sentido que en la respuesta al problema anterior y
t i

viz, )= g dt 5 *(z, WGz, z, t—7v)dTi+ Y 7* (3) G (=, z, t) dz, (5)
b

oz
= Xn(2) X
Gle, z t—m)= 3 e (@A +hXE- ﬂﬁln_ll’:ﬁ ®)
n=1

Il X, I v A, tienen el mismo significade que en la respuesta al problema 30.

* (z, ) = flz, ) — B (z, & — P (z, 1), (7)
9* (&) =@ (2) — ¢ (z, O) (8)
A fMED cog [k (z— Do) de M+ cos [k (x—1)—wt)
S0 3wl 3) v "{ oh 25— Gos 2k -

&%) gos [k (2 1) + 0F] ™ 5D gq5 [k(.-:-}-l]_m!l}
ch 2kl —cos 2kl

il Hixdint _ k{1 +ijx+iot .
(1+m+,-k(s+nr 1

b) u(x, )= —-'Re {(1—-!

Fll—ilx-fot__  ~h(t-ikx-iof i
F=DI == } ’
A i gitiketiot _ ~h{1+iketiol
— Re
. {[k(l-HJ W DT (e () o] e 0T
HtL=Dx=inr _  ~R(1-fx—iot }
[k (A== t)— 1) = (1 —p) - h) £~ BUI=DT S 2

+(1+1)

e) u(z, t) =

1
Ll

1 w
donde k-:—‘; ]/—E-.

Indicacién. La solucién del problema de contorno on el caso de las condiciones
de frontera a) para una condicién inicial arbitraria, es decir, la solucién del
problema

up = atuy,, O<z<l, 0<f<C+ oo, (1)
u{0, =0, u{l, )=Adcosot, 0<t<- oo, 2
uz, =9 O0<z<l, @
se puede buscar de la forma
wig, h=v, D +wirt), 0<z<l 0<t<4 o, {4)

donde v (z, t) es ]a solucién particular de la ecuacién (1) que satisface las condicio=
nes de frontera (2) y @ (z, #), la solucién del problema de contorne

wy = afwyy, O<z<<l, 0<t<<-oo, (1}
w@ =w(l, =0 0<t<+ oo, (2"
wiz, V=g —vi0), O0<z<ll (3



266 Respuestas, indicaciones y resoluciones

La funcién v (=, f) puede ser hallada como la parte real de Ia solucién particular
del problema de contorno

U = Uy, (5)
U, =0, Ul t)= Adetor, (6)
12 cual sin dificultad puede ser hallada en la forma
Uz, y = X (2)elm, (7
De esta manora
b(z, =g (X (@) 94 X (2) 600, ®

<donde la raya sobre X (z) es el signo de la conjugacién compleja.
Segin (8) v (z, f) no contiene los términos que tienden a cero o a infinito
cuando {— 4+ oo y dado qufe lim w(z, & = 0, entonces v {z, t} representa
—-+oo

¢l valor asintético do la temperatura cuando t—» co.

En el caso de las condiciones de frontera b) o c) el problema se resuelve
andlogamente.

Q 1.5 ;
-nt | — ~nigtf
nepo e [2 -+ Z e cosn.xJ.
n={

£n el punto diametralinente opuesto al manantial *)

40, uiz, )=

Foa
u(m;, !):-a%? e—ht [%._i_ 2 g~ Mtalt (—-i)"]_
n={

La serio quo hay en el segundo miembro de la tiltima igualdad satisface las con-
diciones del teorema de Leibniz sobre las series de términos de signo variable,
por eso ¢l error que se comete al sustiteir la suma de la sorio por la suma parcial
no sobrepasa en valor absoluto al primero do los términos omitidos.

<) Problemas de difusién

oy —i2nti)tmal ‘

P a 410
al. o(c)szn{i—;;r 2 W}
=)

Indicactin.
1

Q)=a Jn(z‘. i) dz,

donde u (z, 1) es la concentracién de la sustancia que se difunde en el cilindro
en ¢l momonto ¢. "

Ohservemos que @ (#) puede ser doterminada también mediante el flujo do
la sustancia que se difunde a través dol extremo abierto

t
Q= —ato | 2O 5
[

*) Acerca de las notaclones véanse los problemas 3 y 32.



IIt, Ecuaciones de fipo parabdlice 267
La equivalencia de estas dos expresiones es fécil de verificar mediante la integra-
cién de las aubas partes de la ecuacién principal
i t t H
5 a [ w@ var=at for fum va
i 0 0

con la utilizacién de las condiciones de¢ frontera.
La oxpresién %am © (x. t) puede obtenerse como el caso particular de la
solucién del problema 27.

2

o [ i ("-08 Kuz-f--{i— sen A,.;:) d.:]
42. Qity=00 {1 — Z 0 e-u'iznt

=1 5 ( I‘; 2em Anx)zdz

donde An son las raices de la ecuacion trascedente

cig ?.,.I=—7LHL,
y H, el coeficients que entra en la condicién de frontera
=H (-~ U, para z=0.

Indicacion. Véase la indicacidn al problema anterior. La expresion para
u (z, t) puede obtenorse de la solucién del problema 30.

3. Q)=

VB 3 m3ad
= Ly _.._.—E___.. =
h ___I Lf % n=0 (2n4-1)? (1 +'__Mi"__)

& (2r-+1)? n%a?

Indicacion. Véase la indicacién al problema 41.

na na
44, a lor. = = b)) o, = ———
) or }/ﬂ 3 cr 2 T/ﬁ 3
¢) para cualquier lon sit.ud del cilindro el proceso del aumento de la concen-

tracién tiene el caracter de avalancha; aqui B es el coeficiente de la multiplica-
cién que entra en la ecuacidn

u 8%
= D W-Hiu. f=>0.

d) Problemas de electrodindmica

n=1ia

+-0a
45. v(x' ﬂ-_—“Ea-'- & (Eon—”n) Z (2?,{__1_): —m— a5 !2”;:} nzr 4

n=1

D<<z<<l, O<<t<cdoo,
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donde £, es la fuerza electromotriz constante aplicada el extremo z = L RyC, la
resistencia y la capacidad de una unidad de longitud del cable, respectivamento.

6. v (z, B)=

tes ol Cyon sen on (1—i)—-ﬂcasan (i—i)

e [] {
2 T'RC
=Beriie "El i (ICC,+PCT - Cimh) %n sen oy ’

donde ctp son las raices de la ecuacion

i

atpo= rot}

¥ Eg la fuerza clectromotriz constante aplicada al extemo z = 0 del ca' le.
47, v(z, )=

Eoft o
_Efili—= 1oEm S T TE senan(l—‘r}
Ao+ AI ¥ n‘iJ1 an [R (Ry+ R+ iRjat] cos apl ?

donde R y C son, respectivamente, la resistencia y la capacidad de una unidad
de longitud del cable, y «,, las rafces positivas do la ecuacién

i tgal 4 aflyg = 0.
48. La solucién del problema de contorno
o2

Hi=0Hyy, 0<z<l, 0<t<4oo, L 8]
HO, )=H({l, )=Hy, 0<i<4 oo, {2)
Hz 0)=0, 0<z<l, (3)
es
el @ (2k41)*niagr ¢
- 4H, e 3 {2k+1) 5z
H(z, )=H——L 3 PR gen 2 5
k=0
O<<z<<l, 0<<t<<+4 oo, (4)

En el punto x=-':§- tenemos

o0 2R+ 1 ¥ n3a2
S, § (=i
n 2k+1

(4, ) =21~ D<t<ton, (5)

El resto do la serie (5) se puede estimar segiin el principio de Leibniz

; &H o ( 1),‘ ~ (2h4-1)Pmag2 ¢

—_ = =0 e i

l”“[z")l P k21%+1¢ <
=n+

_{2n+a)ater "

Ay 2 O==t<+4oo. (6)

STt e A
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En virtud de () tenemos

In(é“) 1_1‘.= » £=l3
= “W‘ng <e para > tt=—-gy Inde, )
T l

2. Medies heterogéness y factores concenirados.
Ecuaciones con coeflcienies variables y condiclones de conjugacién

49. La temperatura dentro de la barra es la soluciéu del problema de contorno

c(z)p(:-%%=-a%[;\.(x)%J, D<z=l, OD<<t<Hoo, (1)

(0, )=u(, )=0, 0O0<t<<-4 oo, (2)
u (2, 0) = ¢ (), <zl {3}
donde
T, 0<z< 3, '_5. 0 <z << gy

o[t vio-|

o, Zg<z=<l, p, gz <1i,
‘_?:, <<z,
L(z1={= "'} *
Ay, <z <l,

o P f;:, % ?ﬁ son constantes que caracterizan las propiedades de las barras,

]

»

+o0 o
w(z, h= 3 ane "M Xn(a), 0<z<l, 0<t<teo, (5
n=1

donde

Xn(2)= b (6)

E"*‘I/ —-l?s :"/ _—~}; M
cp cp
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©p son las raices de la ecuacién

% X
T f= ol = (e, ®
!
[ e(2)p(2)9(2) Xn () dz
_ b
oo TXa T g “
t — ==
NXait=§ c@)p (@) X (dem—P___ 4 0Um)
e 2 gon? -;Lzo 2 sen? = (1 —zg)
a

Indicacion. Véase la solucién del problema 164, § 3, cap. 1I.

+o ;
50.  u(x, t]mE nncnalﬁtl'n(ﬂ. Oz <<l, O<t<<too, ()
=]

at - , donde 4 es el coeficiente de la conductibilidad térmica, ¢, la capacidad
calori?;ca ¥ @, la densidad do la masa de la sustaacia de la barra;

SeNn Apz

son Anry

sen in (1—=2)
sen hn (f=—zp) 7

ﬂ{z{:o.

Xn (2)— a=1, 2, 3t LER ] (2)

Fox=zl,

los &, valeres propios del problema de contorno, son las raices de la ecuacién

otg hazp—clg An (!—z.,j:—f;)"— An, (3

I
op DI @ (2) Xp () dz+Cop (25) X n (o)

an= 3 (‘i)
epIg | pll—xg) | Cp
2sen® Anz, | 28e A, (I—ag) | 2
donde u {z, 0) = ¢ () son las ma&nitudo& iniciales de la temperatura.
Indicacidn. Véase la solucién del problema 167 del § 3, cap. II.
1 J-oa _ ﬂ’nlnfi
o nnz
51. ulx, I)E'T,_—_:r Z age sen_£’
a=1
O<zr<<l, 0<t<4oo, 1
i
a,.=—‘j— J {L—z) g (z) sen —“-:Edz‘ nemd 20085 ey (2)
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donde por L estd designada la longitud del cono completo, que al truncarlo da
la barra de lengitud ! en estudio.

00 nint
-t +m') a*l
52. ufz, y= D) ane " -+ mzx sen % .
=i

D<z<<l, O<t<+oo,
donde

nn:=z

1
a,‘=% 5 @ (2) 27™2 gon dz,
o

53. Para la velocidad de las particulas del liquido u (z, #) ¥ la velocidad del
movimiento de la placa v (f) obtenemos las expresiones

glo l—=z

oy = v 1
@
hgpl? e i 1r;‘:" sen An 372 ]
G Kﬁ(li+2%+—4§§ senin s ()
0<<x<1,
5 _ Ajwt
olty= slg 4gpl3 e @

2pv av piit

net M (M2 e 20

donde [ es lu witud do la distancia entre las placas de frontera; p, la donsidad
del liquide; v, el coeficiente cinético de viscosidad; o, la densidad superficial
iiu b plgi?: g, lu aceleracién do la fuerza de gravedad; A, las raices positivas de
a ecuacién

_ 2!
righ==P (3)

( son los valores propios del problema de contorno multiplicades por I).
Indicacién. Para u (z, ) tonomos el problema de contorno

Up = Vlgy, —l<<z<<0, O0<z<<l, 0<<t<<+ oo, {4)
wl(—L y=u(, ) =0, u(@ )=0v(), 0<t<+ o, (5)
ufr, ) =10, O0O<z<l (6)

Fara la velocidad del movimiento de la placa tenemos
ar 2pv [ du
ar ¢t [W]mao’ @

v (0)=0. (8
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Dado que la distribueion de las velocidades de las particulas del liquido es
simétrica respecto a la placa mbvil, entonces es suficiente determinar u{z 1}
sobre el intervale 0 < z < I. Las funciones
l—x

1

<on ortogonales peneralizadamente sobre el intervalo 0 < z << I (véase la solu-
¢ién del problema 167, § 3, cap. II).

Xn(zi=ssnldp

§ 3. Método de represengaciones infegrales
y funciones de mananfiales

1. Medios isotrépl I r

isotrég g Aplicacién de la frasformacién Integral
de Fourier a los problemas en la recta y semirrecta

La deflinicifn de la transiormacién integral de Fourier y la esquema general
d- la aplicactin a la solucién de los problemas de contorno son dadas em el
cap. II (phgs. 219—221).

54. Solucién. Multiplicamos ambos miembros de la ecuacién

duE, t) . *u( 1) 1 e
e Y TTaE

T por

e

e integremos respecto a § entre —oo y 4-c0, suponiendo, por ejemplo, que la
funcion u fsu derivada tiende a cero suficientemonte ripido para £— +oo,
a

Utilizando la integracién por partes, obtenemos
t Fa & 1 ¢ i, 0
= e S —iAF gn_ Gulh, 8}
Vﬁjec’ % a:vz—ng“‘ e s
1 My _p, 1 du g [t
=a? —— 'Ed§=a’——._———— 9
T _Sw o Van % g §=-—m+
1 =+ 1 e
—iAg ==, m_ =M . =
o thue IE=_W e _5 ue= ™ 2 — a2y (A, 1),
es decir,
ﬁ.,.,m!}i=0. (1)
dt
De la igualdad
1 ¢
E(K. ) =m —— j y £ =A% gt
) Vs _m“g e 3

para ¢=0 obtenemos
+o0

' Foo
u(h, 0’“'&/{5?: [ ue, oo LE=-V712_;- 5 f@e P a=F0). (2
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La solucidn de la ecuacidn (1) con la condicién inicial (2) es de la forma
ulh,t) =7 (h) emavhst,
La utilizacidén de la antitransformacién de Fourier da

400 4o +oa

R = gy 1 —aTht i~ B) o
B, e " Gk 0 M = L!(g)dE_Le dhe

oo +og 1 oo _Ix—Ep
== [roa £ =@M oos ) (2 —8) B j fEe g, @
a
dado que
] = B
F e % cos B d}\.:-%‘n—e _A&?. (4)

-0

La ultima integral se calcula, facilmente, diferenciando con respecto al para-
metro,

(x—E)
55 jdens F e T g B (1)
3 u (z, )_2a]f:r_t J T_‘L."(E. 7) _—V}—?dﬁ-

56. Selucion. Multiplicando las ambas partes de la ecuacin

1 87
o, 1) =a.i.=%ié;'l por ) 2 sennt

e integrando con respeclo a £ entre 0 ¥y - oo, obtenemos para la imagen
geno de Fourier de la funcién u(z, t)

Jo0

o, n=) % ,E u (8. #) sen AL g8, (”
la eeuacion
wﬂuﬁm () =0, O<i<+ooe @

De (1) hallamos la condicién inicial
# (3, 0) = i) (A). ®

La solucién de la ecuacién (2) con la condicién inicial (3) es de la forma

WD (A, 1) = 719 (Ae-a?rrt,
180941
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Aplicando a ella Ia antitransformacién seno de Fourier, en virtud de Ia igualdad
conocida (4) citada en la solucién del problema antermr. hallamos

o

u(z, t)= ]/-% é‘ @ (2, 1) sen Az dr=

+ar +oo
=—,2.‘— j @) dE j =M gon AL sen Azdh =
[

=

+ea 4o
=-;_ S J(E) dt J e=@Mt [cos (z—E)—cos A (z--E)] dA =

T i f@le 2.
5 1 v r (:;a'gl]‘ 5 [,;E‘?‘]
57. u(=z, t)-m E f () +e dx.
Indicacién. Utilizar la transformacion ecseno de Fourier.
xd
58. u(z, f)= 5‘ ELx G
25]/n —)3/2

Indicacién. Utilizar Ia tmuslormacmn seno de Tourier, véase tambi¢n la
solucién del problema siguiente.

5Y9. Aplicando la transformacién coseno de Fourier *) y utilizando la condi-
cién de frontera z. (0, &) = o (f), obienemos

o) v ki
du [?L ) _ ]//2 E 5;: cos Af dE=a® ];/ au:'m"gle=o +

-t
~ ad ]/_i_ 5 —gg—senlﬁd§=
Q

—a? 1/-—-fp(£]+.as '/—ul sen?.ﬁ]e_+m

e
— g i i 5 — g?yagic}
T a[" & 0 cosrtai=—at )/ 2 g () —athTHO 4, 0,

*) Con esto se supono que u y sus derivadas respecto a Z tienden a cero sufi-
cientemente ripido cuando E-» +-oo.
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es decir,
M+a*ﬁ*u‘°’{a t)=—a? ]/ @ (), (1)
donde
s
w©a, =) Z § u(E, 1) cos AL dk. 2)

De (2) hallamos

- oo
W (A, 0)=1/% S u (E, 0)cos AL dE, (3)
0

La solucién de la ecuacién (1) con la condicién inicial {3) es de la forma

_t
w4, t)=—a? ]/—l:- 3 e~ @M U=T) g (1) g1,
]

Utilizando la antitransformacién coseno de Fourier (en virtud de la igualdad (4)
de la solucién del problema 54} obtenemeos

p— ]
u(zr, 3)="/'% S .!,_t"}(k. t)cos Az dh =
0

o0

i
3
_2% I'P(':J dv E e~ MU= cog g dl =
b

i X3
a P , Far(r-T)
— 4T,
L iw .
(x~E) (x-hE)P
6 1 ‘d i % w(:-n_;rﬁ G
. 1) = ——re 1 —— u
bl = 5 . ‘{[ 1@ = 3
t +oa - (f‘?})' 5 ‘{fTEJ‘ S
1 . e @ - +’ hal (t=T
61. 1)= — d » — .
we D=5 05 v é 1) = &

62. JSndlcacién. Establecer primero que para los cosenos imégenes de
Fourier ¢ (1):9‘““"', o) e los originales son

e o s
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63. Indicacién. Establecer primc{o que para los cosenos imagenes de Fou-
P AR S o]
rier fio) (A) = =% ple) (A) = sy los originales son

f(:)= L/;_a = ‘IE,-' ﬂ(:)= % e—flx_

¢ o B g GEHRR L
8w he k. [ T (6 451[1—1)_}‘5 i bani—x) ngdr—_-
Vo dyi—r
0 0
t oot 00 —hi- il
_— SM [c LT A% d%Jdg.
vE) Ve L

Indicacidn. Utilizar los resultados de los problemas 62 y 63.
65. u(z, t)=

ix=FsF (x+E) +oo  (xtE4n

+00
e T That TThan o L B
e §;(g) [s i 2 ge dﬂJdE.

Indicacidn. Utilizar los resultados de los problemas 62 ¥ 63.

2, Medios Isotrépl h gé Consfruceldn de las funciones
de Influencla de los tinles concenfrad

a) Iecia no acolada

6. u(z, =)=;‘§—oa(z, 88, ~o<z, Ectm, 0<t<doo 248,
donde

_\g_gu
Gz, &, )= e Lot

2a }/:TS'

o8 asi llamada funcién de manantial ?ara la ecuacién uy = afuyy cn el caso de la
recta no acotada o sla funcién de iniluencia del manantial puntiformo instanta-
neo de calor para la barra no acotada con la superficie lateral termoaisladay.

Indicactén. Se puede suponer gne la cantidad de calor Q@ que se desprendio
instantdncamente en ol punto £ on el momento = 0 en el mismo momento se
distribuye uniformemsnte sobre el intervalo pequefio (E— 8, E 4~ 8), entonces
la temperatura inicial de la barra serd igual a

0, —oo<"r<IE—§,
u(z, 0)=fs(z})= ﬁ%’ E—mb<z<<E4S,

0, E40<<z<<+oo.
Resolviendo en problema
Uy = @My, —ootz<Ctoo, 0t oo, (1)
ulz, 0) =fs(z), —oo <<z << oo, @)
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mediante la férmula {3) de la solucién del problema 54 y pasando al limite
cuando 5— 0, obtenemos la respuesta.

Para la busqueda de la temperatura dentro de la barra se puede utilizar
también la funcién & *}, resolviendo el problema

= a%y,, —w-Cz<<+4 o0, 0=t~ co, (3)
- = -
“(’v’;ﬂ)—cp—oﬁ@ &), oo < 7, §<<-e0, (4)
mediante la formula citada (3) del problema 54 o resolviendo el problema
U=t L8 (=D B (), —0 <z i<t 0<t<+e, ()
u(x_. 0) =10, —oo <<z < +oo, (6)

mediante la férmula (1) dada en la rcepuesta a zrohlama 55.

Para resolver los problemas de contorno (3), (4) ¥ (5), (6) se puede no recurrir
a las férmulas (3) g{)gi&, sino utilizar la representacién integral de la funcién 6§
{véase [7], pags. -311). )

La funcion de manantial para la ecuacién u, = a%u,, sobre la recta —oo <<
< z < - oo puede sor obtenida también a base de los Tazonamientos de seme-
}anza {véase [fl. pégs. 286-289) o mediante el paso al limite en la expresién de
a funcién de manantial para el segmento 0 << x << [ cuando I+ = co (véase [7],
phgs. 248-252),

Nota. Si el desprendimiento instantineo de caloren el punto z = E no tuve
lugar on el momento ¢t = 0, sino en el momento ¢t = T, entonces

we =L 6@ § t—1, —w<n B<do, sal T<i<hoo,
1 __{z=-E®
G ia‘(:—'l')_
G (z, & t—1) PRVET €
7. u(z, )= cp‘g Ble Lt) oo L 6 S ooy = B 02 2 fon, )
donde
(x—E)*
-nt -

G 1 Bt t)= e = Aal

(z, & 1) Ve e 2y

es la funcién de manantial para la ecuacién u; = a?u,, en el caso de la recta
no acotada.

Nota. Si el desprendimiento instantfineo de calor Q nmo tuvo lugar en el
momento de tiempo ¢ = 0, sino en el momento de tiempo ¢t = 7, entonces

U@ D= Gl b 1=T), —w0 <3, E<toe, TwE T<i<too, ()

donde
{x—E»
. =h(l=-1) -
Gz, B t—D) = ¢ 4@ (D) %)
22 )/ w{t—1)

*) Véanse las respuestas y las indicaciones a los problemas 56 4 63 del § 2,
cap. 11 y al problema 453 del § 3, cap. II.
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68. Solucisn. Sustituimos en la solucién u (z, t) de la ecacion
up=a%ye+f(z, 1}
x y t por £ y T; sustituimos en la funcién de manantial
_lx—-Ep

1 Gast
— t por t—< O<x<t.
221/t :

Las funciones x (&, 1) y G (=, , t—7) satisfacen las ecuaciones
ur=alug (&, ),  Gr=-—aGy,

Gz, & )=

por eso
@ % *a
75 Go=a* [ 6 3o —u S5 | 401, )

Tntegrando la ultima igualdad con respacto a f entre —oo y -}-co ¥ con respecto
atentre 0 yt —a, 0 << & < t, ohtenemos (si se supene que u y sus derivadas
con respecto a § estdn acotadas cuando § —» oo 0 tiendena oo, pero no dema-
gsiado rdpidamente):

4o +oo t-a 4o
j' (6)cmoa = | (G1) g - facfor . @
- -0 1] —
Pasando al limite en la igualdad cuando & —> 0, cbtenemos *);
o ke
uiz = | 9@ GG & 0 dE+ | ar S fEDEEE —dE (3
-— 0 —

69. La respuesta se da en la f6rmula [31) de la solucién del preblema anterior
en que por @ (z, §, 1) so debe compronder Ja funcién de manantial hallada en la
aolucién del problema 67.

Indicacién. El problema 69 se puede resolver directamente o reduciendo al
problema 68 mediante la sustitucién de la funcidn incégnita u (z, {) = e~y (2, 1)

70. t=(:—2:§): s Umax (Z)= WMQ%HT—TI_ 12,
. u:x.:)=-% ziv—:_t-ﬁf,_"‘*%-i‘f:.:
T zc?,a;, ‘-%m :
Si la superficie de la harra es termoaislada, entonces ilj:‘::n u (z, t) = co.
72. (&) :):U,[m [2:']'}‘?)—fb [2:_;/_‘_‘)],

n:.\) El paso al limite en el primer miembro de la igualdad (2) cuando c—= 0
@0 realiza anélogamente a como se hizo en [7], en las pigs. 258-262. . :
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|

donde @ (z) = — ‘e‘ﬁa dE es la llamada integral de errores cuyos valores se
noJ
0

pueden hallar e
4 _ 1 x wr=Y
73. u(z =—-¢ Gt [1—m[ +oa I/t)]

la tabla 1 del apéndice de este libro.

(=]

Tt
T4 u(z B=Up™ [(D (ﬁ%]ﬁm (5:_7%”

Indicacién: utilizar la solucion del problema 69 o mediante la sustitucién de
la funcidn incégnita u (z, t) = e~®¢ v (z, ) reducirlo al problema 72.

% o (% —0,1)3 PR /S i Y
0 j- e AaF(1-T) Q jo e qaf
7. wiz, t)= — —dT= — = dt,
4 2acp V' m : Vi—t 2acp |/ Ve .

en particular, la temperatura de la barra debajo del horno es igual a

u (vgt, )= Q q,(fﬂfj)l

cpug 2a

Observacién. La expresidn para u (=, t) es obtenida bajo la condicién de gue
el intercambio de calor sobre la superficia de la barra quo no tiene contacto con
el horno es despreciablemente poquefio.

b) Semirrecta

" (x—E) o xaEs
76. Gz, E, t—T)= 2 ""‘“*ﬂ—e ha? Lt—t).
(@ & bty e | I
Oz, E<ttoo, z:=£E O<<i<soo. N

En el caso cuando sobre la superficie de la barra se realiza el intercambio do ca-
lor por conveccion con el medio, cuya temperatura es igual a cero, la expresion
para la funcién de manantial se obtiene multiplicando (1) por

e—H(t=1) ' )

donde {I es el cocficionte del intorcambio de calor que entra en la ecuacidn
= @tuy, — Hu.

Indicacién. La expresién para la temperatura u (z, ¢) y para G (z, 5, £ — 1)
puede obtenerse, examinando la barra no acotada — oo << << -+ oo ¥ supo-
niendo que en el momento { = 7 en el punto z= E se desprendivron instanténea-
mente Q unidades de calor y en ¢l punto z=—=§, —Q unidades de calor, es docir,
como a veees so dica, colocando en el punto = = E el manantial instantinco posi-
tivo do potencia @ ¥ en el punto z = —§, ¢l manaatial instuntdnec negative de
potentcia —Q *).

: I S s
€ da'(i-T) 4at {{-1)
77. G{z E, f—T ‘-—'———.—[ +-e }
5 . 2a |/ 7 {t=1) ’
0<z, E<4+o, 1<t<to, zFE

*) La funcién de manantial para la semirrecta se deline andlogamente 2 la
[uncién de manantial para la recta; véase la introduccion a las soluciones do
los problemas de! apartade c) del presente punto.
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Al existir sobre la superficie de la barra el intercambio de calor por conveecién,
la funcién de manantial se obtiene de la recién hallada mediante la multiplica-
cién por e~ HU-%)

ndfeacidn. Véaso la indicacién al problema anterior; este problema se
resuelve andlogamente.

1 [‘_ tx—EP (B _]
78, Gz, & t—T) = [ g ta* -7 ot {t-t) | __
(i B 1) 2«1/a_'__(thn{ +e

+oo _(xhEim
ap | o dwu=m N d- } 0
— MNes <z E<+to0, zs£§ T<Ti<+too,

donde £ es el cocliciente que entra en la condicién de frontera
uy (0, £) — 2 (0, &) = 0.

Al existir el intercambio do calor por convecci6n sobre la superficio de la barra,
la funcién de manantial se obtiene de la recién hallada medjante la multiplica-

cién por e~ HU!=%) dondo H es ol coeficiente del intercambio do calor que entra
en la ecuacién u; = au,, — Hu.
Indicacion. Utilizar la afirmacién formulada en la problema 82.
g i l’ _lx=Fp _ (xtEY
79. ulz, )= = I _e R AdRt l
) 24V | ¥ E) &
t S
y = _(®(ve *’“‘"*‘th_i_ 1 _3‘ o
ayn g  (t—7)3 2e)/ n ¥ V% X
+oo [ e S % Y
% XI(E' S P i Y

Irdicacion. Sea u (E, 1) la solucién de la ecuacién uy = adug + 7 (E. 7
¥ G {(=z, §, t — 1), la funcién de manantial hallada en la solucién del problema 76.
Integrande la igualdad
a du aG _ . 7% 3G
77 (G =CG——tu—s-—a [G e—g,_——-ua—g,]-i-f;f')

Con respecto a § entre 0 y -+oo y con respecto a 1 entre 0 y ¢ — «, donde 0 <
< @ =< £, oblenemos

:fo (6)r=tmcc dg_-;fv {GU) =y df =a? ’}‘ad'l' +S° [G 2—2';3 —u %EEE-] dE+
Tt T du \E=+= 86 | t=+w
+ ,J i 6[ Cf di=a? nS {(co_e)iﬁo _[“T§)5=n i

e . - Freo
T 4% ey T o

*) Esta igualdad so obtienc del mismo modo que la {1) en la solucién del
prublema 8.
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Efec.tuando las restricciones necesarias sobre el orden de erecimiento doe u
y dB_E cuando §-—-+4oco, nos queda

+ee -0 b=t o +oo
5 (Cu)rmtuq B= § (Gtt) ¢ g dE —a? 5 (“%%)g:m dv+ i dv j GJ dt.
(V] (1] 0 0 1

Pasando al limite cusnde o - 0, obtenemos *)
o0
lim j Bifecia Bt (2, O
a=0 J

8. uie, =t [ ple T W ]y
. ’ =2a]/?r.?§
a ] (';) lx'
—vE e et
+_’_ :_rf_t T’ BRE [ i{:--fgn 15:-:t§1lu J s
2411/’?,551/5— 9 5 1)l e +e 5.

Indicacién. Bl problema puede resolverse andlogamente al anterior (vénse
Ia indicacién al problema anterior).

Bl. u(z, t)=
_i_“ B2 (i iR s . R S
'=2 5 ’Pis)[ e Aoy 5 o A d"_' dE-

[
x* + oo (x+n)*

e éa'(!-ﬂ_k 5 2 T quﬁt+

v

=k A ER
J f(s, 1}[ Dy e =0

Ia-
Bl

E

[ 1J+

+oo (x+E4+m)

I emy M -
—2h § e ] a’r]J dE,

Irdicacibn, Véase la indicacién al problema 79, El problema 81 puede rosol-
verse andlogamente.

*) El paso al limite se realiza andlogamente a como se hizo en [7], en
pdgs. 258-262.
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5 ién. Aprovechar el hecho que
%? s{“g‘g;cesnunapiunc\én iumpar, entonces la funcién

oo A
3
“(:")=ﬁﬂ:€ S Fe ™ a&

es jival a cero para x = 0; ’ :
2) si u {z, ) es la solucion de la ecuacidn u; = au.,, enlonces

N
U =S 4 Runn

he=(}
también cs la solucién de esta ecuacidn.

83, Indicactén, Aprovechar ol liecho de que:
1) si # (z, #) es una funcién impar de z, entonces la funcién

i t 2 +o0 _t=—E)
w(z, )= ——— S S ha? (i-m
- EV!_t P& e d
68 igual a cero para z = (;
2) ai u (z, ) es la solucién de la ecuacitn
Uy = atuz, + f (z, 1),
entonces
& h
a +
Uz, 1)=3) 4 _‘.‘5‘&‘.‘;7_.‘)..
h=0
os la solucion de la ecuacién
N i
wmtinst 3 4y 200,
h=0
8. u (, :):UID( =3
( (5 2
La velocidad del movimiento del frente de la temperatura es l/y, & = const,

0 <w<<{, esigual aj—‘: = at_,donde k es la raiz de la ecuacién @ (5) = «. Los

graficos estén dados respectivamente en las figs. 34 y 35,

85. (5 :)=U,[1-—<D (Eﬁ/_}'—”’
o3
h’kﬁ 2

donde % es la raiz de la ecuacién ® (2) = 1 — «,
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u U *
Uy
6 ®
K %
{.9-
- ‘e'*:-
5 P 4
L 1 1 'z' 1 t
0 i z 3 | 1 z 3 4
Fig. 34 Fig. 35

Indicacién. Mediante la snstitucién u (z, #) = v (z, #) + U, el problema
se reduce al anterior,

Uy ;;;T U z41 z—1 "
o winmd ] van B (254) 0 (5H)]
Vi
87. w(z, t)=U, rp( 23:” )+e“ﬂ=+“'ﬂ‘*un [1_
—a@ ( 26:/2 t-ah Vi)], )

El errorjque se comete al utilizar la férmula (4) del planteamiento no sobre-
pasa

1.8.5...(2n—3) 1

an TR e (2)

Para gue el error al utilizar la f6rmula 55) del plantcamiento no sobrepasea e = 0
es suficiente que se cumpla la desigualdad

U
> ot @)

Indicacién. Integrando consecutivamente por partes, se puede obtener la
igualdad

foo
- e 1| 1 1-3
L e o -

z
+o0
1.3...(2n—3 -3...(2n—1 =
=4t 32n—1,2n—1 )}+(_1)n -2 —zgn ) gEzn at, (%)

ademds, evidentemente,

oo 4o
(etge e | & ®)
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Observacién. Si la suma parcial que estd entre las llaves en la férmula (4)
sustituir por la serio infinita, entonces se obtieno la serie oscilante que so llama
asintGtica. La estimacién (5) demuestra que el error que se comete al omitir en
la formula (4) el término residual

+eoo
... (8n—1) S &
z

23
a

i- i
(=Dn =" T %

tiende a cero para cada n dado ¥y z-—+ +oc.

. ste 0= (v i) 1m0 (5 ) |+

2a )t
) Jeemer oo (s
89, u (2, t)=2aq V-%g‘%_qz[i—-m (20;:/3 ]J
90. u(x, ) =U,+(Uo—U) M ( 2«'}?)"‘

x ViL & VT

+U_';i{edT[l1—-(D (2“;/_? _V‘EJJ_l_e a .

<[ (i) ]
R S e e 0

E, xVEG [, .1z ]/n_c' G }
g 1o 3V SV T )b
donde R, C, G son, respectiva to, la resistencia, capacidad y fuga de una

unidad de longitud del cable.
92, u(sx, t)=

— g_-;-}‘fgcos (i I/-E_(M—T ) +
a 2

+oa
t
2—&:- e " gy § Pt cosm[t——(%;—g]—] ds, (1)
[}

R e — 2
tgy= ’,/"".;.h' (2
L)
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El primer sumando del segundo miembro de la igualdad (1) representa en si la
onda de la tcmﬂcramra que se amortigua con el erecimiento de x, periddica con
respecto a 1. El sepupde sumando es despreciablemente pequefiv cuando i—

—+ J-oa.
2 —
“g¥ cos (—: ]/%_..m) i

La velocidad de propagacién de la onda de la temperatura con la frecuencia w es

rle]

93, ulz, N=4de

Indicacion *). So i)uedon hallar las ondas establecidas de la tomperatura
como la parte real de la solucién compleja del problema

Uy=a,,, 0O0<z, t<-tow, U0, 1)=4e
la cual tiende a cero cuando z— --oo. Esta solucién compleja es de forma
U (=, t)=2X (z) '

94 w(z, t)=
B & R b T
-xz|/ ==RCi E
Ege =) Z7" cos (mt—x]/--é- RCN) —?n ‘E e~ son |/ RCE .E"E:EF '

donde R y € son la resistencia y la calpacidnd de una unidad del cable,
Indicacién. Véase la indicacién al problema anterior.

t
hod L (€) dv
95, —hug (0, ) =g ()= F7 é: “.El'/'(;%.

Indicacién. E] problema se reduce a la ecuacién integral de Abel #).

1
d [ n(ds
2ahyn dt ) Vi—='

96. e ()=

donde & es el coeficiente del intercambio de calor que entra en la condicién de
frontera

ug (0, t)=1[u (0, t)—p ()]

t
s d P,
97. fp({)=11—"§‘ s pit) —=—dr,
na ; Vi—rt

donde h* es el coeficiente del intercambio de calor que entra en la ecuacién
uy = atu,. — htu.

*) Para mds detalles accrea do Ja solucién de los problomas sin las condi-
ciones iniciales véase [7], pégs. 270-274.
*) Acorca de la ecuacién integral de Abel véase [2], t. 1, § 79 ¥ también la
indicacién al problema 114.
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3
1 d o= *(1=T)
98. lp(x)—_—mﬁ § p.('l:)T— --'-_':dt'

donde los coeficientes & y h* tienen el mismo sentido gque en los problemas
96 y 97.

99,  u(z, £) —® o 5@: 5 { (E-t+voT, t)e__-: 2 «®
2a|/a 3 3 Vi—=
_ dx=vet-E)? (el B)2
x[e GaE-T) _, AS0-Y gE, pr<z<+oo, O<t<oo.

Tndicacién. Pasar a las nnevas variables independientes § = = — pyt, t =t
{esto corresponde al paso alsistema mdvil de coordenadas con origen en el
punto z, = v, £) y la nueva funcién incégnita segin la [érmula u(z,t) =

=80, (2 9,

By ‘%
—— (x—tyl) = t 4o v (x=vel=E)2
A O — LSO e
100, wi(x, t)= —71?‘—"—'—" e f(EY Le

(1]
_(w—nt B2
_ e

Indicacién. Vease la indicacién al problema anierior.

2 2 .
B __.EL 50 _fe—rat)?
01, (s, =" T T (o g Se 7 - s
. ufz, )= = T.
ZalY'n (t—m)32
Indicactén, Véase la indicacion el problema 99.
i + oo "
— o (=—rat) -5t 1 %
102, u(z, h=—e Ant {m‘— S e2 T f(B) X
[
I EE S Y € 7V L S G 11 ) L
% [‘= e, w2 | . Tt Zad d\'[]x
1 i T (e =vyt)? oo _(x=1p)® Lo o
& g ha () e Vg GaHi-1) Zat
W — e J £ ___B\D | T —af 5 ¢ n{r]] X
V' n Vi—r 3
¥ 4w Tt _(E=vat -5
Xdr-ﬁ-—%i dt 5 I(E+v°-?/t_)_c- [e 4of(t-7) .
2a’y n t—1
il

_—watdBz T fxowaddbimE we,
L] 2a% dl‘IJ dE}-

4o GEIT) - S e SE-T)
(1

Indicacién. Véase la indicacién al problema 99.
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¢) Segmento finito

Se llama funcién de influencia del manantial puntiforme uniforme de calor
(sla Tuncién de manantials) para el segmento finito 0 <C z << I, que corresponde
a las condiciones de frontera dadas, a la temperatura G (z, &, ¢) en el punto arbi-
trario z, 0 << z << I, en el momento arbitrario de tiempo ¢ > 0 generada por el
desprendimiento de @ = ¢p *) unidades de calor en el punto &, 0 < E < I
E =z de este segmento en el momento de tiempo £ = 0, si los extremos del
?iegmamo se mantienen en las condiciones de frontera homogéncos correspon-

ientes.

De este manera la [uncién de manantial @ (x, E, ¢) dehe: 1) ser la solucién
de la ecuacién de la conduceién calorifica; 2) satisfacer las condiciones de fron-
tera homogéneas correspondientes; 3) anularse cuanto {— 0 y 2 == §, y 4) satis-
facer la relacién limite

B
lim 5 Gz, &, 1) cpdz=0Q,
i~ 0
10 E=h
o, que es lo mismo,
E+A
lim j G(z, E, t)dz=1
hea

pera_cualquier A >0 **),
La funcién de manantial

_x=p)2
S P T (1)
2¢ )/ nt
para Ja ecuacién
uy = alu,., 12)

sobre la rocta no acotada satisface las exigencias 1), 3), 4).
8i a (1) se suma una solucién continua g (z, E, ¢} tal, de la ecuacién (2),
que se anula cvando ¢ = 0, para gue la suma

_fx—Ft
hai{

Gz, &, t}=2¢—!/'n—_t'g +g (= &0 6]

satisfazca las condiciones de frontera (2), entonces (3) satisfacera todas las exigen-
cias 1), 2), 8), 4), es decir, sord la funcién de manantial para la ecuacién (2) sobre
un segmento finito, la cual corresponde a las condicones de frontera 2)

El sumando g (=, &, t) pucde ser construido para ciertos tipos de condicioncs
de frontera mediante el método de reflexién; mediante este método se resnelven
los problemas 103-106.

*) Aqui ¢ es ol calor especifico, p, la densidad lineal de masa.
**) Se supome oque 0 <E—A<E A
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. 103, Resoluctén. Prolongamos la barra 0 << z << @ hacia ambos lados infi-
nitamoente y consideramos que la superficio de ellos en todas partes es termo-

© o e o ® e gz
-21E 21 Uk A % 0 ¢ I aréa vl
Fig. 36

aislada. Sea que en el ]'mmo E,0<< & =<1, oncl momento ¢ = 0 se desprendid
¢ = ¢p unidades de calor. El aumento de la temperatura

" =52

4aiy
—_— 1
2a {/nt e @

exprerimentado en la barra no acotada —eo < x << 4 co por la aceibn do este
manantial instantinco, es distinto de cero para x = 0y r = I. 8i, ademas de
osto, en los puntos — §, 4+E 4 2nl, n=1, 2, 3, ...*) en ¢l momento
t= ( actuaron los manantiales instantancos de calor do potoncia +¢ distribui-
dos tal como estéd indicade en la fig. 36, entonces la temperatura

+oa ( _{=—Et2ni)r o lx+B+2an? )
L]

. 1 haZl Tl
Ol b =g 2 e

(2)

fim=— 0o

exitada en Ja barra no acotada —o << x <7 4 oo por la accidn de todos estos
manantiales, serd igual a cero todo ol tiempo tanto on el punto z = 0 como en el
punto z = [, Realmente, a cada manantial de potoncia --Q segin la fig. 36
corresponde el manantial de potencia —@ simétrico regpecto a x =0y, a la
inversa, a cada manantial de potencia —( le correspende un manantial de poten-
cia 4-@ simétrico respecto a x = 0, de manera que sus acciones en cl punto
z = 0 sec anulan routuamente. Lo mismo se puede decir acerca del punto z = I,
Representamos G (z, &, 1) de la forma

_(x=Bp2
L P Falt ’
G(I. El t) 2a l/?‘.'t & +4-g (x, §$ t)y (3)
dondo
2 4o _Ax—§+2n02 _ fx+E+2nde )
WGt wasl
1 {x, & = — 4
£ (5 b )= N_Z_W e e (4)
. A=
Por —— 2’ ( ) csld denotada la serie (2) sin ol término (1). Los térmi-
b7 i T N

nos (4) tienon las derivadas de todos los drdenes con respeclo a x PI £,
en todas partes, para 0 < z < I, 0 f << - co. La serie (4) converge absoluta
v uniformemente para 0z <!, Ot t *, donde £* es un valor positivo
arbitrario; del mismo modo se comportan las series que se obtiencn
de la serie (4) derivando término a término. Para t— 0, f > 0 cada término do
la serio (4) tiends a cero.

*) Los puntos — §, &£ =+ 2nl, n =1, 2, 3, . .., so obtienen del punto §
mediante las reflexiones simétricas sucesivas respecto a s =0y x =1



11l Ecuaciones de tipo parabélico 289

De esta manera G (z, £, t) satisface todas las exigencias 1), 2), 3), 4) de la
definicién de funcién de manantial.
Estimaremos el error que so comete al sustituir la suma de la serie (4) por

N
gu suma parcial E' para Qg ], 0t t*, Consideramos) primera-
n==N
mente la serio de los términos con # positivos. Si suprimos log paréntesis, enton-
ces la serie se convertird en una de términos de signo variable que satisface las
condiciones de la teorema de Leibniz. Por eso, para el resto de la serie obhtenemos
la estimacifn]

400 _(x-i+2!ll)‘ - (x+E+2nip

|Rﬁ{z,§.t)|_|2‘1ﬁ2(‘ e ){q
n=N

. lm=E4201)8 1 _{N-1)2 2

hqatl atl
— o —_— ara 0<z<<], 0< .
= 2q |/ nt 2a /i ¥ > i<

(5)

Anélogamente, para el resto de la serie de los términos con n negativos obtene-
mos la estimacin

_An-dpn

- 1 L
R il —r L 5
| Ry {z, & ”gzuf:ru (5
De esta manera, para el resto de la serie (4) tiene lugar la estimacidn
R
| By(z & DI S——=¢ ™ , 0<z, E<l, O<t<tow. (6)
e ]/:1.:
Es ffcil pstablecer que para
N=L 1/‘7 1 7
=T 5+ (N
ge cumplird la desigualdad *)
1 (N=1)3 12 1 (N-1) 10
- a*f = alj®
—_— — ¢ ra 0<sCisi*, (8
g]fme ga'[fm* o e @
4 _An—1pn
*) Para eso en la funcién ¢ (t)= = a%  pasamos a la nueva
a
variable independiente t=g—;-/-i.g—f_ Obtenemos
‘ ! [+ f

: s — 4 (9),

e _,_._._=.——1
M T Ty Y - T Ty Y-

donde
% T
¥ (T;-';‘:-,-'..

19—0041



200 Respuestas, indicaciones y rescluciones

Por consiguionte, para un N que satisface la desigualdad (7) se satisfacerd la
desigualdad

PR ¥ = L3
|n.\-{=,§.=)|e;7]7;t?e et para Ogie*, 0o, Bl (B)

Resolviendo mediante el método de separacién de variables el problema de
€Ontorno

uy = aliy, O<z<l, 0<t< oo, )
w0 f=u(, =0 0<t<-te, (10)
u(z, 0) = 6 (), 0<z<<l, (11)
obtenemos para la funcién de manantial la expresién
+oo nanlad
—--—..T—j
Gt o=FJ < e 2E, (12
ne=]

Aunque las series (12) y (4) formalmente se transforman wna en otra *), sin
embargo sus papeles en la representacién de la funcién de manantial son dife-
rentes, si la serio (4) converge tanto mds rdpidamente cuanto menor sea #, la
serie (12), al revés, convergo tanto més rdpidamente como es mayor ¢.

No se dificil obtener la estimacién del error que se comete al sustituir la
suma de la serie (12) por su suma parcial.

Tenemos
2 = i nﬂn!n:! 5 ”
by RIlx R
[Ry(z & O))=|7 5 e sen —— sen —— |
n=N 41
+ee ninal +oo nZal
2 e Bt
QT Z e i {_j- 7 dz=
n=N41 N
2 F 1 Nra (/T
== J V= [1—0 (&5 )] (13)
Naa V71
!
rara Oz, §<l, 0<t<<+ oo,
Dado que
s ra . d—2e? 1
P (1)= = <0 para 1::»75-,

i
entonces 1) (1) es monétona decreciento en el segmento _E < T =< - oo por

AN 1)
a® 2

consiguiente, @ (f) es mondlona creciente para 0 <7 f = Esto

significa que para todoslos ¥ que satisfacen la desigualdad Ml‘; t* (es
a

decir, la desigualdad (7)) se cumplird la desigualdad (8).
*) Véase [7], pdgs. 532-535.
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Es mds conveniente, sin emhbargo, realizar la estimacién no del reste de la serie
que representa Ia funcién de influencia, sino la estimacién del resto de la serie
fue representa la golucién del problema de contorno que se obtiene mediante esta
funcién, dado que la integracién, hablando en general, mejora la convergencia
de la serio *).

104, Medianto el método de reflexién obtenemos

1 +ea { _(x=E8n0e _ta:+E-2nn‘}
da?t Gatt
=— e
2a |/m - 2 + ?

Gz, & O (1)

oo

Ogzgl, 0<t<+ oo.

El esquema correspondicnte de la disposicién do los manantiales de calor instan-
taneos de potencia ) = ¢p estd dado on la fig. 37,

L::] @ @ @

[<:] @
Bk 2k 4 % 0 & & 2k 2L 214E

Fig. 37

En virtud de las relaciones (7) y (8) de la solucidn del problema anterior para
los términos de la serie (1) tenemos

. _(xBa2nly { _(n—iyp
—— hats e GEL®
20/ 7t " Sy @
a. /S F
para 0=z, E<!, O<St<Sid, n;-‘:]/—z—-{-i_ ()]

De esta manera, para el resto de la serie (1) tenemos la estimacién
+ea _{n= 132 J2

2 i
1Ay iz & IS —= D) ¢ <
a)/ ni* 1

i -
< | et [0 ()] @

a i
pa 0<s i<k 0<ise, N2 Ha g

Mediante el métedo de separacién de variables para esta misma funcién de
manantial . obtenemos la expresién

+0o ninia?

- t
Gz, & x)=-§—+%.2 e cos"_’;’wsiii_ )
n=1

*) Véase las estimaciones realizadas al resolver los problemas 22, 217, 28,
29, 48 del presente capitulo.

19*
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Para ol resto de la serie (6) se logra la estimacién
i Nna )/t
- T
IR (o & 1S e {1—0 [0 ]} m

para O, El, 0=t~ oo (8)
105. Mediante el método de reflexién obtenemos

Too _lx—Bt2nit  (xcdit2nin
G & = e ) (=tm (™ TErT)

e/ nt

(1)

fi=—oo

La distribucién correspondiente de los manantiales puntiformes instanténeos
de potencia Q@ = cp y —@Q estf dada en la fig. 38.
El método de separacién de variables da

o 2: 1)8 niigt
" 2 X L Mm“ ! Gadat @nd)nz
(=, & =)=T Z e cos 37 cos 57 . 2)
n==0

La estimacién del error que se comete al sustituir Ila suma de la serie (1) por su
sema parcial, se realiza mediante las desigualdades andlogas a las (4) ¥ {(5) de

e o e o e o ,
2§ ~2~2+E -l £ 0 £ L 20C 21 It
Fig. 38

la volucién del problema anterior (estimacién aproximada) o anélogamente
4 como se hizo en la solucién del problema 103 (estim aci6n més exacta). Para el
resto de la serie {2) obtenemos la estimacién

R 8, 01 s {10 [ Er=yE 1

106. a) 8i N satisface las desigualdades

& _a T
Nty t
N> -';-V!‘ In [2ea 1/ ne*] 44, 2)

entonces p;lra ol resto de la serié (2) de la aélucién de] problema 103 es cumplird
la desigualdad

IRy & 9l<e pamm O<gz Ex<I, Oxtgtn, (3)
b) Si N satisface la desigualdad

o (MVE ) imyE, @
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entonces, para el resto de la serie (12) de la solucién del problema 103, se cum-
plird la desigualdad

IRy (=, & )l<e para O<z, Esl, t*<i <+ oo, (5)
Observacién. Las desigualdades (1), (2), (4) permiten, para un N Elado.

hallar tal ¢*, que se cumplan las relaciones (3) v (5).
107, a) Si N satisface las desigualdades

N>7 ]/‘—?-1-1, (1)
@ (—a :;:_‘. ) > 1—el, @

entonces para el resto de la sorie (1) do 1a solucién del problema 104 se cumple la
desigualdad

|Ay(z E f)l<<e para Oz, E<l, O<tgt™.

b) 8i N satisface la desigualdad
N I -
) (—’5‘;}/—‘) > l—ema T,
entonces, para elTesto de la serie (6) de la solucién del problema 104 se pumple la
desigualdad
|By (@ & O l<e para Oz gl *gt< 4 co.
108. Las expresiones de las funciones de manantial se obtienen de las re-

{.\resenl.aciones halladas en las soluciones de los problemas 103, 104, 105 mediante
a multiplicacién por e-*t; donde & es el coeficiente del intercambio de calor que

entra en la ecuacidn u, = alu,, — hu,
109. Resolucién. Sustituimos en la solucién u (z, t) de la ecuacidén

p=a%+f(nt)y, 0<z<<!, O<t<+ o 1)

zyiporEyT; sustituimos después en la funcién de manantial G (z, &, ¢) ¢ por
t—1, 01t

Integrando la igualdad % (Gu)=8 -%%-—]-u g—fzua' [rG -s—alé;-—u %—g-]-}-
+G}'%con respecto a E entre O ¥ [, con Tespecton T entre( v t—g, 0 <o <
<C t, obtenemos

1 1 i
Jorati= Joamate J{{o5)00-

- (u %g-)::;} ‘“+T‘“ j(z’;‘ & (@
0

*) Esta igualdad se obtiene del mismo modo que la (1) de la resolucién del
problema 68.
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tl’asai:do al limite en la igualdad (2) cuando «— 0 *) obtencmos la férmula fn-
egra
[

t
st forcsaro (oS (A o
t ]
o 54" IGF (&, ) dE. @
! 0

Esta f6rmula integral tiene un valor comiin para las funcionos de manantial que
satisfacen diferentes condiciones de frontera. Si ahora se aplican las condiciones
iniciales y do frontera para u:

v, =g, w{1=0 0<L1<+ o, {4)

ulfB =1 O0<E<l (5)
¥ lae condiciones de frontera para 6 (z, E, t — 1)

Gz, 0,t—1)=0 6G(zlLt—1=0 0O<z<l, 0=ttt (0)

entonces de la férmula integral (6) obtenemos la representacidn siguiente de la
solucién de problema del centorno mediante la funcién de manantial

i i
v 0= [1@0 w8 0 it Jom Eegi=D acy

i 1
+ jdtj;(g, )€ (2, & t—) d.
0

Utilizando dos representaciones diferentes de la funcién de manantial G {z, E,
¢ — 1) (véase la solucién del problema 103), logrames dos representacicnes distin-
tas de la solucién de nuestro. problema de conterno

{ 4 +oa (x—E+I2nH' (I+E+‘2ﬂ m )
s t)=mjh[§){ E (g Gatt s att } £
] e — o

{x+2nl)s

¢ (o e
¥ 2a :/n"' (% > {(x+2n.f}; Wuun} 2y
L Ti===og

1 t P ! +oa dz=f+2nip (E42nl)®
T hoF (-1 __ et (1—1) }
+ o ) — EI € e .
20V % j Vi=z (jm' K {,‘.._,.( )}

nintas

i too
b) u (=, f)=“f‘jh (E} {E w ‘SDH'L?'ESDH MII} <+
1] mr=1

*} El paso al limite en la parte izquierda de la igualdad (2) puede realizarse
mediante razonamientos anslogos a los dados en [‘Iﬁ, en las pags. 258-262.



1ll. Ecuaciones de tipo parabélico 296

oo t nimal

+—2-,[-',-g3- n{g‘F(T)e ol “dt}senﬂ-:lf—g-
n=1 Q
[ i o _n’:r.’a' G
+I£ g dt S{ (&, 1) {2 e sen n:;‘cf, sen #} dE.
i1 0 n=1

La represeniacién a), hablando en general, es mis conveniente para t peque-
iias, la b), para ¢ grandes,

1 f

10. uw(z, t)= 51,, (B)G {x, E, i} dE—a® an (G (x, 0, t—1) dt+

t 1
+lafre06@ s —na

6 0
donde & (z, £, t— 7) es la funcién de mananial obtenida en la solucion del pro-
blema 104. Si en la igualdad (1) sistituimos dos representaciones diferentes de Ja

funcién de manantial, entences se obticnen dos expresiones distintas de la solu
cién de nuestro problema de contorno.

", ulz, H=U, E}o {[1—(11(lz:_vz;:_”)_lsign[z—f—h!)},
400 AT _kx+2r\h’

112, u (z, t)=gq, E {Zu Vf,,i o sait

e - (12E28) )

3. Medios heterogéneos y factores concenfrados; ecudciones
can coeficientes consfantes a frozos y condiciones de conjugacién

R,

2, /T

T

2a, V €

Uy -:f"l' U, %:—
Bax
fty a,

Ugt+(L'g—T1} {D( ), —oo <z,

113, u(z, t)= 0= t<<4 oo,

UotWemU9) @ ( ) 0gz<te,

Us=

I'ndicacién. EI probloma se puede resolver mediante el siguiente artificic.
Se debe prolongar la barra izquierda indefinidamente hacia la derecha de

tal modo que se obtenga una barra homogénea ne acotada de la misma sustancia
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que la barra semiacotada izquierda. Después se debe hallar la temperatura de la
barra no acotada con la condicién de que su temperatura inicial sea igual & Uy
para —oo <<z < 0 y U para 0 < 2 <C 400, donde U¥ es una constante, adn
no determinada. Analogamente se debo proceder con la lmrra semiacotada dere-
cha. Las constantes U% yiU% se hallan de lascondiciones de frontera (las condicio-
nes de conjugacién) en el punto =z = 0.

_fuy(x 1), =—eo<=<z<0,
s sl {u= (x, 1), 0«:;<+m.} Breteehon
; 0 =B (R }
Gazt Gait
s t) = — 1 1
iy (%, #) 2a; 1/ 7 __L fL(B) Le +e dE4-

i I x5
ay @ {1) e'f.ag (=0

VR Vi &
oo {x—E)F (x+E)?
o s uj h® e e Yar

1 xd
3 j LMD o) 8
0

T RVr d V==
T
1 d( @)
M= =y
n ch:uSV-r_;
N Lo il
ou=[yr a0 Fa—= o Fa] , .
R "‘__—’+2—'

Indicacién. Las funciones u; (z, t) y ug (x, £} deben ser respectivamente las
soluci de las i o la conduccin calorifica uy; = atye, ¥ g =
= afuy., ¥ satisfacer las condiciones de conjugacién

uy (0, &) = u, (0, 1), kytiye (0, 2) = kyug, (0, 8.
Suponiendo

P () = kyuy, (0, &) = kguye (0, #)

resolviendo el problema de la conduecién calorifiea con la condicién dada de
rontera de segundo génerc para la barra semiacotada —eo =< z << 0 y para_la
barra semiacotada 0 << z <C 400, expresamos u, (z, #) ¥ u, (z, t) me iante las
condiciones iniciales y la funcién @ (¢) aun desconocida. Utilizando la primera
condicién de conjugacién uy (0, 1) = u, (0, ¢), obtenemos la ecuacidn integral de
Abel para determinar la {'uncién P (?):

g mar _
OSWVET-T =@ (=},
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La solucién de esta ecuacién es%)
-
1 a o (2)
P (T)':":?‘EE S——-—-—-—- ds.
0

Vit

Si @ (2) existe y es continua **) para 0 < z << +-co, entonces, realizando on el
ssgundo miembro de la iltima igvaldad la integracién por partes y luego la
diferenciacién, obtenemos

T
1 j @' (2) @ (+0)
T)=— ——— dz -,
@ () “o'i/f—z +n'1/1:
Esta férmula puede aplicarse, en particular, si
® (z) == comst.
En este caso @' (z} =0 y
@ (L0
p =220
n)y %
115, La solucién del problema de contorno
Gy, _ , 9%Gy
Gt =g —e<z<0, 0<ti<+oo, (1)
aG. %G '
af =——a§ﬁf—, Oz <<too, O<<i<<4oo (1"}
aG. aG "
G=Gy Ay a—;-=1= 6; para z=0, 0<i+oo, @
lim 6,=0 —o <z<(, (3)
t-roo

1lim Gy=10,0<z< oo, zE enel punto x = f para t— 0 G, tiene
-0
la partieularidad

- (x=E)
.—1.=‘ iﬂii ) (39
2a, Y/ 1t

es
(- ¥)?

Ag
Gy (=, E, £)=—-—£Lx—-—i._-c bt para —oo <<z<<0, (4)
Ay he 2a, /7
ay ay

=g LTRY J’i:;:
1 “Thagt @ a e
Ca(z, b t)=er———e % i L. para 0 <z <400
2a, |/ %t s g 2 20,/
&y L1

@)

Véase, por ejempo, [2], t. 1T, 9.
Con restricciones apropiadas sebre f; ¥ f, esto serd cumplido.

1
s
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Solucién. Pasamos a las mufnibudcs adimensionales (véase la solucién del
problema 18 del presente capitulo), ademds de tal modo que la ecuacién de la
conduccién calorifica para las barras derecha e izquierda sea de la forma
4y = a%up. Tenomos z = I'f, —oo << § << 0,
z=0"§ O0<E<oo, =3 V=gq, I"=a*.
Las condiciones de frontera (2) sordn de la forma

ity (0. T} = Ug (OI 1}9 f (5}
M Guy {0, 'r}=k_, duy (0, T) ! ©
ay dg ay a8
Buscamos la solucién para —oo << E =<0 como “refractada* svbre la frontera
{3~k
1 ~igose)
de la particién §=0, es decir, como la funcién —s Y quo tiene
nT
la forma
1 _lE-ba
— L 7
alZ']/m: 4 (7
G-t

v la solucién para 0 <<& <<+, como la suma de ———=, T yel su-

v
mando que representa en ef el resultado de “reflexién® sobre la frontera de

1 o f;—ﬁel’
la particién E=0 de la funcién ————¢" % | o5 decir, de la forma
VT
BBt 1 o AE=fel
== g ———— it —— A% 8
uy (€, 1) %2]/:!1: e +2'|/ﬂ1: e (8)

Sustituyendo ('?f ¥ {8) en (5) y (6), hallamos ; ¥ a,, 1o que llevard a la respuesta
{si volvemos a las unidades anteriores de medida).
116. La solucién del problema de contorno

= dfuy,, 0<z t<+oo, 1)
couy (0, &) = ASu, (0, 1) 0 <t < +oo, (2)
ulz, 0) = f(z), 0<z<-oo, ()]
es
{ “+ oo _{x_ER
L) = F LLL
"o =g _jw ®e d
donde

F={10@ rpra —eo<z<0,
f(z) para 0<z<+oo,

F@ = (4041 (+0+ |2 [ (—p+ar (~pyem=6-n
o 0

LS
aC,?

*) Se trata de la igualdad numérica y no de la coincidencia de medidas.

ai=



I, Ecuaciones de fipo parabdlico 299

A es ol coeficiente de la conductibilidad térmica de la barra; 8, el drea dela
seccién transversal; a?, el coeficiente do la termoconductibilidad de la barra.
Indicacién. Utilizar la afirmacién formulada en el problema 82.
117. La solucién del problema de contorno

3
Treall,  o<z<io
o byl 0 <t<+oo, e
T!E'=a;"3_:§!" E(f) <z <00
ap B, O=ug B(1) 1), w0, ) =Ty,  ug (=00, t)=U,, @

donde por la temperatura de congelacién se tomé igual a cero; x = E (t) esla
coordenada del frente de congolacién

ity dig g e »
(k, kS )h%m_op o 0<t<os, 2
¢ es el calor oculto de fusién; p, la densidad de la masa del liquido
ug (z, 0)=U;, 0 <z<<+oo, (3}
es
= A+ B0 L2 4
(o 0= At B0 (2 ), @
ug (2, #)=Ag+B,® [—-—-’—-—- &)
2 Vs 2 2 2‘:’ v-‘- ) y
donde
@
U, b (2"2 ) U,
Ay=U,, B"=—__G._' A= = 3 By= —_—
(D [24.) 1_a’(202) lrm(ﬂ:)
(5)
o @5 la raiz de la ccuacion trascedente
o o]
T ~ha? —
k 1 ]
i bl - - e ©

“o () w0 (z]]



Capifulo 1V

ECUACIONES DE TIPO ELIPTICO

§ 1. Problemas fisicos que se reducen
a ecuaciones de tipo eliptico
Yy planteamiento de los problemas de contorno
t. Problemas de contorne para las ecuaciones de Laplace
y Polsson en un medio homogéneo
1. La ecuacién para la temperatura del campo calorifico estacionario en
un medio homogénco es de la forma

Au= —f (=, y, 2}, (i)

donde f = %: F es la densidad de los manantiales de calor, es decir, la cantidad

de calor que so desprende en una unidad de volumen durante una unidad de
tiempo; k, el coeficiente de la conductibilidad térmica.
La condicién de contorno de primer género

ulz =f

significa que sobre la superficie = estd dada la temperatura f;; la condicién de
segundo género

8 g 7.
.a_:'.==h- o —ka—: z=hv (fo==frk),

3!1& sobre T estd dado el flujo calorifico de magnitud 7;; la cendicién de conterno
e tercer género
Ju L = - - = f
GnThulg=tsn o —ko=h{u=f), h=kh, fa—Ta;
que sobre I se realiza el intercambio de calor segiin la ley de Newton con un
medio de temperatura fj.
La condicién necesaria de la existencia de la temperatura estacionaria para

el segundo problema de contorno es el cumplimiento de la igualdad fyda = 0,

z
es decir, el flujo sumario de calor a través de la superficie = debe ser igual a coro,
La distribucién no uniforme de la temjperatura produce un flujo de calor cuya
magnitud, segin la ley de Fourier es igual a ¢ = — k grad u. Su proyecciéon

sobre la direccién n, obviamente, es iguala Q, = — de':.

Soluctén. Al deducir la ecuaci6n (1) se debe eseribir la condicién del balance
celzﬁi_co para un volumen arbitrario y después utilizar la férmula de Ostro-
gradski.
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La ecuacién del balance calorifico para el volumen T con frontera Z, obvia-

mente, es de la forma
du .
I (—I:. ﬁ) dr.r_—_ri Fdv; (@)

z

en el gu‘imar miembro se tiene el flujo sumario por medio de £, en el segundo, la
cantidad de calor que se desprende en el volumen 7.
La férmula de Ostrogradski da

5 div (& grad u) dv=— S Fdr, @)
T T
de donde, en virtud de la arbitrariedad del volumen 7 y de que % es constante,
obtenemos la ecuacién (1) .
2, a) La ecuacién de la difusién en un medio en reposo es
Au=0, )
dondo ;;5 {z, y, 5) es la concentracién.

b) Si el medio se mueve con la' velocidad v = (v,, v, v;), ademds
div v = 0, entonces la ecuacién de la difusién es de la forma

du du u
DAs—vg———vy T =% @

donde D es el coeficiente de la difusién; v, »,, v;, las proyecciones de la veloci-
dad v sobre los ejes de las coordenadas.
8i vy = v, ; = v; = 0, entonces la ecuacién (2) es de la forma

L
Bu— =2 =0, (3)

Upp+Ugy+ “:z—%‘ uge=0

(ecuacion del atairua de fases}.
Indieactén, El flujo difuso de la sustancia para la distribucién no uniforme
de la concentracién ea igual a

Q= —D grad u. (4)

Ademids del flujo difuso se debe considerar el flujo de desplazamiento (el flujo
transmitivo) que es igual a
uw,
asi que el flujo sumarle es igual a
—D grad u - uv.

Para deducir las ecuaciones (1) y (2) so debe utilizar ¢l principio de conser-
vacién de la materia para el volumen arbitrario _g' despudés aplicar la férmula de
Ost: dski (véase la resolucién del problema 1)..

Eb} principio de conservacién de la materia para la superficie inmévil Z se
escribe asi

[ (~4t4om) om0
£
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6

S [div (D grad u) —dfv (vu)) dv=0,
T

de donde, en virtud de la arbitrariedad del volumen T y también do la condicién
div v = 0, se deduce la ecuacién (2).
3. La ecuacién del potencial u del campo eléctrico en el vacio es de la forma

Au = — 4np,

donde p es la densidad volumétrica de las cargas.
El sentido fisico de las condiciones de frontera de primer y segundo géneros

es: |y = f, esel potencial dado sobre la superficie =, -ri: |z = {, es la densi-

dad superficial dada de las cargas.

Solucién. El campo de las cargas estacionarias distribuidas satisfaco las
ecuaciones obtenidas de las de Maxwoll, si todas las, derivadas respecto al
tiempo se hacen iguales a cero. Para el campo electrostético en un medio no con-
ductor obtenemos:

rot E =0, 8]
div D=4np
DzeeE,‘ } @

donde & es la constante dieléctrica del medio; p = p (M), la densidad volumétrica
de las cargas en el punto M.

De la ecuacién rot E = 0 se doduce que E os el vector del potencial que se
puede representar de la forma

= ~ grad u,

donde u = u (A} es el potencial del campo.
La ecuacidn (2} da

div (& grad u) = — 4 xwp.
Si e = const, entonces para u obtepomos la ecuacidn
A= ﬂ,
[
en el vacio e = 1 y tendremos
Au = ~ dnp.

Si existen vnas superficies conductoras, entonces sobre ellas la components
tangencial del campo eléctrico debe ser igual a cero:

du
Ry gty
donde a—':: significa la derivacién segtin la direccién tangencial sobro la superficie.
Do aqui se deduce que sobre la superficie del conductor ¢l potencial es constante:
¥ = consl;
dentro del conductor ¥ = const ¥ E = (.
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Si el conductor esth puesto a tiorra, entonces el potencial

u =0
La densidad de las cargas superficiales so calcula segin la férmula
1 g du
== = wm 9

donde g—n significa la derivacién segin la direccién de la normal a la superficie.

Dando la distribucién de las cargas superficiales sobre el conductor, obtenemos
la condicién

Sin embargo tal plantoamiento del problema no es natural para la electrostitica;
cominmente se saho la carga completa e sobre la superficie. Por eso se busca la
solucién de la ecuacién Au = — 4mp con la condicién de frontera u | y = u,,

doinde u, 98 determina de la copdicién de la normacién de la solucién con respecto
a la carga

— j e g—: do=4me, donde e= j pdrt (véase el problema 7).
b x

4. El vector de la intensidad del campo magnético es igual H = — grad g,
el potencial g satisface la ecuacidn de Laplace

6(9:0.

, Resolucidn. Si el campo magnético no varia durante el tiempo y las corricntes
estin ausentes, entonces el campo debe determinarse por las ecuaciones

rot H =0, {t)
div 8 = 0. (2)
De la ecuacién (1} so deducc:
H = — grad ¢;

sustituyendo esta expresién en la férmula (2} y tomando en consideracién la ho-
nﬂ:g&neidad y la isotropia del medio (i = const), obtenemos la ecuacién de
placa.

5. Dado que el vector del campo eléctrico £ es potencial, entonces
Au=10
y sobre la superficie de conductibilidad ideal puesta a tierra
uly =0,
sobre la frontera con el disléctrico

du | _
T
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Resolucién. Nos basaremos en las ecuacionos de Maxwell en un medio
conductor para el caso estacionario
rot 5= 4% i,
c
rot E=0, )
div E=4np.
din.H =0.

Aplicando la operacién div a la primera ecuacion, obtenemos para la densidad
de la corriente la ecuacién

div j = 0. 2
De la ocuacién rot E = 0 se deduce la potencialidad del vector E,
E = — grad u,
donde u = u (M) es el potencial escalar. .
Dado que en virtud de la ley diferencial de Ohm
7= oF {¢ es la conductibilidad) (3)

6
j= —o grad u,
entonces para el medio isotrépico homogéneo (¢ = const) la condicién (2) da
Au = 0.

De las ecuaciones (1) y (3) se deduce qua.p = 0 dentro del conductor. .
1) Sobre la s?arﬁcle de cnnduct?billdad ideal puesta a tierra el potencial
u = 0 (condicién de frontera de primer génora). :
2) Si ol conductor confina con el dieléctrico, entonces sobre la superficie de
separacién la componente normal de la densidad de la corriente debe ser igual
a Cero;

du

g

jn=—0

es decir,

du

Fn =0
(condicién de frontera de segundo género). . .

. Si @ es el potencial de velocidades del flujo estacionario del liquide
incompresi%le de modo que
v=grad 9,

entonces el potencial ¢ satisface la ecuacién de Laplace

Ap = 0.

Sobre la superficie del cuerpo sélide gue se mueve con cierta velocidad v, se
debe cumplir la condicidn

ﬂl =

an |z Uyn

51 el cuerpo se oncuentra en reposo, entonces

29 | —9
an f

b4
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&i ¢l modio os no acotado, entonces cn el infinito cuando r— co ol potencial
debe satisfacer la condicién comfin de regularidad.

Resolucidn. Si el liquido es incompresiblo, cntonces p = const. Ne la ecua-
cidn de continuidad (la conservacién de la matoria)

P 4 i
ﬁ-l-dlv (pry =10

obtenemos la condicién de incompresibilidad
div v = 0.

Dado que segin cl planteamiento, la velocidad del liguido tiene un potencial
v = grad @

entonces div grad ¢ = 0 6 Ag = 0.

7. El primer problema fundamentsl de electrostética se plantea como el
primer problema exterior de contorno.

Se exige hallar la funcion @ que satisface la ecuacion de Laplace Ap = 0 en
todas partes fuera del sistema dado de conductores, que se anula en el infinito
¥ que toma las magnitudes @; dadas sobre las superficies de los conductores:

Plz, =i
El segundo problema principal de olectrostdtica se plantea asi:
Se oxige hallar la funcién @ que satisface la ecuacién de Laplace Ag == 0 cn
todas partes fuera del sistema dado de conductores, la funcién que se anula en el

infinito, toma sobre las superficies de los conductores ciertas magnitudes cons-
tantes

?lg i,=‘|:’1
y que satisface las relacioucs integrales sobre las superficies de los conductlores
aq
Lﬁ T do= —A4ne;,

Ll

donde ¢; es la carga completa del i-ésimo conductor.
Si esté dado solo un conductor 7 con la superficie Z,, entonces la solucion
del segundo problema de electrostitica pucde representarse de lu forma

q:' I Q.V ("" i 5)!

donde ¥ (z, g, z) ¢s la solucién del primer problema exterior de contornu para
el campo exterior al conductor I'; con la condicitn V = 1 sobre Z,; el multipli-
cador fpy se determina de la condicion de normacién

ap 5
§ = do= —4me,
Zn
¥ es igual a
£ [
Pp=——l 0
1 av ; C
H@ an o
Zp
donde C= — ] &do es la capacidad del conductor,
41T dn
Zp

20-0941
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2. Probl de b para la ecuacién de Laplace en medios heterogéneos
8. La distribucién estacionaria do la temperatura satisface Ia ecuaciin
div {k grad u) = — F (M},

donde k& = k (M) cs el coeficiente de la conductibilidad térmica y F (M), la
densidad de los mapantiales de calor en el punto M.

Sea 7' cierto volumen con la frontera £ sobre la que estd dada, por ejemplo,
la temperatura

u|g= f-
Si el coeficiente k {(x, v, £} es constanto a trozos y tiene las discontinuidades
sobre cierta superficie X, de modo que
k=k=consten 7,, k=ky=const en T, (7T = T;+ T,),
entonces sobre =, deben cumplirse las condiciones de conjugacion
I.l£=u2‘
o duy . dug } 1)
L dn =k dan ?

la primera de las cuales significa la continuidad de Ja temperatura, y la segunda,
la continuidad del flujo de calor sobre la superficie de la discontinuidad.
El problema en este caso se plantea asi:

F
Au;:—-»—;‘l—enﬂ. Apg=—=——enT;, ulg=]f

Ky

y sobre £, tienen lugar las condiciones de conjugacidn para u; ¥ u,.
Resoluctén. La ecuacién se deduce del mismo modo que en ef problema 1.

7 fi / L
= 1| | a8 |~
1 1
i N
L — . % -
b 4
Fig. 39
La primera condicién de conjugacidn u; = u, es evidente; la scgunda condi-
cién Ky g——:l = ky (‘;—l:: pucde obtenerse, aplicando la ecuacién de balance al

cilindro infinitésimo 7, de altura 2k, copstruide sobre el elemento do de la

superficie £; a ambag partes de ésta, v pasando después al limite cuando h— 0.
Como ya se observé en la resolucién del problema 1, la ecuacién del balance
térmico es de la forma

5 (—k %:L) do = S Fdr, @
z ™

de donde, en virtud de la arbitrariedad del volumen T y 2e deduce la ecuacidn
div (k grad u) = F. Aplicando (2) al cilindro T obtenemos (fig. 39)

_(—k %})SI do+ (—k %)s! do S (—k—gg—) dor= j Fat,

3
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donde S; es la base izquierda del ¢ilindro; S, la derecha; S,, su superficie late-

ral. Al pasar al limite cuando h— O las integrales desaparecen, dado que 32:':

y I son acotadog en todas partes. Suponiendo la existencia de los valores Limites
izquierde y dereche de L sobre 2, oblenemos
an

duy

Ju
—L 4k, —2=0;
dany ke %

& dn,
eligiendo una direccién de la normal ry, = — n; = n, se puede escribir

duy du.
key an =k, —-g-an sobre X;.

9. Dentro del dieléctrico po homogéneo para el potencial del campo eloctros-
tético tenemos

div (e grad u) = — 4xup. (1)

Si sobre Ya superficie de la discontinuidad e (z, ¥, z) no hay cargas {suporficiales,
entonces se puede escribir

Uy == Uy, sobre la superficic de la
. Guy _ Bug discontinuidad e
R T ;

donde los digitos 1 ¥y 2 corresponden a las magnitudes de los valores sobre di-
[arenstgs lados de la superficie de la discontinuidad.
i
gy = const en T, &, = const en T,,

donde Ti v I, son Ias regiones separadas per la superficie £,, enlonces para el

potencia
_fu en Ty
"‘_{uz on Ty,
tendremos
Aug=—4np en T,, Auy=—dbnp en T,,

By =g,
i g } sobro ;.
By —=—8y ——=

an dan

La segunda condicién de conjugacién significa la continuidad de la compononte
normal del vector de la induccitn eléctrica
du
én®

Indicacidn. Para deducir la ccuacién se debe partir de las ccuaciones de
Maxwell {véase la resolucién del problema 3), considerando alli & como una
funcion de variables volumétricas. Acerca de la deduecién de la condicién de
conjugacidén véase el problema (8).

Al resolver el problema 3 tenemos

E = — grad u, div 2E = 4np.

D=—ggradu, D,=—¢

De agui se deduce la ecuacibén (1).
20
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Las condiciones de conjugacion se deducen lo mismo gue en ef problema 8,
Observenos golo que al existir las corgas superficiales sobre =,

Dip— Dyn=dna, 6 %-—s, gt;‘ —4n0,

donde ¢ ez la densidad de las cargas superficiales sobre £,
10. 5i # = — grad g, entonces en el caso estacionario

div (u grad ) = 0,
donde g = ¢ (#) es el potencial escalar; p = p (#), la permeabilidad magnética
del medio en el punto P,
Las condiciones de con{ugacibn sobre la superficie de discontinuidad del
covliviente de la permeabilidad magnética son de la forma
ity
an

Hyg==ity, [Ll%-—mll* sobre I,

donde los digitos 1 ]) 2 corresponden a las magnitudes de los valores sobro los
ludos diferentes de la superficie de discontinuidad X,.

La segunda condicion signilica la continuidad de la componente normal del
vector do la induecidon magnética sobre I,

By, = By,
El preblema de conlorno para p constante a Lrozus
{ o en Ty,
[T
ng eu Ty
se plantea por analogia a los problemas 8 y 9
Ay =10 en Ty, Aug == 00 en Ty,

¥ las condiciones de conjugaciton sobye ;.

Indicacion. Véase el problema 9.

11. En ¢l medio con la conductibilidad variable o = o (x, y, 2} para 5:1
poteneial el campo eléetrico de la corriente constante tione lugar la ccuacion

div (o grad u) = 0.

%1 2 es ba superficic de discontinnidad de o, entonces
upTug, Oy —re==gy—f o sobre
la segunda condicién significa Ja continuidad de la componente normal de la

densidad de la corriente sobre la superficie £: j;, = j,, dado que
f = — o grad u.

Indicacion. Viunse log problemas 5, 8, 9, 10.
Tomando en considoracion las relaciones

E = — grad u, j = ok, div j =10,
obtenemos
div (o grad u) = 0.
Las condiciones de conjugacion se deducen andlogamento al del problema 9.
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12. La labla siguiente establece la genmejanza de los campos enunciados
en ¢l planteamienlo

Campo cléctrico | Potencial n Coeficiente de elec- | Dengidad de la co-
de la corviente troconductibili- | rriente
consiante dad o j=—0o grol u

Conductibilidad Temperalura Coeliciente de con- | Flujo  de  ealor
térmica ductibilidad tér-| Q= —% grad u

mica k
Difusion Concentracion n | Coeficiente de di- § Flujo de la sustan-
fusion [ cla _
Q= — grad u
Electrostatica El potencial del |Constante diclée- | Veclor de la in-
campu  eléetri- trica e duecion eléctrica
o u =gE=
=—=& grad u
Magnetostética El polencial del | Permeabilidad Vector de la in-
campo  magneé- maguética p daceidn  magné-
Lico i Lica
B=—u grad u
El {lujo potencial | El polencial  de |1 ve=grad u

del liguido in-
compresible

volocidades u

En todos casos la funcidn u satisface la ecuacién de Laplace.
Indicacién, Véanse los problemas anteriores de este parrafo y también el § 1,
cap. LI, problema 49.

Observacidn. Si en ciorta superlicie £y las constantes o, &, D, e, 0

i tienen

una discontinuidad, cntonces sobre I, sc¢ cumplen lag condiciones de con-
jugacién que se pucden representar en la forma

My=1liy,

P

diy
T

du,

45 sobre

2]?

donde  es la funcidn incdgnita; p, uno de log pardmetros a, k, /2, e, ; las cifras

1 y 2 corresponden a las ma,

nitudes limites do los valores en examen sobre los

diferentes lados de la supur?icie %, ademas div (p grad ») == 0.
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§ 2. Problemas simples para las ecuaciones
de Laplace y Poisson

La parle considerable de las soluciones de los problemas de este pérrafo
poseen simetria circular o esférica o dependen de una forma simple de las coorde-
nadas angulares.

Recordemos las expresiones del eperador de Laplace:

1) en el sistema polar de coordenadas

i1 & 1 d*u

due
b= (05 ) +or o

2) en ¢l gistema csiérico de ecordenadas
i 8 . Bu 1 é du 1 Py
i (r W)+ rfsen 40 (SMOW)+ rscni0 age’

3) en o] sistema cilindrico de coordenadas

1 4 du 1 @ , Pu_ 4%u
b= 5 (05 )+ Tt G =t + G

Al reeolver ciertos problemas se debe tencr en cuenta que el polinomie
u=A (2% — y*) 4+ Bay -+ Cx + Dy,

nionde ‘% » B, €, D) son constantes arbitrarias, satisface la ecuacién de Laplace
u = 0.

1. Problemas de contorno para la ecuacién de Laplace
13, a) u = A;
A A
b) G=—2z 0 u=-—paosi:

cu=A-+Byou=4-4 B8 psen q;
d) u=Axyou:=%pzsen2¢:

e) n=.ll—|—%y o u=A4 —f—psenq‘;

A4B | B—4
) u= —*2 _I__ZT(:‘Q__H’S) o

=4 (g0 £ B

u=g (125 cos29) +-5 (14 L cosze).

Indicactdn. Al construir la solucién se debe tener cn cuenta c{ue x5 Wi T
z* — % y =us combinaciones lineales son funciones arménicas. De la justeza ga
la solucion puede verifieurse mediante la sustitucién directa de la expresién
hallada de u en la ccuacién

( du 1 %u

.
bpgtuyy=0 & ?._._ i)a—p B?aTm:

y en la condicidn de frontera.
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Demostremos los métodos de bisqueda de la solucidn en el ejemplo de 13 b).
Pasando de las variables (p, ¢) a las variables {z, y), escribiremos la condicién d e
frontera de la forma

A
u=—uz,
a

e aqui se ve que la funcién arménica
u{z, y)=%x o up, m)=-§pcosq=
es la solucién buscada,

14, Los gmhlemas 14 a) ¥ 14 d) estdn planteados incorrectamente dado que
en el caso del segundo problema do contornoe

du
Au=1{, ‘-'?—n-—L':j

'E fds=0,

h) u (z, ) = dez 4 C o u(p, ) = da p cos 9+ C,
¢) u=-§-a(;’-—y‘)+c o up, T)=%“9,5052¢+c!

) wm (A-+0,758) y— oo [3 (4% y =4y +-C,

debe cumplirse la condicién

B
Toa? p*sen 3p+C.

La solucién del segundo problema de contorno, como es sabido, se determi-
na con exactitud hasta la constante arbitraria C.

Indicacién. Nos detendremos sélo en la resolucién de un problema, por ejem-
plo, 14 b} en que estd dado

u(p, P)=(4-0,758) psen g—

du
Bn pm_dz.

La funcién u= Dx 0 u = Di: cos ¢ es arménica. La dilerenciacién con
respecto a la normal coincide con la diferenciacidn con respecto a p. Exigiendo
Iﬁ\!ﬂ la funcién satisfaga la condicién de frontera para p = a, hallamos D = 4da

e modo que u (z, y) = Aaz 0 u (o, §) = Aa p cos §.

En el problema 14 e) so debe partir f en dos sumandos: f = f; (¢) + s (@),

fi = asen q, f, = fi sen 3¢, y buscar la solucién de la forma

u = Ry (p} fr (@) + Bq (p) fa (@)-
15. a) u (p, 9) = 4,

b) u(p, @)= -‘%’cos 7,

B 2z
) ufp, w)=d+%sau¢.

1., a4
d) u{p, Q’)"?o‘l;rﬁenz%
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e) ulp, q=)=..-1+b’% sen ¢,

3 ¥
1 ouip, 'P)—-T——':z—"*' ra €08 2.

Indicacién. Pasar en todos casos a las coordenadas polares. 5i la condicidn
de frontera para p = a es de la forma

U [pmg = Ap cos ki,
entonces, se debe buscar la solucidn de la forma
u(p, §) = R (p) cos ke
donde It (p) es una funcidn que satisface la ccuacién
P*R" 4+ pR' - KR =10
y laz siguientes condiciones de frontera
R{a) = Ay, | R{0)] < co.

16. Los problemas 16 ») y 16 d) no tienen solucién dado que no so cumple la
condieidén
j T ds=0.
b

Aat

by u(p, p)=— €05 P -f const

¢) wip, ¢)=— di;*" c0s 2¢ + const,

e) uip, @)= —(AL0,757) a’;aen @+0.258 ;:;, sen 3G |- C.
In £

17. u=u(P)=wuy+{uy—u) —-.
In 7

La capacidad de una unidad ¢ longitud del condensador citindrico es igual a

Indicacién. Dado que las condiciones de frontera no dependen de g, entonces
también la solucién debe poseer la simetria cilindrica, u = u e').

La capacidad € del conductor limitade por la superficic £ se determina
por la exprosidn

i du .
(= —— | e i
T, j = do para tres dimensiones
B
Y
1 * du

=

— y —— d. -a dos di i ,
2.1!4" on 5 para 05 dimenziones
L
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donde uy es el potencial del conductor; /., el contorno,
du

——=—=Eq,

dn

la componente normal del vector del campo eléctrico.

18, u(p, =ﬂ=%q:

u(z, p=-Larerg L, o)

Indicacién. Escribiendo la ecuacién de Laplace en las coordenadas polares
i1 @ Au 1 &%u
A o (05 ) i =0,

vemos que la funcién lineal con respecte a ¢ es arménica,

19, u(z, y)=l‘=_;;q”_.+%;“q’l arctg % 0

La comparacion de (1{ con la solucidn del problema 18 demuestra que (1) corres--
ponde al caso particular « = m de Ja férmula (1) en el problema 18.

20, a) u=ug, bh) p=n {r):%u,,.

2 u.—-..u{r)—_—uz—[—uli;w- (—;—-«——;—)

’ L. ’
a b
Indicacién. La solucidn de la ecunacién Au= Lo, (,.a -EE—) =0es de la
T dr dr

forma wu=u (r)=a.-{——E—, donde @« y P se determinan de las condiciones
u (@) =u,, u(b)=u,.
. [ —
22 &
a b
Irdicacidn. Tener en cucnta que en la presencia del dieléctrico la densidad
de las cargas superficiales es igual a

1 1 du
L7851 Sy e

23, La capacidad del condensador csférico es igual a

y £y
¢ 1, ‘lh_lsl(l 1 "
a ' ¢ e \b r.')

Solucidn. Se exige resolver el problema de contorno
Ay, =0, para a-<<r<g, Aus =0 para c<r<<d,
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donde u; y u, satisflacen para r = a y r = & las condiciones de frontera
U lraa =1, Uglep =0,
¥ para r = ¢, las condiciones de conjugacion

Juy dity
by == gy o i S

La solncién general es de la forma

u,=~‘f;‘-+d, para a<<r<lrc,
u(r)=
n
u’=".++89 para c<<r<<b.

Los cuatro coeficientes A;, A4, B,, B, se determinan de las dos condiciones de
frontera parar = ayr= by de tas dos condiciones de conjugacion para r = e.
‘Como resultado obtenemos

w e (%_%) , u2=.:.:_,41 (L_.E_),

donde

La capacidad so calenla seeiin la férmula
=gt { (:31) * 30— —g a('?_") -
) S Py ML e )

24, Se exige hallar la resolucién del problema de contorno

1 4 ¢ d
ﬂzul=?d_p(p—d:-§—)=0 para a<p<e,

_4d f dugy _
5‘“2—?1::_;) (p —&E;-) =0 para c<Zp-h,
;=1 para p=a, u,=0 para p=bh,

Jity Qg
Bp=1ly, & Tp —t1gp e p—c.

Para la capacidad obtenemos la expresién

O

ln—c—-i"-e—‘lni
Eg
Para ¢, =g,=¢e tenemos
et
In =
a

Indicacién. So busca la solucién de la forma
y=Alnp+E; uw,=Blnpt D,
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25, El potencial del campo es igual a

1+sl—sg 1 1
r &. & £y F
U=y ———————— para 4 <r-<<c, W=, 2 para r>ec.
1 +e,-——s, 1 1, e—u 1
a By € a' g ¢

Casos particulares:
a
1) para c— oo obtenemos n = n, = para r > a es el potencial del campo

de lu esfera de radic a cargada hasta cl potencial ug y que so halla en un medio
homogéneo infinito;
2) para g;— oo (el medio 2 es do conductihilidad ideal)

1 1
r ¢ K
9 i < e,
sie u 1 T° 81 a=<r=c
a G
0, si T

) si e, = gy, entonces

umun-:-(r}a) (compérese con el caso 1).

Indicacidn. Véase ¢l problema 22. Tener en cuenta que en el infinito la
funcién u debe anularse.
26, El campo electrostilico

E = — grad u,
donde « es el potencial que es igual a
b
In -ﬁ-
u=u{p)=u, G
in—
a

27. La solucién depende sélo do la variable z y se da por la férmula
u=u (3} =ty 4 (Mg~ tyg) z_.

28. Para la capacidad de una unidad del drca del condensador plano obtene-
mos Ja expresi

&
A C=7zmms
b} C= ] s
3
n [ Byt g (et |

29, La funcién armoénica buscada depende sélo de la variable y:

u=ty+(ug—iy) %

Indicacién. Buscar la solucién en forma de un polinomio arménico.
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2. Problemas de contorno para la ecuacién de Poisson
N u=— L (p*—a*)
j 4 A

Indicacion. La funcidn incdgnila uw — u (p) posee simetria circular y se
determina a parlir de fa cenacidn

7 (g )=

con la condiclén v (o) —0.
M, La solucidn existe sielegimos

y estd detorminada con exactitud hasta la constante arbitraria

w=1up) ?%4— const,

A ul-—u!—|—% (it —a?%) b
32, a) u [p)zu,+T(p’—h2_} J: Z In—,
]:\-T p
_ A Al P
b) w(p)= u,+T{p¢-—a3]+b (C—T] IHT‘
2
6) u f_p]:%e——a (%’i— h‘) In p4 const.

El problema ¢) Lliene solucion silo para

A (bt — )+ 2a 8

s 2h ¥

adomas, la sulucién del problema ¢) estd determinada con exactitud hasta la
constante aditiva,
a3, a) 8 Au =1, u (a) = 0, entonces

u=u{r) .:-?i— (rt—af);

b) si Au=Ar-| B, u (a) =10, entonces
A - B
u(')=ﬁ (:rf‘—u«‘)_;_-.-(’T (r*—a2).
Indicacién. La funcién incégnita posec simetria esfévica, u = u (r) y satis-
face la ecuacidn diferencial ordinaria con ¢l segundo miembro

1 d

2
TF(W}EI(?‘}-
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3t W lczn(r)'—%(r’—-rﬁ)—-i!;-nb (a5} (_;__..::_)’
b) ﬁ=ﬂﬂ=%(f‘—ﬂ")—l—*§-(r—al—
| B 1 1
b [_—G-(b-q-aHTJ (T_T) .

Para A =1, B = 0 obtenemos la primera expresion.
Indicactén. La solucién posee la simelria esférica w — u (1),
§ 3. Funcién de mananfial

La funcién de influencia del wanantial puntiforine o simplemento la
funcién de mananlial G (17, #) del }:r[m@r problema de contorno para la ecuacion

Au = — 4ap so delermina en el caso tridimensional *) por las condiciones
siguientes:
i 1,
G (M, PY=~g= mmmst0 (M, P, )
dondv ryp = Vi —EF+ (y — 0® + (z — &) es la distancia entre el punto

de obhservacion M (z, y, 5} ¥ ol manantial cn ¢l !I)unln PAE, 9, D), viM, P), la
funcién regular y armonica on lodas partes de la region en examen 7 con la
frontera . Sobro In [ronlern T la funeién & satislace la condicion

Glzg =0 @
De esta manera la eonstruceién de la [uncién de manantial G en cierta region

T se reduce a la resolucién del primer problema de contorne para la ccuacidn
de Laplace

Ae=0en T
con la condicion especifica de frontera
1
M Tt @

La interpretacion electrostatica de la Iuncidn de manantial G (M, P) es

evidente; es el potencial en el punto M del campo electrostitico generado dentro

4 1 ;
del volumen 7' por la carga de magnitud & = e coneentrada en el punto P si la
superficie de frontera X e la regién T es de conduetibilidad ideal y se mantiene
; . ) .11 .
al potencial nulo, es decir, esté puesta a Licrra; aqui an 7 0o ¢l potencial de la
carga ¢n ¢l espacio no acotado y v, el potencial del campo inducido por las cargas
sobro Z.

Para una serie de regivnes simples (semiespacio, capa, esfera, ete.) el campo
inducido puede hallarse mediante el Ylamado método de reflexién, enya csencia
consiste en que fuora de la region de examen sc colocan las cargas segin una ley
determinada. Estas cargas se llaman reflejos, o «imigenose, de ln carga inicial
con respecto a la frontera dada. En el caso de la irontera plana ¢las imdageness
son los reflejos especulares del original en el plano o en los planos, si la regidn
estd acotada por varios. En el caso de las fronteras esféricas para la construccidn
de los reflejos se aplica la transformacidn de los radios inversos (inversion) **).

*) Véase [7], cap. IV, § 4.
#%) Véaze |71, cap. IV, § 4.
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Este pardgrafv conliene solo problemas semejuntes que puedon ser resueltos
mediants el método de imégencs.
8i la funcién de manantial ¢ (M, P) es conocida, entonces la solucidn del
primer problema de contorno para la ecuacidn

A= = F en T (4)

con la condicién de frontera
uly = f (5)

puede hallarse de Ja forma integral
a6
u (M) = ~25 1(P) 5=

““”*,FY G (M, P) F(P)dTp, ®)

9G )
donde T}Tvs la derivada de la funcién G sobre la frontera T tomada en direc-

cifm de Ja normal exterior a X,

La mayoria de los problomas de cste pardgrafo estin tomados de la elec-
trostitica. Cominmente, ademis del potencial del campo, se intercsan de la
densidad superficial de las cargas inducidas sobre los conductores y también
las capacidades de los conductores. Introducimos las nocionos necesarias.

La densidad superficial de las cargas sobro ol conductor de superficie S,
colocadas en un mncri(‘o con constante dicléetrica e, es igual a

= _"ni':_t" (j_:)a'

donde n e8 Ja normal exlerior a la superficie S,
La carga completa distribuida scbre § se da por la integral

:'=j50d$.
8

La capacidad del conductor § se delermina ogin la férmula

C= .

9~

donde V' es el potencial del conductor S.
Para la regidn bidimensional 1 con frontera L, Ia funcién de manantial
G (M, P)se determipa andlogamente
L_to(M, P), @)
Tap
Gip =0, (8)

donde v (M, P) es una funcién arménica regular en D, es decir, on este caso
la funcién € Licne singularidad logaritmica en el manantial.

6 (M, Py= ".;:T In

1. Funcién de manantial para regiones con fronteras planas
35. El potencial de la carga puntiformo e es igual a

n=¢ (f—iw‘—t—) . 1)
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donde

ro=MP="\ {z—EP+ (s —n)*+ (z—0)%,
m=MPy =1 (@—ER+ (1 —1)"~+ (1 L)%

M (z, y, z) es el punto de observacién, P (§, n, U), el punto en que se encuen—
tra la carga ?w Py (E, v, — L}, su imagen on el tmagen plano z =
La dens dad de las cargas superficiales

e (6_“) I 4
T A VP2 Ja=0 0 Za (@Bl (y—n)t L
La carpa completa distribuida sobre el plano z=0 ea ipual a
ah= q Sodzdy=—g.
e

La funcijn de manantial del primer problema de contorno para la ecuacion
de Laplace en el semiespacio, evidentomente, es igual a

G(M, Py= - (_:;—:_1) . @

y la solucién del primer problema de contorno en el semiespacio z = 0 so da
por la férmula

oo

{ 2z
—_—— E a
u (M) =—= L{ =5 =i | & m dkdn. 3)

Solucisn. Rellejando especularmente en el plane z = 0 la carga e sitvada.
en el punto P (§, v, &), obtenemos en ¢l punte Py (E, v, — {) la carga de mag-

nitud —e; =u potencial en el cepacio no acotado es igual a —-ri. No es dificil ab-
1
servar que
1

Tp

s .
=0Ty o= ERE (=) T

Ta 1 4z=0
es decir, las cargas ¢ (P) y —e (Py) se compensan entre si sobre el plano z = (1.
Por eso, utilizando el principio de superposicién, para el potencial buscado
tendremos

.
B | e ]
Ty L

La funcién de manantial G (M, P) corresponde a e =% . Después calculando
la derivada respecto a la normal

( oG _ Pz

3 )C=l-‘_ AT [(z—EF - (y—n) 4222

y utilizando la férmula (6) de la pég. 318, obtenemos la solucién del primer
problema de contorno

Au=0(z>0), ul_g="7(z 1
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36. El potencinl de la carga ¢ (Py) es igual a

o0
u=dneG, (M, D)= 3 [,’—n—:—"}, ()
n= =

donde

rn=1 (e—0%+ (y— )+ [z— 2+ LT,
rh=V E—Ert (y— NP+ [— 2l —OT,

la carga esla en el punto Py (E, 1, &), W (z, v, 5) vs el punto dc observacién,
La seric (1) y también las series guo se obtienen mediante la diferenciacign
término # térnino de la serie (1) convergen wniforme y absolutamente cn la ro-
pidn 0 <<z < 1L
Solucién, Para construir la serie (1) se¢ deben realizar las reflexionos sucesi-
vas en los planos z = 0 y z = 1 (fig. -&0} v hallar la posicién de las imdgenes:
smanantialess y alesagiioss. Realizando la reflexion en ol plano z = 0, obtene-

mos la [uncién
Up=¢e (—1——--—1-)
o ra ra b ]
ue satisface la condicién de frontera =  para z = 0 ¥ no satisface la con-
icion 1 = 0 para z = I; realizando después la roflexién en el plano z = I,

oblenemos
o[k,

de wodo que w; = 0 para 2 = I ¥ u; == 0 para 2 = 0. Contiuuando este proceso
do reflexion alternativa en los planos z == 0 y 3 = I, Uegamos a la serie (1).

Teniendo en cuenta que con cada reflexién Ia carga e pasa a la carga —e o,
inversamente, no es diffcil establecer que las coordenadas de las imdgenes se
expresan por la formula

+etn=2n+41¢,

—eth =2~
donde u son Jos numeros enteros que toman los valores enteros enlre —oo y oo,
Utilizando el principiv de superposicion y sumando las ucciones de todas las
imdgenes ¢ (P,) y —e (P5) v la carga real ¢ {P), obtenemos la serie {1).

cmostremos que esta serie converge uniformemente. Para eso examinamos
su p-Gsimo  término

1t
n h r;‘ -

Utilizando el teorema del balor medio, tendreinos

ﬂn—_-zt[-% (%)]C:{"= 2C[=—{E_2£;IS+Ct)] O<i*r<l),

de donde se deduce

2 2
|ﬂni<'—'—£-(rz) < Brn—1¢1 =bp,

dudo yue §* << |z—§* <! y por consiguiente
=V E—0iF (y—nP+[a— @l FTIPE > @n—1) L.
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F’; L

AEnL)

Pole-t) *é/

Z2==

p_; b
z=-21

1

i

1
-1

Fig. 40

o«
La estlmacion obtenida demuecstra que la serie Z an converge uniforme

f=—o0
oo

y absolutamente dado que la serie mayorante 2 bp converge,

Th == OO
Demostremos ahora la convergoneia uniforme en la capa 0 < z << I de las
series qué se obtienen mediante la diferenciacién simple y doble término a tér-
mino ¢ la serie (1).
shmamos las derivadas

T D Bt
36- ['r—t:‘-) ‘Q, 1“, ___H____z—(zrz!—i} ' dado que z.—____(z:":_m l-l::f,
( ] -j__{ z—{2nl+§_ =3[z—(2n£+(,)|’ A

a: r .I"?, r;'!

g2 1 . 8 1 ’A
e (:) |<ta=
21-0941
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Yeniendo en cuenta despuds las desigunldades rn>[nll, rp>>|nil,
oblenemos

day 2 g 8
T | <HEU | |< e

de donde se deduce la convergencia absoluta y uniforme de las series
o o

oo o
da da =
3 =y gy —a—‘f—, dado que las series 2 bty E p¥  con-

Ti=~—00 ” N=—00 n:-—m n=-—0oo
vergen. Andlogamente se demuestra la convergencia uniforme de las series
-] oo =] oo
2 dan Z 00;1, Z (?zan 2 3“,7
e L5 i,
g dy ' dz? 7 ayt
n=-=os A==03 N=w00 n=-—oc
De esta manera, la serie (1) so puede diferenciar dos voves,
Por eso la serie (1) sin el término — en todas partes de la capa 0 <<z <<l
3 . r 3 ‘. Il
salisface la ecunacidn de Laplace, dado que sus sumandos satisfacen esta ccuacién.

El primer término o da la singularidad necesaria en el manantial,

L . . .
37. Las componentes rectangulares del campo eléclrico son iguales a

Egem— 4;:0 2 ";_z“ (Ti,._"*_%) »

Th=s = 0
I m d 1
1
s Mo I e 1
Ey 4na E &y(rn+r§,)’ M
N=-— 0

P oo g o d
Bt D )

donde o cs 1a conductibilidad del medie; 7, Ja potencia de} manantial de la
corriente,

2)

rn=1 E—EPFg— )t F— @i+ LT }
rh=1 E—Br+ (y— e+ — @ni—D%

Las setics para las componentes del campo By, E,, E, convergen uniforme y ab-
solutamente y representan las funciones doblomeénte diferenciables, por consi-
guicnte, que salisfacen la ecwacién Aw = 0 exceplo el punto ry = (x=E,
y = W, 2= L), en que tiene la singularidad necesaria

Be = g () oo Bem =gy 3 () oo
B 5 ()4 ®

Indicacion. Cada comgoncnto del campo E., E,, E, satisface la ecuacién
de anllnum de modo que AE = 0, y tiene la singularidad exigida (3) en cl ma-
nantial.

Para z = 0 debe cumplirse la condieion

E, = 0. )
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Colocundv los manantiales de potencia 7 en los puntos &, = 2al — [ y
fa = 2nl 4 I, sumamos los campos de estos manantiales

oo

I i 1
E=— o Z grad (-f:-’-?) (5)
== —ma

La condicién de frontera (4) se cumplivd dado que
—{(2ni+ D

LR et
9z \rn ) le=0" 02 AP0 Lm0 ((x—EF+ (y—n - Rl OEFPE
La convergencia uniforme y absoluta de la scrie (5) no ofrece duda, debido a que
9 {4\ _|z=(ni+D 1 A
| (&) H =% <<
donde 4 es cierta conslante.

Si en lugar de los campos de los manantiales, so suman sus potenciales,
entonces se obllene la serie

= O (st ®

o= — 00

que diverge, puesto que sus términos son positivos y de orden % .

La diferenciacion término a término de la serie (6) es posible dado que con
csto se obtienen series uniforme y absolutamente convergentes.
38. Se busea la solucion del problema de contorno

Au=10 dentro de la capa O<<z<1,

du s

Blame =0 B l—

con la condicién que en el panto P (z =&, 2 =&, y = ) el potencial u tiene
ta simgularidad

i 1
40 rp ?
o=V (t—EPF-+{y— ¥ + z—0).

El método de imdgenes da

u =

u(M, Py=

= 3 (A1), )

n=-oa

doude

=V E=8 (= lr— @l F (=D DT,
ra=V E=8" (y—m)iFle— @ul— (— 1" D),
Indicacidn. Loz wanantiales { y los desagiies —JI so encuentran rospectivas
mente en los puntos (fig. 41)
e=8 wy=mn z=1=2rl+(—1) 0",
r=E yp=1, z=1{F =2d— (=1 "L

21
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z=21
P b
\ Z=
P 48 1
Iy
z=]
% Mizy,2)
Anl)vs T2
7=0
ueroie
| 2=~
A, ¥e
¢ z==21
Py g

Fig. 41

La convergencia y la derivabilidad de la serie (1) se demuestra por
analogia con el problema 36.
3%'. La funcién de manantial puntiforme puesto en el punte P, (&, n, §)
con la condicién de frontera
du
(i), =0 “’

ge da por la férmula

. 1 1 1
G (z, y, % & 1 D= r_o+r_5__

_o b ~mi-n ds
2:5 V E=9 F —nr+ G+ £

donde
re=V E—EP+W—mF+G—0h n=VE—8+ @~*+GE+-Dh
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Solucién. El manantial e (P,) ¥ el desagiic —e (P3) dan sobre el plano
3 = 0 la condicién g—f = 0 para z = 0. En nuestro probloma -£ = —hu para
z == 0, Por eso buscamos la solucién en la forma de una suma de los términos,
correspondientes a e (Pg) ¥ —e (#;), y ¢l complemento de la forma v (z — §;
¥ = W, 2 &+ L), suponiendo
1

] 1
b= (70'+T;~)-+'U'.1~—§; Y1, 2. (2)

¥ % av av
Sustituyendo (2) en (1) y teniendo en cuenta que = ohtenemos

av 1 1 e
(a—;+-hv)mu=gﬂ—— == e

Resolviendo esta ecuacién y sustituyendo { por z 4- [, obtenemos
o0

et g [ S, @
6
1 T o — ds
=g | e *

e

40, u = ugy {z, y, 2, E Uy (2, ¥, 2, —E, M, 1}, donde es la
solucién del p;gbgema 36, o en Lia l'orr]‘:?a dmrrollada kK -

u=eﬂ§_m (Ti,T_“—rE#.'_';l,,"'";':') ) o
donde
ra=V{E—B Fy—nr+ z— @l + DI,
ra=V E=EF+ (y= )+ z— (@l =D,
=V &+ P+ y— P+ z— @nl+DT,
A=V EF R+ G— P+ —Eai—D) . @)
41, El campo eléctrico £ = —grad u, donde u = u (p, @, 2) es el potencial

que se determina por la férmula

oy 3 Y,

=0
donde

re=MPy="1 p*+*—2pscos [p— (p42ak} ]+ (z—1L)°,
rh=MP} =\ p"Fs*—2pscos [9— (Ruk—P)I+ (i—L)°,

L_"_:I'i
==
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M= M{p, 9, 2} es el punto de observacitn; P = [ (s, P, &), ¢! punto en
que se encuentra ¢l manantial,

Indicacién. Pasar a las coordenadas cilindricas p. g z, dingiendo el eje
z a lo Jargo de la arista del dngule diedro; con la reflexién especular el manantial
g6 repetird 2n — 1 veces, por vso el potencial buseadao puede obicnerse mediaite
la suma do los potenciales de 2n cargas.

Con la reflexién de la curga en los lados del dngulo diedro, todas sus imége-
nes se encontrardn sobre la circunferencia de radio ¢ que se encuentra on el plano
z = [, ep valor absolnto son ignales a la carga inicial y se alternan por el signo.

Las cargas ¢ sc encuentran en los puntos £y (s, 2ak 4, L); las cargas
—e cn los puntos P (s, 2ak — 1, L), donde % varian entre los limites de 0
an—1.

No es dificil ver qne Jas cargas de signos opuestos eslan situadas simétrica-
mente con respecio a los planos ¢ = 0 y @ = a. En realidad, a o carga Py
(@ = 2ak + ) le corresponde lu_carga Py p (9 = 20 {n — k) — ) simelrica
con respecto al plano ¢ = 0; andlogamente, a la carga P, (¢ = 2ek — 1) le
corresponde la carga £ ;44 (¢ = 2 (n — & + 1) — 1p), simétrica con respeclo
al plano ¢ = a.

Observemos que para & = 0 la [Grmula 31) da la solucién del piobloma 35.
42. El potencial de la carga e se da por

a suma
n-1
& n
=D (uss (s G 5 5 2ak+p, D—use (P, %, 5 5, 20k—1, D). g,
=0

donde uy, ¢s la solucién del problema 36, enya expresién en el sistema cilindrico
de coordenadas es de la forma

oo
1 i
wae (M, P)=ugg @, 9, 55 1, %, D=e 3 (=)
N=—o0

ademis

rn=1 p*~+s*—2ps cos (p—Y) = [z— (2l - D%,
rh= | (F+sT—2ps cos (g—)) + [s— 2l — D)

Para oo=xn oblenemos la solucién del problema 36, para I — oo tenemos
n—1 '
u= 3 luas (P, @, 2 8, 2ok, D) —uas (0, 9. %5 s, 20k—. G,
K=0
donde 4, os la solucién del problema 35,

Indicacidn. Rellejando la carga on los planos z = 0 y z = !, hallamos ol
potencial de la carga en la capa U<z ¢, deslpués de que en correspondencia
con la solucién de] problema 41 realizamos a reflexién sobre los lados del angulo.

43. La distribucién estacionuria de la temperatura se da por la férmula en
el sistema polar de coordenadas

n-1i

= 0 1 1y
i Py 1{%{.‘ (T—F r;, ;1

donde

ru= |/ P+ & —2ps cos |g— (2xk T )] 1 (z— L1,
ro=1/ p*+*—=2pscos [p— Cak—y)) - (z— 0%,
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¢ es ol potencial del manantial calorifico colocado en el punto My s, ¥, I
"= M (p, p, z), el punto de observacidn; cpy, la capacidad calorifica de una
vnidad de volumen.

Indicacién, La solueidn se busca en la forma
u=—0—~1-+v, Fy=rypg. =1/ PP ¥ —2pscos (p— ) 4- (2—Lp%,
cp Ty L]

donde v es la funcién armdnica regular en todas partes; la [uncidn » satisface las
condiciones de frontera de segundo género

(ﬂ) =,
g /=0, o
La [uncién v s¢ busca mediante el método de imdgenes andlogamente al
problema 41,
-y ._i)
e uwip )=V (1-%),

Indicacién. Se debe hullar Ya [uncién de manantial dentre del dngulo

mi=1 ¥
1 r
Gy, 43 8 W= 3 ln-r:-‘-
A=

{véanze los problemas 41-43) ¥ utilizar la foemula de Green

i}

t ¥
5 V [ —— arctg =
&5, ulr, y) (l arclyg ) "
Indicacién. Construir la [uncién & (M, P) para el semiplano

6ln v &y W= 022

La solucidn se puede obtener también de la solucién del problema 44, ponicado
alli @ = m y pasando a las coordeonadas cartesiapas x, !i

46. Si el eje z esta dirigido a lo largo de una de las aristas de modo que
la seccifm perpendicular esté en el plano (=, y), entonces el potencial es igual a

o o
¥ 3 et
= e e e —— }
Tmu Tan T o
e i mn an

donde

rmn =1 2= @ma FEF 1 v — Erb - P+ G—DF,
rhn =V Te—@ma —E)F+ [ —(@rb—M I — E—5F,
rma=V [a—Zma T E) P4 [y — @nb—M)E+ (z—L)F,
Fan=1/Te—@ma—DF T v - @m0+ WP+ G—F,

donde a y b son los lados del rectingulo.

I'ndicacién. Recubrir todo ol plano (x, y) por los rectingulos gque se obtie-
nen de la seccién del cilindro dade mediante c]]) desplazamiento de la magunitud
br a lo largo del eje y ¥ de la magnitud am a lo larpo del eje z. Uniendo cuatro
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de estos rectingulos situados dentro de la regién —a< x < a, —b y<b,
en grupo y tomando las reflexiones imparos en todas partes, ohtenemeos el primor
sumando de la suma de la serie. Desplazando todo el grupo a lo largo delcs
cjes x e y & 2am y 2bn, obtenemos los restantes términos de la serie,

47. Dirigimos el eje x a lo largo de uno do los catetos, colocando ¢l origen
de las cvordenadas en el vértice del dngulo recto, Entonces la solucién del pro-
blema se puede escribir de la forma

wizgy yy 5 5N D) = uge vy 2 B9, 0) —
— Hgs (=, ¥, 5 &, LT g)l (- g ¥V=zh

donde 4,4 es la solucién del problema 46 para el cilindro con la seccitén cuadrada
y ol lado del cuadrado es igual a a.

Indicacién. El plano z = y parte al ¢ilindro con la seccién cuadrada en
dos cilindros simétricos con las secciones en la forma de rectdngulos isésceles. Al
punto (§, 7, L} (n < &} de un cilindro le corresponde el punto (n, & T) simé-
trico del otro cilindro. Tomando la solucién del prohloma para el cilindro de
la_seccién cuadrada con los polos en los puntos simétricos, obtenemos la
solneidn buscada del probloma.

48. La solucién u = w{z, y, z) es de la forma

v=uy (r, gy 5 & 08 = ug (z, vy 5 & n. =0

donde ug (2, ¥, 2, & 1, ﬁ es la solucién del problema 46.
Indicactén. Sobre o plano z = 0 se cumple la condicién do frontera u = 0
es decir, las reflexiones en esto plano deben ser impares.
49. El potencial en el punto M (z, y, z) de la carga puntiforme colocada
en el punto P (&, n, L} dentro del paralelepipedo con los lados a, b, ¢, es igual a
1 1 1
“""2 Z 2 ["F' +ﬁ(¢§n;n

1 a7
Ly r
R e e hmn imm

1 1 i 1 1
i * s Thow + Thon  Tonm J’
Hma =V [2— ek +F +ly— @m+ )T+ [z — 2en 1+ D)7,
rion=V [#— @ak+E) Fly — (Cbm ) 12— Zon— DT,
rin =V E— Cak O+ (y— @ —P + (e~ @en— D),
Thimn =V {2~ RakFETF+ [vy— Cbm—m]*+ [z — @en + D)%,
rimn =V [r— Qak—E) "+ [y— @b — )]+ [z — (2en I )T,
o=V [2— Qak —E) P+ [y— @bm + ) [* - [2— Zen+ Q) %,
=V e =QCak—EFF [g—@m ) + [z —(2en~ D)2,
Timn =V [x—(2ak—E) 2 [y — Rbm —n) P+ [z —(2en—L) |7,
a, b, ¢, son las dimensionos del paralelepipedo; M (z, y, z), ¢l punte do observa-
cifn; P (E, m, {), el punto en que se encuentra la carga.
Indicacién. Eligimos el sisterna de coordenadas de mode que su origen se
eucuenire en una de las vérticos del paralelepipedo f: los ejes se dirijan a lo lar
de las aristas. Recubrimos este espacio por paralelepipedos semejantes al dado

mediante los desplazamientos segin los ejes #, y, z en ak, b y cn, vespectiva-
mente, donde a, b, ¢ son las longitades de las aristas a lo large de los ejes z, p, =
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Uniendo en un grupo ocho de estos paralelepipedos que estén dentro de la regién
—tg r<a, —bsy< b —c= 2z ¢y tomando las reflexiones impares sobre
todas las caras, obtenemos el primer sumando de la suma que representa la res-
guesta. Desplazando después todo el grupo segin los efes z, y, =z a las distancias
ak, 2bm, 2en, obtenomos los sumandos restantes de la suma.
La solucidn de osto problema es parecida a la solucién del problema 46.

2. Funciones de mananfial para reglones con fronteras esféricas [clrculares)
¥ planas

30. Sean: a, el radio de la esfera; e, la magnitud de la carga; 0, el centro
de la esfera; A, el punto do observacién; My, la posicidn de la carga (fig. 42),
entonces la solucién se puede escribir de la forma

dende
g = MMy, po=O0My ri= MM,

M, es el punto que esté en la prolongacién de OMy v se obtiene de M, mediante
la transformacion los radios-vectores inversos.

Solucién. La tarea con-
siste en buscar la fumcién ar-
mdonica en todos los puntosin-
teriores de la esfera excepto el
punto M, en cuyo entorno sc
puede representar de la forma

e
u-—-Tn‘—i—v (M),

donde v es el potencial del cam-
po de la induccidn, ademés,
sobre la superficiv de la esfera Fig. 42
u=0.
Para huscar v se debe utilizar la transformacién de los radios inversos
OM, - OM, = a3,
Colocando en el punto M, la imagen de la carga Hf,, eseribimos

gnnde e, 05 la magnitud de la carga on ol punto f;. La condicién u = 0 sobre £
a

—Ty

&=
L To

En realidad, examinemos los tridngulos OMM, y OM M,. Son semejantes dado

que tienen el dngule comin MOM, y los lades proporcionales .ol L
oM ~ OM,
\OM = a).
De aqui se deduce que

OM,  OM MM, . Da a e

V] —— T —— s —

oM oM, - MM, "’ & T T
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De esta manera sobre la esfera
r a

ry fo °
Poar eso la funcion
( 1 a 1 )
it== — e — —
T Po N
se anula sobre lu esfera; do agui se deduce también que ¢, = — = e,

i 0 .
51, La densidad de las cargas superficiales sobre la esfera es igual a
a—pj
4:1:1:“%,' v ToT TuMyr Po=Tony
donde O es el origen de las coordenadas; M, el punto de observacion; My, la
posicién de la carga; a, el radio do la eslera,

La solucién del primer problema de contorno Au =0 y =g = f (. @)
ge da por la férmula

o= —¢

1 2%
weme— | | =8 yas,
4n A arj
=
donide la integracion se realiza sobre la esfora, o
2n

n
wilpe; e gyt Yd & — o 7 (®, @) sen B df
SR LR (2% —2af), cos 7 pi)re '+ ) '
@ 1
donde cosy == cos® costy + sen € sen By cos (P — q).
Indicacién. La densidad de las cargas superficiales
o= 0,lg

donde D es la proyeccitn del vector de Ja induceién D = e£ sobre la direccion
de la normal interior; dado que en este caso & = 1 {el vacio), entonces

. . d ]
dno=FEqly 0 4n0= — - > L =_"'l
Rint |p=a dn lp=a

L]

A i - 5 i ?
donde P la derivada segin la direccion de la normal exterior. Los célculos
dan

R O -
4% In lpwy dmarg *

Para resolver el primer problema de contorno se debe utilizar la [Grmula

u(M)=—H (D) ?
E

d .
e dSp,

teniendo en cuenta que la funcién del manantial G es el potencial de la carga
puntiforme de magnitud o, obtenemos

u(M)=— j S u(P)lo (M, P)le=; dSp.
=
Hallames la densidad de las cargas superficiales

i 1 du
“Tdm an pma‘
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du

La derivada —
on

segiin la direccién n es igual a

= (%)-ww ()]

Caleulamos:

_‘i_(L s B A e
an N7 )/ a1 cosine n},
a 1 . 1 dry 1 AN
o (T} T an i DA
De AOM M, y AOM M, (véase la fig. 42) hallamos
AN @ /N ar—pf
o8 (rg, M) = Dar, s CO08(r, R}= Tar

: i a 2 :
Teniendo en cuenta 'la propercién r_::_— , después de las transformaciones
o

11

oblenemos ta {adrmula para o,
1
52. u=e (—u—L—i)
Lt | L o
{con esto se conservan las notaciones del preblema 50) y
PL = Topay-
Indicacidn. 8i la carga se¢ encuentra fucra de la esfern en el punto

M (py, %4, q), entonces su imagen, en virtud de la transformacion de los radios
inversos OM,-0M, = a®, estara en el punto Mg (py, By, o). Por eso

e C
H= 7;'-4'-# ;
La determinacion de C; se realiza por analogia con el problema 50,
53. La densidad de las cargas superficialos es igual a
pi—al
Arary

La solucién del primer probloma exterior de contorno para la esfera es dela
forina

o= —¢

i p}—a*
w——e H L ras
T

pi—a?
la*—2ap, cos.y + pi|*? f

u(pg. Ty, 4y =_£r._ do (@) sen O dit,

ey
St——

donde
cos y = cos ¥ cos & + sen & sen Oy cos (3 — ).

Indicacién. Compdrese con los problemas 50 v 5%,

54. a) u=e (]ll—r%-—ln-—}%) i

1 e 1
h) weg (]I‘I.I_'—1 A ]ﬂ--ﬁ;'-"ﬁ) .
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‘ ¢) La solucién del primer problema de contorno]dentro del circulo es de la
orma

2i
_ 1 a*—pj
g (Pos ol = T j @+ [E—Zap, co3 G — o) fiy) deg,
0
fuera del efrculo
4 & a 2
- pi—a
w tons =g | e B () ao,
i

dondo

f=u p=qa*
Aqui se adoptaron las notaciones siguientes: a es ol radic del circulo con el centro
en el origen de las coordenadas (el punto 0), ro = MMy, 1, = MM,, py= OM,,
f = OMy; My (pg, o), la posicién de la carga; 8, {py, qu), la posicién de su
imagen.

Indicacidn. Para buscar Jas soluciones de los problemas n) ¥ b) es ohvie
que se debe actuar del mismo modo que en el problema 50, teniendo en cuenta,
sin embargo, que en el caso plano ¢l potencial cerca de la carga tiene una sin-
gularidad logaritmica.

Haciendo ¢ = i‘; , obtencmos la funcién de manantial G. El céleulo de

las derivadas segiin la direccién de la normal gg lHeva a las expresiones

- J— ]
iﬁ‘ I =— 2:"1 aT‘.‘pL (la carga dentro del circulo),
p=a 3
: _ S
;ﬁg g 2:115 t ,-u“ {la carga fuera del circulo).
< 7

35. a) Para la semiesfera situada sobre el plano z = 0 (en la regidn z3= 0)
la funcién de manantial es de la forma

G = Ggo (M, Mo} — Ggo (M, M), 1)
donde
1 1 a 1
TR (....._._._
“=%n A\ Pe 11 )
{véase el problema 50), M; {pg, 5 — Oy, 3.,), es ol punte simétrico al punto
My {ps, o, 9o} con Tespecto al plano 2z = 0 (fig. 43).
Para una cuarta parte de la esfera (fig. 44) acotada por los planos z = 0
¥ =0 y la suporficie de la esfera tenemos

G = Gyo (M, Mo} — Gy (M, M3} + Gyo (M, M5) — Gyo (M, M{"), @)

donde M&(Po- By, ?n}; Mg (pgy 7 — Do, g}, Mg (poy @ — By, 7 - @)y

M (poy ey 1 - qo) son las posiciones del manantial y de sus imigenes.
Indicacién. a) Exigiendo el cumplimiento de la condicién de frontera u = 0

sobre la esfera, obtememos Gy, {M, M,); para satisfacer la condicién u = 0

7 ] .
para z = { es necesario colocar en el punto M/ la carga —7z Vs Tespectivamente,

en el punte M{, la carga +{i? le que nos da —Gy, (M, M),
b) Para satisfacer las condiciones u = 0 para x =0 y z = 0 (sobro los



IV, Ecuaciones de tipo eliptico 333

lados del &ngulo diedre de magnitud g) es necesario colocar sobre la esfera de

radio pg los manantiales en los puntos My, Mg, M. La reflexion en la esfera da
las cargas en M,, M{, Mj, M{"", a rupgndoiaa, obtenemos la férmula (2).

56, a) La funcién de manantial para el primer problema interior de con-
torno para el semicirculo 0 < @< m e8 igual a

G {p, ©; Por Po} = Gaa Py Pi Por Po} — Gos (Pr 95 Poy 20 — Gay )
dondo
M 1 ol
GJ‘_W ln-aLruz—

{véaso el problema 54).
b) Para laTcuarta parte del circulo ﬁg.qu;? tenemos:
G (py @i Por Po) = Gaa Py 5 Por Fo) — Gpy Py ®5 poy 21 — @) —
— Gyy (Pr 93 Par T — @o) = Gy {0+ 05 Loy 1 o). (2)
¢) La funcién de manantial para el sector p<<a, DS @ = ;: es do
la forma

n-1
G(py B Por Po)= D) 1Gsa (P B Po, 2+ Po)—Cus Py B Por 2hc—o})s (3)
he=0l

D?g;l ui, en psrzl.)icular. de una vez obtenemos las férmulas (1) (para n = 1)
¥y n= 2}

Solucién. ¢) A fin de satisfacer la condicibn 6 =0 parap =0y o=«
colocamos 2n — 4 cargas sobre la circunferencia p = py, en los puntos g, =

My

Fig. 43 Fig. 44

= 2ko. - @y las cargas positivas y en los puntos gf = 2ka — g, las negativas,

después de que realizamos la reflexién do todo el sistema de 2r cargas en la

oslera p = a, es decir, colocumos las cargas de signos opuestos on log puntos
2 .

p=p = E,IF’ @ = P, (las cargas negativas) y p = py. 9 = @y (las cargas posi-

tivas). Agrupando las cargas de dos en dos en M(¥) {pg, @z) ¥ MG (py, P}

y sumando sus aceiones, obtenemos la férmula (3).
57. El potencial del campo excitado por la carga puntiforme e, colocada
dentro_de la capa eslérica a < p<< b, s jgual a

S P (%ﬂ--—--’ri—) ; M

n=(
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donde M {p, ¥, q) es el punto de observacién; M, (0o, B, @), el punto en gue
estd la carga inicial, r, = MM, rp = MM}, M, (P, 0o, @) ¥ Mplph, B0, o),
los puntos en que se colocan las cargas positivas e, vy las cargas negativas —ef,
ademdés

— (—%)h para n=2%,
n=

(~:—)H{ para n=32k--1,

2

. (%)a% para n=2k, s
’ (%)h% para n=2k-1,

(:—:)kp‘, para n=2k,
fn= (:—:)h-npu para n=2k4+1,

at b o o (@)

(b_s) -5: para r=2%k,
Pn= B vk Bt

’ =2k 41
?) s para n=2%k--1.

La serie (1) converge uniformemonte y absolulamente.

Solucion. Todas las cargas e, ¥ e estardn, obviamente, sobre el rayo ¢ =
= (g, # =y, sus posiciones sobre el rayo se doterminan por las distancias del
ceniro py ¥ pn.- Al determinar ey, en, py,;, pa tendremos en cuenta que 1) la posi-
cién de la carga se determina como resultado de las reflexiones sucesivas en las
esferas p = a ¥ p = b mediante las transformaciones de los radios inversos en
laz cuales gppn = a* 6 p,p,; = b2, 2) con cada transformacion la magnitud de

- i
la carga varia en —— & on ——  veces.
3 Po

a
Sea ¢;=1 la carga en el puntoe M,. Con las primeras reflexiones en las
3
csferas p=u y p=-b oblenemos las cargas .-,-;,=-5.. ¥ e,’-=-p— en Jos puntos
0

. Pa
Py = —':i vy pi= E:_ . Construyendo después sus imdagenes, hallamos e; =
B e, & ., e b b a®
i Eg=— ¥ e,=-5i- ej=-- en los puntos pl=-p—6-=a—._,iln Y P==p—;=
=%~i'0<

Continnando los razonamientos, vemos que las cargas parcs se cucuonlran
dentro de la esfera p = @, y los impares, fuera de la esfera p = b. No es dilicil
por ego eseribiv las fSrmulas reeurrentes

b a
Cahe) == Cuhors ol =p fahos (4)

b2 a®
Paray =—p Pahoys Pan = 7 Prha (5)
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y las férmulas andlogas para e, 0oy, €515 Papg- De aqui encontramos
las expresiones (2), (3) para e,, €5, Pn, Ph. Sumando los potenciales

en ey
T ¥ s,
obtenemos la serie (1).
Examinemos el término general de la serie

__en en

fn= e — 2

n '

para n suficientemente grandes. A través de los punios OM, M, Lrazumos el
plano; sea n = 2k De AOMMy hallamos L

rop=V I"'Z'H’%n — 2pPyx COS P,
donde

0 pg—ri

tos y= Zo0,

Andlogamente hallamos

7=V P+ (1) —2PPly, 008 .

2k
Dado que pyp= (%) Py = 0 cuando k — oo, enlonces
;]im Fan =0, ’Iim ron=p.
b
Po
1 , & a yh i
lganl 'ﬁch—T({ -r-g) (_-')_) F (6}

Sea n = 2k + 1. Dado que py,yq = b, pig4q > & ¥y para k — oo crecen infini-
tamente, entonces

k
Por otra parte egp= (_a_) =0, ey =eu — 0 para & -» co. Por eso

b

Lo 4.4 (a):u»z 1 1 m (a)zk+2
Taksa 2Pana1 200 \ O Toptt 20044 24t b .
por otra parte
{b LR , b yh+el g
wam(E) e wa=(3) T
de modo gue
,
fahey Cap4d { a a \k
|2aheg| < ~2h2E g 2R4L -._(1 _) (_) 5, 7
gl <= Trert = g l U™ B (M

Do Jas estimaciones mayorantes (B) y (7) se deduce la convergencin uniforme
o

y absoluta de la serie 2 - Su derivahbilidad se demuestra andlogamente.
=0
Loy casos limites:
a) para a — 0 todos losz términos de la serie (1) se anulan excepte dos:
L

Ty !
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como rosultado de que obtenomos la solucion del problema interior de contorno

para la esfera
il ee (L__"’-_'_)
B o P 1]
(véase el problema 50);
b) para b —+ o obtenemos:

. (_L_.ﬂ_ _1,_)
Ta Po To
que es la solucién del problema exterior para la esfera (véase el problema 52).
58. La funcién de manantial dentro del anillo se da por la férmula
=-3 -]
1 ealn _ 14 en o eh
«(M, Mn)‘zz_n uln—m-:‘—-—-w-z-ﬁ—-z (ln-;n—- IHT;‘-), 1)
Tl el

donde

M=M(p, @}, My=M p, ). ra=MM,,
Th=MMj, Mn=M (pn, ®o}, Mp=M (P}, o),

Ln]s magn!?ludes €nsens Pn ¥ Pr 86 determinan sogin las férmulas (2), (3) del pro-
2ma .

La serie (1) converge uniforme y absolutamente, al mismo tiempo que las
geries quo se obtienen de ella mediante la diferenciacién término a término.

Los cnaoda limites:

a) &=

U=l =e (ln —L—lni—i,—) (véase el problema 54a);
Fo T

Po
b) b = oo,

1 a 4
U=lgp=¢ (in ?__]HE“;{') (véase el problema 54b),

59, Bi la carga estd en el punto My (p,, %9, P}, entonces el potencial en
presencia de la esfera cargada

€ ea 1
w(M, M) =_J‘L+_pr7+ Bg,

donde wsy = e (rl — pir—i )es el potencial do la carga puntiforme en pre-
sencia de la esfora p'uossn a tierra (véase el problema 52), M = M (r, ¥, p),
fl punta de ehservacién, Mo (po, ¥, o), €s ol punto on que estd la imagen de
a carga,
2
p‘,:-g-l.., ra=MMy, r=MM, r=0M.

La densidad de las cargas superficiales

| ea e pi—a®
Oy (81 5z T) i _5?’:__%_!- Otnd.,
2 nl
donde amd_=2;—a- (T;IT_Q_I;'-}TL) es la densidad de las cargas inducidas.

Indicacién. La soluci6n se dobe buscar de la forma

w= U+ tgay (1)



IV, Ecuaciones de fipo eliptico 337

3 v .

donde 7 = dT s cl potencial del eampo generado por la eslera cargada hasla

el potencial V. l'ara determinar V se utiliza la igualdad

-x du o ’ g Mgy
4:191_-—5 5 -a—;dS-—iimﬂ “y des_ 2)
5 &
Mediante la férmula de Green
v b G .
v (i By o) = 53_\ —y s

y la relacién
gy = 4neGy,
obtenemos:

ner (py, Ty ) — H %‘-‘L ds,
s

donde v es la solucion del problema exterior de contorno para la csfera § cou la
condicidn

vl = 19
que es igual a

v (py. Ty, @ |=L'
(Pre Ty W) o

La férmula (2) da
B]='{11' —:—’_ {3)
De agui hallamos ¥

2 L
| CEES T .S
a +f'1

3. Funcién de manantial en medios heterogéneos

Si las caracteristicas del medio (g, u, &, ete.) sufven una discontinuidad
sobre cierta superficie, entonces sobre esta superficie se deben camplir las con-
diciones de conjugacidn. En ol caso electrostitico tenomos:

Ly==1u,,

- (Bu) g(au)—-iﬂ.

® \'7m Y e M,
donde n es la densidad superficial de las cargas libres, las cifras 1 ¥ 2 correapon-
den a los valores limites por las partes exterior y interior de la superficin S;
7 siguifican la diferenciacion segin la direeeioén de la normal. Si D = eE s
el vector de la indueceion cléctrica y B = —grad u, enionces la segunda condicién
significa que

Dy, — Dy, =4,

8i no hay cargas libres (3 = 0), entonces

. (ﬂ o ((Iu
1\ %n )1_?': an )3'

Deduciremos la férmula paru la densided superficial de las cargas sobre la
irontera de separacion de dos medios con constantes dieléctricas e, y e, (fig. 43).

220841
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De las ecuaciones de Maxwell se deduce:

Egly— £ = 4o

Examinando el elemento infinilésimo 48, tendremos
E;,'; =280+ E‘g'l‘,
E,;:; = ."f;f" =ino— I:';,’;"
donde Zi'y Ey son los valores limites en el punlo #f de la frontera 5 de las

proyecciones de fos vectores E(1) y E(?) sobre las direcciones de las normales
interiores ny y ny; E;{"" el valor de ERY en el pmto

n M, es drcir, sobre la superficie misma.

£ De la segunda condicién de¢ conjugacion
€y (200 + En)) e, (200 — Eny) =4y
“ M obtenemos
" = H.z—;jﬂz F 2:!8(281_:192} ;'ln;'
Fig. 45 8i no hay carga real sobre la superficie, entonces
PRI a4 Tar

20 (g —gy) M

Sustituyendo aqui el valor £ sobre la superficie S, podemos determinar .
60. Si la carga estd en el punto Wy (2, 1, ) del sewiespacio z = 0(% = 0),
entonces

=t (L Br—ts -l ) AR sEe i) e=g,)
y e \n Unee T ¥ — : e )
el 1 part z=Il)  (#=gy),

= .S
FT ety 1
donde

ro=MMy=|/ @z —5F L) —nfE(z— 0P,
rg=MMi="V (@—EFF (r—m*-F (z + 0%

De la férmula (1) se ve gque el campn en una regién ¢on la constante dieléc-
trica g es tal como si todo a[]l espacio estnviese lleno con el dicléetrico g v en el
punto reflejado M (%, m, —L) se encuentra la carga adicional

1 B1—Fg

o=
L3

L

El campo dentro de la regién e, coincide con el campo de la earga
o 26
T e teg £

que estd en el punto M, si el medio es homogéneo ¥ & = ¢,.
La densidad de les cargas superficiales inducidas sobre la frontera z = 0

esigualacr=e‘,2u?.
o
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Indicacién. La solucién se debe buscar de la forma

e 1 ey 1
s -;u—+ 5 10 (2)
e 1
Hy= & 1o’ 3)
donde ef ¥ & son unas constantes que se debe determinar.
Las condiciones de conjugacién
duty My
wy=uy B —52_=E'2 -a—z‘- para  z=0
dan
28, . Ey~—Ea
&y = & &g = =
et ' " £ 42

La densidad de las cargas superficiales es igual a

PO | b » N
= e Tey) n “

donde Ef) es el campo primario de la carga e para z = 0 que estd en el punto
M, que es igual a

o= = (5)
donde

=V E=0F =0
De las formulas (4) v (5) se deduce:

B —E, ¢ 4

e = L R i
e (Brte) 2 2nry
La carga sumaria indaocida sobre el plano 3=0 es igual a
0a

eg=2n S ocpdp=
0

o=

By —Eg

e LR e.
2y {81+ ey)

61. El potencial del campo eléctrico excitado por el manantial de la co-
rriente eléctrica I colocado en el punte Mg (0, 0, () es igual a

g (e 3 g lktm]l W
A=—00

™
=0}
{en todas partes de la capa 0 << z << /), donde
r=Y 2+ E—0% =V + ¢ + E—@rhrOR,
A=V BT F = @h—0F, In=x"1, r'=VEL@+E+05
L

K=?-1.+_Ug‘ |7 =1-

2%
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8i L = 0, es decir el manantial estd sobre el plane z = 0, entoncos ry, = ryf ¥ ol
potencial es igual a

a0
E .. I Is
= Ino,r ' 2no, 2 rn?
ne=—co
(ne=0)

donde

=1+ (z—2nh)?, r= 2ttt
La densidad de la corriente para = 0 es igual a

N 3 win
I*= T T Ia [P anieore 2
~

fl=-—n
™

- i E yin

W gy T Im 105 + 4=z irE
Nuem — o

fz=0.

Indicactén, Se exige resolver el problema
Auy=0 para O<<z<<h, Aug=0 para =>4,

Uy = May 1 4
du du para s=h, u= — para r—+10,
a, 7;'-*:0, 6: 4no, r
du ”
dzl =0 pura z=0, 20, p==0 (rz=0).

La ultima condicién gignifice que la reflexién en el plane z = 0 sord impar.
Para realizar la reflexidn en el ;;‘a:to z = h se debe utitizar el método de la solu-
cién del problema 60. Hay que tener cn cuenta también gue para la construceién
de la solucidn dentro de ia capa 0 << z << h no es necesario caleular la golucidn
en la region z = h.

3

e il .
Para satisfacer la condicion de frontera | =2 = 0} vs necesario colocar

-0
en el punto M (0, 0, —0) el manaatial de la corriente eléctrica 7. Pura que
se cumplan las condiciones de conjugacién para z = h es preciso ahora colocar
en loz puntos M (0, 0, 2h — ) ¥ M (0, 0, 2k -+ 1) los manantiales £, = »l.
Pero con eso hemos queh:-anta(ru ﬁls condicivnes para 3 = 0. A fin de satisfacer
la condicidn para z = 0 es necesario coloear en log puntos M (0, 0, —2k 4 §)
y M (0, 6, —2h — {) los manantiales de la corriente eléctrica 7,. Pero con
eso infringimos las condiciones de conjugacion para z = k. Continuando este
nro:.:os(t;,‘] podremos satisfacer a todas las condiciones de frontera solo mediante la
Berie f

La convergencia absoluta y unilorme de esta serie y también de las series
derivadas se asegura con la condicidn

I»n] <1,

Utilizando la férmula j = — o grad 4, no es dificil hallar las componentes
de la densidad de la corriente 7., j,, j, para z = 0.

62. El gotoncial arriba defl plano z, z (y > 0) es igual a la suma de los po-
tenciales de la carga misma e ¥ de sus siete imagenes situadas del modo siguiente
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(fig. 46):
e en el punto M, (x4, war 2). —e en el punte M, (—zp, ¥, zo),
e en el punto Mg (rg. —yps %), —e en el punto M{{—zxy, —un, 2),

—ce en el punto M, (c®xy, c3yq, c2zy), —ce’ en el punto
M; (P20, —cyo, S20),
ce en el punto My {—c%rg, c*ya, ¢325), c¢’ en ¢l punto
Mg (—c®zp, —yoy o)y
donde
Bg—8y

e
£y 8y

=] z
— SRR NN
&
N
\
N
N
NN
Fig. 46

EI potencial dentro del dicléctrico para y < 0 se puede obtener, utilizando sélo
las imdgenes en la regién y = 0 y sustituyendo e por la carga

= 2eq
Teite
63. El campo eléctrico excitado por el manantial de la corriente eléctrica
que estd en el punto M, (0, —k, [}, de potencia [y, es igual a
Ty 1 1
17 T, (r_a_'—?)'}'
donde

ad,—dy Ts ( L 1

G140y 430, \rn l?} par. B0,

o=V &+ GTEEFE—0% =V @+ TR+ 0P,
n=V FTG=IFFC=0% r=VF TG TGTo
La densidad de la corriente para y==0, =0
_ 5y0,d, z 00,4, z
SRR 7T AE e AR T R N ER U
de modo gue

fflmeitie B Hui/ETR,

©Fogn 70° s
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64. El potencial del campo fuera de la esfera es igual a
e ’
=5 o (-),
n=1

donde ¢, y e, son las cargas las magnitudes de que se determinan segiin las férmu-
las recurrentes

8 0—pPukay o c—Qine
& e ———— 2, 4 T e—— —
2h41 2h=1+ 2k+2 zh
b P2k b Paket i
’ a "_'p‘:FH-I ’ ’ 2 C—Pohyr
ek T e—— eﬂk-l eih 2=—-----—|--—|.-egh_
B [T 5 % b Pakar

Estas cargas estdn en los puntos (fig. 47) M, (pn, To. Qo) ¥ My (orls ©r @)y

Fig. 47

donde p, ¥ pj se determinan segin las férmula recurrentes

(e?—b?) pop_y—aZc (e~ b%) pap_y —ac

Pak+r = l’P-}h—l_“z 3 Pi'ln-r—_— ﬂP;,k-l._ae ]
Doy i EAC—TO3R) PO PPN ol o . 1.1
2k = ¢ (6—pap)—5° ? 2he2=— ¢ (e—pan) —b® !
ademds
pr__ﬂ’_ ¥ 8 (c_pﬂ}_62 — G(G—P;]—bg
T Mt o—py ¥ Pt e—pg ?
eG=e o=t ey = i e &= €
9= & 0"‘—;" 1 I."'c_nu ' ey {-‘Pa—az L]

Tn=V P FPh—2ppn COS tn,  rp=1/ P PR —2Ppp COS L,

donde oy, es el dngulo entre OMy, v QM O, el origen de las coordenadas; Mo,
la posicion del mapantial; M,, el punto de observacién.



IV. Ecuaciones de tipo eliplico 343

§ 4. Méiodo de separacién de variables

1. Probl de torne para el cireulo, el anillo y el sector

65. Si sobre la frontera del cireulo de radio ala funcién buscada u| p=a=
= f (¢}, entonces

Ao i n
v (p, ¢)=T+Z (‘E‘*) (4n cos ngpd= By son np) para p<a, §))]

e |

donde 4,, B, son los cueficientes de Fourier para la funcién f () iguales a
2n

1
Ap=—- S;ws cos nfde  {n=0, 1, 2, ,..),

=

2)

x

3

{
Bn-=-:[F .\ jlg)sen ngdg  (n=1, 2, ...). }
il

De’la férmula (1) se puede obtener la reprosentacién intogral de la solucién del
primer problema interior de contorno para la ecuacidn Jde Laplace dentro del
circulo (férmula de I'oisson)

e 1 a?—t
up, gy= Prg i p*—3ap cos (i —)

FOpY dip. 13

T s“

Solucidn. Se oxige hallar la funcidn u (p, @ continua dentro del cireuln
O o< o que satisface la ccuacidn

1 8 auy , 1
+% PE) tr = @

dentro de este circulo y la condiciém de frontera
ulp=g = 7 (@) (5)

donde f ez una funcién continua dada.
El problema se resuclve mediante el mélodo de separacion de variables
{véase [7], cap. IV, § 3). La solucién se busca en forma de suma
o

Wiy, 4= ua (o, 9.
n=>0

donde
up (py §) =4n (p) Dy (),

[ nl
e @={ gunt Rnm={"% } (®)

o
66 ulp, D=t D ()" (hn cos mpet B son n, (1)

=1

donde a es el radio del circulo, A, y B, se determinan segin las formudas (2)
del problema 65,
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Indicacién. Se exige hallar la funcién u (p, ¢) que satisfaga la ecnacién

1 @ ldu 1 3% 2
£ o (p?f)')-i-fﬁ_d_!;f_n fuera del circule,

la condicién de frontera ] =, = j (@) ¥ la condicién de acotacién para p — .

La solucion se busca mediante el método de separaciéon de variables. De
la condicidn de acotacién en el infinito se dednce que ¢, = 0 y obtenemos la
solucién particular de la forma

tn (P, = (—:*)n (A cos ng~f= 7, sen nig)

La solucién gencral se da por la serie
oo
vip, e D) up e, 4
n=0
Utilizando la condicién de frontera para p = a, llegamos a (1),
] (:;?. a) La solucién del sequndo problema interior de contorno para el
circulo s

vl ‘]‘I
w(p. q)= E, a1 (Ap cos ng+ By sen ag)+ Oy,
W= i

I 1a selucion del problema cxterior es

an+l
u{p, ¢y=— 2 pre (An cos ng By sen ng) 4 €., (2)
Pz f

donde Cy v 'y son constantes arbitrarias; a, el radio del civeulo; 4, y By, los coe-

ficientes de Tourier de la funcion 7 (¢) = ?il\‘ | p=¢i ¥, la direccion de la normal
exterior a la regién en cxamen. )
Indicactin. a) Se cxige hallar la funcidén u (p, @) continua sobre el circulo
O« p < a que salisface la eouacién Au = 0 dentro de este circulo ¥ la condi-
cion de frontera
L
v

_ =1
p=0

solre gu frontera para p = o y también la condicién

In
51 () dp="}%
[¥]

b) Se exige hallar la funcidn « (p, ¢} que satisface ln ecuacién de Laplace
fuera del cireulo de radio p = e, la condicién de frontera
(2478
T e =1 @
y la condicion de acotacién para p — oo

La solucién de ambos problemas se busca mediante el método de separacién
de variables anélogamente al problema 65.

n A
68. a) u(p, §)= 2, ;T_—:%H_—m (An cos nyi 4 Bn sen ng)+ - - )

n=1
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346
z an+l "1ﬂ

B u o, @=—2 E—ahypn (An cos a9 Busen rid 4z, @y
=1

donde A, y By, son los coclicientes de Fourier de la funcidn f (g) que se determi-
nan segiin las {6rmulas (2) del preblema 65.
69. El potencial del campo elecirostatico es
Vit-V, Vi—V, 2ap sen @
i T arclg ]
{ para p << a (dentro del cilindro),
1=
Vit+Ve Vi —V,
[

1
i 2ap sen S
aretg = |

para p>>a (fuera del cilindro). )

Las componentes del campe E, v E, se calculan segun las [drmulas

du 1 du
Pl g tm
ap ?

i c.‘(}l 2
La densidad de las cargas superficiales es
S el O
an? sen oy "

Indteactén. Bl mélodo de separacién ie variables da Ja solucién en la forma
de las series

[ Vit Ve , 2(¥Vi—Va) % 0 k41 zen (24D g l
5 A P ( a ) 25+ 1 I
b0
u={ dentro del cilindro {p << a), } @)
Vi+Vy 2(V{—Va) ot a \+) sen k4D g .
T E: DY (T\‘) 2k +1
h=0

Mmera del cilindro (p = a).

—

Las serics que estén en la dervcha preden ser sumados st utilizamos la [6rmula

2h+1 3
Y = 1n_.!.+_’_ (3)
f—z
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En realidad,

Rl o0 oa
— ropn SEBCE+Up _ 1 Erktigtnty ERAtLo—l BRI
J*Eﬂ* T %yl o {hz TEF1 2 Zhrl
i =(}
Denotando

=5 =Ecos p-ifseny, "=te W=Ecos G—i sen g
y utilizando lg férmula (3), obtenemos

_— (142 (1—2z%) _ 1 1—E 4 2Eseng _
e e ey T—E—2tseny 2 2 g -

De aqui, en virtud e (2) ce deduce lu formula (1) (‘;:% para p<<a

PIR
G§=— para p>a).

" 70. a) Las soluciones de los problemas intoriores de contorno son de la
orma

1y u(p, q.:)zA—LL sen g,

3
2 wip, =04 Ep sem p—44 (L) sert g,
a a
/ (L 84 - P\ 2k cos 2kp
B step=dgany—a 3 (] oy
=1

b) Las soluciones de los problemas exteriores de contorno se dan por las
expresiones

1) u(p, np)-=4%sen«p.

34a
o

2') wip, ¢)=8+ sen ¢ — 44 (_g_)a san 3g,

P — 8A < [ @\ cos 2k
3y wip, r(-)--A-I;-senq'-———f—[—E ( )
=l

s Py
Indicactén. Ulilizar en los problemas 2) y 3) la férmula trigonométrica
sen® @ = 3 sen ¢ — 4 sen q.

71. Suponiendo quoe el flujo se mueve en el sentido negativo del ¢je z, intro-
ducimos el sistema cilindrico de coordenadas (p, ¢, z) con el eje z a lo largo
del eje del cilindre ¥y el ¢je polar a lo largo del eje z; enlonces la distribucidn
de la temperatura dentro (Iofcilimim se da por la férmula

ulp, @)= ——:—- P COS § 4 const.

e |

La condicidn \ @ dqg =0 se cumple; el problema tiene solucidn.
i
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T2.
W lps @Y= (ey+€2) 1{'1:(321-—33} Vg g 4V, —Va) S
£, 3
-]
E £ bt pEM L sen (2m 1) ¢
X 4 e B e 2md
m=t
para p<ga,
u(p, ¢)= (&4 €9 (Vi — Vo) +4e,Vy

(

Uy (P' q)= 48| +

on
2(V,—Va) (8 €0) PH*2 (e, — gy} @im*E
A a Zn (61 ea) D2 - (2, —ey) @' H o
Bl gen (2m4-1) q
X e “_éﬁ_—f%ﬁ para a-<<p<b,

Indicacién. Se exige hallar la solucién de la ecuacién de Laplace sobre el
circulo de radio e {u = u;) y el anillo e p< b (u = uy) con la condicién de

frontera

s _J Vi para O=g<na,
u’w‘(”"_{'ﬁ’a para a<Cq << 2n

y las condiciones de conjugacion

Iy =y,
duy Gty para p=a.

S

— L
Soluctén, Buscamos la solucidn u={ u‘ en la forma de la suma
2

u1-'——"’3+a;_, “3=1’2+;21

a

donde la funcién u= “1 o5 arménica y se cumple, para p=5, la condicién
- p

de Iroutera

g

. {L’,»-Vz para O<<mp<In
Hpt= 0 para 5 <G << 2m,

y las condiciones de conjugacién para p = a.
Suponiendo después iy = Ry (0) ¥ (p)y 22 = Ry () D (),

hallamos, como siempre, la funcion @ (g):

CO v
Dn (§)= {se: :.i,
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¥ para Ry y IR, obtenemos las ecvaciones

d dH, PP )
pW(DT)—nR,—O para O<p<a,

d 4R, .
p'_d'T:— [pr) —n*Ry=0 para a<p<lh

con lag condiciones de conjugacion
Ry (ay=Ryn (2), &1R{n {a)=2,Rn (a)
y la condicidn de acotacién de R,p (0).
Du aqui obtenemos:
C
RIH=A:I'!.ON- Hs_n=3npn+'ﬁ{'.
Las condiciones de conjugacién dan:
_2r
= PR RL

La solucién general del problema, obviamente, se puede escribir de la forma
oo

8y —
Cyy=a =2 1 a*n By,
By T B

- ; Eg—&8 o1
Uy (p, )= 2 (I‘“ + e-:--}- t__: :—ﬂ) (B, o8 ng+ By sen nq),
Ti={
& ad e, -
i (o, §)= D, Ty " (B cos ng+ Bp son ng),
0

donde Iy y By, son los coclicicntes que se determinan de la condicion de
frontera para p=h,

asny,

3. u=up, g= cos .

Indicacidn, Introduciendo el sistema de coordenadas {p, @, =), ligado con
el ejo del cilindro y el ¢je 2 a lo Jargo del cilindro, obtenemos para el potencial
de velocidades u = u (p, @) el problema de contorno

Au=0 para p>a, ——g;é i == U, €OS G.
a
3
74. v=u(p, )= ~—u, (p-{--fp—) cos @,

Indicacidn, Si ¢l [lujo se mueve a lo largo del eje x, entonces el potencial del
movimienlo no perturbade del liguido es

. Up = —¥pk = — g P €08 P,
Haciendo

. U= uy 4+ u,
obtenemos para & el segundo problema exterior de conlorno
A‘ =i -‘3; =
n= para p>a, 30 lpewa Do COS P
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75. a) Si lu esfera se mueve en la dirveceion del eje z, entonces en el sistema
de coordenadas (p, ©#, ), con origen en el centro de Ja esfera, ¢l polencial de
velocidades del liguido es

1 a*
u=u(r, ﬂ}z? ¥y — €08 it

b} Si el liguido se mueve en la direccidn negativa del eje z, enloncos

p=ulr, =0t (r—+—;T;) cus i,

Indicucion. a) Se exige hallar la solucion de la ecuacién
Au=10 para r>>a
con la condicién de frontera
du
W bRy
¥ la condicion de regularidad en el infinito.
b} Suponiendo
u=uy + l’;i
donde
Hg = Vg = ygr COS 0

ohtenemos para i el problema de contorno del punto aj.

Solueidn. ay Dado que la condicion de [rontera ne depende de g, entonces el
potencial tampoca es funcién do ¢, os decir, uw = u (r, #),

La ecuacién de Laplace para la funcion w (r, ) es do la forma

2 () 4 e (om0 95) =0

La solucién buscaremos de la [orma
ur, 0) = R (r) cos 0,
lo que da para R {r):
d aR
—_— ] - = % = -y
= (r m_) 2R=0, R’ (a)=—v,
Suponiendo R (r) = r9, hallamos
=1, 0= -2,
es decir, la solucién general de la ecuacion es de la forma H (ri=idr--
+% donde A y B son constantes.

De las condiciones para r=a ¥ eu el ivfinito (IR (r]l«:—j:i) oblencmos

103
A::{l' B:ﬂég_’
de modo que

" 5
It (r}=t;.,%-_

El problema h) después de tener en cuenta la indicacién so resuelve andloga-
mente.

76. Introduciendo el sistema csférico de coordenadas (r, #, ¢) con origen
en el centro de la esfera y el cje polar dirigido a lo largo del campo exterior,
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para el potencial del campo electirostitico £ = —grad u obtenemos:
3eq
= e | el
uy " Teuter rcosit  para r<a,
_ {e,—eg) a? 1
m,—.—En(r TP —rs)c-c-sﬂ para r>a,

donde a es el radio de la vsfera.
La polarizacién de Ja csfern es
_ 83 (ey—egley
b= £+ 28, £
¥ su momento dipolo,

3 (81 —E3) &g
2yt 2Eg
Solucién. Para determinar el campo dentro y fuera Jde la esfera se debe

resolver pira el potencial el problema siguiente.
Supondremos

p=-§~ﬁa3}"=a By yp==i-ldmy,

dond Uy = Uy + ;‘s-
onae
gy = —Egs = ~Ercosf,

Para delerminar iy ¥ u, se deben resolver las ecuaciones
Auy =0 para r<a, m:,—[) para r>a
con las condiciones de frontera

4
Uy — Uy == == f{ya cos B,

Ju a; para r=a
€y -a—ri----sz —a-ri_ —g,F,cos0

¥ la condicién de regularidad para ﬁg en el infinito.
La solucién de este problema, cs natural buscaria de la forma

wy (r, 8) = R, (r)cos ::, (r, 8) = R, (r)cos 6.
La sustitucién en las ecuaciones y en las condiciones de frontera da:
Ry 420 R ~2R =0, rAI42rRI—2R,=0, R, (a)—R,(a)=—ak,,

g1 1] (@) —8afly (2) = — ¢, E, mglﬁ‘—?:— para r—-oo,

donde M es cierta conslante. De aqui ya no es dilieil hallar R, y R,. Conociendo
los potenciales, es facil encontrar los campos By = —grad vy, B, = —grad u,.

El vector de la polarizacién clécirica Py de la esfera 3o determina por la
igualdad siguiente:

£y —ey) E
P,=( 1 4;3 '

Dentro de la esfera es dilerente de cero sélo lu compenente £,
ity 3z,

de modo que
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Por eso la polarizacidn de la eslera es
Py= 3y (K1 —ky) E
P A (e 2 T

361

77. Elegimos ¢l sistema de coordenadas de modo que el eje z osté dirigido

a lo Jargo del eje del cilindro, y el campo £, a lo largo del eje .

El potencial del campo dentro y fuera del cilindro se da por Iag férmulas

uy (p, )= —Ezq';’T' Espcosgp  para p=a

L Z
us (0, )=—Fp (p+2 T ) cosq  pars p>a,

#+8 @
donde « ¢s el radio del cilindro.
El campo dentro del cilindro es igual a
O
V=i Fe 0
y eslé dirigido a lo largo del eje z.
La polarizacion es
— feg—ea) By
Py (e1 420 Fa

el momento dipolo para una wnidad de longitud es
(e, —eq) 85

Indicacién. Véase el problema 76,
78. El potencial del campo fuera de la esfera es

P=na"Py=

a®
wir, ¢)=—F; (r—r—) cosf para  r>a,

si el origen del sistema esférico do coordenadas lo ponemos en el centro do la

esfera y el eje polar z lo dirigimos a lo large del eampo exterior £y.

Indicactdn. El potencial se debe re{:rosentar en forma de suma u = uy - %

donde uy = —Egz = —FEyrcosh es e

potencial del campo exterior. Para e

gutencial de Ta parte deformada del campo  obtenemos el siguiente problema

e coptorno:
A =10 para  r > a, ﬂnanwsB para
79, El potencial del campo es
2
=ulp, §)=—FE (—--“— cos g.
u=u(p, §) o (p—-) c0s @

La densidad de las cargas suporficiales es igual a 0 = 2E, cos g.

Indicacién. Véase el problema 78.

80. 8i
Ulpo=f(P) ulpp=FI(o)
entonces
o
B D
up, p)= Z [(Anp”+?7:r) cos np+ (C“p?‘+ p:

L

+ By ln p+ 4,

) sen nq!]-f-

(1)
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dande
JJRF“’—Q“,““ lf_,ﬂjlll)_aﬂ.f.‘r'lilaﬂbn f'“—F”
i X . A,,="__BL,
In 5
¢ _bnFE —a i i [ AT —an F ] anb® B EV Ina—7v In b
T AR gin ' = -y ' ] a ’
1u-b-

ademds [0, {1, Fpv', Fi*, =on los coclicientos de Fourier para las funcio-
aes f{g) ¥ F () iguales a
" 2= . 25
.f'gl'=2—ﬂS|‘i"F) dg, J'ht'mT 5; (Peosnpde  (n=1, 2, ...),
" I
n

g =% ﬁq,f () sen ng dg.

Las exprestones de F, son andlogas.

Solucién. Se exige hallar la solucidn de la ecuacion de Laplace dentro del
anillo @< p < b con las condiciones de {rontera ul,—, = f (§). Hly=p = F (27)
sobre su frontera. Utilizando el método de sepuracién de varsables y poniendo

ulp, g) = R {p) ® (g},
obtenemos:

B
R (p)=App" "'—p-:—' . R (p)=Ag+ 8, lup.
A diferencia del preblema para el eireulo, aqni so deben conservar ambos su=
mandos, dado gue ¢l punto p = 0 se cncuentra fuera del anillo.
Comio resultade obtonemos las soluciones purticulares de la forma
up (p, @) = Ao+ By lnp,

ity (P, g)l= (A,,pﬂ_|_ a ) cos .-ctp-f—(-‘."r.p“ -{-:?—::) SEN n{,

n
p™

Componiendo despuds la solucién general y exigiendo la satisfaceién de las
condiciones de {rontera para p = a y p = b, tendremos

B

T
am

A+ 5, ]ua—;—i [(dna“+ ] €085 nG 4 (Cna" +—f'—:'-) sen nq:-]={ F),

n=1

o
Ao+l ln b 2 l'(zinf:" +%‘—») casn 4= (C,.b"+ fr:‘ ) sen n¢-]=f’ (7,

=i

de donde ohtenemos las ecuacivnes para determinar Ay, By, Cp ¥ Dy

7B 2} «
A“a”'+--—ﬂ: =/, C,.aﬂ+_aT“=f;,-’. Ag+ By lna=j§",

A Tn—Fyp, O SR A Bydnb=FP.
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k-
2u prmeL
8. u(py D=ue—3" D} prmvr—gwmE X
m=(
48, sen e S
amey_ 272 sen Qm+1l gy p "
X (o= O
h‘l.T-

Indicacién. Es convenionte representar la solucidén en forma de suma
u = g+ v,
donde la funcién v satisface la condicién

o wll, i _{ 0 para O<<g=<<m,
p=a = p=b T _y, para W<@<In.

82. La distribucién de la temperatura dentre del cable se da por la expre-

sidén
_q oo 2nab4gd® p | 0.5, g at )
w(p, )= (=) =5 In &y 2o (02— 2 cos2e,
donde g = —qf , go = 024121 es la cantidad de calor que se desprende al

pasar la corriente durante una unidad de Liempo sobre una unidad de longitud
del cilindro; R, la resistencia de Ia unidad do longitud de! cilindro; %, = 4 ]

%
k, el coeficiente de Ia conductibilidad térmica,
Indicacién. Se exige hallar la solucién de la ecuaciéon Au = g dentro dél
anillo a << p << b con las condiciones de frontera -

| gemg = 0,

au . du
g e ——— = 0s? T —g— A
k 7o lomb A cos® -0 I ,D=DE: 0 #p 08 2

Conviene representar la funcién # en [orma de suma u = u, + u,, donde ug
es la solucién del problema

. du
&ul =gq, u[|p=a=l}, —651— p_l_--__ — ¥
83. La temperatura en el punto (p, ¢} es i
e T T THRTTTT
— -
u (p, Q‘)=E In (-E—) sﬂl%_@, (1)
n=0

donde

fa

2
fnf?ﬂfftqw) sen == ¢ dep,

En el caso particular
#; para O=<<g< -%— =
f )=

i, para

T

3 <r<a

23—0041
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Ja serie se suma (véase la indicacidn al problema 69) vy da:

an g oo
ey gt £
n= a~ sen
L Wyl ¢ £p7iatTE w ' Uy —Hg ot 2p z ¥
il Oy Py uLC 4 PEs e L T = "
a% —p© 2% —p%

Solucién. La bisqueda de la temperatura estacionaria se teduce 3 la solu-
cién del primer problema de contorno para la ecuncion de Laplace dentro del
seetor con Jas condiciopes de frontera

u'lp=a =flg), u= Q0 para =0 v g=oa
u= R (D (g

y realizondo la separacion de variables, obtenemos:
(R" 4 pRT— AR =0, & 4 =0, GO=0 @)=0

Haciendo

De aqui hallamos
@=Asen)/ T @45 cos Yk .

Las condicienes para g = 0 y ¢ = « dan:
ot n

B=1, hom=——
o
es decir
- mn )2
LB R ':t .

De esta manera
I
®r (1 =1, sen = ¢.
%
. 5 nn ;:
El sistema de {funciones I =sen — ¢ es ortogonal en el intervalo

O<qg=<mw,

o

Tin T
RF(’I’I — qsen — pdg=>0, m=tn
G o [

¥ ticoe la norma

r—ee
Fi 73

/ el
]/ Ssen" = q.d'l;,_'l,/ =
]

de modo que el coeficiente jn del desarrollo Jde cierta funcién f(g) en serie
con vespecto a las funciones @y (),

J@=D) fnlsen -
ne==i

se determina segiin la formula

o
2 ; mn
in - jf %) sen ——¢ 4.
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Resolviendo la ecvacion para B y tenivndo cn cuenta la acotacién de la funcién
R, obtenemos la solucién particular de nuestro problema en la forma

nn
S g
un (p, §)=Anp * sen—g.

La solucién general es natural buscarla en forma de serio

o

uip, )= App * sen I g,

(e, ®) Zl np P
Ti==

Haciendo p = a y tomando en consideracién la condicion para p=a,
obtenemos

-] qn -~

qn
D) 4na ™ sen ZLg=f(¢)=3) fn sen ’;_":p,
n=1 Tre=]

de donde se deduce, que

Ay—dn

™ 7
a®
donde f, es el coeliciente del dosarrollo de la funcidn f ().
84, La tempoeratura en el punto (p, @) es

: 4 (1 —uy) i P ‘2'“:1)" 5@11(2m+1}%{;.
u (P ) ==M+-**~T“‘"'2 (T) B T 1)
==l
é
LI . T
@ Lk Bt i
u (p, :p):.%:‘—‘ aretg I:‘ -_1_" “—-+-2—:?nrctg —2-‘!——_‘:-_:32;_.(2__. @
2a%p% seuﬂ“tL pE—ag®

gg‘“‘"‘””' Véase Ja indicacion al problema 69. Véase tambidn el proble-
ma 83.
85. El potencial del campo electrostitico es

_ L A (Va—=Vy) pyim+1 sen (2m4-1)
=u(p, =V +—A—1- 3} (7} s ¥

ol 2 i ap sen
u P, Q-}-—I"|+?('f :— V1) MCIE_-EC“_S_
El vector del campo eléctrico es

E = —grad u.
Indicacion. Véanse los problemas (9 y 84. Para @ = n1 tenemos ugy = uys.
i LS sy,
Anp % -8 - )_en ZHE,
§6. ui{p, @)= 2 ( n ¥ A-Bnp seh ——q, )

fi=1

23
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donde
an nn mn 21. A fn
b* Fp—a® fn b* fn—a® Fn "o o
An= ———— Hn=_-—-—ﬂ b .
2 I o TR CRLLCN X
b % —g * W gy

o @

2 An 2. mn

fn=— SI(@)M?‘?W‘ Fn=;317(|p)aen—ar-¢dqa.
[

0

®

Los casos particulares:
para a== 0
4

Bp=90, An=Fp—=
e

y obtenemos la solucién del problema 83 para un sector cireular;

para b — oo
an

Ap=0, *'31-|=1"ﬂ‘1T
y obtenemos
n

u(p, ¢}=E In (—dp-) i sen-::—:-t-lp dentro de la regién p=>a, 0 <g<a
n=1

para ¢ = 7 obtenemos la solucién para un anillo semicircular.

Solucidn. Se exige. hallar ka funcién arménica dentro del usector del anillos
a<<p<b, 0< @<, que satisiace las condiciones de frontera

u=0 para =0, V=0 o= =/[0) ulp=p=7FI(@h

Utilizando el método de separacién de variables, obtenemos las soluciones
particulares do la forma (véase el problema 83)

tin (P ¢)=Rn () sen %";.q.

donde R, (p) se determina de la ecuacion

PR+ PRy — (-:-;-?—)ZR=0

vy e3 de la forma

LS Pl
n=4np * —Bnp ©

Componiéndo la serie
00 nn nn

v o, B= ) (““PT"BRP_T) sen 2 ¢

n=1
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y satisfaciendo las condiciones de [rontera para p = e y p = &, hallamos los
coeficientes 4, v B,.

* e an i
) A, 1 (ah) = by @ giply e an
87. uip, P=-222 ~ B [(3) (.,,] Jsen—u 7,
k=0 b % —a [}

donde n = 2k 4+ 1.
€8, Sea que el eje r estd dirigido a lo largo de los cables y pasa por el punto
medio entre ellos, el plano z = 0 es perpendicular al plano que pasa por los
cables paralelos. i i
S6lo la componente segin = del potencial vectorial A difiere de cero, satis-
face la ecuacién de Laplace fuera de Jos cables y es igual a

2Ip

&

A:.—_

n % , Ay=4,=0,

donde ¢ es la velocidad de la lnz en el vacio; , la permeabilidad maguética del

medio; 1. la intensidad de la corriente que pasa por la seccién de cada cable,
Ry=VW—08af+2, Ry=1 {y+05a7+3,

a, la distancia entre los cables. )
Las com[;gnenbes del vector de induccién B = rot A que se determinan
B

por las farmu

_9d, 04y _ 04, a4,
St pine aa B o ol b

son iguales a ;
- Coulz g1 1 2 [94,-0.35_“1,—-—0.5.:
By Bym—s (Tg .’tf) v c L R} R} ]

5 Indicacion. Utilizar la f6rmula para el potencial vectorial de la corrient
nea
A= " :gj ids .
£ . r
L

donde la integracién se realiza a lo largo del contorno L de la corriente. Cada
una de las componentes 4,, 4,, 4, salisface fuera de L la ecuacién de Laplace.
El vector de la induceién magnética es

—rot A= b § 1807]
B=t1ot A= Y=
L

89. La componente z del potencial vectorial, es diferente de cero ¢ igual a

r

4 < \
A,;:—} {par:',, In a+'_‘T" Z _r_’z_ (T}" {Cy cos np-+ D zen ncp;} .
A=}

donde a es el radio del cilindro; Cy, C,, Dy, los coeficientes del desarrollo de la
corriente superficial i, con respecto a los arménicos circulares :

i; (e, p)= 2 (Crn cos np - Dy, sen ng).
n=0

Indicacién. El potencial vectorial en el punto M {r, ¢) que estd a una di-
stancia R del conductor infinito, que lleva la corriente / = i,a dot, es paralslo
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a ¢l o igual a 2£5;-ﬂ ln R. Por eso el potencial vectorial para la pelicula es
um
4p= 2 5 i1 Rdet, RP=a®Lr®—2ar cos (p—a).
o

Desarrollande ln R en seric con respecto a las potencias deE ,» obtenemos

la expresién nocesaria para 4,

90. Sea B, el vector de la induccion del campo magnético exterior que estd
dirigido a lo largo del eje 2, ¢l cje s esta dirigido a lo largo de la corriente.

Las componentes del vector de la intousidad del campo magnético se deter-
minan segin las formulas:

dentro del cilindro

2
Hit =t B cosep,
Plf—le paia  r<a;
HU— —_—— R 3
AT T

fuera del cilindro
- 2
HD= (1_+_JQ_I2 s ) My cosq,

=
L. r
I fatits 4 para 1> a.
L _Jﬂﬂ_)
H;w‘m oET (1 i, Hysen ¢
I'ndicacidn, Buscamos el campo resultante en [orma do suma
B= B, + By,

dondae B es el campo secundario, o

B =rot A, A=A, A,
dondo A es el potencial vectorial; A,, el potencial vectorial del campo secunda-
Tio, ademis A, = Byrsen @ (z* es el vector unitario segiin el eje z). Sobre la

superficie del cilindro debe enmplirse la condicién de continuidad del potencial
vectorial y de las componentes tangenciales del vector H, de modo que

2
wmdi, I G0 1 e
wy or Wy dr
AAM=0 para r<ta, AA®=0 para r>a.

9. La componente z del potencial vectorial cs solo la que difiere de cero
y es igual a

para r=a,

[ Ay parn r<ta,
Ar=3 A®  para a<<r<b,
A3 para r>=h,

donde

o
. An T 1 Zn+1
A'I’I_!:,‘_ Z [aanﬂ"z""-l“ SR (ir“_) ]Wﬁ @rt+1)q,

n=>0

A d > 2n4d
A(“r=—”;2 E [ﬁzn+1l‘9’““'+?sn+1 (':-) " ]GO! (2n~1) q,

n=f



IV. Ecuaciones de fipo eliptico 359

P
Gy I
A= % S Bgn @M *0 cos (2n+-1) g,
n=~f

donde &, Pns Vn» 87. 500 los coclicientes que se determinan de las condicienes de
conjugacidn para r = a ¥ r = b. En particular,
TR+ i

Binei At 4

m 2n+1 (ﬂﬁ—i)g—[ﬂ—i)z(i)“ﬂ !

M2 Wz b
donde p; es la permneabilidad magnética del medio. Por consiguiente,
5
167 1 1
L ca Z 2n4-1 (};_l_l_i)z__(ﬁ_i)z ( a )ﬁn-u-z X
Ve B e 2

o | en+1
x(’—:) " cos @n 1) ¢
Las componentes del vector B se determinan segiin las formulus

1 a4 [
e T e

Indicactdn. Utilizar la expresidn para el potencial vectorial de la linea

bifilar
Re

In g
donde R, ¥ R, son las distancias entre los cables y el punto {r, @) de ohsetva-
cién; utilizar también el desarrolle de In R, v In R, en las series siguientes
para r > cq!

2,1
4=

3

o
Ingy=— 3 1? (-cri}ncos ng+lor,
n={

Infly,=— 2 -l— (i:'-]“ (—1)"cosnp—+lnr.
n=1
92, El vector de la intensidad del campo magnético resultante es
H = —grad V.

V es el potencial escalar del campo, igual a
Vo+% en el espacio exterior para r>=a,
V={ Vo+% en la seccion de la esfera  para b<r<a,
Vo+w en el ezpacio interior para r<Zb.

Aqui
a? a*
Vo= —Hyxr=—Hy cos, ¢g=0C, ~F eos 8, = (C,r-{—C, T} cosh,

w=1{_,reosh,
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donde

B (%-&-n(u;ﬂtl-—l) I

e k) — (2 e
€= EZNZ B ety i, 0 28D 1,

A
= flg— 112 3
= 2USMU—Iy, a=md,  A—2(—1) (u—1)7~0ph.

La intensidad del campo dentro do la efera es
1

H=
2 b3 - 1 2
- E Ve )
De aqui se ve que K sicmpre es menor que H,, es decir, el apantallado tiene
Jugor tante para p < 1, como para p > 1 (para los diamagnéticos y los para-
magnéticos).
Indicacion. Los coeficientes C; deben determinarse de las condiciones de
conjugacion para r= a y para r=b.

H, para r=b.

2. Probl de i para la franja, el rectdngulo, la capa plana
y el paralelepipede

93. Si sobre los lados de un rectdngule estén dadas las funciones
uly=o = 1 (=), l"|1,|'=b = ¢ (), ulx—g =P (¥), Ulz=g = X {th

que satisfacen las condiciones f (0} = 4 (0), f {a) = % {0}, 2 (8) = @ (a), @ () =
= (&), entonces

b sh 22 ¥ sh 22 (b—y)
-— a Pl a an
ufz, y)= 2 Pn ——r—tIn = sen — z+
n=1 sh— b sh—2
a “ =
_ sh n: z shJ:’—" (a—x) o
| tn—p = sen——y o+ #o (2, ¥
8 Ta 5 -Ta

donde qT,,. Fas Fns ‘ﬁn son los coeficientes de Fourier de las funciones

F@=¢@—ulb [@=16—ulE0),
T =00 —u (00, 7 =% — e la, v

iguales a
a a
- 2 5 - 2 - nn
_f,‘=_—;j,l{x)sen%:a’z, t[ln:?Ffpr) senT:dx,
D b
b 5 b
iz = s = oo nn
¢n=-§~ g\P(y)sen %’-ydy, Xn=TK:(w> sen —— y dy.
oo ]

La funcidén es
uy (=, ) = A + Bz + Cy -+ Day,
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donde

LT i ()= (O
A= (), B:““-‘aﬂm, gmtBi=0l

p=2@—@@)—I/(@—/ )
albi *

Solucién. Se exige hallar la solucion de lo ccuacién uy, + u,, = 0 dentro
del recténgulo 0 <<z << a, 0 << y << b, que satisfaga las condicidnes de fron-
tera, ademés, cn virtud de estas condiciones los valores de la funcion u (z, ¥}
sobrs la froniera son continuos. - -

Representamos la funcién incognita en forma de suma

u{z, y) = ug {z, ¥) + v (z, ),
donde up (z, ) es la funeién armdnica r&ue se elige de modo que la funcion
v (z, y) en todos los vértices del rectingulo se anule y en la parte restante sea
completamente arbitraria. Suponiendo

ug (z, y) = A + Bz + Cy + Day,
vemos que ¢sta funcién es arménica; los coeficientes 4, B, C ¥ D elegimos en

correspondencia con la eondicion indicads més avriba para » (z, .
La funcién arménica v (z, y) satisface las condiciones de frontera
Vo =T @) tly=p =B @)y lame = @) Vixma =% &)
ademds las funciones J, @, ¥, % e anulan en los vértices del rectangulo.

La funcién v {z, y) se puede representar en forma de suma de cuatro fun-
ciones arménicas cada una de las cuales toma ¢l valor dado sobre wno de los
lados y se convierte en cero sobre los tres Jados restantes. Hallamos vna de
estas funciones v (z, y) de la ccuacién

) Vigx T Prgy =0
con las condiciones de [rontera _
Oly=o =0, wly=p= ¢ &h tilz=e.a = 0.

vz, n=X @Y
sustituyendo esta expresién en la ecuaciin, tendremos:
LR,

X ¥

Haciendo

6
Y —AY =0, ‘X"4iriX=0.
A la ultima ecuacion se le debe afiadir la condicién
X0)=0 Xf(a)=0
Resolviendo este problema de contorno para X (z), hallamos las funciones pro-
pias
" Xpilr)=gen %x,
y los valores propios correspondientes
nn 2
m=(5)"

De la ecuacién y la condicién
Y —iY¥=0 Y®=10
que €3 una consecuencia de la condicidn vy {z, 0) = X () ¥ (0} = 0, hallamos

Ynp(y)=Ansh ’L—n y.
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Buscamos la solucidn del problema, como de costumbre, en forma de serie

o0
nn T
gy (T, y)= 2 Ay sh - ysn——az
n==|
La condicién para y=# da:
En
Ap =
a
sh 22,
a
de modo gue
an
Sh ¥ nn
vy {x, y)—z n sena—r
n=1i ﬂh P

Alora ya no es dificil escribir la solucién general do nuestro problema.
94. a) Si estin dadas las condiciones de frontera

-N|y—o = f (=), Ulieg = @ {¥), byl ymg = P (), “yly:[. = % (),
ademds [ {0) = (0].

uz, y)—f(t})+2 {

n=0

[7r ch g 2n-1) (62 +
ch—-(2n+1)b

2n%n

i i
& (2n+1)

S}I‘-:;*;(:’.ﬂ—}-'liyl

‘sen%&n-l-i) T+

2m

ch oy (2n—|—1} a

X['cp,. ch — (2::+1}[a—x1—,—m5-_“7 (Jn+1)ston (2n+1]y}

donde, fn, Gnr Yrr %n s0n los coeficientes de Fourier de las respectivas funciones,

adema

FT@=fle)—f(, G =q@ =70, ¢© =70 =0

by Si estin dadas las condiciones de fronicra

Uly=mg = F () wly—p = 9 @),  wlimg =V W)  wpleeg = % (¥),

entonces la soluciéu de la ecuacidn Au = 0 es de la forma

u(r, g J:'_ [f:.sh {(b—y)+qn sh -—--y] cos %x_i.
n=
& an 1 L Jn
— [Zn':h—b"-‘—"#nCh_b(" x}Jsen 5 y}.
mnsh — &
b

95, wuxz, y)= ‘ELS.IClg

T
sh =

(1}
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Solucidn. El método de separacién de variables conduce a las soluciones
particulares
mn an

x —_—
® T Bpe? )smlﬂy.

un(z, ¥)= ( Anc- B

De la acotacién de la solucién para z—oc se deduce que Hp=0. Compo-

oo
niendo la serie Z up y satisfaciendo la condicion de frontlera para x=0,

n={
obtenemos
- t2m4- 1 s0T1 M
u(r r;]:ﬂ 2 e_ [ x—b (2
T n : 2m--1 .
m=l

No es dificil sumar ‘esta serie. En realidad,

o0 {Em4 1 SEBM"{H = ( ":‘?‘t t%u)lm*l
o G P s le Se bl g
- 2m -1 2m-41 2
m=0 m=0
Haciendo
s B
Z—=e P b
y tomando en consideracion gque
<« ZmH 4 {4
T+ L]
—_— =, T
2 Tz P T3 @
me={
tendremos
_23x o
(i-—e ¢ )—HZe b gn 2L
4 b
H=Im-—In ==
2 _ma _ A
1—2¢ * cos :;y-',-e b
_mx
1 2¢ P sen -%""— " son _.!.E:'_\
= arclg —_:“— =Tar:tg = — J,
1—e ° e

de donde so deduce la férmula (1).

hservemos que mediante el paso al limite, cuando & — oo, a partir de (1)
se obtiene directamente la solucion de la ecuacién de Laplace para el cuarto
del plano con las condiciones de frontera

uf

wm0=Ve  #ly—=0-
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En este caso

u{x, ylnz—f-amtg -I;—.

N —— 01—

96. u |z, y):%ti arelg ;-:;; +-F—;-¥~—— 2V, arclg 5 "
sh = = ny
Z e? _cos =

Ll paso al limite cuande b — oo da:

u (x, y):-i—varétg—i- (220, y =0).

Indicacién. Es conveniente representar el potencial buscade en forma de la
suma

v
u(z, == fuy (7, )+ ln ) @

donde u; (2, y) ¢s la solucion del problema 95 y u, (z, y) satisface la ecuacidn
Aug = O sobre la region £ > 0, 0 < y < & y las condiciones

)

iy .y ol u=|v:u‘b=0.

El primer sumando en (2) representa el potencial del campo en un conden-
sudor plano. Determinando de agui u, (z, y), llegamos a la serie

an
s nn

Uy bz, g)=—3) (—1 *

=l

n

que so suma andlogamente a la serie (2) del problema 95.

ﬂlzrf;+1‘1 £ i n(2m 1) ’

= a
- L]
¥ wm—r 3 e LEengn, T
=1 ‘.-!——*E——-—b
i & ﬂ[_'z»;-- 1} v % J((En;—f—l) (a—2)
v Z 2m -1 n{2m 1) : 0
=0 eh—-b—a

El caso limite
B+ ugy cuamlo @ — oo,

uy (x, y) para y<<h,

3B, acls y}={ iy lx, ¥) para h<"y=1,
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donde

oo
-V, s = sen |/ ®n
(o, =3 Ane” P Ta() Vn w)=% ) ]
< . 7
ey M
uy (z, ¥)= Z Ape” U.n:?n {v), ‘__;rl {U}‘"s—-‘""‘g_‘en V2n (b—y)

ot -sen]/)._,, {b-—.l:'.:l’I J

Vv g e
A = 1 S
"TUY IV AR [sen Vﬂh+sen Vin (b«-—h)] '
ek | &g (b—R)
2803/ dnh = 2sen® |/ kn (b—h)
An es la n-dsima raiz de la ecuacién trascedente

gyetg VK hteactg Y/ X (b—h)=0. 2

Ny |==

By para y < h, . B
Ny para B g b, conlinga
en la region > 0, 0 < y < b, que satisface dentro de laregibnz >0, 0 < py <<
<< b la ecuacién

donde

Solucion. Seexige hallar la funcién u =

div :(e grad u) = @,

‘_{s, para v<h,
e, para h<<y<b,

¥ las condoiciones de frontera uy = 0 phra y = 0, uy = 0 para y = b, uyy, =V
para x = 0.

Si se tiene en cuenla que e ¢s constante a trozos, entonces para wy ¥ g ob-
tenemos las ecuaciones Ad, = 0; Au, = ( y sobre la frontera de discontinuidad
y=h u, ¥y i, deben satisfacer las condiciones de conjugaciin

Uy=u i 4% ra y=h
1= € TN pa y=h.

Haciendo
¢ (@ =X DY@

iie la ecuacién (euy)xt (euy), = 0 obtenomos después de Ja separacion de variab-
(it}

d { dy o v s Ve
-E(avd—y-»)-i—s?\.)r =0 X"—iX=0, @)
Yy=0 Y@=0

Teniendo en cuenta la discontinuidad de &, tendremos para

Y (¥} para’ <h,

Yur)=[ =(y p . ¥

Y (y) para h<<y<<b

las condiciones

FraF=0, ¥ 4A¥=0, 7 (0)=0,
Fo)=0. TFH=F(), ey (=7 (k).
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Lu solucién de este problema se busca en la forma
= sen 1/ Ay = senlV/k(b—1y)
Y ()= ¥ — -
@ sen)y/ Ak’ sen }/ k(b —h)

Sustituyendo estas expresiones en la segunda ccuacion de conjugacién, obtene-
mos la ecnacion caracteristica para determinar i:

g, ctg VA h4-epctg 1V X (b—h) =0. (4)
Sean Ay, Asy ..y My, las raices de esta ecuacion; Yy, Y,, ..., ¥, (1), las
funciopes propias respectivas. De la teoria general de los problemas acerca de
los valores pm{]iDs‘] se deduce la existencia de un conjunto numerable de valores
propios (A,) sl que corresponden las funciones propias (Y, (1)} que forman el
sistemna orlogonal de funciones con respecto al nacleo € ()
b

[ Ym(v) Ya(p)e(y)dy=0 para m == n,
i

] )
& § o 0 Fo ) ate, j P 1) ¥ () dy=0 para m + n.
(1] h

Para la norma de la funciéa propia || Yn || obtenemos:
b h b
1Yape= [ vaoewa=s '[ Thordute | Tawan
U h

Calculando estas integrales y teniendo en cuenta la ecuacién (4) para A,, halla-
mas:

erh £y (b— 0}

2zen? \[/Anh ' 2zen? | hn (h—H) "
Loe coeficientes del desarrollo de cierta funcién f () en la serie respecto a las

funciones propias ¥, (y) se determinan segin la férmula

b
1
= —————— Y, e dy.
In T7n e g F) Yo (y)e(y) dy

1Y |2~

5

De la ecuacién (3) hallamos

- Vi,
Xn (2)=Ap# » x-
Lit solucién general del problema es de la forma
ulzx, ¥i= Z Ape” Vi ¥ ().
n=1

Para determinar 4, utilizamos la condicién para z = 0
oo
V= 2 AnYn (¥),
=1

*) Véase [7], cap. 1I, § 3, apartado .
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De aqui

b
Vv
An =T § Yaly)e(y) dy=

e I
ViallYal? LsenVinh ' senVig (b—m A7

99, El potencial del campo electrostilico es

sh 1 an (a—x)

u(x, y)= Z An

= Yniy. ($)3
Lo sh |/ ane >
donde
¥ (v} ra y<h,
Y»(y):{:"‘ P 4
Ya(y) para h<<y<b,

Las expresiones para Y, (), 4, ¥ el cuadrado de la norma estdn dadas en la
respuesta al problema anterior; Ay, es la raiz de Ia ecuacidn

gy tg VA b—R)fegtg VR h=0.
El paso al limite cuando & — oo da la solucién del problema 98

Upplgemcs = Ups:

lim L—«-ﬁh ?\._n'(a—x) =g Vinx

g—+o0 sh ]fi:a

dado que

I'ndicacién. Véasge la solucién del problema 98,
100. La intensidad del campo eléetrico E = —grad u, donde u es ¢l poten~
cial igual a
_Jui=z, ¥y} para y<<h,
B {=; ""’_{ g (z, y) para  h-Zy-Ch,

- I-th “(2’:“) bty 225D ('a_m]

7 (2k+-1) h
a

5
T i e thL‘w;i'ﬁ-(b_h)-H,th
& :t(ﬂf;+f} ,

uy (z, y)=

X

Sani n(2k+1 i

n(2£;+1) 5 a

x
(2k-+1) sh

-1
4V n{2k+4-1
uy (z, y}:T 2 sh% v+
k=0
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l_aglh "(2’;+‘) h—sgy th ’”2':‘““) (b_k)JshM[b_m
£ zjthl@»i—t»]—)—(b—h)-i-s,thwk g
B} e——— :t{?.k:—hz
2 (2k+1)5hn(2k;§-1)b

Indicacién. La solucidn se busca en la forma u (x, y) = 2 A X, (@) Yy ()
n=1

donde X, {x) es la funcién propia del problema de contorno
X4+iX=0 X()=X(=0
> f
Yarin ara <h,
Y, {y)={=n(.5'. P ¥
Ynly) para h<y-<"1l
es la solucion del problema _ _
?:; = ?'n?n i 0_' ﬁi S ;'n?n =0, _-)}rx 0) =0,
Yoty = Vo (), eV () = e,¥n (),
que se determinan con cxactitud ‘hasta el multiplicador constante.
101, u {z, y) = Z%k [ty — &)* — {z — a)*] <~ const, donde & es el coe-
ficiento de la conductibilidad térmica.

Indieacidn. Se exige resolver ¢l segundo problema de contorno para la ecua=

cldn sy, + ity, = 0 dentro del rectdngulo con las condiciones de frontera,

by 0=—L, g0, n=—L,  usle, N=0, u(r, H=0.

En este caso la reduccién de ese problema a dos problemas para cada uno de
los cuales sobre tres lados estan tomadas las condiciones de frontera nulas, cs
imlposi ble, dado que con esto se quebranta la condicién necesaria de resolucién
del segundo problema de tontorno

thie
(S) T ds=0,
©

Solucién. Dado que los valores de [rontera no varian a lo largo de los lados,
entonces se puede buscar la solucién en la forma del polinomio arménico
ule, ¥y = A+ Bzx+ Cy+ Dy + E (2® — 1)
Satisfaciendo las condiciones de frontera, hallamos los valores correspondientes
de los coeficientes y, como resultado, legamos a la f6rmula de la respuesta,
La solucidén se puede hallar también mediante el método de separacion de
variables, suponiendo - - -
e ba
ufx, Y= 2 un (2} Yo (¥),
n=l{
donde Yp (y)=cos V' Any es la funcién propia del problema de contorno
Y'4+2¥r=0 Y 0O=Y (=0 "

) 4 any2 -
«ue corresponde al valur propio Ay = (T) 4
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Hallomos:

3
2
un (z)=- su(r. NY¥aly)dy para n>0.
0
Sustituyendo aqui
P s i
n

e integrando dos veces por partes, obtenemos
. b
2 2
un (@)= = 5= {8l — (0¥ all+ § 7m0

Teniendo en cuenta las condiciones de frontera y la ecuacién u., - Uy =0,
tendremos

2 1
un (2} = ——I-‘%-—F—xn— un (x),

% (2)— s M

' (2) —hrun (x)= R

Integrando las condiciones de frontera para z =0 y xz)= a, obtenemos las
condiciones para u, (z):

ug (0) = 0, ; =0,
De agui hallamos: 20 R

“"(:}E_Tj}%_ para n>0,
b
o (2) = - 5 u (7, y)dy,

Para hallar

integramos lajecuacién Au = 0 por partes, lo que da;

BE@=g, GO=3, @m0,
de donde

ug (z) = -—-%— (z—a)*4-const,

De esta manera obtenemos

e mn
20 cos S

o B
sl R i w
Tome |

u(x, y)=

T (=B — e — )] -const,
dado que

n

, ® eos——y

£ B
n=1

240041
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102, Si el flujo g estd dado sobre el lado y = b, entonces
- i (2m+1in . n(2m-1) %

se
i 4qa a ol
uiz, ?)—"1——;",{5' Z Zm+1) (2m = 1)? *
op ch E2TUT,

Indicacién. Es conveniente representar la solucién en forma de suma
ulz, y) = 4 vz ¥)

donde v {z, ) es la solucién de la cevacidén Av = 0 que satisfaco las condiciones
de frontera
v=0 para z=0, z=a, yp=0  —kyis b =4
103. La soluci6n de la ecuacién Au = 0 dentro del paralelepipedo rectan-
gular con las condiciones de frontera
“1::-0 =f (y! 3), “Ig—a - fﬁ (i 2),
“1y=u = f5{=, 3) “ly=b = fa {z, 2),
Ul gmo = fy (27, ¥}y Ulz=e = folz, ¥)
es de la forma
ulz, y, 8= lz y )+ uyle g 2+ uaiz v 2,
donde

£ & [ 4] - i1} e
ulz, ¥, D= 2 Z (!g)mnSthnI:hfi;;ﬁsh"ﬂn':ﬂ L I

m=1 n=1

X sen — y sen - ¢
= T & P

&

|

£11 ] Ma
Vmn =2 7 +c 3

fi ly, z)sen-’-:f-ysnn%zdydz (i=1, 2},

4
Uidmn == === T

Sy O
Oy T

Las funciones ug (z, v, %) ¥ us {#, y, 2) 8e dotermipan mediante férmulas ané-

logas.
Soluctén. La funcién incégnita u (r, y, z) se puede ropresentar forma
de upa suma de tres funciones arménicas iy, s, 45, que satisfacen las condicio-

nes
uply—g = f1 Wy 27 Wplymq =felp. 2y wy=0 para y= 0b;2=0, ¢,
Uglymo = fa (2, 2)i  Baly=p = falz, 2); uy=0 para z=0,a =0, ¢,
Uglzmo = fa (2, 47 Halz=c=fo (o, ¥ w3=10 para c=10,q =0, b
Nos detendremos en la determinacién de u (2, ¥, ?' Haciendo u, (z, ¥, 2} =
= X (.zi v (y, z), después de la separacién dla variabhles obtenemos para » (y, 3}
el problema de contorno acerca de las vibraciones propius de la membrana
rectangular con la frontera fija

vw-i- vyz+Ae=0, v=0 para y=0,0 z=0,¢
las funciones propias normalizadas que son de la forma

e m min
tmn (¥, 2= 5 Sen =gy sen—

r (m,a=1, 2, ...),
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T 1
¥ los valores propios son iguales a hpn=n? —'-:—,--l-i:r) . Determinando
luego de la ecuacién X" —ApmpX =0 la [uncién X,p (z), obtenemos

uy (z, ¥, 2)= 2 2 (dmnsh Vian 24+ Bmnch ¥Vimn ) omn v, 2).

m={ n={

Los coelicientes del desarrollo 4,,, ¥ B,» se detorminan de las condiciones para
z = 0y x = a. Andlogamente se hallan las funciones u, (z, y, 2) y ug (z, v, 2).

Observemos que para resvlver el primer problema de centorno para ol
recténgulo hemos introducido el polinomio armoénico auxiliar, mediante el cual
las magnitudes de las funciones de frontera en las vértices pasaron a ser iguales
a cero. En el problema para el paralelepipedo, la construccién de tal polinomio
¢s considerablemente mas compleja y oTla no se realizd, Por eso las series cons-
%ruidasa convergen no uniformemente en los entornos de los vértices del parale-
opipedo.

104. El potencial del campo electrostitico es

16V
uiz, y, 3)= bt

© ® sen (Em—H)nJ_wn ‘2"':”“3;3“ ]/(?-L;—_i)_"i_M' (e—5)

x3 3 —= r—.

p ]
st Vo @m+1) (2n+|)shn]/72”‘a'i““ et
(1)
Para ¢ — oo obiencmos la solucidn para el tubo semiscotado
ulz, ¥, 8) =
o -~ EGDM T Sen M v
16V IS a [
= PR YerET x
m=0 n=0
S Zmri¢ _ (ZntiR
il ey et e
Xe ) C LI @

105. w(x, y, z)=

% ® chvan (i-—z) sen {2m1—1) I zsen (2n-|;1) L ¥

16V 2
—V——l
n Z oh Ymad (2m41) (2n4+1) i
=10 n=0 ""-"_2
donde
P12 (9p L4%
it (2m;r 1) (23; 1)

El paso limite cuando ¢ — oo da:
u (s, ¥ 2) =V — uypn,

donde o, se determina por la férmula (2) del problema 104.
24%
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La solucién se puede representar también en forma de suma

16V
(e, ¥, 2)==—mgX

@ ®© chumn (-;——z) mnﬂ(ﬁﬂ;-i-‘l) ¥ sen 3(2:-1‘-1) z

i 1
- 2m+1) 2n+1 J
m=0 n=0 ch I‘mn%‘ i )

o 2 fan (oy) s RO 2D,

16V 3
+— = .
% m§=\10 =0 oh fimn 5 @Em+1)2n+1)
= 2 i 2 4
an'=ﬂ]/( +‘1}' (2n+‘1} _“]/'[ m+ y +( e )

3, Problemas que exigen la ufilizacién de las funciones cilindricas

106. u (p, @, z)=

LMy
o o e Sh'—’P: (l—2
= 2 2 (Am, n €08 nQ+ By, n senng) Jp ( P) —_—
a Bin
n=0 m=1 sh —-—z
o o sh l"'g‘) z
imy
+ 3 D) Cmoncosng+Dm, nsenne) Ju (L) —my )
n=0 m=1 sh = i
donde p<3? es la m-ésima raiz de la ecuacién
Jo (u} = 0;
Am,n 'y, Crany Dmuno 108 coeficientes del desarrollo de las funciones f (p, @)
7o, @) tguales a
Zn a
e— I In (B 0) pdpa
Jq)'lh n= G’Mn l'r;l(l‘l';nni}p 5 EY(F’: ‘P)WH’"P n ( a P) pap I:Pl
2,
en=11. n =0, o ¥ @

2x o

o2 T
Bm.n—-mﬁ]—lrg if(p, ¢) sen ngS ( = P) p dpdyp, etc.

Solucién. El problema ze resuelve medianto el método de separacibén de
variables. Sustituyendo la expresién

ulp, 9, 3)=Vip, 9} Z (2
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en la ecuacidn
1 @ ou 1 8% du
° (P ap )+ I w0

v separando las variables, obtenemos para ¥ (p. ¢) la ecuacién

18 av 18 B
255 (pgp ) For g HAV=0
con la condicién de frontera
ara Z {z), | i i
z), la ecnacidn
5 2" —AZ = 0.
Suponiendo después
Vip, @) = B (p) ® (o),
tendremos
1 d dR
e )+ (r—gr) R=0.
@ D=0,

378

@

)

(5)

(&
o

donde v es la constante de la separacién. De la wndiolén de periodicidad de la

funcién @ respecto al én%ulc ¢ hallamos 4% = n.
Para R (p) tenemos la ecuacién de Bessel

i d daR n®
e 7 Wl ) 2 VR=

P dp (P dp )+(l p"‘) 0
con la condicién de frontera

Ria)=10
¥ la condicién natural de acotaciém en el cero*)
| R (0) ] < oo,

R(p)y=Jn(V 7p)-

La condicién de frontera para p = a da:

J.(W=0, donde p=7V1a

De agui hallamos

Designamos por pi™, wi™, ..., uiM las raices de esta eccuacion, De esta
manera el pmhlema 'de” contorno para V (p, ¢} tiene los wvalores propios

(23]
T ( [

- ny = ny
Vm.a=7n (—“:—p) cos np, Vn,m=Jn (Ji‘n— P) sen n@,

) a los que corresponden las funciones propias

gue forman dos sistemas ortogonales de funciones,® para las cuales

| ¥, m =--——1-r' WP Exen, ||V, m|t=——(-r' (ne) P =,
donde

‘__{2 para n=0,
fn= 1 para n 5= 0,

*) Véase [7], complemento 1.
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la solucién general de nuestro problema se representa on forma de serio

up, 9, 3)= Z 2 (An, mVm, n e D+8n,mVm (e ¥)) Zn, m (2),
mesi n=0
donde Za,m (z) es la solucién do la ecuacién (5).
Dado que la funcién buseada u {p, ¢, z) se pnede representar on forma de
suma
uwlp, @ 3) =y (g, 9, 2) + u, (p, @, 2,
donde (g. % z} ¥ ug {p, @, 2) son unas funciones armoénicas que satisfacen
la condicién
“llp=g =10, ly=o =/ (p, ?)’ Uyl,=t =0,
uilp-n =0, gy = 0, uslz-:l = F{p, ),
entonces es suficiente limitarse a la bisqueda de la funcién «, (p, @, z). En
este caso

Ny
Zm,n (5)=sh £2— (1—2),

Satisfaciendo la condicién de frontera para z = 0

= oa

ek = ’-"1(!;“ A
20 2 A nVm, nt+B, oV, nysh L2 1= (o, ).
m=1 n=0)
hallaremos -
?I’l’l‘ n ?m i
A =, By p=—Tu____
S sh—"‘:"m i e sh _*_Lf..,‘“l. *
a @
donde
” 21 a
?m‘n-t—""—'——" j fo, ® Vm, mip, 9} p dp dep,
U Vo nll 3
— 1 2“ o —
fm,n=—m— Sf(p, P) Vi, n {ps )0 dp dep.
IVm.all*y 5

o A e 02 g pi .

07, w=u(p, 5= ) . L, (L),
m=1

donde pif’ es la m-ésima raiz de la scuacion

Ja (P-) =10,

sh—“ﬂli
a

A ¥ By, se dan por las férmulas
a

2 e
Amﬂw 5!(9]-"0 (TP) pdp,
y

a
= 2 ; W
b=y | F© 0 (£0) 0ap.
o
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S 0 ()
108, u=u{p, z)= E fn—-—;f;;—sen -3?«'-:,
10 ‘r“[ 7 “)
b
donde fn=i£ S (2 sen-ﬂi—n zdz son Jos coeficiontes de Fourier; I,{z)=

0
=J, (iz), 1a funcién de Bessel de orden nulo del argumento imaginario, que
satisface la ecuacion

I3 () 4+ = 1§ (=)= (2) =0,
Los casos particulares:

8) fn=2h (1—(—1)m,

7 (2m 1) (2m 41)
1 e e sl
N (n{2m+1} a) 2m -1 i

]

m=0 Lo

b) fn=~faggr 1= (=",

& 7t (2m 1) n2m+41)
u_iéi_ 2 I, (——-—',_ p) sen 7 z
T omd [:t(2m+1) 2m41)3 .
7 _“}

mep %

109. La solucién general del primer problema interior de contorno para el
cilindro acotado Op<ga, Ozl

100 ( Guy, i s, Pu_
tu=-5 (P55 )+ o + a0

U [y =F {9 2,
“|z=ﬂ = (pl ‘P}‘ ﬂl;=|-‘Fa(Pq @)
se representa en forma de una suma de tres soluciones
= U -+ ug + Uy
donde uy, uy ¥ ¥g, 50n las soluciones de los problemas de contorno
Auy =0, wlp=q=1/ (@ 3, uplemg = wlg=t =0,

Auy = 0, T&glp—g =0, “nls=ll = (P @), Uyl 2=t = 0,
Au, = 0, H,lp.—:g =0, ua|;=n =0, l‘a|z—l =1 (9- ‘?}'
las cuales se determinan mediante las series siguientes:
o0 oa

w0, Py D= ) ) (AL, c08 np-+BL>,, sen ng) X

n=0 m=1
In ( ﬂ;n p) am
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donde
2 2t 1 5 _
oy — :"I:m { para n ._‘. s
< e § i)‘[qﬂ, zZtcosagsen—7—2d¢ds, En= Eianiin
9 2n 1
B ;=1 5 5 f (@, 2) sen ng m_ﬂ:i sdpdz,
00
o . ui (1—z)
u (P, @, 2)= Z Z (A"" co rr.qp-{-Bm *ﬂﬂ'ﬂ—m—x
n=0 m=1{ sh [Th i
(14
(r)
}L
x-f,‘( :‘ P) y
¥
2n a
A —— j- W (p, §Yeosng Jp ( i
"™ mena? l»" TR,

2 (n)

Win
Py lp, ) senpp Jy (_&_ p) pdp dp,

]
o
M mat [J' “mat (7, (WO IE S §
si en lag exprosiones para A, v Biiln se sustituye yy (p, 9) por y, {p, ¢), ena-

fonces y
ug (P, 9 2) = us (p, @, I — 2),

Indicacién. Se debe buscar las soluciones particulares para u, en la forma
u (py @, 2) =V (p, 9) Z {zg).

Para Z (z) se obtiene el problema de contorno
am

Z0Z=0, ZO)=Z()=0, am=(-£—)’. Zm=sen T3,

y para V (p, 9), la ecuagién
1 @ av 1 a*v im
'p_'éi(p ap)+_pT T ( 7 ) Vol
de donde hallamos

a e 3
Faonte, = () {20

Suponiendo
ug (0, @, 2=V (p, 9) Z (2},
tendremos:

8 2
57 (P 5t Gt =0 Vi 9=0,
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de modo que
(n) ()
T - L0y o8 i,
J'-m.l't=( p ) y Vmin=Jn ("‘—‘a P) { son ng,

z'—(

Zmyn="Cm, nsh (1—2).
110, El potencial del campo elecl.roatatico dentro de la caja cilindrica es
[ (2k+1)n PJ s (Ek-t-i)n .

)
2
) Z=0, Z()=0,

de donde hallamos:

512«?’

u(p, S)“— Z s [ (2k+1)x ¢] 2k1

El campo sobre el eje del cilindro es
(a.u-i)n

B 0 )=— (aa: o o E) ( £2k+1}n ) »

w
E. (0, O)= £ 2 ( (Zk-l-f}.na)

{véase la solucion del problema 108).
En el caze limite cuando [ — oo tenemos

u (o, 1)=-222 —-—g—f}n(f‘ﬂ‘]” SRE g,
0

El campo sobre el eje del cilindro (p=0} ¢s igual a
-3 .
P . R i
e 92 /p=0 = Ta 'E Iy (3) .
En particular,

Y | 2Vo ¢ ds
£, 0=~ | 750>

- oty o (A0

11, u(p, D=2V, 2, '_<T13‘_—E'<F"""""':
1 J W
o e P'm B (rg)

donde p{® son las raices de la ecuacidn J.. (ne’) =0,
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Obszervando que

0 W
shl—p _ew,
lim v g
1-+00 sh Bm !

obtenemos la solucién del problema para el cilindro semizcotado

W
m
oo -

z
g " w
7 =2V —_— —_—p,
u(p, 3) an’:’ ROT, () o( s ]

112, La solucién del problema
Au=0(p <<a, 0 <z< ), ulp.,u=0. Ulp=og = Vs
es de la forma

w
K
i L

s e 2 B
wan e D=2V 3wy fo (=)
mes i

¥ la solucién del problema

Au=0(p<<a, 0 <z=<Z oo}, Ulp=g = Vo ;=g =0
se da por la férmula

uip, 2) = Vy — uyy (py 2

113. La distribucién de la temperatura dentro del cilindro se da por la
férmula

% sh -E'&l(!—z) ( )
ufp, 2= A ——7 Lom Py
m=1 " ch % 1 ¢ g
donde

2aq

Am =TT oy ?
KEm es la raiz de la ecuacidn
o () =0,
¥, es el coeficiente de la conductibilidad térmica.

Indicactén. El problema se reduce a la solucidn de la ecuacién de Laplace
Au = 0 para las condiciones de frontera

[
_k"'a‘:_ ZIO:Q- u|p=ﬂ=0! i) z=g=0.
o sh Ve ({—2)
e u@ 9= 3 dn ——— o (T2 0), )
m=1 Ch'_m"f
a
2,43
Ay 2h2adg @

k(a* R Vi) Vi (V) !
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donde v, es la m-ésima raiz de la ecuacién trascedente
ah
JiWy=—=Jo (), (3}

k, ©s el coeficiente del intercambio de calor. Pasando al limito cuando h — oo,
obtenemnos de aqui la solucién del problema 113.
Indicacién. Se exige resolver el problema de contorno

Bu=0 {0=<p=<a, 0=z 1),

du Ju
e 'Ep_m-l-hu'loq;—ﬁ, ulp—y=0.

115, a) La solucién del problema para el cilindro semiacotade (I = o)
es de la forma

a n
— iy
ulp =3 dme © 7 (£20), o
me=t
donde pp, es la raiz de la ecuacién J, (u)=0,
e SEAE
BT AT @
b) La solucién del problema 114 para I = oo
o v
uip, 5= E Ame Ja '—u—P) f (3)
m=1

donde v, es la raiz de la ecuacion (3) del problema 114; 4,, se determina por la
formula (2) del problema 114,
Indicacién. l[]..a solucién se busea en la forma

u(p, 2= Zm (z) R (p),
m=1

donde R, ép) coincide con las funciones respectivas de los problemas 113 y 114;
Zy (2) se determina de la ecuacion Z" — ApZ = 0 y la condicién Z (eo) = 0
de modo que Z,, = 4, Vimz, "

116. La intensiuad del campo electrostitico £ = —grad u, donde u es el
potencial, es igual a

s [ ﬂ(i!rrlt—H)‘p] Ko[ N(ﬂn:Jri) -"J—
o n [ [reeen )
i Jrn[ﬂ(ﬂﬂi+1) bJ K.,[ n(2n:+l> “J"
—fo[ ﬂ(2nI+1> a] K..[ ﬂ(2rr:+ll b]

son 221, (2”:'*-1} 2

e——pr - )
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Aqui 7y v K4 son las funciones de Bessel de orden nulo del argumento imagina-
ric de primer y segundo géneros respectivamente.
Los casos limites:
1) 1 = oo, entonces
-]

13 (ps) Ko (as)— 1o (as} K, (ps) sensz . @

2y,
u{p, 3) =3t S'I, (55) Ko (as) —T, (as) B (bs) s
0

es ol potencial dentro del tuboe semiacotado;
2) para a = () tenemos

i Iﬂl’n(?.rr;-r-l) PJ s f{2m-+1) =

4y, Z
(Ul e Zor [n(2m+1) b] Zmt1 =t ()

que es el potencial dentro de la caja cilindrica.
Indicacién. La solucién se busea en la forma u = ZR {p} Z (z), para R (p}
s obtiene ¢l problema

Ry p_ar—0, R(ae)=o0.

La solucién genoral do esta ecuacidén es de la forma

R (p)=AL, (VT )+ BK, (V ¥ 0).
La condicion R{a)=0 da B=-—Af., (Vfaju{u (V' %a). Para Z (s} tenemos
274 AZ=0, Z (0)=Z () =0, J.,.:(’:" )  Zn (9)=sen -
Con el paso al limite euande { — co inlroducimos la variable sm=
n{2m+ 1)

=—-£--—-. de modo que as~_—21—n y nuestra serie se transforma en

integral,
117. La temperatura en el punto (p, z) dentro del toroido es
u(py 2) = ug + (4 — ug) v {p, =)

donde v (p, 2) = vyye Py 2) + vyge (s 1 — 2), vy (p, 2) €3 la solucion del
problema 116 para lf’/, =1.

118. Si denotamos por u {p, ¢, z) la temperatura estacionaria en el punto
{p, ¢, ), entonces

1) u {p, ¢, 2) = uyg = const, 2) x(p, @, z)-——u(s)=u1%_

Z.

Jo(Vint)
o [y (V Ao @)+ 5 (V 5o B))
o $h Vi (1—1)
sh )/ Am !

19. u(p, ) =7y
m=1i
Rp (p),
donde
B 0)=7s (T 0) No (V T @) T (V T @) Ny (V Fm 0,

Am s la m-6sima raiz de la ecuacién

Jo (VW FEma) _ Jo(V/ Amb)

No(Vima) No(Vimb) =
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. Resolucién. La solucién buscada del problema de contorno

d du
au:T&—p( )+T£i-_0' tlp=a=ulp=p=0, Uz=mp=0, v|z=g=1ip

la representamos de forma u (p, ) = IR (p) Z (), donde R {p) se determina
de la ecuacifn de Bessel

i d 4R i

+ (oG ) +rr=0 ¢

con las condiciones de frontera R (a) = 0, R (b) = 0, y Z (z) satisface la ecua-
¢ién Z* — AZ = 0 y la condicién

Z(l)=0.
De (1) hallamos

R(p)=CTo () % p)+ DNy (1 % 0).
Empleando Jas condiciones para p=a y p=0, tendremos
R (0)=Ja (V Ko 0) No (1 T @) = To (V R @) No (1 Am 0},
donde Ay se determina de la ecuacidn
J'o{V_Ea} _ JullV/Emb)
No(Vhma)  No(V/*mb) *

Calculando, como do costumbre, la norma de la funcién propia i, (p)
t

R = § o @) do,

obtenemos:
| B = Ja(vam =3 (Y Am®) ")

T3 (1 Amb) i
De la ecuacidn (2) hallamosg

hY Am (l—32)
7o ()= A S0V Em (=)
m(z) m B/ Ao 0

A la fancién u (p, z) la buscamos en la forma

- h1/ 7om (I —
2p, = 3} Al (p)—"";%.;;:’;L—!"

me=|{
El ceoeficiente 4, se delermina de la condiciin de Irontera

u(p, O=ug= 3| AmRm (p).
m=1

De aqui
b

Am= 1l R "3 S PRy (0} dp.

*) Véase en el cap. VII, § 2, el problema 27.
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Sustituyendo My, (p) de la ecuacidn
1 d ARy
i o i s | i
w )=~ [pe ],

obtlenemos
b
u a aR
Am= el | - (p 2 ) dp—
g Fom 1 o I jdp (” o ) P
a

e Uy dftm \ o=t _ Uy 't (@ — bR (b
[ (0T | =T e @ 2R O
Caleulamos

i @)=V Tox 1§ (V Tom @) No (V Toy @)= I ( Fom @) N ( Fem@) = ——=
Riy @)=/ Ton 174 (1 R ) N (V T @) — T (V T @) N§ (Y Fom B)] =

= VT;%%% (8 (1 R b) X (U Do B) =T (V o ) NG (1 o 1)) =

2 No(Wima) 2 Jy(VAma) .
N (/T b) WSV hmd) "

ayui hemos utilizado la expresion para et wronskiano
To(2) Ny (2)— T} (2) Ny () = —=-,
Sustitnyendo laz expresiones de 1), (a), Ry (&) ¥ || #m ||%, hallamos:

A= Tlo Jo (V Am b)
T R T, (W Ama)+To (VA d)

120, Resolucisn. Se exige hallar la solucion de la ecuacién

; 2.

(o 2p) e
donde f(p, x)=z—§.p—6{p] §(2—10)*) esa la densidad wvolumétrica que corres-
ponde a la carga puntiforme colocada en el punto p=0, z=[ de modo que

2n a h
j dp E ii(p, sipdpdz=e,
0
Para z=0, z=h, p=a deben cumplirse las condiciones de fron'zora

=0,
La solucién se busca en la forma de la serie

*} 8 {p) ¥ 6 (z — [} son la fupcién 8. Véase [7], cap. I1I, aplicaciones.
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P

ntm
(5= D Rm(p)sen ——=
Ly |
Para Ry, (p) se obticne la ceuacidn
1 d Ay, i o _4_3 o
T ( T)‘“’F’mﬁm— i 8 (p) sen pml=—fm.

donde llm:nTm v ademds Rp (a)=0. La solucién general de la ecuscion
homogénea tienc la forma
B (P)=Amls (pmp) -+ BmKq (mp)-
Variando las constantes arbitrarias 4, v B,, do la ecuacién helorogénea para
Ry, obtenemos
ALy (W) + B Ko (RmP} =0, Al (ump)+ B ;{pmp)=__%.,
De aqui hallamos
Bl — fmla (L)
id BmWm :

W= I3 (2)iKq () —Iq (z) Kg (=),

que es el determinante de Wronski igual a W= i (z = py,p), de modo que
By = pfndo (Bmf)y  Am = ~plmKo (tmp)-
Determinando de agui mediante la integracién 4,, ¥ By,, tendremos
R (p)= A% To (Lmp) + BE K (Wmp) 4+
]
+ 5 s 1y (ms) Ko {panp) = To (1mp) Ko {pms)] fm (8) ds,
0
donde 4%, y Bf, son constantes.
Ded}a condicidn | R, {0) | << eo so deduce B2 = 0. La condicién para
p=a da:
1 5
ﬁ%=—m S o (sm) Ko (antm}— o (apm) Kq (sppm)] sfrm (5} ds,
0

de modo que

K Y o a "
Ry (p) m Lo DU {1, (04 s () di -
n

[} 13
Ko @m) § 7o Gim) ofm ) ds-+-To um) § Ko Coim) a1 (2) s,
0

(1]

4de T K —K I
Rom (p)= _:_ o (apm) Ko (Ql-t;:)(apmt)n (apm) Jo (Ppm) . i

dade que

a 1
j Kq (spim) sfm (s) dsz‘iTe sen fim ‘ Ky (spm) 8 (s) ds=0,
s o

i
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ya que el punto §=0 estd fuera de la regiin de integracidn
]

i}
S Iy (stim) stm (s) ds= q I (spm) sfm (8) ds=
0 b

a
mi:- sen pml g 8 {(s) ds=ip:;- sen pmle

De esta manera el potencial de la carga puntiforme e colocada sobre el eje
del cilindro p< 2, 05z k con las paredes conductoras, se representa me-
diante la serie

< = o P am_
il LR g_; = (2
" h

feni i £ sen LLLEP
be = e

En el limite cuando a - co ohtenemos la expresién para el potencial de la
carga puntiforme dentro do Ja capa entre los planos conductores s = 0 y z = h:

oo
4
u{p, z}=—; Z Kn(%p) sen Tﬂ':n-c,sen %z.
m=1

Realizamos ahora el paso limite cuando k — oo. Con esto obtenemos:

u:-f-:— E Ky (12mpP) sen il 810 pmzdp — -(;—?- § Kq (up) sen p§ sen pz dp=
m=1

=i:- g Ko (up) [cosp (s—D)—cosp Dl du. (1)

Tomando en consideracién la [drmula

o

i K, {pp)cospz du=

R
| 2 (pr-2n 27

obtensmos para el potencial la siguiente cxpresidn
e e e
Ve Vetero
lo que coincide con la exprosion conocida para el potencial de la carga puntifor-

me dentro del semicspacio. Para obtener de (1) el potencial de la carga en ol
ospacio no acotado introducimos una variable nueva

F=5—=1,
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lo que da:

20

==
u =-2EE- S Ky (up) cos ps’ d‘u—% § Ko (up) cos (s’ - 27) dpp =
[

- : {4 e I_} (i3
VerFGEPE VerFiE w200 Vi E )R
121, El potencial de la carga puntiforme colocada ta el punto (0, &) den-

tro del tubo semiacotado p.< a, 2 0 con las parcdes conductoras, sobre las
cuales s mantiene un polencial nule, s¢ determina por la expresitn

e e
V e+ =0 Vei++0D)F

cuando §—* cc.

uip, z)=

o
4e Ko'taw) £y (ppt) S
= § 7, () Sen pg sen pe du.
122. Sea quec la carga e estd en el punto (*, ', £) dentro del cilindro cire
cular infinito con las paredes conductoras; ¢l poteacial del campo oléetrico,
excitado pur esta carga, se da por la serie

(1) it
ol (.«
o o~ g, (?“m r) T (“? r’) _mip =4

wir, ¢, :}u%z 2 4 ©

n={ m={

. cos n{@—q'),
n 1a (2 L=

)
donde ju% es la raiz de Ya ecuacion J, ()1 = 0; a, el radio del cilindro.
Si la carga estd sobre el eje del cilindro (¢ = 0), entonces

i} I
o J j—-ulm r u‘::}  d
4 "\ a =erlEshl

wir, ¢, z}=— —_——— e §
i =t !"r':!"i(!lﬂ')

_ Solucidn. Para construir la funcion de manantial resolvemos mediante el
método de separacidn de variables la ecuacidn heterogénea

Au = —4np (2)
con ia condicidn de frontera

L & ul x = 0.

donde ¥ es la superficie dol cilindro. Con esto consideraremos que la seceion
transversal del cilindro es una regién arbitraria § con frontera C.

Sean {1, (M}} v {A,} las funciones propias y los valores propios del pro-

lema
Agp 4+ Ay =0 dentro de §, =0 sobre C.
Buscaremos la soluecién en la forma

oo

u(M, 5= un(s) Pn (M), @
=
Desarrollando con eslo p (M)} también en serie, obtenemos

p (ﬂf, 5) = 2 Pn {2) ¥n (M),

n==1
25—0941
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donde
un u}m.“Tiﬂ_“T \ w M, 2 (M) doy,.,
&
1 . "
on GY =T | 0O 9 () oy
3
donde
Pontit= { i 00 dopge
5
De la ecuacion (2) se deduce la ceuacidén para uy (2)
uy — hpli, = —anp, (Ap = 0},

ademds u, — 0 cuando z— oo,
De ayui hallamos

+ 00 p—
Yinl:=dl
A !- -
up (2) =4 _Sm Sy
6
— . -
up (z)=4n S Ypi;‘h". De~? ’-ﬂ“ﬂfqi(-»_—)dum, dt.
20 B 4V 4s

Sustituvendo esta expresién en la férmula (3) ¥ cambiando formalmente el orden
de la suma y de la integracion, obtenemos

o . @ P (M) n (M) - VIR j2-0)
u{M, )=dx pM, L L1 e doy.df.
& i {El 2V 7 [l 4 P } de

De aqui se deduce que la funcion de manantial puntiforme es igual a
cou, w2, =y Lo l¥e OO0 (0F) y- V12t
2 2V il e

El potencial de la carga e, obviamente, es igual a u = 4meG. Si el cilindro es
circular (S es un circulo), entonces

p‘“) Sou p’('n) a
Yo =¥m,a (7 W=J"( : r) {sen:t l”=lm‘"-( s } 4

T .
b =11 . n = #na® T2 Q)R
donde
— { 2 para n=0,
B t para ns=0.
Sustituyendo estas cxpresiones en la férmula de G, obtenemos la solucidn del

problema en la forma (1). De un modo andloga puede ser hallada la solucién
del problema sobre la carga puntiforme dentro del cilindro.
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4. Problemas que exigen la ufilizacién de las funciones esféricas
y cilindricas

123. La solueién del primer problema interior de contorno para la esfera
Au=10 opara r<a, Ulreg=7(0, p)

puede ser representada en forma de serie i
AN,
wi, 0,.9=3 (=)"¥n 0, @ )
=0
donde
Yn—- ! {Ang c0s kg Bny sen hg) PX (cos 9), 2
=h
1 2n =
Ag g=x 7y j h[ 1 (8, §) cen 046 dg,
i

Anp =g

Inw
kI LS 5 é‘f 0, 9) PE‘) (cos B) cos kg sen Bdbdp, n>0, (5}
[

2n{n+ &}l
2n

2 1 — k)|
B’"‘=%ﬂ+” S i 7 (@, @) PP (cos 0) sen kg sen 0 db dep.
i

124. La solucién del primer probloma exterior de contorno para la esfera
Au=0 vpara r>>a, Urog=/f(0 P
se representa por la serie

“{ﬁ 8, 'ﬂ=§ ({_)ﬂ-ﬁ-l Yn (0, )=

a=0
o n 4
+
= 2 2 (%)n (Ank c08 kP-}- Bnp sen ko) P(’”{cos 0y
n=({] k=)
donde Apy ¥ By son los coeficientes que se determinan por las férmulas (3)

del problema 123.
s 25. a) La solucién del segundo problema interior de contorno para la
era

a8
Au=0 para r<a, —ﬁ r=a=f(9. Th

§(0, 7) es la funcién que satisface la eondicién
n x

j j‘f(ﬂ, @) sen O 48 dp =0,
¢ 0

25w
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y que tiene la forma

o

u(r, 6, @)=, ;‘% Yn (0, ¢} +const=

n=1{

a0 n
n
=3 3 —Zr (Ann c0s kg + B sen kq) PO (cos 0)+const,

n=| k=0

donde 4, ¥ B,y se determinan por las férmulas (3) del problema 123.
b) La solucién del segundo problema exterior de contorno para la esfera

; ]
fu=0 para r>a go| =10, @ &~ =@ @

(n es Ja normal exterior) es de la forma

= ez
uir, 8, ¢)= 2 -{”—L-)-;m Yq (8, ¢)4const,
ti=1 .

Para el caso particular
f(8, gt = A cos 0
obtenemes

Yo (0, ) =0 para n>1, Y.(0, g} =4Acost,
ulr, = Arcos0 (r<2a),
Aa®
u{r, B)=,)—‘_ﬂ cos0  (r=>=a).

126, La intensidad del campo electrostitico, como de costurnbre, se ex-
presa mediante el potencial w,
E = —prad u,
que es igual a

o Vv, —V o n2a41 :
u=Vet =t B ()" I Paa O PreosB),  r<e,

=i
dopde a 6s el radio de la esfera; P,, el polinomio de Legendre de n-8simo orden.
(—1¥ 435 ... @v—1) v
Pn (0)={ Y para  n=2y,
0 para  n=2v--1i.
Indicacion. Para caleular la integral

1
Y Py (1) dr
il

utilizar: 2
1) la férmula recurrente

Pa (5) = 5= (Phas (2)— Pl ()
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2) las f6rmulas

i 1 1-3.5 ... 2v—1)
Py (0) —Pp (O)=Fyu, (0)% y Pyy () = (— nv‘;ﬂz&_‘__ »
Poyeq (=0,

127. La carga estd en el punto r = ry, 8 = 0; donde r, 8, son Jas coordena-
das esféricas; el origen de las coordenadas estd en el punto r = 0.
a) Si ry << a, donde a vs cl radio de la esfera, entonces el potencial es

£ n
( e ol

m—m) PyleosB) para  r<ry,
i

o
¢ D)
ni=M0
o m W en
3 rir
e S (W_Fﬁﬁ) Pp(cos®) para 1> rg

=0

y la densidad de las eargas superficiales sobre la esfera es

o fn
e
o=—7= ] @n+1) =5z Pn(cos ).
LT

b) Si ry = a, ¢nlonces el potencial es

i o
rn agtntt
e Z (—-]I_E;_I_1———--———-—'_1,“1'_“+1 ) PrcosB)y para r<Irp
=) 0

u(r, B)=
2 rg a2+l
£ E (—,u-u _W) Ppycosh) para r>ry,
L n=0 1]

y la densidad de las cargas superficiales sobre la esfera es igual a

£ - an-i
o=—r 3 {2n+1)rg+l Px (cos 6).
n=0

Indicacién. Se debe utilizar el desarrcllo

i o0
?Lz ("rr')npn(t‘-osﬁ] para r<Ir,
1 ! n=0 ¢
il
_:2 (%)"P" (cos B) para > rg
=)

donde R es la distancia entre el punto de observacién (r, 0) y la carga (ro, 0)-
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El potencial de la carga puntiforme se busca en forma de suma

uir, 9J=-§-+2 An (%]uj‘,n (cos 0) pata  r<a, (1)
n=0
= +1
n
uir 9}=%+2 By (%) Pn(cozs®) para r>>a. (2)

n=0

Los coeficientes 4, y B, se determinan de la condicién de frontora ul,—, = 0:
n

I e T T
= a““‘l’ n= rn+1 -
L]

La densidad de las cargas superficiales se halla segin Ia formula
1 iau
o= —gr (o) oy @

4n \ du
Ademis, en el caso a) se debe utilizar Ia f6rmula (2); en ¢l caso b), la f6rmula (1).
_128. Sea que la esfera de radio a, sobre la cusl esté distribuida la carga e,
fsta gittzada on cl campo de la carga puntiforme e que se encuentra en el punto
ro, 0).
P potencial del campo es
L

e aVg atnel
—_— 2 m?n (cos 8),

=0 0

y la densidad superficial de las cargas inducidas sobre la esfera se da por la
expresion

13 o an-1 oo W e 2
0= =z 2 @ntlimy Pulcosd) +728,  Ve=Z4=,
" n=0 v
Indicacién. La solucién como siempre se busca en la forma
o
e a yn+l
u(r, G}ETTZ i (T) Pq(cos @),

=l

La condicion de frontera w{p., = 17 da:

u(a, 0)= E {f'ﬁ—:‘—i—ﬁ‘“} Py (cos 0) = V;=rconst.
0

t=it
De agui hallamos
B ! i ar
°=I°_er_,_," n=—€'w.
Utilizando el desarrolle
I _ 4@ (ryns
F———Ta- (?o-) Pp (cos By,

n={
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hallamos:

e 1 Ju ]
T A% \dn)r=g”
Para determinar ¥, sirve la condicién de normalizacién
2

5 5 gateen Od Qdp=¢e,.
(1]

129. Sean (r, 8, @) las coordenadas esféricas; r = 0 el centro de la esfera;
a, su radio; u = u(r, 0, @), el potencial de velocidad
va?
T 0,
P

a) u=uir, 9 =-';;—:: P, (costh=

3
bl n=uir, 0)= =y, (r,;%) Pyicos B,

Indicacién. La solucién se husea en lu forma

1
anﬁz
v=3 Grorarn® o,
ne=

donde Y, (B, ¢) es una funcién esférica. De la condicién de frontera para r = a
llameos:
0 para n=£1,
Yn (H; ']?):{ l_;_ 2, {cos©).

Compirase con las soluciones de los problemas 74 y 75 de este capitnlo.
130. El potencial del campo deformado es igual a

w,=—FE; —-}-f-”-«- reosf  dentro de la esfera (r << a),
s ey
By—Ey a\3 A
Hg=—FE; | 14+- L {— reos®  fuera de la esfera,
2eg—mty r

donde ¢ es el radio de la esfera; u = ug = —FEgzs = —FE¢rcos 8, el potencial
del campo exterior al no existir la esfera. LI campo vs £ = (@, 0, E,), donde

——-E'H"—E., dentro de la esfera
B u 2eg-t-£y
g e 9.4 -
FH [1_%_{&':-%" £y fuera de la ezfera.

Indieacidn. Véase [T}, complemento, parte 11, § 3.
131, a) Si la carga esté fuera de la esfera en el punto {r;, 0}, 7y > a, enton-
ces el potencial del campo eléctrico es igual a
__fuy(r, B) para r<a,
e U)—{ uy (r, ) para r>a,
donde

o0
2n -1 r®
u (r, O)=e 20 o i (v Py, (cos B),
-
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_ RS (2n--1) (FEnHL_gtneyy gy
crz—UJr=b-“H 23 BENAE — gan+l s Py (cos 8).
n={ 0

Indicacién. La =olucién e debe busear de forma
S B
w(r, O D) (Anr® +-251) P (cos ),
=0

Ap ¥ B, se determinan de las condicionvs & = 0 para r = a y r = b.
137. &) La intensidad del campo de una carga puntiferme e colocada en el

wpuator = ry, = 0 {uera de lu esfera ry > b, E = ——grad «, donde el potencial
%, para r<a,
u=4 u; para ae-<<r<ph
g para r>b,
se determina por las formulas
=1
ron !
u, (r, m=2 An (—;) Ppilcosf) para r<a,
n=0

r

ta (1, G)=E [Bn (%)n%-(}n (l)ﬂH]Pn (cos®) para a<r<b,

n=0 p

uy {r, i])zz Dy (i)ﬂ-}—ipn (cos 8)+4- I!-:R para r>b,
=)

r
ks

donde R=7/ L ri—Zrrycos® es la distancia entre el punto de observacién
{r, 0) y la carga, y

- eayq [neg+ (n--1)]
- 2n+1 ?
A e 01 ()7 ) (e —ea) 814850

An={2n--1) eabyyBn,

a \n+i baym ehn
Cﬂ:(T) {eg—#y) OygnBn, Dn=("&') Hﬂ_"cﬂ_'g;%ﬁ?

i

b‘_- -
T g b tn 1) £y

(i=1, 2).

Anélogamente se resuelve el problema si la carga puntiforme estd dentro
de la esfera ro < a 6 e <<ry << b. Las expresiones correspondientes para el
potencial no las damos.

138. Si el campo c¢xterior E, estd dirigido a lo largo del eje polar z de modo
que su potencial es

Vo = —Eqz = —EyrP; (cos 0) [Py (z) = z],
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133. Bi la esfera es do conductibilidad ideal (6, = o) y el manantial de la
corriente eléetrica de polencia I estd en el punto (ry, 0), ry > 2, del medio que
posee una conductibilidad o,, entoneces

h=0, jy==—o, gral u,,
donde

I atnil I -
ug (r, e)__TG._._ %ﬂw}’n (cos )+ Tno R (r =a).
n

134. La tomperatura w {r, 8) fuera de la esfera es igual a (el manantial
en el punto (r,, 0))

o
0 0 ( n atneL
winy Ot Z T T T ) Pn(cos8),
a=0
donde k e¢s ¢l coeficiente de la conductibilidad térmica; # = '[/r2+r3—2r,r cos 05
a, el radio de la esfera.
135. La temperatura dentro de la esicra r << a es igual a

__© 14 2 (n4+1)—ah rJr® ;
i (7 O)== ankit s ank 2 n-+ak e £ (cos ),
n=f

donde £ ez el coeficiente de intercambio de calor, el manantial estit en el punto
(ro, .
Indicacisn. Para r = ¢ liene lugar la condicién

du
k *3-;+?-‘.H—0.

La solucidén se debe buscar, como de costumbre, de forma

oo

n
w(r, O =i+ D) A ()" Pn (cosoy:
n=0

utilizar el desarrollo de % y determinar 4, de la condicion de [rontera,

136. El potencial de la carga puntiforme e entre las esferas concéntricas
(aecr=1») ez igual a
o 21 4 2r+l
e 4 r" - n
wtr, O =gr—e 3 [ g et

n=i]

Dy ke
penst_p2ntl ana

= -+ _] Ppicos ).

LERHL _ ginal r:}H'lr"“

Para a — 0 de aqui obtenemos la solucidn del problema 127 a); para b — oo, la
solucién del problema 127 ).
Lu densidad do las cargas inducidas es
e (2n41) (21— gt oy
01=0|r=a=——~ E T TS 1‘3+’ Py (cosi),
=]
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a!]’l‘!l :[

Pn {cos 9}+— .

-~}
Ea=—£&) n
Uy (r, =g —="1
'.!( } P ED RI’;|_+(?I+1) [ r””r"‘”
n=—

Indicaclén. La solucién se busca de forma

-]
wy (ry 0= 4n (—:—)"Pn(cosﬂ) (r<<a),
=0

0
+1
y (r, ﬁ\:% T;”—l-z By (%)‘1 Ppfeos®) {(r>a),

donde A, ¥ B, son los codli:lenl:es que se determinun de la condicidén de conju-
gacidn

Uy =ty el%‘,—‘--—es 1.':" para r=a.
b) Si ry << a, entonces

a0
Uy {r, D)=eL—t2 Z ] 7 o Pp (cosB)4+ —— para r<a
T £y nE (1) £ @R L - T f\' '

=0

i 2n—+1 ;

u, (r, 0)—r;nmmin {cos 0) para r>a,

Indicacion. Véase ¢l problema 131 a
132, La densidad de la corriente c]uctncu es

Jir=—oygradu, para r<a, ja = —0,grad u, para r>>a.

El manantial d<. la corrmntn eléctrica estd en e} punto (ry, 0).
a) Si ry << @, entonces

p o,—a, n--1
U= 2 e T uﬂﬂ“ Py (¢050) 4 ———mv 610 Yo (r<a),
g S o SRR T8 iy e,

dn & poy--(nd-l) o, ""
n=i

b} Si rg=a, entonces

iy (r, ﬂ)—_——l_ L —r P lcos) (r<ta),
4m noy (410, rf
=1
_ 1 o,—0 2 " gine1
LU o 0, 2 noy A (n 1) 0y il B (0080
newll

I

tome >
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entonces la solucién del problema es de la forma

V=V, =ArP, (cos0) para r<a,
V=V,= (Br—{--g-—) Pyicos0) para  a<Ir= b, {dentrode la cubierta),
V=1V;3= (—E(.l'+—g—) Py{cosB) para r=b,
donde 4, B, €, D son los voeficientes iguales a
i BEEH . e 3(2.‘.;-;‘-1) By s 3”.’-;1} E, 5.

D:Euw+[1+MJ, H=ti, A<om—20r—1px

(H—1)a* L
[ (3)1)

139, Introduciendo las notaciones: a, radio de la armadura interior; b,
radio de la armadura exterior del condensador; 8, distancia entre los centros de
las esferas, y despreciando los términos 62, 6%, &%, etc., vbtenemos para la den-
sidad de las cargas superficiales sobre la armadura interior

e ([ OV cab (Vy—V,) / 4 30 _
4n ( ar ),-_a_ 4m (b—a} (n“ B —a® CD:Q),

donde ¥V, — V, es la diferencia de los potenciales de las armaduras. Con esto
se supone que cl origen del sistoma cslérico de coordenadas estd en el centro de
la esfera interior.

Indicacion. Utilizar el desarrollo de Ja inversa de la distancia entre los
puntos respecto a los polinomios de Legendre. Si r = @ es la armadura interior,
entonces la ecuacion aproximada (con la diferoncia bastu los términos de orden
&% y mayores) de la armadura exterior puede ger eserita de forma

r=b& -4 8P (cos ().

440, Zi los puntos del anillo tienen las coordenadas esféricas r = ¢, B = &,
entonces el potencial en el punto {r, 8) es igual a

= =

oo

5 e ynt+d
P (—;] Ppicosa) Pplcosll) para r=c 60 5a, r=e¢

n=

1’=& E (%)RPH {cosce) Pr (cos ) para r<sce 6 B ==n, r=nr
i

h!rza‘;mcién. Primero se buzca el polencial en el punto {r,, 0) zobre ¢l eje
polar z

o
{ e < & n+-1
| b (Tﬂ-) FPpigosa), rp=c,
V (rg, 0)==— ] =} =l
E oy r34et—Zrgecos o i 2 ‘: # A®
l—&—za (T] Pricosa), ry<tec.
n=
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141, Si a cos « > b, cntonces el potencial entre el anillo y la esfera, mds
exactamente denbro de la regidn b <2 r << a, se da por Ia férmula

; 21w rAn
Vir, 0)= o 20 Pp (cos o) sen o { (T] o
o]
n (g, — ;) b3INE
T et [n (ggF et gy) PP
4 - -
T la carga completa del anillo. El origen de las

covrdenadas estd cn el centro de Ia esfera.
Indicgeign. Ulilizar la solucién del problema 340 sobre el potencial del
anillo cargado, cuyos puntos se dan en coordenadas esféricas r= a, 0 = «.
La solucién se busca en la forma de la suma

} P os,

donde ¥ =

= r n
2 An ('b-) Py cos (9) para  r<<h,
Vitr, Dysy =0 "
+1 :
IV,-FE B"(%)" Pnpicos®) para. r>b,
n=0

donde A, y B, son los cocficientes que se determinan de las condiciones de
conjugacidn para r = b, y V, es el potencial del anillo del preblema 140.

142, Sea gque el origen de las coordenadas estd en el centro del anillo y de
la esfera, ¢l eje polar esta dirigido perpendicularmente al plano del snillo. En-
tonces, tendremos para el potencial la expresién (a es ol radio del anillo)

Vy(r, &) para r<a O r=aq, 0-?:—':},
Fir, B)= &
Vaeir, ) para b>r>a 6 rv=a, (-):f:—.;a-,

donde

= ’ 2n— N1 2
Valr, U)=&E l-”"-(-%ﬁl-(-g“) =

n=10
—-(-E-)E’H-i (%}211‘] Pyn (cos e)'

{2?2;!1!)!! H%)%H

Vgir, U)=.:% E (—3ym
n=0
a y2n+t f ry2a0 _
S (T] (T) J Pgn (cos ).
La componente normal de la intensidad del campo elécirico sobre la csfera
r=>5 ez igual a
L8 S 2n— 1)
I . ﬂ:li 2 (-”"L'—('iﬂ-l-’l)}’zn(oose].

=t (2r)ll
n=0
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Aqui e es Ja constante dieléctrica de la sustancia que liena la esiera,
(2nill = 2.4...(2n — 2)-2n, @n—1N=1.3.5...2n —1).

Indicacién. Se debe utilizar la solucién del problema 140 sohre el potenciul
del anillo cargado, a saber: si el origen del sistema esférico de coordenadas estd
en el centro del anillo sobre el que ¢sté distribuida la carga e, entonces ¢l poten-

cial en cuslguier punto {r, 0) es (\-(:use el problema 140 para o = 2)

2
n41
% (;:-) Pn(0) Py (cos0) para r>a i r=a, 0:!:%,
=l T N
Val(r, 0= o
2 n :
7 Z (%) Pn(0) Py (cosf) para r<<a & r=a, § == %r-,
n=
ademis
o, sl n es impar,
Pn (0)= 1%1_3‘5“_{”_1’ -
(=1 24 ... Sl e3 T,

La solucién del problema planteado se debe buscar on forma de suma
Vo= Va4 Vi,
donde Vi, es el potencial de las cargas inducidas sobre la esfera, igual a

o
e e
1\"’luﬂﬁ—ﬂ 2 Aan (‘F) Pyp (oos O,

Ti=f}

Ay, se halla de la condicién V = 0 para r = b.

143. Si a es ol radio de la esfera en ¢l centro en que se ha puesto el origen
del sistemu esférico de coordenadas, entonees e potencial de la corriente ¢n todos
los puntos interiores de la esfera se expresa: por la formula

I < dnt3 o\t
Vin O=wre 2i i (T)

n=l

P (cos 0).

Indicacion. En virtud de la simetria del problema V=0 para B:%,

y por eso se puede resolver el problema para O=CO<C %, haciendo
L]

Vi, B)= ) Asna (%)2“+l Piynyy (cos ).

=0
Los cocficientes A,n,, se deben determinar de la condicién

AV s
ar

. Ve
lim a g ( -"','3'”“) 2ra® sen 8dB =1,
B0 I

’nmo.

=8
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144. Supongamos que la cargu puntiforme ests en el origen de las coorde-
nadas, ¥ que z = a y 2 = b son los planos que acotan la placa; ey, la constante
dieléctrica de la placa; e;, la constante dieléetrica del vspacio.

E] potencial del campo dentro de la region z = b es igual a

e pen
Vip, sj=———= —
€ Eﬂ V z-F2nhEfp° *
donde
. ba—6 R e =
ﬁ——?rl—?:' pr=atLy?, A=b—a.

Hesulucion, Se requiere hallar la funcién

Vilp, 2) para —oo<z<<a (debajo de la placa),
¥ {p, x}={ Va(p, 2} para a<<3<b ten la placa),
Vi(p, 2)  para b<z<Z4noo {encima de la placa),

arménica en lodas paries excepto en el punto p =0, z = 0, donde V, tiene
una singularidad del tipoB—B—; . ¥ gue salisface para z = a y z = b las condicio-
nes comunes de conjugacion

V T
Vi=Vs, a,%:ez -fﬁlzi para z=a;
Ve=Vs e a;;’ =iy i;?-’- para z=b,

Dado que la regién no es acotada, entonces la solucidn se debe buscar en
forma de integral, particndo del desarrolle

1 1 s
ROEr= A (R — i
r VE+e g Jothp) e=hl1z| di *), @

suponiendo
Vi d=[ et 15t [ amy o ],
YT )

oa

Vs (p, :}=?’i- [S B (2 S, (hp) e~ dh+ g € (1) Ty (hp) e*2 .ﬂ] .
] 0

oo

Valp. z)—-% i D (3) Ty (hp) e~ .

Todas las integrales, excepto la Oltima, deben permanecer finitas para p — 0
v z = (; ademads de eso
m ¥V, =0, lim¥V;=0.

I+ —00 ]

*) Véase [7], pag. 750.



IV. Ecvaciones de fipo eliptice 392
Las condiciones de conjugacion para z = a y 2 = b dan:

A=+ C)—Ppe2*, B () =Pe2C () +p—1,

—ZLD P
¢ (»M“‘i_,{_ﬁ_ D (), D (}'}=1_—E£—2_-m

de modo gue

.e(iw—ﬁﬂ} AR P
V= E T b
o

1
Para calcular lesta integral desarrollamos T—pa-Tn en serie con respecto
a las polencias p2e= M

oo

-]
1 —R2
V3=Lalﬁ-—}- { § To (Ap) €2 dht P §Ju (et gy 1,

de donde, utilizando lu férmula (1), obtencmos el resultado en forma de serie
que se dio mds arriba.
145. El Jaotencxal sobre la superficie terreste para z = 0 puede ser repre-

sentado de dos fermas
1——50 - 2Ah
Vip, O)= f.J-ﬁ"M'
6
_ (=nd)nfie
Vip, 0)= 236 [ +2Z YR ], {1y
donde
_ Ta—0y
P=3 O30y °
Si en los puntos z = 2 y # = —a se han colocados dos electrodos, v, ade-

més, a través dol primer electrodo fluye una corriente I v a través del segundo,,
otra —/[, entonces

Vo, O =g (=723 (—prx
=1
1 1
x [ Viem+ it VT m }}’ @

donde
~VE—FFR,  R=V TR,
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Indicaciin. La solucién se busca en la forma

o0 oo
s I
¥ VS Tray [ E Jg (hp) Az di + S A ) Ty (Ap) e~ha dh 4
L]

o

- 5 B (h) Jy (AD) eht .«n,]
i}

dentro de la regidn 0 <z b,
oo

T
Vx“—"m s C (i) Jo (hpye~dz dl.  déntro de In regibn z = a.
.
1]

Los coeflicientes del desarrolle A (L), B (k) v € (1) se determinan de dos
condicivnes de conjugacion para z = & y la condicién ;ﬁ = pura z =0,

¢ == 0. El paso de la integral a la suma se realiza andlogamente a lo hecho en
2] problema 144,
La formula (2) se obtienc de la (1) mediante el principio de saperposicién.
146. Sobre la superficie terveste el potencial es igual a

af—1
arcsh a oy —
. . ¥ _-l/ or
Vig, o O =Vo——rcie &= o =1

Solucién. So exige resolver la ccuncidn
O (Vyx 4 Vi) 00V, =0
en el semiespacio z 3= & con la condicidn de frontern
V=1V, cobrela esfera 24 424 2= ol
Haclendo t = az, obtonemos. Vi~ ¥y + Vyp =0y V = T, sobre la super-
ficie del clipsoide de revolucion

a4yt

12
L et

donile a® = B, ¢® = o®a?. Fuera del clipsvide, sobre el plane z = 0, es evidente
que 3—: = 0. Por eso ¢l problema se reduce al cdlculo dol potencial del campo

del elipsoide cargado de revolucidn. Su selucién (véase el problema 164) es de la
forma

2= ds

5 (a24-3) l/ﬁv-_}«_s
V=V,

ui‘ ds

y @9 VEFs



IV. Ecuaciones de tipo eliptico 401

donde A es la coordenada eliptica. En este caso el elipsoide es alargado, por eso

tienen lugar las relaciones

A h=(*—aYn? 1<y®<eo, k= —a¥ L}, O < B,
p2 12

(@—ah (p*—1) t (c®——a?} 12 =1 ¥

[ 4 =
—(F—af) (I—5%) | (P—af B 1

de agqui

t=VE—BE, p=V{F—a) (1—5) (P=1).
Caleulando las integrales, obtenemos
arcth 1/ {®—a?j (e= + A)-2

V=V
¥ arcth 1/ (¢ —a®) 2
6
arelh-2 arcth —— ,.:___
v=y 1 v, Vot
= e ] arcch o bt
arcth l/_n;i_

Da las ecuaciones

t=oz=a |/ a?—15n, pP=a®(@i—1)(1=E% (n2—1),
eliminando E, obtenemos

_t’ii[i-T -ori:;izaz (28— 1),
Para s = 0 de aqui se deduce
'f!’—?:#:_”n
de modo que
armhﬁ
Vo, =V,

arcch o

§ 5. Pofenciales y sus aplicaciones
147. El potencial volumétrico de la esfera homogénea es
2
2ap, (a’ — rT) para  r<<a,

(1)
g para r>-a,

V=u(r)=

donde a es el radio de la esfera; M = %-" Poa®, su masa.
Indicacién. El potencial volumétrico

VM=S LI
(M) J, Fap » &

26—0041
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(donde 7 es ¢l volumen de la esfera) es una funeidn urmwonica fuera de la
esfera (para r>>a), que satisface la eenacion

AV = —dnp (3)

dentro de la esfera y es continua ul igual gue su derivada segin la direccién de
la normal sobre su Trentera. Dado ue p, = const, entonces el poteneial posee
siietria esférica.

148. Solucidn. E) problema se reduce al cdleulo de la integral volumétrica

T 7 edzsen0dp
; £ senl
V(r;zznpuSS‘—H—’
[N

donde
R*= & 4 % — 2&rcos .

Introduciendo la nueva variable de integracién R en lugar de 8 y tomando en
consideracifn que

R dR = rg sen b d0,

obtenemos
2 a r+§ )
vio=28 [ § ar]a
0 |r=5%1
8l r>a, entonces siempre r>g y
2npy O daped M
y Tl L[l l
V(=" Sg[ 5 dHJd‘;‘,z L
[ r—%

»
Si r<a, entonces
T

9 2
V(= §e<r+'s—-r+g) Bt \ B+t r—b @t | =2np, (2 — ).

ey

149,
27tpg (b?—a?) para r<a,
2np, 247
y o It S .
8) Ve 2npgh* ——5= (r 4 . } para  e<<r-=2»,
fi‘;_i‘(bs_ﬁaa)% para r=
2 e O 2g (e —02 ara r<a
n [0 (00— )+t ) P ;
2 2 — b2 A A 1 ara @S reb
apy (62— %) 4 —5— pra® — pa = !
b) V=
4n  a® o 2np0p o 28
?p1 T+anp{,g —3-(1- + = ) para  be="r<r,

Gri[p, (3 —b%)4-a%py] _ M +-My
3r = r

pars r>c.
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Indicacién. En virtud del principio de superposiciin de las scluciones de
la ecuacion lineal, el potencial buscado se representara en forma de Ia suma

V= Vi + Visa.
donde Vi, ¥ V“f" son las soluciones de los problemas 147 y 149a;

c) el potencial es
alf-;(i para  r>¢,
Mr[r') - 4m j EpiE)dE  para r<e,
b
donde
3 r

m=in fo@ed M= [omea
0 b

es la masa_distribuida con densidad volumétrica p () dentro de la esfera de

radio ¢ (0 de radio r).
Si

' _{ 0 para r<a,

s Pp Ppara a<r<b,

entonces, de aqui directamente obtenemos la solucién del problema 149 a)
M

- para r>b,

_45‘;1_:)9. (rP—a®) +4-2np, (B*—r?) para a<<r<b,

donde

M=4T"' (b3 —a?) py.

Para p = p; dentro de la esfera de radio a (¢ = a) de la f6rmula general obte-
nemos
M
—r—- para r>=a,
V= A
By
2:tp, (a 3 ) para r<Ca,

donde M= QT“ ap,, ete.

150. El potencial de¢ la capa simple esférica homogénea es
4nav, para r<a,
u= M
13

donde M = 4na’v, es la masa total de la capa simple distribuida sobre la es-
era.
Indicacién. El potencial de la capa simple es

para  r>a,

Znm
vl;
uir)= g STseanqu:,
00

26*
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donde R = /7@ 4 a® — 2ra cos 6, ademds del cilcula directe quo en este caso
es sencillo, es conveniente buscar la solucién de la ceuacidn

Au=10 para r==a,

continua en todas partes v gue para r = a tiene las derivadas con respecto a 1a
normal discontinuas

du, duy
it — =4
dr |r=a  dr L_a W0,

donde 1, es la solucidn de la ecuacién Au = 0 fuera de la esfera (r > a); ua,
1a solucién dentro de la esfera (r << a).

151. Sea que ol centro de la esfera de radio a estd en el punto z = 0, y = 0,
3= byp = poesladensidad de las cargas volumétricas. El potencial del campo
electrostatico es igual a

re M
| SIS S (P
21y (a 3 ) ™ para  r<a,

M [—1-—-1—) para  r>=a,

donde

M =-é§‘; oty r=VEFPEFGE—0E, n=V2ZTEEEbR

I[ndicacién. Para calcular la influencia del plano z = 0 de conductibilidad
ideal, se debe reflejar especularmente la esfera inicial con centro en el punto
(0, 0, b) con respecto al plano z = 0. La solucién en este caso se representa en
forma de suma

¢ 2 .M

S Tyt —? para r<"a,
V=
M (—-L—L) para r>>a.

r ry

La constante C; se determina de la condicién de conjugacion de las soluciones
paml£2.=Eul‘ potencial logaritmico del eircula en el punto (r, @)
ane
V=V (r)=p, Y ‘ In - 2 Adh dp
iy V

A2-E1? — 2hreosyy
se calcula directamente y es igual a

L | O i
M (T—ln E—-T F) para r<Za,

Vir)= 1
Mln—r- para  r>sa.

Indicacién. Para caleular las integrales se debe desarrollar la funcién sub-
Integra
1 1

In <=1
"R VA —2hreosy
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en la serie
1,9 1 fryn
]n—r-!-E o (T] cosnp  fuera del circulo r>a,
=1
1 1, < 4 (ryn
In -E=4 111-;_'4-2 :T(T) cosm para A <r<a,
n=1i
lni L - 1 r\m
7 -H_(T] cosnp para r<<i-<<a.
X n=1

153. El dpote-ncial logaritmico de la capa simple del segmento —ae<z<<a
con densidad constante p = pq

L

1
V(e n=p, | In

2 V E—z)P+5°
se caleula directamente y es igual a

V=p, {2a—yamtg ye+2:£_ae - a;z In [y +{a=—z)3]—

—5 5 Infy* +ata} .
Indicacion, Realizar la integracién por partes.
134. Sea M (z, ») cl punto de observacién; ¢, el dngulo bajo que se ve el
segmento {—a, &) desde el punto M,
El potencial logaritmico de la capa doble del segmento
+a “+a

cos Opp 3
W My=v s R dEp=rvy S T

(R es la distancia entre 3 y el punto de integracién P) es ignal a
W(M)mv[arclg Eivd =l ]=j:vtp,

—areig

ademds i
W { vp 51 y>=0,
—vp s oy=<0.

155. El potencial de la capa simple uniformemente distribuida sobre el
disco circular tiene dos representaciones analiticas:

1) la representacién del potencial c¢n la forma do desarrollo con respecto
a las funciones esféricas
At

26 < n
2 %) (PR @+ Pacy (001 P (cos 6)—
n=[}

2er
—— P L
Vi, 9, )= e ROEE R RS (1)
2e = n+1
23 ()" 1Pn 0= Pasa ] Pa (c050)

=0

para r>a; )



408 Respuestas, indicaciones y resoluciones

2) la representacion del potencial en forma de integral eliptica

2¢
v " / 4ar sen B
. V/ r—2ar sen 0 + a* % ( b r?—2ar sen 8+ a* ] = @

2L

E

donde K {z} { g @ integral elipti Agui g e3

o 2} = e ————— - R LR T 1ptica. Aqul =Ma“J g
J oy i—rfcosfa g P qUkTes=ae

la carga sumaria,

Indicacidn. Para deducir la [ormula (1) se calcula la magnitud deol potencial
sobre el eje z perpendicular al plano en que estd el disco,

¥, 0 )= % []f:.=-|-a3—=]‘

y despuds se halla su desarrolle con respecto a las funciones esféricas zonales.
Los razonainientos ulteriores se realizan por analogia con el problema 140.

156. Elegimos el sistema de cvordenadus (p, @, z) con origen en el centro
del circulo y el eje z ferpendinular al plano on que estd el bucle circular con la
corriente eléctrica. Ll potencial vectorial tiene sélo una componente A,

%
_ouf S) ds _ dul s #cos ¢ dy
g " = u‘+p"+z'~'—2apcosq:’

=

que es igual A

A a A Y k—g
dy=1 F[(1 > i) E—E],
donde p es la permeabilidad magnética del medio; T, la intensidad completn de
la corriente que {luye por el bucle,

e AR
(at+pP+22 ?
K y E son las integrales elipticas completas de primer y scgundo género
by &

n :
. F a0 2 :
h(k}=gm, E(]\]=.E |/ 1=k sen® 0 4o,

En largas distanciag de la corriente (k < 1) tenemos:
B S sy B e TS
R {(t+3 ¥+ wt.).
Para un bucle muy pequefic |/ p*~-2* 3 e nos queda:
g2 natpt sen 0
er=

157. En las coordenadas polares {p, ¢) hallamos: 4
a) la solucién de! primer problema interior de contorno para el circulo

an

—w s AL (@—p3) i (P dy

u=Wip, ¢)= on 5 a% 4-p®—2ap cos {g—§)
0
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by la solucién del problema exterior

om

i e 3 (0*—a®) £ (§) dp
e ( @ o7 — Zap cos (F— ) °
"

donde a s el radio del circulo. i
Las soluciones de las ecnacionez integrales respectivas son de la forma

1 . 1
a) \'(S)=?l(?1—mi f(s) ds
donde € os la circunferencia de radio a.
1 1 i !
B} visy= —— [+ 5 \ (81 ds.
o

r . . -,
I'ndicacién. a) Si el contorno € es la eircunforencia de redio a, entonces

CuS Fpap, 1
oD, = Za
v la ecuacién para v (sp) toma la forma
1 i
Vit | v ) s = 1 (s, )
el
ea decir,
£ (.«):% F @+ 4 @

Sustituyendo (2) en (1), hallamos
)
A= e S f(s) ds.
C

Conociendo v (s), después de las transformaciones simples llegamos a la integral
de Poisson.

D) Para el problema exterior de contorno la ecuacién integral para v (s,)
serd de la forma

v(sg}—-zﬂi—ﬂ LS v (5) ds= —%f(so}.

1
Esta tiene solueién cuando ‘ f{s)ds=10. en este caso v(s}-—-—'&‘-j(s}-l- A,
¢
donde 4 es upa constante arbitraria. Sustituyendo esta expresion en el potencial

de la capa doble, no es dificil convencerse de que indeterminncion de los valores
de v (s) no influye en la solucién del problema inicial.

Si ) f(s) ds <=0, entonces la solucidn del problema exterior de Dirichlet

c
sobre el planc se debe huscar en la forma
u (M) = W (M) + B,
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cos
donde W (M) = i “-r-;%':«‘ﬂc-v(i’] dlp, es el potencial logaritmico de la capa

doble, y B= Sr{s) de. En este caso la ecvacién integral para v (s} tendra
(i

golucidn.
158. La solucion del segundo problema de contorne
1 & du 1 & du
?E( e )+F_é‘q‘2 =0 para p<a ?p-u':”q))
se busca en la formu de la expresién del potencial de la capa simple
in
1
u=¥ip, 9)=a E In v (1) dp - const,
. V a®+p*—2ap cos (p— ) Wyey+

La solucién de la ecuacion para v {g) da:
i
viP)=—1{9).
159. a) La solucién del primer problema de contorno uy.+4-

vy, T gz = 0
sdohrle el semiespacio 2 > 0, u| - = f se busca en forma de potengial deTa capa
oble

o
wiz, vy p=w= | | SHEvE wazan, A=t
-
y se da por la férmula
400
t 2/ (5, m)dE dn _1
A= Huw—&ﬁ-mu—mwﬁl“f’ (v=21)-
b) La solucidn del segundo problema de contorno
du
ugxtugy+uz=0 para z>0, —Ez—,ho-x!

ge busca en la forma del potencial de la capa simple

My 5 mydEd
uir, ¥, 2)=Viz g, 2)= 5 -'?N_:%—H:

-

y ge da por Ja férmula

400
i /(& ) dE dn 1
wie, 1 9= | | S teost (k=g v).
-

160. El primer problema de contorno
Agt = Uy -+ Uy, Para y > 0, uly=o =1 (z)
tiene la solucién

' +00 )k
s AH
v =3 | § o
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Indicacién. La solucién se busca en forma de potencial de la capa doble

+oo

we= W (M) = S v (E)

-

cosfaup dt
e P

ara la densidad v de Tm se obtiene la ecuacidn integral con el niicleo idénticamente
gual a cero, de modo que
; L—
v =— /G

161. Solucidn. Si la superficie T es equipotencial, entonces a cada valor
del parfmetro s debe correspender el potencid]l determinado

V=7{{s
que satisface la ecuacién de Laplace. La diferencincién da:
V=1 ()5 Vax= 1" (s* +F () sxzr -« 4
de modo que
AV = V. + v!.r!.r + V., = " {s) {grad & + [ (s} As.
De aqui se deduce:

As —_— iT(s)
T AT R A

es decir, la superficie £ es equipotencial si Tn razén Asi{grad 5)® es una funcién
sélo de s.

Denotando
z? gt ; 2 o1 1 1
In =T@Esm 4+ T T eEFar  PE wi [ + 245 ?
vemos que la ccuacién
L 22 " .
a* s ' b s ¥ s %
es reduce a g,— 1. Diferenciando esto con respecto a r, oblencmos:
= 2z 8 —L F3 —L { rad ‘)z—-i
= TFxan ' VTErdn ' T etde B Tt

Los cilculos dan:
A 2 8z* Batqy
xx 72 @5 T (@ F5)° AL E iy

:‘.\s:-i—p ¥, por consiguiente, q:(s}=%; Integrando la ecuacitén
-4

A == — g (et ) -

I is) sHad | s | g-pct
oblenemos:
1]
ds
V=7(s)=4 ‘E _R'ET+3‘
donde

R(sy=1/ (51 a2) (s I 62} (s €°).
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En el infinito cuando s — oo el putencial debe ser igual a cero; de aqui se deduce
que

o

-

3
162. 5i el elipsoide dado pm la ecum!dn
FI’ + "'_= 1,
@8 conductor ¥ lleva sobre gi la carga e, enlonces

V__,S ds
T His) *

Sobre la superficie del elipsoide » = 0 el potencial ¥ es igual a

=

La capacidad del elipsvide es

o -1
S Rts) =

La densidad superficial de la carga sc da por la expresidn

& . -
= T |gead ¥ |guu-__{’-T(I’_g |gi‘ﬂd 2] Jgamens

de donde en virlud de las ignaldades (Vy)eey=

e 2
— Tl " lgrads| = -']7"_-

q

se deduce: g

1

e L . )
gt

= Zmabe h (o "

Si a = b > ¢ (el esfervide alargado o el elipsoide aplastado de rovolucién)
entonces obtenemos

ey & i ds L arctg "l/ as_cz
2e 5 {s+a?) l/s + 2 g/ a%—cd

8i a > b = ¢ (el esferoide alargado o el olipsoide alargade de revolucidm),
entonces obtenemos
1 In VA-"""”"‘ l/b'l‘_“:
2e V aT—02 V’?—ra“ VP=a "
Aqui A es la raiz de la ecuacién (1) del problema 161
163. La densidad superficial e la carga sobre ¢l disco eliptico es
1
= 18 y? 2y 2
S
donde ¢ es la carga completa del disco.
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La capacidad del disco circular (a =0, b = ¢) es
¢ = Beb.
La densidad de la carga sobre cada uno de los lados del disco circular es
P, M
T oamb (VBE—pt
El potencial excitado por el disco circular se expresa por la tormula

b
V=4V, arcl =
[ g Vi

VZ2b
=4V, arelf mee——— (2?2 L P =r2).
ViV i p LA
Indicacidn. Para calcular o para el disco eliptice utilizar la {6rmuln para o
de la solucion del prohlema 162

1
( 22 oyt atz8 T2
=g \aE Ty I )

. z* g HE 2 i i
Eliminando — de la ecuacién =+ t+==" ohtenemos:

t
i

- & ( yt 2 el az?
4nbe [ NS

El paso al limite cuando e — 0 da la férmula necesaria para o,
Fara el disco gircular & = 0, ¢ = ?, p* = y* + 2% El parametro / se deter-
mina como la raiz positiva de la ecuacion
T2 y*—-{-—z’

ST R
que es igual
R a a A G

164, Indicacidn. Se requicve demosirar que
AV = —4apy; dentro del elipsoide,
AV =10 fuera del elipsvide.
La demostracion de la primera igualdad no reprosenta dificultades. Al
demostrar la segunda igualdad se deben utilizar las relaciones grad X-grad f = 4,

div grad f = é’;“‘]’)
165. a) El potencial de gravitacién del clipsoide alargado de revolucién
(b=c<<a)

2 1-+& 1 71 1
V (2, v, g) =2 (1—e*)py {l;-; ln Ty (-2— In i_i:_s) 22—

i [3 i 14-¢
T ( = T P
; at 1V a*+h+ea
Vi, g, si=2n 1—e® —lp e —
(x, ¥ { ) Po 5% Vot —w

) (;;‘5—{-:3)} dentro del elipsoide,
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1 ( gY@ i Aea ea )x,_-_
G I/rx’ h—ea  Vath
) ga'l/ @@+ n V@ 4ea
wlaemae T Va@th— e+ + ¥} tuera del elipsoide,
donde p%=m
e
ats cid-5

b) El potencial de la gravitacién del elipsoide aplastado de revoluciin
(b=a>r¢)

Viz, y, z)=2n ti-ra’)Po{—m lge— : (arrtge— )tz=+y‘)~

€
1+4-¢*

-—B—a(e—arclg !}zz} dentro del elipsoide,

Viz, v z}=2:z(1+e-“)p,,{iz_nrclg—i—-—n
v i & }'fr’."“;.;.,

£e ec /et T =
T l'arcts, V EFA (l-|-u’)c‘+9\ J(zﬁ-}‘y =

1 A
—?-(-V-;%:ﬁ —arcly ———== !./ oy )z“} fuera del elipsoide,

%
donde & = :T—1 v L es ln taiz pesitiva de la ecuacién

i of +
a§+s ?
il El paso al limite cuando & — 0 da el potanclal de la esfora homogénea de
radio a:

2npn(a5-—_;;r=) para r<a,

ﬂ para r>a (M :—4;_ aﬂpb) :

=
166. El potencial logaritmico de la regién eliptica homogénea
zll yz
=t —1<0
se da por las férmulas

Viz, y)=mnabp, (—l——ln i )-— Ty (%4— g—:) dentro de la elipse,

3 a-b
at + i
- 1, a+h Va4 /PR
V(z, y)=nabp, (—2- In T)—"“bpn Vs FRYE
1/::'+A+]/b=+1 fuera de la elipse,

— nabpy In —>
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donde & ea la raiz positiva de la ccnacién
TE

et =y
S

167. ¥l petencial fuera de la elipse es igual a

%

1 ds
Vi, =¥y | 1 S e T (az=b=0),
n[ 20n—2 0 Vs+ad) (s+8%)
o I
6 -
. 1 2%+ at 4624V (kh Fat) (b5
Vix, y)—h.[*i— T In GTor ],
atb

ponde A os la rafz positiva de la ecuacién
z2 ¥t
a*+s + b4 =

La densidad de la carga distribuida en la elipse es igual a
1

Vo
2nal In —= A
73 b ]/F+'b4_

Ll paso limile cuando b — O da el potoncial del segmento O<lz<s
sobre el plano (z, )

V{z, y)==l-‘.,|:1—

o=

1

—_—%
21n3
23

o 1 OV TP T GtV 0,50 (0 —a* £ V/ (0" — P T 4Py + 0% ] :
T

@

donde pi=a?-yt.

Indicacién. La deduccién de la férmula para V(x, y} es completamente
andéloga a la deduccion dada en la solueion del problema 163,

En el infinito introducimos la condicién

u=V—4ln -;——-0 para p=V 2L * — oo, |grad u| "‘/‘-_;T"

donde A y B > 0 son ciertas constantes.

168. Sean I la corriente cléctrica quo fluye por el bucle C; con centro en
elpuintoz=0,p=10 31.' radio a; I', la corriente que fluye por el bucle €} de
radio b con centro en el punto z =d, p= 0

Para la fuerza de la interaccifin entre Ca'y €y es posible una de las repre-
sentaciones:

. oallak I B i o
& . ¢V ab [ Rhy+ @a—Fi-| a8 E(k!]‘
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donde
.._'l'_
. bab - dg
oo (et o +a Km_.j V1—ksentp
Eiky= ) V 1—k2 sen® g dy

=

son las integrales elipticas de primer y segundo género,

o3

; . apll sena < a?
4 f'=“T'E (W) P} (cosa) Pu (0), (d®422> a?),

fi=1

donde o = B, es la coordenada de los puntos del amillo C;, si el origen de las
coordenadas esta en el centro del amillo ¢;

x
sl sen® 1 a \n+l )
3) F= B - B 2 iy (T) Pl (cosP) PL(eos By, (b=a);
n=2

con esto ) ongen de coordenadas estd situado en el vértice del cono circular que
pasa por g y €y {a 5= &) ¥ que tiene un dngulo de abertura B; si a << b, enton-
ces ]a serie que estd a la derecha converge rapidamente.

Indicacidn. Lu fuerza que actia sobre el contorno por el que fluye la co-
triente J colocado en el campo magnético es igual a

Fni— {ia [dsBY,

donde #3 es la induccién del campo exterior y la integracién se realiza por el
contorne dados En nuestro caso

— & ldsr]
o= ¢ @ rd

2

Para calcular la magnitud de B sobre ¢l contorno €, se debe utilizar la solu-
cidn del gmhlemu 156. ;
169. Sea que los anillos €, de radio a y €y de radio b estén en los planes
garalelos Z, ¥ Zy v sus centros estén sobre una recta perpendicular a los planos
a¥ :2,,: el coeficiente de induceidn mutua puede scr representado del modo si-
gulente:

ab 1 4ab
'l) M”Hﬁ*—kL-[(l-—Tkﬂ) K—E]‘ dD]ltie kt=m’

K -(ﬁ] y £ (k) son las integrales elipticas; ¢, la distancia eatre los centros de los
anillos.
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2) Si el origen de las coordenadas se coloca en el centro de C,, entonces el
anillo €}, tendri las coordenadas ry, =1/ 8% F @2, 8, = B, ¥
o m—1
(2m—1)1 gty Tz
Myz=mub 2} (=™ =Ty oy (—==) s

m=(1

2 PYrag (cos B), [ i +d! < 1]

- 2m—1
3 CE T R
8i i =1, entonces en vez de I_ﬁz-;—c-{*_] se debe escribir

[ ]

Una forma andloga tieno la expresién para la induceion mutna de dos anillos
arbitrariamente orientados si sus eiies s intersecan.

Indicacién. El coeficiente de la induceién mutva de los contornes 1 y 2
se determipa por la férmula

o
‘:”12=§> A, dsy,

donde <, es el potencial vectorial del campo excitade por la corriente upitaria

en el contormo 2
En nuestro caso

Mg = &i) Ay dsp=2nb | 40|25,
23

donde | 4, | se calcula en base a la sclucion del problema 156.
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