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PROLOGO

En la actualidad es muy importante el papel de los métodos
mateméticos en lag diferentes ciencias de la naturaleza y ante todo
en la fisica. Este manual se basa en la experiencia de las clases préc-
ticas sobre ecuaciones de la fisica matemética en la Universidad
estatal «Lomonosovs de Moscli. Contiene mds de 800 problemas de
diferente grado de dificultad y puede ser de provecho no sélo a los
estudiantes y postgraduados de la especialidad de la fisica matema-
tica vy las matematicas aplicadasg, sino que también a ingenieros e
investigadores cientificos que en sus tareas construyen y analizan
los modelos mateméticos de ciertos procesos fisicos.

Los enunciados de los problemas ocupan menos de la cuarta parte
del libro, el resto se dedica a formular respuestas y comentarios, en
forma detallada, o de indicaciones acerca de como ohiener las respues-
tas. Los problemas analogos a los examinados anteriormente solo
sc les da las respuestas. Se presta gran ateneién a los problemas acerca
de la deduceién de las ecuaciones y de las condiciones de frontera.
La experiencia demuestra que estas cuestiones relacionadas con la
construceion de los modelos matemdaticos del fendmeno examinado
ofrecen comunmente Jas mayores dificultades. Los capitulos se han
dividido en parégrafos segin los métodos de las soluciones. Todo esto
permite a los leclores mediante ol estudio del material por cuenta
propia alcanzar habitos téenicos en la resolucién de los problemas
de las principales ramas de la fisica matemdtica.

Esto libro no pretende abarcar todos los métodos que se utilizan
en la fisica matemdtica. En él, por ejemplo, no se examinan el mé-
todo operacional, los métodos de variaciones y de diferencias, la apli-
cacion de las ecuaciones integrales.

Iintre 1a literatura citada frecuentemente hacemos mencién al libro
A.N. Tijonov y A. A. Samarski «Ecuaciones de la fisica matematicar*
dado que las notaciones y la secuencia de presentacién del material
en el presente manual corresponden de un modo bastante aproximado
a los de esa obra.

*) Existe traduccidn al espaiol: Ed. «Mirs, Moscii, Segunda edicién, 1980,



PLANTEAMIENTO DE LOS PROBLEMAS

Capitulo 1

CLASIFICACION Y REDUCCION A LA FORMA CANONICA
DE LAS ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES
DE SEGUNDO ORDEN

En este capitulo se pluntean los problemas sobre la determinaciom
del tipo y la rednceién a la forma candnica para ecuaciones de dos
y mds variables independientes.

En el caso de dos variables independientes se estudian las ecua-
cioncs con los coeficientes constantes y variables; en el caso de Lres
y mas variables independientes, solo las ecuaciones con los cocfi-
cienles constantes ya que para tres y mas varinhles independientes
la ecuacion con los coeflicientes variables, hablando en general, no-
puede ser recucida a la forma candnica mediante la transformacion,.
general para todo el campo en que la ecuacién pertenece al tipo dado.
LEn el § 1 ze dan los problemas para la ecuacién respecto a la funcidm
de dos variables y en el § 2, para tres v més variables independientes-

§ 1. Ecuacion para la funcién
de dos variables independientes

Ayl 20ty gl - gt + byt -+ boue - cu = f (2,y)

1. Ecuaciones con coeficientes variables
1. Hallar los campos en que la ecuaeion
(14 &) s + 23yt — YUy, =0

es hiperbdlica, eliptica v parabdlica y estudiar su dependencia com
respecto a I, donde [ es un pardmelro numérico.

En los problemas 2—20 reducir la ecuacién a la forma candnica
en cada uno de los campos en gue su Lipo se conserva,

2. upy + auy, = 0.
3 Upx 4 Huy, =0,

1
4. U T Hlbyy -+ 5 Uy =0.
B Puex -+ ay, = 0.
6. mue, - guy, = 0.
7o wax + Ty, = 0.
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8. wyysign y - 2wy 4wy, = 0.

9wy + 2wy + (1 — sign y) uy, = 0.

10, wyx sign g 4 20y + 14y, Sign z = 0.

1. Puee — Puy, = 0.

12, 2% — yuy,, = 0.

13, 2%uen + youy, = 0.

14, Y, + zfuy,, = 0.

15, yu,, + 2.1:_:,.#1:.,5£|I + x'*u” = 0.

16, z%uye + 2xyie, + yuyy, = 0.

17. Jty’un — ety Aytu, = 0.

18, cPuse 4 2ryuyy — 3ytuy, — 2xuy + dyuy, + 162%u =
19. (1 4 %) sy + (1 4 ¥ gy + Uy + yuy = 0.
20. uyesen? o — 2yng, sen x4 gluy, = 0.

2. Ecuaciones con coeficientes constantes

Mediante la sustitucién de la foncién buscada u (z, y) =

= exx*Buy (z, y) ¥ la reduccién a la forma canénica, simplificar las

siguientes ecuaciones con coeficienles constantes.
21, auy, 4 dauyy + auyy, + buy 4 ecuy +w = 0.
22. Zauyxy + 2auyy + Quyy + 2buy + 2e0, +u = 0.
23, gy + 2aug, + auyy, + buy + cuy 4w = 0.

4§ 2. Ecuacién con coeficienfes constantes para
una funcién de n variables independientes

]

n
&l

a”‘uxixk_%-.z'i bi’”x“i_c" =f{xy <oy z,).
=

i,

E

=1
Redueir a la forma candnica las ecuaciones 24 —28.

240 Ugx + 2wy + 20y, + iy, + Ou,; + Uy 4 uy = 0.
25, Uy — Allyy + gy + Ay, + Uz = 0.

26, uyx + Weg T yy + Uz — 204 4+ Uy + Uty — 2”1“: = 0.

2?' ﬂ.\-.'.r -~ by — Uy — uyz + uty + Uy, = 0

T " n
28. ) & thep,+ 2 tm, =00 b) 3} thew, =0

29. Eliminar los términos con las derivadas menores en la ecua-

<ion
n

n
Azl any _21 biug, 4 ev=f(2, 23, «.., 2,), =0, i=1, ...,
o i=

mn.



Capitulo Il

ECUACIONES DE TIPO HIPERBOLICO

Los problemas acerca de las vibraciones de medios continuos {cuer-
da, barra *), membrana, gas, etc.) v acerca de las vibraciones electro-
magnéticas conducen a ccuaciones de tipo hiperbélico.

En el presente capitulo se estudian el planteamiento y la resolu-
cién de los problemas de conlorno para ecuaciones de tipo hiperbd-
lico (véase la Jllamada) cuando los procesos fisicos a investigar pueden
caracterizarse por las funciones de log variables independientes: por
una coordenada de espacio y otra de tiempo.

.as ecuaciones de tipo hiperbélico para las funciones con mayor
nimero de variables independientes se exponen en el capitulo VL.

§ 1. Problemas fisicos que se reducen
a ecuaciones de tipo hiperbdlico;
planieamiento de los problemas de coniorno

En ¢! primer grupo de problemas de este parigrafo se suponen
la continuidad y homogeneidad de los medios, asi como el cardcter
continuo de distribucién de las fuerzas.

En ¢l segundo grupo de problemas se admiten la heterogeneidad
de los medios y 1a disconlinuidad tanto de las caracteristicas de los
medios como de la densidad de distribucién de las fuerzas.

Ll tercer grupo de los problemas estd dedicado al establecimiento
de semejanza entre distintos procesos de oscilacidn.

*} Las vibraciones transversales de upa barra eldstica conducen a una
ecuacién parabdlica de cuarlo orden mientras que las longitudinales conducen
4 una ecuacion hiperbélica de segundo orden. Sin embargo, los problemas do
contorio para las vibraciones transversales de upa barra son muy similares
a los problemas de contornc para las vibraciones y por eso se estudian en el
presente capitulo,

Pueden mencionarse también varios problemas fisicos importantes que
se reducen & unas ceuaciones de tipo hiperbolico para funciones que no depengen
del tiempo; por ejemplo, en el caso de un cuerpo contorneado estacionariamente
por un flujo supersénico de gas, para el potencial de las volocidades se obtiene
upa eccuacion de tipo hiperbélico.
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Plantear un problema de contorno ¢ue corresponda a un problema
fisico significa ante Ltodo elegir una funcién que caracteriza el proceso
fisico *) y después:

1) deducir 1a ecuacién diferencial para dicha funcién;

2} deducir para ¢ésta las condiciones de contorno;

3} enunciar las condiciones iniciales **),

1. Vibraciones libres en un medio sin resistencia;
ecuaciones con coeficientes constantes

Al estudiar las vibraciones pequefias en medios homogéneos **¥),
llegamos a ccuaciones diferenciales con coeficientes constantes.

1. Vibraciones longitudinales de una barra. Una barra eldstica recti-
linea pierde el estado de reposo a causa de la comunicacion de peque-
nos desplazamientos y velocidades longitudinales a sus secciones trans-
versales en el momento ¢ = 0. Suponiendo que durante todo el tiem-
po las secciones transversales de Ja barra permanecen planas, plan-
iear el problema de contorno para delerminar los desplazamientos
de las secciones transversales (e la barra cuande t > {). Considerar
lns casos cuando los exiremos de la barra:

n) estan fijos rigidamente,

a’) se mueven en diveceidn longitudinal segdn la ley dada,

b} estan libres,

¢) estan fijos eldsticamente, es decir, cada uno de los extremos
experimenta por el lado del empolramiento una fuerza longitudinal
proporcional al desplazamiento y orientada en direccion opuesta al
desplazamiento.

2. Vibraciones pequefias de una cuerda ****), Una cuerda estd
estirada con vna fuerza 7, y se eneunentra en la posicidn rectilinea
de equilibrio; sus extremos estdn fijos inmévilmente. En el momento
t =10 a los puntos de la cuerda se les comunican desviaciones
v velocidades iniciales,

Plantear ¢l problema de coulorno para determinar las pequefias
desviaciones de los punlos de la cuerda para t > 0.

Vibractones torsionales de un cilindro eldstico. Un cilindro elds-
tico y homogéneo pierde el estado de reposo a cansa de gue en el

#) Como regla indicaremos csta funcién en las condiciones del problema.

**) La existencia de condiciones iniciales es caracteristica para los princi-
pales probicmas de contorno de tipos hiperhdlico y parabélico. Respecto a las
nociones y definiciones relacionadas con el planteamiente de problemas de
conterno para las ecuaciones de tipo hiperbdlico vénse {7], pags. 47—58 y
péps. 139—141. (La bibliografia viene en el segondo tomo.)

=#+) Por ejemplo, en las barras homogéneas y en las enerdas de seecidn
transversal constante.

**4%) La dedneceion de la ceuucién de las pequeiias vibraciones Lransversales
y longitudinales estd ddetalladamente realizada en (7}, pigs. 30—36. En el
problema propuesto se debe deduciv la ecvacién de vibraciones de una cuerda
después del desplazamionto de sus puntos en direcciones arbitrarias,
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momento de Liempo t = 0 a sus secciones {ransversales se les comu-
nican pequeos giros on sus planos respecto al cje del cilindro.

Plantear el problema de contorno para determinar los dngulos
de giro de lag secciones transversales del cilindro para t = 0; estu-
diar los casos cuando sus extremos estan libres, [ijos rigidamente y
fijos eldsticamente.

4. Vibraciones longitudinales del gas en un tubo. Un gas ideal en-
cerrado en un tubo cilindrico realiza pequefias vihraciones longitu-
dinales: las secciones transversales planas, que se componen de parti-
culas de gas, no ze deforman y todas las particulas del gas se mueven
paralelamente al eje del cilindro.

Plantear loz problemas de contorno para determinar: 1) la densi-
dad p, 2) 1a presidn p, 3) el protencial ¢ de las velocidades de las parti-
culas del gas, 4) la velocidad ¢ y 5) el desplazamiento u de lag parti-
culas del gas en los casos, cuando los exlremos del tubo estin:

a) cerrados con unas membranas impenetrables y rigidas,

1) abiertos,

¢) cerrados con unos pistones de una masa despreciablemente pe-
quefa, colocados sobre unos muelles con coeficienle de rigidez v
y que se deslizan dentro del tubo sin rozamiento.

5. Problema de Zhukovski sobre el golpe hidrdulico. La seccidn de
entrada de un tubo cilindrico recto de longitud ! estd conectada con
un tanque de liguido de capacidad infinita. A lo largo de todo el
tubo fluye un liguido con velocidad constante #,. En el momento
inicial de tiempo ¢ = 0 la seccidn de salida del tubo z = I se cierra
instantineamente,

Plantear el problema de contorno para determinar la velocidad
de las particulas del liquido v la presién del liquido en el tubo.

6. En cl extremo z = [ del tubo del problema anterior esti una
campana de aire moderativa (fig. 1) ¥ un agregado 4 el enal regula
el gasto del liquide @ (¢) que sale de
la campana, de modo que @ (£) es una
funcidén dada del tiempo.

Sean Q4 y P, el volumen medio y
la presion media de aire en la cam-
pana; considerando que el liguido es
incompresible y las paredes de la cam- |- A
pana no se deforman, suponiendo tam- T T
bién que el proceso de compresion ar=]

y enrarecimiento del aire en la campa- Fig. 1
na es isotérmico y gue la variacién del

volumen del aire en la campana cs pequeiia en cornparacién con el
volumen medio &, deducir la condicion de frontera para el
axtremo z = [.

7. Ondas de un liquido pesado en un canal. En el canal lorizontal
de poca profundidad, de longitud I con scccién transversal rectangular

Airg
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hay agua, cuya profundidad, medida de la superficie libre en reposo,
os igual a k. Los extremos del canal estin cerrados con unas membra-
nas rigidag planas, perpendiculares a sus generatrices.

Dirijamos el eje z a lo largo del canal. Como resultado de pequefias
perturbaciones de la superficie libre, en el canal puede surgir un

Lharnelas con rozamiento
despreciablemente pequent

&L sgparte con masa
tf&&pr‘gfidﬂemente
pequena se destiza
SLI rozomientg por
La base

Fig, 2

movimiento ondulatorio del agua en el cual las secciones lransversa-
les, que se componen de particulas liguidas, como integras, recibirdn
un desplazamiento § {z, £) a lo largo del eje z y su altura oblendra
una desviacion v (2, ¢} respecto
a la profundidad £ de la su-
perficie libre en reposo del
agua.

Supongamos que estan da-
L /} dos los wvalores iniciales de

J 1 Efe, &) y iz, £) en el mo-
mento t = 0.

Plantear el problema de

/ contgrno  para  delerminar

E(x, 2y yn iz, ) para £ > 0.

8. Vibraciones transversales

Fig. 3 de una barra. Alos puntos de

una barra rectangular homo-

génea y elistica con los extremos articuladamente fijos (fig. 2) en el

momento inicial de tiempo ¢ = 0 se les comnnican pequeias desvia-

ciones transversales y velocidades paralelas a la  superficie de
simetria vertical longiludinal de la barra.

Plantear el problema de contorne para determinar las desviacio-
nes trapsversales de los punlos de la barra para ¢ = 0, suponiendo gue
la barra Tealiza unas oscilaciones transversales pequefias.

9. Estudiar ¢l problema 8 para el caso en que un extremo de la
harra estd fijo rigidamente y el olro, libre (fig. 3).

>
1 -
s
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10. ..studiar el problema 8, suponiendo que la harra esta sobre
una base eldstica, cuya masa puede despreciarse al examinar las
vibraciones transversales de la barra. El coeficiente la elasticidad
de la baso, en la cual esta fijada la barra, es igual a %, es decir, la
fuerza eldstica (transversal para la barra) que actfia por parte de la
base elastica en una unidad de longitud de la barra en su punto dador
z, es ignal a —ku (z, t).

2, Vibraciones forzadas y vibraciones en un medio
con resistencia; ecuaciones con coeficientes constantes

11. A una cuerda, cuyos extremos estan fijos inmévilmente, em—
pezando desde el momento t = 0, estd aplicada una fuerza {ransverssl
continnamente distribuida, euya densidad lineal es igual a F (xz, 1).

Plantear el problema de conlorno para determinar las desviacio-
nes transversales u (x, f) de los puntos de la cuerda cuando ¢ > 0.

12. Por una cuerda 0 <C 2 <C I con los exlremos fijos inmévil-
mente y con resistencia eléctrica despreciablemente pequeiia, pasa
una corriente alterna de intensidad f = J () para £ > 0, ademais,
la cuerda estd en un campo magnético continuo de inlensidad H,
perpenidicular a la cuerda. Plantear el problema de contorno sobre
las vibraciones transversales de la cuerda provocadas por las fuerzas
ponderomotrices, aplicadas a la cuerda *).

13. Empezando desde el momento ¢ = 0, un extremo de la barra
homogénea elastica y rectilinea realiza vibraciones longitudinales
seglin una ley dada y al obro extremo ostd aplicada una fuerza @ =
= M (£) dirigida a lo largo del eje de la barra. En el momento de
tiempo £ = 0 las secciones transversales estaban inmoéviles y se halla-
ban en posicién sin desviacién. Plantear el problema de contorno para
determinar las pequefias desviaciones longitudinales u (x, £) de los
puntos de la barra para ¢t > 0.

14. El extremo superior de una barra pesada, homogénea v elfs-
tica, colgada verlicalmente, estd fijado en forma rigida al techo de
un ascensor que cae libremente, una voz alcanzada la velocidad v,
el ascensor se deticne instantineamente. Plantear el problema de
contorno sobre las vibraciones longiludinales de dicha barra.

15. Plantear el problema de conlorno sobre las vibraciones trans-
versules pequefias de una cuerda en un medio con resistencia, pro-
porcional a la velocidad, suponiendo que los extremos de cuerda estin
fijos inmévilmente,

16. Plantear ¢l problema de contorno sobre las vibraciones Lrans-
versales pequeias de una barra eléstica homogénea v Teclanguiar
en un medio con resistencia, proporcional a la velocidad, cuando

*) Véase [17], pdp. 204
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existe una fuerza impulsante transversal continnamente distribuida;
suponer que los extremos de la barra estdn fijos rigidamente.

17. Plantear el problema de contorno sobre las vibraciones trans-
versales pequedfias de una barra elastica, homogénea y rectangular,
uno de euyos extremos esta fijo rigidamente v al otro se le aplica uua
‘Iue;za transversal (ecortantes) que varia con el tiempo segim una ley
«dada. '

18. Planlear el problema de contorno sobre las vibraciones longi-
tudinales pequefias de una barra cldstica bomorénea que se halla en
wn medio sin resistencia, si uno de sus extremos esta fijo rigidamente
y el otro experimenta una resistencia proporcional a la velocidad.

19. Oscilaciones eléclricas en cables. Plantear el problema de con-
‘torno para determinar la intensidad y la lensién de una corriente
alterna que pasa a lo largo de un cable fino con resistencia 6hmica R,
<capacidad €, autoinduccion L y fuga (¢ *) distribuidas continuamen-
te en su longitud, poniendo uno de sus extremos a tierra y aplicando
al otro una fuerza electromotriz F (), siendo la corriente inicial
d{z, 0) = f(2) v la tensién inicial v (z, 0) = F (2).

3. Problemas sobre las vibraciones que se reducen a ecuaciones
con coeficienfes variables confinuos

Si el medio vibrante es heterogéneo v, ademds, las funciones que
caracterizan sus propiedades (densidad de masa, médulo de elastici-
«dad, ete.) son funciones continuas del punto, entonces, como se
sabe, 1a ecuacion diferencial para la funcién que describe las vibra-
ciones, tendra coeficientes variables continuos. Pero pueden darse
otros casos que se reducen a ccuaciones con coeficientes variables
gontinuos.

20. Plantear el problema de contorno sobre las vibraciones longi-
tudinales de una harra eldstica 0 < z <C I con seccion transversal
variable S (z), si los extremns de la barra estin fijos inmoévilmente,
1a densidad de masa es igual a p (x), el médulo de elasticidad es igual
a E (z) y las vibraciones son el resultado de unos desplazamientos
y velocidades longitudinales iniciales. Considerar la deformacién
(e las seeciones transversales despreciablemente pequedia.

21. Plantear el problema de contorno sobre las vibraciones longi-
tudinales de una barra eldstica que tiene forma de cono truncado,
si los extremos de la harra fijos inmavilmente y la barra pierde el
estado de reposo al comunicar desviaciones y velocidades longitu-
dinales iniciales a sus puntos en el momento ¢ = (. La longitud de Ia
barra es igual a I; el radio de la base, R = r, el material de la barra
es homogéneo.

#) Los valores B, C, L, G estin calculados para la unidad de longitud;
1n homogeneidad del cable significa que B, ¢, L, G no dopenden del punio del
<able en que los examinamos.
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Prescindir de la deformacién de las secciones transversales.
22. Plantear el problema de contorno sobre las vibraciones trans-
versales pequeilas de una barra eldstica y homogénea, on forma de
una cuila de seccién transversal rectangular si su tope mayor estd
fijo rigicamente y el menor, libre (fig. 4). El médulo de elasticidad
de la barra es igual a E, la densidad de masa os igual a p.
Prescindir de la deformacién de las secciones transversales.
23. Plantoar el problema de contorno sobre las vibraciones trans-
versales de una cuerda pesada respecto a la posicion vertical de equi-
librio, si su extremo superior est4 fijo rigidamente y el inferior, libre.

uh 5

1

Fig. 4

24. Estudiar el problema 23 suponiende que la cuerda gira alre-
dedor de la posicién vertical de equilibrio con una velocidad angular
@ = const.

25, Una cuerda imponderable, al girar alrededor del eje vertical
con una velocidad angular constante, se halla en el plano horizontal,
con la particularidad de que un extremo de la cuerda estd sujeto a
cierto punto del eje y el otro, libre. En el momento inicial de tiempo
t = 0 a los puntos de la cuerda se les comunican unas desviaciones
y velocidades pequeiias en direccidn de las normales a dicho plano.

Plantear el problema de contorno para determinar las desviaciones
iia los puntos de la cuerda respecto al plano del movimiento equi-
ibrado.

4. Problemas que se reducen a ecuaciones
con coeficientes discontinuos y problemas afines
[medios homoegéneos a trozos, factores concentrados)

Si la densidad de distribucién de la masa de un cuerpo eldstico
que vibra o la densidad de la distribucién de las fuerzas aplicadas
a él bruscamente varia en los entornos de ciertos puntos del espacio,
frecuentemente resulta racional considerar que en estos puntos existe

20941



18 Planteamiento de los problemas

discontinuidad de estas densidades y, en particular, pasar a las masas
o fuerzas concentradas, i en los entornos de los puntos mencionados la
densidad de la masa o Ja densidad de la fuerza es grande. En este
caso el enunciar los problemas de contorno se obticnen unas ecuacio-
nes diferenciales con coeficientes discontinuos y término impulsante
discontinuo. Si entre los puntos de discontinuidad los coeficientes
de la ecuacién permanecen constantes, entonces el problema puede
ger reducido a unas ccuaciones con coeficientes constantes y con-
diciones de conjugacién en los puntos de discontinuidad. Con esto
tenemos en cuenta Jos puntos interiores del medio: si las masas o las
fuerzas concentradas se estudian en los puntos de frontera del medio
que vibra, esto debe ser reflejndo cn las condiciones de frontera #).

26. Dos barras eldsticas y homogéneas semiacotadas con iguales
secciones transversales estdn unidas por los topes y forman una barra
o acotada **), Supongamos gue p,, £1 son la densidad de la masa
y el médulo de elasticidad de una de las barras y pg, F,, de la otra.

Plantoar el problema de contorno para determinar las desviaciones
longitudinales de las secciones transversales de la barra no acotada
desde sus posiciones de equilibrio, si en el momento inicial de tiempo
a las secciones transversales de la barra se les comunicearon ciertos
desplazamientos y velocidades longitudinales.

27. Estudiar el problema 26 en ¢l caso de vibraciones transversales
de una harra no acotada compuesta.

28. Estudiar un problema andlogo al problema 26, para las vibra-
ciones longitudinales de un gas en un tubo cilindrico no acotado,
si por un lado de cierta seccién transversal se encuentra un gas con
unas caracteristicas fisicas y por ¢l otro lado, con otras.

29. Plantear ¢l problema de contorno sobre el movimiento ondu-
latorio del Yiquido en un canal *#*) con la seceién transversal rectan-
gular, si las dimensiones de ésta en cierto lugar del canal varian brus-
camente, es deeir, si el canal estd «ccompuesto» de dos canales semiaco-
tados con diferentes secciones transversales.

30. Estudiar el problema 26, suponiendo que los topes de las barras
componentes estin unidos no directaments sino que entre ellos se
encuentra una junta rigida de espesor despreciablemente pequeiio
v de masa M.

*) Los problemas con la fuerza concentrada en un extremo de la barra
y con la fnerza electromotriz concentrada en un extremo del cable se estudiaron
yau cn ol apartade anterior {véanse los problomas 13, 19).

*%) Si uno do los extremos de la barra cstd alejado del campo de estudio
do modo quo se pucde en &te y durante cl periodo de tiempo de estudio despre-
oiar lag perturbuciones que so propagan desde dicho cxtremo, Ja barra puede
considerarse semiacotada (zp < z << -+ oo 6 —o0 << z << %y). En ¢l case, en que
ambos extremos de la barra €e cnenentran en gsta situaclén, la barra puede
considerarse no acotada (—oo << & << -0}, Esv so puede decir sobre una cuer-
da, sobre un tubo lleno de gas, ete.

#**) Viase el problema 7
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31. Dos barras homogéneas semiacotadas con iguales secciones
transversales rectangulares estin unidas por los topes de manera
que forman una barra no acotada con seccién transversal constante
y ademas los topes de las barras semiacotadas estdn unidos no direc~
tamente, sino que entre ellos se encuentra una junta rigida de espesor
despreciablemente pequefio ¥y de masa M.

Plantear el problema de contorno sobre vibraciones transversales
de esta barra.

32. Plantear el problema de contorno sobre las vibraciones longi-
tudinales de una barra vertical homogénea y eldstica, despreciado
la accién del campo de la fuerza de gravedad sobre las particulas de
la barra, si el extremo superior de la barra estd fijo rigidamente y
al extremo inferior se le ha ajustado un peso ¢ y ademés por posicién
de equilibrio se toma el estado de la barra sin tensién (por ejemplo,
en el momento inicial de tiempo de debajo del peso se quita el soporte
y el peso empieza a estirar la barra).

33. Plantear el problema de contorno sobre las vibraciones
transversales en el plano vertical de una barra rectangular, eldstica
y homogénea que se halla en el estado horizontal sin tensién, si
uno de los extremos estd fijo rigidamente y al otro se le ha ajustado
el peso @, el momento de inercia del cual respecto a la linea media
horizontal de tope inmediato es despreciablemente pequeiio; ademas
por posicién de equilibrio se toma el estado de la barra sin tensién.

34. Plantear el problema de
contorno sobre las vibraciones Poleas
longitudinales de una barra elas-
tica horizontal con el peso Q en N 1
un extremo, &iel otro extremo de r
la barra estd ajustado rigidamente |_‘_ EER

al eje vertical, el cual gira con la -I-
velocidad angular que varia en el o i ¢ J
transcurso del tiempo seglin una

ley dada. Considerar que las vi- Fig:5

braciones de flexién son elimina-

das mediante unas directrices especiales entre las cuales res-
bala la barra durante las oscilaciones longitudinales.

35. Estudiar el problema 34, suponiendo que el eje de rotacién
estd en posicién horizontal.

36. Plantear el problema de contorno sobre las vibraciones
torsionales de un c¢ilindro de longitud 21 que estd compuesto de dos
cilindros de longitud I, si en los extremos del cilindro compuesto
y entre los topes de los cilindros componentes estin las roldanas
rigidas (fig. 5) con dados momentos axiales de inercia.

37. Suponer que la cuerda no acotada realiza pequefias vibra-
ciones transversales como resultado de una fuerza transversal apli-
cada a partir del momento ¢ = 0 en cierto punto dado de la cuerda.

2
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Plantear 6l problema de contorno para determinar las desviacio-
nes de los puntos de la cuerda desde su posicién de equilibrio. Estu-
diay también el caso en gue el punto de aplicacién de la fuerza se
desplaza en el transcurso de tiempo a lo largoe de la cuerda segiin
una ley dada.

38. Estudiar el problema 37 para vibraciones transversales de
una barra.

39. T extremo de un tubo cilindrico semiacotado, lleno de un
gas ideal, estd cerrado con un pistén de masa M, el cual resbala
en el tubo, v la resistencia de rozamiento es proporcional a la velo-
cidad del pistén con el coeficiente de proporcionalidad igual a k*.
Suponer que el pistén estd sobre un muelle cuyo coeficiente de elas-
ticidad es k** y cuyo oje esta dirijido segin el eje del tubo.

Plantear el problema de contorno sobre las vibraciones longi-
tudinales del gas en el tubo.

40. En cierto punto de una cuerda, no acotada, estd ajustada
una bola de masa M a la cual se halla sujeto el muelle con el coefi-
ciente de clasticidad % y el eje perpendicular a la posicién de equi-
librio de la  cuerda (véase la fig. 11).

Plantear ol problema de contorno sobre vibraciones transversales
de la cuerda. Estudiar también el caso en que la bola experimenta
una resistoncia proporcional a la velocidad con el coeficiente de
proporcionalidad /¥,

41, Plantear el problema de contorno sobre las oscilaciones elée-
tricas en un cable de resistencia y fuga despreciablemente pequeias,
gi los extremos del cable estin puestos a tierra: por la resistencia
concentrada A, y el otro, por la capacidad concentrada C,.

42. Estudiar el problema 41, suponiendo que un extremo del
cable estd puesto a tierra por la autoinduccién concentrada L{¥
y al otro extremo estd aplicada una fuerza electromotriz E () por
la autoinduccion LgP. :

43. Plantear el problema de contornos sobre las oscilaciones eléc-
tricas en un cable, si sus extremos estin puestos a tierra por resis-
tencias concentradas,

&4, Plantear el problema de contorno sobre las oscilaciones eléc-
tricas en un cahle, si cada uno de sus exiremos estd puesto a tierra
por una resistencia y una autoinduccidén concentradas y conectadas
en serie. )

Hallar las relaciones que deben satisfacer los valores de las auto-
inducciones y de las resistencias concentradas para que tengan lugar
las condiciones homogéneas de frontera de tercer género para v (x, ).

45, Plantear el problema de contorno sobre las oscilaciones elée-
tricas en un cable no acotado, obtenido al unir dos cables semiacota-
dos por una induccién concentrada C,.

Estudiar el problema de contorno para determinar la intensidad
de la corriente en el caso cuando no hay fuga.
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46, Estudiar el problema 45 para el caso en que log cables semiaco-
tados estén unidos no por la capacidad concentrada sino por una re-
sistencia concentrada R,.

47. Plantear el problema de contorno sobre las oscilaciones eléc~
tricas en un cable, un extremo del cual estd puesto a tierra por resis-
tencia R, y autoinduccién L™, ambas concentradas y conectadas
en paralelo; el otro, por la induceién C, y autoinduceién L*, ambas
concentradas y conectadas en paralelo.

48. Plantear el problema de contorno sobre las oscilaciones eléc-
tricas en un cable cuyos extremos estdn cerrados por:

a) autoinduccién concentrada L,

b) resistencia concentrada R,,

¢) indueccién concentrada C,.

5. Semejanza de los problemas de conftorno

Sean dados dos problemas de contorno (I} y (II) correspondientes
a los fondémenos fisicos de igual o diferente naturaleza. Denotaremos
por &', ¢, u' (2, ') la coordenada espacial, el tiempo y la funcién
incognita en un problema y por z", &, u” (2", t") denotaremos los
valores correspondientes en el otro. Si la ecuacién, las condiciones
iniciales y de frontera de ambos problemas tienen una forma igual,
respectivamente, entonces los problemas se llaman anélogos.

Denotaremos por Dy el campo de los valores (z', ') en el proble-
ma (1) y por Dy al campo de log valores (z”, t”) en el problema (II).
Si oxisten tales constantes k., k¢, k., los «coeficientes de semejanza»,
que

w (z', V) = k" (27, t") para &' = k", V' = k", (1)

y ademés (z’', #') recorre Dy cuando (z", ) recorre D;;, entonces el
problema (I) se llama semejante al problema (II} con cocficientes de
semejanza K, by, ko¥)

No es dificil demostrar que si el problema (I) es semejante al
problema (II), entonces se Fuede elegir las unidades de medida z,,
tyy by, Ty, ty, uy on los problemas (I) y (II) de tal forma queel paso
& las magnitudes adimensionales

=’ ' u' £ "

§=z_5: T=,—6§ U=“_5 y §=?’. T=T;"= e —
lleva a la completa coincidencia de ambos problemas de contorno,
es decir, el campo que recorre (&, T) en ambos problemas resulta-

*) La transformacién (I) es afin. %De esta manera, la solucién del proble-
ma (I} se obtiene de la solucién del problema (II) con ayuda de la transformacién
afin). Se puede considerar una claze més amplia de transformaciones afines que
ademfs do los alargamientos y contracciones incluya las traslaciones paralelas,
es decir, los cambios de los puntos de referencia de los valores x, ¢, u.
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igual, los coeficientes en las ecuaciones y en las condiciones de fron-
tera se convierten en adimensionales y numéricamente iguales *),
los términos independientes ¥ los valores iniciales se hacen idéntica-
mentes iguales. Evidentemente es vélida también la afirmacién re-
ciproca: si existe la transformacién de las unidades de medida que
transforman los problemas (I) y (II) en los problemas adimensionales
idénticamente coincidentes, entonces los problemas (I) y (IT) son se-
mejantes.

49, Formular el problema sobre las oscilaciones eléctricas en nn
cable analogo al probloma sobre las vibraciones longitudinales de
una barra homogénea y eldstica; un extremo estd fijo rigidamente y
el olro esta libre.

Establecer las condiciones necesarias y suficientes para que el
primer problema sea semejante al segundo con coeficientes de seme-
janza dados.

50. Formular el problema sobre las oscilaciones eléctricas en un
cable andlogo al problema sobre las vibraciones longitudinales de
una barra homogénea y oléstica en los siguientes casos:

a) un extremo de la barra estd fijo rigidamente y el otro, elasti-
camente;

b) un extremo de la barra estd libre v el otro experimenta una
resistencia proporcional a la velocidad;

¢) un extremo de la barra estd fijo rigidamente y el oiro se mueve
segin una ley dada.

Establecer las condiciones necesarias y suficientes para que el
primer problema sea semejante el segundo.

51. Formular un problema sobre las vibraciones torsionales de
un cilindro, semejante al problema 41 sobre las oscilaciones eléctri-
cas en un cable, temando como funcién que caracteriza las oscila-
ciones eléctricas, primero la tensién, y después, la intensidad de la
corriente.

Establecer las condiciones necesarias y suficientes para que el
primer problema sea semejanie al segundo.

§ 2. Método de propagacion de las ondas
{método de d’'Alembert)

La solucién general u = u (z, t) de la ecuacién sobre las vibra-
ciones de una cuerda

Ui = Qlgy (1)

. %) Estos coeficientes adimensionales se llaman criterios de seme-
janza.
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puede ser representada on forma *)
u (@, t) = g (& — at) + @q (z + ab), 2

donde @, (z) ¥ @a (2} son funciones arbitrarias y donde ¢, (z — at)
es la onda directa que se propaga por el ejo x hacia la derecha con la
velocidad a, mientras que g, (x + at) os la onda inversa que se pro-
paga con la misma velocidad por el eje z hacia la jzquicrda *¥),

Resolver el problema de conlorne para la ecuacién (1) con el
método de propagacion de las ondas significa determinar las funcio-
nes @, (z) v @, (z) de las condiciones iniciales y de las de frontera.

n el primer punto de este pardgrafo estdn recogidos los problemas
para la recta no acolada —oo < & << +00; en el segundo, para la
semirrecta con las condiciones de frontera homogéneas y no homo-
géneas; en el tercero, para la recta infinita compuesta de dos semi-
rrectas que se difieren por las caracteristicas fisicas; en el cuarto,
los problemas para el segmento finito con condiciones de frontera
homogéneas o no homogéneas.

1. Problemas para una cuerda infinita

52. Una cuerda no acotada estd expitada mediante una desviacion
inicial local, representada en la fig. 6. Construir (delinear) las posi-

u
h
x
) 1 ¢
Fig. &
ciones de la cuerda para los momentos de tiempo *%%)
ke
bp==s

donde £ =0, 1, 2, 3, 5.

*) A voces, cs méds cdmodo usar otras formas equivalentes de ropresenta-
cién de la solucion, por ejemplo, en forma do las ondas de propagacitn

4 u (z, t)=1; (at—2)+ Gy (2l +2)

uz =q (t—5)+o (s +3).

**} Véase [7], pgs. 60—69 y 71—83. El cmploo de la representacion do la
solucién en la forma (2) para los problemas estacionarios, dende ¢ es la coorde-
nada geométrica, se dard en el cap. V

*e%) Aqui v on los problemas posteriores por a se comprende ol purdimetro
que entra en la ecuacién (1) w;; = alu,..
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53. Una guerda no acotada estd excitada mediante una desviacién
inicial local que tiene la forma de pardbola cuadrada ({ig. 7). Hallar:
a) lag formulas que representan el perfil de la cuerda para ¢ >0
v b) las férmulas que representan la ley del movimiento de los puntos
de la cuerda con diferentes abscisas para ¢ > 0.

54. En el momento £ = 0 una cuerda no acotada estd excitada
mediante una desviacién inicial que tiene la Torma representada en

uh
1
/ 5
i
- 7 I : ’

Fig. 7

la fig. 8. ¢En qué punto = y eti qué momento de tiempo ¢ > 0 la des-
viacion de la cuerda serd méaxima? jCudl seri el valor de esta desvia-
¢ién?

55. A una cuerda no acotada se le comunicd en el segmento —e <
<< r << ¢ una velocidad inicial transversal v, = const; fuera de este
segmento la velocidad inicial es igual a cero. Hallar las férmulas que

U
|
i 1A
/!}R : z
o By 0l @ tfy By
J/ 2

Fig. 8

representan la ley de movimiento de Jos punios de la cuerda con dife-
renles abscisas para £ = 0 y construir (delinear) las posiciones de la
cuerda para los momentos do tiempo

ke

donde k=10, 2, 4, 6.
56. En el momento inicial de tiempo ¢ = 0 una cuerda no acotada

recibe en el punto z = z, un golpe transversal que le comunica a la
cuerda el impulso J.
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Hallar la desviacion u (z, t) de los puntos de la cuerda desde la
pesicion de equilibrio para ¢ > 0, suponiendo que las desviaciones
iniciales de los puntos de la cuerda y las velocidades iniciales son
iguales a cero.

57. Por una cuerda no acotada corre la onda ¢ (x — af). Conside-
rando esta onda como la exeitacién inicial de la cuerda en el momento
t = 0, hallar el estado de la cnerda para £ > 0. Compararlo con el
resultado obtenido al resolver el problema 52,

58. Resolver el problema sobre la propagacién de las oscilaciones
eléctricas en un cable no acotado con la condicién

GL = CR (1)

donde G, L, C, R son la fuga, la autoinduccién, la capacidad y la
resistencia de la unidad de longitud del cable *), La tensidn y la
intensidad de la corriente en el cable para el momenlo inicial son
dadas.

2. Problemas para una semirrecfa

Si sélo uno de los extremos deé la cuerda **) sc encuentra tan
distante del trozo de désta en estudio que la reflexion del extremo ale-
jado no influya sobre las vibraciones en este trozo, por lo menos du-
rante el intervalo de tiempo de estudio, entonces llegamos al problema
sobre las vibraciones de una cuerda semiacotada 0 << x << oo, donde
el extremo & = O corresponde al extremo «cercanor de la cuerda. En
este caso el problema de contorno contiene la ecuacion, la condicién
de frontora y las condiciones iniciales ¥*%);

Uy = QPygey, 0 <<z << Foo, 01t o0, 1

ogtigy (0, 2) + aque (0, ) + otgux (0, £) +
4ot (0, 1) = D (1), 0 << t< +oo, (2)
ulz, 0) = ¢ (@), vz 0) =), 0<z<< too, 3

ademés por lo menos una de las constantes ey, oy, 6y, &y que eantran
enla condicién de frontera debe ser diferente de cero ***%); sidr (£) = 0,
entonces la condieién de frontera se convierte en homogénea.

*) Esta condicién garantiza la posibilidad del paso por el cable de las
ondas sin deformacién de su forma. (Para més detalles véase [7], pigs. 86—88
i{ anteriores.) En el futuro si para un cable se cumnple esta condicidn, entonces
e llamaremos brevemente: cable de linea sin deformacidin.
*%) O una barra, o un cable...
*#3) Fa posible tamnbién la formulacién de dos condiciones do [rontera, si
estd dada s6lo vma condicién inicial. éPara més detalles véaso [7], pdg. 92.)
***%) Si la condicién de frontera (2) toma la forma u; (0, t) 4 cu (0, &) =
= O (t) y ademds es conocido el valor u (0, 0), entonces por lo tanto sera cono~
cido u (0, t) y llegamos & la condicién de frontera » (0, &) = @ (). La afirma-
cién andloga es vilida para la condicién de frontera de forma

gy (0 1) + auy (0, §) 4 Bu (0, ) = D ().
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99. Una cuerda semiacotada y fija en un extremo estd excitada
mediante una desviacién inicial, representada en la fig. 9. Delinear
las posiciones de la cuerda para logs momentos de tiempo

¢ e 2e Te
V=g FEgp Uwmep degs

60. A una barra eldstica semiacotada 0 << x <C +oco con el extre-
mo x = 0 libre se le comunica una velocidad axial inicial que es igual
a v, en ol segmento [c, 2¢] e igual a cero fuera de este segmento.

u

i
-‘-h--r-}
|
N
|
i

&

Fig. 9

La magnitud del desplazamiento longitudinal u (z, £) de las
secciones transversales de la harra se puede trazar, para mayor cla-
ridad, en direcciébn perpendicular al eje x, es decir, obrar del mismo
modo que se hace en el caso de la cuerda. Usando este método de dibujo,
trazar la grifica u = u (z, t) para los momentos de tiempo

f—0 e, 2¢ ., 4c

A S

6f. Una cuerda semiacotada 0 <z << oo con el extremo fijo
2 = 0 recibe en el momento ¢ = 0 un golpe transversal que transmite
a la cuerda el impulso 7 en el segmento 0 < » <C 21, ademés el perfil
de la distribucidn de la velocidad, recibida con el golpe, tiene en el
momento £ = 0 la forma de semionda de la sinusoide con la base
4 < =< 21. Hallar las férmulas;que representan la ley de movimiento
de los puntos de la cnerda con diferentes abscisas para £ > 0.

62. Una barra eldstica semiacotada 0 <{ 2 << +oco con el extromo
libre z = 0 en el momento £ = 0 estd excitada mediante desplaza-
mientos longitudinales, el perfil de log cuales *¥) estd representado
en la fig. 10. Hallar en qué puntos y cuando para ¢ > 0 el desplaza-
miento recibe el valor méximo. §Cuél es el valor de este desplaza-
miento maximal?

*) Veéase el problema GO0,
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63. A una cuerda semiacotada con el extremo fijo en el momento
inicial de tiempo t = 0, mediante un golpe transversal, se le comu-
nica el impulso 7 en el punto z = z,. Hallar los desplazamientos
u {z, t) de los puntos de la cuerda desde la posicién de equilibrio
para t > 0, si los desplazamientos iniciales u (z, 0} = 0 y las velo-
cidades iniciales en los puntos z s&x, son iguales a cero.

u

e /M Z
0 4. oL el 7l

/E}N,
. ;2 dt
Fig. 10

64. Llesolver el problema 63, suponiendo que el impulso inicial J
se comuunica a los punkos z, = @, > ... > 23 > 2y > 0.

65. A una barra semiacotada con el extremo libre en el momento
inicial de tiompo ¢ = O mediante un golpe longitudinal en el extremo
se le comunica el impulse axial [.

Hallar los desplazamientos u (z, f) de los puntos de la barra de la
posicién de equilibrio para t>> 0, si los desplazamientos iniciales
u (z, 0) = 0 y las velocidades iniciales en los puntos > 0 también
son iguales a cero.

66. El peso Q = Mg que se mueve paralelamente al eje x conla
velocidad constante v, en el momento de tiempo ¢ = 0 como resultado
de un golpe se pega al extremo libre de una barra semiacotada 0 <C
< 1< oo y sigue moviéndose con ella. Hallar las desviaciones
u (z, t) de las secciones transversales de la barra desde la posicién
de equilibrio para £ > 0, si las desviaciones iniciales u (x, 0) = 0
y las velocidades iniciales son iguales a cero en todas las partes, ex-
cluyendo la seccién z = 0, donde es igual a v,.

67. A las secciones transversales de una harra oldstica semiacotada
con el oxtremo fijo eldsticamente sé les comunican las desviaciones
longitudinales iniciales

u(z 0)____{ sanf;- para 0<Lz<l,
0 para ISz <<+ oo,

pero las velocidades iniciales u; (z, 0) = 0. Hallar las desviaciones
longitudinales u (z, ) de las secciones transversales de la barra
para ¢ > 0.

68, Un darbo! redondo vertical semiacotado 0 =T z <C 4-co para
t << 0 gira con la velocidad angular ® = const. Desde el momento
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t = (0 su tope # = 0 toca el plano horizonlal de la base y experimenta
la aceion de torsion de las fuerzas de rozamiento, esta acciGn es
proporcional a la velocidad angular del tope. Hallar los dngulos de
giro 6 (x, t) de las sccciones transversales del drbol para £ > 0, con-
siderando que 8 (z, 0) = 0.

69. Por una cuerda semiacotada 0 < x << +oo corre la onda
u (z, t) = f (z + af) para ¢ < 0. Hallar las vibraciones de la cuerda
para 0 << { << 400 en los casos cuando el extremo de la cusrda:

a) estd fijo rigidamente,

b) ostd libre,

¢) estd fijo eldsticamente,

d) experimenta fa resistencia del rozamiento proporcional a la
velocidad.

70. Por un tubo cilindrico semiacotado 0 << z << +o0, lleno de
gas idoal, corre una onda u (z, &) = f (z + at) para ¢t < 0, f (0) = 0.
En el extremo del tubo se encuentra el pistén con masa M,, colocado
sobre un muelle con el coeficiente de rigidez H,, y con la masa pro-
pia despreciablemente pequefia. El pistén obtura estrechamente ol
tubo y al moversa en el mismo experimenta una resistencia propor-
cional a la velocidad. Hallar % (z, ?) para 0 << ¢ << 4-o0.

71. Hallar para t > 0 las oscilaciones sléctricas en un cable (de
la linea sin doformacién) semidcotado, si para <=0 por &l corria
la onda

-..i;
v(z, ty=e L f(z+at),
B T
i(x, t}=—e L —Ef(:c-i-at].

Estudiar los casos cuando el extremo del cable estd puesto a tierra

a) por la resistencia concentrada H,,

b) por la capacidad concentrada C,,

¢) por la autoinduccién concentrada L,.

Establecer para el caso a) en'qué condiciones no hay onda refleja
(«absorcién totals} y en qué condiciones la amplitud de la onda de
reflexién es dos veces menor que la amplitud de la onda incidente.

72. Al extremo x = 0 de un cable semiacotado de la linea sin
deformacién fue aplicada una fuerza electromotriz constante E du-
rante un intervalo de tiempo suficientemente largo, de modo que en
el cable se establecié6 una distribucién estacionaria de tensién y de
intensidad de corriente. Después, en el momento de tiempo t = 0
el extremo del cable fue puesto a tierra por la resistencia concentra-
da R,.

Hallar la tensién y la intensidad de la corriente en el cable para
t=>0.
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73. El extremo de una cuerda semiacotada 0 << z << +-c0, a par-
tir del momento ¢ = 0, so mueve segin la ley

u (0, t) = n (8.

Hallar las desviaciones u (z, t) de los puntos de la cuerda para
0<t< +4o0, si las velocidades y las desviaciones iniciales son
iguales a cero.

74. Al extremo de una barra semiacotada desde el momento ¢ = 0
es aplicada una fuerza longitudinal / (2). Hallar lag vibraciones lon-
gitudinales de la barra para ¢ > 0, si las velocidades y las desviaciones
iniciales de sus puntos son iguales‘a cero.

75. Una tuberia horizontal semiacotada de secci6n transversal
constante para ¢ << 0 esta llena de un liguido en reposo. A partir del
momento ¢ = 0 a su extremo se conecta una bomba impelente con una
campana compensadora de aire *). Hallar la tensién y la velocidad del
liguido en la tuberia para ¢t > 0.

76. Hallar las vibraciones longitudinales de una barra semiacotada
para las condiciones iniciales nulas, si en los momentos de tiempo

th=kl, k=0,1,2, ..., n,.
a la barra se le comunican los impulsos longitudinales
Iy, = I = const

y al extremo de la barra se fija una masa concentrada M.
77. Al extremo de un cable semiacotado 0 << x << 400 de linea
sin deformacién se aplica una fuerza electromotriz

E(t) = Eysen wt; 0<t<<-oo.

T

En el momento ¢ = 0 la tensién y la corriente en el cable son iguales

a cero. Hallar la tensién y la corriente en el cable para t > 0, sepa-

rando el proceso estacionario de propagacién de las vibraciones con

una frecuencia @ y determinar ol tiempo a partir del cual en el punto

z del cable 0 << z << +o0, la amplitud de las vibraciones transitorias

:;leré no mayor que el 10% de la amplitud de las vibraciones estableci-
as,

3, Problemas para una recia infinita compuesta
de dos semirrectas homogéneas. Factores concenfrados

78. Una bharra eléstica no acotada es obtenida mediante la unién
en el punto # = 0 de dos barras homogéneas semiacotadas. Para
z << 0 la densidad de masa, el médulo de elasticidad de la barra y
la velocidad de propagacién de las perturbaciones longitudinales

*) Véase los problemas 5 y 6.
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pequefias son iguales a p;, £, a;, ¥ para z > 0 son iguales a p,, E,,
4. Sea que desde la region z <<.0 por la barra corre una onda u, (z,

1) =7 (i i %) , t< 0. Hallar las ondas de reflexion y de refraccion.

Investigar la solucién para E,— 0 y para Ey;— 0.

79. En el punto z = 0 de una cuerda homogénea no acotada se
fija una masa concentrada M sostenida por un muelle de rigidez &
con masa propia despreciablemente pequefia (fig. 11). Hallar la

; desviacion de la cuerda u (z, f)
para ¢ > 0, sila cuerda es pertur-
bada en el momentoz = ( por un

M impulso transversal I = Muy,,
comunicado a la masa M y diri-
gido segtn el eje del muelle.

80. La masa M del problema
anterior, al vibrar experimenta

Fig. 11 una resistencia del rozamiento
proporcional a la velocidad.

Hallar las ondas reileja y refractada tomando como condi-
eién inicial la ondau, (z,t) = f (x — at) que corre de la region xz<C0.

81. Una fuente plana de perturbaciones pequefias se mueve uni-
formemente con velocidad infrasénica a lo largo de un tubo cilindrico
no acotado con un gas. Considerando que la perturbacién de la pre-
sidn en el lugar donde se encuentra en el momento ¢ > (} la fuente,
es una funcién de tiempo dada, hallar las vibraciones del gas a la
izquierda y a la derecha de la ffuente, si en el momento inicial de
tiempo el gas estaba en estado no perturbado y la fuente se encontraba
en el punto z = 0.

82. Resolver el problema sobre las vibraciones de una cuerda no
acotada bajo la accién de una fuerza transversal F (¢) para t >0,
si el punto de aplicacion de la fuerza se desliza a lo largo de la cuerda
con velocidad constante v, desde la posicién x = 0, siendo v, << a
v las condiciones iniciales nulas.

4. Problemas para un segmento finifo

83. Los extremos de una cuerda z = 0 y z = [ estén fijos rigida-
mente, la desviacién inicial estd dada por la ignaldad
u(z, 0)=Asen -l’:i para O0<<a<ll,
las velocidades iniciales son igﬁales a cero. Hallar las desviaciones
u (z, t) para t > 0. e
84. Besolver el problema sobre las vibraciones loPgltudmales de
una barra, uno de cuyos exiremos (x = 0) estd fijo rigidamente y el
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otro (z == I} estd libre, si la barra sufrié el estiramiento inicial
ulz, 0) = Az, 0CaCl

v las velocidades iniciales son
up (z, 0) =0, 0o

85. Resolver el problema 84, si el extremo z = I de la barra esté
fijo eldsticamente.

86. El extremo de una barra (x = () esta fijo rigidamente y el
otro (z = I) estd libre. En ol momento de tiempo inicial, al extremo
libre so le comunica un impulso longitudinal de golpe J. Hallar las
vibraciones de la barra.

87. Un extremo de una barra Horizontal estid fijo rigidamente
v ¢l otro esta libre. En el momento de tiempo inicial £ = 0 con el
extremo libre de la barra choca el peso Q = Mg con velocidad vy,
dirigida segin el eje de la barra, ademss, en el momento ¢ = 0 el
tope del peso roza con el tope de la barra. Hallar las vibraciones lon-
gitudinales de la barra para ¢ > 0 durante el impacto.

88. esolver cl problema anterior para una bharra cuando los dos
exlremos estan libres.

89. Resolver el problema 87, suponiendo que la harra tiene la for-
ma de cono truncado.

90. Resolver el problema 88 para una barra que tenga la forma de
cono truncado.

91. Hallar las vibraciones longitudinales de una barra, si las
condiciones iniciales son nulas, uno de sus extremos esti fijo o
libre y el otro se mueve segin una ley dada; estudiar los casos
cuando

a) el extremo derecho estd fijo,

b) el extremo izquierdo esté fijo.

c) el extremo derecho estd libre,

92. lallar las vibraciones de la perlurbacién de la presién en ¢l
exiremo z = 0 de una tuberia para { > 0, si en el extremo & =1

Fig. 12
la presidn queda igual a cero y el gasto del liguido en el extremo z = 0
es una funcién dada del tiempo. La resistencia de la tuberia es despre-
ciablemente pequeiia, la perturbacién de 1a presién y la velocidad del
liquido para ¢ = 0 son iguales a cero.

93. Resolver el prohlema sobre un golpo longitudinal absoluta-
mente eldstico de dos barras iguales que se mueven en una direccion
por una recta con las velocidades vy v vy v, > v, =0 (fig. 12).
Hallar la distribucién de las veloc:dades y de las tensiones en las
barras durante el impacto.
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94. Al extremo z = 0 de up cable de linea sin deformacién #),
empezando desde el momento t = 0 es aplicada una fuerza olec-
tromotriz £; el extremo x = [ estd puesto a tierra. La tensidn inicial
v la corriente inicial en ¢l cablé son iguales a cero. IHallar las vibra-
ciones eléctricas en el cable ¢ > 0 y establecer a partir de qué mo-
mento de tiempo la corriente en el cable se diferencia de la del limite
{cuando ¢t =~ +-oc0) a ciencia cierta no mas del 10%.

95. Resolver el problema anterior con la condicién que el extremo
x = 1 esta aislado.

96. A un extremo (z = 0) del cable con la resistencia y fuga
despreciablemente pequeiias desde el, momento & = 0 se conecta la
fuerza electromotriz £ = const y el otroextremo (z = 1) estd puesio
a tierra por

a) la resistencia concentrada R,

b) la capacidad concentrada C,,

¢) la autoiduecién concontrada Lg.

Hallar la tension v (z, ) en cl extremo z = I cuando t >0
para todos los casos.

§ 3. Méfodo de separacidn de las variables

En el presente paragrafo se estudian problemas sobre las vibra-
ciones de un segmento finito de una cuerda con diferentes condicio-
nes de frontera y también problemas anédlogos sobre las vibraciones
de otros campos de la fisica y la técnica *#*),

1. Vibraciones libres en un medio sin resistencia ***)

97. Hallar las vibraciones de una cuerda, con los extremos fijos
rigidamentle z = 0 y x = [, perturbada por la desviacién inicial
representada en la fig. 13 y
calcular la energia de cada
arménico. Las velocidades

iniciales son iguales a cero.
i[ 98, La cuerda O <<z <1
|f con Jos extremos rigidamente
UI 1'; 1 - fijos hasta el momeato ¢ = 0
5 se encontraba en el estado de
Fig. 13 equilibrio bajo la accion de
una fuerza transversal F, =
= const, aplicada al punto z, de la cuerda perpendicularmente a la
posicién no perturbada de la cuerda. En el momento inicial de

*) Véase la llamada al problema 58, .
*#*) Ll material sobre los valores propios y las normas do funciones propias
de loz capitulos 11, ILI, 1V, V, VI estd ex{uuesto en § 2 del cap. VII

s *%#) En este y en los dos apartados siguientes los medios se suponen homo-
£éneos.

u
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tiempo ¢ = 0 la accién de la fuerza F, instantdneamente cesa. Hallar
las vibraciones de la cuerda para t = 0.

99. Los extremos de una cuerda estan fijos rigidamente y la desvia-
cién inicial tiene la forma de pardbola cuadrada, simétrica con res-
pectro a la perpendicular en el punto medioc de la cuerda, Hallar las
vibraciones de la cuerda, si las velocidades iniciales son iguales a cere.

100. Una cuerda *) con los extremos fijos rigidamente se perturba
mediante el golpe de un martillo plano y rigido el cual le comunica
la siguiente distribucién inicial de velocidades:

0, 0<z<Cx,— 0,
u(z, O)=1 (z) = {vm Ty =<z wp+§,
0, r, -8l

llallar las vibraciones de la cuerda, si la desviacién inicial es
igual a cero. Calcular la energia de cada arménico.

101. Una cuerda **) con los extremos fijos rigidamente se perturba
mediante el golpe de un martillo agudo el cual le comunica un impulso
I en el punto . Hallar las vibraciones de la cuerda, si la desviacién
injcial es igual a cero. Calcular la energia de cada arménico.

102. Una cuerda con los extremos fijos rigidamente se perturba
mediante el golpe de un martillo convexo rigide **##), que le comunica
la distribucién inicial de velocidades

n

vy €08 (T' E-E—fﬂ), z,— K<<, + 6,

0, O0<z<lz,—0,
iy (-E, 0)= {
0, z,+ 0Ll
Hallar las vibraciones de la cuerda, si la desviacion inicial es
igual a cero. Calcular la energia de cada arménico.
103. Hallar las vibraciones longitudinales de una barra, el ex-
tremo de la cual (z = 0) est4 fijo rigidamente y el otro (z = I} estd
libre, con las condiciones iniciales

ulz, 0) = ka, wu;(x, 0) =0, para 0l

104. Una barra con un extremo fijo rigidamente x = 0 se halla
en estado de equilibrio bajo la aceién de la fuerza longitudinal Fy =
= const, aplicada al extremo z = . En el momento ¢ = 0 la accién
de la fuerza F, cesa instantineamente. Hallar lag vibraciones de la
barra, si las velocidades iniciales son iguales a cero.

*) Véase [7], pags. 160—1863.
**) Lo mismo,
*»#} Sobre la' perturbacién de la cuerda mediante un martille convexo
blando véase el problema 152.

3—0841
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105. Hallar las vibraciones longitudinales de una harra eléstica
con los extremos libres, si las velocidades iniciales y las desviaciones
iniciales en direccién longitudinal son arbitrarias. Tener en cuenta la
posibilidad del movimiento rectilineo uniforme de la barra.

106. Hallar las vibraciones de una barra eldstica con los extremos
libres, la cual recibié en el momento inicial de tiempo un impulso
longitudinal 7 en uno de los extromos.

107. Resolver el problema anterior para el caso cuando el extremo
al que no se le comunica el impulso esta fijo rigidamente.

108. El oxtremo de una barra estd fijo elfsticamente y el otro
estd libre. Hallar las vibraciones longitudinales de la barra con las
condiciones iniciales arbitrarias.

109. E] extremo (z = I) de una barra esta fijo elisticamente y al
otro {z = 0) se lo aplica una fuerza longitudinal F, = const, bajo
1a accién de la cual la barra se encuentra en el estado de equilibrio.
Hallar las vibraciones de la barra después de que en el momento
inicial de liempo desaparezca instantdneamente la fuerza F, si las
velocidades iniciales son iguales a cero.

110. El extremo de una barra (r = [) estd fijo eldsticamente, el
otro {(z = 0) recibe en el momento inicial de tiecmpo el impulso longi-
tudinal de golpe I. Hallar Jas vibraciones longitudinales de la barra,
si la desviacién inicial de la barra es igual a cero.

{11. Hallar las vibraciones longitudinales de una barra con los
extremos fijos eldsticamente y con iguales coeficientes de rigidez
del empotramiento de los extremos, si las condiciones iniciales son
arbilrarias.

112. Resolver el problema anterior, si los coeficientes de rigidez
del cmpotramiento de los extremos son diferentes.

113. Hallar las vibraciones del nivel del liquido en un canal cir-
cular cuyos ancho y profundidad son pequefios en comparacidén con
su radio, si la desviacién inicial del nivel con relacién al estado de
equilibric y la velocidad inicial de variacién de cste nivel son
dadas.

{14, Demostrar la aditividad de la energia de cada arménico en el
proceso de las vibraciones libres de una cuerda en un medio sin resis-
tencia con las condiciones de fronlera homogéneas de primero, se-
gundo y tercer género.

115. Hallar las vibraciones transversales de la barra 0 < x <1
con las condiciones iniciales arbitrarias, si los extremos de la barra
eslan:

a) fijos articuladamente («libremente apoyados»),

b) fijos rigidamente,

c) libres.

116. Resolver ¢l problema anterior, suponiendo que las vibraciones
fueron provocadas por un golpe transversal en el punto = z, que
transmitié a la barra un impulso J .
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2. Vibraciones libres en un medio con resistencia

En los problemas 97, 101, 103, 105, 108, 111 las vibraciones de
lag cuerdas y de las barras se estudiaron en un medio sin resisiencia,
Supondremos ahora que en estos problemas el medio ejerce una resis-
tencia proporcional a la velocidad, entonces obtendremos los proble-
mas 117, 118, 119, 120, 121 y 122 respectivamente. Resolver los
problemas 117—122 sin calcular la energia de cada arménico. :

123. Un cable eléctrico homogéneo aislado 0 < x < I estid car-
gado hasta un cierto potencial v, = const. En el momento inicial de
tiempo el extremo z = 0 se 1leva a tierra y el extremo z = ! sigue
estando aislado.

Hallar la distribucién de la tensién on el cable, si la autoinduceién,
laresistencia y a capacidad de la unidad de longitud son conocidas *),

124, Hallar las oscilaciones eléetricas en un cable homogéneo
0 a1, siel extremo = 0 esté pucsto a tierra, el oxiremo z = 1
estd aislado, la corriente inicial es igual a cero y el potencial inicial
es igual a

0, 0<<z<a,
sl 1@ L
vz, 0)= Th—a) * a<z<Tbh,
0, b=Cz<cl.
i e L R 4 9
Limitindose al caso cuando ﬁ>h‘-—-c—|, hallar la

expresion para la tensién.

125, Hallar la tensién en un cable con corriente y tension iniciales,
ignales a cero, si en el momento inicial en el punto x = z,; de este
cable se tiene la carga concentrada Q. Las restantes condiciones son
las mismas que en el problema anterior.

3. Vibraciones forzadas bajo la accién de fuerzas distribuidas
y concentradas en un medio sin resistencia
Y en un medio con resistencia

En este punto, primero, se estudian los problemas con las fuerzas,
impulsantes constantes, después los problemas con las fuerzas impul-
santes que varian arménicamente en el tiempo y, al final, los proble-
mas con las fuerzas impulsantes que varfan en el tiempo segiin una
ley arbitraria.

126. Resolver el problema 97 con la condicién de que las vibracio-
nes ocurren en el campo de la fuerza de gravedad en un medio con
resistencia proporcional a la velocidad y los extremos de la cuerda
estdn fijos a igual altura.

*) La fuga es G = 0, segin el supuesto sobro ol aislamiento dol cable.
g






