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Prélogo

La resolucién numérica de las ecnaciones diferenciales
de la fisica matematica por el método de las diferencias
finitas se realiza en dos etapas: 1) la aproximacién de dife-
rencias de la ecuacion diforencial sobre una red: escritura
del esquema de diferencias, 2) la resolucién en las CE de
las ecuaciones on diferencias, las cuales representan sistemas
de eccuaciones algebraicas lineales de alto orden y de un
tipo especial (mal acondicionamiento, estructura de bonda
de la wmatriz del sistema). La aplicacién de los métodos
generales del Algebra lineal para tales sistemas no es siempre-
razonable tanto por la necesidad de conservar un gran volu-
men de informacién, como por el gran volumen de trabajo
computacional, exigido por estos métodos. Para resolver
ecuaciones en diferencias ya hace tiempo se elaboran métodos.
especiales, los cuales en uno u otro grado toman en conside-
racion el cardcter especifico del problema y permiten hallar
la solucién con el gasto de un menor niimero de operaciones
en comparaciéon con los métodos generales del dlgehra
lineal.

Este libro es una continuacién del libro de A.A. Samar-
ski y V.B. Andreiev «Métodos de diferencias de resolucién
de ecuaciones elipticas», en el cual se estudia un circulo de
problemas relacionados con la aproximacién de diferencias,
con la construccion de operadores de diferencias y con Ia
estimacién de la velocidad de convergencia de los esquemas
de diferencias para los problemas de contorno tipicos de
tipo eliptico.

Aqui, nosotros examinamos s6lo los métodos de reso-
lucién de ecuaciones en diferencias. El libro pricticamente
consta de dos partes. La primera parte (cap. 1-IV) estd
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dedicada a la aplicacién de los métodos directos de resolucion
de las ccuaciones en diferencias y Ia segunda parte (cap. V-XV)
a la teoria de los métodos iterativos do resolucion de las
-ecuaciones reticulares de tipo general y su aplicacion a las
ecuaciones en diferencias. Al wutilizar los métodos directos
juega un papel esencial el tipo especial de las ecuaciones en
diferencias. Para resolver las ecuaciones tripuntuales uni-
dimensionales se examinan diferentes variantes del método
de factorizacién (monétona, no monétona, ciclica, por fujos
y otras).

En los capitulos III y IV so exponen los métodos diree-
tos econdmicos modernos para resolver las ecuaciones de
Poisson en diferencias en un rectangulo con condiciones de
contorno de diferente tipo. Estos son el método de reduccion
.completa v el método do separacion de variables, el cual
utiliza el algoritmo de la transformacion de Fourier vdpida,
y también los métodos combinados.

Durante el estudio de los mélodos iterativos se ntiliza
la interpretacién del método iterativo eomo un esquema
operacional de diferencias, desarrollada en los libros de
A.A. Samarski «Introduccion a la teoria de los esquemas de
diferenciasy (1971) y «Teoria de los esquemas de diferencias»
(1977). Esta concepeién permite desarrollar la teoria de los
métodos iterativos como una parte de la teoria gencral de
estabilidad de los esqueinas operacionales de diferencias, sin
recurrir a suposiciones sobre la estructura de la malriz del
sistema (véase también A.A. Samarski y A.V. Gulin
«Estabilidad de los csquemas de diferencias» (1973)). La
escritura de los esquemas iterativos en la forma candnica
perimite no solamente separar los operadores que responden
por la convergencia de las iteraciones, sino también comparar
diferentes métodos iterativos. La atencion fundamenlal se
presta al estudio de la velocidad de convergencia de las
iteraciones y a la eleccion de los pardmetros dptimos, para
los cuales la velocidad de convergencia es mdixima. La
presencia de las estimaciones de la velocidad de convergencia,
¥y también Ia investigaciéon del cardcter de la estabilidad
computacional permiten realizar la comparacion de dife-
rentes métodos iterativos en gitnaciones concretas y hacer
una eleecién. Aunqgue el lector, probablemente, conoce los
fundamentos de la teoria de los esquemas de diferencias y
los elementos del andlisis funcional, sin embargo en el
«capitulo V se cilan los conocimientos utilizados en el libro
sobre los fundamentos del aparalo matemalico de la teoria
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de los esquemas ilerativos y se muestra, coimno las aproxima-
ciones de diferencias de las ecuaciones elipticas se reducen a
las ecnaciones operacionales de primer género Au = f con
operadores 4 en un espacio de Iilbert de funciones reticu-
lares.

En los siguientes capitulos se investigan el esquema
iterativo de dos capas con. el conjunto de los parametros de
Chebishev, para lo cual tiene Ingar la estabilidad computa-
cional del método; el esquema de tres capas; los métodos
iterativos de tipo variacional (métodos del descenso mds
riapido, de los delectos minimos, de las correcciones minimas,
de los gradientes conjugados y otros); los métodos ilerativos
para ecuaciones no autoconjugadas y en el caso de un opera-
dor degenerado sin signo definido; los métodos de las diree-
ciones variables; los métodos «triangularess (con el algoritmo
de inversion de la malriz triangular para la determinacién
de una nueva iteracién) tales, como ¢l método de Seidel, el
meétodo de relajaciéon superior y otros; los métodos iterativos
de resolucion de ecuaciones en diferencias no lineales, la
resolucién de los problemas de diferencias de contorno para
ecuaciones elipticas en sistemas curvilineos de coordenadas
y otros.

Un lugar especial en el libro lo ocupa el método univer-
sal alternativo triangular, propuesto y desarrollado por los
autores en los afios 1964—1977, cuya efectividad se mani-
fiesta fuertemente durante la resolucién del problema de
Dirichilet para la ecuacién de Poisson en una regién arbitraria
v del problema de Dirichlet para la ecuacidn div (k grad 1) =
= —f (z), ¥ = (z,, ;) con un coeficiente %k (z) que varia
fuertemente.

En el libro se muestra, como pasar de la teoria general
a los problemas concretos, y se cita un gran namero de algo-
ritmos iterativos de resolucién de ecuaciones en diferencias
para ecuaciones elipticas y sislemmas de ecuaciones. Son
dadas estimaciones del niimero de iteraciones v es realizada
una comparacion de los diferentes métodos. Asi, en parlicu-
lar, se muestra, que para el problema més simple los nétodos
directos son mas econdémicos, que el método de las direecio-
nes variables. Se dehe subrayar, que todos los problemas
cada vez mias complejos del dlgebra lineal que aparecen en
la practica exigen tanto la elaboracién de nuevos métodos,
como la extensién del dominio de aplicabilidad de los méto-
dos viejos. Con esto ocurre una valoraciéon de las caracteris-
ticas comparables de los diferentes métodos.
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Introduccién

La aplicacién de distintos métodos numéricos (de los
métodos de diferencias, variacionales en diferencias, de
proyecciones en diferencias e incluso del método de los ele-
mentos finitos) para resolver las ecuaciones diferenciales
conduce a un sistema de ecuaciones algebraicas lineales
de un tipo especial: a las ecuaciones en diferencias. Dicho
sistema posee los siguientes rasgos especificos: 1) posee un
orden alto, igual al nimero de nodos de la red; 2) el sistema
estd mal condicionado (la relacién entre el valor propio
maximo y el minimo de la matriz del sistema es grande;
asi por ejemplo para el operador de Laplace en diferencias
esta relacién es inversamente proporcional al cuadrado del
paso de la red); 3) la matriz del sistema estd enrarccida, es
decir, en cada una de sus filas son distintos de cero varios
elementos cuyo nimero no depende de la cantidad de nodos;
4) los elementos no nulos de la matriz estdn distribuides de
una forma especial — la matriz es de banda.

Al aproximar las ecuaciones integrales e integro-diferen-
ciales en la red, obtenemos un sistema de ecuaciones con
respecto a una funcién definida sobre la red (funcién reticu-
lar). Es natural llamar ecuaciones reticulares a tales ecuacio-
nes:

Za(@ Dy@®=1@), zco, &

donde la sumacién se efectia seglin todos los nodos de la
red w, es decir, segiin un conjunto discreto de puntos. En el
caso general, la matriz (a (z, &)} de la ecuacién reticular
estd saturada. Si renumeramos los nodos do la red, entonces
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Ia ecuacién reticular se puede escribir en la forma

N
);jai!y.fth =l 2 swwy N (2)

donde i, j son niimeros de los nodos de la red y N es la canti-
dad total de nodos. El razonamiento inverso es evidente.
De esta forma, una ecuacién lineal reticular es un sistermna
de ecuaciones algebraicas lineales y reciprocamente todo
sistema lineal de ecuaciones algebraicas puede ser interpre-
tado como una ecuacién reticular lineal respecto a una fun-
¢ién reticular definida sobre cierta red, con un nidmero de
nodos igual al orden del sistema. Observaremos, gue los
métodos variacionales (de Ritz, de Galerkin y otros) de solu-
cién numérica de ecuaciones diferenciales conducen frecuen-
temente a sistemas con matriz saturada.

Una ecuacion en diferencias es el caso particular de ecua-
cién reticular, cuando la matriz (a;;) esti enrarecida. Asi,
por ejemplo, (2) representa una ecuacién en diferencias de
m~ésimo orden, si en la fila de niimero i se tienen solamente
m 4 1 elementos a;; distintos de cero para j = i, 41, ...

., b+ m.

De lo dicho, resulta claro que la solucion de las ecuaciones
reticulares y, en particular, de las ecuaciones en diferencias
es un problema de dlgebra lineal.

* Kk &

Para la solucién de los problemas del algebra lineal
existen muchos métodos numéricos distintos, continnamente
se trabaja en su perfeccionamiento y se realiza una revalora-
¢cién de los métodos, elabordndose otros neevos. Como con-
clusiéon resulta que un parte considerable de los métodos
con que se cuenta tiene derecho a existir ya gue posee su
propio dominio de aplicabilidad. Por eso para la solucién
de un problema concreto en una ordenadora {computadora)
existe el problema de la eleccién de un métedo en el con-
junto de los métodos admisibles de solucién de dicho proble-
ma. Evidentemente, este método debe poseer las mejores
caracteristicas posibles (o, como gustan decir, ser un método
optimal) tales como el minimo de tiempe de solucidn del
problema en una ordenadora (o el minimo del nimero de
operaciones aritméticas y légicas durante la busqueda de la
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solucién), estabilidad computacional, es decir, estahilidad
con respecto a los errores de redondeamiento y otros.

Es natural exigir, que cnalquier algoritmo computacional
para ordenadora permita en principio obtener la solucién
de un preblema dado con cualquier exactitud e = 0 prefi-
jada con anterioridad, en un nimero finito de operaciones
@ (&). Esta exigencia es satisfecha por un conjuntoe innumeo-
rable de algoritmos, entre los cuales se debe buscar el algo-
ritmo con un minimo @ (&) para todo ¢ > (). Tal algoritmo
so llama econdémico. Es claro que la bisqueda de un método
«optimal» o «mejor posible» se efectiia en un conjunto de
métodos conocidos (y no de todos los admisibles) y el mismeo
término de «algoritmo optimal» posee un sentido acotado y
condicional.

El problema de la teoria de los métodos numéricos con-
siste tanto en la bisqueda de mejores algoritmos para una
clase dada de problemas, como en el establecimiento de una
jerarquia de métodos. El mismo concepto de mejor algoritmo
depende del objetivo de los calculos.

Son posibles dos planteamientos del problema acerca de
la eleccién del mejor método:

a) se oxige resolver un sistema concreto de ecuaciones
Au = f, donde A = (ag;;) es una matriz;

b} se exige resolver algunas variantes de un mismo pro-
blema, por ejemplo, de la ecuacién 4u = f con distintos
miembros segundos f.

En un caleulo multivariante se puede disminuir el namero

medio de operaciones Q (&) para una variante, si se conservan
ciertas magnitudes y no se calculan de nuevo para cada
variante (por ejemplo, si se conserva la matriz inversa).

De aqui estd claro que la eleccion de un algoritmo debe
depender del tipo de cdlculo (univariante o multivariante)
y de la posibilidad de conservar informacién complementa-
ria en la memoria de computadora, lo cual a su vez esté
relacionado tanto con el tipo de la eomputadora, como con
el orden del sistema de ecuaciones. En las estimaciones tedri-
cas de la calidad de un algoritmo computacional general-
mente se limitan al recuento del mimero de operaciones
aritméticas que se exigen para encontrar la soluciéa con una
exactitud prefijada mientras que, por regla gencral, no se
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examina el problema sobre los pardmetros de la computa-
dora.

Los tltimes afios el desarrollo impetuoso de métodos
numéricos de solucién de ecuaciones en diferoncias, que
aproximan ecuaciones diferenciales de tipo -eliptico, y la
apariciéon de nuevos algoritmos econdmicos han conducido
a la necesidad de revisar las ideas que se tenian sobre los
dominios de aplicabilidad de los métodos antes existentes.

* %

El contenido de este libro estd determinado en un grado
significativo por la necesidad de dar métodos efectivos de
solucién de las ecuaciones en diferencias, correspondientes
a los problemas de contorno para ecuaciones de tipo eliptico
de segundo orden. La clasificacién de los problemas de
contorno en diferencias puede ser realizada segin los siguien-
tes indicios:

1) el tipo del operador diferencial L en la ecuacién:

Lu = f (I), r = (m_h x?t = EY .‘L‘p) E G; (3)

2) 1a forma de la region G en la cual se busca la solucion;

3) el tipo de las condiciones de contorno en la frontera
I' de la regién G;

4) 1a red o en la region G = G + T y el esquema de
diferencias

Ay =—9 ), z€e, (&)
es decir, el tipo del operador de diferencias A.

Ejemplos de operador eliptico de segundo orden pueden
ser

P
Lu=Au= ) —g—f— — operador de Laplace, (5)
a=1 o
& 2 du
Lu=m§=! o (o (@) 52 ) —a (@), (6)

ademés los coeficientes k,p (x) satisfacen en cada punto
z = (xy, Zg, ..., ,) la condicién de elipticidad fuerte

r o i
e DB D kup(®)BEp<er 2 B ey, cp=const>0, (7)
a=1 @, p=1 a=1
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donde & = (&, . . ., §,) es un vector arbitrario. 8i u (z) =
= (u' (=), u*(x), ..., u™(z)) es una funcién vectorial,
entonces (3) cs un sistema do ecuaciones y

W D .
Lu)=3 X 50— (kb g;‘; I B

j=1a, B=1 &

¥ la condicién de olipticidad fuerte tiene la forma

m B . m kel . " 5 n m "
B 2P B3 kb@BH<G S 2 (5
i) a=1 i, 7=1 @, p=1 i=1 g={
¢y, c3 = const > 0.
&= & ok

La forma de la regién influyo fuertemente en las propie~
dades de la matriz do las ecuaciones on diferencias. Nosotros
distinguiromos regiones para las cuales la ecuacién Lu = 0
con condiciones de contorno liomogéneas admite separacién
de variables. Asi, por ejemplo, para la ecuacién de Laplace
en coordenadas cartesianas {(z;, x,), Lu = Aum% --%Z-ﬁ_?-,
el método de separacién de variables es aplicable en el ca;o,
cuando G es un rectdngulo. Una propiedad andloga posee un
esquema de diferencias sobre una red rectangular, por
ejemplo, el esquema «cruz»; en este caso la red puede ser no
uniforme por cada direccién.

Al comparar distintos métodos numéricos de solucion
de sistemas de ecuaciones algebraicas utilizaremos en calidad
de problema patrén 6 modelo, el siguionte problema de con-
torno de diferencias:

ecuacion de Poisson, dominio —un cuadrado, condiciones
de contorno de primer género, red— cuadrada con pasos
hy=h y hy =h segin =z, y z,, operador de diferencias
A-pentapuntual.

Ll segunde grupe de problemas de contorno de diferencias
corrosponde a los siguientes datos: I — operador con coefi-
cientes variables del tipo (6): a) sin derivadas mixtas, b) con
derivadas mixtas, laregién G = {0 <<y <C g, =1, 2} —
un rectingulo (paralelepipedo cuando p = 3).

Il tercer grupo de problemas es la regién de forma com-
pleja, ¥ L cs ol operador de Laplace o un operador de tipo
general. Aqui el grado do complejidad del problema se doter-
mina en primer lugar por la forma de la regidn, la eleccion
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de la reticula y la eleccién del operador de diferencias en
una vecindad de la frontera.

Para el segundo y tercer grupo de problemas el operador
de difercncias se elige frecuentomente de manera tal que se
conserven las propiedades fundamentales (autoadjunticidad,
definicién del signo y otras) del problema inicial y se satisfa-
gan las exigencias de aproximacion con un orden determinado
respeclo al paso de la reticula.

Para resolver los problemas elipticos de diferencias se
aplican métodos directos e iterativos.

Los métodos directos son aplicables en el caso multidi-
mensional fundamentalmente para problemas del primer
geupo (L — operador de Laplace, G — un rectdngulo sioendo
p = 2y un paralelepipedo si p > 3 y A es un esquema de
diferencias pentapuntual o nonapuntual cuande p = 2).
Para problemas unidimensionales, cuando la ecuacion en
diferencias tiene segundo orden (la matriz es tridiagonal),
v los coeficientes de la ecuacién pueden sor variables, aplica-
remos el método de factorizacién que es una variante del
método de Gauss (véase cap. IT). Existe una serie de varian-
tes del metodo de factorizacién: factorizacién mondtona,
factorizacién no monétona, factorizacién por flujos, factori-
zacién ciclica y otras (véase cap. II). Para los problemas
bidimensionales del primer grupo (véase més arriba) resulta
ofectivo el método de reduccién completa (cap. II1), ol mé-
todo de separaciéon de variables con la transformacién de
Fourier rapida, y también una combinacién del método do
reduccién incompleta con la transformacidn de Fourior rdpida
(cap. [V). En todos los casos se resuelve una ecuacion en
diferencias de segundo orden por una de las direcciones
mediante el método de factorizaciom.

Los métocos directos seiialados, en el caso del problema
de diferencias de Dirichlet para la ecuacién de Poisson
on ol rectangulo (0 <<z, << l,, @ = 1, 2) sobre la reticula
® = {{i;hy, iohs), g = 0,4, . . ., No, by = 1g/Ng, & =1, 2},
oxigen Q = O (N,N,log, N,) operaciones aritméticas, donde
N, = 2%, siendo n = 0 un nimero entero.

Los métodos directos son aplicables a una clase muy
especial de problemas.
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Los problemas elipticos de diferencias, en el caso de
operadores L de tipo gencral o de regiones de forma complica-
da, se resuelven fundamentalmente con ayuda de métodos
iterativos.

Las ecuaciones reticulares se pueden interpretar como
ccuaciones operacionales de primer género

Aw == f G

con operadores definidos sobre espacios /7 de funciones reti-
culares. En el espacio H se introducen un produclo escalar
(;) y normas enecgéticas || u |l =V Du, u), D = D* > 0,
D: H — H, donde D es un cierto operador lineal on /.

Los mnétodos iterativos de solucién de la ecunaeitén opera-
cional Au = f pueden ser interpretados como ecuaciones
operacionales en diferencias (o de diferencias respecto a un
tiempo ficlicio o al nlmern-indice de la iteracion) con opera-
dores en el espacio de Hilbert /7. Si una nueva iteracién
Yr+y 8¢ caleula medianie las m iteraciones anleriores yy,,
Yr-1> - - -» Un-m+1, entonces el método iteracional (esquemna)
so Hama m +- 1 capas (de m pasos). De aqui se ve la analo-
gia enlre los esquemas iterativos y los esquemas de diferen-
cias para problemas no estacionarios. Por eso la leoria de
los métodos iterativos prdcticamente es una parte especial
de la teoria general de estabilidad de los esquemas opera-
cionales de diferencias. Nosotros nos limitaremos al estudio
de los esquemas de dos eapas y en menor grado de los de tres
capas. El paso a los esquemas de capas mulliples no
proporciona ninguna ventaja (como se deduce de ia teorin
general de estabilidad, véase [10]).

Un importante papel juega la notacién de los métodos
iterativos en una forma tnica (canénica), lo cual permite
distinguir el operador (estabilizador) que responde por la
estabilidad y convergencia de las iteraciones Y comparar
métodos iterativos distintos desde una misma posicidn.

Cualquier método iteracional de dos capas (de un paso)
s¢ escribe en la siguiente forma canénica:

BB LAy —f k=0, 1, ..., yo€ H, (9)

Thei

donde B: H — H es un opecrador lineal que posee inverso
B-Y %y, Ty, . . . son los pardmetros iterativos; & es el namero
de iteracion y y, es la aproximacién iterativa del ntimero k.
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En el caso general B = B4, dopendo de k. En la teoria
genoral nosotros suponemos que B no depende de E.

Los parametros {t,} y ¢l operador B son arbitrarios
y hay quo elegirlos do la condicion do minimo de iteraciones
n, para el cual la solucién y, de la ecuacion (9) aproxima
en H p la soluci6n oxacta u de la ecuacion Au = f con una
exactitud relativa & > 0:

Ny —ulip<<ell Yo — u llp- (10)

Para la teoria general do los métodos iterativos expuesta
en esto libro no se exige ninguna suposicién sobre la estruc-
tura del operador A (de la matriz (a;;)). Se utilizan solamente
propiedades do tipo general

A=A*>0, B=B*>0,
(11)
wB <A< v.B, >0
Las desigualdades operacionales significan que estan prefi-
jadas las constantes v, ¥ 7 de squivalencia energética do los
operadores A y B o los limites del ospectro del operador A
en ol espacio A (y, ¥ Va son los valores propios minimo y

maximo respectivamente del probloma generalizado por
valores propios: Av = ABv).

® @ &
La solucién T, Tp. . .+ Tp dol problema indicado més
arriba sobre el min ng (e) para y, y 7va dados

Ty, Tay ceon ©

y B fijo, para el caso D= AB-'4 so expresa modiante los
ceros del polinomio de Chébishev de n-ésimo orden {(método
itoracional de Choébishev). Para estos valores Optimos

Ty, Tgs - - +» Ta Yy prefijado e >0 arbitrario, es valida la
estimacidn
In (2/e)
n_= = =
Z (VI -VE)’
(o]
In {2/¢)

nz=n, (g)= —7VE E="v1/Ya

para el namero de iteracionoes n que se calculan segin el es-
quema (9) y se cumple la desigualdad

| Ayn — fllg << €l Aye — fp1-
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La estabilidad computacional del método de Chébishov
tiene lugar para un modo determinado de numeracion
(ordenamiento) de los ceros del polinomio de Chébishov y
de los pardmetros tf, 13, ..., ©¥; este mélodo se muestra
en el cap. VI.

Cuando B = E (E — operador unidad) el método (9)
so llama cxplicilo y cuando B == I so llama implicile. Si
elegimos el parimetro T, constante, T, = T, = 2/(y, + v.),
k=1,2, ..., n, entoncos obtenemos un esquema implicito

de iteracidn simple para cl cual n = n, (8) = In (%)/(2&).

E]l operador B (estabilizador) se elige de la condicién
de cconomicidad, es decir, del minimo de trabajo computa-
cional al resolver la cecuacién Br = F, siendo profijado el
miembro ¥ y, como ha dicho, de la condicién de minimo del
nimero de iteracionos »n, (e).

Supongamos que nosotros sabemos resolver de modo
econémico ¢l problema Bv = f con un gasto Qp (&) de opera-
ciones, donde

RiH—H, R=R*>0, cR<A<cR, ¢ >0.
(12)

Entonces se puede poner que B = R y hallar la solucién del
problema Au = f mediante el esquema (9) con los pardmetros
() si vi= ¢, va=c,, ofoctuando Q, (2) & - |/ ooley %
% In (2/e) Qx () oporaciones.

Si, por ejemplo, L es un operador de tipo genoral y G
es un rectdngulo, entonces en calidad de R se puede tomar
¢l operador de diforencias de Laplace pentapuntual y resolver
la ccuacién Rv = f por el método directo.

Puede resultar, quo sea mss ventajoso resolver la ecua-
ciébn Av = J, no por el método directo sino por un método
iterativo. Entonces B = I’ ¥ no sc escribe en forma explici-
ta, sino se realiza como resultado del proeedimiento itera-

tivo.
L3 % &

Los conocidos métodos de Zeidel y do relajacion superior
son implicitos y corresponden a matrices triangnlares (opera-
dores) B. La convergencia de estos métodos se demuestra
base de la teoria general de esquemas de diferencias (véase
A.A. Samarski, Teoria de esquomas de diferencias, Mosci,
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41977, en ruso 6 A.A. Samarski, A. V. Gulin, Estabilidad de
osquemas de diferenciag, Mosci, 1973, en ruso). Sin embargo,
para los métlodos de Zeidel y de relajacién superior el operador
B no es autoconjugado y por eso no se puede ntilizar ol méto-
do de Chebishev (9) eon un conjunto optimal de paramotros
iterativos 1%, 73, ..., %, lo cual permitiria anmentar la
velocidad de convergencia de las itoraciones. El operador BB
se puede hacer autoconjugado, si se pone igual al producto
de operadores conjugados uno del otro:

B = (E 4 oR) (E 4+ oR,), Ri= R, (13)

donde ® = 0 es un parametro. En calidad de R, y R, sc
pueden tomar operadores que posean malrices triangulares
(R,, inferior y R,, superior), de manera tal que i, + R, =
= R: H - Hy R* = R > 0. En particular sc puede supo-
ner que

R, + R, = A, Ry = R,. (1!1}
s tipica la siguiente suposicién:
- 3 el .ﬂ
RZ6E, RRy<<—/ A, §=0, A==0. (15)

Eligiendo luego @ = 2/ 8A de la condicién win n, (&),
encontramos los pardmetros y, ¥ ¥a ¥ caleulamos los pari-
metros {T5}. La definicion de yu4, por medio de yg ¥ f
so reduce a la solucion sucesiva de dos sistemas de ecuaciones
con matrices triangulares superior e inferior.

L1 método iterativo (9) construido mediante el operador
factorizado B del tipo (13) lo lamaremos método triangular
alternativo (MTA). EI MTA evidentemente es universal,
va que la representacion de A en [orma de una suma Ry +
4+ H, = A, donde R = R,, es siempre posible. En el caso
de un problema eliptico de diferencias la construccion de J2,
y R, no presenta difieultad. Asi, por ejomplo, si Ay es el
operador de Laplace de diferencias de 2p + 1 puntos, es

1 n

P y=
: ¥ o
decir, Ay — — ) Vg,  CDtODCES Ry — D) — 3
=] =1
: ¥
Ry — — 2 _ﬁi‘ﬂ‘;'“ , donde R, es cl paso dec la reticula por

=1}

In direccion Oz,. Este método es ripidamente convergenle.
Si tomamos el conjunlo de Chebishev {v}} ¥y tenemos en
cuenta (14) y (13), entonces el nimero de ileraciones para
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el MTA sera
1

A 2
Ry (3}@ W In

& g
=z N=7%x- (16)

En particular, para el problema modelo tenemos n >
>=n, () = 0,3 In mg»/l/fz'.

Para el caso de una regién arbitraria y do ecuaciones con
coelicienies variables, resulta Gtil emplear el método
triangular alternativo modificado (MTAM), suponiendo que

B=(Z+0R)ZFT (D +wR,), R =R, D=2*=0, (17)

donde & es un operador arbitrario. Si en lugar de (15) se
cumplen

R>82, RI'R,<E P, >0, A>0, (18)

ontonces la estimacion (16) conserva su validez.

Aqui son prefijados 6 y A y se eligen el operador & y el
parametro w de mancra tal que la relaciéon & = y,/v, sea
méxima. Fn la prdctlica, en calidad doe la malriz 2 se puede
tomar una matriz diagonal.

Indiquemos dos ejemplos de aplicacién efecctiva del
MTAM.

1) Problema de Dirichlet para la ecuacién de Poisson en
una regién bidimensional de forma complicada; el reticulo
fundamental en el plano (xy, z;} es uniforme con paso A
v el esquema es pentapuntual. Para la correspondiente clec-
cién de Z' ol MTAM] exige solamente un 4—5% mas
ileraciones que ¢l mismo problema en el cuadrado con lado
igual al didmetro de la region.

2) Para las ecuaciones elipticas con coeficientes que varfan
bruscamente (la relacién c./c; es grande), el MTAM con &
clegido de un modo apropiado permite debilitar la dependen-
cia de ¢,le,.

En Ja practica ademds de los métodos de un paso (de dos
capas) {(9) se aplican los esguemas iterativos de dos pasos
(de tres capas). Para pardmetros iterativos optimales estos
métodos son compacables, por el nimero de ileraciones, con
el esquema de Chebishev de pardmetros {t}}, cuando & — 0.
Sin embargo, ollos son mas sensibles a los errores en la
definicién de v, y v2. Bajo las condiciones (11) es més racional
utilizar el esquema de Chebishev (9) de los pardmetros

{7}
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Para la solucién de problemas eolipticos jugé un papel
muy importante el método de las direcciones variables
(MDV), desarrollado desde los principios de 1955 por mu-
chos autores. Sin embargo, él resultd sconémico solamente
para una clase muy estrecha de problemas del primer grupo,
cuando se cumplen las condiciones A = A, 4 4,, 4, =
= A2 >0, a =1, 2, A =A* =0y 4,4, = 4,4,. Si
A, v A, son conmutables, entonces para el MDV se pueden
elegir pardmetros iterativos optimales. Para el problema
modelo con tales pardmetros, el nimero de iteraciones

ng ()= 0 (ln »%; In %) y el nimero de operaciones es
Q(e)y=0 (;:—,ln—:r ln-:-;) mientras que para los métodos
directos Q@ = O (%ﬁ ln% . En este caso los métodos direc-
tos son més econdémicos que ¢l MDV. Si 4, vy 4, son no con-
mutables, entonces el MDV exige O (-%:— In%) iteraciones,

micntras que para el MTA es suficiente O ( 1;5 ]n%)
iteraciones. En ol caso do los problemas tridimensionales,
cuando A = A, + A, 4+ A, aln bajo la suposicién de
conmutatividad de 4,, 4, y A, dos a dos, el MDV exige més
operaciones que ol MTA. Do esta forma ol MDV ha perdido
su valor en un grado significativo.

E I

Si el operador 4 = 0 no es autoconjugado, entonces no
ticne éxito construir mediante ¢l esquema (9) con un con-
junto deo parimetros y un operador autoconjugade B =
= B* = 0 un proceso iterativo de la misma~velocidad de
convergencia que el método de Chobishev para 4 = A* = 0.
Todos los métodos conocidos poseen una velocidad de con-
vergencia menor. Aqui se examina cl método de iteracién
simple (cap. VI) siendo profijada una informacién de dos
tipos:

a) se dan los pardmetros y; ¥ ¥, que entran en los datos
(para simplificar consideraremos D = B = [).

‘\’1. (.1.', x) é (AI, x}' (A..?.?, Az) é-. ?'3 (A Ty I),
>0, v.>0; (19)
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b} se dan tres pardmetros y;, ¥z ¥ Vs, tdondo y; ¥ ya (pava
D = B = E), son las fronteras de la parte simétrica del
operador A:

NE<A<YE NAI<ves w>0 =0
(20)

donde A, = 0,5 {4 — A4%*) es la parte antisimétrica de A.

Eligiendo 7 de la condicién de minimo de 1a norma del
operador de transicién o del operador de permisibilidad, en
todos los casos obtenemos un aumento del nimero de itera-
ciones con respecto al caso 4 = A*.

L I

Todo método iterativo de dos capas, construido a hase del
esquema (9) se caracteriza por los operadores B y A, por el
espacio energético H ; cn ¢l cual se demuestra la convergen-
cia del método, y por el conjunto de pardmetros. Si ¢l opera-
dor B es fijo, entonces el problema fundamental es la bis-
queda de los {ta}.

Para la eleccion de los pardmetros {t,} se utiliza la
informacién previa sohre los operadores del esquema. Kl
tipo de informacién se determina por las propiedades de los
operadores A, B y D. Asi, para el esquema de Chebishev si
D = AB-'A, cuando 4 y B son operadores autoconjugados,
so supone que son prefijadas las constantes y; ¥ vy, on (11).
En el caso gencral, cuande DB-14 es autoconjugado en 7,
entonces en lugar de (11) es suficiente exigir que v, D <C
<< DB'A < y,D) con y; > 0. En el caso no autoconjugado,
cuando A =5 A%, y B = B* = 0, se ulilizan dos nimeros
Y1 ¥ ¥z 0 tres nimeros vy, vo (que entran en (19)) y la cons-
tante y5 que figura en la estimacién de la parte antisimétrica
del operador 4. En una serie de casos la bisqueda do las
constantes vy, Y. ¥ vs con suficiente exactitud, puede resultar
un probloma complejo independiente, que exija de algorit-
mos especiales para su solucién. Si la informacién previa
puede sor obtenida mediante un gasto computacional no muy
grande o se exigen cdlculos multivariantes para la ecuacion
Au = f con distintos miembros derechos, entonces resulta
util hallar una vez los nimeros necesitados vy, yo ¥ y3 v des-
pués utilizar el método de Chebishev o el método MTA.
Si sc exige resolver solamente un problema Au = f o si se
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da una buena aproximacién inicial y el caleculo de Ias cons-
tantes y, ¥ vy, resulta laborioso, conviene ulilizar métodos
iterativos de tipo variacional.

Para los métodos iterativos de tipo variacional al caleular
los pardmelros {t;} no es necesario conocor y; y v, . FEslos
métodos utilizan solamente informacion de tipo general

A =4% =0, (DB'A)* =DB4, {21)

Para determinar y,4, se emplea el mismo esquema (9), se
cambia vinicamente la férmula para 7T,,. El parimetro
Tr 4+, Se halla de la condicion de minimo en H 5, de 1a norma
del error 2,44, = ¥Yr+y — U, s decir, de minimo del funcional
Iyl = (D (y — u), y — u). El pardmetro T34, Se calcula
mediante yy,. Eligiendo D = A, obtenemos el métode de
descenso mas rdpido, y para D = A4%A4, el método de los
defectos minimos, ete. lstos métodos tienen la misma velo-
cidad de convergencia que el método de iteracidn simple
{para constantes oxactas y, y v2). La velocidad de conver-
gencia de las iteraciones se puede aumentar si renunciamos
a la minimizaeion local {en cada paso) de || zp 4+, ||p ¥y elegi-
mos los pardmetros T, de la condicién de minimizacion de
la norma del ervor ||z, ||p inmediatamente después de n
pasos, es decir, al pasar de y, a ¥n- Este camino conduce a
los esquemas iterativos biparamétricos (para cada k) de tros
capas de direcciones conjugadas (de gradicntes de defectos,
de correeciones o de errores conjugados), los cuales poseen
la misma velocidad e convergencia que el método de Che-
bishev con los parametros {t}} caleulados segin los valores
oxactos de ¥, ¥ y.. Si 4 = A* =0, entonces se puede construir
un proceso de aceleracién (== en 1,5—2 veces) de la con-
vergencia para los métodos de dos capas gradientales.

k%

En la teoria general de los métodos iterativos no se exige
el conoeimiento de la estructura conereta de los operadores
del problema. Se utiliza solamente un minimo de informa-
cion de cardcter funcional general respecto a los operadores,
por ejemplo, la condiciéon (11). La eleccién del operador B
del esquema (9) estd subordinada a las siguienties exigencias:
1) el ascguramiento de una convergencia mas rdipida del
método (9), 2} el ahorro de la inversion de 3. Al construir 3
se puede partir de cierlo operador # = R* > 0 {regulariza-
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dor), energéticamente equivalente a A = A* = 0, siendo
B = B* >0
R KA <R, ¢,=>0, B << R <<yl ?~1>0.
(22}
Por lo tanto, y;, = 51;1 ¥ Ve = c;q',!g. Para distintos 4 so
puede clegir un mismo regularizador R. El caso més difundi-
do es el de un operador B [actorizado, por cjemplo:

B = (F 4 oR){(# + oR;), R, -+ R,=R, (23)
donde

R = R, >0 para el MTA, (24)
R*=R,>0, Rf = R, >0, /R, = R,R, para el MDV.
(25)

(-] (-4
Para aplicar la teoria es necesario hallar v, ¥y v, el pard-

o o

meiro o = 0 se encuentra de la condicién min (v, (w)/ys (@)
Si la ecuacién Rw = F puede ser resuelta por un método
directo econ6mico, entonces tomaremos B = R (por ejemplo,
en el caso cuando (—R) es el operador de Laplace de dife-
roncias y la regién es un rectingulo). El operador B puede
no cscribirse cxplicitamente sino realizarse como resultado
de la solucién iterativa de la ecuaecién Rw = ry, donde
r, = A,, — f (método bicscalonado).

C I

Para ecuaciones con los operadores 4 sin signo definido,
degencrados y complejos, se pueden examinar los mismos
esquemas (9). Sin embargo, la eleecién de pardmetros opli-
males se complica, v la velocidad de convergencia de las
iternciones disminuye. La aplicacion de la teoria general
para estos casos singulares exige un «tratamiento» previo dol
problema inicial. Resulta posible construir una modifica-
¢i6n tanto del método de Chehishev, como de los métodos de
tipo wvariacional.

Si A es un operador lineal degenerado, es deciv, la ecua~
cién homogénea Au = 0 liene una solucién no trivial, enton-
ces el problema (9) para” B = E y toda T, es siempre reso-
luble. Sea /7™ ol subespacio propio nulo del operador A
v H g3 ¢l complemento ortogonal de H(™ hasta /. Cualquier
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vector y € H® satisface la ecuacién Ay = 0. Si f &€ HO
vy Yo € H, entonces todas las iteraciones y, € M. 8i so
cumplen las condiciones

M <Ay, <v.(y,¥), yeEHD, >0,

entonces se puede utilizar el esquema explicito (9) con los
parametros de Chebishov {t}} hallados a base de v,y V.-
Con eso y; converge a la solucidén normal, quo posee norma
minima.

Si f=f® 4 fO y f® 5£ 0, entonces entenderemos por
solucion normal generalizada de la ocuacién Au = f, la
solucién de la ecuacion Au™ = fB), con uV € HY y que
posee norma minima. g vilida la estimacién

| 4 — e P G |l o — 2D ],
o =
Tn=qn_1 (1 +(n _'1)) ]/-__g"’""‘l" [t

200 1—VE
q":_i':-l-gfﬂl;".‘T‘ pizﬂ""_']';zis E:.i—;’ Uns yoEH“)y

0 fre t¥%_; son log pardmetros de Clebishev,
ne=

V TR —5’. tf. La velocidad de convergencia disminuye
i

==
en comparacién con el caso de A no degenerade para los
mismos ¥, ¥ y.. Paralelamente a la modificacion indicada
del método de Chebishev son posibles también los métodos
de tipo variacional.
La teoria general permite investigar un esgquema implici-
to de itoracién simple para ¢l caso, cuando / os un espacio

de Hilbert complejo, 4 = 4 + gF, A es un operador hermi-
tico, g = g, + ig, es un nimero complejo y ademis permite
elegir el valor 6ptimo del pardmetro iterativo. La transicion
al método de las direcciones variables tampoco presenta
dificultad.

* & &

No es dificil utilizar los resultados de la teoria general
para la solucion de ecuaciones en diferencias que aproximan
problemas de contorne para ccuaciones de tipo eliptico.
IEn este caso es facil formular las reglas generales de solu-
cion de los problemas de diferencias. Sea dada la ccuacion
en diferencias Au = f, donde A: I — H es un operador de
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diferencias definido en el espacio I de las funciones reticu-
lares prefijadas sobre la red . Al principio so estudian las
propiedades generales del operador A y se establece, por
cjemplo, su autoadjunticidad y positividad, 4 = A% >0,
después se construye el operador 8 = B* > 0 y se calculan
las constantes y,, y; ¥ finalmente se encuentran n = n, (&)
y los parametros {t}}.

Si se trata del MTA con el operador factorizado B =
= (Z + o)) T (D + oll;), entonces es necesario cle-
gir la matriz & y las constantes 8 y A (véase ol cap. X) y
conociendo & y A so determinan , y,, ¥a, otc.

¥n el libro se citan muchos cjemplos de aplicacion de los
métodos directos e iterativos para rosolver ecuaciones con-
cretas de diferencias. En particular, en el capitulo XV se
examinan métodos de solucién de ecuaciones elipticas de
diferencias en coordenadas curvilineas: en el sistema de coor-
denadas cilindricas (r, z} y polares (r, @).

En el capitulo X1V se examinan problemas multidimen-
sionales, esquemas para las ecuaciones do la teoria de elasti-
cidad y otros.

Es importante sefialar, que independiontemente del mé-
todo que sea aplicade para resolver un problema de contorno
do diferencias dado, su tratamiento previo so realiza por una
misma receta: primeramente se forma el operador 4 y des-
pués so estudia como operador en un espacio I7 de funciones
reticulares. Después que la «recoleccion» de informacion acer-
ca del problema ha terminado, entonces se toma una decision
para elegir el método de solucién del probloma teniendo en
cuenta todas lIas circunstancias, incluso el tipo de computa-
dora, la existencia de programas ostandarizados y otras.



Capitulo

Métodos directos
de soluciéon

de ecuaciones
en diferencias

En este capitulo se estudia la teoria general de las ecuacioncs
lincales en diferencias y ademas los métodos directos de solucién de
ccuaciones con eoelicientes conslantes, los cuales dan la solucidn en
forma cerrada. BEn el § 1 se citan los conceptos generales sobre las
ccuaciones reticulares. E]l § 2 estd dedicado a la teoria gemeral de
ecuaciones lineales en diferencias de m-ésimo orden. En ol § 3 se
examinan los métodos de solucidn de cewaciones con coeficientes cons-
tantes y en el § 4 se utilizan estos métodos para resolver ecuaciones de
segundo orden. El § 5 se dedica a la sohucion de lp]'o'h]cmaﬁ reticulares
en valores propios para el operador ¢n diferencias mis sencillo.

§ 4. Ecuaciones reticulaves. Conceptos fundamentales

1. Reticulos y funciones reticulares. Un nlmero signifi-
cativo de problemas de Ja fisica y la téenica se reduce a las
ecuaciones diferenciales de derivadas parciales (a las écua-
ciones do la fisica matemdtica). Los procesos estacionarios
de distinta naturaleza fisica se describen mediante ecuacio-
nes de tipo eliptico.

Las soluciones exactas de los problemas de contorno para
ccuaciones elijpticas ge logran obtener solamente en casos
particulares. Por eso, en general, cstos problemas se resuel-
ven aproximadamente. Uno do los métodos més universales
y efectivos que ha obtenido en la actualidad una amplia
difusion para la solucién aproximada do las ecuaciones de
la fisica matemaitica, es el método de diferencias [initas
o método de reticulos.

La idea del método consiste en lo siguiente. La region
donde cambian continuamente los argumentos (por ejemplo,
un segmento, un rectangulo, ete.) se cambia por un conjunto
discreto de puntos (nodos) el cual se llama red o reticulo.
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En lugar de funciones de argumenio continuo se cxaminan
funciones de argumento discreto, 1lamadas furciones reticula-
res y quo cstan deflinidas en los nodos del reticulo.

Las derivadas gue entran en la ccuacion diferencial y en
las condiciones de contorno se sustituyen por derivadas do
diferencias. En este caso el problema de contorno para la
ccuacion diferencial se cambia por un sistema de ceuaciones
algebraicas lineales o no lincales (ecuaciones reticulares o en
diferencias). Tales sistemas se les llaman frecucntemente
esquemas de diferencias.

Dotengamonos mas detalladamente en los conceplos fun-
damentales del método de reticulos. Examinomos primnera-
mente los ejemplos més sencillos de reliculos.

rIeMeLo 1. Heticulos en una region unidimensional. Sea
el segmento O <T o <C 1, la regiéon de cambio del argumento z.
Dividamos este segmenio en N partes iguales de longitud
h = lUN, por los puntos z; = ih, i = 0,1, . .., N. il con-
junto de estos puntos se llama reticulo uniforme en el segmen-
to [0, {1 y se denota por @ = {x; = ih, i =0, 1, ..., N,
hN = 1}, y el nlmero & que ¢s la distancia entre los puntos
(nodos), del reticulo ®, se Je llama paso de la red.

Para soparar una parle de la red @, nosotros utilizaremos
on lo que sigue la siguiente notacién:

o = {z; thy, t=1,2,...,.,.N—1, Nk 1},
ot={z;=ih, i=1,2, ... N, Nh 1,
{z¢ =i, 1=0,1, ..., N—1, Nk=1l}

vy ={xs =0, 2y = I}

151 segmento [0, 7} puede ser dividido en N partes, intro-
duciendo puntos arbitrarios 0 =z, <Txy <. .. << @; <<
<L iy <.« < Ty <&y =L En este caso obtendre-
mos el reticulo w = {#;, i =0,1,..., N, 2 =0, 25 = I}
con paso h; = & — Zij5 en el nodo x;, i =1, 2, ..., N,
¢l cual depende del niimero { del nodo z;, es decir, es una
funeién reticular h; = & ().

Si hy 5= hiyy al menos para un nimero i, entonecs el
reticulo w se llama no uniforme. Si k; = h = I/N, entonces
obtendremos el reticule uniforme construido mas arriba.
Para el reticulo no uniforme se introduce el paso medio
By = k(i) en cl nodo x;, como #A; = 0,5 (h; + hiyy), 1 <<
SIS N — 1, donde %y = 0,5k, ¥y fiy = 0,5h,. Sobre la
recta infinita —oo <z <{ oo se pueden eoxaminar los
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reticulos @ = {z; =a -+ ik, i =0, =1, +2, ...} con
inicio en cualquier punto # = ¢ y con paso &, compuestos
por un nimero infinito de nodos.

EIEMPLO 2. RReticulo en una regién bidimensional. Sea la
regién de variacién de los argumentos z = (z;, z,) el rectin-
gulo G = {0 <<z, < 1, @ = 1, 2} con frontera I'. En los
segmentos 0 < 2, <C [, construiremos reticulos uniformes
@, cOn pasos h,:

y={z; @ =i, i=01,...,.M, M =1L},
@y = {2o () =Ry, J=0,1,..., N, hyN =1l}.
El conjunto de nodos x;; = (2, (i), = (j}), que poseen coor-

denadas en el plano z, (I) vy x4 (}) se le llama reticulo en el
rectdngulo @ y se dnnota por @ = {x;; = (iky, jho), i =
=0,1, ..., M,j=0,4, ..., N, b M = 1,, ho,N = L,}.

Evidenl,emenl,e, el reticulo ® ostd compuesto por los pun-
tos de interseccién de las rectas xz, = z, (i} ¥y &, = 25 (j).

Il reticulo ‘@ censtruido os uniforme respecto de cada
una de las variables 2, y x,. Si al menos uno de los reticulos

@ No s uniformo entonces el veticulo w se llama ro unifor-
me. Si hy = hy, entonces el reticulo se llama cuadrado 6
rectangular.

Los puntos do @ pevtenccientes a I', se llaman puntos de
frontera y su unién constituye la frontera de la red: y =

= {zd E
Para desgr:bu' la estructura del reticulo o os cémodo ut111-
zar la escritura o (o; X mg, es decir, mpresentarse ©

como el producto topoldgico de los reticulos w, ¥ ws.
Empleando las notaciones introducidas en el c]emplo 1

de ®*, ®~ y ®, s6 pueden separar partes del veticulo @ en el
rectéingulo, por cjemplo:

o, X o = {ay=(h,jh), i=1,2,... . M —1,
Ji— Ay siugdNi)y

W] X wg = {xiy==(iky, jhe), i =0,1,. .., M —1,
Fiom O, 4, « ouy N}
Examinemos ahora el concepto de funcién roticular. Sea

@ una red introducida en una regién unidimensional y 2
son los nodos de la red. La funcién y = y (z;) de argumento
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discreto z;, se llama funcién reticular definida sobre la red w.
Anflogamente se define una funcién reticular sobre toda red
o introducidaZen la} regién de cambie del argumento con-
tinuo. Por ejemplo, si z;; es un nodo de la red @ en un
dominio bidimensional, entonces y=y (z;;). Es evidente
que las funciones reticulares pueden ser consideradas como
funciones cuyo argumento son los nimeros enteros gque
indican los nodos de la red. Asi, se puede escribir, y =
=y (@) =y (), ¥y =y @i;) = y (i, j)- Algunas voees para
representar las funciones reticulares, nosoiros utilizaremos
la siguiente escritura: y (z;) = y;, ¥ (@) = yiy-

La funcién reticular y; so pucdo representar en forma
de un vector, considerando los valores de la funcién como
las componentes del vector ¥ = (Yo, ¥1, - + -y ¥n). En este
ejemplo y; estd dada sobrelared @ = {z;, i = 0,1, ..., N}
gue contiene N + 1 nodos, y el vector ¥ tiecne dimensién
N -+ 1. 8i @ es una red en un rectingulo (0 = {z;; =
= (thy, jRo}, i=0,1, ..., M,j=0,1, ..., ¥}), entonces
a la funcion reticular g JU, prafijada sobre » le corresponde el
vector ¥ = (¥4, - - owiay ManEs iese

.y Yarn) de duncnsmn (M' + 1) (N + 1) " Al mismo tiem-
po los nodos de la red @ se consideran ordenadas por las filas
de la red.

Nosotros hemos oxaminado las funciones reticulares esca-
lares, o sea, aquellas funciones cuyos valores en cada nodo
de la red son nimeros. Citemos ahora ejemplos de funciones
reticulares vectoriales cuyos valores on los nodos son vectores.
Si en el ejemplo examinado mds arriba, denotamos mediante
Y (z, (7)) = Y, el vector cuyos componentes son los valoros
do una funcién reticular y;; on los nodos xyy, 2,4, - - -, Zarys
de la j-6sima fila do la red w: ¥, = Wap Yags =+ v Ynra)s
ji=0,1, ..., N, entonces Obtenemos una funcion reticular

vectorial ¥; dehmda sobre la red ©; = {z; (j) = jhy, j =

S‘i 1;1 .hin‘éic'm,.prefijada sobre la red, toma valores com-
plejos, entonces dicha funcién reticular se llama compleja.
2. Derivadas de diferencias_y algunas identidades de di-
ferencias., Sea dada una red ®. Il econjunto de tocdas las

funcionos reticulares sobre w, constituyc un espacio vectorial
con la suma y el producto do funciones por un escalar, defi-
nidos do manera evidente. En el espacio de las funciones reti-
culares se pueden definir operadores de diferencias o reticula-
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res. Un operador A que transforma la funcién reticular y
en la funcién reticular f = Ay, se llama operador reticwlar
o de diferencias. El conjunto de nodos do la red utilizados
para escribir un operador de diferencias en un nodo de dicha
red, so llama molde de este operador.

E! operador de diferencias mis sencillo es el operador de
diferenciacién de diferencias de una funcién reticular, el
cual genera las derivadas de diferencias. Definamos las
derivadas de diferencias.

Sea © una red uniforme con paso k introducida sobro la
recta —oo < x << oo0: @ = {x; = a 4 ih, i = 0, 21, 2,
. ..}. Las derivadas de diferencias de primer orden para la
funcién reticular y; = y (x;), x; € @ se definen por las
férmulas

Ay =Yz, i= ”‘—;f"-‘-‘-’-, Aoly = Yz, 4 —_—y—“‘!‘};& (1)
y so llaman derivadas izquierda y derecha respectivamente.
Se utiliza también la derivada central

Mgy =y =LY = 0.5 (A +Ad) Uy (2)

Si 1a red no es uniforme, entonces para las derivadas de dife-
rencias de primer orden se aplican las siguientes nolaciones:

o Mim—lii _ Visma T Hi _ Mia1—UWi
#3405 Ay s Hra= Rist ’ y;‘ £ iy
(3)

ye =05z, i+ Ue ) Bi=05 (k).

Do las dofiniciones (1) y (3) se deducen las siguientes
relaciones:

yx.i=y§_4+19 (4)
ki

Yx,i= _1 Ya . (5)
figy T,

y también las igualdades
Y1 =Yirt— horals, s = Yo T Ri¥z, o (6)

Los operadores de diferencias A, A, y Aj tienen moldes
constituidos por dos puntes y se utilizan para aproximar la
primera derivada Lu = u’ do una funcién u = u (x) de
una variable. Adem4s, los operadores A, ¥y A, aproximan el
operador L sobre las funcionos suaves con error ok y
A, con error O (R?).
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Las derivadas de diferencias de n-ésimo orden se definen
como funciones reticulares oblenidas al caleular la primera
derivada de diferencias de la funeién ya derivada de dife-
rencias hasta el orden » — 1. Citemos cjemplos do derivadas
de diferencias de segundo orden:

- TR - | 2
Yo, i ™ = ol (Yimt— 24+ lisr)s
o — ¥, 1
X, i1, i1
Yoo .= 55 =55 (Yi-2— 20+ VYi42),

1
Yz o = 7 Wz, 101 5, =

i i Yiss — Ui Me—Hi-a
5’5‘;‘(!&.:-—!!;‘ ,)zr( Fries = i )o
las ¢nales se ulilizan para aproximar la segunda derivada
Lu = 1" de la funcion v = u (z). En el caso de una red
uniforme el error de la aproximacién es igual a O (h%). Los
operadores de diferencias correspondienies poseen un molde
iripuntual. Para aproximar la cuarta derivada Ly = ulVv
se utiliza la derivada de diferencias de cuarto orden yz = , =
_—-% (Hi_e — 4Yi_y -+ Oy — 4yi4q + Yits). Andlogamente,
para aproximar derivadas de n-ésimo orden se ulilizan deri-
vadas de diferencias de orden n.

No presenta dificultad definir las derivadas do difercen-
cias de funciones reticulares de varias variables.

Para transformar las expresiones que contengan deriva-
das de diferencias de funciones reticulares, necesitaremos
féormulas de diferenciacion de diferencias para el produclo
de funciones reticulares y féormulas de sumacién por partes.
Estas formulas son el analogo de las correspondientes formu-
las del cdlculo diferencial.

1} Formulas de diferenciacién de diferencias del producto.
Utilizando la definicion (3) de derivadas de diferencias, no
es dificil verificar, que tienen lngar las identidades:

(m’}é. § T Vet Uy j=ug Ut
‘u; gy j=up U tup —hu
(UV)x, s = U, V41 + Uy, i == Ux, iU -}
U Vs, i = Uy, (U F BUx, oA Py qlix, 402, 4,
nw) . e U W U —=U v
( }x,i U r1h ®, 4 P t+

UppqPa  =—U v U, . -hu Ua .»
+ Ui x, i 2,4 s '.'x'.i—i ot % i

%, 1V%, i
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Utilizando (4) y (B) se puede escribir la tiltima identidad en
la forma:

(‘*"‘5");;c g '” ipalz 549 (7)

2} Formulas de sumnacién por partes. Multiplicando (7)
por 7; y sumando la relacién obtenida con respecto a i desde
+ 1 hasta n — 1, encontramos quo

ncii

%J_H (uv). "' =UplUp—Up+1Vpm+1 =

Unr U B, + u F1l= Hjtqe

Utilizando (6) obtenemos Ja rc]a_cifm Umt1 = U +
—I—hmﬂvx,m:vm—{—kmﬂv;lmﬂ, la cual sustituye en la
igualdad hallada., Como resullado tendremos

n—1 n—-1
S .
UpUp —Up iV = E oA U;zt-—t—.z WipgUz ,;_'_’k£+1.
i=mt1 * 1 i=m )
El cambio del indice de sumacidén i’ = i — 1 cn la segunda

suma del miembro segundo, da la siguiente formula de
sumacién por miembros:

n—1 n
w1
21 Ua .vini E=iim 2 21w ;hi FHaUp — ViV
i=m+t %.1 t=pmoi-1 :
(8)

Utilizando (6) es fdcil obtener de (8) una féormula de
sumacion mias por miembros

=1 -1
Z Uih*i T 2 e L hi + Uy ¥ — UmPm- (‘:])
im:m+j i=in xy

De la férmula (8) se deduce que la funcién u; debe estar de-
finida para m + 1 <{i=<Cn, y la funcién v; — para m <
<< i < n. Sea aliora y; una funcién reticular dada, para
m << i << n. Entonces la funcién u; = Yz estd delinida
para m + 1 < i << n. Sustituyendo u; en (8), obtenemos
la signiente identidad:
n-|

Yor Uifip= 2 Yz yx.‘he - Yz U — Yz, mPm: (10)

i=m+4+1 S 2 1=m-+1

Tiene lugar el siguiente lema:
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tEMa t Sea @ = {&;, 1 — 0,1, ..., N, 2y =0, z =
= I}, una red no uniforme arbitraria y sea y; una funcién
reticular dada sobre w, la cual se anula para { =0, { — N.
Para esta funcidn se cumple la igualdad

N
Y= — izi Wz, )2

La afirmacion del lema 1 se deduce de forma evidente de
la identidad (10).
coroLARIO, Si @ es una red uniforme, Yo = yy = 0 b4
yi == 0, entonces
N=t
2 Uze, Wih=—

i h<<O.

X,

=

i

Con esto terminamos el examen de las formulas de dife-
rencias. Algunas olras férmulas serin examinadas en el
cap. V.

Las identidades obtenidas se ulilizan no solamenle para
la transformaciéon do las expresiones de dilerencins. Ellas
s¢ aplivan frecuentemente, por ejemplo, para cilculos de
distinto tipo de sumas finitas y series.

Citemos un ejemplo. Se exige calenlar la suma §, =

n—1
= 9 ia', a == 1. Introduzcamos las siguientes funciones

i=1
reticulares prefijadas sobre la red uniforme o = {z; = i,
=0, 45 < 5 o Ny =4 )

vi =i, u;=(a — a"Ma—1). (11)

Sobre la red indicada la [érimula de sumacion por miembros
(8) para cualesquiora funciones reticulares, Liene la forma
(m =0

I =

n=1| n
)
_211 Uy, iV = — E} Uiz ;- Uty — 140,
f i=
Teniendo en c¢uenta gue para funciones (11) son cierlas
las relaciones vy=u,=0, v, =1, Uy, 1= a', de aqui
S o al—a _a"((a—N)—w)+
” o et \ al—a® et (n(a—1)—u a
obtenemos §, 2 ia ) =1t :

La suma buscada ha sido hallada.
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3. Ecuaciones reliculares y en diferencias. Sea y, = y(i)
una funcién reticular del argumento discreto i. A su vegz,
los valores de la funcién reticular y (¢) forman un conjunto
discreto. Sobre este conjunto se pucde definir una funcion
reticular que al ser igualada a cero oblenemos una ecuacion
con respeeto a la funeién y (i) — ecuacidn reticular. Un caso
especial de eccunaeién reticular es una  ecuacidn en-. o de
diferencias. Procisamente las ecuaciones de diferencias seran
el objete fundamental de investigacién en nuestro libro.

Las ocuaciones reticulares so oblienen al aproximar ecua-
ciones diferenciales e integrales sobre una red.

Citemos primeramente ojemplos de aproximaciones de
diferencias de eccuaciones diferenciales ordinarias.

Asi, las ccuaciones diferenciales de primer orden
du
dr

cias de primer orden -!—“—17——“—,f(.;: ), mp==1th, i=0, 1,

= y: + kf (z;), donde 2 es cl paso de la red w =

tr + ik, i =10, 1, ...}, La funcién buscada es la
fnnt,wu reticular y; — ¥ (i).

En la aproximacién de diferencias de una ccuacién de

= f(x), # >0, se cambian por ecuacionos en diferen-

%———f{x}, obtenemos la ecuacion cn dife-
roncias de segundo orden ¥;pq; — 2y, 4 Vi = @i, @ =
=h¥ [ = f(x,), z; = ith. Si aproximamos la ecuacion de
tipo general (ku')" - ru’ — qu = / (), en un molde tnpun-
tual (z;.y, T, Ti4,), entonces obtondremos una ecuacién en
diferencias de segundo orden con coelficientes variables del
Lipo aiiq — ey + bilivy = —p4y £ — 0, 1, . .., donde
a;, €1y by ¥ @z son las funciones reticulares dadas, ¢ y; es la
funeién reticular buscada.

La aproximaci6n sobre un reliculo doe la ecuacién de cuar-
to orden (k") = f (x) conducoe a una ccuacidn en diferencias
de cuarto orden y tienc la forma

aF'Yi -+ @iy et + Ui + 08 Y0 = @0
Para la aproximacién de diferencias do las derivadas u', u”
y &” se pueden utilizar moldes con un namero grande de
nodos. Esto conduce a las ccuaciones en diferencias de
orden mds alto.

La eeuacion lineal respecto a la funeién relicular y (i)
(funcion del argumento enlero i)

ay )y (@) ey Gy GE+1)+...4+a. @y +m)=
= f (i), (12)

segundo orden
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donde a4 (i) 5= 0, a,, (i) #* 0, y f (f) es una funeidn reticular
dada que se llama ecuacion en diferencias de m-ésimo orden.

Si (12) no contiene y (i), pero conliene y (i + 1), enton-
ces la sustitucion de la variable independiente i 4- 1 por i’
reduce esta ecuacién a una ecuacién de orden m — 1.

En esto consiste una de las diferencias entre las ecuaciones
roliculares v las diferenciales, donde la sustitucién do la
variable independiente no cambia la ecuacidn.

Sea F (i, y (), y (i -+ 1), ..., y (i -+ m)) una funcion
reticular no linecal. Entonces ¥ (i, y (i), y ¢ + 1), ...

. ¥ (i + m)) =0 es la ecuacidn en o de diferencias no lineal
de m-ésimo orden, si I’ depende explicitamente de y (i) e
y (¢ + m).

Para comodidad al comparar con las ecuaciones diferen-
c.iu]es, introduzcamos las diferencias (derechas) para las fun-
ciones reticulares: Ay, = Yiypy — Uiy A% = A (Ay,),

Aty = A (Aty), k=1,
" Tntonces {(12) se puede escrlbu en la forma
oo () y (@) +ay (@) Ay -+ . . . +an (@) Ay, = fi, (12)
donde &, (i) = ap (i) = 0 y ademds, el coeficienle a, de
Uy, también es diferenie de cero.

La ceuacién en diferencias (12°) es el andlogo formal de
la ecuacién diferencial de orden m:

ot BB A Cimet o+ O =] (),
donde % =0, 0y = oy (x), ek =0,1, ..., m. Sea dada la
red © = {x; =ik, i =0, 1, . } Si denotemos
Y, 2 =£5%:T_!{_§_= Yux, i = (Ux)x, iv -+ = J('V:J
== Uy weey Ty
I veces

de manera tal que ¥ = (-, k=1, 1. =y (i),
entonees y {{ + %) sc expresa mediante y (i), JS:". o v ipugiEoh
por cjemplo, ¥ (i+3) = ¥ (1) + 3hyu, i 4 307 e s + P 4 -
Luego la ccuacion (12} se escribe en la forma a,y (i) +
+ ay Dy @)+ - - o x gV 6+ ey @) = fi
donde o, = an #=0 y @y 0. Aqui la analogia con la
ecuacion diferencial de m-ésimo orden es evidente.
Similarmento se deline la ecuacién on dilerencias respecto
a la funcion reticular y;,, ;, = y (i, i) de dos argumentos
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discretos y en general, de cualquier niimero de argumentos.
Por cjemplo, el esquema pentapuntual de diferencias «cruz»

a2 2

para la ecuacibn de DPoisson An = :':T!: -g;; =
1 A

== —Ff (2;, x,) sobre la red © = {x; = (i1hy, lhy), iy, &y =

=0,1, ...}, tieno la forma
y{lhv—1, 4)—2y (i, LYy (i1, 1) "

I3

Uy, =1y —2y {iy, )y {_f‘zvhi's—}‘i)_._
+ L3 T 'ﬂ-fin i
E
y representa una ccuacién en diferencias de segunde orden
respecto de cada uno do los argumentos diseretos i, ¢ i,.
La ecuacién reticular de tipo general se obtiene al apro-
i

ximar la ccuacién integral u (z) = T K (z, shu(s)ds +
kil

+ f(x),0<Cx<1,s0brelared © = {&;, = ik, i = 0,1,...
«o o Ny AN =1}
Cambiemos la integral por la suma

4 N
[ B syus)ds~ b S o,K (2, jh)u (i),
o F==0

donde oy os el cooficiente do la formula de cuadratura, y en
Iugar de la ecuacidén integral escribamos la ccuacién reticular
4
yi=}.>__l':,a‘jK(£h7 jh)yf_‘_fir i=01 1! ey Nl

donde la sumacién se realiza por todos los nodos de la red o,
¥ la funcién relicular y; es la incdgnita,
La ccuacién reticular puedo ser escrita en la forma

N
g&."”y’:ff’ i=0, 1, ..., N. (13)

Ella contienc todos los valores yy, ¥y, ..., yx de la
funcién reticular y so puedo interpretarla como la ecuacién
en diferencias de orden N igual al niimero de nodos de Ja red
menes uno.

La ecuacién do diferencias (12) de m-ésimo orden os un
tipo especial de ecuaecién reticular, cuando la malriz (cip)
ticne elementos distintos de cero solamente sobre m diagona-
les paralelas a la diagonal principal.
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En el caso general se puede entender por £ no sélo un
indice i = 0, 1, . . ., sino también un multi-indice, es decir,
un vecbor i = (iy, iy, ..., i) con nimeros enleros en las
componentes i, = 0,1, 2, ..., =1, 2, ..., p, ademis
i € w, dondo o os la red.

La ccuaeion reticular lineal tiene la forma

-\«—‘I cisys=Ffi, tew, (14)
jew

donde la sumacion se realiza por todos los nodos de la red
®, f; es la funcion reticular prefijada e y;, la funcién reticular
buscada.

Si renumeramos lodos los nodos de la red, entonces sc
puede escribir y; = y (i), donde i es el nimero del nodo,
i=0,1,2,..., N.Dchido a esto la ecuacion reticular {(14)
toma la forma (13).

ividentemente que csto es un sistema de ecuaciones
algebraicas lineales de orden N + 1 con matriz (¢;;). Por lo
tanto todo sistema dec ecuaciones algcbraicas lineales se
puede interpretar como una ecuacién reticular e inversa-
mento,

8i y (i) es una funcién retienlar vectorial, entonces se
habla de Iu ecuacién reticular (de diferencias) vectorial de
m-ésimo orden.

Sea I (i, Yo, Yis - - «» Yu) la funcion dada {(en goneral, no
lineal) de N + 2 argumentos i, ¥q, Yy, - - -» Y- Igualandola
a cero, oblenemos la ecuacion reticular mno lineal
F (i, Yogs Yur » » 2 Yn) = 0,1 =0, 1, ..., N, cuya solucion
es la funcién reticular ¥ (i) que convierte esta cocuacion en
identidad.

Examinemos la funeién reticular F (8) = & (i, yo, U1y « - -

cayx)hi=0,1,..., N. Deaqui so ve, que la funcién F
prefija un eierto operador reticular que convierte la funcién
reticular g (i) en la funcién reticular 5 (i).

8i I os la funcién linoal, entonces obienemos la ecuacién
(14), 1a cual, obviamente, se puedo escribir en la forma opera-
cional Ay = f, donde A es el operador lincal con matriz
(¢;,), ¢ y es el vector en ¢l espacio de las funciones reticulares.

Si los cocficientes ¢,; no dependen de j, entonces (14)
so llama ecuacidn reticufar con coeficienles constantes.

Aungue en este libro se le concede atencién fundamental
a la solucién numdérica do las cenaciones de diferencias gue
se pbtienen al aproximar en diferencias Ias ecuaciones dife-
renciales do tipo eliplico, losmétodos iterativos son aplicables
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para cualquier ecuacién reticular lineal, es decir, para todo
sistema do ecuaciones a]gcbralcas lmealeq Por eso la teoria
de los métodos iterativos aqui expuesta tiene un cardcter
general. La particularidad de las ecuacionos reticulares
consisle en que son un sistema de alto orden, y adem.ms ol
orden de la ecuacién aumenta al condensarse la red (el namero
de mc(:gmhs os igual al nimoro N de nodos de la red,

N=0 ( ) en el cago p-dimensional, donde % os ol paso

de la red).

4. Problema de Cauchy y problemas de contorno para ecua-
ciones en diferencias. Citemos algunos ejemplos complemen-
tarios de ccuaciones en diferencias y detengdmonos en ol
plantoamiento de los problomas para las ecuaciones en dife-
rencias.

Observemos, que los ejemplos mas simples de ecunaciones
en diferencias de primer orden son las férmulas para los tér-
minos de las progresiones aritmética y geométrica:

Yiyr =¥ + 8, Yis1=qui, i=0,1,

La solucién de una ecuacion de primer orden puede ser
hallada, si se da una condicién inicial para { = 0 (problema
de Cauchy).

La solucién y (i + m) de una ecuacién de diferencias de
m-ésimo orden estd determinada completamcnte por los
valores de y (i), prefijados en m puntos arbitrarios, poero ubi-
cados consecutivamente, iy, iy, + 1, ..., i+ m—1.
En efecto, ya que a,, (i) 3= 0, entonces de {12) encontramos
y@E4+m) =bu @Oy@E+m—1)+. -J-bo(i)y(«’-)-k
-+ @ (i). Poniendo aqui sucesivamente i = iy, i + 1, . ..
hallanos los valores y (i) para i == iy. Anilogamente, expue:«
sando de (12) y (i) mediante y (l +1), .., yE+my
poniendo sucesivamento i = iy — 1, i, — 2, . . ., hallamos

y (i) para i << i, — 1. 8i en Ia ecuacién (12) se exige determi-
nal‘ y (i) para i == 0, entonces es suficiente dar el valor en m
nodos (condiciones iniciales) y (0) = y,, ¥ (1) = y1,

s ym—1) = Yn,.

Afiadiendo estas condiciones a la ecuacién (12}, ohtene-
mos el problema de Cauchy o problema con datos iniciales
para la ecuacion de diferencias de m-ésimo orden.

Para las ccuaciones de primer orden (m = 1), como hemos
visto, es suficiente dar una condiecién inicial.

Las ecuaciones de diferencias no lineales se obtienen al
resolver ccuaciones diferenciales no lineales. Examinemos,
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por ejemplo, la ecuacion diferencial

P, W), >0, uw(0)=p

(problema de Cauchy). Sustituyendo esta ecuacion por el
esquema de Euler (esquema explicito), obtendremos la ecua-
cion de diferencias de primer orden y;44 = ¥: + Af (z;, ¥3)
dondo £ = 0 ¥ yp, = py.

Si sustituyomos la derivada du/dx para x = x; = ik por
Ia relacién izquierda en diforencias, entonces obtendremos
la ceuacién de diferencias no lineal respeclo a y; de primer
orden ¥; = y;., -+ hf (z;, y1), donde i >0y yo = p,. Para
determinar y, es necesario resolver la ecuacién no lineal
@ (¥) =¥y — b (&1, ¥i) = Yia-

Examinemos ahora un ejemplo de ecuacién de diferoncias

de sogundo orden. Supongamos que se exige calcular las
o

intogr - | QOMRD—COS kY i

integrales {4 (@) = E TR dp, k=0,1, 2,...

Anle todo notemos, que 7, (@) = 0 e 1, (p) = n. Transfor-

memos la  oxpresién [eos (B + 1}1p — eos (& + 1) gl -

+-[cos (k—1) p —cos (k—1) p) == 2 cos I cosp —2 cos kp X

s cos @ = 2 (cos kyp — cos k) cos ¢ 4 2 (cosp—rcos ¢) X

% cos p. Aprovechando esta exprosién, oblenemos:

If“, i (q)) —I" ]Ih_‘ ((P) =2 C0s rpIk ((P) —’r"

42 s coskpdip=2cos @l (¢), k=1,
D

De esta manera, ol caleulo de las integrales £, (i) se reduce

a la solucion del problemn de Caucliy para la ceuacion de

diferencias de segundo orden

Tys (@) — 2 cos @fy, (@) + Tpoy (@) =0,

k=1, I, (p) =0, [, (¢)=rm. (15)
Examinemos otro ejemplo mds. Se exige hallar la solucién
de un problema de contorno para el sistoma de cceuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden

B —dutf(a), O<z<<l, (16)

con Bu = pn,six =0y Cu = p, paraz = L. Aqui u (z) =
= (i, (#), us (x), ..., uy (@) es la funcién vectorial de
dimension M, A = A (x) es una matriz cuadrada de dimen-
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sion M x M, B y C son las malivices rectangulares de dimen-
sion My X M y M, X M respeclivamente, dounde M, +
+ My = M. Los veclores f (x), iy y py son dados y tienen
dimensiones M, M, y M, respeclivamente.
Introduciendo Jla red uniforme @ = {z; == ih, i = 0,
t, ..., N, b = I/N en ol segmento 0 < = < I y definiendo
sobre clla la funcién voctorial reticular ¥V; = (v, (&), ye (1), - -
- «y ¥a (9)), le ponemos en correspondencia al problema
(16) el esquema de diferencias mas sencillo.

Yig1— (B +hA)Y,; = F,, 0<<i<N —1,

BYy = my, CY 5 = p,, (17)

donde F; == hf (z;). Este ¢s un cjemplo de ccuacion veetorial
lincal de diferencias de primer orden con A7, condiciones
para i = 0 y M, condiciones para i = N. Por lo tanto, para
el sistoma de ecunaciones de diforencias de primer orden,
tencmos un problema de contorno.

Para las eceuaciones de segundo orden son mds iipicos
los problemas de contorno. Examinemos, por ejemplo, el
primer oroblema de contorno

d*u

T (R u=—f(r), O<a<l,
u(@)=n, u(l)=p, ¢(@)=0. (18)

Elijamos lared w = {a; = ih, i = 0,1, ..., N, h = UNY
y pongamos al problema (18) en correspondencia ol problema
de contorno en diferencias,

!f;x,,—da‘yi;“"?n O<<i<<W,

Yo=Myy Yy =MW (19)
donde d; = q (x;) ¥y ¢; = [ (z;) para q(2) y f (x) suaves.
Este problema es un caso particular del problema de con-
torno para la ecuacién de diferencias de sogundo orden

@iy | e — bilfigyg = @

1‘:‘:*’-%-&!_1’ Yo = Iy, Un = o (20)
para a; = b; = 1/A* yv ¢; = d; -} 2/h*.

El esquema de diferencias (20) se puede eseribir en la
forma

AY =F, (21)
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donde ¥ = (¥, Yoy +--+ Yn-1) €8 el veclor de dimensién
B . 1

N —1 incognito, F= {Q:’a ol LTPRNL C YRR R 5 1 -+

—I—-?:? p,z) es el veclor de dimensién ¥ —1 conocido ¥ 4

es la malriz cuadrada tridiagonal del tipo

eg —by O i RN 0 0 0
—a, c; —by (1 R, 0 0 0
O —as e —b3 ... 0 0 0
Y . .
0 0 0 0 .. Cn-3 -_bN‘w! 0
0 0 0 0 e —&p_a Cpz —bN_g
0 0 0 O i 0 — Ca—y

(22)

De aqui se ve que el problema de contorno para la ecuacién
de diferencias de sogundo orden (20} representa un sistema
de ecuaciones algebraicas lincales de tipo especial. Si el
problema de Cauchy para la ecuacién de diferencias do se-
gundo orden es sicmpre soluble, entonces el primer proble-
ma de eontorno (20) es seluble para todo segundo miemhro
derecho solamento, euando la mairiz £ del sistema (21)
no es degenerada.

Los problemas de contorno para ecuaciones en diferencias
de¢ m-ésimo orden reducen a los sistemas de ecuaciones alge-
braicas linecales con una matriz que no posee mis de m + 1
elementos no nulos en cada fila.

Al aproximar ecunaciones en derivadas parciales nosotros
llegamos también a un sistema de ecuaciones en diferencias
o sencillamente algebraicas con una matriz especial. Ya
que el nimero de incognitas en tal sistema frecuentemente
¢s igual al nlimero de nodos do Ia red, entonces en 1a prictica
nos encontramos con sistemas de orden muy alto (con dece-
nas y hasta centenas de miles de incégnitas). Otras singulares
de estos sistemas son el enrarecimiento de la matriz y la
estructura en forma de banda, es docir, la distribucién especial
de los elementos no nulos. Estas singularidades, por una
parte, facilitan la solucién de los problemas indicados v,
por otra parte, exigen la creaciéon de métodos especiales de
solucién que tengan on cuenta las particularidades del
prohlema. Por eso, no debe asombrarnos que los métodos
clasicos del dlgebra lineal, resulten a menudo no efectivos
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para resolver ccnaciones de diferencias y que no exista un
método universal quo permita resolver eficientemente cual-
guicr ecuacién de diferencias.

En la actualidad se utilizan dos tipos de métodos de
solucién de sistemas de ccuaciones algebraicas lineales:
1) métodos directos; 2) métodos iterativos o métodos de
aproximaciones sucosivas. Como regla general, los métodos-
directos estdn orientados hacia la solucién de una clase
bastante esirecha de ecnaciones reticulares, pero cllos per-
miten encontrar la selucion con un gasto muy pequeiio de
trabajo computacional. Los métodos iterativos permiten
resolver eocuaciones mis complejas y con frecuencia, en
calidad de etapa fundamental del algoritmo, contienen mé-
todos directos de solucién de ecuacionos de diferencias
especiales. El hecho de gque las ecuaciones de diferencias
estin mal acondicionadas, conduce a la necesidad de elabo-
rar procesos iterativos rdpidamente convergentes y a la
distincién del dominio de cfectividad de cada méiodo.

En una serie de casos, por ejemplo para una ecuacion li-
neal eon coeficientes constantes con respeclo a una funcién
reticular do un argumento, la solucién puede ser hallada en
forma cerrada. Tales métodos de soluciéon de ecuaciones
reticulares serdn examinados en el § 3 de este capitulo.

§ 2. Teoria general de las ecuaciones lineales
en difercneias

1. Propiedades de lassoluciones de una ecuacién homogé-
nea. En este parrafo serd examinada la teoria general de
ccuaciones on diferencias lineales de m-ésimo orden con
coeficionies variables,

o (VY L+ m) 4+ ag )y @) =,

donde a,, (i) ¥ aq (i) son distintas de cero para cualquier i.
Ocupémonos primeramente de invesligar la ecuacién homo-
génea

m
Gy (EHm)+ . Fa () y ()= R an @)y (i-+k)=10. (1)
Consideraremos que los coeficientes a; (1}, £ =0, 1,
. .., m, tienen valores finitos para todos los valores de i

oxaminados.
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Cnda solucién particular de la ecuacion (1) se determina
por los valores de la funcion y (i) en m puntos athitrarios,
pero situados conseculivamente, &y, ip -}- 1, . . ., ig-Fm — 1.

TEOREMA 1. Si vy (&), vs (D), ..., v (i) son soluciones
de la ecuacion (I}, entonces la funcién

y (@) = ews () + covu () + - . .+ by (i), (2)
dende ¢y, ¢q, . . .y € Son constanies arbitrarias, es también
solucion de lu ecuacién (I).

En efecto, en virtud de la condicién del teorema, tienen
lugar las igualdades

ﬁﬂ e (Do (i+X)=0 1=1,2, ..., p. (3)
Sustituyamos (2) en (1):

m ) i

2 e (YR =2 ap (i) 2 ew) (i+k)

h=0 k=g i=1

y cambiemos el orden do sumaeién en el segundo miembro
do la igualdad. Utilizando (3), obtenemos

Fi m

Dag (B yli-h)y=2 ¢ 2 ap(i) v (i +k)=0
=0 =1 he=l

y, por consiguiente, la funcion y (i), definida por (2), tam-
bién es solucion de la ceuaeién (1). El teorema esta demos-
trado.

Introduzcamos la notacién A; (v, . . ., vp) para el deter-
minante

Ai (vh Um T el ] UI‘) =
v (@) vyt +1) ... v (i +p—1)
ve (&) v (i +1) ... v i +p— 1.

vp @) vpE-F1) ... 0@ +p—1)
Tiene lugar el siguiente lema:

LEMa 3. Sear vy (1), v (i), . . ., Uy (8) las soluciones de lu
ecuacion (1}. El determinante A; (vq, - . ., Uy,) s idénticamente
igual a cero segin i, o distinto de cero para lodos los valores
admisibleslde i.

Realmente, ya que v; (i), . . ., vy (i), son soluciones de
la ecuacion (1), ontonces son vilidas las igualdades siguien-
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© tes:

o (v (&) +ar (@)e, G +1)+ ...
cer Tt amaq QUi m—1) = —ay, @) v, @+ m),
@ (W) v, ) +a, (v 0 1) + ...
ot amy v @+ m—1) = —~an (i) vs (i + m),
@ (&) o (8) + an () om (¢ +1) ...
sty Do (i m— 1) = —a,, (i) vy (@ + m).

Resolviendo este sistema por la regla de Cramer, con
respeclo a aq (i) para i fijo, obtenemos

(DA (Vg «nny Vy) =
vy (E4m) vy (i+1) ... vy (i+m—1)
velitm) va (i+1) ... vy (i-Fm—1)

= —ay (i)

U (E+m)vy, (1) .. vy (P4 m—1)

Después del respectivo reordenamiento de las columnas
del determinante de la parte derecha de la igualdad obienida,
tendremos  la relacion  aq (i) A; (g - . . Up) =
= (—1) "ty (i) Aiyy (U3 - -« V). Ya que ay (i) v ap, (1)
son distintos de cero para los valores admisibles de i, enton-
ces de aqui se deduce la afirmacién del lema. .

Introduzcamos ahora el concepto de soluciones lineal-
mente indeopendientes de la ecuaciéon (1). Las funciones reli-
culares v; (&), vy (i), . . ., vy (&) so llaman soluciones lineal-
mente independientes de la ecuacién (1), si: 1) ellas toman
valores finitos y satisfacen la ecuacién (1); 2) las relaciones

ey, (B} Feaa (B + . . .+ ot (i) =0 ()

para constantes cualesquiera ¢y, ¢4, . . ., €, Simultinen-
mente no iguales a cero, no se cumplen al menos para un i,

Para las soluciones linealmento independientes es vilido
el siguientic lema:

veMa 3, Si vy (8), vy (D), . .., v, (i) son las soluciones
linealmente independientes de la ecuacién (1), el determinante
A (U3, . - ., Uy) es distinto de cero para todos los valores admi-
sibles de i. Inversamente, si para las soluciones v, (i), . . .
<« vy U (8) de la ecuacion (1) el determinante A; (vy, . . ., vy)
es distinto de cero al menos para un valor de i, entonces
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Uy (1) - - .y Um (2) sor las soluciones linealmente independientes
de la ecuacion (I).

En virtud del lema 2 el determinante A, {0y - . ., ) BS
identicamente igual a cero, o distinin de cero para lodos
los i. Sean v, (i), ..., v, (i) las soluciones linealmenle
independientes de 1a ccuacidn (1) y supongamos que

Ai (vy, . .., Uy) = 0. Examinemos el sistema de ecuaciones
algebraicas

ey (1o} -+ eots (Gg) + . . . - EmUm (ig) = 0.
ey (Bg + 1) + eovy (Bg + 1) 4+ . .. - Emlm (ig + 1) = 0.

ews (o +m — 1) + epvs (lg+m — 1) + . ..
ce oty (fg +m — 1) = 0.

Ya que, por suposicién, el determinante de este sistema
Ajo (Vq, - - -, Vm) €3 igual a cero, entonces existe una solucién
€4y Cg, - . ., Cpy de este sistema, distinta de cers. Por consi-
guiente para los ¢, ¢4, ..., ¢, hallados tienen lugar las
igualdades (4) pavai = iy, iy +1,. .., i, -+ m — 1. Mostre-
mos aliora, que (4) tendri lugar también para i = iy + m.
Para esto tomemos la ecuacién (1) para I =1, 2, . ... m
e

IEU ay (ig) vy (ip+ k) =0,

multipliquémosla por ¢; y sumemaos las igualdades obtenidas
para l =1, 2, ..., m. Teniendo en cuenta las igualdades
(5), obhtendremos

m m—1 m
O=anm (i) 121 ey (g~ m) 4+ h§1 ay (fu)l?;}l ey (g k) =

mn
=ap (i) :Z: e, (i - m).

Do tal modo, estd demostrada la validez de la igualdad (4)
parai = iy - m. Siguiendo mas adelanie de la misma forma,
obtendremos que se cumple 1a relacién (4) paralosey, ey, - . .
- -y €p oncontrados mdas arriba y para todos los i > i,
admisibles. Andlogamente se demuestra la justeza de (4)
para i =T i,. Por consiguiento, (4) se cumple para todos los i
€ON £y, €q, . . ., € No nulos, lo enal contradice la indopenden-
cia lineal de vy, (i), . . ., vm (). Por eso la suposieién do que
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el determinante A; (vy, - . -, V) es idénticamente igual a
cero Segun i, no es cierla.

Demostreinos ahora la segunda parte del lema 3. Sea el
delerminante A; (vy, - . ., Up) distinlo de cero para algin
i = i,. Enlonces supougamos, que vy (i), ve (), .« -, vm (D)
0s un sistema do soluciones linealmente independientes de
la ecuacién (1). Esto significa que se hallan constantes
€y €2y - - -y € DO iguales a cero simultineamente, tales quo
la relacion (4) es una identidad segiin . Entonces escribamos
(4) para i =iy, iy +1, ..., g +m—1 en forma del
sistema (5) donde en virtud de la suposicién del lema, el
determinante A; (vy, . . ., V) de oste sistema es distinto de
cero. Por eso todos los ey, ¢4, « - ., €,, deben ser iguales a cero.
Asi Hegamos a una contradiceién. El lema estd demostrado.

2. Teoremas svbre las soluciones de una ecvacion lineal.
Primeramente demostraremos un teorema sobre la solucién
general de la ecuaci6n lineal homogénea (1).
_reonREMA 2. St vy (£), vg (£)s . . ., Um (i) sor las soluciones
linealmente independientes de la ecuacion (1), entonces la
selucion general de esta ecuacidon tiene la forma

y (i) = ey () + eva () + .« .+ cmum (D), (6}

donde ¢y, €y, . - +, ¢ Son las constantes arbitrarias.

Realmente, en virtud del teorema 1, la funciém y (i)
definida por la formula (6), es la solucion de la ecuacion
(1). Mostremos ahora que todas las soluciones de la ecuacion
(1) estdn contenidas en el conjunto de las funciones y (7).
En efecto, sea u (i) una solucién arbitraria de la ecuacién (1).
Ella se determina completamente prefijando sus valores
iniciales en m puntos: w (ig), 2 (ig 4 1), . . ., 1 {ipg + m — 1}
Del conjunto de las funciones del tipo (6) elijamos aquella
que posee los mismos valores. Para esto es sufliciente hallax
constantes ¢y, €5, - - .y €5, tales que se cumplan las m igualda-
des.

ey (o) - eava (1) + .« .+« + emvm (ip) = u (io).
ey (fo + 1) 4 covo (g + 1) . . . FemVmip + 1) =
’ . =u (i{l -|_ 1)v
-'l)—{-czvg(i‘;,—l—m—i)%—...
i emtm g +m — 1) =u iy +m — 1).

ey (ip +m
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Ya que vy (i), vg (i), . . .. Uy (i) son las soluciones lineal-
mente independientes de (1), entonces en virtud del lema 3,
el dolerminante A; (vy. . . ., vy} de esto sistema es distinto
de cero. Resolviendo este sistema con respecto a ¢y, ¢q, . . .
. «+ €, obtendremos la funcién y (£) que tiene los mismos
valores iniciales que u (i). Pero como los valores iniciales
determinan univocamente la solucién de la ecuvacién (1),
entonces y (i) = u (). El teorema esti demostrado.

Examinemos ahora la solucion de 1a ecuaciéon no homogé-
nea

G Dy E+m) 4+ ... L@y @)y=7F() (7)
Tiene lugar el teorema siguiente:

TEOREMA 3. La solucion general de la ecuacion (7) se repre-
senta en forma de la suma de una solucién particular de dicha
ecuacion con la solucion general de la ecuacién lineal homo-
génea (I).

En efecto, mostremos que cualquier solueion de la ceua-
cién (7) puede ser representada en la forma

y () =y @)+ v ), )

donde 7 (i) es cierta solucion de la ecuacién (7), o g (i) es
la solucion general de la ecuacién homogénea (1). Sea

am DY E+m 4. Aa@y@O =70 @
Sustituyendo (8) en (7) y teniendo en cuenta (9), tendremos
para y (i) la ccuacién ay, (i)? (i+m)+...+ aag}f (i) =
= 0. Por consiguiente, —y_—(i) es la solucién de la ecuaeidn
homogénea (1). El teorema estd demostrado.

CcoRroLARIO 1. De los teoremas 2 y 3 se deduce gue la solucion
general de la ecuacién no homogénea (7) tiene la forma

y@O =y @ e () + ..+ cptm (), (10)
donde y (i) es una soluciér particular de la ecuacion (7), y
vy (1), vy (£), - . ., Uy (i) son las soluciones linealmente inde-
pendientes de la ecuacién homogénea (I), siendo ¢y, . .., cm
constantes arbitrarias.

conoLar1o 2. Utilizando ol lema 3, se le puede dar oira
formulacién al corolario 1: le solucidn de la ecuacidn (7)
tiene la forma (10), donde las soluciones particulares v, (i), . . .
« s Up (i) de la  ecuacion homogénea, son tales que
A; (U1, .« oy Up) 5= 0 al menos para un valor de i.
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conoLarto 3. Si el miembro derecho f (i) de la ecuacion (7)
.es la suma de dos funciones [ (i) = OV (i) -+ f&(i), entonces
una solucién particular de la ecnaciin (7) se puede representar
en la forma y (i) = y® (i) -+ y@ (i), donde y-* (i) es una
solucién particular de la ecuacion (7) con miembro derecho
(= (1), o =1, 2.

3. Msétodo de variacion de las counstantes. Los teoremas
demostrados mds arriba dan la estructura e la solucién
genoral de la ecuacion lineal no homogénea de dilerencias
(7). Examinemos ahora las siguientes preguntas: 1) icomo
construir soluciones linealinente independientes de la ecua-
ci6én homogénea ; 2) dcémo hallar la solucion particular de
la eccuacién no homogénea?; 3) ¢de qué manera, utilizando
la solueion general de la ecuacion no homogénea, encontrar
una unica solucién de la ecuacidn (7) que satisfaga condi-
ciones adicionales?

Iistudiemos primeramonie un método posible de cons-
truccién do soluciones linealmente independientes de la
ecuacién homogénea. Ya que la solucidn particular de una
ccuacién lineal de m-ésimo orden se determina completa-
mente dando los valores iniciales en m puntos, por ejemplo,
i =iy, g +1, ..., ip +m — 1, entonces en virtud dol
lema 3 las soluciones buscadas de la ecuacion (1) se pueden
construir de la siguiente forma. Sea A una matriz no dege-
nerada

Qyy Qyg o Qym

dzy Qap ... @
A || %2t @ez am ||,

Amt Gmz - -+ Qmm

Construyamos m soluciones vy (i), v, (i), . . ., vp (i) de la
ccuacion (1), determinadas por los valores iniciales
v llg+hk—1)y=au, LEk=1,2,...,m. (11)

Entonces A;, (Uy, « . .5 V) = dot 4 5= 0. Por consiguiente,
el problema de construir las funciones buscadas vy (i), . . .
. - .y Up (i), estda resuelio.

Vameos a oxaminar ahora la pregunta de como separar
una solucion Gnica de la familia de soluciones (10). De (10)
se deduce, que para ello hay que prefijar exactamente m
condiciones para la funecion y (i), de Ias cuales se determinan
las constantes ¢y, €3, - + «» €m-
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En el caso del problema de Cauchy, es decir, cuando
estdn prefijadas las condiciones iniciales y (i) = b,,
yeg+1)=25bs ..., y(i+ m-—=1) = b, la dotermina-
cion de las constantes e, ¢, . . ., €;, se realiza sencillamente.
De (10) tenemos el sistema de ecuaciones algebraicas lineales
respecto a ¢5, €ys + . .y Cpl

vy (fo) €1 + Vo (fg) €2 + « « . + Um (i) ¢ = by —5 (£o).
vy (g 1) ey + Vo (ig + Dey + . .. (12)
A omo+Dem=0 “‘-y{lo'l‘i)

01(30+m—1)01+Ue(30+m-—1)c2
st o o+ m = 1) ey = by — Y (iy + m — 1).

Ya que el determinante A;, (v, . . ., vy,) de este sistema
es distinto de cero, entonces este sistema tiene la solucién
finica ey, €2y« + s Cuo la cual determina completamente la
solucién Gnica de la ecuacién no homogénea (7).

En el easo de un problema do contorno, cuando las m
condiciones adicionales para y (i) estdn prefijadas en puntos
situados no consecutivaments, nosotros llegaremos de nuevo
a un sistema de ecnaciones algebraicas lineales con respecto
A4 €. €3, ..., ;. ’ero en este caso la solucién de dicho
sistema cxistirA solamente para suposiciones adicionales
vespecto de los coeficientes de la ecuacién en diferencias.

Examinemos ahora la pregunta sobre la solucién de las
ecuaciones (12). Puesto que en virtud de (11), AT es la matriz
del sistema (12), entonces, eligiendo en calidad de 4 1a matriz
unidad, obtendremos la solncién del sistema (12) en forma
t‘l])ll[}ltﬂ

cp=0b, —ylip+1—1), 1=1,2, ..., m

Evidentemente, entre las soluciones particulares de Ia
ecnacién (7) no ]mmoguwa es vacional elegir aquella, para la

cual ¥ (iy) = ¥ (io + 1) = . . =y (e +m—1) = 0. En-
tonces tendremos ¢; = b;, 1=1,2 .. oy TP

A tal eleccion de la matriz A corresponden Ios signienles
valores iniciales para v, (i), . . ., vy (i):

vGio+1—1) =1, (i +k—1)=
k=1,2,...,m, kstl, I=1,2, ... m
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Ocupémonos ahora de la biisqueda de soluciones particu-
latres de la ecuacién no homogénea, si son conocidas m
soluciones linealmente independientes de la ecuacién homo-
ménea. Expongamos el método de encontrar una solucién
particular mediante la variacién de constantes en la solucion
general de la ecuacién homogénea.

Antes fue mostrado, que Ia solucién general de la ecua-.

cién homogénea (1) tienc la forma y (i) = ¢, (&) 4+ . . .
<o . 4+ emm (1), donde v, (), - . ., m (i) son las soluciones
linealmente independientes de la ecuacién (1), y ¢4 €o, - -«

. .y €m Son las constantes arbitrarias. Ahora vamos a consi-

derar ¢y, €3, . . ., €, Como funciones de { y pondremos el
problema de elegirlas de manera tal, que la funcién
YO =@y @)+ .- Fom (@) vm () (13)

resulte una solucién particular de la ecuacién no homogénea
(7). Observemos, que cada funcién ¢; ({) se dotermina con
exactitud basta una constante, ya que v; (i) es la solucién
de la ecuacion homogénea:

an D 4+m+ ... Fa )y (@)=0,
1=1,2, .:.; m. ) (14)
Introduzcamos la siguiente notacién:

dy (8) -——'{Z; ey (i+F)—ep (iINv (i +K),
k=0, 1, icoy mu

Sustituyendo (13) en (7), efectuando las transformaciones
idénticas en la expresion obtenida y teniendo en cuenta
(14), tendremos

m ki)

fi)= 2 ey i+ R = 2 an(i) 21 cr(i+R)yvy(i+ k)=

=3 a0+ D o ® N @ R =
= k=0 =1

=3 a@d @)+ a® B a@vii+h]=
=3 a®d=3 e,
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ya que dy (i) = 0. La relacién obtenida se cumplird para to-
dos los i, si aceptemos

dp (@) =0, k =1,2,. . .,m —1, dp (1) = f ()am (). (15)

De esta forma, el problema de construir las funciones
ey (i}, eq (8), . . ., e, (i) sereduco a su determinacién a partir
de las condiciones (15), las cuales deben satisfacerse iden-
ticamente por i,

Transformemos el sistema de ecuaciones {(15). Designemos
hh@y=c (i +1)y —¢, (D), L =1, 2, ..., m. De la defi-
nicion de dy (i), obtenemos para k=1, 2, ..., m:

() =du-t((+1) = T fer (k) —e (] vy (E+ k) —

i=

— 2 ler iR —er (@ +1)] Vi R)= 2 bi(d) v (F+).

Sustituyendo agui (15) y teniendo en cuenta la igualdad
dy (i) = 0, obtendremos un sistema de ecuaciones algebrai-
cas lineales respecto a b; ({) para i fijo:
bi@vi G+ D)+ b @Dy G +1)+ ...

e by (8) O (€ 1) =0,

By v 4 2) + b @v, 0+ 2) + ...
e T b B vy (i +2) =0, (16)

by (@) vy b+ m) + 0y (D) va (i +m) 4. ..
con by (B vn (2 "’“ﬂl.)z-.&—.

am (1) °

El determinante del sistema (16) es igual a A4, (v, vy, . . .
. +» Up) ¥y es distinto de cero cn virtud de la independencia

lineal de vy, vy, . . ., vy Por eso el sistema (16) tiene Ja
solucién Unieca:

bh)=c@+1)—cq@)=

- mad .’M ."Zg(f} -
—('—"1) *‘m—m—, 5-—--1,...,1!1‘-, (17)

95



donde 2 (i):':-\i-l-l (viv Ugy vany Um)v y

D (i) =
vy (i+-1) cee Vpg (1) Upey (E 1)
vy (i +2) o v (E+2) Upty (i - 2}

i(idm—1) ... v i+ m—1) Vg (i 4+m —1) ...
v (i+1)
- U; (i42)

s U (idm—1)

es decir, & (i) se obtiene del determinante 9 (Z) excluyendo
st -ésima columna y la wiltima fila.

Las igualdades (17) son las ecuaciones de diferencias de
primer orden respeeto a las funciones ¢; (i), I = 1y Dyiacougimg,
Ya que ¢; (i) puede ser determinada con exactitud hasta una
conslante, entonces de (17} hallamos Ia representacion
explicita para ¢; (i):

ety = (——fl)"‘”% 2‘(?)) v =12 ..o

i=iy

Sustituyendo esta expresion en (1 3) ¥ cambiando el orden de
swinacién  en la representacion obtenida, tendremos la
siguicente formula para una solneion particular 'y (i) de la
ecuacion no homogénca (7):

m

Y@= 2 e(yv ()=

i-1 e E
=2 U038 (=™ 2,000 )/(Z () tm () =

i1
-—-»J%,_ G (i, NG,

dondo
G, j)zmﬁ (— 1™ D, (Yo (5). (18)



Notemos, que la suma gque hay en (18) se calcula ficil-
niente

m

S (=)D, (Do (2) =

=1

v+ 1) ve (j +1) con U (1)
vy (j+2) vy (f +2) cor U (f42)
v (j+m—ty v, (j4+-m—1) ... v (j+m—1)
vy (i) Vs (4) v U (8)
Esta suma es igual a cero para j =i —1, i —2, ...
e vy i —m =+ 1. De esta forma, Ia solucién parncular de la
ecuacion (7) tiene la siguiente representacion:
vy (i-f 1) e T (1)
i vy (f+m—1) ot (- m—1)
Tpan s 1 ey (i) v U () i
v = Ao w49
I=1g

vy {i+1) ceo Tm (i)
donde i, es arbitrario, y para i = £y, iy +1,. . ig+m—1
tenomos y (i) = 0.
Para una ccuacién de primer orden (m = 1) la féormula
(19) toma la forma siguiente:
i—4
AN iy (i) 3 f(!) il s
Y (I’) S 12? 1y (i - .‘} a, (N 1 Yy (!‘ﬂ) = 0' (2{))
— iy
4, Ejemplos. Examinemos algunos ejemplos que ilustran
la aplicacién de la teoria general. Supongamos que se exige
hallar la solucién general de la ccuacién de primer orden

y (i + 1) — ey (i) = 6i%et . (21)

Hallemos primeramente la solucién de la ecuacién homogé-
nesn

y G+ 1) — ey (@) = 0. (22)
De (22) obtenemos sucesivamente
y(i+ 1) =eiy (=22 Vy(i—1)=... =
2 2_,-" h

=e "=t y(1)=elti+hy (1).
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Poniendo aqui y (1) = 1 hallaremos una solucién parti-
cular vy (i) de la ecuaci6on homogénea (22) en la forma
v, (i) = eiti—1), Por consiguiente, la solucidn genoral de la

ecuacion homogénea tiene la forma y (i) = cei' -1, donde ¢
es una constante arbitraria.

Construyamos ahora una solucién particular de la ccua-
¢ion no homogénea (21), utilizando la férmula (20). De
(20) obtenemos

o fe=t (i1 [ e
y(i)y=> —— — = 6elt-n 3V g2,

ehih+y) 1
k=1, h==ig

Ya que i, puede ser elegido arbitrariamente, entonces, po-
niendo aqui {, = 1, tendremos y (i) = i (i — 1) (2i — 1) X
X eiti-1} Tmego, en virtud del teorema 3 la solucién general
de la ecuacién (21) se escribe en la forma

y (@) =y @)+y@) =Ilc+ i@ —1)(2 — 1)) elt-1,
donde ¢ es una constante arbitraria. El problema esti ro-
suelto.

Hallemos ahora la solucién general de la ceuacion de
segundo orden

@@yl +2)+a @yli+1)tay@D=1@H, (23
donde i =0, 1, 2, ...,
a, (i) =* —i+1, g@=aq(i+1)=+i41,
ay (i) = —a, (i) — a, (i) = —2 (i* + 1}, (24)
Py =2t — 30 + 1) = 2¢ [2a, (1) — a, (D)].
Ya que los coeficienles a, (i) ¥ a, (i) son distintos de cero,
entonces para hallar la solucién general de la ccuacién (23)
se puede aplicar la teoria general.

Primeramente construyamos soluciones linealmente in-

dependientes de la ecuacién homogénea. Utilizando (24),
es posible escribirla en la siguiente forma:

as (B) y (i + 2) — lag (1) + as ( + Dy G + 1) +

0 +a (i +1)y@)="0
ay @) ly G+ 2) —y (i + D) —

—ax (i + 1)y 4 1) — y @) = 0. (25)

Las soluciones particulares v, (i) v vy (£) de la ecuacién

homogénea (25) destaquemos mediante lag siguientes condi-
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ciones: v; (M =vp, (1) =1, v, (0) = 0, v, (1) = 3. Como el
delerminante

v (0) v (1)

v (0) va(ty | =37

Ag(vs, vg) =

enlonces en virtud del lema 3 las funciones vy (§) v v, (i)
goran las soluciones linealmente independientes de la ecua-
cién (29).

Encontremos la forma explicita de vy (i) y v, (i). De (25)
s¢ deduce inmediatamente que v, (i) = 1. Conslruyamos
v, (i). De (25) obtenemos sucesivamente

yi+2)—yli+1) = ~""T(:?—;51Lly(i+1}-y(i)]$

__ @ {i-+1) : =31 aa (i-+1) |
=ty WO =V =... Zm==w{)—y O)

Teniendo en cuenla los valores iniciales para y (i), de aqui
hallamos

ve (i + 1) — v (i) = 3a, (i) =3 (@ — i +1). (26)

Sumando los miembros izquierdo y derecho de (26) por i
desde cero hasta %k — 1, tendremos

h=1

vy (k) =v, (0) 43 Eﬂ(i2~—£+1}=k(kz—3k+5).

Asi pues, hemos hallado soluciones particulares de la ecua-
cion homogénea (25)

v, (=1, vy, (k) =k (E* — 3k + 5), (27)
v la solucion genecral de (25) ticne la forma
Y (k) = 1 + egk (k* — 3k + 5).

Construyamos ahora una solucién particular de la ecna-
eién no homogénea (23). Sustituyendo (24) ¥ (27) en la
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formula (19), obtendremos
=2

TS o a@=vy k) fR

¥ )= 2 ve kD) —p, ek 1)y U)

Fy==0)

i~z
=3 vs (1} — v (k- 1) [2"+1ay (k) — 2*ag (k +1)] =
he=0

Bay (k1) ay (k)
i-2
i T 2h¥1 2k
=T;20 [Uﬂ U)—UB (y +- 1)] [ s (1) - ag (kY 1° (28)

Aqui fue utilizada la igualdad (26).
Calculemos Ia expresion obtenida. Designando

t{R)=vy (1) —vp (b + 1), u(k)= 2k

ay (k) ?

escribamos (28) de la siguiente forma:

i-2
s 1
g (=5 D [wlk+1)—u k)i k).
fe=0
Utilicemos ahora la féormula de sumacion por miembros
(véase (8) § 1) para el caso de nna red uniforme con paso
h =1. Eslo da

i-l
VO =—5 3wl o) —v(e—1)] +
H=t)
g = 1) v (1— 1) —u (0) o (— 1))

Ya que en virtud de (26), de la condicion v, (0) =0 y de
la definicion de las funciones v (k) v u (k) tencmos

vk —ve—1) = v, (k) — v, (k + 1) = —3a, (&),

vt —1) =vy () — v, (i) =0,

b (—1) = v, (i) — vy (0) = v, (3),

entonces
i1
gy F 2 m puy @) =2'—1— (2345
L=1
Por lo tanto, estd hallada la solucién particular de (23).
En virtud del teorema 3 la solucién general de la eccuacion
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no homogénen de segundo orden (23) tiene la forma
i = = L s B 4
§ ()= §0) + 5 =2 —1 — (B 8i +-5)+
4 g ead (42— Bi 4= 5) 4 ¢4 4 21 4 epi (it —3i + 5),

donde cq=c,—1 y-Eg—:cz—% son las conslantes arbi-
trarias. El problema esld resuelto.

§ 3. Solucién de ecuaciones lineales
con coeficientes constantes

1. Eecuacién caracteristica. Caso de rafces simples. Exa-
minemos ahora la clase importante de ecuaciones de dife-
rencias: las ecuaciones lineales con coeficientes constantes.
Para las ecuaciones de esta clase el problema de encontrar
soluciones linealmente independientes de las respeclivas
ecuaciones homogéneas puede ser resuelto bastante sencilla-
mente. Y, como fué mostrado méas arriba, a esto se reduce
el problema de la solucién do una ecuaciéon de diferencias
no homogénea.

Ocupémonos en buscar soluciones linealmente indepen-
dientes de la ecuacién lineal liomogénea de m-ésimo orden
con coeficientes constantes

amy (I + m) + ey G+m—1)+ ...
e agy (B) = 0. (1)
Buscaremos soluciones particulares de (1) en la forma v (i} =
= ¢t donde el niimero g esti sujeto a definicién posterior-

mente. Sustituyendo v (i) en lugar de y (i) en (1), ohtenemos
la ecuacién

¢ (@m™ + Cpag™ 4 - . Farg+ag) =0

Ya que se busca una solucion no idénticamonte igual a cero
de la ecuacién (1), entonces, reduciende en g', oblenemos
de aqui la ecuacién para g:

am@™ + A" - F @t ag= 0. (2)

La ccuacién (2) se llama ecuacidn caracteristica para (1).
Las raices gy, Gy - . -2 gm de la ecuacion (2) pueden ser
tanto simples como multiples. JExaminemos por separado
cada caso posible.
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Dado las raices simples. Mostremos que las funciones

vi()—qi, w2 (D)=gi ..., V) =yl (3)

sou las solucionos linealmente independientes de la ecua-
cién (1).

En efecto, en virtud del lema 3 es suficiente mostrar gue

al menos para un { el determinante A; (v, vy, . . ., Upy) == 0.
Poniendo i = 0, hallaremos

Ay (g, - ..y V) =

: 1 1 w4
Lg 4 «.. ap?
L g of e @ g2 .- m
= LR == (. e |
Lt s B3] [Tl ol s
Tm
¥, por consiguiente, Ay (v, ..., v;) es el determinante

de Vandermonde. El os distinto de cero ya que todos los
gn son diferentes. De esta manera, las funciones (3) son
realmente las soluciones linealmente independientes de (1)
y por eso la solueién general de la ecuacién homogénea (1)
puede ser escrita en la forma

y()=cigi+cagt+ ... +cpqi, (4)

donde ¢y, €3, . . ., €, Son las constantes arbitrarias.

8i las raices ¢y, ¢, - - -, ¢, Son reales, entonces la
solucién real y (i) destaca mediante la eleccion de
las constantes ¢, ¢y, ..., ¢ que sean nGmeros reales.
Examinemos ahora el problema de separar la solucién real,
si entre las raices hay raices complejas. .

Sea g, = p (cos ¢ -+ i* sen ), (i* = ' —1) una raiz
compleja de la ecuacion caracteristica (2). Entonces existe
la raiz g, = p (cos ¢ — i* sen @) de la ecuacién (2), conju-
gada a g,. Examinemos la parte de la solucién genoral (4)
formada por la combinacién lineal de gly qn

y (i) = cnq,: + csg: &=
= p (e, + &) cos ip + i* (¢, — ¢,) sen ipl.
La funcién y (i) tendrd valores reales, si las constantes

¢n ¥ €s son complejo conjugadas. Poniendo ¢, = 0,5 (¢, —
— i*c,), ¢, = 0,5 (¢, -+ i*¢,), donde ¢, ¥ ¢, son los niimeros
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enteros arbitrarios, obtendremos ¥ (i) = p' = (¢, cos ip -+
+ ¢, sen ig).
2. Caso de raices miltiples. Supougamos ahora quc la
ecuacion caracteristica (2) tiene la raiz ¢, de multiplicidad
ny, ¢go do multiplicidad n,, cte., es deeir ¢y, ¢, - . o s
son raices diferentes de multiplicidad ny, 7., . .., 7, res-
pectivamente, n, + ny + ... -+ n, = m. QConstruyamos
soluciones lincalmente independientes de la ceuacién (1).
Nosotros necesitaremos el siguiente lema:

LeMa i Si g es la raiz de lo ecuacion caracteristica (2)
de muliiplicidad r,, entonces son uvdlidas las igualdades

T

Eea,,_kvqfso, p=0, 1, ..., n;—1. 5

h=

En efecto, como g; es la raiz de multiplicidad n; de la
ecuacion (2), entonces tienen lugar las igualdades
143
3 gt =0, (6)

2 k(k—1) ... (k—s+1)argt=0,

=0
s=1, 2, ..., ng—1, (7)

obtenidas de (2) diferenciando s veces y multiplicando ol
resultado por g¢. Mostremos que la igualdad (5) es equiva-
lente a (6) y (7). Es evidente, que es necesario demostrar
solamente la equivalencia de (7) y (8) para p = 1.

Yaque P, (B) =k(k —1) ... (k —s -4 1) es un poli-
nomio de & de grado s, entonces multiplicando (5) por el
coeficienie correspondiente del polinomio P, (k) para p =
=1, 2, ..., sysumando las igualdades obtenidas, tendre-
mos las relaciones (7).

Mostremos ahora, gue de (7) se deducen las igualdades
(5) para p =1, 2, ..., n; — 1. Ulilicemos el desarrotlo
para k®:

o
=D kk—1) ... k—s+1Da, 1<p<k, (8

=1

donde @, = a, (p) sera indicado mis abaju. Mullipliqguemos
la s-ésima igualdad (7) por @, y sumemos por s desde 1
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hasta p. En virtud de (8) obtenemos
» m
0= 3%31 Gy (ﬁ:ﬁgk(ft—i) e (B—s 41 )a;,q?=

7l
ﬁkz:ﬂ anql (,Z‘. k(e—1) ... (k—s+1)o,)= hzﬂ apkbgh.

Queda por fundamentar el desarrolio (8). Observemos,
que a la izquierda y a la derecha en (8) hay polinomios de
k de p-ésimo grado. Si ponemos o, = 1, entonces los coe-
ficientes de la mayor polencia de & a la izquierda y a la
derecha en (8) seran iguales y los cocficientes de la menor
potencia son iguales a cero.

Hallemos o, @y, . .., &,_, igualando los valores de
los polinomios en p — 1 puntos distintos, por ejomplo,
poniendo & =1, 2, ..., p —1.Parake=1 cstodaa, = 1.
Cuando k = n, 2<< n<C p — 1, tendremos n? =

T T
=amr—1)... (n—st+t)a,= S n@m—1)...
s=1 f=]

n—1

(nw—s—l—i)assnla,‘-#nlz: =a
a=1

{n—s)! °
De aqui se puede hallar «,, si ya estin determinados ct,, a,,

- -y Oy . De esta forma obtenemos la siguiente formula
recurrente para encontrar los cocficientes a,:

=1
» a :
an=—:,—*2—(;%m'| n=2, 3, ..., p—1, 0, =1.
s=|

El lema estd demostrado.

Utilizando el lema 4, hallaremos m soluciones particu-
lares de la ccuacién homogénea (1). Ya que es valida la
igualdad

< 1
¢ n P n
G+kyr=2 CokI™, Ch=rii=prs
n=
entonces, multiplicando (3) por Crjn=rgi y sumando por p

desde ccro hasta n < n; — 1, obtendremos gue para cual-
quicer j tienen lugar las igualdades

m

2 an(i+k)"gti=0, n=0,1,..., n,—1.

h=0Q
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Utilizando estas ignaldades, se halla ficilmente que Ias
funciones reticulares

Upabng+ == 4njey+n+1 () = }‘HQT:

O g —1y T=1,;2 .. .8 (9)

-1

son las soluciones parliculares de la ccuacién homogénea
(1}, es decir, si ¢y es la raiz de multiplicidad n; de 1a ecua-
cidm caracterislica, entonces las funciones

gis Jgi. o M L=1,2, ..., &

son las soluciones de la ecuaciéon (1).

Queda por mostrar, que las funeiones v, (j), . . ., v, (7),
definidas en (9), son las soluciones linealmente indepen-
dientes. Para eso caleulemos el determinante A, (v,

. Um), €l cual en el caso dado posee la forma

-/—\D(Uh RRE vm_}_'

1 g q ... ay ... qp!
0 g, 298 sv fegh ... (m—1)gpt
0 q, 23(}% S kzq’; i (m—1)tqyr-t
mET™ g3 cae ak ... gt
0 g, 2g% ... kat ... (m—1) gp-!
0 g, 2% lgd o BFNS L (m— 1)1 -t

El pucde ser oblenido directamente del determinante de
Vandermonde
w (2‘71, Ty «0es xm)z

1z, 2% ...az27!

1w, 23 ...a20!

m-1 m
=.——2.—‘_—n nl{xj_.;f!;)
L@y Toey wee 2l =l =it
Vodlyy o auw E0T
de la siguiente forma. Tomemos la primera derivada de
W por x, y multipliquémosla por z,. Denotemos el resul-
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aw
day

d aw 5
W 3= &g = ey (:‘:3 t}.!faa ) 3 1’1’_51;5,1

tado mediante Wy =2y A continuacién calculemos

Z bs
i,

i IWy
X ("'* diry e dury )]

otc., hasta que obtengamos W, . Después caleculemos

aw
W gn= .'(',.H.gw—"" ¥ continuemos el proceso de diferencia-
ri+2
" N 7] W, ..
cién, calendando W yg = Tnyqp —— (x,,u.;, e )
'aznl-\l_-"i axﬂ1+3
hasta gue obtengamos Wy .,,, etc. Como resultado obien-
dremos W, =W,, (x4, %p, ..., o). Pongamos aqui z;=
=Xy 0 Ty = 1 et = T b 2= - oo = Lnypng = ele.

Es ficil convencerse de que Ag(vy, vy ooy V)= W

m
vy cileulos sencillos dan

g Tyt

W, = kLi l [ m"f}‘ ” n (({j — gyt

De aqui se deduce que Ay (&, - . ., v,) == 0, ya que ¢; = ¢,
cuando j=s= i y por eso las funciones v, {j), vo (). . . .
.« .a Py (), construidas mds arriba, son las soluciones li-
nealmente independientes de la ecuacion homogénen (1).
Ademas, la solucién general de la cenacion (1) se eseribe
en la forma

5 w1

yUy=2 2 g,
frat Paat

donde P’ son las constantes arbilrarias.
3. Ejemplos. Examinemos los ejemplos més simples de
encontrar la solucién general de una ecuacion en dilerencins
homogénea con coeficienles constantes.

1. Sc exige hallar la solucién general de la ecuaciin

p G+ 2—yl 4 1)y— 3y @)= 0. (10)

Formamos la ecuaciém caracteristica ¢* — g — 2 = 0
y enconiramos sus raices g, = 2 y ¢, — —1. Puesto que las
raices son simples, la solucitm general de la ecuacion (10)
tiene Ia forma

y (i) = ¢, 28 + ¢, (—1)L
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2. Hallar la solucién general de la ecmacion de cuartn
orden
yU--4) =25 +3)+3yG+2)+2y(G 1) —
—4yp () =0. (1)

La ceuaciébn carvacteristica ¢*—2¢%+ 3% 4-2¢9—4=0
posee dos rafces reales g;=1, ¢a— — 1 y dos raices eom-

plejas conjugadas ¢y — 2 (cos j;f -+ i sen —f‘,—) ¥ o= 2o

® (ms—g-—isen ;;-) , donde i=7" —1. Por consiguniente,

Ia solucién general de la ecuacidn (11) que toma valores
reides, tiene la forma
5 . 2 JI‘ o x .,
Y (J)=cq--ca(—1yY +2 \cscns?}-{-cﬁsen?}).
3. Hallar la solueién general de la cecuwacion de cuarlo
orden

yU+4)—Ty(+3)+18y( + 2) —
—20yG+1)+8 () =0 (12)
La ecunacién caracteristica
¢t —T¢ + 182 —20g +8=(g—2)0°(g—1) =0

tiene la raiz ¢, = 2 de multiplicidad 3 y la raiz ¢, = 1
de multiplicidad 1. Por lo tanto. la solucién general de (12)
tiene Ja forma

¥ () = ¢, + 27 (ca + 2o + cuf?),

y las funciones reticulares v, (j) = 1, vy (7} = 24, vy (j) = j27
y v, (j) = 7727 son las soluciones particulares linealmente
independientes de (12).

4. Hallar la solucién general de la ecuacion de cuarto
ordon

y(+4) -+ 8y (G + 2) 4 16y (j) = 0. (13)
La ecuacién caracteristica ¢'-+8g2-H 10— (¢2+4)2=0
s

: 2 ! L
tiene la raiz compleja {;,:2[(‘.03 5 +isen ) de mul-

2
viplicidad 2 y la raiz conjugada a ésta gs=2 (cns %—
—;‘sen%—) , Lambién de multiplicidad 2. Por eso la solu-
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cion general de (13) que toma valores reales, tiene 1a forma
Y () = (s cof) 2 cos 5 f - (ey+ c4f) 27 sen - j.
Iixaminemos dos ejemplos més. En un ejemplo hallare-
mos la solucion del problema de Cauchy para la ccuacion
no homogénea de primer orden y en el otro hallaremos la

solucion de un problema de contorno para 1a ecuacién homo-
génea de enarto orden.

™~

3. Hallar Ja solueion del siguiente problema:
y@i+1) —ay @) =70). i=0, y@©) =y, (14)
donde ¢ = const. La ecuacién caracleristica ¢ — a = 10
tiene la anica raiz g; — a. Por eso la solucién general de la
ecuacion homogénea tiene la forma Y (i) = cat, ¢ = const.
Hallaremos una solucion particular e la ecuacidon no hoino-
génea (14), utilizando el método de variacion de la cons-
tante. La formula (20) del § 2 da la siguienle solucion par-
ticwlar de la ecuacion (14):
i— i—1

y (i) = ,E,, e (k) = Jg]ﬂ af (i —k—1).

En virtud del teorema 3 la solucion general de la ecuacion
no liomogénea (14) tiene la forma
i—1
y(é]:ca’-}—?_‘, a"f (i—k—1).
=0
Suponiendo aqui i = 0, oblenemos (en esle caso la suma
desaparece) y, = ¥ (0) = ¢. De esta forma, la solucion del
problema (14} viene dada por la fé6rmula
i1
y (@) =yoa'+ 3 a*f(i—k—1), i=0.
G. IHallemos ahora la soluecién de la eeunaciéon de cuarto
orden
y G+ —y(i+D+20(N—y(G—1)+vG+
+2)=0, 2N — 2, (15)
que satisface lag siguientes condiciones de contorno:
2y 2y —y (1) + y (0) = 2,
y(3) —y@y+y)—y0) =0,
YN —=3) —y(N—2) + y (V—1)—y (N)=0, (16)
2y (N —2) —y (N —1) +y (V) = 0.
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La ecuacidén caracteristica
=2 — g+ 1= (¢*—q+ 1) (¢*+ 1) =0,

correspondiente a (15), posee las raices complejas ¢y =

T i T i i 18 I
==00S 3 +isen 5, g2 = COS— —isen—, QS;{;UST—{—
. 7 n : n i ; —
+ i sen - ¥ fa=cos5—isen -, siendo i--V —1. Por

consiguicnie, la solucién general de la ecuacion homoge-
nea (15) que toma valores renles, tiene la forma

y (i) =¢y cus%uj-—r—f;;sen%nj—!_—c,cos%nj-{—
—+ £, son %nj. (17)

Separemos ahora de la solucién general (17), aquella
solucién que satisface las condiciones de contorno (16).
Para eso suslituyamos (17) en (16} v obtendremos ol si-
guicnle sislema para las constantes ¢, ¢y, ¢35 ¥ ¢4

2
cos —-_;1 ¢y +39112Tnf:2 — 3 —C4 =3
€4 +0.cq +0-¢5+0-¢, =0,
; N
cos —A;—“ ¢y 'Tsen-;-cz 4-0.¢5+0-¢,=0,
) —2) 1 nN N
gia A= ® ¢y + sen okt 02——(003 IV bson—= ) €3
3 3 2 2
-4 (co BN, e SN, )c =0
+ 8 sen — o =0.
= : i i Nm Nn
El delerminante de esle sistema es igual a —2 sen —— ¢o8 =~

3 2
y es distinto de cero si ¥V es par, pero no witltiplo de 3.

En este caso, teniendo en cuenta la paridad de N, oble-
nemos ¢; = ¢ =0, ¢35 = ¢, = —1. De esta Torma. si N
es par ¥ no es mulliplo de 3, cntonces existe la solueion
del problema de contorne (15}, (16) y se da por la férmula

y(j)== —cos %—scn% . O0iC V.

Si N es impar o mitlliplo de 3, entonees Ia solucidn del
problema (15), (16) o bien no existe o no es GOnica. HEste
ejomplo ilustra la diferencia entre los probtomas de con-
torno euya solueidén no existe siempre, ¥ el problema de
Cauchy gque posee solucién unica.
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§ 4. Eecuaciones de segundo orden
con coeficientes constantes

1. Soluciéon generalde una ecuacién homogénea. El presen-
le parrafo esti dedicade a las ecuaciones en diferencias de
tegundo orden con coeficientes conslantos

agy G+ 2) + au (i + 1) 4 agy () =
= f (J), Qe ao 7= 0. (1)

Primeramente hallaremeos la solucidn general de la corres-
pondiente ecuaciéon homogénea

ay 7+ 2) 4 ay (f A1) 4 aey () = 0. (2)

La ccuacién earacteristica aq.q* + ayg¢ + ay = 0 posce
as raices
—ay+ )V af—laga, _ _—ay— V@l —hage,
2a, > 2= 2a,

¢1=

De acuerdo con la teoria general de ecuaciones de dife-
rencias con coeficientes constanies expuesta en el § 3, las
funciones v, (j) = g} Y Uy (G) = g¢i si a} 5= daga. ¥y v, () =
= g, vy (J) = Jg] si a} = 4dayay, son las soluciones Ilrm.tl-
mente independicntes 'de la ecuacion (2). A continuacidén
nos serd cdnodo utilizar otras soluciones linealmento inde-
pendienles

: dadi— 0143 - 2—rri
vy (j) = o vz {7) = (3}
que toman para j =0 y j=1, los siguientes valores:
vl. (0) = 11 UL f1} fove Ut va (O) =, 0. vg (1) o= ]- {"I)

Obviamentie, es necesario mostrar tan sélo que Tas Tun-
ciones (3) para el caso af = 4aya, son lag soluciones de la
ccuacion homogénea. La independencia lineal de las fun-
ciones (3} construidas, se deduce de [a condician A, (v, v,) 5=

=10, donde
vy (0) vy (1)
v2 (0} vz(1)

Pasando al limite en {3) para ¢, que se Liende a q,, oblendre-
inos lag funciones v, {}) =~—(G—1)qgiy Uy (7)==1qi ‘*: gque son
realmente las soluciones de la ecuacién homogénea (2).
Notemos que las funciones vy (f) y v, () de (8) toman valores
reales también en cl caso cuando lay raices g, ¥y g, son com-
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plejas. Esto permite no examinar por separado ol caso de

raices complejas. Asi, la solucion general de la ceuacion

homogénea (2) puede ser escrita en la forma

Ta9f — 414 4y —ai .

e Pyt —L, (3)
Yo —1) U1

donde ¢, y ¢, son las constantes arbitrarias. Observemos

que en virtud de (4), tendremos y (0) = ¢, v y (1) = ¢,
Examinemos un ejemplo. Se exige ballar la solueion

general de la ecuacién homogénea

v(+2)—2zy G+ 1)+ y() =0, (6)

donde z es un pardmetro que tema eualesquiera valores
reales. En este caso tenemos

?(f) =ty (§) 4 ez2 (f) = €4

ag s 1 T
y=z+ V71, g2== 4= Gp—q=—2Va—1. (7

Sustituyendo (7) en (5), obtendremos la solucion general de
Ja ceunacion (6) para cualquier x en la forma

@t Y Tyt — (a4 VT Ty

y(j)=— S g
(_'x,‘..]l_ "_,fzi___a]_)jm(x_]l_ "*'!.',ET—-?Y}—J'
% 2V 78 —1 (). (8

En particular, si | & | <1, entonces la formula (8) puede
ser escrita en Ia forma

sen (j— arccos

SBI / HIrC €08 & :
0N ATC COS & ¥ (O) + S0N Arc cOs x ¥ (1 )' (9)

y(j)=—

(Para obtener (9) fue utilizada la identidad = = cos (arccos x))
Aprovechemos el resultado obtenide para resolver el

problema proporcionado en el punto 4 del § 1, sobre cl
cilenlo de las integrales

i
_ [ cosky—cos kg _ .
()= 5} o8 | —COS ay, k=0,1,...

Alli Fne mostrado, que este problema se reduce a resolver
el problema de Cauchy para la ecuacidn.

I],_J__-] —_— 2 COS8 "p]ﬁ ‘+' Ih_] = O, Iu = 0, f_l = It. (10)

Esta ceuacién es un caso particular de (6) con x = cos .
Ya que |2 | << 1, entouces la solucién general de la ccua-
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cién (10) se da por la féormula (9), es decir,
R son (k—1) @ 1,4 a8¢n kip I
= = ot 1

sen son @
Sustlituyendo aqui los valores iniciales para 1y, obtenemos
la solucidén del problema proporcionado

mn sen kg
‘(Jl ("P) = son =

En calidad de un segundo ejemplo, examinemos la solu-

cién del problema de coniorne

yi+D)—y(+y(@—1)=0, 1<jgN—1,

y{0) =1, yN)y=0 (11}
La eenacion del problema (141) es también un caso particu-
lar de (6) correspondiente al valor 2 = % La formula (9)
da la siguiente solucién general de la ccuacién (11):

yij)= (c1 sen (’-—_31—)-—“——}-:?2 sen {T“)/selm -i;-
Las constantes ¢, y ¢, se encuentran de las condiciones de
contorno para y (j). Si N no es midMiplo de 3, cntonces
e, = —1, ¢, = sen L (N ~— 1)/sen -%—m‘v’ y la solucién

3
del problema (11) tiene la forma

¥ (j)=sen %(N —j) n/sen %Nn. O0<j<CWN,

Si V es malliplo de 3, entonces la solucion del problema
de contorno {(11) no existe.

Polinomios de Chebishev, Regresemos ahora a la ecua-
¢ion (6). Primeramente examinemos el siguiente problema de
Caunchy:

y(n+2)—2zy(n+1)4+y@m@ =0, n>0,
yM =1 y{1) =a
Notemos que de (12) se deduce
y(2) = 2zy (1) — y (0) = 22® — 1,
¥ (3) = 22y (2) — y (1) = 4a2® — 3a,
y en general y (n) es un polinomio de « de grado n. Designe-

mos este polinomio por 7, (2). Sustituyendo 7, (x) en
lugar de y (n) en (12), obtendremos una relacién recurrente
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que satisface este polinomio
Tn.-l-z ('T) == QxTn.-i-,{ (3-:) T Tn (3?). n ;3’ Ov (13)
o@ =1, Ti{z)=2a2, —oco <Ca<<oo.
Por otra parte, la solucion general de la ecuacion (12)
ge da por la férmula (8) para todo x. Sustituyendo en (8)
los valores iniciales para y (n), tendremos

T, (=)= (I—:--}/.ri_])ﬂ—{;z(:a-+- VE—D-n ' (14)

En particular, si |z | < 1, enlonces, poniendo aqui & =
= cos {arc cos z), oblendremos

7, () = cos(r are cos 2), | |<1.
Asi hemos hallade la solueion del problema (12). La solucidn

es un polinomio 7', (z) el cual para cualguier x se determina
por la formula (14) o mediante la férmula

Ty(z)=
{ cos (narecoszx), |z|<=I1,

SV E=D @V FE-D™, 2] >1, (15)

IZ1 polinomio 7, () se llama polinomio de Chebishev de
primer género y de grado n.

Examinemos ahora otro problema de Cauchy para la
ecuacidon (6).

yn-+2)—2zyn+1)+yr)=0, =0
y(0)=1. y({1)= 2r.
Es evidente, gue agui también ¥ (n) es un polinomio de = de
grado r. Denotémoslo mediante U, (2). Obtengamos la for-

ma explicita para U, (). Sustituyendo los valores iniciales
para y (n) en (8), tendremos para cualquier x:

(16)

2 eV E— D — (x4 Y 1)L

U, (z) = 2V 1
CE VR~ 9 (- Y FE_A)
2y @ —1
et VIO @ VE e A7)
2y #2—1
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En particular, si |z]<I1, entonces

sen (n recos
U, (z)= {n 4 1) arceos =
SN Arceos

El polinomio ¥/, (z) se Hlama polinomio de Chebishev de se-
gundo género y de grade n y se determina por las Formulas

f son (n—4-1) arccos x

! SUN arccos r »  lEid,
| ‘
Crlol=} m V=T — (18)

—(@+ ) @B—1) D), 2| 21

De (16), oblenemos para los polinomios U, (x) la siguiente
rolacién recurrente:

Uyto (z) = 22U, 4y (2) — U, (2), n=0,

Ug (z) =1, U, (x) = 2z. (19)
La formula (17) permito obtener en lugar de (8) la siguiente
representacion para la solucién general de la ecuacion (6):

y(n) = —e U, o (@) + .U, (2).

Oblengamos una representacién més para la solucién
general de la ecuacién (6). Mostremos que las funciones
vy () = T, (x) ¥ vy (n) = U,_; (z) son las soluciones lineal-
mente independientes de la ecuacién homogénea (6). Bn rea-
lidad, necesitamos probar solamente su independencia
lineal. Ya que el doterminante

To(x) Tyi(z) _’1 3:'_
U_i(z) Up(x) e 1

es distinto de cero, enlonces se cumple la afirmacién. Por
congiguiente, la solucion general de la ecuacion (8) se puede
representar en la forma

y (n) = ;T (2} + exUpn (2), (20)

Aﬂ (vlt UZ) —

donde ¢, y ¢, son las constantes arbitravias, y las funciones
Tp (@) y U, (x) se delerminan, para cualesquiera x y n.
por las formmlas {14) y (17).

Como conclusién cilemos algunas relaciones facilmenlte
comprobables, que expresan la relacién entre los polino-
mios de Chebishev 7', (z) y U, (z) y ademds las propiedades
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de estos polinomios. Tienen lugar las siguientes férmulas:
Tylz) =T, (), Uy (@) = —=Uny (&), n=0, (21)
Lin (@) = T (T, (=), Uin-y (2) =

= Uiy (Th () thy—y (2} (22)

Tou (&) = 2(Tp (#))* — 1, (23)
Ty @ — 2T, () =1 — x) Uy (@), (24)
Uy (@) — 20, (@) = —Tuty (2), (25)
Uy (£) + Upy (@) = 2T, (2) U, (2). (26)

Do {26) para el corcespondiente cambio de indices ¢ y n,
oblenemos

Uitrier @) + Upoioy () = 2T (2) Uny (), (27)

Upsi @) + Upaicg @) = 2T 141 @) Unoy @) (28)
Poniendo en (26)—(28) i = n, tendremos

27, (2) Uy (@) = Uy (2) + 1, (29

2T, (&) Unoy (@) = Unuy (2), (30)

2741 (2 Upoy (&) = Uy, () — 1. (31)

Aqui se tuvieron en cuenta las igualdades (21) y que U, (2} =
=1, 7 (x) = 0. Si ponemos n =0 en (26), ounlouces
oblendremos

AT, (z) = U, (z) — Up_a (2)- (32)

3. Salucién general de una ecuacién no homogénea. Cous-

truyamos ahora la solucién general de la ecuacion no liomo-
génea (1)

asy {n + 2) 4 @y (n + 1) + agy (n) = [ (n). (33)

En virtud del teorema 3 la solueién general de la ecua-

cién (33) es la suma y (r) = v (») + ¥y (n), donde ¥ (n) es

la solucion general de la ecuacion homogénea (2), e o)

es la solucion particular de la ecuacién no homogénea (33).
Mas arriba fue mostrado, que las funciones

n__ " R__ N
420y — 0192 . va(m) = Az —T " (3!‘)

v. (r2) =
1(n) ta—0y ta—1;

son las soluciones linealmente independientes de In ecua-
cion (2). v que la solucién y (n) se delermina por la formu-
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la (5):
j (n) = ey (n) + ev, (n).

Para hallar una solucién particular y(n) de la coua-
cién {33} ulilicemos el método de variacion de las constan-
tes, expuesto en L’-l_punl.o 3 del § 2. La férmula (19) del
§ 2 da la solueion y(r) en la siguiente forma:

ot |BEEH nby
= o vy (k) ty (K) I (%)
y(n)= Z AT o T
sto | vg et-1) vy (k-2

Como resullado de edleulos no complicados tendremos

n-2 gi=fr =1 n—l—1

= g A2 — 4 f k)

yin)= 3 e s AR, ngtd
fi ==y

y A —
ying) =y (ng + 1) = 0.

IPor lo tanto, la solueién general de Ia ecuacién no homaogé-
nea (33) tiene la forma

Faiy — qitd 9% —qt
n)=—e¢ -
y( ) . fa=—{L + : e —1 i
n=2 —h=1 -k-1
.S L I— R0 (35)
_T—; fg=—1ty a; ’ g
t=Tl, :

donde ¢, ¥ ¢, son las constantes arbitrarias.

Si se resuelve el problema de Cauchy, es decir, si se
husea la solucién de la ecuacidén (33) que satisface las con-
diciones

Y A{ng) = Yo, ¥ (ng + 1) = y,, {36)

ontonces de (35) y (36) obtendremos la signiente representa-
citn para rvesolver este problema:

"I'"z‘l",'_”“—‘h‘f’é""“ go e —qlt=th
y{n)=: + 1 ]
y(n)=1y, = I T
n-2 n=f—1 n—h—1
1y — ] [ (k) 37
s . ai
+3 S=d .18, @y
=i,
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Tfallemos ahora la solucién del primer prohlema de con-
Llorno para la ecuacién de diferencias de segundo orden eon
cocficienles constauntes. Serd comodo escribir dicho proble-
ma en la siguiente forma:

sy (n 4 1) + ayy (r) + agy (n — 1) = —f (n),

fSnsL N —1, (38)
y{0) = u, y) =
Esta escritura se diferencia de (33) por el despiaznmiento
del indice n, por tanto, empleando (35), oblenemos la si-
guiente formula para la solucion general de la ecuacion (38):
Qu T — 1 a—aqi
tz— T Egy—a
n—1 y_n
q —qy 3 ,
- E ol R, W l f{.!.) , (39)
qa =y ity
k=1
Definamos las constantes ¢, y €5 de la condicion de
que la solucion (39) tome para r = 0 y n = ¥ los valores
prefijados y (0) = n, e y (N) = p,. Omitiendo cileulos no
complicados, oblendremos la siguiente férmula para la
solueion del problema de conlorne (38):
(9192)" (¢¥ -n—q¥-n) qp—q7
y(n)= "IN‘—'?N 4 B+ W M2+

y(n)=

(g —n (qN—ﬂ_.q\- n) (qh_qh) ¢ F L
i Z e A

o (Wa— 1) (N —aql) uy
==

(qN h—gN =k} (g1 —q3)
i 2 it ol 20 3

4
G —aM 4 (40)

h=n
Notlemos que la solucién del problema de contorno (38) no
existe solamente en el caso, cuando g¥ = ¥, pero g, 5% qq.
Examinemos ahora un caso particular de emplen de Ia
formula (40). Supongamos que se exige resolver el primer
problema de comtorno para la ecuacidn
yn+1) —2zy (n) + y (n — 1) = —/ (1), (1)
I<ngKN—1, yO) =p, y{N)=np.. '
Mas arriba fuecon halladas las raices ¢, ¥ ¢, de la ecuacion
caracleristica correspondiente a (41)

gi=a+Vzt—1, q=z—Va2—1=1/q,.
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Sustituyendo estos valores en (40) ¥ teniendo en cnenta la
formula (17) para el pelinomio U, (z), oblendremos la
solucién del problema (41), en la siguiente forma:
n=1
¢ _— U woney (2) S,
y (n) =2 [y 4+ 2 Oia@) ] *) ]+
N-t

-ng—,‘{?-[uﬁ S Usae (@im] 42

La golucién existe y so da por la formula (42), si se cum-
ple la condicidén x 5= cos kN , k=1, 2, ..., N—1. Re-
gresemos a la ecuacion (38). 5i a, a, >0, entonces la solu-
cion (40) de este problema puede ser escrita on una forma
mis compacta gue (40). En efecto, escribamos las raices

ol 1y ————— 1 T ——
q1 == Ta, o[ —a; 4+ Vflf_4aoa2]- qz*"'m‘l_ai_l’ af“‘rmoﬂz]
de la ecuacién caracteristica correspondiente a (38), en la
siguiente forma:

=p(z4V x2—1), go=p (@x~} 22—1), (43)

donde
= g T, S 4
p “-a 3 R 2]"@ » (4 ")

Sustituyamos (43) en (40} y tengamos en cuenta la férmula
(17). Oblendremos la solucion del problema (38) para el
cuso apr, >0 en Ja forma

UpNen- U .3
y () =Rl pr [Wrz S A0 Ty

Une
__"‘"L'{i)‘ 1\:—,‘ [P-z + 2 pN-B-1U oy _y () f_((::)"] s
h=n

UN 141 p

donde p y x estén definidas en (44). La solucion del proble-
ma (38) para ¢l caso a,a, > 0 existe, si se eumple la condi-
cion

ay -+ 2V agizcos k0, k=1, 2, ..., N—1,



Examinemos ahora el primer problema de contorno para
la eccuacidon veetorial tripuntual con coelicientes conslanles
Ypou —CY, + ¥, 4, =—F,, 1{n N —1 (45)

Y, = F,. Yy=Fy, 3
donde Y, y ¥, sou los vectores, y € es la matriz cuadrada.

Es facil comprobar, que la solucitn general de la ecuacitn
no homogénea (45) tiene la forma

Y" == LIn.az (%—C] Cl G U"_l (_?E—C) Cz_'

_Zynhi( C)Fhs

h=1

donde €, y C, sou los veetores arbitravios, y U, (X) es el
polinomio matricial de la matriz X definido por las [drmu-
las rvecurrentes (19).

Si la matriz C es tal, que Uy_, (%«C) es la mairiz no

degencrada, entonces la solucién del problema de conlorno
(45) se determina por una formula, andloga a la férmu-

la (42)
Yu=Uit (5 C) Uyonad (5€) %

L |

x [Fu—i— S Uiy {5 €) F;,]-l—

=1

N-1
1 1 1 1 i
+ U (5 C) Ui (5€) [Fr+ D Unoned (5€) Fu).
h==n
(46)
Mids abajo serd mostrado que el problema de Dirichlel de
diferencias para la ecuaciom de Poisson en un rectingulo
se reduce al problema (453).
Como eonclusién observemos que a la condicion de exis-
tencia de la solucién del problema (45) se le puede dar la
siguiente formulacién: la solucién e.\'isle y se determina

por la férmula (46), si los ntimeros c-ns—h k=1, 2,
..., N —1 no son valores propios de la matriz C.
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§ 5. Problemas de diferencias
sobre valores propios

L. Primer problema de eontorno en valores propios.
En el capitulo IV serd exmminado el método de separacion
de variables que se utiliza para encontrar las soluciones de
los problemas de contorno reticulares para ecuaciones elip-
Licas en un rectdngnlo. En velacién con esto surge la nece-
sidad de representar [as funciones reliculares buscadas en
forma de un desarroilo por las funciones propias del res-
pectivo problema de diferencias. En este parrafo examina-
ronos problemas de diferencias sobre valores propios para
el operador de diferencias de segundoe orden mas simplo,
definido en una red uniforme.

Formulemos el primer problema de conlorno. Suponga-
mos gue esta introducida una red uniforme o = {x; = ik,
i=0,1, ..., N, AN =1} con paso h, en el segmento
[0, Il Se exige hallar aquellos valores del pardimetro i
(valores propins), para los cuales existen soluciones no
Liriviales p (z;) (funciones propias) del siguiente problema
de diferencias:

Yoo FA =0, z€0, y(0) =y =0, )
donidle
i4+1)—2y (i y(i—1 2
e, = LEEDZBOT 0Dy (i(=y 2.

Hallemos la solucién del problema (1). Para eso eseri-
bamos (1) en forma del problema de contorno para la ecua-
cion de diferencias de segundo orden

ya+)—2(1—=ER) g4y -1=0, 1<i<N —1,
¥ (0)=y (N)=0. (2)

En el punto 1 del § 4 se mostré que la solueion general
de la ecuacion (2) tiene la formna (véase la Férmula (20)
del § 4) y (i) = ¢,7 (2) = exl'¢ (2), donde ¢, y ¢, son las
constanles arbitrarias, y mediante z aqui esta denotado

z =1 — k2. (3)

Determinaremos las constantes ¢y y ¢, de las condiciones
de conlorno

y(0) =¢y =0, y(N)=-cylUy_, (z) =0. (4)
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Aqui y a continuacién aplicaremos las férmulas (15) y (18)
del § 4, que definen los polinomios de Chebishev de primero
y secgundo género y también las férmulas (21)-(32) del
mismo pérrafo.

Ya que se busca la solucién no trivial dol problema (1),
entonced ¢, = 0 y de (4) tendremos la condicion Uy, (2) =
= 0, al cumplir Ja cual la solucién del problema (1) tiene
la forma y; = eU; 4 (3).

Puesto que los nidmeros 2z, = cosi;-?— k=1, 2,

, IV — 1 son las raices del polinomio U,_, (z), ontonces
de (3) encontramos los valores propios del problema (1).
km 4 knh

Ap = oo son? A = cen2 FIE . k—1,2, ..., N—1.
)

A cada valor propio Ay le corresponde la solucién no nula
del problema (1)

U (i) = U4 (21) = ¢, sen “;%!L =c;, sen “—k?x!‘;
0<lisCN (Cg ==¢; sen ETE)H 6)

Definamos el producto escalar de funciones reticulares pre-
fijadas sobre m de la siguiente forma:
N—1i

@, v)= 32 u (v () h+0,5k (4 (0)» (0) +u (W) v (V).

Determinemos ahora la constanto ¢, en (6) de manera
tal, que las funciones g, (i) tengan norma, igual a la unidad,
es decir (ya, Un) = 1.

Cilculos no complicados dan op = V?ﬂ Sustituyendo

el valor hallado para ¢, en (6), obtendremos las funciones
propias pg (1) del problema (1)

' 2 kil 2 k
R e @
i=0,1,..., N, k=1,2, ..., N—1.

Asl estd resuelto el problema (1) y la solucién esti dada
en (B) y (7).
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Enumeremos las propiedades fundamentalos do las fun-
ciones propias y los valores propios del primer prebloma
de contorno (1).

1) Las funciones propias estidn orionormalizadas:

1, k=m,
(l"'.’n Hm)=6hm'! ka = O, k = m.

2) Para toda funcidn reticular f (i) prefijada en los
nodogs interiores de la red ®, es decir, para 1 < i< N — 1,
tiene lugar la descomposicion

N-t
f) =" 3 eusenEE, i=1,2,...,N—1. (8
h=1
donde
g ki
= D) f(i)sen =, k=1,2,...,N—1, (9)
f=1
Expliquemos sesta afirmacién. Sea f (i) una funcién reticular

arbitraria definida sobre @ (o sobre ® y quo so anula para
i=0e¢i= N) Desarrollémosla por las funciones propias

=3 fum (0= 2 V LosendBt, (10)

k=i

donde f; son los coeflmentes de Fourier de Ia funcién f (i).
Multiplicando (10) escalarmente por pn (i) y utilizando la
ortonormalidad - de las furciones propias, hallamos los
cosficientos de Fourier

N-1i

) Bl sl ol B 1/—!@) sen 2L
=1

h=1 {

La relacién do las fﬁrmulas obtenidas con (8)-(9) se esta-
blece facilmonte si observamos, que fp, = Vf’ Prae

El desarrollo (8)-(9) es cémodo porque para calcular la
transformada de Fourier de la funcién f (i) y para el resta-
blecimiento de la funcién inicial por su transformada hay
que caleular una suma de un solo tipo. En ol capitule IV
serd examinado un algoritmo para el cdlculo rédpido de sumas
de tal tipo.
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3. Para los valores propios son vilidas las desigualdades

8 4 n
T<"ﬁ7g" 50113 W= llgh;{ﬁlN_,=
4
=reos’ 5, 1<k<N—1,

2. Segundo problema de contorno. [Fxaminemos ahora
el segundo problema de contorno en valores propios
Yiz+ 2y =10, z€o,
2 2 (11)
Tt =0, 2=0,—Fyz+ =0, 2=1

Hallemos la solucién del problema (11). Anotando las
derivadas de diferencias en (11) por puntos, obitendromos
¢l problema

y(@E-+1)—2 @) +y@E—1) =0, 1<<isKN—1,
y—z@=0 y(N—1) -2y (N)=10, (12)
donde z =1 — Ah%2. De la solucién general y (i) =
= ¢, 7'y (3} + ¢U;_3 (z) de la ecuacion (12), separemos la

solueién que satisface las condiciones de contorno plantea-
das. Aplicando la férmula (24) del § 4, tendremos

v)—zp () =cz+tce—ci3=cy;=0, ¢,=0,
y lamhién
YN —1) —2y(N) =, (T (B} — 2Ty (7)) =
=c(1—2) Uy, (z) =0.
Ya que ¢, 5= 0, de aqui obtenemos

Bo=cosi, k=0,1,..., N,

¥, por consiguiente, los valores propios del problema (12)
son

1 et 4 knh
lh-—"-sf sen*w=ﬁsen2-§£—-, k=0, 1y sy d¥

(13)

A su vez, a cada Xy le corresponde la solucién no nula del
problema (11)

) =aT, (@) =crcos Bt 0i<N.

Elijamos las constantes ¢, de la condicidn (y, ys) = 1,
donde el producto escalar estd definido més arriba. Calculos
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dircctos muestran, que
en=VZN, k=1,2, ..., N—1, =V 1/, k=0, N.

De esta forma, las funciones propias normadas del proble-
ma (41) son las funciones

Wi (8= ]/% cos i‘;—‘-: ]/% cos "":z" , A<k N—1,
(14)

B (£)=]/_—:-cos%= l/-}-cos k’:m‘ , k=0, N,

dofinidas sobre la red ®. Notemos que la funcién propia
correspondiente al valor propio nulo %,=0, es la cons-
tante p, (i)=Y 1/L.

Formulemos las propiedades de las funciones propias
v los valores propios del segundo problema de contorno (11).

1) Las funciones propias estdn ortonormalizadas: (uz,
Pm) = Opm. -

2) Para cualquier funcién reticular f (i} definida sobre w,
tiene lugar el desarrollo

N
2 2 femi o
f()== > papucos——, i=0,1,...N, (15
h=0
donde
- 15
‘Ph=z Pif(i)GOST::'E’i k=0,1, ..., N, (16)

i=0
[t <IN, 5
P1=]o0, 5, i=0, N. “n

Las fé6rmulas (15) y (16) son una modificacion del desa-
rrollo tradicional de f (i) por las funcionos propias py (%)

N
f)= héﬂ fue By fe={(f, pn)
mediante la siguiente sustitucion:
{—‘f\,ﬁ o, 1<<ESN—1,
frn=

i -
Ve k=0, N.

84



3) Para los valores praopios son validas las desigualdades
0=dy<h<hy, OSEN.

3. Problema de¢ contorno mixto. Examinemos ahora el

problema en valores propios cuando en un lado del seg-

mento [0, Il esta dada la condicién de contorno de primer
género y en el otro, la de segundo génecro, por ejemplo:

y;x+;\'y=0s ZE€ o,

18
y(O)=0, —Fyz+iy=0, z=L Sl

Tal problema lo llamaremos problema de contorne mizxto.
Hallemos la solucién del problema (18). L1 problema
corrospondiente a (18) para la ecuacion de diferoncias de
scgundo orden tiene la forma
yE+1)—22p () +y (i —1)=0,1<i<N—1,
y(0) =0, yN—-1)—2zyN)=0,
donde z = 1 — (,6Ah%. De la solucién general de esta ecua-
cién
¥ (@) = a7 (2) + calUiq (3)
soparemos aquella solucién que satisface las condiciones de
contorno prefijadas. Utilizando (25} del § 4 obtendremos

y(0)=r¢,=0,
YN —1) —zy(N) =¢c; (Una (2) —2Una (2)) =
= —. Ty (2) =
Puesto que ¢, 5% 0, de aqui hallamos Ty (z;) = 0, donde
zZy = cos% ,k=1,2, ..., N vy, por lo tanto, los
valores propios del problema (18) son los nameros
M =g senz DT — L sonz BT (1)

sty sy N

Las funciones propias normalizadas del problema (18},
corrcspondientes a los valores propios &y, son

—-1 i
wn ()= Fgon Eetint _
=1/ Zsen Bh=Dnn (3"—”’"' . k=1,2,.... N, (20)
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Formulemos las propiedades de las funciones propias
y los valores propios del problema de contorno mixto (18).
1) Las funciones propias estin ortonormalizadas:

(s Bm) = Onm
‘2) ﬁara toda funcién reticular f (i) definida sobre o* ==

= {z;, = ith, 1 <L i<C N} (o sobroc @ y que se anula para
i=10) es valido ol desarrollo

"___127'2 P SeN (2"‘_1}:’“1 i=1|2! -":N|

(21)
donde

p f(ysen =D - p_q.02 .., N, (22
2N

y p; estd definido en (17).
3) Para los valores propios son vdlidas las desigualdades
e
e+Vvawe

= MRy Shy = o 008t Fam,  1EIN.

4
g sen? - =

Si para la ccuacién (18) esta prefijada la condiciéon de con-
torno de primer género on cl extremo derecho del segrmento
[0, i1, es decir, esta dado el problema

Yz +M =0, z€0,

2 _ (23)
5 Y=t+2ry=0, z==0; y(1)=0,

entonces los valores propios se determinan por la férmula
{19), v las funciones propias normalizadas son

w (i) = ]/ 2 sen ‘},“n‘,"*"“ =

=1/'_fseum:{_:ﬁ;‘~“_fl, T N

Tiene lugar la siguiente afirmacién. Para foda funcién
reticular f (i), prefijada sobre o~ = {z; =ik, i =0, 1,
o N —1, hN = 1} (o sobre ® y que se anula siendo
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= N), es vdlido el desarrollo

{2k —1) ni

f(N-:):-j,— N

(Pg 20N

uMz

i
(=1, 2.0l N, (24)

donde

N
< 3 k—1
@ =3} pesf (N —i) sen EFI L
=1
k=1, 2, . IV, (25)
y p; estd deﬂnido en (17).
Notemos que las funciones propias construidas del pro-
blema (23) estan también ortonormalizadas:
(1tr Bm) = Sam-

4. Problema de contorno periédico. Supongamos que en

la rod Q = {z; = ik, i =0, =1, £2, .}, introducida
sobre la recta —oo << & < oo, se busca ]a solucion perié-
dica no trivial con periodo & del siguiente problema en
valores propios:

y;x+7\-y=0. 3693
PO N =g, =0, 1,42, . b 0N

(26)
Como la solucién es periédica, entonces es suficiente hallar-
la para i =0,1, ..., N — 1. Escribiendo (26} por los
puntos i =0, 1, , N —1 y teniendo en cuenta que

p(—=1) =y (N — 1) y (0) = y (V) obtendremos el siguien-
te problema:

yi4+ 1) —2 @)+ (E—1)=0 0<i<N—1,
y0) =y V), y(—1)y =y —1), (27)

donde z = 1 — 0,50h%.
Hallemos la solucién del problema (27). Sustituyamos la
solucién general

y () = ;T; (2) + .Uy (2)

en las condiciones de contorno. Teniendo en cuenta las
propiedades de los polinomios do Chebishev obtenemos el
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siguiente sistema para determinar las constantes ¢; ¥y eq!
el —Ty(z) —ceUpna(2) =0,
O {(Tya(@ —2) +ec(1+ Uy (2)) =0. (28)

Este sistema tiene solucién no nula entonces y solamente
entonces, cuando su determinantoe es igual a cero. Calcule-
mos este determinante, aplicando para las transformaciones
las férmulas (25), (29) y (81) del § 4. Obtenemos

A—TyENU 4+ Uy @)+ (Tyalz) —2) Uy, (3) =
=14+ Un 3 (D —2Un_ 1 (B =T @+ Ty (2) Uv, () —

— Ty @) Unaa(®) =21 — Ty (2)] =0.
De aqui se deduce, que cuando z = z;, donde

m=cos B, k=0,1, ..., N—1, (29)

el sisterna (28) tiene solucién no nula. De esta forma, los
valores propios del problema (26) son

k 4 femth
M—-—-sen -Tn—h—gsanz%,
fe=0,1,..., N—1. (30)

Obtengamos ahora la solucién del sistema (28). De tal
modo tienen lugar las igualdades

Tya(@) =2 0<EN—1,

—1, k=0, N/2,

N
UN_z(Zh)“‘[ —1, ks£0, N/2,

N, k=0
UN_,(zk)z{—-N, k-—"'Nfz,
0, k0, N/2,

entonces, sustituyendo (29) en (28), hallaremos la siguiente
solucion del sistema (28):

a) para k = 0 y &k = N/2 tenemos ¢, = 0 y ¢; = (M &
= 0;

by parak == 0, k== N/2,0 < k << N — 1, las constantes
ey =c" ¥y ey = c“"? son arbttrarms pero no son iguales
a coro simulténeamente. De aqui obtenemos que las fun-
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ciones
yn ()= cos 2L, k=0, N/2,

Yu (i) = c&k) cos EN_L", 4= Cg') sen 2.';::1 ’ (31)

1<k<<N—1, k=0, -

son las soluciones del problema (27), que corresponden al
valor propio Ax. Notemos que en el caso k 5= 0, N/2 las
férmulas (31) determinan en realidad dos funciones lincal-

2k 2kni sl

mente independientes c¢{®cos—— y ¥ sen
una de las cuales es la solucién del problema (27) y corres-
ponde al valor propio Ap.

Construyamos ahora las funciones propias normadas del
problema (26). Observemos que para las funciones reticula-

res periddicas el producto escalar introducido antes, se
puede escribir de la siguiente forma:

N-1
(@, V)= 3 u (@) v (D) =+ 0,5k [2(0) v (0) +u(N) v (N)] =

N-1
sae IR =§Du(£)v(i)h.

Examinemos dos casos. Sea primeramente N par. De (31)
obtenomos que las funciones propias correspondientes a A,y
Y Ay son

o (£)=I/—:— cos %;i g Ree=, % (32)

A continuacion notemos que de (30) se deducen las igual-
dados

4 — 4
A’.N—I( ==__};§_ Sgnﬂ m[\(&:.}:r SQHZ an_,—_ Kk,
N
k=1, 2, -4 ay T—i.

Eligicndo en calidad de funcién propia correspondiente
al valor propio Ay, la funcién

Pr (5)=-|/'%" cos %;i 3 1-%;5%7—1

y la funcidén

Py (£) == -iz-sen 2k;i , 1sKksS——1,
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correspondiente al valor propio Ay_; == A, obtendremos
junto con (32) un sistema completo de funciones propias del
problema (26). Asi, los valores propios son los A, definidos
en (30), y las funciones propias del problema (26) se Jan
por las férmulas

: o 2k N
| (]')=1/.TGOS[T:[: k=0, g

(=) Zoos 2 1<l g, (33)
ry (i) = -Ig_—sen&;klﬁ-, %+1§Ja£N—1

para ol caso de &N par.

Observemos las propicdades fundamentales de las fun-
ciones propias y valores propios del problema de contorno
periédico (26).

1) Las funciones propias estin ortonormalizadas.

2) Toda funcién reticular f (i) periédiea con periodo N
definida sobre la red Q, puede ser reprosentada en la forma

Ni2 N=-1

= 2 2% 2 2 By
(f (£)=T 2 PrP; €08 Nni +T 2 P, SCN —{N.N ) % 3
k0 B N/2-H1
(34)
donde
= 2kni N
o= 2 pnf(i)cos T, OSh< 5,
i=0
N-1 (35)
2(N— N
f?;;= 2 f(!)sen{—Nm.i_’ T_{_ig_‘;kéN—i.
1, k0, N/2
. (36)

Pr=V1/13, k=0, N/2.

Los férmulas (34)— (36) se deducen del desarrollo de
la funcién f (i} por las funciones propias ug (i):

N1
F@=2 fun @, fo=(fs ma)
; ——_ _ V2

al efectuar la sustitueion fg == P
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3) Para los valores propios se cumplen las desigualdades

0=ho<haShujp= 77, OSESN—L.

Examinomos ahora el caso, cuando /N ¢s impar. En esto
caso los valores propios del problema (26) se dcterminan
por las férmulas (30), pero ademés k, = 0 y tiene lugar la
ignaldad Ay.p = A, £ =1, 2, . .., (VN — 1)/2.

Las funciones propias correspondientes a los valores
propios Ap se determinan mediante las siguientes férmulas:

mo (0=1/ %< k=0,

; T i —1 :
pr (B) = ]/—1— cos 2?' <<k N2 s (37

uh(z)___]/_?_sm 2{N;fc)ﬂi , N;i <E<N 1.

Las funciones propias (37) estdn ortonormalizadas, y los
valores propios A, satisfacen las desigualdades 0 = Ay < Ay <C

{lw_iz—-%cosz%, 0 <<k << N--1. Adomds, cualquier
2

funcién reticular f (i) periédica (con periodo N (¥ —impar),
definida sobre la red Q, es representable en la forma

2 " ke 5 e
f == 2 eaucos——+5 > X
h=0 h=(N41)/2
i Z(N-J;k) m
donde
= 2%mi N—1
Pra= D paf (i) c0s -, OSh<H—,
i=0
bty 2{N—I)mi N1
- —_— n -
pu= D) f(@ysen 2R TR <N —1,
Fu ()

siendo p, definido mds arciba.



Capitulo
I

Método
de factorizacién

En este capitulo se estudian distintas variantes del método directo
de solucion de las ecuaciones reticulares, el método de Factorizacion.
Se examina la aplicacidin del método para la solucién, tanto de ecua-
cioneg oscalares, como vectoriales.

En cl § 1, se consiruye y se investiga el método de factorizacién
para ccuaciones tripuntuales escalares. El § 2 estd dedicado a distin-
tas variantes del método de factorizacién, aqui son examinadas las
factorizaciones por flujos, ciclica y no monétona. En el § 3 se exami-
nan_las {actorizaciones monétona y no mondtona para ccuaciones
escalares pentapuntuales. En el § 4 son construidos los algoritmos de
la_ factorizacién matricial para ecuaciones vectoriales bipuntuales y

tripuntuales y el método de factorizacién ertogonal para ecuacioncs
bipuntuales.

§ 1. Método de factorizacion
para ceuaciones tripuntuales

1. Algoritmo del método. En el capitulo I fueron expues-
tos los métodos de solucién de ecuaciones de diferencias con
coeficientes constantes. El presente capitulo estd dedicado
a la construccién de métodos directos de solucién de proble-
mas de contorno para ecuaciones de diferencias tripuntuales
y pentapuntuales con coeficientes variables, y también para
ccuaciones vectoriales tripuntuales. Aqui serdn estudiadas
distintas variantes del método de factorizacién que repre-
senta en si mismo el método de eliminacién de Causs,
aplicado a sistemas cspeciales de ccuaciones algebraicas
lineales y que tienc en cuenta Ia estructura de banda de la
maftriz del sistema.

Comencemos a examinar el método de factorizacién
a partir del caso de las ecuaciones escalares. Supongamos
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que se exige hallar la solucién del siguiente sistema de
ccuaciones tripuntuales.

el — both = fo, 1 =0,
— i F el — b =fn 1<i<N —1, (1)
—anYn-1+ CnYy = fnr t =N,
o en forma vectorial
.:%Y ! FJ
donde ¥ = (¥g, U1» - - -» Uy) €8 el vector de las inedgni-

tas, F=(fo, fz» - - +» fi) 03 el vector de los miembros dere-
chos, v . es la matriz cuadrada de (N 4 1) (N - 1)

co—by O O... O O 0 0
gy gy by Base O 0 0 0
0 —as ¢oa—by... O 0 0 0
A= : : P : a ; ;
0 0 0 0. s =dn-2 Cr-2 _-'bN—z 0
0 0 0 0... 0 — ey Cnai _bN——-l
0 0 0 0... 0 O —ay cx

con coeficientes reales o complejos.

Los sistemas del tipo (1) aparecen en la aproximaciin
tripuntual de problemas de contorno para ccuaciones dife-
renciales ordinarias de segundo orden con coeficicntes
constantes y variables, y tambén en la realizacién de los
esquemas de diferencias para ecuaciones en derivadas
parciales. En el dltimo caso con frecuencia se exige resolver
no solamente el problema (1), sino una serie de problemas
con miembros derechos distintos, pero ademds el niimero de
problomas en la serie puede ser igual a varias decenas y cen-
tenas para un ndimero de incégnitas en cada problema
N =~ 100. Por eso es necesario elaborar métodos econdémicos
de reselucién de problemas del tipo (1), para los cuales ol
nimero de operaciones sea proporcional al nimero de
incognitas. Un tal método para el sistema (1) es el método
de factorizacién.

La posibilidad de construccion de un método econdémico
se encierra en la particularidad del sistema (1). La matriz ¢
correspondiente a (1) pertenece a la clase de matrices enra-
recidas: de (¥ -+ 1)® elementos hay no mis de 3N -+ 1
elementos no nulos. Ademds, olla posee estructura de
banda (es una matriz tridiagonal). Esta distribucién regular
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de los elementos no nulos de la matriz £ pormite obilener
formulas de caleulo muy simples para caleular la solueion.

Pasemos a la construceiéon del algorilmo para resolver
¢l sistema (1). Hecordemos la sucesion de operaciones que
se realizan en el método de eliminacion de Gauss. En el
primer paso se elimina la incégnita y, de todas las ecuaciones

del sistema (1) para i =1, 2, ..., N con ayuda de la
primera ecuacién de (1), después de las ecuaciones trans-
formadas para i = 2, 3, ..., N se elimina la incégnita y,

mediante la ecuacién correspondiente a i = 1, ete. Como
resultado obtenemos una ecuacion respecto a yy; con esto
termina el paso directo del métode. En el paso inverso
parai=N—1, N — 2, ..., 0, se encuentra y; mediante
108 ¥igqs Yigns - « -» Y ya hallados y los miembros dere-
chos transformados.

Siguiendo la idea del método de Gauss realicemos la
exclusion de las incOgnitas en (1). Introduzcamos notacio-
nes, poniendo a, = bylce, P; = folco ¥ escribamos (1) en
la siguiente forma:

Yo — ¥ = PBas i =0,
—@Yig et — Vi =Ffor 1IN —1, (1)
—anYn- + enln = i=N.

Tomemos las dos primeras ecuaciones del sistema (1°).
Yo — ¥y = Py — o + s — bye = 1.

Multipliquemos la primera ecuacién por e, y sumémosla

con la segunda. Tendremos (c; — ay0y) ¥4 — Uylte = f1 +

+ a,f, o después do dividir por ¢; — a0

by B e f1+‘hBt
4 2=

£ =02y Cy—Ca,

Yi— s =P, cta=

Todas las restantes ecuaciones del sistema (1') no contienen
Ya» por eso el proceso de eliminacién so termina en este
primer paso. Dobido a osto, ocbtenemos el nuevo sistema
«abreviado»

y:.l — Oolfs = B-z: i = 1t
—aioy + e — biYi = fo, 2<LiKN —1, (3)
—@nYn-1 T EnYn = T i=N,

el cual no contione la incdégnita y, v posee una estructura
andloga a (1'). Si este sistema serd resuelto, entonces la
inedégnita y, se halla por la formula y, = @,y ~+ By- Al
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sistema. (3) so le puede de nuevo aplicar ol método descrito
de eliminacién de las inedégnitas. En el segundo paso serd
eliminada la incOgnita y,, en ol tercero y,, ¥ asi sucesiva-
mente. Como rosultado del I-ésimo paso oblendremos el

sistema para las incognitas yp ¥4 - - o Un
Y1 — %+ = Bivo i =1
—~@ilY i~ * i — Diyivr = fi, L HAKISN — 1, (4)
—axYn-1 -t exYn = fne i=N

y las férmulas para encontrar y; con los nimeros i << 1 — 1
Yi = Qiqpa¥its F Birn i =11, 1 -2, ..., 0. (5)

Evidentemonte, los coeficientes «; y f; se oncuentran por
las férmulas
I litabi

oL e —
PR e e 4 Piag=s o —ayo ?

by
g, B o o=, By= L

.

Suponiendo en (4) I =N — 1, oblenemos el sistema
para ¥y € Yn-
Yner — &x¥Yn = By —an¥n- -t en¥n = fu,

dol cual encontramos ¥y = By+1» ¥Yn-1 = %n¥n + Bn-
Uniendo ambas igualdades con (5) ({ = N — 1) obtene-
mos las férmulas finales para encontrar las incognitas:

yl=ai+lyn!+ﬁf+h i=N—1, N—-2,..,0,
¥n = B+ (6)
donde «; y P, se obtienen mediante las férmulas recurrentes

b b
ai-l-l:m’ i=i! 2: RN N_i’ Cf.1=';:—; (7)
5i+1m'g-i%——ﬁ’ i=1, 2, ..., N, B":i_:' ®)

Asi, las férmulas (6)-(8) describen el método de Gauss
el cual en su aplicacién al sistema (1) ha obtenido el nombre
especial: método de factorizacién. J.os coeficientes a; y B,
so Haman coeficienfes de factorizacién, las férmulas (7) y (8)
describen el pase directo de la factorizacién, y (6) el paso
inverso. Puesto que los valores de y; se encuentran aqui
sucesivamente al pasar do { -+ 1 a i, entonces las férmu-
las (6)-(8) son algunas veces llamadas férmulas de factoriza-
¢cién derecha.
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El cadlculo clemental de las operacionos arilméticas en
(6)-(8) muestra, que la realizacién del método de factori-
zacion por ostas férmulas exige el cumplimiento de 3N
multiplicaciones, 2/ - 1 divisiones y 3V sumas y restas.
Si no hacemos distincién entre las operaciones aritméticas,
su nimero total para ol método de factorizacion es Q =
= 8N -+ 1. De este niimero, 3N — 2 se gastan en ol calcu-
lo de &; ¥y BN -+ 3 en el calculo de f; e y;.

Notemos que los coeficiontes o; no dependen de la
parte derecha del sistema (1), y se determinan solamente por
los coeficientes a;, b; y ¢; de las ecuaciones de diferencias.
Por eso si se exige resolver la serie de problemas (1) con
segundos miembros diferentes, pero con la misma matriz 4,
los cooficiontes de factorizacion «; se calculan solamente al
resolver el primer problema de la serie. Para cada problema
ulterior se determinan sélo los coeficientes f§; y la solucidén
Y1, pero ademis so emplean los a; hallados antes. De esta
forma, tinicamente en la solucién del primer problema de
la serio se emplea el nimero Q = 8N 4 1 de operaciones
aritméticas, y en la solucién de cada problema siguiente
so gastardn ya tan sélo 5N -- 3 operaciones.

Como conclusién indiquemos el orden del caleulo segin
las formulas del método de factorizacién. A partir de «,
y B por las férmulas (7) y (8) se determinan y se guardan
en la memoria los cooficientes de factorizacién «; y B;.
Después por las férmulas (6) se encunentira la solueidén y;.
2. Mdétodo de las factorizaciones opucstas. Mas arriba
fueron obtenidas las férmulas de factorizacién derecha para
resolver el sistema (1). Andlogamente se deducen las fér-
mulas do factorizacién izquierda:

§s=c‘_“gm,i=N—~1,N—2,---,1.§N=i;, (9)

b i
n Lbilies N, N2, .., O, =L, (10)

¢ —bikie1
Virr =B+ Mise, i=0, 1, ... ,N—1, yo=mn,. (11)

Aqui los valores de y; se encuentran sucesivamente al crecer
el indice i (de izquierda a dorecha).

A veces resulta cémodo combinar las factorizacionos
derecha e izquierda, obteniéndose el asi llamadoe método de
factorizaciones opuestas. Este método es 1itil aplicarlo si hay
necesidad de hallar solamente una incégnita, por ejemplo
Ym (0 << m <C N) o un grupo de inebéngnitas consecutivas.
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Obtongamos las férmulas del método de factorizaciones
opuestas. Sea 1 << m < NV y supongamos que por las formu-
las (7)-(10) estan halladas oy, @2y « « <y Gmy Py, Pay - - -
bk Ay ﬁm Y gNl EN—I’ = Ery gmu May Av-1r » = o2 Mme Igseri-
bamos las formulas (6) y (11) para el paso inverso de las
factorizaciones derecha e izquierda parva { = m — 1. Tendre-
mos ol sistema

Ym-1r = Zm¥m + bms  Um = Emim-z 1+ Nms
del cual hallamos y,,:
M+ Embm

Ym = 1—Emtm

Utilizando el y,, hallado, mediante las férmulas (6)
parai=m — 1, m — 2, ..., 0 hallaromos sucesivamente

Um—-1y Ym—gs - - =» Yo, ¥ por lag férmulas (11) para i =
=m, m -+ 1, ..., N calculamos losrestanles ¥, -+, ¥m+2,
< e Y

De esta forma, las férmulas del método de factorizaciones
opuestas tiemen la forma:

b; b
ai+t”=ci_}aimi 5 I‘,='l, 2, g m..—i, ai:-c—:-,

_ fetaibs T __to
Bros=——ggrs =1 2, ..., m—1, By=22, (12)
s =N — - s SO

Byenimy e imlmd, Wl o ST
O w2 1) 1% N _In

L iaa— e R Tl TRl 8

pava calcular los coeficientes do factorizacidon y

Yy =0 oY1+ Py i=m—1, m—2, ..., 0,

Vier=Eselli + MNigpy t=m, m+1, ..., N—1, (13)
_ Mm~+EmbBm

Ym= 1—Emom

para determinar la solucidn,

Es obvio, gue el nimero de operaciones que se gastan
para encontrar la solucién del problema (1) mediante ol
método de factorizaciones opuestas, es el inismo que para
la factorizacién izquierda o la derecha, os decir Q = 8N.
Observemos que para el caso particular de coeficientos
constantos a; = b; =1, ¢; =cparai=1, 2, ..., N —1
y by = ay = 0 ol nlunero de operaciones puede ser dismi-
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nuido, si &V es un nimero impar, de la siguiente manora.
Dado N = 2M — 1. Pongamos m = M en las formulas (12)
y (13) de! método de factorizaciones opuestas. Entoncos
En—it+r — gy, £ =1, 2, ..., M. Por lo tanto, no es nece-
sario hallar el coeficiente de factorizacion &; ¥y las férmulas
del método de factorizaciones opuestas tendran )a forma

y B=1y 2y o M—4, 0;=0,

o =
it o

ﬁi+1=(fi+ﬁi)a;+,. f=‘1, 2, ey M——'l, ﬁlﬁ.i_:’

in

T.Iiz(fi 'l‘ni-i-l.)ah’—i-i-tl 1=:N""‘1! N_Z! "'lﬂ{l TIN-__CN’

Yo =g ¥ibr + Pigy =M1, M—2,...,0
Hivg = Ona¥i + MNigpy =M, M+1, ..., N —1,

donde yur = (Mar -+ anPar)/(1 — ais).

3. TFundamentacién del método de factorizacién. Mas
arriba fueron obtenidas las férmulas del métedo de factori-
zacién sin suposicién alguna respecto a los coeficientes del
sistema (1), Detengdmonos aqui en la pregunta sobre cuiles
exigencias doben satisfacer estos coeficientes, para que el
método pueda ser aplicade con suficiente exactitud.

Aclaremos la situacién. Ya que las férmulas de cdlculo
(6)-(8) del método de factorizacién contiemnen operaciones
de divisién, entonces es preciso garantizar que el denomina-
dor ¢; ~ a;o; on (7) y (8) no se anula. Diremos que el algo-
ritmo del método de factorizacion derecha es correcto, si
¢;~~ao;5=0 para i =1, 2, ..., ¥. Mas adelante la
solucion y; se encuentra por la formula recurrente (6). Esta
formula puede proporcionar acumulacién de errores de
redondeo de los resultados dé las operaciones aritméticas.
In ofocto, supongamos que los coeficientes de factorizacion
«; ¥ P son hallados exactamente, y al calcular y, se admite

un error ey, s decir, esti hallado ;N = Yn + ex. Como
la solucién y; se encuentra mediante las formulas (8) y; =
= Git1li+1 -+ ﬁi‘i-lr i=N — 1, N — 2‘ .oy 0, enfonces

el error &; = y; — y;, obviamente satisfacerad la ecuacion
homogénea &; = G; 418141, L =N —1, N —2, ..., 0 pa-
ra ¢y dado. De aqui so deduce, que si todos los &; son mayo-
ros en mobdulo que la unidad, entonces puede ocurrir un
fuerte aumento del error &, y, si V es suficientemente grande,
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la solucién real y; obtenida se diferonciard significativa-
mento de la solucién y, buscada.

Por no tener posibilidad de detenernos mas dolallada-
menle en la discusién do los problemas de estabilidad com-
putacional del método y del mecanismo de formacion de la
inestabilidad, formularenios la exigencia que frecueniemente
se plantea al algoritmo del método de factorizacion. Exigire-
mos que los coeficientes de factorizacién «; no excedan
en modulo la unidad. Esta condicion suficiente garantiza
el no erecimiento del error g; en la situacién modelo exami-
nada mds arriba. Si se satisfaga la condicién |a; | << 1,
diremos que ol algoritmo de factorizacién dorecha es estable.

Aclaromos las condiciones do corroccién y estabilidad
del algoritmo (8)-(8). El siguionte lema contiene condiciones
suficientes do correccién y estabilidad del algoritmo de
factorizacién dorecha.

LEMA t. Sean los coeficientes del sistema (1) reales y que
satisfacen las condiciones by, | =0, tay [=0, |6y | =>0;
IcN|>0v Iai1>03 lbii>0! £=1|2)--‘rN""1r

bl =la [+ 10|, i=1,2, ..., N—1, (14)
leo | == 1bo 1, lex 1= lay |, (15)

con todo al menos en una de las desigualdades (I14) 6 (15)
se cumple la desigualdad estrieta, es decir, la matriz 4 posec
une predominancia diagonal. Entonces para el algoritmo
(6)~(8) del método de factorizacién tienen lugar las desigualda-
dese; — ayo; 550, oy | <1, i =1, 2, ..., N que garan-
tizan la correccion y estabilidad del método.

Realicomos la demostracién del lema por induccién.
De las condiciones del loma y do (7) se desprende que

0 <[] =10l <1, (16),

leal

Moslremos, que de la desigualdad [o; |<{1 (i<CN — 1)
v de las condiciones del lema se deducen las desigualdades

er— @ # 0, |aig| <1, <N —1. (17)

Por tanto, teniendo en cuenta (18), obtendremos que tienen
lugar 1as desigualdades |a;|<C1 para i=1,2,... N
ve; —a; 5= 0parai =1, 2, ..., N — 1. Para culminar
la demostracién del lema queda por demostrar la desigual-
dad ¢y — ayay 5= 0. Asi, cstablezcamos primeramente (17).
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Sea fo; §<<1, i <X N — 1. Entonces de (14)
fei—awtg [Z= e |~ lag | la [Z= )00 | +
+la: it —[a )=10: [>0, (18)

y, por consiguiente, ¢; — a;; = 0. Mas adelante, de (7)
y (8) obtenemos

161 o Al _
eg—azo;| = byl =1

EINES

lo que se exigia demosirar.

Queda por mostrar que cy — ayoy 5= 0. Para esto

utilicemos la suposicion do que al menos una de las desigual-
dades (14) 6 (15) es estricta.
Aqui son posibles varios easos. Si [ey | > | ay |, entonces
en virlud de Io demostrade |ay | =<1 y, por lo ianto,
ey — ayay 5= 0. Si la desigualdad estricta se alcanza en
(14) para un cierto i, 1 <Ciy, << N — 1, entonces de (18)
obtendremos, que |e¢;, — a;%;, | = | bi, | ¥, por consi-
guiente, ocurre la desigualdad | @4+, [ <<1. A conlinua-
cién por induccién se establece facilmente la desigualdad
lea; | << 1 para i == i + 1. Luego, on este caso lendremos
oy | <<1 y por eso ey —ayay = 0. Si |cg | == | &y |,
entonces la desigualdad | a; } << 1 tiene lugar comenzando
desde i = 1. Por eso de nuove obtenemos |ay |<<1 ¥y
ex — axay = 0. El lema estd demostrado.

OBSERVACION t. Las condiciones de correcciéon y estabi-
lidad del algoritmo (6)-(8), formuladas en el lema 1, son
s6lo condiciones suficientes. Estas condiciones pueden ser
debilitadas, permitiéndole a algunos de los coeficientes g,
y b, anularse. Asi por ¢jemplo, si para cierto 1 <Tm <IN —
— 1 resulta que u,, = 0, entonces cl sistema (1) se descom-
pone on dos sistemas:

Cm¥m — Pm¥m+1 = fm. i = m.
—ay i tei—biyiyy = fi, mHI<I<N —1,
—anyn-1 -+ ex¥x = Fus i=N
para las incognitas ¥n, Ym+t1s - - «» Un ¥
coYo — Do¥y = fo» =0,
—aiYi-y + ¥ — biltier = Jis 1<igsm— 2,

~fmy¥m-g + Cmei¥m-1 = Fm + Omlim
100



para las incoégnitas ya, ¥y, - - -, Yme1- A cada uno do ostos
gistemas se le puede aplicar el algoritmo (6)—(8), si para
ollos se cumplen las condiciones del lema (1). Pero en este
caso las formulas (6)—(8) pueden utilizarse para encontrar
directamente la solucién de todo el sistema (1) dividido
y ademas el algoritmo serd corrccto y estable.

OBSERVACION 2. Las condiciones del lema 1 garantizan
la corroceién y estabilidad de los algoritinos de las factori-
zaciones izquierda y opuestas. Estas condiciones se conservan
también para el caso dol sistema (1) con coeficientes comple-
Jos a:, b: ¥ cs.

Mostremos ahora, que cuando se cumplen las condiciones
del lema 1 el sistema (1) tiene solucién vinica para cualquior
miembro derecho. En efecto, teniendo en cuenta las rela-
ciones (7), so puede mostrar por una mulliplicacién directa
do maltrices que la matriz £ del sistema (1) se representa
on forma del producto de dos malrices triangulares L y U

A = LU!
donde
g 0 0 0. 0 0 0 0
—~ay Ay 0 0. 0 0 0 0
0 —a, A, 0. 0 0 0 0
0 0 —ay A;. 0 0 0 0
L = . . 3 .
0 0 00 Ajx_z 0 0 0
] 0 00 —ay_g Ay 0 0
0 0 0 0 . 0 —an_y Ay ©
0 0 00 0 0 —ay Ay
1 —ay 0 0 . 0 0 0
0 1 —a, 0O . 0 0 0
0 0 { —ag... 0 0 0
U =1. 4 %
0 0 0 0 ... 1 —oaxy O
0 ] 0 0 ... 0 1 — Ly )
0 0 0 0 0 0 1
yA, =c;—amy, i=1, 2, ..., N.Ya que

N
det A =delt L.-detU =¢, ”l Ay
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y on virtud del lema 1 ¢y 20y A, =Oparai =1, 2, ...

., iV, entonces del £ =& 0. Por ¢so ol sistoma (1) en caso
de cumplirse las condiciones del lema 1 posee solucién tinica
v esla solucion puede ser hallada por el método de factoriza-
cién (6)—(8).

4. Ejemplos dc aplicacion del método de factorizacién.
Examinemos algunos e]emplos de aplicacion del método do
factorizacion expuesto mds arriba.

BIEMPLO 1. Primer problema de contorno. Supongamos

(que se exige resolver el siguiente probloma:

k@u (@) —qg@)u(@)=—f), 0<2z<]
u(0) = pp, u(l) = po, k (@) 22 ¢, >0, ¢ (2) = 0. (19)
En el segmento 0 <C # < I consiruyamos una red no unifor-
me arbitraria o ={z; €10, Il, i =0, 1, . N, z, = 0,
zy = 1} con pases h; = x; ~ 25, z“‘l 2 LN ¥y
sustituyamos (19) por c] siguiento problema de d1femnc:aq
(ayz). —diyi=—@; ISISN—I,
T (20)
o= M1, ¥y = Ha»
donde d; = g {(x;), ¢: = f (x;), vy para a; utilicemos Ia
aproximacién mds simple del cocficionte % (z)}: a; =
= k (z; — 0,5h;). Anotando la dervivada de diferencias que
enira en (20) por puntos

1 Yisa — Ui Hi—Uli
(ayx x 4 ﬁ_I'(GIH Teint —a; Tt )1
donde %A; = 0,5 (h; + A;41) s el paso medio en el punto

z;, obtendremos, que el problema (20} se cscribo en forma
del sistema

ColYyo — Boyr = fos i =0,
~AiYiq + C¥i—Biyina =l 1<<i<N —1, (17
—AnYna +Cnyn = s i=N.
Aqui

By=Ay=0,Co=Cn=1, fo =11 fv = p2 fi = 90,
1] My . L g
Al__‘_ﬁ_;ji‘_-’ Bi‘_nihi:l.‘ (“t'__Ai'l'Bi“I'diI 1"-<-..I{“-'.-.N_1;

(21

En virtud do la construceion del esquema de diferencias
(20) para los coeficientos a; y d; se cumplen Jas siguienles
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condiciones: a; == ¢; > 0, d; == 0. Por eso de (21) so deduce
quo para (1”) estan Lumphdas las condiciones del lema 1
y este probloma puede ser resuclto por el método do factori-
zacion.

EIEMPLO 2. Tercer problema de contorno. Examinemos
ahora ¢l caso de condiciones de contorno de tercer gémero:

% (=) uw () — g @ u (@)= —f(2) O<e<Tl,
k(0) v’ (0) = »u (0) — py, (22)
—k () u' (@) = %u () — pan
Consideraremos cumplidas las condicionos siguientes: k(z)>>
=e>0, 9 (m)::>0 %, == 0, %, = 0, ndemids, si g (z) =
= 0, entonces %! | u‘“ o

En la red no umforme introducida mas arriba el proble-
ma (22) se aproxima por el siguiente esquema de diferencias:

(ayg) 3= i = —@1, 1<IKN —1,
2 2 2 ’ A
Tj'aiyx.o‘—:(d()'}";;'“i) yn—(lPo—FT[ !-11); i=0, (23)

.h.kz—m ANz, N= (dN+%K2) Yy — ((pN.g._k%_m),iﬁN‘

donde los coelicientes a;, d; y g; son elegidos medianto el
método indicado en el ejemplo 1. Anotando la segunda deri-
vada de diferencias (ayz)2 por puntos,y también las primeras
derivadas

Yigr—¥i o= §= Yi—Uia

Yo, = Tin ! YEd Tre ’

reduciremos (23} a la forma (1%), donde

By=i, Ax=FE, Co=Botdotos

2
CNZAN+dN+sza fo=1Pe —|--;;'-an fN=iPN+";';'uz=

A.i_ fi;h ? B -_hah-l C =4; + 5, —-}-d“ fi=w;,
1<isN—1.

IEs facil comprobar que en este caso también se cumplen las
condiciones del lema 1.

FIEMPLO 3. Ksquemas de diferencias pare la  ecuacidn
de conduccién del calor. Examinemos el primer problema
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de contorno para la ecuacién de conduccién del calor:
a e
T:=_’ 0<cax<ll, t>0,

ox®

u (0! t) = I (t)- u (51 ﬂ} = W2 (tJ: (24)

u (@, 0) = u, (2).
En ol plano (z, t) introduzcamos la red o = {(z:, %),
2 =1ih,i=0, 1, ... N, h=IN, t, =nt, n=
=0, 1, ...} con paso % en el espacio y v segin el tiempo.
Aproximomos (24) por el esquema de diferencias
Yrp=oyz"  +(--o)y: ., I<ISN-—1,

x, x, i
y;‘l:p’l (tu): yﬁ == Wg (tn)s y?"‘_“”’n (‘rf)! R':Or 19 sewy (25)
donde o es el pardmetro real, yf=y (x;, i,),

1
Ve, s = 37 Wir1— 20+ vi-1)s
1 T+l i1 {26)
yr, 1 =— @ —yl).

Es conceido (véase, por sjemplo, [9]) que ol esquema (25)
tiene la aproximacién O (v 4 %) para toda o; O (v? -+ A?)
para 0 = 0,5 y 1a aproximacién O (v -+ #%) para 0 = 1/2 —
— R (127). La condicién de estabilidad del esquema (25)
segiin los datos iniciales tiene la forma

o == 1/2 — B3/ (4v). (27

Volvamos ahora al método de solucién de las ocuaciones

(25) respecto a y»+**. Considerando y» ya conocido, escriba-
mos (23) en la siguiente forma:

1 + 1 L)

STy —u =l ISV — 8,

Yo' =py 1)y YN =Ha Grr)s
1 b F
donde @f =— y}‘+(%—-1)y;,_;, sioz:0.

Empleando (26) reduzcamos este esquema a la forma (17,
donde By=Ay=0, ¢,=Cn=1, fo= 1 (Ers1)s

|
fv=p2(ni), Ay=B; =55, C;=4,4+B,+

{ "
o fi=ol, IisSN 1.
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IHallemos las condiciones para las cuales se pueda resolver
el sistema (1) conslruido con ayuda del método do factori-
zacion. Del lema 1 se deduce, que se debo cumplir la condi-
cién | 2/h% + 1/(o1) == 2/h*. Resolviendo esta desigualdad,
hallamos la condicion suficiente de aplicabilidad de
la factorizacion: ¢ = —h*/(4t). Comparando esta desigual-
dad eon (27), obtendremos que si para el esquema (25) esta
cumplida la condicién do estabilidad (27), entonces para
encontrar la solucion en la capa superior puede aplicarse
el método de factorizacion.

BjeMpLo 4. Eeuacién de Shrodinguer no estacionaria.
Examinemos la ecuacion de Shrodinguer no estacionaria
12 L 0<z<l >0, u(0, )=u(l, £)=0,
u {Ol W) = Uy (:‘:)l i = V"'_i

Para esta ocuacién, al igual gque para la ecuacién de
conduceién del calor (24), se puede construir un esquoma
de dos capas con pesos

iyf.k:Gyg;:h-\l-'(i_ﬁc)ygx.h’ 1‘€uk£N_‘ir {28)
yi=uk=0, yh=u,(x),

donde el parimetro o = o, 4+ ig; puede tomar valores en
el plano complejo. Il esquema (28) tiene un error de aproxi-
macién O (v -- k*) para cualquicr o; cuando ¢ = 0,5, él
os igual a O (1* 4+ k%) y cuando o = 1/2 — A%/(12%) el
error de la aproximacion es igual a O (12 + #%). La condicién
do estabilidad por los datos iniciales ticne la forma

o, = Re o == 0,5. (29)

El esquema (28) se reduce de modo usual al sistema (17)
v las condiciones del lema 1 adquieren la siguiente [orma:
{ 2/h* + i (o7) | = 2/h%. Resolviendo esta desigualdad, obte-
nomos, gue el método de factorizacién para enconirar la
solucién del esquema (28) en la capa superior, al satisfacer
la condicién a, = Imo == —h*/{47), es correcto.

De esta manera, la condiciéon de aplicabilidad del método
de factorizacion para el ejemplo examinado no coincide con
la condicidn de cstabilidad del mismo esquema de diferencias
por los datos iniciales.



§ 2. Variantes del método
de factorizacion

1. Variante por flujos del método de factorizacion. Exa-
minemos la variante del método do factorizacién emploada
para resolver los problemas de diferencias con coeficientes
fuertemonte variables. Ejemplog de tales problemas son los
problemas de la hidrodindmica con termoconductividad v la
hidrodinimica magnética, donde los coeficientes de termo-~
conductividad y conductividad eléctrica dependen de los
pardmetros termodindmicos dol medio. En el caso de proble-
mas térmicos pueden haber partes adiabiticas donde hay
ausencia de conductividad térmica y también partes isotér-
micas donde la termoconductividad es infinitamente grande.
En los problemas magnéticos pusdoen existir partes conducto-
ras ideales y no electroconductoras, respectivamente.

Con frecuencia en tales problemas, ademés de la misma
solueidn, se exige hallar también el flujo de calor (problema
iévmico). Al resolver las ecuaciones en diferencias de segundo
orden, a las cuales se reducen los esquemas de diferencias
para estos problemas, por las férmulas de la factorizacion
comiin, a menudo ocurre una pérdida significativa de exacti-
tud. La ulterior utilizacion de la diferenciacion numérica
para calcular el flujo conduce a un resultado no satisfacto-
rio. Librarse do esta insuficioncia se hace posible mediante
el paso a la asi llamada variante por flujos del métedo de
factorizacién. Las férmulas para esta variante de la factoriza~
cién se pueden obtener como resultado de una transforma-
cion de las férmulas de la factorizacién comin.

Asi pues, oxaminemos ol problema de contorno de dile-
renclas

—@Yiq + i — Qg Yipr = [, 1I<iKN—1,

Yo — *1lfy = Wy, Yy — Kol w1 = o, (1)
donde

€ = a; + @4y +d;, 0<a; << oo, (2)

d;>0,i=1,2 ..., N—1, |» |<1,

| % | < 1. (3}

Las formulas de factorizacién derecha (véase (6)—(8)
del § 1) para el problema (1) tomando en consideracién (2)
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adquieren la forma
Y= c_ci..HyH., —{-’Bi"'l‘ i=N— '1‘ N —:.", ey 0,

s l’-2+x@2\?

4
YUn 1_23’1.’\" L} ( )
- Riga .
ai+1=‘31+1+di+ai (i—a[] 3 1=1, 2, Smdiiny
N_1-1 ;1=’K3, (5)
Bivi=(fi+a, B)—2E, i=1, 2, ...,
N —1, Bi=p. (6)

Introduzcamos una nuova funcion reticular desconocida
(flujo) por la férmula

w; = —a; (Y — Yi-1)s Eomm A 25 0 s oy NG (7)
y reescribamos (1) en la forma

Wiy — W+ diyy=Fi, I1<IiKN—1,

Yo — % = ppy, 1 =0,

—%ay + an (1 — %) v = anlts, i=N. (&)
De (7} hallamos

L Wita, i"_:‘ov 1' LR | N_"it

@i4q

Yi=Yyi1+

y sustituyamos esta expresiéon en (4). Como resultado encon-
traremos la relacién que conecta a Y;4q ¥ Wiy

Wity + Givry (1 — igy) Yivr = @i 41Bi+1s

=0, 1, voiy N —L
Introduciendo las notaciones

;= a¢; (1 — &), B: = a:pi, Py 25 wwny Dy
reescribamos osta relacién en la forma

w; + aiyi — ﬁi’ i == 1., 2, "% oay N. (9)

Observomos que las ecuaciones (8), (9) forman un sistema
algebraico que contiene 2N <4 1 ecuaciones respecio a
2N + 1 incognitas Yy, Yy -« v Yn ¥ Wy, Wo, . - ., Wy
l.a estructura de este sisiema es ial que se divide on dos
sistemas independientes para las coordenadas Yy, ¥,
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s YN Y Wy, W, ..., wy. Conslruyamos ostos sistemas.

Expresemos de (9) y,: y; = B, — wi)lay, i =1, 2, . ..

. - -, N y sustituydinosla en las ecuaciones del sistema (8)

para i =1, 2, ..., N. Debido a esto oblenemos las ecua-
ciones

difi —oufs
v b v+ 2N
b= Ay WD s A, (10)
we — AN [ —%) By —onit,]
- (—ny)an +ann, °

resolviendo las cuales sucesivamente hallaremos todos los w;,

Obtongamos ahora ecuaciones para y;. Para esto exprese-
mos w; de () w; = —ay; +p;, i=1,2, ..., N vy
sustituyimoslo on (8) parai = 1, 2, ..., N. Como resulta-
do obtendremos las ccuaciones

iy it fi —Bias--Pi

CTE= ag+d;

i=N—1, N—2, ..., 1,

Yo= %4l + 14, (11)
Un HoBar - awiy

T 0—x,) ay +on¥y
para el cileulo consecutivo do y;.

Lscribamos las formulas recurrentes para determinar
a; ¥ B:. Utilizando (5) y (6), hallamos

aig [as (1 —5) 4-ds] o

apy+dita; (1—ay)

_ Wiag (0t --dy)

i pey oty d;? (12}
1=1, 2. s eey N'—'i, 0:.1=ai(1—+x,),
ﬁi+1=ai+1§i+l=gﬁ%9 i=1, 2, ..., N—1,

Pr=a.puy. (13)

De las condiciones (2) y (3) y do las formulas (12) se deduce,
que «; == 0. KEntonces el cooficiente o;/(et; + d;) en Ia
férinula (10) no supera la unidad, lo c¢nal garantiza la esta-
bilidad del algoritmo para caleular w;. Asi sucesivamente,
puesto que de las condicionos a¢; == 0 y d; = 0 se despronde
que a;4; << ;4 + a&; + d;, enlonces en virtud de (12)

108

Zppy = @ypg (1 — 0ty 44) =



es vilida la desigualdad o4, << &; + d;. Por eso ol cocfi-
ciente ;. /{ee; + ;) en la formula (11) es siempro menor
que la unidad, lo cual asegura la estabilidad al calcular y;.
Notemos que cl denominador en las expresiones para wy
© Y, €S Siempre mayor quo cerg.

Asi pues, el algoritmo del método de factovizacion por
flujos se describe medianto las férmulas (10)—(13). Observe-
mos que es racional utilizar las formulas recurrentes indica-
das para a; ¥ B; al igual que las oxproesiones para ¥y ¥ Wy,
Si a;49 << 1. Si a;4, =1, entonces se recomienda utilizar
las siguientos formulas, obtenidas do (10)—(13) al dividir
el numerador y el denominador de las fracciones por a;iq:

oty = d; fi+Bs

o _MaBlaxtpa _ U7 Py —anpy
Y~ 1—sg syt fay ” x I —%g oot fa

Calculemos el nimero de operaciones aritméticas que es
necesario ofectuar para la realizacién do (10)—(13). £n una
organizacion sensata de los cilculos, cuando las exprosiones
comunes para varias férmulas se calculan una sola vez,
¥y los factores comunes a varios sumandos se sacan fuera del
paréntesis, el nimero de operaciones para (10)-—(13) es
@ = 21N + 1. Eslo es aproximadamente dos veces el nime-
ro de operaciones que se necesitaria gastar, para hallar la
solucion y; del problema (1) por las fé6rmulas de factoriza-
¢ién comin, y después hallar el flujo w; por la [Grmula (7).

2, Método de factorizacién ciclica. Examinemos ahora
el siguiente sistema:

—¥iq + el — biyivy = fi,
i=10, =1, +2, ..., (14)

cuyos coceficientes y segundos miembros son periédicos con
periodo N:

@ = Girny Vi = birny ¢i = Cians fi = fian- (15)

A los sistemas dol tipo (14), (15) llegamos, por ejemplo,
al examinar esquemas de diferencias tripuntuales destinados
para obtener soluciones periédicas de ecuaciones diferencia-
les ordinarias de segundo orden y también para la solucion
aproximada de ecuaciones con derivadas parciales en coorde-
nadas cilindricas y esféricas.

Al satisfacer las condiciones (15) la soluciGn del sistema
(14), si ella existe, también sord periddica con periodo N,
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os decir

¥i = Wi+ w- (16)
Por eso es suficienle hallar la solueién ¥y, por ejewplo, para
i=0,1, ..., ¥ — 1. En este caso el problema (14)—(16)
se puede egcribir asi:

—agyY w1+ Colfo — bolfy = s i=0, (17)
—aiyig ey — bty = fin, ISIKN — 1,
UYn = Yo (18)

Hemos afiadido la condicion (18) al sistema (17), para no
excluir ¥, de la ecuacidn del sistema para i = N — 1,
sustituyéndola por yo. Esto permite conservar una forma
(nica para la ccuacién (17) con i=1,2, ..., N —1

Si introducimos los vectores de las inedgnitas Y =
= Yoy Y1r « + s Yn~y) ¥ del segundo miembro F = (f,,
Fio - - - Fa-), entonces (17) v (18) se pueden escribir en la
forma vectorial £Y = F, donde

JE=
e —b, O 0 .. 0 0 —ay,
— a4 ey —bg 0 ... 0 0 0
0 —ay ¢ —by ... 0 0 0
0 0 0 U s Cyez —by_g O
0 0 0 0 ... —ays ©¢y-p —by-2
— by 0 0 [ 0 — Gy Cpr—t

es la matriz del sistema (17), (18). La presencia de coefi-
cionles a, ¥ by, distintos de cero en (17), no permite resol-
vor este sistoma por el método de factorizacién descrito en
el § 1. Para cncontrar la solucion del sistema (17), (18)
construiremos una variante del método de factorizacion quo
se llama método de factorizacién ciclica.

Buscaremos la solucién del problema {17), (18) en forma
de una combinacién lineal de las funciones reticulares u;
Y v

Yy = Up + YoV 0<ih, (19)

donds z; es la solucién del problema de contorno no homogé-
neo tripuntual

—ifllly g 4 ity — blu'i'i']. = f;, 1 g i< N — 1, (20)
Ug = 0, Uy = 0
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con condiciones de contorno homogénecas, vy v, es la solucidn
del problema do conlorno homogéneo tripuntual

—2; .y 1 e — D;U,-.;.l = 0, 3 | Qi-ﬁ;N —_ 1, (2'1]'
U= 1, vy =1

con condiciones de contorno no homogéneas.

Hallemos bajo qué condicion y; de (19) es la solucién
buscada. Multiplicando (21} por y,, sumando con (20) vy
teniendo en cuentn (19), obtendremes, que se cumplirdn
las ecuaciones del sistema (17) para i = 1, 2, ..., N — 1.
De las condiciones de contorno para u; y v; se deduce que se
cumple Ia relacion (18). De esta forma, si y;, definida por la
férmula (19), satisface la ccuacidén del sistema (17) para
i = 0 que queda sin utilizar, entonces ¢l prohlema ecstara
resuelto. Sustituyendo (19) en esta ecuacién, obtendremos

—@gl N -1 — QY ¥x -1 + CoYfo — Doty —
—boYoely = fa- (22)
Asi puos, si clegimos y, segin la formula
fat-aoun_y +byu, (23)

Co— gl rray —bpy; ?

Yo=

entonces se cumplird la igualdad (22) y, por consiguiente,
la solueién del problema (17), (18) se puede hallar por la
formula (19).

Detengdmonos ahora en la solucién de los sistemas (20)
y (21). Ellos son casos particulares de sistemas tripunluales
de ecuaciones para los cunales en el § 1 fue construido el
método de factorizacion. Para (20) y (21) las f6rmulas de
factorizacidon toman la siguientle forma:

Ui = Gipylitg + Py, =N -1, N -2, ...
waieg Xy Mo = 0, (24)
Vi = Qipality - Vit P =N — 1, N — 2, ...
P 1, Uy = 1..

donde los coeficientes de factorizacién e, B; ¥ v: Se encuen-
tran por las férmulas siguiontes:

Moo =1, 2, oy Ny @y=0, (25

Ci— @iy

ﬁiﬂ:—f'!"j_—mﬁ—i, i=1,2,..., N, B=0, (26)

Cj—a;tl;

41 =

Pipgmia¥ .. Pl B oo N, et (27)

Cp—aiog
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Transformemos (23). De (24) obtenemos uy_; = ayiy +
+ iy =Bxy Un-1 = ¥~ -+ ®y. Sustiluyamos estas expre-
siones en (23) y tengamos en cuenta las condiciones (15),
(25)—(27):

- fn--anBy+ By = By tara

CN—BNON—ANYN—ONt I—YNa— GNP

Flemos construido el algoritmo para resolver el problema
(17), (18) gque lleva ¢l nombre de método de factorizacion
ciclica:

ag=>Dbiley, PBr=filce, ve=ailey,

- by _ fitaips _ e
E it ™= o gra; Biwr= c—ax ! M e o
i=2,3, ..., N;
Un_ =Py, Vna=0%x+Vn, (28)

U =%altiry +Pivts Vi=Cir Vg T Vits
f==N—2 N=—3, ..., 1}
Baar+onetty

Yo= s yi=utyery, i=1,2, ..., N—1

O — YN — %Nty

Un cilculo elemental muestra, que para su realizacién
so exige 6 (N — 1) multiplicaciones, 5N — 3 sumas y rostos
y 3N 4+ 1 divisiones. Si no hacemos diferencia entre las
operaciones aritméticas, entonces su nimcro general es

= 14N — 8.

Investisuemos la pregunta sobre la aplicabilidad y
estabilidad del algoritmo (28). Tiene Ingar el siguiente lema:

LeMa 2. Supongamos que los coeficientes del sistema
(14}, (15) satisfacen las condiciones

6, 1>0, 16:1>0, |les | = [a; |+ [0:
i =, 2. w0 N, (29)
y que existe 1 ig << N tal que |c;, 1> [as, |4+ 10, |
Enlonces
er—ae; 70, [a; <1, le 1+ v 1<,
t= 2,3, . ...,
1 — Y41 — Eysa0n 7 0. .
En efecto, va que «;, P; v ¥: son los coeficientes do
factorizacion del método de factorizacién derecha, aplicado

a la solucién de los problemas (20) y (21), y en virtud de
(29) estdn cumplidas las condiciones del lema 1, ontonces
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del lema 1 se desprende la justeza do las desigualdades
Ci—ﬂgmg’%ﬁol|a1|g‘1, £=2,3,...,N|
(30)
le: —aos [Z=0eit—lail|a; )= ]b; | >0.

A continuacién a baso de las condiciones del lema 2
lay |+ 10y |<<|ey | v, por lo tanto, oy | 4 |ya | << 1L
De aqui por ol método de induceién obienemos las desigual-
dades

|ai|—i"|?i]é1| i=2, 31 ceeg ¥, (31}
Como
b [+ e | ]vil

iei—azoy |

| @ga | | Yins | = <

lai |4 1b: |—~las | (1—1 v |} lag |+ 1bs I —leg | |oy]
< les l—la; | ol < les l—lastfaygl <1
Yy se ticne (30).
Notemos, que |¢; |[> [a; | + | b; | para i =i, y, por
tanto, | i, 41 | + | Vip+1 | << 1. De aqui se deduce quo para
i 21ip + 1 tiene lugar la desigualdad estricla | oy | -+
T+ [v: | =<1, Como 41<Ci,<CN, entonces | Gy |
+ ‘ Ywv+1 [ < f. )
Nos queda por mosirar que 1 — Y41 = Gyl 5= 00
A base de (28) y (31) obtcnemos

lovg I lay |4+ [yn 1<,

y maés adelanie por el método de induccién demostramos las
desigualdades |v; | <1, 1<<iC<N — 1, ya que en virtud
de (31)

lve I < @iy | | 0p4s |+ [vier 1< latygy |+
+|?i+1|£1-

En particular, |, [ << 1. De aqui, teniondo on cucnta la
desigualdad demostrada | @y 4, | + | Y41} << 1, sacamos
la conclusién de que

|'1""YN+1—‘°‘N+1V1|>1—|'\’N+1|—'|GN+1“91 1=
21— lays | — [VYp+1 | > 0.

El lema 2 ostd completamente demosirado.

Como conclusién notemos, que el coeficiente do factori-
zacién B;, depende de la parte derecha f;, y por consiguiento,
de u; e ;. Los cocficientes de faclorizacion c; ¥ v: al igual
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§uo v; no dependen de f; y se calculan y se guardan en la
memoria al resolver tan sélo ol primer problema de la serio.
Esto permite resolver el segundo y cada problema siguiente
de la serie mediante Q@ = 9N — 4 operaciones.

3. Métode de factorizaeibn para sistemas complejos. Con-
tinuemos la construccién de variantes del método de factorizacidn .
para la solucién de sistemas de ecuaciones de diferencias con matrices
distintas de las tridiagonales. En el punto 2 se aplicé el método de
factorizacién ciclica para resolver sislemas cuyas matrices contenian
solamente dos elemeutos no nules fuera de las diagonales principales.
Bxaminemos ahora un caso mds general.

. Supongamos que se exige resolver el siguiente sistema de ecua-
Cl1ones:

N-1
cotlp — 2 diys—Yoyn=Ffor =0,
=1
— PYo—aiFic1 et — b —Piyn =1, 1 <Ki< N1, (32)
N-1
—pnve 2 Efs-tenyy=In, i=N.
i=1

El sistema del tipo (32) aparece al aproximar las ecuaciones dife-
repciales ordinarias de segundo orden en el caso de condicionesde-
contorno relacionadas, al encontrar las soluciones que satisfacen con-
diciones complementarias de tipo integral, y en una serie de otros
problemas. En particular se pueden escribir en esta forma todos los
sistemas de ecuaciomes de diferencias examinadas més arriba. Por
ejemplo, si en (32) ponemos

dy = by, dy-1 = Go d=0 2<isN-—2
=P =g=0 1<isN-—1
Po=10, opy=cy=1 fe=20,
entonces obtendremos el problema (17}, (18).
gi introducimos los vectores ¥ = {yo, ¥1s - - v ¥ F =

v Uy) ¥
= (fgy ~ - -» Ty}, entonces (32) se puede escribir en la forma vectorial
4¥Y = F, donde

co —idy —dy —da «-- -d'N—s _d.N-ﬁ _d'N-‘l =
EPSIP - O T TR T
7] fwny €y =hy ... O 0 0 P~y
~¢s . 0 —aa gy ... O 0 0 g
A= ~en_g ] 0 1] Crmg ~by_g O —War_a
~¥Naz T e ~IN-g CN-z “ONop; "VN-2
-Py_y o 6 0 0 —8nuy On—1 TON—y VN
~-®ar —f1 —8s =81 - —EpNag “EN-g TEN-1 N

Se ve que la matriz # se obtiene bordeando una matriz tridiagonal con
ayuda de columnas y filas desde todos los cuatro lados. Observemos
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qlue pata otro ordenamiento de las incégnitas ¥'¢ = (U1 ¥ar o« 1 U ¥
el sistoana (32) se escribe on la forma A*V* = F*, donde la malriz
#A* so obtiene al bordear la misma matriz tridiagonal, pero solamente
con ayuda de dos columnas a la derechu y de dos filas de abajo.

I’asemos a la construccion de un método de solucién del problema
(32). Buscaremos la solucién del problema (32) en forma de una com-
binacién lineal de tres funeciones reticulares iy, vy wp

Yo = T ¥ty ey, 0SI< W, (33)

donde u;, ¥y ¥ w; son las soluciones de los siguientes problemas de
contorne tripuntuales:

—aitio - oup—bitpg =/, 1<i< N—1, } (34)
up=0, un=0;

—O0imtowi —bivpg =0, AKiKN—1,

et e } (35)
— @iy ey —bsp =Yy, 1IKN—1,

wu=0, wNani. } (36)

De (33)-(36) se ve, que para 1 << i << N — 1 se cumplen las ecua
ciones del sistema (32). Las condiciones de conlorno para Ly, U'Ny
w; garantizan la reduccién de (33) a una identidad parai = Qo { = N.
De esta manera, si se resolverdn los problemas (34)—(36) y estaran halla-
dos gy v v, la férmula (33) definird la soluciéon del problema inicial
(32). Hallemos primeramente y, o Yn-

Hallaremos los valores para y, e Yy empleando las ecuaciones del
sistema (32) si i = 0 e 1 = N, Sustituyendo y; de (33) en estas ccua-
ciones, obtenemos un sistema de dos ecuaciones para y, e ynt

N-t4 N-1 ot
(co — E; 2705) yo— (o + zl djeg) yn=fo+ _LL djuy,
3= = i

N N N-1
—(enx+ 21 ews)wt(on— 3 amws)un=1In+ 3 gus
F=1 i=1 =1

Si el determinante de este sistema

= N-1
A:(cc— 2| djvj) (‘FN-' -21 g}wj)_
= i=

N-1 N-1
—{o + 21 dyw;) (on + ;E 7o) (37
ju ==}

des distinto del cero, entonces el sistema tiene la nica solueién

_ N-t N-1
Yo =—;-[(0N—- > g}ﬂ?:) (fo—l- 2 dj“.f)‘|—
i=t i=1

N-1 N-1
(ot 3 ) (1n+ S as)]s @
] =1
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) N-i N-i
"Nﬁ,a.[(qw + 3 emi) (fo+ 2 djuy )+
=1

=i

N-1 N1 )
A-(eo— Daws) (x4 D e} @
j=t i=1
~ Examinemos ahora ¢l método de solucién de los problemas auxi-
liares (34)-(36). Ya que aqui nos tropezamos con problemas de contorno
ordinarios para ecuaciones tripuntuales, emtonces sc Euede utilizar
¢l mébtodo de factorizacién descrito en el § 4. Para (34)-(30) las formulas
del algoritmo de factorizacién derecha adquieren la siguiente forma:
Uy = ity + Bit1s i=N—1, ..,0 uy= 0,
vy = Oyt -+ Vit1s i=N-=-—1, ..., 0, vy = 0, (40)
wiﬂai+lwl+i+6i+ll i=N-—1, ..., 0, wy=4,
donde los coeficientes de factorizacién ¢;, Byy; v 6; se determinan por
las [6rmulas

_ b o ditaib
el -_-Gf‘“'a-_i'll L] Biq-l—ms
=1, 2, ..., N—1, a;=0, By=0, (41)
o Wit aeye o Nitraids
Yi+1 r:—arog i1 ci— a1t

i=1,2 .., N=~-1, y=1, §=0

Por lo tanto, para el problema (32) el método de factorizacién se
describe por las férmulas (33), (37)-(41). _

Examinemos ahora la pregunta sobre Ja estabilidad y correceidn
del algoritmo propuesto. En virtud del lema 1 las condiciones

la, 1 >0, |5:1>0, lel>=lal+t1b1
=i N —1 (42)

son suficientes para la estabilidad y correceién del método de faectori-
zacion (40)-(41) de solucién de los problemas auxiliares (34)-(36). Sc
pucde mostrar, que si el sistema inicial (32) tiene solucion tinica,
entonces el determinante A, definido per la férmula (37), es distinto
de cero. En este caso las formulas (3 (39) para caleular ¥, ¥ ¥n
iscrﬁn correctas. Formulemos el resultado obtenido en forma de un
cma.

LEMA 3. Si el sistema (32) tiene solucidn inica y son cumplidas las
condiciones {42), entonces el algoritmo (33), (87)-(41) del método de
factorizacién para el problema (82) es correcio y estable.

Ohservemos que la formulacién de las sencillas y a la vez no
muy restrictivas condiciones suficientes de solubilidad del sistema
(32) es un problema complejo. Citemos un ejemplo de las condicicnes
gue aseguran la correccibn y la estabilidad del algoritmo propuesto.

wpongamos que la matriz del sistema (32) posee una predominancia
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diagonal, es decir, se cumplen las condiciones

leil = lasl -0 | bl by, 1 SISV -1, (43)
N-1 N-1

leol =t )+ ) 1dil, IGNI:-al'PNI+f2 I, (44)
F=1 F=1

fael =0, 12:] >0, 1<<I<N—A, |eg) >0, |ex] >0,

y ademés, al menos en una de las desigualdades (43) o (44) se cumple
la desigualdad estricta.

Indiquemos las etapas fundamentales de la demostracién. Al
principio se demuestra que tienen lugar las desigualdades | e | -
v+ 16 1<<1, 1<<i<<N. A continuacién se demuestran
las desigualdades | vy | + | w; | < 4, para 1 < { << N, ademds, si en
(43) al menos para un i se cumple la desigualdad estricta, entonces
para todos 1 <C ¢ <C N son ciertas las desigualdades | vy | + | w; | < 1.
Seguidamente tenemos

N=-1 N-1{
[ea— 3 dpws| = leol —2 EANEH SRS
=1 1
N-1 N-1 N-1
+sz (1= 1v31) 1851 = 1! + ‘21 lws) 1ds] >} 3)31 wgdy |
=) = o

v andlogamente
N-1 N-1
| ew— Z: gJWJf?[q‘-N—I-Z epsh
j= =1

pero al menos en una de estas desigualdades se alcanza la desigualdad
estricta. De aqui se deduce, que el determinanie A definido en (37)
es distinto de cero. La estabilidad y correccidn del método de factoriza-
cién rara la solucién de los problemas auxiliares (34)-(36) se despren-
den de (43).

En calidad de ejemploe de un problema reducible a (32), examine-
mos cl esquema con pesos

yra=oyttl +(1—0)2,  1<i<N—1,

Yo— ="t (tn), ¥r—vh=(2(tn), (45)

yi=uy{xih, n=01, ..., 1<k N—1,
({uc aproxima la ecuacidn de conduceién del calor con condiciones
de contorno relacionadas no loeales

o 2

Zr == O<xz<l, t >0,

w0, f)—u (v (1), t)=p, (1),

u(l, H—w (v (@), = (s (1) 1 (x, O)=1u, (2),

donde la funcién = = v (f) toma valores de 0 hasta /. Notemos que en
el esquema (45) la curva z = v () es aproximada por la quebrada
Ty = v (ty), de manera tal que los puntos (2, #,) son los puntos de
crapalme "de Ia yed, '
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El esquema de diferencias (45) se eseribe ¢n la forma del sistema
(32) respecto a y; = y7*! para los siguientes valores de los coeficientos
y del segundo miemhro {0 == 0):

co=1, dx=1, fo=Py (tnsr)s Yo=0, dy=0, j + K,
Cy = 1, Gh = 'l, fN=“‘3(tn+I)r q:.i\"=0| g!—'_'ov == k!
Pi=P; =0, a;=b =1/k2, ¢;=a;+ b4 1/(a7),
1 1 n ;
e () st 2

De aqui obtenemos que la exigencia | 2/k* 4 1/(at) | > 2/k?
asegura el complimiento de las condiciones (43), (44). Tor consiguiente,
para encontrar la solucién del csquema (45) sobre la capa superior
si 0 > —~h2/(47), se pucde utilizarqln variante aqui deserita del méto-
do de factorizaci6n, la cual serd estable y correcta.

4. Método de factorizacién no monétona. Regresemos do
nuevo al método de factorizacion para la soluciéon de acua-
ciones tripuntuales:

coYfo — boyyy = fo. 1 =0,
— @iz + Cilfy — biyf‘l'l = fll i = il 2| ERCIEEY N — 15
(46)

—axyn- + ¥y = fn, t =N,

que fuo econstruido en el § 1. Recordemos que on el algoritino
de factorizacion derecha (izquierda) las incdgnitas y, se
encuentran sucesivamento al moverse en la direccién do
disminucion (de aumento) del indice i. Al mismo tiempo y;
so expresa unicamente mediante la incégnita vecina. Tal
estructura®del algoritmo nos da fundamento para llamar al
método construido, método de factorizacién no mondtona.

El orden mondélono de definicion de las incognitas y;
on ol paso inverso del método estd proporcionado por el
orden natural de eliminacién de las incégnitas de las ocuacio-
nes durante el paso directo. De esta forma, el método de
factorizacion mondétona es el método de eliminaciéon de
Gauss sin elegir el elemenio principal, aplicado al sistoma
ospecial de ecuaciones algebraicas lineales (46) con maltriz
tridiagonal. s eonocida, que esla variante del método de
eliminacién de Gauss es correcta para el caso de sistema
de ecuaciones con matrices que poseen predominancia
diagonal. Para ol sistoma (46) esta afirmacién estd demostra-
da en el lema 1.

Detongdmonos en esto mis dotalladamente. Recordemos
gue en el § 1, punto 1, en el !-ésimo paso del proceso de
eliminacion de las incdégnitas en el sistema (46) fuo obfenidg
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ol sistema «abreviado»

Cr—am)yr— by, =Ff1-+aPy, i =1,
—@iYiy T el = biyiry =fo, 1IN — 1, (47)
—axln-1 + enyn = fn

para las incégnitas y,, Vi34, - .., ¥n. Suponiendo que
¢; — ao; es distinto de cero, nosotros transformamos la
primora eccuaci6n del sistema (47) a la forma

Y= il¥i+1 + B o = bif{ci—amy) (48)

¥ la utilizamos para excluir y,; de la ecuacién (47) para i =
= [ 4 1. El loma 1 afirma que si la matriz # del sistema
(46) tiene una predominancia diagonal, entonces es vélida
la desigualdad |¢; — a0y 1 2= | b, |. Por consiguients, en
la primera ocuacién del sistema (47) el coeficiente de y,
es mayor en médulo que el coeficiento de y,4,. Por eso no es
necesario efectuar la eleccidn del elemento principal por la
fila, la transicién a la forma (48) es correcta y la condicion
de estabilidad |o;q; | <1 se cumple automaticamente.

8i no tiene lugar la predominancia diagonal, entonces no
se puede garantizar que las cantidades ¢; — a;o0; sean
distintas de cero asi como la desigualdad joa,4, | << 1. En
este caso el algoritmo de factorizaciéon mondiona puede pro-
porcionar la divisién por cero o una fuerte sensibilidad a los
errores de redondeo, y por consiguiente, se debe modificar
oste algoritmo. La construccién de un algoritmo correcto
del método de factorizacién para el sistema (46}, que posea
una solucién tinica, se hasa en emplear la eleccién de un ele-
mento prineipal por filas en ¢l método de eliminacién de
Gauss. En dicho algoritmo puede ser violado el orden moné-
tono de definicion de las incdgnitas y; y por lo tanto este
método lo Jamaremos método de factorizacién ne mondtona.

Pasemos a la descripcion del algoritmo de la factoriza-
cién no monétona. Supongamos que debido al l-6simo paso
del proceso do eliminacién de Gauss con la eleceién del ele-
mento principal por fila, aplicado al sistema (46), se obtiene
el siguiente sistema "«reducido»:

Cymy —bh11=F, i=1, (49)
—AYmy + Cra¥i4r —= b = D, i=Il+1,  (50)

—@piglity T Craalits — Brtolivs = frien
i=1+42, (51)
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—QilYi-y * Ci¥i — VilYipy, = Fiy L+ 3CisC N — 1,

(52)

—~anYn-1+ enlYn = fn, i =N, (53)

tonde m;<C !l (Para I =0 en (49)—(53) se debo poner
C—_—"I—Co, A = a4, ]‘vzfu‘ (h:fl ymo_—z())

Describamos el I + 1-ésimo paso del proceso de elimi-
nacién. La estrategia de eleccidn del elemento principal
por fila nos conduce a dos casos:

a) 8i | C | = 1 b, |, la ccuacién (49) se transforma en la
forma

Ymy = G4l i+1 = Bre1, @4 = DJC, Brag = F/C,

pero | sy | << 1 v la incégnita con indice m se encuenira
mediante la incégnita con indice I + 1. Asi sucesivamente,
con ayuda de la ecuacion obtenida se elimina y,,, de (50).
Esto da la siguiente ecuacion:

Cyml+l e bz+1!f:+g = ¥ i ==l -+ 1, (54)

donde hemos denolado myy; =141, C = cyyy — A4y,
F =@ + Af14+;. La ecuacién (51) no se transforma, ya
que olla no contiene y,,, pero se vuelve a escribir cn la
forma

—AYmppy + Cra¥iea — brpalfrva = O,
i=I42 (55

donde se supone A = a;4, v @ = f144. Uniendo (54) y
(55) con (52) ¥ (53), oblenemos un nuevo sistema «roducido»
del tipo (49)—(53), en el cual I se ha sustituido por I + 1.
Con esto se termina el ({ 4+ 1)-ésimo paso.

by Si [C << |b;{, entonces (49) se transforma a la
forma

Yit1 — Sit1l¥my = Bren @ity = Clby, Prog= —Flby,

donde de nuevo | a4, | =< 1, sin embargo esta vez la in-
cognita con indice I -+ 1 se calcula por medio de la incoégnita
con indice m;. La ecnacidén obtenida se utiliza para eliminar
Y141 de (50) y (51). Con esto la eenacion (50) se habra trans-
formada a la forma (54), donde myq =m,, C = €4 % 4 —
— A, F =M = ¢4 14, ¥ 1a cenacion (51) a la forma (55),
donde las cantidades 4 v @ se redefinen por las [drmulas
A = a149041, O = fi4a + @1420:4+,. Las ceuaciones (52),
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(53) no se transforman, ya gque no contienen y;4,. De nuevo
obtenemos un sistema del tipo (49)—(53). El se diferencia
dol obhtenido en ol primer caso por los coeficicntes C y A
y los miembros derechos F y @ calculados segin las otras
[6rmulas.

Asi pues, hemos deserito un paso del proceso de elimina-
cién con eleceion del elemento principal. Notemos que si el
sistema inicial no es degenerado, en la ecuaciéon (49) los
coeficientes € y b; no pueden anularse simultineamente.
Esto asegura la correccion de las formulas para los coefi-
cientes de factorizacién «;4; ¥y Pi+;. Como lodos los o 4y
calculados no exceden en mdédulo la unidad, entonces el
proceso de calculo de las incégnitas y; en el paso inverso del
moétodo serit esiable respecto a los errores de redondeo.

Para el algoritmo propuesto el orden del calculo de las
incégnitas puede tener un cardcter no monétono. Este exige
que se conserve la informaciéon acerca de cual incognita se
calcula y a través de la cual de las ya halladas en los pasos
anteriores, con ayuda de los coeficientes de factorizacién
2i4q ¥ Bryq. Esta informacion se puede conservar en forma
do dos conjuntos de indices & y % de niimeros enteros:
0 ={0;, 1<CTi<C N}, v ={x;, 1<]i=C N}, puesto que las
incdgnitas so encuentran por las férmulas y,, = oj+.¥n +
+ Bia, M =04, =134, i=N—1, N -2,

0. Los conjuntos 6 y x se construyen en el paso directo
dol métndo

E1 algoritmo del método de factorizacién no mondtona se
puede definir de la siguiente forma:

1) Se dan los valores iniciales para €, A, Fy ®: C =c,,
A =a, F=Ff, O®=Ff y formalmonte so supone %, = 0.

2) Sucesivamenie para i =0, 1, ..., N — 1 se efcc-
Litan, en funcion de la situacion, las operacionos descritas en
los puntos a) o b):

a) si | C | =|b:|. entonces a;4, = b;/C, PBisy = FIC,
C=cipy1— A4, F =D+ APiy,, Bipy = %, %pyy =
= i 4 1$ A = Qitay @D :fr'.-}-'z;

b) si IC I < I b; I, entonces ¢y, = C”);, Bi'f'l = *—F}’!‘)[;
C=ci4 @41 — A, F=0 —c;p1Bi4yp Sy =i+ 1,
iy = %, A = @42049, @ = fiys + @i4ofity-

opseRVACIoN. Para i = N — 1 no es necesario redefli-
nir A v @ en los puntos a) y b).

3) Se calcula inicialmentle la incégnita y,, donde n =
= ®y por la férmula y, = F/C, y después sucesivamente
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para i = N — 1, N — 2, ..., 0 se calculan las restanies
incdgnitas ¥y, = Gip¥n + Pitn M = Bigq, 2= %544,

Notemos que el algoritmo aqui propueslo pasa a ser el
algoritmo ordinario de factorizacion derecha, si se satisfacen
las condiciones dol lema 1.

Un cdleulo elemental del nfimero de operaciones aritmé-
ticas para el algoritmo del método de factorizacién no moné-
tona muestra, que en ol peor de los casos, cuando para cual-
quior i los calculos se realizan por las formulas del punto b),
so oxigen Q = 12N operaciones. Esto es en 1,5 veces mayor
yue en el algoritmo de factorizacién mondtona.

Examinemos un cjemplo de aplicacién del método de
faclorizaci6én no monétona. Supongamos que se exige resol-
vor ¢l siguionte problema do diferencias:

—yivl"'y!“"yi-i-l:o' 1%5%1\?"1,
Yo = 1! ¥v = 0' {55)

El probleina (56) es un caso particular del sistema (46), en
el cual fo=1, by =ay =0, ¢, =ty =1, fxr =0, ¢; =
=a; ="b; =1, f;i=0,1<LiK< N —1. 8i N no es mil-
tiplo de 3, la solucién del problema (58) existe y tiene Ia
forma (véase el punto 1 del § 4 del cap. I)

Y;==sen -»—-—(N;i) z /rsc-n n:;'; , O<iK NV, (57)
Tabla 1
\\‘ olaf2]| 3] 4| s{e| 7[8] 9| to] n
oy o|el ol —t| alo|—t|1]| o= 1
By § [ o] ot |t | 8] % |4 |t | =i
0; of1| 3| 2| 4le| s|7|{ 9| 8| 10
#; 12} 2| 4| si{s| 7|s| 8| 10} 1
" te|o|—1{— 1 0 , t| tfo|—t]—=t] o
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Los algoritmos do factorizacién derecha o izquierda para
(56) no son correctos, ya que al calcular los coeficientes de
factorizacién o, para la factorizacién derecha y &, _, para
la factorizacién izquierda seria necesario dividir por el
denominador nulo ¢, — @stty 6 ¢png — by _oEy_1. El algo-
ritmo de la factorizacién mo monétona permite obtener la
solucién exacta (57). Citemos para ilustrar (Labla 1) los
valoros de los coeficientes a;, §, y adoméas 9, y x; para
N = 11.

§ 3. Métlodo de factorizacién
para ecuaciones pentapuntuales

1. Algoritmo de factorizaciéon mondtona. Mas arriba cxa-
minamos diferentes variantes del método do factorizacidon
que se aplican para encontrar la solucién de ecuwaciones de
diferencias tripuntuales. Como fue sefialado anteriormente,
estas ecuaciones de diferencias aparecen al aproximar los
problemnas do contorno para ecuaciones diferonciales ordina-
rias de segundo orden.

Paca encontrar la solucién de los problemas de contorno
para ecuaciones de orden mas alto se puedon utilizar dos mé-
todos. El primer método consiste en la transicién a un siste-
ma de ecuaciones diferenciales de primer orden y la construc-
cién del correspondiente esquema de diferencias. 12n este
¢aso obtendremos un problema de contorno para ecuacionos
voctoriales bipuntuales. Los métodos de solueién de iales
problemas de diferencias serdn examinadas on el § 4.

El segundo método consiste en la aproximacién directa
dol problema diferencial. En este caso llegamos a ccuaciones
de diferencias multipuntuales. Con mas frecuencia se en-
cuentran los sistemas de ecuaciones pentapuntuales del
siguiente tipo:

CoYfa — @1 + eolz = fo» i=0, (1)
—byo + i — iy + Yy = fu, i=1, (2)
@Yi-g — Uilfieq + cils — AiYisy + €i¥fiaa = fiy
2LisKN —2, (8
Gx-a¥n-3 — Dya¥n-2 + exyalnog —du¥n = fron
i=N—1, (4)
aylYn-g — bnyn_y + cxlin = fy, i=N. (5)



Este tipo de sistemas aparece al aproximar los problemas
do contorno para eccuaciones diferenciales ordinarias de
cuarlo orden, y también en la realizacion de los esquemas
de diferencias para ecuaciones en derivadas parciales. La
matriz £ del sistema (1)--(5) es una matriz cuadrada penta-
diagonal de dimensién (N + 1) X (N + 1) v posee no més
de BV — 1 elementos no nulos.

Para resolver el sistema (1)—(5) utilizaremos el método
de eliminacién de Gauss. Teniendo en cuenta la estructura
del sistema (1)—(5), obtememos facilmente, que el paso
inverso del método de (Gauss debe realizarse segiin las for-
mulas

Yi = %it1¥i+1 = Pitali+e + vi+n
OsCisCN — 2, 6)
Un-1 = On¥Yn + V> i=N—1. (7)

Para la realizacion de (6) v (7) es preciso prefijar yy, ¥
ademds determinar los coeficientes «;, B; ¥ Vi
Primeramente hallemos las férmulas para o P vV Vi

Aplicando (6), cxpresemos y;_; € Y;-p por medio de y; e
Yisrg- Obtendremos

Yy = Oy — Biyl+1+?!| 1 '--{-_IQN = 13 (8)
Yice = (@@ — Piot) ¥i — PiGialisr +

+ iV + Vi (9
para 20 i<C V — 1.

Sustituyendo (8) y (9) en (3), obtenemos
le; — aificy + ai (@i — b y: =
= ld; 4+ B: (@ioiy — b)) Yivy — €lita -+

4 [ — avia — vi (@i — B3,
2=Ji N — 2.

Comparando esta expresién con (6), vemos que si se pono

&;+1=£+’_[d;+ﬁ: (@01 — b)), ﬁl‘rl:';_i!, (10}

4
V=g, (fr— 2% -1 — % (@%i-g— B3],
donde se designa A; = ¢; — aifiy + ;i (@i — b;), en-

tonces las ecuaciones del sistema (1) —(5) para 2 < i << N—2
serdn satisfechas.
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Las relaciones recurrentes (10) conectan aiiq, Pisy
¥ Vi41 CON Gy Giyy Piy Pio1r Vi ¥ Viwa- Por eso, si son dados
a; Pi ¥ v: para i = 1, 2, entonees por las formulas (10)
se pueden hallar sucesivamente los coeficientes ¢y, f; ¥ v:
para 3sCi<C NV — 1.

Hallemos a;, B; y v: para i = 1, 2. De (1) y de la férmu-
la (6) para i = 0 obtenemos inmediatamente

a; = dolcy, By = eolce, V1 = folco- (11)
A continuacién, sustiluyendo el valor de (8) para { = 1 en
{2), obtenemos

(c1 = byoy) yy = (dy — b3By) Yo — &y + fr -+ by
Por consiguwiente, (2) serd cumplida, si suponemos que

_ dy=—byPy . €y iy

%= ¢y —Dbyor, ! Pz = €y g0ty Vo= cy—bya;, ° (12)
Asi, utilizando (10)—(12), se puede hallar a;, B; y y; para
1<LiK{N — 1. Quedan por determinar oy, VYx € ¥Yn,
que entran en la férmula (7).

Para esto utilicemos las ecuaciones (4) y (9). Suslituyendo
(8) vy (9) para i = N — 1 en (4} y comparando la expresion
obtenida con (7), hallaremos, que ay y yn se determinan
por las férmulas (10) para i = N — 1. Hallemos ahora y .
Para esto sustituyamos (6) con i = N — 2 y (7) en la ccua-
cibn (5). Obtenemos
lex —anByer + an (@x@na — b)Yy =

=fx — GNVN-1 — Vv (@n0N- — Un)
0
Un = VYN+1s

donde vy 4, se determina por la férmula (10) para i = N.
Uniendo las férmulas obtenidas més acriba, escribamos
el algoritmo de factorizacién derecha para el sistema (1)—(5)
en la siguiente forma:
1) por las féormulas

0&;+1=,ﬁl,- [di+ B (@1054—=03)], i=2,3, ..., N—1, (13)
d 1

ai-_—.#, Chy == T(di'—ﬁibt)'

i ;
Yert =37 [fi —aVi-s— Ve (20— &), i=2,3, ..., N,
i

vo= 2o ya= (i), (14

<y 4,
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B!-i'l“_'ei‘!"-ﬁh 5‘=1, 2} sray N_és B1=804’C0, (15)
donde

Ay =¢; — aifioy 4 @i (@i — bi)y, 2L i< N,
Ap = ¢; ~ boy, (16)

se encuentran los coeficientes de factorizacion a;, B; y v+

2) las incégnitas y; se encuentran sucesivamento por
las férmulas

Yi = Wity ~— Pitr¥iss + Vit i =N — 2,
N -3 ..., 0 (17)
Ynvoy =anln -+ Vw: Un = Vr+1-

Al algoritmo construido también, lo llamaremos algoritmo
de factorizacién monétona.

OBSERVACION.  No representa trabajo construir el algo-
ritmo de factorizacién izquierda y también el algoritmo de
factorizaciénes opuostas para el sistoma (1)—(5).

Calculemos el niimero de operaciones aritméticas para el
algoritmo (13)-—(17). Para la realizaciéon de (13)}—{17) se
exige: 8N — 5 operaciones de suma y resta, 8N — 5 opera-
ciones de multiplicacion y 3NV operaciones de divisién. Si
no hacemos diferencia entre los tiempos de ejecucion de las
operaciones aritméticas en las CIZ, entonces el nimero gene-
ral de operaciones para el algoritmo propuesto es Q =
= 19N — 10.

2. TFundamentacién del método. El algoritmo de facto-
rizacion (13)—(17) construido mds arriba se llamard co-
rrecto, si para cualquier 2 <C i <C V es cierta la desigualdad

Ay =¢; = aifiy + a; (@i — by) 5= 0,
AI = {,‘x L qu_b]_ =}é 0‘
E] siguiente lema da una condicién suficiente para la
correccion del algoritmo (13)—(17).
LEMA 4 Supongamos gque los coeficientes del sistema
(1)—(5) satisfacen las condiciones
la; 1>0, 2<I<N, |5 >0, 1<i<N,
i | >0,0< i< VN —1,1e[>0,0<i<N=2,
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y las condiciones
leo=ldo |+ leod ler =101+ [dy |+ le b
iex|=Zlax |4 lbx |, lexyalZ=lavy |+

+ by |+ ldn b (48)
le:l=zlal+1bhil+ldl+leal, 2<<iN—2
al mismo tiempo al menos ura de las desigualdudes (18) se

alcanza esirictamente. Entonces el algoritmo (13)—(I7) es
correcto y ademds tienen lugar las desigualdades

o |+ 1P 1K1, 1<<iKN —1, jay|<1.
En efecto, en virtud de las condiciones del lema, de (13)
y de (15), obtenemos

[0 141y [==LFalt Lol org,

leg
Seguidamentie, empleando la desigualdad obtenida 1 —
— | &y | == | By | hallamos

e —boy | Z e l— 10 lloy =01 X
XA—=lag 4+l I+ les 1= | [Bs |+
+ldil+legl=1di—biBy i+ ey >0
De aqui y de (13)—(15) se deduce la estimacidn

dy —f b
g |+ 1 s | =LAmhillblel <4

A continuacién realizaremos la demostracién por indue-
cién. Supongamos que se cumplen las desigualdades

lgiag [+ 1 Bia 1<, lar i+ B I<H. (19)
Mostremos, que entonces serdn vilidas las desigualdades
Ay =¢; — aifiy + o5 (@0, — b)) %= 0,
| iy [+ | Bivy | =< 1.
En efecto, de (18) y (19) obtenemas
A1z lal—la | [ Bial—lail laig | la: ! —
— e [1bi1=la - | Bea D+
+ il —lar ) —larlloay e |+
+ldi |+ lel=la: | larg |+ 10 | 1B:i | —
— o llaialla -4 ldi |+ le i >
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Zla a0 —lo )+ |di—bfe |+ |e | =
Zla T [ [Pl + 1de —bfi | |es | 2=
= | dy 4 Bi(@actig — b)) | +
+le | >0, i<<N—2 (20)
De agui y de (13), (15) hallamos

Iﬁ 3y I_ |d +§: (azallx—l‘;'b;) ]‘f"f: | qi

leger | +
iV —2.

Asi sucesivamente, para i = N — 1 tendremos en lugar
de (20) la estimacién

[Axva 2| x| | onog I Bn"q |7k
F Iyl [ Byaa |+ ldyy 1 =>0.
Ademas, de aqui obtenemos
Ay 1= 1dyay 4 By (@yog%n-2 — Dy |

¥, por consiguiente,
S

| Aneg |
Queda por mostrar, que Ay 5= 0. Se tiene

|y | _| Ayet+Br-t(@y 0w a—by_y) | <1,

Ay = lext—lan | I By-y 1 —
~ lay | layq | lex| —|lax | 1by | =
=lex|l—layl—Ibyl+lay (1~ By l)+
+lon I —laxy )= lay | laxallex | >
Zlex |l —lay I — by |+ (0= lay D ({@—]By- DX
X lag |+ 1on (1 — |ay ]

En virtud de las suposiciones del lema es facil obtener,
que al menos en una de las desigualdades |cy | = |ay | +
+ [bny |, |y <1, se alcanza la desigualdad estricta.
De aqui se deduce que Ay 5% 0. El lema estd demostrado.

OBSERVACION.  De las estimaciones |o; |+ | f; | < 1,
indicados en el lema 4 se deduce que si durante el ¢cdmputo
de ¥, se admiie un error, entonces ésté no creceri en el
célculo por las formulas (17).

Varlante de factorizacidn no mondtona. Citemos ahora el

(}I'lt‘ﬂ';ﬂ del método de factorizaciin que se obtiene si se busca la
ucién del sistema (1)+(5) por el método de Gauss con eleccién del
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elemento principal por fila. Este algorilmo serd correeto sicndo finica
la condicién de no degeneracion de la waltriz 4 del sistema (1)-(5).
Como el método de construecién del algoritmo es anélogo al examinado
en ¢l punto 4 del § 2, entonces nos limitaremos o citar la lorma definitiva
del algoritmo.

1) Se dan los valores miciales: € = ¢, D = dyg, == Uy, Q = ¢4,
§ = g, I o= b!! -'R'_"'O! A= g, I'.=J‘0: q,=-’1| G=)‘2, H =/B
¥ se supone w#, = 0, 1, = 1.

2) Bucesivamente parai = 0,1, ..., N — 2 en dependencia de Ia
situacién se realizan las operaciones descritas en los puntos a), b) 6 ¢}t

a) sk [Cl 21D ¥y |C|>|e;|, cntonces

civ1=DIC, By =e1iC, yiaa="F/C,
C=Q—Btiyy, D=dis;—BBis1. F=D+Byyyy,
B=T1—80111, @=¢Ci43—5Pis1, O=G—5%i4y,

S=A—Raj,y, I"=bg—HABj1 G=I4 Ry @1)
‘ : (22
Ot =74, Haar=Mi, Nisr={+2; (22)

by si |[D|>1C| y D] 21|, entonces
Qi+1 = CID,  Bypy = —edD, %34, = —FID,
€=0Qouy — B, D=0Qfuy+ diyyy, F=®— Qypy,
B = Tayy — 8, Q= Thyyr+ cppray @ = Ty, 4 G,
§=At — R, T= AP+ bigg 6= 1 — Ay, (23)
R=0, A=aj.5. H={i.q. }
9!+l=’nh Kipy =%i, Nigr=1-12;
eysi|e;| >C yle; | >1D|, entonces
@ipr = Dieyy  Bipy = Cley,  yipq = Fley,
C=Q —dpg1%41:. D =DB —dpp By, F =D+ diny¥esns
B=T—citg041, Q=8 — cipabitr, ® = G — cppaVisnr
S=A4 — bipatypy, T =R — bpabitry G = I + bypaVitr, (25)
R= ety Gigyy A= =a14Biar, H=F1a3— 0014 Vie1s
Opa =142, Hppr =i, Mgz =% } (26)

OBSERVACION. Parai 2> N -— 3noesnecesario realizar los caleulos
por fas férmulas (223, (24) o 226) y para i = N — 2 no se realizan Jos
cdlculos por las férmulas (21), (23) y (25).

3) 8i [ €| >[P]|, entonces ay = DIC, yy = FIC, Yyt =
= (0 4 ByyM(Q — Bay), By =%y ¥ %y =Ty, Si |D]>
> C|, entonces ay = C/D, yy = —F/D, yyis = (@ — Qyn)
}{Qa}\— — B), Oy = MNy-1 ¥ %y = %py-

) Se calc-ufan las incognitas y, = Y41y Yin = CnlYn -+ Y, M=
= Oy, n = %, ¥ después sucesivamente para i = N -~ 2, N ~~ 3, ...
« « +y Ose determinan las rostantes incognitas gy, = ey, — By +
T Vi mo= 0y, o= e, k= N4, . s _pi

Examinemos un ejemplo de npfiear el método de factorizaciin
no mondlona. En el punto 3 del § 3 del cap. t fue resuelto el signienic
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problema de contorno de diferencias:

Yo — U1+ 2pe = 2, bty

~yo + Yy — Y2+ 4z =0, t=t,

Vima — ¥i-y 7+ 245 — Uid1 + Yi+2 = 0y 25N -2, (27}
Un-3 — ¥n-2t ¥na —Uy="0, {=N-—1,

2Ynea — Uyt oy =10, {= N,

Si N es el par ¥ no miltiplo de 3, entonces el sistema (27) tiene
la solucién (nica

n i .
yg=—cus%——sen-% , O i V. (28)

Resulta sencillo cerciorarse de que el algoritmo de factorizacién
mondtona para ¢l sistema (27) no es correcto — al caleular los coefi-
cientes de faclovizacién oy, iy ¥ y4 serd necesaric dividir por cero. El

Tabla 2
\ o |la|2]| 2|5 |6 % g8 | 9 (10]11
o 2l 12 [—2], o] olofj—wsl—u3) 0] 1
B: 12) 172 |2 1| —1| 1 |—23]—28] 1
i l || =2 —2| 2| a3|—2i3] 0j—2 |1
0; 2| a 5| o] sle| 7 9 | 8.1
%y 1] o0 1] o] 1f1] 1 ). 8 |a1l|c00
e ol 1 o| 5] 6l7] s 1 %o
i -1 ] 1 1|l —11] 1 - |—=1] 1

algoritmo de factorizaeién no monédtona permite obtoner la soluciom
exacta (28). Mostremos como ilustracién de este algoritmo (iahla 2)
los valores de los coeficientes de factorizacion o, P; ¥ v v ademds
0y, %; ¥ v para N = 10.

De la tabla se ve, que las incdgnitas p; se determinan en el siguiente

orden: yio, ¥is ¥se ¥or B3y Yes Uss Yoy Ya» Vs ¥ €S decir en un erden no
monotono.

§ 4. Método de factorizacién matrieial

1. Sistema de ecuaciones vectoriales. MAs arriba fue se-
flalado que uno de los métodos de solucion de problemas
de contorno para ecuaciones diferenciales ordinarias de
orden superior es la reduccién a un sistema de ecuaciones
de primer orden con la consecuente aproximacién de cesle
sistema por un esquema de diferencias. Como resultado
obtenemos un sistema vectorial bipuntual de ecuacionos
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o | 3 i e i +
con condiciones de contorno de primer género. En forma
general este sislema se eseribe de la siguiente mancra:

PowVigh —QV, =F, ., OslisCc N —1,

PV, = F,, OV = F iy, b
donde V; es ¢l veelor de las incognitas de dimension ar,
P; ¥y ©; son las matrices condradas M < M para O < 7 =g
<N — 1. P, y O son las matrices triangulares de dimen-
siones M, X M y M, x M respectivamente, siendo M, -+
+ My = M. Bl vector F;,, para 0 LI N — 1 tione
dimensién M, vy los vectores F, y F .y tienen dimension
M, y M,, respeclivamenlte.

Observemos que otro método de solucién de Jas ecua-
ciones diferenciales indicadas es la aproximacion directn
de eslas ccuaciones por esquemas de diferencias. En esie
caso obtenemos nn sistema de ecuaciones esealares niulti-
puntuales. Los métodos de solucién de ecuaciones escalares
tripuntuales y pentapuntuales fucron estudiados por noso-
tros en los §§ 1-3. Si se aproxima un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de orden superior, enlonees aparece
un sisterna de ecuaciones vectoriales multipuntuales. Sin
embargo, tanlo los sistemas escalares como los sislemas
vectoriales de ecuaciones multipuntuales pueden ser redu-
cidos a sistemas del tipo (1). A su vez, a cualquier método
de solucién de (1) corresponderd un cierto método de solu-
cion del sistema inieial multipuntual. Explicaremos la
idea de la transformacién indicada mediante ol ejemplo del
sistema de ecuaciones pentapuntuales, examinado en el §3
(véase (1)-(5)). Si designamos.

Yi = Werns Uiy V1w Yiag)y 2SIV — 1,
F;y = (i 0, 0, 0), 2=<TisCN —2,
Fo = (fo. 1)y Fy = e Ta)s

entonces teniendo en cuenta las relaciones idénticas entre
Yit1 ¥y Y, el sistema seitalado del § 3 se escribe en Ia forina

Pip¥ipr — Q)Y =Fiyy, 2<<iKN — 2, @
P.Y, = F,, Una¥ya= Fy,
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donde

e, 000 d;, —¢; by _gi

0100 1 0 0 gl
Pii=lgorofr %=llo 1 o olfr FSESYT

0001 0 0—1 O

0 &g — dg Co

ey — dy e — by’

el

0 wlll = dy-y  Cyo1 — by
-1 Cy — bN aN 0

En el caso dado, M, = M, =2 y M = 4.

A pesar de que las ecuaciones vecltoriales multipuntuales
se pueden reducir a la [orma (1) y limitarse a la construccién
de un método de solueién solamente del sistema (1), nosotros
examinaremos por separado la clase do las ecuaciones vecto-
riales tripuntfuales. Ademas, en el punto 3 reduciremos (1)
a un sistema de ecuaciones vectoriales tripuntuales y ob-
tendrenios el mélodo de solucion del sistema (1) como una
variante del método de solucidn de las ecuaciones tripun-
tuales.

Antes de describir la forma general de las ecuaciones
tripuntuales, examinemos un ejemplo. Mostraremos como un
esquema de diferencias para la ecuacidn eliptica mas simple
se reduce a un sistema de ecuaciones tripuntuales de un
Lipo especial.

Supongamos que sobre la red rectangular w = {z;; =
= (ihy, Jhy) €G, 0 i M, 0Oj<N, I, = Mhy, I, =
= Nh,} con frontera y introducida en el rectingulo G =
= {02, <l,, @ =1, 2}, se exige hallar la solucién
del problema de Dirichlet de diferencias para la ecuacidn de
Poisson

Ymr + Yage, = —@ (2), Z € o, 3
¥y (z) = g (2}, z €Y,
donde

y;'xl:"?;f [y (5+ 1! })—'29 (il ?)"‘y(l'—i) })Is

Yz, = 73 W0 (6 T+ D =24 G )y G j— D),
y (i )=y ().
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Transformemos el esquema (3). Para ello multiplignemos
(3) por (—RJ) y anotemos por puntos la derivada de dileren-
cias Yrux,. Guando 1 <Cj < N — 1, tendremos:

para 2=Ci<C M — 2
~y (i ] —1) 4 12y (i, ) — Biyz,x, (i ) —
—y (i, j 4 1) = hig (¢, j);
para i =1

—y (6 =0+ 20 ) - W+, D —29 0, ) |-

—y (6 j 1) - Rig (i, )
paia (= M1

=y I +| 206 D=1 wG—1, D=2, ) |~

—y (i, j+1) = Rip (i, 1),
donde

T D=0, N+gre©, ),

— ; ; i -
QM —1, j)=¢(M—1, })—lrﬁg(.‘w. -

Ademds, para j = 0, N tenemos
Y@, 0)=g (i, 0), y(i. Ny =g (&, V). 1<TisK M —1

Denotemos ahora mediante ¥; el vector de dimension
M — 1 cuyas componentes son los valores de la funcion

reticular y (i, 7) en los nodos interiores de la red @ sobre
la j-sima fila:
Yi=@wy@h ..oy (M —1,/), 0j= N

y mediante F; el vector de dimension M — 1
Fy= (g (1, ), hjw (2, 7). . - ., hig (M — 2, ),
B M —1,7), 1<j<N-—1,
Fye=(g (0,220 ..., (M —=1,})), j=0,N,

Definamos también la matriz cuadrada € eon dimension
(M — 1}y (M — 1) de la siguiente forma:

CV = (Av (1), Av(2), ..., Av (M — 1)),
V=), v®, ... uv0—1),



donde el operador de diferencias A oy
A () = 20 () — Bz, () 1KIS M —1,
v(0) =v(M) =0,

s fdcil ver, que € es la matriz tridiagonal del tipo

2{(14=) — 0 0 0 0
—a 2(14-a) — 0 i 0
U —a 2(1|w) ... U] 0 0
¢ e e T T e app— - )
0 fr 0oL 2 (1) —_— 0
0 0 oo, —o 211 @) —
(4 0 s 0 —ag 21+

dounde & = Ajhi, ademds C es la matriz con predominancin
diagonal, ya que [1 4+ a|l>|al, @ >0, y por cousi-
guienle, no es degenerada.

Utilizando las nolaciones introducidas, las relaciones
obtenidas mds arriba se pueden escribir en la forma del
sigutente sistema de ecuaciones vectoriales tripuntuales:

Y+ OY;— Yo =F;, 1<igN—1,
Y, = F, Yy = Fy )

Este es el sistema tripuntual buscado de tipo especial con
cocficienles eonstantes.

Ll problema (5) es un casoe especinl del siguiente prolle-
ma general: hallar los vectoves ¥; (0 <C j <€ ). que salisfa-
cen el siguicnte sistema:

Co¥y — BoY, =F,, jo=10,
—--AJ'Y}_I + CJY_;‘—‘HJYJ-..;.J. s FJ-, 1 ﬁ,_<:__ _'." “H‘{_ N — 1, (H}
—A Yy, + CpY = Fy, =N,

donde ¥, y F; son los vectores de dimension M;, C; es la
matriz enadrada M; < M, A; y B; son las matrices ree-
Langulares de dimensiones M; X M, y M; X M, res-
pectivamente.

A los sistemas del Lipo (5) se reducen los esquemus de
diferencing para las ecuaciones elipticas de segundo orden
con coeficientes variables en la regién arbitvaria de cual-
quicr cantidad de nediciones. En el caso bidimensional,
como en el cjemplo analizado mas arriba. al veclor ¥V, lo
forman las incognitas sobre ia j-ésima fila de la red o.
¥y en el caso de Lres dimensiones las incégnilas sobre la
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j-ésima capa de la red ». ¥n el Gltimo easo, C; es la matriz
tridiagonal por bloques con matrices triagonales sobre la
diagonal principal.

Para la solucidn del sistema (6) examinaremos el método
de factorizacidn matricial, el cual es andlogo al método de
factorizacion para ecuaciones escalares tripuntuales.

2. Factorizacién para ccuaciones vectoriales tripuntuales.
Construyamos el método de resolucion del sistema de ecoa-
ciones vectoriales tripuntuales (6). Este sistema es cercano
a un sistema de ccuaciones tripuntuales escalares, cuyo
método de solucién fue cstudiado por nosotros en el § 1.
Por cso, buscaremos la solucién del problema (6) en la
forma

Yy=0aj1¥01 + B0 f=N—1, N—-2,...,0,
(7)

donde =;4, es, por ahora, una matriz rectangular indetermi-
nada de dimensiones M; X M;, 4, v Pji1 es el vector de
dimensidén M;. De la formula (7) v de las ecuaciones del
sistema (6) para 1 <C j <C IV — 1 se encuentran (como en el
caso de factorizacién comin) las relaciones recurrentes para
calcular la matriz o; y los vectores ;. De (7) y de las ecua-
ciones (6) para j = 0, N, se hallan los valores iniciales
., P1 ¥ Y, que permiten comenzar el caleulo segdin las
relaciones recurrentes. Escribamos las férmulas definitivas
del algoritmo del método propuesto, al cual llamaremos
método de factorizacién matricial:

s = (C; — A))-'By,

Fi=1y 25 wany W—4 ay= ;B (8)
Brar = (C; — Ay}t (Fy + A;B;),

]"-—- 1, 2, P N. ﬂ:_ — C,_,"Fr_u (q)
Y, =ca;1 Y00 + Brias

Jj=N—1, N -2, ...,0, Yy = Byt (10)

Diremos que el algoritmo (8)-(10) es correcio, si las
matrices Cy v C; — Aoy para 1 < j <I N no son degene-
radns. Antes de dar la definicidn de estabilidad del algorit-
mo (8)-(10) recordemos algunos aspectos del dlgebra lineal.

Sea A4 una mxn matriz rectangular arbitraria. Sea
Il # |l: 1a norma del vector z en el espacio n-dimensional H,,.
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lintonces la norma de A s¢ define por la igualdad

NAz |lm
x|ln

Es evidente, que la norma A se define por la matriz A
¥ por las normas vectoriales, que han sido introducidas en I7,,
y Hyp. Para el caso de las normas euclidianas en H, y

Ho{llz |2 = ‘2 #%) tenemos |[A4 || = Vp, donde p es
=1
el valor propio de médulo méxime de la matriz 4%A4.

De la definicién de la norma se deduce la relacién evi-
dente || Az [l << 1A Wl 2 |l

Asi sucegsivamente, gsean dadas las matrices 4 y B de
dimensiones m X ny n X k respectivamente. Introduciendo
normas vectoriales en ,,, H; y I, y definiendo con su
ayuda las normas de las matrices 4, B y AR, ohtecnemos la
desigualdad || AB || A (B

Diremos que el algoritmo es estable, si se cumple la
estimacién || a; |l <C 1 para 1 <7 << N, (se supone, que en
los espacios de dimensién finita / ,, a los cuales pertenecen
los vectores ¥, se han introducido norma de un mismo tipo,
por ejemplo euclidiana).

LEMA 5. 8i Cy para 0 < j << N son las matrices no dege-
neradas,y A; y Bj son las matrices no nulas para 1 < j<< N —
— 1 y se cumplen las condiciones

MCPBlI<1, [[CHANI<I,

AN+ 11CPBy I<1. A<ISN—1,
y si_ademds al menos en una de las desigualdades tiene lugar
la desigualdad estricta, enfonces el algoritmo del méfodo de
factorizacion matricial (8)-(10) es estable y correcto.

Citemos solamente la etapa fundamental, dejando al
lector la culminacién de la demostracién del lema. La
demostraciéon utiliza una afirmacién conocida: si para la
matriz cuadrada § ocurre la estimacion || S| <<qg <1,
entonces existe la matriz inversa a & — S, con todo
1E — 8)-1 || < 1/(1 — g).

Supongamos ahora que || o; |]<< 1. De aqui y de las
condiciones del lema tendremos

NC3 Aoy <N CF A 1K1 — [ CF' By [ << 1.

Puesto que Cj'A,o; es la malriz cuadrada, entonces, por
lo tanto, existen las matrices inversas a la f — Cj'47%a,

Il All=sup
xs£0
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vy ala €;—A4;e;, y ademés || (F —Cl'Aup)-! || <
S/ C;'B; |). De aqui y de (8) obhtonemos inmediata-
mente

lesi | <S(E —C7' Ay )™ C78; || <
<|(E—C7' A ) ||| CF' B, 1<

La demostracién se culmina por induccién.

Apliquemos el lema 5 al sistema de ecuaciones vectorin-
les tripunfuales (5), obtenidas del problema de Dirichlet
de diferencias para Ia ecuacién de Poisson en un rectdngulo.
E] sistema (5) es un caso particular de (6). donde C; = C,
BJ‘:-A_f‘-:E,i‘.._‘C:_‘f:‘.;_N—‘l, C,,=C'N-=E.B¢=AN
= 0, y 1a matriz cuadrada C esti dada on (4). Las condicio-
nes del lema 5 para el ejemplo examinado toman la forma
|C-*11=C0,5. Para el caso de la norma euclidiana, en
virtud de la simetria de € tenemos

_l A - o — 1
I1C7¢ |l = méx | Ay (C) I_W’
donde Ay (C) es el valor propio de Ja matriz €. De la defi-
nicién de € obtenemos que %, (C)} es el valor propio del
operador A definide més arriba,

Av () — M (1) = (2—Ap) v (i) — hlvz, (1) =0,
v =v(M)=0 1<<Tis<M—1.

Este problema se reduce mediante el cambio A; = 2 + Alny
al problema en valores propios examinado en el punto 1 del
§ 5 dol cap. 1, para el operador de diferencias mds simple:
UE,x1+LLhU=0q 1%-‘:&;}'{(—1. U{O) "‘—"‘U(M)=0. Co-
mo este problema tiene solucién igual a'

p,,:-’:—fisenz k;_;i' =0, k=1,2, ..., M—1,

entonces Ay, = Ay (C) = 2 -+ kip, > 2. Por lo tanto, la
condicién 1| €-! || << 0,5 es cumplida. El algoritmo (8)-(10)
es correcto y estable al ser aplicado a la solucién del siste-

ma (5).

Examinemos ahora el problema sobre el volumen de informacién
intermedia a recordar y sohre la estimacién del nimero de operacinnes
aritméticas para el algoritmo (8)-(10), considerando para simplificar,
que en ¢l sistema (6) todas las matrices son cuadradas y tienen tamaiio
M X M,y todos los veetores Y, y F; tienen dimensién M. En este caso
los coeficientes de factorizacién oy serdn las matrices cuadradas de
tamafio M X M y los vectores By tendrin dimensién M.
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Para Ia realizacién de (8)-(10) hay que conservar todas las malricos
oj para 1 << § << N, todos los voctores By para 1 << 7 <K N 1+ 1 v Ia
matriz (Cy — A yop) 7t que se utiliza para caleular By ,.Los veeto-
res By pueden ser distribuidos en el Ingar asignado parva los vectores de
las incGgnitas ¥Y:.;. Para conservar todas las matrices oy ¥ la matriz
(Crp — A yory)~es necesario recordar M2 (N -+ 1) elementos de cstas
matrices, ya que en el caso general lag matrices oy son completas y no
simétricas. En este caso el volumen de informaéién complementaria
recordada es M veces superior al nimero de inc6gnitas en ol prohlema,
cl cual es jgnal a M (N - 1),

Estimemos ahora el nimoero de operacioncg aritméticas para el
algoritmo (8}-(10), teniendo en cuenta que para la resolucién de la
serie de problemas (6) con diferentes miembros derechos Fy, las matri-
ces do factorizacion o; v la matviz (Cp — A wo%y)~! puéden ser cal-
culadas solamente una vez, mientras que los vectores 8; y ¥ se vuel-
ven a calcular para cada nuevo problema.

En el caso general las matrices () —»A‘ccé son completas para
cada j. Por eso para su inversidn se exigen 0 (IM } operaciones aritmé-
ticas. A continuacidn, el praducto de (€; — 4 ;o)1 por la matriz B;
exige no mds de O (M?) operaciones aritméticas.” Por eso para ¢l cdleulo
de oy para oy dado, por medio de la férmula (8), se necesitan @ (M%)
operaciones aritméticas. Para calcular {odas las 2y v la matriz
(Cor — Anmp)™! so oxigen O (MIN) operaciones,

8i la matriz 4, es completa, entonces en el cdleulo de Bj44 siendo
prefiiado 8, y calcitlado (€; — A y2)-1 se exigen 2M? operaciones de
multiplicacién y 2M? — M operaciones de sima. Si 4; es la matriz
diaponal entonces este miimero se reduce, exigiéndese M - M mul-
Liplicaciones y 282 — M sumas. Por consiguiente, en el céleulo de
Bypara 27 << N + 1 se exige en el caso general 22N multiplica-
ciones y (2M? — M) N sumas. Afiadiendo aquf las operaciones gastadas
en el célenlo de f, con €3' dado (M2 multiplicaciones y M2 — M
sumas), oblenemos definitivamente M2 (2N - 1) multiplicaciones y
M22N 4+ 1) — M (N + 1) sumas.

Para cncontrar todos los Yjpara 07 < N — 1 siendo Yy
dado, se exigen M2N multiplicaciones v M2N sumas. De esta forma,
para el céleulo de B; vy ¥; se requicren M2 (3N —+ 1) operaciones de
multiplicacién v M2 (BN 1+ 1) — M (N + 1) operaciones de sumas.
Si no hacemos diferencia entre estas operaciones, entonces esto cons-
tiluye @ = GMIN oaperaciones. Precisamente es necesario oastar lal
cantidad de operaciones aritméticas para hallar la solucidn de cada
nuevo problema de la serie. Para resolver un solo probloma del tipo
(6), cuando es preciso calenlar las matrices de factarizacién o, e
exigen Q = 0 (M3N 4 M2IN) operaciones.

Supongamas que Ia seric consiste de n problemas del tipe (6).
Entonces se requiere gastar @, = @ (M3N) 4+ 62M2N operacioncs,
En este caso el nimero total de incdgnitas en Ia serie es ignal &
nM (N 4 1). De agni se deduce, gne para encontrar una inedgnita se

fi

z
necesitan ¢ &~ 0 (T) -+ 6 operaciones aritméticas. De esta forma,

al anmentar a. el niimero relativa de operaciones para wna incégnita
disminuye, sin embargo siemnre es mavor aue £17. En esto se encierra
Ja _diferencia esencial entre el método de factorizacién matricial y ¢l
métode de factorizacién escalar, donde ¢l nGmero relativo de opera-

ciones para_una incégnita es un nimero finito que no depende del
stimero de inchgnitas.
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3. Factorizacion para ccuaciones veetviales bipuntuales.
Examinemos ahora el métodn de solucién de las ccuaciones
vectorinles bhipuntuales
PoytVier — 0OV =F;p, O0isCV -1, (11)
PlVo=TFy, QOnViy = Fyqy, '

donde V, es el vector de dimension A, 1 i+1 ¥ (; son las
matrices Cluldnid{l‘i MX Mpara Qi< N —1, P,y Qpn
son las malricos rectangulares do dlmensitmes M, x M
y My X M respectivamente, siende M, 4+ M, = M. [l
voctor F,., para OTi<CN —1 tiene d|meusmn M, F,
¥y F x4 tienen rllmcnsmn M, v M, rvespectivimente.

Primeramonte reduciremos el sistoma (11) a la formna (6).
Para esto, representemos las matrices que entran en (11),
de la siguiente forma:

Py=| P}' | =P, Q-‘\'—“_02 | Q¥ I,

P Pl —pit 0,- 12 (12}
1= “—-—P"‘T‘ i= Q;l |'_|_Q-J.2"
i+l i

donde P¥ y Q8 paca 0 <C i << N son las malrices de di-

mensiones ;‘i‘[h X M, k= 1. 2. lEn correspondencia con
la representacion (12) pongamos

- A
Vi——(;‘;), 0<<isIW, Fi‘—iz(fgﬂ)’

i+l i
0<SisK NV —1, (13)
Fo=Ffy Fyn=Iy:,
donde of y f4 son los veclores de dimensién Ay, k£ =1, 2.

Empleando (12) v (13), escribamos el sistema {11) en la
signiente forma:

10,1 12,2 __ 4
Pilv, — Pieg = 1.

41 d,42 1 ‘l
Qalb + Q15 P.:H T

i L
p?‘+l"é+1 — .fn;-

0N —1 14)
Qa U1 _f_Q‘“vi + !)Hlv el i ! (
. Pffl.vfu i -fi-vl.‘

— QR oly + OF ol = [l 4.
Introdnzcamos ahova nueves veclores de lag incognilas,
poniendo

. : (o
Yy =vy, Yyeo=—rth, Yi+1:(v_1 ) , O=iKN—1,

il
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y las matrices,

Co“ P;l' BorlfP;’!(]“H, CN+! T’Z'O?\;- ANH:“OH‘Q?\}”
1 p}; 0L2|Ql_1
s R |- e Lt
I<lisKN -1,
piz | m
Bivs= | o
+*
olaipll
cruﬂ-”a‘éil—ﬁ;{i“, IiSN—1

i+]

y O0CiKN —2,

donde 0* s 1a matriz nula de dimensiones M, ¥ M ke 1=
=
En estas notaciones el sistema (14) tendrd la forma
CQYQ—BDY1=F0. é=0y
—A4)Y, +C Y, —BY,,,—F;,, 1<<i<<N,.({15)
—A N+IYN -+ CN-I-IY.'N-I—]_ = FN-i-l: i= N -+ 1.
Asi, el sistema do ecuaciones vectoriales bipuntuales (11)
ha sido reducido a un sistema de ecuaciones vectoriales
tripuntuales del tipo (15), para el cual ol método de facto-
rizaci6n matricial fue construido en el punto 2. Para (15)
el algoritmo de factorizacién matricial tiene la signiente
Forma:
e = (C; — A0,)7'B;,
t=1,2, .., N, a=C-B, (16)
Biv: = (C; — Ayu)) 1 (F; + 4,84,
de=4, 2, ... ¥4+ P.=2CFE, (17)
Y, =0i41¥i 01 + Bitro
izN‘ .N—'—‘[, . ey 0. YN+] =ﬁ1\'4~1! (18}
pero las matrices @, y @y, tienen tamadio M, X M y
M X M, respectivamente, y «, para 2 <C i <C N son las
matrices cuadradas de tamaiio A X M. Los vectores B:
para 2 <Ki<C NV + 1 tienen dimensién M y Py ¥ Pate
tienen dimension M, y M,.

Transformemos las férmulas (16)-(18). Teniendo en
cuenta la estructura de las matrices 7;, encontramos, que
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fas matrices @; tienen {a formd

12 @iy
ay=|lei” | 0], aysy= [
N+1
42§l
of® | U
;= || ——— 2<]iCN. 19
i 05112 | O3t ¥ e | ( )

Sustiluyendo (19) on (16) ¥ teniendo en cuenta la definicion
de las matrices 4;, B; y €,;, obtenemos las [ormulas paca
calcular al? y a3

A TR P
a:fl Q}:flm()?ilo;}f| PR Pyl R i
(

20)

donde al*=(Py)' P;*. Seguidamente, represenlando el
vector B; en la forma

B -
Bi=B1, Bwiz= PRz, ﬂx:(ﬂy' 2SN A1 (21)

y sustituyendo esta expresién en (17), obtendremos

B: QI —QIL al® | P -1 1+ BY :
o)== | (o) 1<ty @

Birro =1 OF — QX al’1 M (Fors 1+ O Bh+1) (23)
donde B! =|| Pg' || f;.

Sustituyamos ahora {(19) y (21) en (18) y ulilicemos las
nolaciones introducidas para ¥;. Como resultacdo obtendre-
mos las siguiontes férmulas para el cilculo do las componen-
tes del vector de las incognitas:

2 22 9, o2 .
vi-y =cip Vi +Ppis, i=N, N—1, ..., 1,

U12V=p%+2r

1 12 2 1 ;

vi =a;{10f 4+ figr, =N, N—1, ..., 0.
Asi, el algoritmo del métedo de factorizacién matriciel para
el sistoma de ccuaciones vectoriales bipuntuales (f1) se
describe por las férmulas (20), (22)-(24).

Ya que estas formulas son consecuencia del algoritmo
de factorizaciéon para la resolucién del sistema (13), al
cual nosotros redujimos el gistema inicial de ecuaciones
vectoriales bipuntuales (11), entonces las condiciones sufi-

(24)
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cientes de correccién y estabilidad del algoritmo obtenido
estdn formuladas en ol lema 5, donde es necesario cambiar ¥
por N 4 1. y las matrices C,, A, y B, son definidas mis
arriba.

Utilizando el algorilmo de faclorizaciones opuestas para
¢l sistema (15), se puede construir el algoritmo correspon-
dienle para el sistema inicial de ccuaciones veelorinles
bipuntiuales (11).

4. Faclorizacién ortogonal para ecuaciones veetoriales
biputuales. Examinemos otro método de resolucion del sis-
terna de ecuaciones bipuntuales (11), conocido bajo el
nombre de método de factorizacion ortogonal. Este mélodo
contiene la inversién de las matrices P; para 1 <T i< N
y la ortogonalizacion de las matrices rectangulares ansilia-
res,

Buscaremos la solucién del sistema (11) en la siguiente
forma:

Vi=Bp:+ Y, 0<<i<<N. (25)

donde #B;, para cualquier i, es la matriz rectangular de
Ltamafio M X M, y B; v ¥, son los veetores de dimension
My y M, respectivamenle,

Definiendo 3, y ¥, de la condicién P B, = 012, PY, =
= F,, donde 0' es Ia matriz nula de tamafo A, X M,,
obtendremos que V, satisface la condicién PV, — F,.
Hallemos ahora las formulas vecurrontes para la sucesiva
construceidn de las matrices B; y los vectores ¥;, partiendo
de B, v ¥,

Sustituyamos (25) en (11). Si P,,., son las matricos
no degeneradas. entonces tendremos

BiciBivi + Yigy — PIL1Q:B Py = P7ly (P +Q,Y)

0L KN — 1,

o

Bigbia + Yigr — A, 4B, = X pg,
0 isCTN —1, (26)
donde A4y »=PiL,0,8;, X4y = Pty (Fiyq + Q:Y;). La

matriz A ; ., tiene tamafio A7 X M. y el veclor X, , tiene
dimension Af.

Definamos B;., y ¥,4 de la siguiente forma:
Aipr = B Qiga Yo = Xpgy — Bigpie, (27)
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donde £;:; ¥ ¥:4: son la matriz cuadrada M, X M, v ol
vector de dimension M,, no delerminados por aliova. Susli-
tuyendo (27) en (26G), oblendremos la relacién £2,4, X
X (Birr — Riqabi) = B4, la cuval se transforma en
identidad si ponemos

Qisabs = Bisa — Pipy, OIS N — 1. (28)

Por tanlo, si se dan matrices no degeneradas £; para 1 =
s i N y vectores @; para esos mismos i, enlonces por
las Formulas (27) se pueden hallar todas las matrices nece-
sarins B; y los vectores ¥; para 1 < i <C NV, partiendo
de B, v ¥Y,.

Quedan por definir los veclores B;. De (25) para i = N
v del sistema (11) obtenemos dos relaciones V 5 = B By +
“+ ¥Ynr OQnVy = Fyyy con las incignitas By y ¥ 5. De
aqui para f, hallamos la ecuacion QyB by = F g
— (Y conlamatriz cuadrada @ Ry do tamafio M, X M,
Esta relacion se puede escribir en la lorma (28)

QuiBy = Bbrytr — a1, (29)

donde Byt = Fys1y rn4c =0nYy, Quiy =0QrBy.

Si la matriz Q 54, no es degonerada, entonces segin
las férmulas (28) y (29) sucesivamente, comenzando por
B x+1. hallamos todos los f; para 0 <C i <L V. l.a solucién
del sistema (11) puede ser entonces hallada por las formu-
las (25).

Como se tiene arbitrariedad en la eleccién de las matri-
ces £2, y de los veclores ¢,, cntonces las férmulas citadas mas
arriba describen més bien el principio para construir un
método de resolueién del sistema (11), que un algoritmno
concreto. La eleceién de £2; y ¢, determinados gencra un
cierto método para el sistema (11). Tales métodos los llama-
remos de factorizacion, en cuyo paso directo se calculan f3;
v Y;, y cn el inverso B; y la solucién ¥,.

Detengamonos ahora en un procedimiento para elegir
¥ @;. Ya que las formulas (27) y (28) presuponen la inversién
de la matriz €,,;, entonces clla debe ser suficientemente
facil de invertir.

En el método examinado de faclorizacion ortogonal la
matriz Q;4; y el vector ¢,y se generan por las oxigencias:
1) la matriz ;. se construye mediante la ortonormaliza-
cién de las columnas de la matriz A;4,: 2} el vector ¥, 4,
debe ser ortogonal a las columnas de la malriz 2;4,.
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Consecuencia de estas exigencias son las igualdades
BBy = L%, Bt Y4, =0, (29')

donds BTy es la malriz lranspuesta a By, y £% es la
malriz unidad de tamafo M, X M,.

Hallemos primeramente la expresion para @;4,. De (27)
y (29°) obtenemos 0 = B ¥4y = Bt 43X 41 — B 1By X
XK @y = B 43X 4 — @41 Do esta forma, esla determii-
nado el vector @iy @4y = 87, X410

Costruyamos ahora las matrices ;4. v B4, Existen
varios métodos para ortonormalizar las columnas de la
matriz A;,,. Nosotros examinaremos el método de Gram—
Shmidt.

Supongaines que la matriz 4 4, posee rango M,. Designe-
mos mediante ¢ y by las k-ésimas columnas de las matrices
A4y ¥ Biqy respectivamente, y por (,) el producto escalar
de vectores. Iin calidad de &, tomemos la columna a;, nor-
malizada

P
bi=alwy, @y= (a, ay). (30)
Asi sucesivamente buscaremos la columna by, en la forma

1
Ok

h-1
b= 5 (an— 3 ombda), 2<k<M,, (31)
n=t
donde los coeficienles w,; se encuentran de la condieién
de ortogonalidad del vector by a los vectores by, by, . ..
ey by ¥y op de la condieién de normalizacion de by

Wpr=(bp, ax), n=1, 2, ..., k—

1,
. E=1
Wpp = |/ (an, @) —-nzl s (32)

En virtud de la suposicion hecha sobre el rango de la malriz
A;y, las columnas g, para 1 <C & <C M, son linealmonte
independientes y el proceso de ortonormalizaciéon transcurre
sin singularidades.

De (30)-(32) so deduce que las matrices 4,41 ¥ By
estan conectadas por la relacion 4,4, = B;,82;4,, donde
£2; 41 es la matriz triangular superior cuadrada de tamafio
My X My con elementos @,, para 1 <{n<{M, n=<
< k << M, definidos on (30) y (32), y w,p = 0 para & << n.

De esta forma, las formulas (30)-(32) determinan las
matrices B4, y Q4. El calculo no complicado muestra que
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la construcecion de las matrices ;1 y £2,,; se puedo realizar
gastando: MAi; +- 0,5 (M; — M,) operaciones de multipli-
cacién, MM — M, operaciones de suma y resla, M,
operacioncs-de division y M, extracciones de raiz cuadrada.
Todo el proceso de orltonormalizacién indicado hay que
realizarlo IV veces en el paso directo del método de factoriza-
cion. Esto exige O (MNM?) operaciones aritméticas y VM,
operaciones de cxlraceion de raiz cuadrada.
Nos queda indicar como se encuentran la matrviz B,
y el vector ¥,. Supondremos que las matrices Py, y O;
para 0 << i <X ¥ — 1 no son degeneradas. Ademds, supon-
gamos que la matriz P! no es degenerada, y quo la matriz
Q y tiene rango M,.
.

1= 19
Construyamos B, y ¥, Sean A,= " (i!i.,:,—r—j%—
X, = ((Pévl)[_;Fﬂ) la matriz triangular de tamafio M X M,
y el vector de dimensién M. Puesto que la dimension de
la matriz cuadrada unidad E*®** es M, X M,, entonces el
rango de A, es igual a M,. La matriz B, se construye
partiendo de A,, con ayuda de ortonormalizacién (80)-(32),
v ¥, se elige por la férmula ¥y= X, — B, de la condicién
de ortogonalidad a las columnas de la matriz 3, lo cual
da @ = ByX,. Ya que
i 5 Pll -1 I)‘ﬁ
Bo= A", Podo=1| P} — Py || LEZLE | — o,

entonces Pol2y =02 de lo que P Yy = P Xy — PyBop, =
PDXD = 1’*0.

De csta forma, los By y Y, construidos satisfacen las rela-
ciones exigidas: PoBB, =0 y P Y, =F,.

Observemos gue on virtud de la no degoneracion do
Piyy y Q, el rango de la matriz A; 4, coincide con cl rango
de B;. Ademds, debido a la no degeneracion de Q, el rango
de B, coincide con el rango de 4, y es igual a A7,. Por lo
tanto el proceso de ortonormalizacién (30)~(32) transcurre
sin complicaciones. Luego, ya que los rangos de las watrices
QOnx y DBy son iguales a M,, entonces la matriz cuadrada
Q41 = QnBy serd no degeuncrada, lo que permite hallar
el vector Py

Be esta manera, el algoritmo del método de factorizacién
orltogonal tiene la siguionte forma:

1) BQ; =A;,i=0,1,2,..., N,

. i Piiy=1 pia
Ai=Pi'Q; 4B, 1IN, Aoﬂn%&

] ) (33)
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Las matrices B; y Q; para 0 <l i <{ N se calculan por las
féormulas (30)-(32) y se guardan en la memoria. Se pone
Qus1=0UnBy.

2) Yi :Xi "“Biq’iv Pi :B?Xh i :09 19 o oy N,
Xi’:P:i_l(Fi_!_ Qia¥ia), 1<<i<N,

R ((PS’)‘(’)Fn). (34)

Se calculan y se guardan en la memoria los vectores ¥;
para 0 <Ci<C N y @; para 1 <Ci=<C N. Se pone @4, =
= QnY¥Y .

3) Quibi=Bisy—@ivyy i=N, N—1,..., 0, Brsi=
Fyop Vi=DBip Y O0TiKN. (35)

OBSERVACION. Ya gue las matrices Q; para 1 <K i< N
son las malrices triangulares superiores de Lamafio My X M,,
entonces para encontrar f; por B;4+; ¥ @:+; dados, se exigen
O (M}) operaciones.

Para ilustrar el algorilmo propuesto examinemos un
cjemplo. Supongamos gque se¢ exige resolver el siguiente
problema en diferencias tripuntual:

—YiyF Y — Y+ =0, 1 KiK<N—1,

Yo=1, yn=0.
Este problema fue ya examinado por nosotros anlerior-
menie en ¢l punto 4 del § 2, donde por el método de facto-
rizacion no mondlona tripuntual fue hallada su solucién
para N no miltiplo de 3, y precisamente,

(N —1) n
3
SDI}-N'—:E '
3

Reduzcamos el sistema (30} a un sistema de ccnaciones
vecloriales bipuntuales del tipo (11), poniendo

V,=( Y1 ) 0<TiKN —1.
Yivt

No es ecomplejo ver, que (36) .es equivalente al siguiente
sistema:

Viea —QVi=0, 0<<i<N -2,
PoVy =1, QnaVy=.0, - : (37)
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donde Py={[1]0]l. Qx_s= I|01]), o=”:‘;’%” Bl sistema

(37) es un caso particular de (11) con My== Ay =1y M = 2.

Para resolver (37) ntilicemos el algoritino de factoriza-
cién ortogonal (33)-(35). Para el cjemplo examinado las
matrices H; tienen dimensién 2 X 1, Q; tiene dimensién
1 X 1, los veclores Y, tendran dimensién 2, y los veclores
B: v @, tienen dimension 1.

En la Labla 3 se dan las malrices B; v G; v tambidn
los veclores ¥y, @; ¥y f; para N = 11. El métado aplicado
de factorizacién ortogonal permile oblener Ia selucién
exacta y; del problema (36).

5. Factorizacion para ccuaciones tripuniuales con eoe-
ficientes constantes. Volvamos de nuevo al método de facto-
rizacion matricial para ecuaciones tripuntuales y examine-
mos un caso particular de Lales ecuaciones, precisamente:

Y, +CY; — Yy =F;, 1<jKN —1, a8
Yo = Fy, YN=FN1 (2R)
donde C es la matriz cuadrada de tamafio M X M, mieniras

Y; v F; son el vector buscado y el vector dado, ambos de
dimensién 7.

En el punto 1 fue mostrado, que a un sistema de ccuracio-
nes (ripuntuales del tipo (38) se reduce el problema do
diferencias de Dirichlet para la ecuacién de Poisson sobre
una red rectangular, dada en un rectingulo, donde ademas
la malriz C serd simétrica y tridiagonal, A continuacién,
en el punto 2 del § 4 fue mostrado que el método de faclori-
zacién matricial, el cual posee para (38) la forma

a1+1=(c—aj)_1! j=1,2,...,N—1, o =0, (39)
Bror=o;0 (Fsy+Bp), 7=1,2, ..., N—1, By=F,,
(40)

Y;=o5nY;4 + By, =N —1, N -2 ..., 1,
Yy = Fy, (41)

es correcto y estable. AIIl fue mosirado que Jos valores
propios de la matriz € son miayores quo 2:

A=ho (€) =2+ 43k sonz — Bl > 9. (42)

Recordemos, que en el caso de las ecuaciones vectoriales
tripuniuales gencrales para el algoritmo de factorizacion

10w 147



0 — | =1 o v v oo e S
lﬂ_, J o Y|/ \W) o[ (m, J (o )
- =/ JNE TN\ o JNE- I\ )
2\ Vo VIRV M2\
m.\.\_. W.a.\—. m.\‘.
= J0o JI\v J\H=/ o/ N/ 1\ |\e
: i EA
0 == 0 : T “ J
z | 2A z__|2A g __ | &8A _ Z
B AR o s ua B bl b o=
Loz | v | e | |5 e | | B4
W o 6 8 L 9 | ¢ v g g

& o]



matricial se exigen O (M*N) operaciones aritmélicas para
calcular las malrices a; y O (M2N) operaciones para el
cilculo de los vectores de factorizacion B; y de la solucion
Y; Paca conservar las matrices complotas a;, en general
no simétricas, es necosario guarcdar en la memoria M (N + 1)
elementos de estas matrices. jDisminuyen o no estas canti-
dades, si con el método de faclorizacion matricial se resuelve
un sistema vectorial tripuntual (38) especial con coelicienles
conslantes?

Para el ejemplo examinado todas las malrices o; serdn
simdéiricas en virtud de la simetria de la maitriz C, pero
aunque C es la matriz tridiagonal, todas las matrices a;,
j =2, serin completas. Por consiguiente, Lleniendo en
cnenta la simetria de las matrices o;, se puede disminuic
solamente el volumen de informacién intermedia recordada,
pero no en mis de dos veces, El orden en M y N del nimero
de operaciones aritmélicas no cambia.

Conslruyamos ahora una modificacion del algoritmo
(39)-(41), la cual no exige memoria complementaria para
conservar la informacién intermedia y se realiza con un
gasto de O (M N*®) operaciones aritmélicas, si se resuclve el
problema (38) con una matriz iridiagonal C.

Primeramente hallemos la forma explicita de las matri-
ces de faclorizacidon «; para cualquier j. Para eso, apli-
cando (39), expresemos «; mediante Ia matriz C.

Observande, que

o1 =0, o, = C-', o, = (C®* — E)-'C, (43)
buscaremos Ja solucidon de la ecuacién no lineal de dileren-
ciag (39) en la forma

a; P =L (C)P;_ . (C), =2,
donde P; (C) es el polinomio de € de grado j. Escribamaos
de nuevo a (39) en la forma

G+ (C —oay) =E, j=2,

¥ sustituyamos aqui (44). Asi obtendremos la relacién
recurrente P; (C) = CP;_, (C) — P;_, (€), ] = 2, o después
del desplazamicento del Indice en una unidad y teniendo en
cnenta (43)
Pit) (€) = CP; (C) — Py, (C), [=A,
e el (45)
P (CYy=E, P;{h)=CLC.



De esta manera, las férmulas (45) definen completamente el
polinomio £; (€} para cnalquier j = 0.

Llallemos la selucién de (45). Il polinomio algehraico
correspondiente satisface las relaciones

P.f“‘.l{.'!) ZtPJ(t}_'PJ—l (t)! j,}‘js
Po® =1, P, () =t

las cuales representan el problema de Cauchy para una ceua-

cidn de dilerencias tripuitual con coelicicnles constantes.

Iin el punto 2 del § 4, del cap. 1 fue hallada la solucién

de este problema P; () = U; (%) v 7 =0, donde U;(x) cs

el polinomio de Chebishev de segundo género v de grado j
sen ((i -|- 1) arecos z)

SENATCeOs ?

sh ({j +- 1) Arch =)
sh Arch « v lzl=1.

De esle modo, estad hallada la expresion explicita para las
matrices de factorizacién o

w=Uit, (§) Us2(§), 122 a=o. (46)

Esto nos hibra de la necesidad de realizar los cdlculos de
las matrices do lactorizacion a; segiin la fdrmula (39), para
lo que se exige ¢l volumen fundamental de trabajo compu-
tacional en el algoritmo (39)-(41). Ademds no hay necesidad
de recordar las malrices o;.

Examinemos ahora las formulas (40) y (41). Ellas contie-
nen ¢l producto de la malriz o«;+, por los vectores F; |- B,
y Y;4,. Mostremos ahora como se puede determinar el
producto de la malriz «; por un veclor, sin calcular o; por
la Iéemula (46). Para eso necesitaremos el lema 6, el cual
cilaremos sin demoslracion.

LeEMA 6 Supongamos gue el polinomio f, (x) de gradoe n
posee raices simples. Kl cociente entre el polinomio g, (z)
de ygrado m y el polinomio f, (2) de grado n > m sin raices
comunes puede ser representado en forma de la suma de n
Jracciores elemeniales

n
Em () -l 2 gm {20)
fn (=) . 2‘ Ty :

*—T fa te)?
donde x; son las raices de fn (x), y [n (¥) ¢s la derivada del
polinomio f, (r).
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Utilizando el lema 6, hallaremos el desarrollo en frac-
ciones simples del cociente ¢ (z) = %4-7"—%‘— , i=2. Como
las raices de U;., {(z} son s
. kn

$h=005‘}—, k=i| 29 ey j_1!

: 2 d F(— 1)t
Usa () =(— 1", U, (x)]= 'LL%’
sou? -?--
entonces en virtud dol lema 6 tendremos el siguiente
desarrollo para @ (x):

j—1 a En
Ujy (2) ; sen T ki =i 47
@(3)—m~§lj—($—cosT) % (47)
De (46) y (47) se deduce una ropresentacién mas para las
malrices o la cual nosolros utilizaremos
i-1

oy = 2 ayy (0—2(‘:03,:.—“3)"1,
h={
250119;;_—"
ay;= 7 s J=2. {48)

Usando (48) se puede realizar el producto de la ma-
triz o; por el vector ¥ seglin el siguionte algoritmo: para
k=1, 2, ..., j—1 se resuelven las ecuaciones

(C—2c0s 22 £) V)= ay,¥, (49)

donde a,; estd definido en (48) ¢l resultado ;Y se obtie-
ne por sumacion succsiva de los vectores V),
i1

;¥ = ;:}1 V- (50)

Notemos, quo en virtud de (42) la matriz € — 2 cos %

es no degenerada y, ademads, tridiagonal, si asi lo era la
maliriz C. En este caso cada una de las ecuaciones (49)
se resuckve en O (M) operaciones arilméticas por el método
de faclorizacién Lripuntual, descrito en el § 1. Por consi-
guicnte, en la resolucién de todos los problemas (49) y ademads
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en el cileulo de la suma (50} se exigen O (M7) operaciones.
Puesto que en (40) y (41) el producto de la matriz o; por
vecltores se efectia para j= 2, 3, ..., VN, entonces el
método modificado de faclorizacién matricial (40), (41),
v (49), (50) exige O (MN?) operaciones aritméticas.

De esta forma, hemos construido el método modilicado
de factorizacién matricial, que permite hallar la solucién
del problema de Dirichlet de diferencias para la ecuacién
de Poisson en un rectingulo ¢on un gasto de O (MN?) opera-
ciones aritméticas. La disminucién del nimero de operacio-
nes en comparaciéon com el algoritmo inicial (39)-(41) se
logra por cucnla del cavdcter especifico del problema a re-
solver.

En los dos capitulos siguientes nosotros examinarcmos
olros métodos directos de resolucién del problema indicado
y de otros problemas de diferencias semejantes, los cuales
exigiran un nimere menor atn de operaciones que el método
aqui construido.



Capitulo
I

Método
de reduccién
completa

En este capituloe se estudia un método de resolucion de ecnaciones
clipticas reticunlares especiales: el mélodo de reduceidn completa.
Este método directo permite hallar la solucién del problema de Diri-
chiet de diferencias para la ecuacién de Poisson en un rectdngulo en
O (N® log, N} operaciones aritméticas, donde N es el niimero de nodos
de 1a red por eada direceidn.

En el § 1 estd dado el planteamiento de los problemas de contorno
para las ecuaciones en diferencias, en cuya resolucién se puede utilizar
el método de reduceién. En el § 2 se expone el algoritmo del método
para e] caso del primer problema de eontorno y en ol § 3 son examinados
cjemplos de aplicacién del método. En cl § 4 estd dada una gencraliza-
cién del método al caso”de condiciones de eontorno generales.

§ 1. Problemas de conterno
para ecuaciones vectoriales tripuntuales

1. Planfcamiento de los problemas de contorno. En el
capilulo II fueron construidos los métodes de factorizacion
escalar ¥ malricial para resolver ccuaciones tripuntunles
escalares y vectoriales. [l mélodo de factorizacién matricial
para una ecuacién con coeficientes variables so realiza con
un gasto de O (M3N) operaciones aritméticas, donde N es
el nimere de ecuaciones, y M es la dimensién de los veclo-
res de las incdgnitas (el ntimero de incdgnitas en el problema
es ignal a MN). Para ciertas clases especiales de ecuaciones
vecloriales, correspondientes, por cjemplo, al problema de
Dirichlet de diferencias para la ecuacién de Poisson en un
rectingulo, fue propucsto el algoritmo modificado del
método de factorizacién matricial. Este algoritmo permile
reducir el nitmero de operaciones hasta Q (MN?3).

Lste capitnlo estd dedicado al ulterior esludio de log
mélodos directos de solucién de eccuaciones vecloriales espe-
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ciales, a las cuales se reducen los esquemas de diferencias
para las ccuaciones olipticas mas simples, Sera construido
el método de reduccién completa que permite resolver los
problemas de contorno fundamentales con un gasto de
0 (MN log, N) operaciones arilméticas, Si no tenemos en
cuenta la débil dependencia logaritmica de N, entonces o}
niimero de operaciones para este método es proporcional al
niumero de incégnitas M V. La creacién de este método es un
paso esencial en ol desarrello tanto de los métodos directos
como de los métodos iterativos de solucién de ecuaciones
reticulares.

Formulemos los problemas de contorno para ccuaciones
vectoriales tripuntuales cuya solucién se puede hallar por
el método de reduccién completa. Nosotros examinaromos
los siguientes problemas:

1} Primer problema de contorne. Se exige hallar la solu-
cidon de la ecuacién

—Y_;_._-'—CYj—Yj-i-lgFj; 1-§__]“-<.._N—1r (1)
que satisfaga valores dados para j =0 y j = N.
Yo =F, Yy=Fy )

Aqui Y; es el vector de las incégnitas de niimero j, F; es un
micmbro derecho dado y € wuna matriz cuadrada dada.
2) Segundo y tercer problemas de contorne. Se busca la
solucién de la ccuacién (1}, que satisfaga las siguientes
condiciones de contorno para j =0 y j = N

CH+ 22y Yy —2Y, =F,, j=0,

_2YN—1 -+ (C + 2ﬁl“‘) YN T FI\'! J= s (3)
donde =0 y > 0. Para @ = p = 0 las férmulas (3)
prefijan las condiciones de contorno de segundo género.
Nosotros también examinaremos combinaciones de condicio-
nes de contorno, por ejemplo, cuando para j = O esté dada
una condicién de contorno de primer género y para j = N
de tercero o de segundo género.

3) Problema de contorno periddico. Sc exige hallar la
solucién de la ecuacién —Y¥;_, 4+ C¥; — ¥4, = F;, quo
es periodica. o sea, ¥n4; = ¥, Se supone que el miembro
derecho F, también es periédico, ¥y ; = F,. Este proble-
ma se formula en la siguiente forma equivalente: hallar
la solucién de la ccuacidon

=¥, A+ CY; Y, 4, =F,, 1<j<<N—1,

'_‘Yn'—l +CYy— Y, =F,, Yy =Y, (4

154



A las ccuaciones de tal género se reducen los esquemas de
diferencias para ecuaciones clipticas en sistemas de coor-
denadas curvilineas ortogonales: en sislemas cilindricos,
polares y esléricos.

Ademids de la ecuacién vectorial fundamental (1), que
contiene una matriz C, nosotros examinaremos el primer
problema de contorno para la ecuaciéon mis general

"'"‘GY_!'—I."I_ AY}—BY}'+1=F", 14‘_;@1‘\;——1,
Yo = F,, Yy = Fy (3)

con matrices cuadradas A y . Semejante tipo de problemas
aparece al resolver ¢l problema de Dirichlel de diferencias
de un orden de exactitud aumentado para la ccuacion de
Poisson en un rvectangulo.

Formulemos las exigencias sobre las matrices C, A y 13,
que aseguran la posibilidad de aplicacién del método de
reduccién completa para la resolucién de los problemas
planteados (1}-(5). Para los problemas (1)-(4) supondremos,
que para cualquier vector Y es vilida la desigualdad
(€Y, ¥) = 2 (Y, Y), y para el problema (5) la desigualdad
(AY, ¥) > 2 (BY, ¥) > 0. Aqui so utiliza el producto
escalar de veclores usual.

2. Primer problema de contorno. Comenzaremos el estu-
die del método de reduccion completa por la descripeién de
los problemas de contorno reticulares para ecuaciones elip-
ticas, que pueden ser escritos en la forma de las ecuaciones
vectoriales especiales (1)-(5). Supongamos que sobre la red
reclangular

© = {my; = (ihy, jhy) €G, 0K I M,
0 g J. é ‘I\T' hi = ll:'ﬂt_'f, }2.2 = szN}

con fronlera y introducida en el rectingulo G = {0 < xy <
< l,, @ = 1, 2}, se exige hallar la golucién del problema
de Dirichlet de diferencias para la ecuaciéon de Poisson

Ve -+ Vow, = (), r€w
y (x) = g (x), zEY.

En el § 4 del cap. 11 fue mostrado que el problema (G)
puede ser escrito en la forma (1}, (2), donde Y; es el vector
de dimension M — 1 cuyas componentes son los valores
de ta funcién reticular y (i, j) = y (z;) en los nodos inte-
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rioves de la j-6sima fila de la red o:

Y,=w® Dy H ..., y (M —1,)), OJN.

C es la matriz cuadrada de dimensién (M — 1) X (M — 1),
la cual corresponde al operador de diferencias A, donde

Ay=2y—k:y;'xl, hy<<a,<<li—h,y, ™
y=0, =0, 1,.

El miembro derecho F; es el vector de dimensién M — 1
definido de la siguiente mancra:
1) para j =1, 2, ... N —1
Fy= 05 (1, ). ke 2, - - .
o hip (M —2,5), B (M --1, ), (8)
donde
—_ ; . 1 J
qJ(js }):'p(’i: f)+T€ g (0, ])!

- , . ; 1 A
2) para j =0, N
Fp=@® e .. g®—170). ()
De (7) se deduce gue para el ejemplo examinado la matriz C
es la maltriz tridiagonal simétrica.

Examinemos un problema de diferencias mas complejo,
que lambidn se escribe en la forma de las ecuaciones (1), (2).
Supongamos que sobre la red w se exige hallar 1a solucidn
de la ecuacion de Poisson en diferencias

y-‘;xxn "{"y;;z;,z‘ "“"(p(:"r")'! z € o, (10)

que satisface en los lados x; = 0 y x, == I, las condiciones
de contorno de tercero o de segundo género,

2 2 -

Wyxlﬁl_y;}.ft‘,zﬁu_ly_m’ .T.‘:D, ('[1)
1 P o=

=T Uit = oMl — 0 Bi=ly (12)

hy Koo <lp— Ry

y las condiciones de conlorno de primer género en los lados
2y, =0 yage=lpy@=g@, 2.=0, L, 0, k.
I'ara que cl problema planteado pueda ser escrito en la
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forma (1), (2) con la matriz € no dependiente do j, es nece-
sario suponer que se cumple In condiciéon %, — const.
Reduzeamoes esle problema a (1), (2). I'ara eso mulli-
pliquemos (10)-(12) por (—A?) y anotemos la derivada de
diferencias  yz,., por puntos para lodo j =1, 2, ..
..., N — 1. Obtendremos las siguicntes eccuaciones:
1) para i =20

—y 0 j— 2| (142 n)y @, -

_%E' Yx, (Ol f)]—y{O, )'—i- 1_) =h‘:$(0’ });

=1
2) para i=1, 2, ..., M—1
—y (i F— 1)+ 120 (i, D) —hlyz, (G D—
—y (& jH1)=nh3g (i, j);
3) para i=M
—y (M =y +2 [ (17 w) v, D+ g (1, )
—y (i) =k §)
Designemos
Yi=@w©O, ) yv.9 .., y{M. ), 0Kj<<N,
Fy= (0 0,1, ke (1, 9), . . ., Mg (M — 1, j),

kig (M, ),  (13)
1<CjSN —1

Fi=0(€©0n e.5). --..8M, p)), j=0,N.

En estas notaciones las ecuaciones obtenidas se escriben
en la forma (1), (2) donde Ia matlriz cuadrada € de dimen-
siom (M + 1) % (M -+ 1) corresponde al operador de dife-
rencias A:

h3 2h
2(1"‘}'3':_"‘—1) y_-Eny” zy=0,
Ay=< 2y—hyy; ., ha<<oy<<li—hy, (14)
2 (144, ) +20M 4 =1
( Ry )Y Ty ¥z T1= iy

Aqui de nuevo tenemos que ver con ¢l case, cuando C es
una matriz tridiagonal. El dar sobre los lados z;, = 0, I,
condiciones de contorno de tercer género (11), (12) en Ingar
de condiciones de primer género conduce solamenie a otra
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definicién del operador A: en lugar de (7) tenemos (14).
A su vez ¢l Lipo de la ecnacién (1) y de las condiciones de
conloino no cambia. 8i para a; == 0 en lugar de la condi-
cion (11) es dada la condicién de coutorno de primer géndro
y () = g («) y para x;, = [, como anles so da la condicién
(12), enlonces este problema cen dilerencias también se
reduce a (1), (2). En esle caso

Y} == (y (11 J-)! Y {2! j}'l e H (RI! j))! U‘é_}-é A‘T,

F; = (h:G (1,7 P22, ). .. B (M —1,)), h:é (M. j}

1< j<N =1,

donde ¢ (1, 7 = ¢ (1, ) + %g 0, 7, G (M, 7y es el valor
1

del mieinbro derecho ¢ de (12) en el punto correspondiente,
y la matriz cuadrada C corresponde al operador de diferen-
cias A, siendo

A ] 2y—~h:y§‘x,: klgxigll_kll
dMif == hE k3
1 2 (1+ﬁ>€+1) y—|—2-?; -, Xy=1

X3

(15)

vy =0 para o, = Q.

Si estd dada la condicién de contorno de primer género
para x; = l;, y la condicién de contorno de tercer género (11)
para x;, = 0, entonces en (1), (2)

Yj = (y (01 ])1 y (11 ]); vy Y (114 “F 1s})}? 0“-<-~. f@ N';
Fy= (b9 (0, ), Ao (1, 1)y - - o Big (M — 2, ),

Kp (M —1, ),
I<<jss N —1,
donde @ (M —1, j)=¢ (M —1, ;')+-311?- g(M, j), v la ma-
triz C corresponde al operador de diferencias A, donde

RN 23 _
Ay=] 2 (1+ru-1) by kl yxu &y 0! {16)

V2y—rys,, h<z<li—hy

y y =0 para z; = ;.

e esta forma hemos mostrado, que si por la direceidn
z, estdn dadas condiciones do contorno de primer género
y por la direccién z, combinaciones cualesquiera de condi-
ciones de contorno de primero, segundo o tercer género,
entonces los esquemas de diferencias para la ccuacion de
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Poisson en un rectingulo se escriben en la forma del primer
problema de contorno para ecuaciones vectoriales tripuntua-
les (1), (2). La matriz € se determina con ayuda del opera-
dor de diferencias A, el cual en dependencia del tipo de
la condicién de conlorno sobre los lados &, = 0 y 2, = I,
se da por las férmulas (7), (14)-(16).

3. Otros problemas de contorno para ecuaciones en dife-
rencias. El tipo de las condiciones de contorno para la
ccuacién (1) se determina completamente por el tipo do las
condiciones de contorno para la ecuacién en diferencias (10)
sobre los lados del rectangulo 2, = 0 y r, = 1,. Nosotros
examinamos el caso, cuando sobre estos lados fueron dadas
condiciones de contorno de primer género.

Examinemos alora otros problemas de contorno para la
ecuacion (10), los cuales se reducen a las ecuaciones veclo-

riales (1), (3). Supongamos que sobre la red rectangular @
definida més arriba, se exige hallar la solucién del tercer
problema de contorno para la ecuacién de Poisson en dife-
rencias. El esquema de difcreoncias tiene la forma signionte:

Vi, TV, = —@(7), z€o0, 17)

9 2 -

T Yt e, = e — @ 24=0, (18)
2 2 —

T Yn e T kY — 0, mi=1,,

kzs-:-hxz--{._lz—hz;

2 2 —
yi.xs+‘ﬁ?yx:‘__"§“—ay—¢, .‘.r?_zo, (19)

2 -
Vi ™, Y2 = Ty R — P, Tp= Iy,

<z, <<l —hy. (20)

La aproximacién on las esquinas de la red posee la forma
especial:

2 2 2 2 =
};;‘yx.-l-‘;;—yx,:(h—l "+T= :Lz)y—tp, =0, a,=0,
(21)
2 2 2 2 i
_'j“:y;lﬂ‘gya&: (T;"H‘FI;"—a) ¥y— @, xlzzh $2=0,

(22)
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2 2 2 2 -
?aTyxl_-E; e, = ('};;""-l‘*“;_,___; '*:+2) =gy 2¢=0, @y=ly

(23)

= 2 2 2 -
_,-J—,;l—yil_];;'y;,z[Tl'xu‘i—-g;xﬂ]y—tp‘ Ee==ly, =y,
(24)

Aqui se presupone, que se cumplen las condiciones Hpg =
= const, o =1,
Mostremos quo el problema (17)—(24) se reduce a (1),

(3). En cfecto, designando por ¥; el vector de dimension
M 4 1.

Yi=@0 7y, i) .. g (M, ), OKIEN
y definiendo el miembro derecho F; pava j =1, 2, ...

<o N — 1 segin Jas férmulas (13) obtendremos de (17)
y (18), como en ol punto anterior, las ecuaciones (1) con la
matriz € correspondiente a A do (14). Queda por mostrar,
quo las condiciones (19)—(24) pueden ser escritas en forma
de las condiciones do contorno (3).

Multipliquemos (19), (21) v (22) por (—#42) y anotemos
por puntos la derivada de diferencias y., que entra en ellas.
Obtenemos:

1) para i = 0
2[ (1452 na) w0, =2y 0,0 ]+

+ 2% (0, 0)— 2y (0, 1) = Ligp (0, 0),
ZDYparai=1,2, ..., M —1

[2y (i, 0)—Riys,,. (2, 0)-F 2k gy (i, 0)— 2y (i, 1) = 2§ (i, 0),
3) para i=M
2[(1+ 5 n) yor, 9+ 2y or, 0]+

+2hgn_oy (M, 0)—2y (M, 1) = h2¢ (M, 0).

Si denotamos @ = k,x_,, entonces cstas ignaldades se
puceden cscribir en la forma vectorial

(C + 2uE) (Y, — 2Y, = F,, (25)
donde Fy = (hip (0, 0), kg (1, 0), . . ., hlp (M, 0)).
Anilogamente de (20), (23) vy (24) se encuentra la ccua-
cidén
_2Y1\'-1 + (€ +28E) Yy = Fy,
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donde se demota B = ihgui, v Fy = (B¢ (0, N),
Rip (1, N), ..., hye (M, N)). De esta manera, el esquema
de diferencias (17)—(24) se reduco al problema (1), (3).

Examinemos ahora el caso de prefijar ciertas combina-
ciones de condiciones de contorno sobre los lados del rec-
tingulo G. Como fue seialado mas arriba, al prefijar condi-
ciones de contorno diferentes de (18) sobre los lados », =
=0 y & = {, influye solamente en la definicién do la
matriz €. Si para @, = 0 estd prefijada la condicién de
contorno de primer género, es decir, en lugar de (19), (21)
y (22) se da y (z}) = g (z), z, = 0, entonces la condicién
(25) debe ser sustituida por la condiciéon ¥, = F,, donde
Fo= (g, 0), ..., g, 0)). En este caso el problema
do contorno vectorial tripuniual posee la forma

Y+ CY;— Y =F;, 1< i<KN—1,
Yo= By (26)
¥ px EAC 4 2BE) Y= Py
A un sisloma analogo llegamios también en el caso, cuando
sobre el lado xy = I, esta dada una condiciéon de contorno
de primer género y sobro cl lado z; = 0 una condicién de

conlorno de tercer género. En esto caso el problema de con-
torno veclorial ticne la forma

~Y;i 3 +CY; — Yy = Fy, 1<KV — 1, (27)
(€ + 20E) Yo — 2V, == Fy, Yy = Fy.

Hemos examinado ejemplos de problemas do contorno
para la ecuacion de Poisson en diforencias en un rectidngulo
y mosiramos, que a cllos corresponden los problemas de con-
torno (1}, {(2) 6 (1), (3), & (26), (27) con su correspondiente
matriz diagonal C.

A los problemas do contorno vectoriales indicados se
reducen también los esquemas de diferencias para ecuaciones
elipticas mds complejas tanto en coordenadas carlesianas
como on sistemas do coordenadas curvilineos ortogonales.
Citemos ejemplos. Bn un sistema cartesiano estos son los
problemas do contorno fundamentales para la ecuacion
eliptica
o2

7= (k1) 35) +Ea(e) Sp—a (2 u=—1(2), =€G,

cuyos cooficientes dependen solamente de una variable. Bn
este caso en el rectdngulo G se puede iniroducir una red
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rectangular @ con paso uniforme 4, en la direccion de z,
¥ con pasos no uniformes arbitrarios en la direccion de .
En un sistema de coordenadas cilindricas tales sjemplos
son los problemas de contorno para la ecuacién de Poisson
en un cilindro ecireular finito ¢ en un tubo en presencia do
simetria axial:
1 g du i1ty
swlrgltazm=tna,

Olrg<<r<<R, O<<z<l

En este caso por la direccion de r se puede introducir una
red no uniforme arbilraria y por la direccién de z una red
con paso constante A,.

Si para la ecuacitén de Poisson se plantea ¢l problema de
busear la solucidén sobre la superficie del cilindro, es decir

1 ¢ g?

entonces el problema de diferencias correspondiente se reduce
al problema de contorno vectorial periédico (4), al mismo
tiempo por la direccion z se admite una rod arbitraria no
uniforme.

En un sistema polar de coordenadas son admisibles los
esquemas de diferencias para la ecuacién do Poisson en un
circulo, un anillo y en sectores circulares o anulares

T (ro)+ s =—1t 0, (n9EG

Para el circulo y el anillo el esquema de diferencias se reduce
al problema periédico (4), y para los sectores se reduce a los
problemas (1), (2) 6 (1), (3). Aqui so puede introducir una
red no uniforme por la direccién de r.

Al problema do contorne periédico (4) se reduce el es-
quema de diferencias para la ecuacién do Poisson, dada sobro
la superficie de la esfera de radio R:

1 J Ju i G
R¥sen® 00 (sonﬂ o0 " R sent 0 g? ) = — /(9 6).

4. Problema de Dirichlet de diferencias con orden de exac-
titud aumentado. Examinemos ahora un ejemplo de esquema
de diferencias, ¢l cual sp reduce a la eceuacidén vectorial (5)
inds general que (1). Escribamos sobre la red rectangular
@ = {25 = (iby, jhy) EF OIS M, 0 j< N, M =
= l;, helN = l,} el problema de Dirichlet de diferencias para
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la cenacion de Poisson con orden de exaclilud aumentado
hY-- Rt
I o % Yiame, — — 4 (), ¥€o, (28)
yx)y=g(x), =z€vy.

Si fy 5= kg, la solucion del esquema e diferencias (28)
para la correspondiente eleccion del segundo miembro ¢ (),
converge con velocidad @ (A} + A}) a wna solucién sufi-
cientemente suave del problema diferencial, y con velocidad
Q (h%), si By = hy = h.

Reduzeamos (28) a un problema de contorno para Ia
ecuacion vectorial Lripuntual

—BYj_I+/IYj“BYj+1=FJ, 1%}%}\;—-1,
Yo =F,, Yy = Fy. (29)
Para esto es necesario multiplicar (7128) por (— h3), anotar la

: ; . RS-
derivada de diferencias (y+ "TZ‘.-_ yi.xl);,x, por puntos y

utilizar lag notaciones
Yi=WwW, D v ..y (M—1, 7)),
Fp= (Wgp (1, ), B2 (2, J), . .. 23 (M — 2, j),
Hap (M — 1, ), 1 <J<KN —1,
donde
e = Z i J W3 p2 i .
oL )—e, N+57&(0 )+ L R T (1) )
o (M —1, j)=@ (M —1, j)+
1 . k2 n2 4
+ar (g0, N+ B g, (v, )

G
Fy=@U, e ). ...8(M—1,0) j=0, .

En cste caso las matrices B y A4 corresponden a operadores
de diferencias A, v A, donde

g Bk ki

Ay=y-+-— 19 : Yiey heSay KL Ry,

5hE-—h3
-L{%y-]xl, klg;}.",ﬁél,—h,‘
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y y=0 para £, =0 y 2, = [,. Estas malrices son tri-
dingonales, y, como no es dificil de comprobar, son coninu-
tables.

El problema do contorno (29) se puedo reducir al proble-
ma (1), (2). Para esto es necesario multiplicar ol miembro
primero de cada una de las ecuaciones (29) por -4, si existe
una malriz inversa a B. Hallemos una condiciéon suliciente
para la existencia de 21 Es evidente, que la matriz inversa
a 5 exislird, si el sistema de ecuaciones algebraicas lineales

BY = F (30)

tiene solucidn tinica para cualquier miembro devecho F.
En virtnd de la delinicién de 1a matriz B, (30) puede ser
eserito on forma del esquema de diferencias.

Ay—y+ 88 ) n<a<hi—h,  (31)
y(0) =y () =0.

Iin el § 1 del cap. Il fre mostrado, que si para el esquema
(31) se cumplen las condiciones suflicienles de estabilidad
del método de (actorizacién, entonces la solucién de Ia
ecuacidn (31) existe y es (nica para cualquier segundo miem-
bro /, y ademadsella puede ser hallada por el mélodo de facto-
rizacién. Anotando la derivada de diferencias yz,., por
puntos, esecribamos (31) en forma de las ecuaciones escalares
tripuntuales

—Aia + Ceips — Biypiry = Iy,
1=LiC M —1, (32}
!)'u P 0! y.’\f = 0!

2 2 2 i
donde A;:Bz% ; C'éz%—_—; 1

LRecordemos, que para (32) las condiciones suficientes de
estabilidad del método de lactorizacién poseen la [orma
1C; | = 14;: |+ 1B, i=1,2,..., M —1. Dec eslas
condiciones hallaremos, que la matriz B posce la invorsa,
si los pasos de la red o satisfacen la acotacién hy, < 1V 2h,.
Bajo el cumplimiento de esta condicion el problema (29)
puede sor reducido al problema (1), (2) con € = B-l4.
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§ 2. Mélodo de reduceién completa
para el primer problema de contorno

1. Proceso de exclusién impar-par. Pasemos ahora a la
descripeion del método de reduccion completa., Gomencenos
por el primer problema de contorno para las ccuaciones
vecloriales tripuntuales

Y0 +CY; =Y, =F;, A1<jiN 1,
Y, =F, Yy=F,. (1)

La idea del método de reduccion completa para resolver
el problema (1) consiste en la eliminacién consecutiva en las
cenaciones (1) de las inecdgnitas ¥; primeramente con niime-
ros j impaves, a continuacién de las restanties ecuaciones so
eliminan las incGgnitas ¥; con niuneros j miltiples de 2,
despuds los miiltiplos de 4 y asi sucesivamente. Cada pa-
so del proceso de exclusién disminuye el ntimero e incogni-
tas, y si NV es una potencia de 2, es decivr ¥ = 27, entonces
como resultado del proceso de exelmsién queda una ecua-
cion do Ta cual se puede hallar ¥ ;. E1 paso inverso del
método consisle en encontrar sucesivamente las ineognitas
¥; primeramente con niimeros j miltiples de N/4, después
miltiplos de N/8, N/16 y asi sucesivamente.

Es evidente, que el método de reduccion complela es una
modificacién del método de reduceién ecompleta de Gauss,
aplicado al problema (1), en el cual la eliminacién de las
incognitas se lleva a cfeclo seglim un orden especial. Re-
cordemos, que en diferencia de este método, ¢l método de
factorizaciéon matricial, Ia eliminacién de las incégnitas se
efectiia segin un orden natural.

Asi pues, soa N = 22, n > 0. Por comodidad introduci-
remos las siguientes notaciones: CIO = ¢, P <= F;, j =
=1, 2, ..., N — 1, con ayuda de las cuales escribiremos
(1) en la forma

—Yjy + COY) — Yy, =F, 1N -1,
N = 2n, 1)
V=il Wi B

Examinemos el primer paso del procese do exelusién.
En este paso do las ecuaciones del sistoma (17) para los i
miiltiples de 2, eliminaremos las incégnitas ¥, con name-
ros j impares. Para eso escribamos Lres ecuaciones (1°) que

165



van consecutivamente:
—Yjs + COY; — ¥Y; = FiT,
¥y COWp— Vi o= B
—¥; 4 COY;y — Yipa = Fi¥y,
i=2,4,06,..., N§N—2.
Multipliguemos la sogunda ecuacion a la izquierda por C'"

y sumemos las tres ecuaciones oblenidas. Como resultado
Lendremos

—Y; + CVY) — Y4, = FY',
j=2 4,6, ..., N—2 (2)
Y, = F,, - Yy =Fu,

donde

Cl0 = [COE— 20,

Fj = 2y COFP + Fi2,,
j=2, 4,6, ..., V—2.

El gistema (2) conliene las incognilas ¥ ; solamente con

nimeros j pares, el namero de incoégnitas en (2) es igual a
N/2 — 1, y si esle sistema es resuclto, entonces en virlud

de (1°) las incdgnilas ¥; con nhmeros impares pueden ser
halladas de las ecuaciones,

COY j= P + ¥+ ¥ jua,
R s W S | (3)
con miembros dercchos ya conocidos.

De esta forma, el problema inicial (1) es cquivalente al
sistema (2) v a las ecuaciones (3), ademas por su estructura
el sistema (2} es andlogo al sistema inicial.

En ul segundo paso del proceso do exclusién de las ecua-
ciones del sistema reducido (2) para los j miiltiplos de (4),
se eliminan las incégnitas con niumeros j multiplos de 2,
pero no miltiplos de 4. Por analogia ¢on el primer paso se
toman ires ccuaciones del sistema (2):
=Y - CNY ;5 —Y ;=Fjy,

— ¥ st CUY = ¥ juy=F3,
—Yj",' C“}Y_ji—z'_*Yj-P-i: .I??f'.?-' }-—-4, 8, 12.. e J”V—"i,

la segunda ecuacién so multiplica a la izquierda por O
y se suman las tres ecuaciones. Como resultado obtencmos
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un sistema de N/4 — 1 ecnacionos, guo contiene las in-
cognitas ¥; con nimeros miilliplos de 4:
—Y; 4+ CRY; Y, =F® =4, 8,12, ..., N—4,
YD_I"D! YJ\'_FNH
las ecuaciones CWY; = F'' + ¥, ., + ¥4, =2, 6,
10, . .., N — 2, para onconlrar las incognitas con nimoros
multiplos de 2 pero no milliplos de 4, y las ecuaciones (3)
para las incégnitas con nimeros impares. A su vez la matriz
C™® y el miembro derechio F{¥ se determinan por las
formulas
C® = [C)2—2F,
F# =Fly L COF®Y L PNy j=4, 8, 12, ..., N—4.

liste proceso do exelusién puede ser continuado. Como
resultado del l-ésimo paso obtendremos un sistema reducido
para las incégnitas con numeros multiplos de 20
—Y,_g+cd Y,—Y, 2,_1?(} j=2% 2.2¢,
3-2*, e N2
Y,=Fy, ¥Yy=Fy, (4}
y los grupos de ecuaciones

C‘“-”Yj = F§h~ 1) -+ Yj_zk“ + Yj+21r.‘—l1
je=20t, 3.2kt §5.2F, L., N—2F, (5)

resolviendo las cuales sucesivamente parak = £, I — 1, ...

., 1, hallaremos las incognitas restantes. Las natrices

€@ y los miembros derechos F{? se encuentran por las
féormulas recurrentes

C = [Ct=—D]2 — 2K,

F{" = F("_zl.}- B L) s o F"f:;f-l, (6)
j=2", 2.2% 3.2%, ... N2,
para k= 1 ‘2

De (4) se deducc que después del (n — 1)-ésimo paso de
exclusion (I = n — 1) gueda una ecuacién para Yon-t =
— Ywn'

T (-1}
CornyY; = F; -+ YJ gn—1- Yﬂ_zn—l S
=F;""_”"i‘ YIJ+ Ya\'! }-=2n-1
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con miembro derecho conocido. Uniendo esta ecuncién con
(5). obtendremos, que todas las incoégnitas se encuentran
consecutivamenie de las ccuaciones

C(h_l)Yj:F;h_l)—*- IYj_zk—l—Y },-07}‘{1| YN:FN‘

(7
J=r 20, 3.280 BRI 2. Be=n; n—1, 1,

De csta forma, las formulas (6) y (7) describen totalmente
cl mélodo de reduccidn completa. Por las f6rmulas (6) so

transforman los miembros derechos, y de Jas ecuaciones (7)
se encuenfra la solucién del problema inicial (1).

Al mélodo descrito lo llamaremos método de rednceion
completa, ya que aqui en el sistema se realiza hasta el final
la disminucién sucesiva del nimero de ecuaciones, micntras
que quede una ecuacién para ¥ g4, En el método do reduc-
cion incompleta que serd examinade en el capitule IV, se
realiza solamente una disminueién parcial del orden del
sistema y el sistema «edueidoy se resuelve por un método
ospecial.

2.  Transformacién del segundo miembro ¢ inversion de
las matrices. 1 edmputo del wiembro dercecho F o por las-
formulas recurrentes (6) puede conducir a la acuwmulacion
de orrores de cédlculo, si la norma de la matriz C*-D g
mayor que la unidad. Ademds, las matrices C% son, en
general, matrices complotas, atn cuando la matlriz inicial
C'" = £ sen tridiagonal. Y esto influyo de manera esen-
cial en cl anmento del volumen de trabajo computacional
para el cdleulo do F/® segin las féormulas (6). Para los
ejemplos examinados en el § 1 1a norma de la matriz, real-
mento de forma signilicativa, supera la unidad v tal algo-
ritmo del método sera computacionalmente inestable.

Para evitar esta dificultad, caleularemos en Ingar do los
vectores F_{;‘) los vectores p}m, los enales estdn relacionados
con P por las siguientes relaciones:

j4-ah=1s

fi—1
& 1)
Fi''= >\ ¢t pjfiad, (®)
'=1

al mismo tiempo pondrenos formalmente [] ¢ = 7, asi
- i
que p_'f"" =F= F}.

ITallemos Tas relaciones vecurrentes, a las quo satisfacen
los pi. Para eso sustituyamos (8) en (6). Considerando, que
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C es Ia matriz no degenerada para cualquier I, de (6)
obtendremos

—1 . -2
2 [T copf®= IT CO1pigih+ a4 plis
1D 1=0 7 i+
—ypih e — e fe— o
2CH1PY0 = pl* it C-0pf ) 4 PR (9)

. It~ ] -
Demg{r;an do S~ —2p _ p=P " ohtendremmos de (9), que
los p}” pueden ser hallados sucesivamente por las siguien-

tes Tormulas:

fi— I L% § h—-1) L h— 1% 3l —
Co-DSYN = ol ptol PSP — 0.5 (pY N 4 S5Y 1),

j=- 28, 2.2% 3.2F ., N—2F KE=1,2,...,n—1,
pit=F,. (10)
Las relaciones recurrentes (10} contienen suma de vecto-

res, producto de nn vector por un numero e inversion de las
maltrices CU-1,

Queda ahora por eliminar FY™" de las ccuaciones (7).
Sustituyendo (8} en (7), obtenemos

C(h-uyj.:ghwi ;Uﬁ (__au,p(jf--l)_!_yj_zh_,+Yj+2h_“
Y,=F,, Yy=Fy, (11)
j—=21, 3.281 N 28, =n, n—1,...,1.

Aqui también es necesario invertlir Tas matrices Ct*=1, pero,
ademis, en el miemhro derecho de (11) aparecié el producto
de una matriz por un vector. En el algoritmo oxaminado mas
abajo el wélodo utilizado para invertir las matrices C*—1
permile evitar la operacién no deseada de multiplicar una
maltriz por un vector ¥ a su vez redueir la realizacion de (11)
a la inversién de matrices v suma de vectores.®
Examinemos ahora ol problema de la inversion de las
matrices C*1, definidas por las férmulas recurrentes (6)

Cw = [V 2K, k=1,2, ... C"= . {12)
De (12) se doduce, que €% es un polinomio matricial de
grado 20 con respecto a € y con cocficienie unidad en la

mayor potencia. Este polinomio se expresa mediante los
conocidos polinomios de Chebishev de la siguiente forma:

C®=2Tp (5C), k=0,1,..., (13)
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donde 7, (x) es el polinomio do Chebishev de n-ésimo grado
y primer género (véase el punto 2 del § 4 dol eap. 1):

]

[ cos (narccos x), | x| <1,

T = 1 — T L1

O e+ VESD e+ VES)T], et

£in efecto, en virtud do las propiedades del polinomio 7T, (z)
Top (2} = 2 [Tn (x)l;; — 1, 7‘1 '(x) =,

de (12) se deduce (13) de manera ovidente.
A continuacion, utilizande la relacién

h=2
E!;[U 2Tyt (2) =U g, (2),

quo concela los polinomios de Chebishev de primer género
con los polinomios de segundo género U, (z), donde
Un (J.":l =
sen {(n 4 1) arecos z)
sen (arceos x) 4
1 e S
- — eeon 'y /w2 — 1Y+ e [ Z_ 4 )-(nil)
SV [(z + V22 —1) (z+V 22 —1)(mn)

|z 131,

[z ]|<1,

os ldcil calcular el producto de los polinomios C®
=2
. 1
[[ ch=Up_, (5C). (14)
=t

Asi hemos oblenido una expresion explicita para €M) y
k-1 y

En lo sucesivo nos serd necesario el lema 6 (véase el pun-
to 5 del § 4 del cap. 1I). De acuerdo con el lema 6 cualquier
cociente g, (z}/f, () de polinomios sin rafces comunes en
el caso n > m y de raices simples de 7, (z), sc desarrolla
de la signiente forma en fracciones clementales:

"

gm (&) i aj _ Hm (x1)
fnlz)y 2 T—mzy h= 1'7'1 () *

donde z; son las raices del polinomio f, ().
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_ Utilicemos el lema 6 para el desarrollo de los cocientes
1T, (&) vy Uy ()T, (x) en fracciones elementales. Las
raices del polinomio 7', (z) son conocidas:

(2l—1) =
)

&y = CO8 —

I I-_-lezv-"sn“\ (15)

v en estos puntos el pelinomio U,_, (x) toma los valores
distintos de cero

x oy _son (arceos ) (—1)it %
f" n-1 () = son (arcces &) . (21—1) s =12, 00
.‘a('.IL—.);:-—— T

Por eso, utilizando la relacion 7T, (x) = nU,_, (x), del
lema G obtenemos los siguiontes desarrollos:

no(— i 5{"]M

1 2n v
T'n (7) = n {2 —ip) 2 {4
=1
Ung(d w1
‘g () 'L
Ta(xy 2| n(z—axy) "’ (17
==

donde z; cstd definido en (15). Los desarroilos necesitados
han sido hallados.
Ohiengantos ahora las expresiones para las matrices
h=2

lce-b]-t  y  jee=b] [ €9 mediante la matriz C.

1=0
De (13) v (14) teniendo en cuenta los desarrollos de los poli-
nomios algebraicos (16) y (17), oblendromos

ah—1
t=1} 71— 21 —1 =4
!CF i)] i —_2; QI'F‘_'1(C_—2(;05 %E")LE) .
h-2 i ghet N ;
o=t [ ¢h= g 3 (6—2e0s S £) 7
=1 =1

Las relaciones halladas permiten escribir en la siguient®
forma tanto las formulas (10):
oft—1
Wl — 1) = =1% ¥ (fe—13
h¥ + ?_11 ey, k-1C1. !l—l(P(;;_gilr.*l + Py i1 )

pEsn w0 (p)j:r.— 0y Sﬁh— n)‘ (18)
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P =F,
j=2% 2.2% 3.2% . N—2% [—1,2, ...,n—1,

como las formulas (11):

oli=1

Yj — 21 c!-.‘h—l [P“‘_”‘f‘at. k-1 (Yj_gh-i + Yj+2?t—1”|
Yo—=F, Yy=Fy, (19)
1=y, 320, BN B S, n—=1, ol
donde homog designado
Cria= C"—'2GOS"‘QIE#L E, o pa=

{(—1}i#2 20—1)
e 0N { > " (20)

Asi, han sido obtenidas las Formulas transformadas (18)
y (19), que describen ¢l mélodo de reduccién completa para
[a resolucion dol problema (1). Estas férmulas contlienen sola-
mente operaciones de suma de vectores, de multplicacion de
un vector por un nimero y de inversién de matrices.

Notemos, que si € o3 una matriz tridiagonal, entonces
serd Lambién Lridiagonal toda matriz Ct w-1- El problema
de inverlir tales matrices fue resuelto en el capitulo 1I1.
Sucesivamente, si para la malriz C se cumple la condicién
(€, ¥, Y)=2 (Y, Y), entonces de (20) se deduce, quo las
malrices €, 4 serin definidas positivas y, por consiguiente,
tendrdn inversas acotadas. Entonces del desarrollo de
[C#-1]-L obtendremos que para todo & >>1 las matrices
€& ngo son degeneradas. Recordemos, que esta suposicion
se ulilizé para obtener las férmulas (10).

3. Algoritmo del método. Las formulas (18) y (14} obte-
iidas mds arriba sirven de base para el primer algoritmo del
método. Examinemos ante todo, cuales valores intermedios
¥ en cual elapa deben caleularse y recordarse para su posie-
rior ulilizacién.

El andlisis de tas formulas (19) muestra, que si & es lijo
para el cdleulo de ¥; se utilizan vectores pi*~ " ¢con nameros
=21 3.20-1 ., N — 21 Caalquier veclor pi? con
el niimero /, pero con niimero ! menor que & — 1, es auxiliar
¥ se guarda en Ia memoria provisionalmente. Por eso los
vectores pi* definidos en ol k-6simo paso por (18) pueden
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distribuirse en el tugarde p$ =", al igual que las incognilas
Y;, calculadas segin (19). El método no exige menmoria
complementaria de ordenadoe, todos los veclores p? so
distribuyen en el mismo lugar donde después se distribuirin
los ¥ ;.

Tlistremos sobre un ejemplo la organizacion de los edleu-
los en o} algoritmo oxaminado. Sea N = 16 (# = 4). En la
fig. 1 se muestra la sucesion del cdleulo y la recordacion ile
los vectores pi”. Un cuadrado sombreado significa, quo para
¢l valor indicado del indice k, se guarda en la memoria para
su posterior ntilizacion el vector pi con el nimero j co-
rrospondiente. Respeetivamente un cuadrado no sombreado
signilica, que p{"' es auxiliar y se vecucrda provisionalmente
en el lugar indicado. Las flechas indican cuales vectlores
p" so utilizan para caleutar pf.
Como resultado del paso directo del método serdn recor-

dados los signicntes vectores pi*:

] )] Ly e (¥ ey iy iy LE3

Py Po s Ps s Pa s Py v Po's Pry P s

B, Pl PYYy PR P P P

Ellos se utilizan para calecular ¥Y; en el paso inverso del
método.

En la fig. 2 sc muestra la sucesién del edleulo de las
incognitas ¥; (notacion simbolica ). Mediante [lechas se
indica cnales ¥ son halladas en los pasos anteriores y euales
p(,-’"” (notacién simbolica M) se utilizan para caleular Y,
si & es prefijado.

Pasemos ahora a la deseripeién del algoritino del método
de reduccién completa. De acuerdo con (18), el paso directo
del método sc realiza de la siguiente forma:

1)A&;»e. dan los valores para pi» = F;, =1, 2
s — T
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2) Para cada k=1, 2, ..., n —1 lijo v con j = 2",
2:24, ..., N — 2" también fijo, primeramento se caleulan
¥ se recuerdan los veetores

(=13 th=1)
@ =P, _ph—t+ P k1. (21)
A contineaecidén se resuelven las ecuaciones
Clua01 = a1, 1 (22)

para =1, 2. ... 2 =%,
Como producto de la acumulacién gradual del resultado en el

= 1) i
lugar de pY " se encuentra pi®

B =05pY" ooy 2 Eohet). (23)

De acuerdo con (19), el paso inverso del método se realiza
de la siguiente manera:
1) Se dan los valoves para ¥,y Y2 Y, = F, vy Y =

N
2) Paracadak =n,n —1, ..., 1fijo y con j = 28-1,
A.26710 5.2k 0 N — 281 {ijo se calculan ¥ so recuer-
dan los vectores
4 = Yj_gh“l -} Yj_._gk-l L ‘P = p;{._i' (24)
Después se resuelven las ecuaciones
Coonr =g -+ g, g, (25)

paral =1, 2, ..., 2F1,
Como resullado de la acumulacién gradual de valores
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en el lugar do p¥ "

tas ¥;
Yy =8 Tty =5 o oo ~b damann: (26)
Contomos ahora el nimero de operaciones aritméilicas

gastadas en la realizacién del algoritmo descrito. Sea M la
dimension del vector de las inedgnitas ¥; y designemos

mediante ¢ el niimero de operaciones exigidas para resolver
una ecuacion del tipo (22) 6 (25) para un miembro derecho
dlado. Consideraremos, que las magnitudes oy, p son dadas
de anlemano.

Conlemos primeramente el nimoro ¢, de operaciones,
gastadas en el paso directo. En el céleulo del vector ¢ por
las férmulas (21) para k& y j {ijos se exigon M operaciones,
Mis adelante, en el cdleunlo del miombro derecho en (22)

y en la resolucion de la ecuacién (22) se exigen M + g
operaciones. or eso para encontrar todos los v; se necegitan
2k-1 (M + q) operaciones. El calculo de p5° por la férmu-
la (23} se realiza con un gasto de 2%¥-1A7 J- }f operaciones.
De esta forma, para calcular p_{f}'-" para un & y j es necesario
gastar M -+ 2¢-1 (20 4 qc} operaciones.

A continuacion, para cada %k fijo se necesitan calcular
N2k — 1 diferentes p’. Por consiguiente, la cantidad tolal

@, de operaciones, gasladas en la realizacion del paso directo,
es igual a

se encuenira el veetor de las incégni-

n-1
Q= (M + @M +q) 2 (G —1 ) =
h=1
= (M 4-0,5q) Nn—(M + Q) N =M (n—1) +q. (27)

Contemos ahora el nimero @, de operaciones gastadas en
el paso inverso. Para & y j fijos se exigen 3 operaciones en
el edleulo segiin las férmulas (24), (2M 4 ¢) 2% ! operaciones
para encontrar todos los v; en la (25) y (28! — 1) M opera-
ciones en el cilculo de los ¥; mediante la férmula (26). Como
el niimero de diferentes valores de j, para los cuales se reali-
zan los célculos indicados con un k fijo, es igual a N/2k,
entoncos @, es igual a

Q=3 M+ @M+ §) 2 4 (2 — 1) M) 55—
h=1

=(1,5M +0,59) Nn. (28)
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Sumando (27) y (28) y teniendo cn cuenta quo 7 =
= log, N, obtienemos la siguiente estimacién para el niunero
do operaciones del método de reduccién completa, realizado
seglin ol algoritmo citado mas arriba

Q=0Q; + Q.= (25M + ¢) N log, N —
—(M+ N —M@E—1)+4g (29
De (29) se deduce, que si g — O (M), ecnlonces Q =
= 0 (MN log, N).
4. Secgundo algorilmo del método. El mérito principal

del algoriline construido es la exigencia minima a la memoria
del ordenador ya que no exige memoria complementaria
para conservar la informacién auxiliar. Bsta cualidad se
alcanza al precio do cierto aumento del volimen de trabajo
computacional, el cual se gasta en el cdlculo reiterado de las
magnitudes intermedias. Examinemos otro algorilmo del
método, el cual se caracteriza por un menor voltimen de
Lrabajo computacional, pero que exige memoria comple-
mentaria, comparable en magnitud con el nimero total de
incognitas en el problema.

Para la construccién del segundo algorilmo regresemos

a las férmulas (6) y (7) que desriben el mélodo do reduccién
completa:

CHl = [CU-D]2— 28,

B = P+ GOt 4 PO, ©)
F=2% 2.2% B.28, (.  N—2% ke=%,2, ....n=1,
CONY; = FY VLY, g + ¥jpare,

Yy=F,, Yy=Y4 (7
j=2M1, 3.2, 5201, [ N2, k=n, n—1,...,1.

Aqui, como en el primer algoritmo, los vectores F{” no se
calculan directamente, y en lugar de cllos se determinan los

3 y . I o -
vectores p¥” y ¢ relacionados con F{" por la siguiente
relacién:

F;:m‘-_-- C”"PE-M—FQEJI}, (30)
j=2% 2.2 3.2% . N—2%
k=0,1,...,n—1.
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Hallemos las formulas recurrenles para calcular los vectores
i
pw b qﬂ”. Ya que en lugar de un veelor F nosotros

introdujimos dos vectores, entonces se Liene una (lcetcumm:(l.x
arbitrariedad en la definicion de p§ y ¢¥. Elijonos pi"

y g5 de manera lal, gue se sd[lbiagd l-:l condicion inicial
F}» = F;. Para eso pongamos

0—0, ¢»=F; j=1,2,...,N—1. (31)

A conlinuacidn, sustituyendo (30) en (G’), obtendremos

C{”’Pm & qt_f& . CUy Iq”‘_”—i-p;':_;n.’\ﬂ%-

+ CC-0pft=l 4 plo ]+ g i ok,
Joum 2, Bl el By B g
Eligiendo

{7t} (=1}

M _ 2P —g—qJ oli=1 +q_§’j,;:1¢’-x (32J

Ve

y leniendo en cuenta, que O™ 4 25 = |CG-bI2 de aqui
hallaremos

(.‘i"‘“p-ﬂm- U‘_”-f-p) 2}{_1 4 Ch- ;;Pth-n I ;?.zflﬂ}‘" (33)

Aqui de nuevo suponemos, que € para eualquier ! esuna
matriz no degencrada.

Designando 8%~ 1 = p{ — p{~ 1’ ohtendremos de (31) —
—(33) las q1gu1&ntes formulas recurrentes para el edl-

culo de los vectores p{ y ¢i:
C‘h-n‘g;k-l): q(h—i)_l_pj ik I._* pj;—‘a}‘)_.‘
A= g Vs, ,.
g§ =2p} + g} G+ gV oik, (34)

q;m_F” P}n)_ 0,
=2k, 2.2F 8.2% . ., N-—-28 k=1,2,...,n=1.
]

Queda por excluir F¥~ " de la férmula (7 ) Sustituyoen-
do (30) en (7} y designando 1§ V=¥, p="
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obtendremos las siguientes férmulas para el cileulo de ¥ ;2
s -1 (h—1
C(-‘; in,{i‘ P _f[fil )+ Yj_zh.—l- s Yj-p::““’

¥, =p o0, (33)

Yﬂ"""'Fm Yy=Fy

psgi=t, 8,001, 5a2, L N =20,
k=n,n—1,...,1.

De esta forma, obtuvimos las férmulas (34) y (35) en las
cuales se basa el segundo algoritmo del método de reduccién
completa. Estas fsrmulas contienen las operaciones de suma
de vectores e inversion de las matrices €1,

Detengdmonos ahora cen el problema de inverlir las
malrices €Y. Como fue mostrado mas arriba, la matriz
¢ ecs un polinomio de grado 2* con respeclo a la matriz
inicial € y se delermina por la férmula (13) mediante el
polinomio de Chebishev de primer género 7', (x):

cm =27 (5C),

ademas el coeficiente del término de mayor grado es igual
a la unidad. Como las raices del polinomio 7, ()} son conoci-
das (véase (15)), entonces C¥ so puede representar en la
siguicnte forma lactorizada:

ah

e =11 (C__gcosu E‘), ) I (e

PrEa]
=1

Utilizando las notaciones (20), se puede escribir la matriz
C¢=b en la siguiente forma:

ph-1
CF0 = ] €y p-1y €y p-y=C—2c08 &2:—)‘1 £, (36)
=1

La [aclorizacién (38) permite resolver facilmente las ecua-
ciones dol tipo -1 e = @ con la parte derecha @ prefijada.
11 siguiente algoritmo da la solucion de este problema
mediante la inversion sucesiva de los faclores en (30):

Vg = @, CI,FI—]. Vi = O l"—_I, 2-, “ oray 2'““",
ademés v = v,;.q. Nosotros utilizaremos este algoritmo

para inverlir las smateices C*-1.

178



Describamos ahora el segundo algoritmo del método de
reduccién complota. El paso directo del método se realiza
a base de (34) de la siguiente forma:

1) ASre dan los valores ¢: ¢ = F,. j=1, 2, ...
g — 1.

2) El primer paso, para &k = 1, s¢ lleva a efeclo por scpa-
rado seglin formula que Lienen en cuenta los datos iniciales
ip;-m ?’0‘ Se resuelven las ecuaciones para p§* y se calcnlan
os gi':

Cpi’ =gy, (37)
q}l'zzps"‘—1—q§2:1--+-q;$1, ]=2, 4., 6, ...,N—g.

3) Para cada k=2, 3,...,n—1 fijo se calculan y se
guardan en la memoria los vectores

0 =1 ho—t (=1
vy = g~V +Pf;_2k)-1 +Pj_:_2h}-1:

j=2% 2.2% 3.2% ..., N—2k (38)

A contlinuacién paral =1, 2, 3, ..., 2r~1 fijo y para cada

=2 2.2r 3.2% ..., N — 2" ge resuelven las ccua-
ciones

) i=1)
Cy, 10§ = of

(39)
con una misma matriz, pero con segundos miembros diferen-
tes. Como resultade serin hallados los veclores ,,52""‘} (en
las férmulas (34) a estos vectores corresponden S%¥—1).

Los vectores p{® y ¢{ se calculan por las férmulas
R~y
1

P =g~V off
@5 =2p{" + ¢ i + g, (40)
j=2k 2.2 3.2% . . N—on

El paso inverso del método se realiza de acuerdo a (35):

1) Se prefijan los valores para ¥, yv ¥y: ¥, = F, y
Y.l.\' = F

2) Paracadak = n, n — 1, ..., 2 fijo se caleulan y se
guardan en la memoria los vectores

vf" =qf*=" + ¥ a1+ Yy g, ’

j=201, 8.251 5.2k N 2R “h
Después para ! =1, 2, ..., 27! fijo y para cada j =
= 2%-1, 3.2h-1, 5.2k-1 N 2671 “so poguelven las
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ecuaciones

Cpa?P s of™H, (42)
Como resultado se encuentran los vectores v(? =1 (en (35)
a ellos corresponden los vectores £ "). Segnidamente se
calcula ¥; por la férmula

s B-1
Y,=pi 1)+U§2 )’

Joo 2§00, BLOM L N O (43)

3) La altima operacién del paso inverso para & = 1 se
lleva a efecto con la selucién de la ecuacidn

CY; =q® + Y,.,+ Yjuy, 1 =1,3,5,....N —1.
(44)

OBSERVACION AL ALGORITMO, Todos los veclores p?']
recientomente dofinidos por las férmulas (37) y (40) se
sitian en el Ingar de p(*~9. Todos los vectores v{) en las
formulas (38), (39), (41), (42) definidos hace poco por las
formulas (37) y (40), los vectores ¢{® o igualmente la solu-
cién Y, de (43) y (44) se distribuyen on el lugar de g{*—1,
Por consiguiento este algoritmo exige memoria del ordenador
en 1,5 veces més, que el nimero de inedgnitas en el problema.

La disminucién del volimen de trabajo computacional
en ¢l algoritmo dado en comparacién con el primer algorit-
mo so basa en que al resolver las series de problemas (3Y9)
¥ (42) para diferentes j con iguales matrices C;, »_, el vola-
men total del trabajo se gasta en resolver solamente el pri-
mer problema de la serie, y al resolver cada problema sub-
siguicnte ya se exige significalivamente menos operaciones
aritméticas, Citemos el nimero de operaciones para el se-

gundo algoritmo designando, como antes, medianite g el
nimero de operaciones gastadas en la resolucioén de una ecua-
cidn del tipo (39) o (42) para el segundo miembro prefijado,
y mediante ¢ el miimero de operaciones para resolver la
misma ecuacién pero con otro segundo miembro (g << ¢).

El niimero de operaciones gastadas en la realizacion del
paso cirecto ecs igual a

n-1

0= 3 {ow (= 1) e[+ (7))o}
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— 3M (—g-h 1} =0,5gNn+ (0,59 —1,5¢ +
+4,5M) N —6Mn— (q— 2q+ 3M),

Yy en ]a realizacién del paso inverso

0 =3 {or ot [ 3+ (L —1)7] 2} — 2P
fi=1

=0,5¢ Nn+(q—q+2,5M)N — g+ g— 3M.

El ntmero tolal de operaciones para el segundo algoritino es
igual a

Q= Q, + Q, = gN log, N + (1,5¢ — 2,5¢+7M) N—
— 6Mn — 2q + 33 — GM.

De la estimacién (45) se deduce, que si g° = 0 (M), enton-
ces g = O (M) y Q= 0O (MN log, N). adem#s aqui el coefi-
ciente del término principal M’N log, ¥V es menor que en la

estimacion (29), ya que q< q

Delengdamonos brevemente en otra smgulnmclad de‘l
segundo algoritme. Si bien en el primer algoritmo la inver-
si6on de las matrices C%~1) se ha realizado simultdncamento
por inversién de los factores €, ,_; ¥y la subsigniente
sumacioén de los resultados, en el segundo algoritmo ocurrc
una inversién sucesiva de los factores y el resultado se
obtiene después de invertir el altimo factor. Desde el punto
de vista del proceso computacional real, el cual tienoc en
cuenta los errores de redondeo, el orden de inversién de los
factores €y, 5.3 en ¢l segundo algorilmo es esencial. Con
una situacion andlogn nos encontraremosg en el capitulo VI
al estudiar el método ilerativo de Chebishev.

Se puede recomendar el siguienie orden de inversion doe
[as matrices € 5_,. A la matriz C%-Y le ponemos en co-
rrespondencia el vector Ogr-1 de dimension 2!, cuyas
componenies son los nimeros enteros de 1 hasta 2%, Sea

Oor-1 ={ Opa=1 (1), Opp (2), . . ., Bga=1 (2071},
es decir, el I-ésimo clemento del veclor O3n-1 se denota
mediante Bzah-2 (I).Fl namero 0ak-1 ({} define el lurno de
inversiéon de la matriz €, ,_,.

El veclor Ogr-1 se conslruye recurrentemente. Sea 0,=
={2, 1}. Entonces el proceso de duplicacion de la dimen-
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sibn del vector se describe por las siguientes férmulas:

Oy = {0am (48 — 3) = 0, (2i — 1),

92m (4r Sers 2) = am {23 —_ 1} e m,

Ogm (4F — 1) = 8, (20) + m, Bam (4) = 0,, (20),
i=1,2....,m}l2}, m=2'4‘8,'..

Ejemplo: 0,4 ={2, 10, 14, 6, 8, 16, 12, 4, 3, 11, 15, 7,

5, 13, 9, 1} ¥, por consiguiente, la matriz Cyg, 1 Se invertird
la décimosexta y la matriz C,,, 54 la séptima.

§ 3. Ejemplos de aplicacion del método

1. Problema de Dirichlet de diferencius para la ecuacién
de Poisson en un reetingulo. Examinemos umna aplicacidon
del método de reduccién completa construido mas arriba
a encontrar la solucién del problema de Dirichlel de diferen-
cias para la ecuacién de Ioisson en un rectingulo. Como fue
mostrado antes, el problema de diferencias

yilx! +y;gxg s (m)‘ -"-'-‘G w,
y(@)=g(=), =z€v,

dado sobre la red rectangular © ={z;; = (thy, jho). 0<<
SEKM, 0<Ti<IN, WM = I, hyN = I}, se cscribe en
la forma del primer problema de contorno para las ecuacio-
nes vectoriales tripuntuales

Y+ CY; — Y4, =PF;, 1<K<j<<N—1,

1
YI?EF[I' YN=FN' {)
Aqui
Y= Dy@ .., yM—1,75),
0<j<N,

es el vector de las incégnitas enyas componentes son los va
lores de la funcién reticular y (i, j) sobre Ia J-esima fila
de la red,

Fi= e . D e @ 7, ..., ke (M —2, ),
RoM—1,), 1<i<N—1,
Fy=@W, D g2 9 ....8(M—1, ), j=0,N,
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donde
e, D=9, ) + 5= g(O it

¢ (M —1, }‘)=(P(M—L N+ 57 & O, ).

La matriz cuadrada C covresponde al operador de diferencias
A, donde

Ay = 2y — Riyzix, hy<tex<<l —hy,
y=0, & =0, I,
asi que
CY; = (Ay (A, /)y Ay (2, ), ... Ay (M —1, j)).

El problema (1) puede ser resuelio por cualquicera de los dos
algoritmos del método de reduccion completa cilados mis
arriba. La etapa Tundamental de estos algoritmos es la reso-
lucion de las ecuaciones del tipo
CpoadV =F; Cppy=C—2ecos ZNT g (2)
con el segundo miembro F dado. Aqui V es el vector de las
incégnitas, V = (v (1), v {(2), ..., v (M — 1)} de la dimen-
sion A — 1 (para simplilicar ]Ja escritura hemos omitido el
indice en V y F).
Recordemos, que ¢l nimero de operaciones gastadas en la
resolucion del problema {1) por el primer algoritmo, se de-

0 - - - ° - .
termina mwedianle el nimero de operaciones g exigidas para
resolver la ecuacion (2) (véase (29) del punte 3, § 2), y por
el segundo algoritmo sec determina fundamentalmente por

medio del ntimero de operaciones complementarias ¢ que
es necesario gastar para resolver la eccuacién (2), pero con
otro miembro derecho (véase (45) del punto 4, § 2).

Para el ejemplo examinado citemos el método de resolu-

ci6n de la ecuacién (2) y estimemos g y g. De la definicién
de la matriz C se deduce, que la vesolucion de la ecvacion (2)
es cquivalente a encontrar la solncidn del siguiente problema
de diferencias:

21 —1 ;
2 (1_.9,03(:24) — k3 U;lx‘ f(&);
1<iSM—1, v (0)=v(M)=0, (3)

donde f (¢i) = f; es la i-ésima componente del vector F.
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Anotando la derivada de diferencias Y%,x; POr puntos, escri-
bamos (3) en la forma de una ecuacién cn diferencias tri-
puntual usual para las incdgnitas escalares v (i) = v;:

—v,-_l-i-avi—v,u,,-;bfi, l-i__ié.*'l'f—i,

vy =vp =0, (4.)
donde a — 2 [1 + b ( 1 —cns%)] . b——%. El pro-

hlema (4) es un caso especial de los problemas de contorno
tripuntuales, los métodos de resolucion de los cuales fueron
estudiados en el capitulo TI. Fue mostrado, que un método
cfective de resolucién de los problemas del tipo (4) es ol
mdélodo de lactlorizacion. Cilemos lns foemulas de cileulo
del método de Tlactorizacién para el problema (4):

i =1 —a)), i=1,2,..., M -1, a =0,
Petr = Ofe + P iy, i=1,2, ..., M —1, B, =0,
g = Giqlid + B£+|s i=M —1, M —2, ..., 1.
2y = 0.

De estas [6nnulas se deduce, que el problema (4), y. por
consiguionte, la ccuacién (2), para a y b prefijadas, pueden

ser resuellos con un gasto de g = 7 (M — 1) operaciones.
Para resolver la ecuacion (2) con olro segundo miembro F
no es necesario volver a contar los coeficientes de factoriza-
cidn oy, y por eso el nlimero complementario de operaciones
qosignal a g = 5 (M - 1). Istas operaciones serdn gastadas
en el edleulo de f; y en encontrar Ja soluciéon »;. Notemos,
que el método de lactorizacién para (4) serd numéricamente
estable, ya que se cumple la condicion suficiente de estahi-
lidad del mélodo a los errores de redondeo, la cual en ¢l caso
dado posee la forma a = 2.

Suslituyendo en la estimacién (29) del punto 3 del § 2
para el nimero de operaciones del primer algoritmo, oblen-
dremos, manteniendo los términos principales, Q) ~
=~ 0.0 MN log, N - 8MN. Para el segundo algoritmo de La
estimacion (45) del punto 4 del § 2, oblendremos la siguiente
estimacidon  para el mndmero de  operaciones: @ =
~ HMN log, N + 5JIN. De esta forma. para cada wuno de
los algoritmos examinados ¢l nimero de operaciones del
mélodo de reduccién complela, aplicada para resolver el
problema de Dirichlet de diferencias para la ecuacién de
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I'oisson en un recténgnlo, es una magnitud del orden
O (MN log, N), y ademis para el segundo algoritmo se
exigen menos operaciones aritméticas. Por ejemplo, para
M =N = 64 obtendremos QW) 2= 1,40(® y para M =
= N = 128, QU =~ 1,46Q¢(2) respectivamente.

Nosoiros no cilaremos las formulas de céleulo para los
algorilmos de resolueion del problema de diferencias indica-
do, ya gque en un nivel veclorial ellas estan deseritas detalla-
damente en el § 2.

En el punto 2 del § 1 fueron citados cjemplos de olros
problemas de contorno de diferencias que se reducen al
problema (1). Ellos se diferencian del problema de Dirichlet
examinado por el tipo de las condiciones de contorno en los
lados del recléngulo para z, = 0 y 3 = I, lo cual conduce
a matrices ¢ diferentes. Asi para cl problema (10)—(12)
del punto 2 del § 1, con condiciones de contorno de tercero
o de segundo género para 2y, = 0, ;. la ecuacién (2) es equiva-
lente al problema de diferencias

2(1_305w)y#hzuilx[=f, 1-.,{___55.._::_.,1-—'1,

kg (21— 2h3 .
2 8 = —e e i 2 = =
EA (‘1 By H_y cos 5k ) 24 oy * Uy f, i 0’

13 (21—1) = 2h% . -
2(1—|—-Ex“—cos o )v—l— T v;l—_f, l=AM,

iste problema en la Forma wipuntual usual tiene el aspeclo

—U,z__l‘-l— GU;‘—U,“#I_—"IJ‘{J, 1&-.:1@_‘1-—-1.
— i 5T ®y + By
Par == Ralrr_y - Pay (H)
donde
= 2 = 2
o T DRk T G Chota, *
iy bfas

Moy = a+2hyn_y ? Hz= a-t2hyu,,
siendo @ ¥y b delinidos mas arriba.

Ya que a =2, ey =0, entonces 0 <<%, <1 y U<
<= ?42 << 1, el método de factorizacion para resolver el
problema (5) sera también estable, y en este caso el algoritmo
del método de reduccion complela exigirda O (MN log, N)
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operaciones aritméticas.

2. DProblema de Dirichlet de diferencias eon orden de
exactitud aumentado. En el punto 4 del § 1 ¢l problema de
Dirichlet de diferencias para la ecuacién de Poisson con
orden de exactilud aumentado

v V. h§+h§ v .
:_:1::1_ + ¥ Ezﬂ:z + T E;x;;zx, ol {x)’ & E W,

y(x)=g(=z), =€y
se redujo al primer problema de contorno para la ecuacién
veclorial tripuntual no simplificada
—BY;y+ AY; —BY;j, = F; 1<j<<N —1,
(6)
Yo = FU‘ YN = FN.

Las matrices cuadradas B y A de la dimensién (3 — 1) %
> (M — 1) corresponden a los operadores de diferencias A,
v A, donde

h34-REZ
A1y=y+*—‘";-|£—?‘!!;l,,‘- sz <li—h,

Shi—hi
Ay =2y — == Yz

h=sr<l—h
vy=0para gy =0y x = 1.

Se mostr6, que si se cumple Ja condicién h, << V' 2h,,
enlonces la ccuacién (6) se reduce a la forma ordinaria

AR s B W O AL RGN
Yu = d)n, YN = (l)NI

)

donde € = B4, ®; =BF;, 1 <j<<N -1y ®; =
= F;paraj = 0, N. Ademds , se observé, que las matrices A
y 3 conmutan.

Para resolver (7) utilicemos el primer algoritmo del
método. Ya que la matriz €, ., se puede escribir en la
forma

CI.,l,,=C—2005mE¢E=‘—B" (A—2cns£mz$ﬁ),
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entonces las férmulas (18) y (19) del § 2 que definen el primer
algoritmo, adquieren el siguiento aspecto:

I'k.-'l.
SFV=3 a4 ,(A —2 ¢os -————-_2:)“ B)—ix
I=1

X B (P k-1 + Piyania)s
=0,5(ps* "+ 897",
F=2% 2.2% ..y N—28, B=1,2,...,n—1,
Bpf"=F;,
ghot
2A—1 -1 -
¥, =3 (4—2c0s ZDT 5y~ prpp-n

t=1
-+ Ry, h—1 (Yj_ah—l -+ Yj+z-ﬁ-1)]1
YD=F0, YN=IFN, j=2khi' 3'2h_l1---|N—-2R_l|
k=n,n—1,...,1.

Para cvitar la inversiéon de las matrices 7 siendo dado
Py ¥ la multiplicacién de pY¥~" por la matriz B al cal-
cular ¥,, haremos unos cambios, poniendo p§’ = 2p{" y
50 = BS{Y. Entonces teniendo en cuenta la conmutativi-
da(l de las matrices A y B, y por consiguicnte, de las
matrices (A——cos’,&;:_iﬂ)'1 y B, las formulas escritas
Euis arriba tomarén la forma (se omite la raya encima de
7"y 8Y):

ok-1
Sg‘_” 2'} Ty, k-1 (‘4‘-—2008 -(-%L:z-g)iB)_'l

=1

x B (P o+ pl k),
P}h) 015 (Pgb" : + S}f&-—-l})i j= 2k» 2'2ks L fv—"zhv
. =1,2,...,n—1,
pi"=F,,
2h~1

Y= 5 (A 2(‘0%-(—5'-,?)—13)_1)(
=1

> Ipy*- 1) 4oy, w1 B ‘Yj—zk“ + Yj+2"“})!
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Yo=Fg ¥y=Fy, =21 3.201 ., . N2t
k=n,n—1,...,1.

Las formulas obtenidas gencran la siguiente modificacién

en el primer algoritmo: la férmula (21) del § 2 se sustituye

por

PP k1)
@ =B (p{ -1+ Piyap1,
y en lugar de las ecuaciones (22) se resuelven las ecua-
ciones

2A—1) =
(A—-Ecos —(TL-B) Uy =G, n-1P

con la @ calculada. Andlogamente (24) se sustituye por
¢=B(Y, g1 +Y, o), p=p{""",

y en lugar de (29) se resuelven las ecuaciones
(A—2WBM]3) cr=Y 4o, poa§.

Por consiguiente, la etapa fundamental del algorltmo
para ¢l problema examinado es la resolucién de ecuaciones
del tipo

(4—2cos LT B)V=F (8

con el segundo miembro F dado. Utilizando la definicién de
las matrices A ¥ £2 con ayuda de los operadores de dileren-
cias A y A, oblendremos, que (8) es equivalenle a encontrar
la solucién del siguiente problema de difercncias:
UE Shi—h2
2 (1 ws——j;——] v— (—%—I—
hE 4 h3 (2i—1)yn

+_’|:____ *_E.IE-L)D-‘EFL:?(' ®)

1<isSM — 1, vy=u, =0.

Anotando esla ccuacion por puntos, obtendremos el
primer problema de contorno para la ccuacién tripuntual
escalar

—Ui-g & av; — v = bfy. I<i< M -1,
(10

Py = Uy = ﬂ‘
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donde

(;:2[1-‘}—5(1—003—@'5—_2?})—:;“)]1

s (/4]

Shy— R4 (b3 -+hY) cos LZDE

El1 problema de difercncias (10) puede ser resuelto por el
método de factorizacién, ol enal serd numéricamente estable,
si se cumple la condicién |a | == 2. Mostremos, que para
cualesquiera k; y %, se cumple esta condicion. En cfeclo,
si ky ¥ ke son tales, que se cumple la desigualdad

e 1—ecos ——-—{22_;2;1} i
"-i:/:' L] (11)
hi 54 cos (2l—1}n

' 2h

entonces 0 <7 b < oo y, por consiguiente, a >> 2. Nolemos,
que siendo la igualdad en (11), el coeficiente de vz ., en (9)
se anula y v puede ser hallado de (9) por la f6rmula explicita.

Si (11) no se cumple, entonces para b e¢s cierta la estli-
macion

b<—(if(1—cos—(2l—;;}—“-) ,

¥, por lo tanto, @ << —10. La alirmacidén estd demostrada,

De esta forma, para resolver el problema de Dirichlet de
diferencias con orden de exactitud aumontado se puede apli-
car el método de reduceién completa con una estimacion
O (MN X log, N) de operaciones aritméticas.

§ 4. Método de reduccion completa
para otros problemas de contorno

1. Secgundo problema de contorno. Mas arriba fue estudiado
el método de reduccién completa para resolver el primer
problema de contorno para ecuaciones vectoriales tripun-
tnales. Comenzaremos el estudio del método para condiciones
de contorno mas complejas, examinando el segundo problema
de contorno. Supongamos que se exige hallar la solucidn
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del siguiente problema:
Y, —2¥, = Fy, j=0,
Y+ CY; =Y =F;, 1SN —1, (1)
—2YN—1+C"YN=FN1 j=N,
donde N = 27, n > 0.
1 proceso de eliminacién sucesiva de las incognitas
en (1) se realiza igual que en el caso de las condiciones de

contorno de primer género. Precisamente, para los i pares
tendremos las ecuaciones

—Y; s+ COY; — ¥y, =P, 7=24,6,...
N —2, (2)
Y para los j impares, las ecuaciones
C(°JY1=F;°‘+Y3_,+Y,+,, i=1,38,5,...,N—1, (3)
donde, como antes, se utilizan las notaciones
FiP =F{2( 4 COF® +-F%y, CO=[C®D)2_2F,
CO=C, FP= Fy.

Quedan no transformadas las ecuaciones del sistema
(1) solamente para j = 0 y j — . Eliminemos de las ecna-
ciones indicadas las incégnitas ¥; con nfimeros impaces;j.
Para eso utilicomos dos ecuaciones adyacentes. Escribamos
las ecuaciones para j = 0 y j = 1:

COY, —2Y,=F©, — Y+ COY,— ¥, =F®

Multipliquemos la primera ecuacién por C® a la izquierda,
y la segunda por 2, sumemos las ecuaciones obtenidas
y hallaremos

COY y—2Y, =F¥, (4)
donde FI® —=COF® + 2F®. Andlogamente obtendremos la
ecuncion

—~2Y o, — 24 COY y =F5, (5)

donde F§ —=2FY), + COFQ.
Uniendo (2), (4) y (5), obtendremos un sistema completo
«reducidor de ecuaciones para las incégnitas con nameros j
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pares, cl cual tiene una estructura andloga a (1)
(/‘([)Y0—2Y2=F:.-“. j:0|
—Y; - CWY ;=Y =Fj", j=2,4,6,...,N—-2,
_2YN-?.'+‘C“)YN=F}\'I'I, };Z_I\J‘
v un grupo de ecuaciones (3) para las incognilas con nlimeros
j impares.
Continuando mas adelante el proceso deserito de elimina-

¢ion de las incognitas, después del n-ésimo paso de exclusién
obtendremos el sistema para ¥, v ¥y

CYy—2Y y=F"™, —2Y,+C™Y\=Fy (6)
y las ecuacivnes para determinar las restanles incognitas:
C'Ul—i)Yj: F;'h_ h - Yj—2h_1 b Y‘?-'fzkn-l,
j=281, 3.2, 5.2Rt . N 201 (%)
k:n! n—i‘ w ey 1.
donde FE"’ y €™ so definen por recurrencia para k—1,
L

FR = ct-vp{-1 21,1(21’;11 y

-1 - -1 h—1
F{ = F{ b ooyt L PO,

Fam2h. ROK. BB8, iy W2, (8)
P =2F G ha+ COOFY,
CM = [CU-D]2 —~2F.
Asi, hay que resolver cl sistema (6) y Iuego sucesivamente de
las ecnaciones (7) hallar todas las restantes incégnitas.
Aqui, como en el segundo algoritmo del método de reduc-
cion completa, aplicable al caso del primer prohlema de con-
torno, en lugar de los veetores FY? determinaremos los vee-
tores pi* y ¢ enlazados con F§ por la relacion
13
Fg ! e C(h)pgh) + qgh.}’
j=0, 2k, 2.2% 3.2* .. . N—-2% N,

k=0,1, ..., n.

9
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De (8) hallaremos, como antes, quo Py g para j2<0,
N pueden ser obtenidos por las formulas:

C(“‘”S}h_n=qﬁ,"‘”—kp{.k‘”L—}—p”"“”

M el
; 4 i~ 1
prjh) - pgh 1 + & Y J'
(=1} =1
g =2p{ + gi ok - gk, (10)

j=2" 2.2" ., N=2 k=1,2,...,n—1,
45"
Hallemos ahora las férmulas para pi y ¢4 con j=0, N.
Sustituyendo (9) para j=0 ¢n (8), obtendremos para F\¥
C(il)pg'tl - qg&] iy C‘(-‘I—!) [q?}h— 13 + ng;i:}) 4

+ C(h—iipgr.- l)] + 292;‘:‘1 ¥
Eligiendo i =2p§ 29(2’;:1” vy teniendo en cuenta la

igualdad (12} del punto 1 § 2, encontramos la ecuacién
para p{"

C(k-npg.) - C“‘"’pg" B4 %k— DUEW 295:5;1:)_

=sF;, p»=0.

Asi, los vectores p{? y g§¥ pueden ser hallados por las
giguientes formulas recurrentes:

b= gt 4 258D,
Py = pff-0 + 887,

quh') :2#5() + 2g‘2hk:ll~)r fe = ’I‘ 2| ey T2,
g, —=Fy, p»=0.

(11)

Las formulas para p®’ y ¢{® se obtienen andlogamente:
h-1y@th=1) - (t—1)
Ch-08%N =qj{i D4-2p5 gk,
= W li=1
pR=p% D+ S8V,
9$j=295€"+29’5:::;}_p k= 1! 2, ..y n,

¢ =Fn, p=0.

(12)

Asi, las formulas (10)-(12) nos permiten hallar completa-
mente todos los vectores pf y ¢i" nccesarios. Queda por
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eliminar #" de (6) v (7). Sustituyendo (9) on (7). obten-
dremos las siguientes férmulas para calealar los ¥
CO= -1 V4 Y, a4+ Y i,
Y, g1 | gD,
i e 1 T e TR
sy T
Quedan por hallar ¥, y ¥ de (6). Pero primero note-

mos, que de (11) y (12) para £ =n se deducen las igual-
dades

qE}n'} e 210:]1“ + 2q"“,“. qg?r) e BP‘;j + 29(1’1— 1y

2!’1-— Eﬂ—l *

(13)

k=n, n—1, ..

es deeir

- qP =2(p"— pP)- (14)
A continuacion de (9) y (14) oblendremos, gue
Fi" —F§' = C0 (g0 — p@) + 4 — g =

= (C™ 4-2E) (p{ — pi).

Teniemndo en cuenta la formula (12) del punto 1 § 2, Lendre-
mos definitivamente:

PP — B = |CO-02 (pip) — pi»). (15)

Utilicemos las relaciones obtenidas para hallar ¥, v ¥V
de (6). Restando de la primera ecuacidon del sistema (i3)
la gegunda, y teniendo en cuenta (13) y la igewaldad {12)
dei punto 1 § 2, obtendremos. gue

(€™ 4-2E) (Yp— ¥ 3) = [CU 0] (Vg — ¥ 5} —
- FEI") - FR_!) F [Cn-ilz (P‘;;m -, Pl;{f])-

Considerando, que CM-" es una matriz no degenerada, de
aqui hallaremos

Yo= Yyu+ pim — pio. (16)

SBustiluyendo el ¥, hallado en 1a segunda ecuncion del siste-
ma (), oblendremos la ecuacién para encontrar ¥

BMY , =-F¥ 12 (P — p@)y = B™plni 1. g(m - 2pim,
donde B =0 __2F. Por consiguiente, si designamos
T =Y, — ptb, entonces Y, se puede hallar, resoiviendo
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la ecuacidn

)3[.;;-.6(-,1', 2 qg_‘?} ‘i‘ 2phn.'7‘ (-YN S0 pRYl} _i' tq:h;)' (17}
De (16) oblendremos, que ¥, se puede hallar por la f6r-
mula

Vo= pf 44, (18)

donde ¢ fue encontrado mas arriba.

Asi, las formulas (10)-(13), (17) y (18) deseriben el método
de reduceion complela para resolver el segundo prohlema de
contorno para las ecuaciones vecloriales tripuntuales (1).

OBSERVACION. 5i ¥, es prefijado, es decir. si en lugar del
problema (1) se resuelve el problema

—Y;u+CY; — Y, =F;, I1K<j<N—1,
—2¥5,+CYy =Fy, j=N, Y,=F,

enlonces no es necesario calenlar los vectores pif) y g,
e Y, como se deduce de (68) y (9), se encuentra mediante la
resolucion de la ecuacion

CMP = gV + 2Ys  (Yy = i + ¢).

Andlogamente, si se da ¥, entonces no es necesario caleular
los vectores pi’ v q%’. y ¥, se determina de la ecuacion
(,"‘""‘5:“) i qlﬂl'r_'l - QYN’ ¥, = pf_jﬂ'} o+ "'3’”-

Para culminar la deseripeion del método de reduceiéon es
necesario indicar los procedimientos de inversién de las ma-
trices CH'y B — CM _ 2F. Para invertir las matrices
C%-1 ge uliliza la factorizacion

gl

Cth_” — I] CI. he=ia Cl’. k=1 C—2cos
=1

21— =
oh E,
(19)

obtenida mds arriba (véase (36) del § 2).

Notemos, que al cumplirse la condicion (CY, ¥) =
= 2(Y, Y), todas las malrices €, ,_, son no degeneradas
y. por lo tanto, es no degenerada la matriz CV -1, Detenga-
monos mas detalladamente en el problema de inversidn
de la wmatriz 0,
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De la definicion de B y de Ia relacion (12) del punto |
§ 2, obhtenomos

B =C(“) _21;"L [C(u—n]?,_ 4E=(C;n—1)_+_2£’) (C(n—jg __2]5'}___
=[CD]2 [C™D— 2| = ...
o= [OERCECD | o2 — 20) -
= [C-2a00-8 CtO2(C01—21) (C) .} 2E)=

n~1
—[|[ c*v12(Cc—2E) (C+2E).
fr—=1

Sustituyendo aqui (19), hallaremos la signiente representa-
ciom para la matriz:
n—1 2h=t

B — [;JII ;_[_l; Ci. 5112 (C—2E)(C - 2E). (20)

Asi pues, la matriz B ha gido factorizada v la inversion
de B9 puede ser realizada mediante la inversion consecu-
tiva de los [acltores.

OBSERVACION t. Se puede obtener una eseritura mas com-
pacta de (20):

09 = ﬁ (C—~2cos s E)

an-1
=1

OBSERVACION 2. De (20) se deduee, que la matriz B
serd no degenerada, si se cnmple la condicion (CY, ¥) >
=2 (¥, ¥). Si existe un tal vector ¥* & (), para el cual
CY* = 2¥*, entonces B™ es dogenerada y es imposible la
aplicacién inmediata del método de reduccién. Esto es una
counsecuencia de la degeneracién de la matriz del sistema (1)
en el caso examinado. Realmente, en este caso el sistema
homogénen (1) posee soluciéon no nula ¥; = ¥*, v por eso
el sistema (1) no es soluble para cualquier segundo miembro.
Si para este segundo miembro existe la solucion entonces
ella no es (inica, v se delermina con exactitud hasta el
sumando ¥*. Una de las posibles soluciones se separa en la
etapa de inversion de la matriz degenerada 20, La situn-
cién indicada tiene lugar durante la resolucién del problema
de Neumann para la ecuacion de Poisson en un rectangulo.
Los problemas indicados serdn examinados con mas detalle
en el capitulo XII, dedicado a la resolucion de ecuaciones
reticulares degeueradas.
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2. Problema periédico. Los problemas veeloriales tripun-
tuales periddicos aparecen al resolver por métodos de dife-
rencias las ecuacioues elipticas en sisleinas de coordenadas
curvilineas orlogonales: sistemas cilindricos, polares y esfé-
vicos. En el punto 3 del § 1 se citan cjemplos de proble-
mas dilerenciales, para los cunles los esquemas de diferencias
pueden ser reducidos al siguiente problema: hallar la
solucifon de las ecnaciones

—Y, L, +CY; =Y, =F; 1IN —-1

— ¥y P C¥g— ¥y =Fye | =0 Y= ¥,

Ei problema (21) lambién puede ser resuello por el

método de reduceidn completa, Examinemos el primer pase

del proceso de eliminacién de las incégnitas. Como antes, de

las ccuaciones del sistema (21) paraj —= 2, 4, 6, ..., N —2

excluiremos las incdgnitas ¥; con niumeros impares j por
medio de dos ecuaciones contiguas. Obtendremos

Vg +CDY; — ¥y =FP 1=
— 2,4 6, ... N—2. (22)

Queda por excluir ¥, v ¥ 5 _, de la ecuacidn (21) para j = 0.
Parn eso egseribamos lag siguientes lres ecuaciones del siste-

ma (21):
—Y,+CY,—Y,=F,, j=1,
~Yya+CYy—Y =F, j=0,
—Yu o+ CY¥y 1 —Yy=Fy,, j=N-—-1,

(21)

multipliquemos la segunda ecuacién a la izgnierda por C,
sumemaos lag tres ecnaciones y lengamos en cuenta que Y, =
= ¥,. Como resultado obtendremos la ecuacién

— Yy +CVY, =Y, =F}', Yu=Y,, (23)
donde
F'=F"+ COF’ +Fy., C™=C, FP=F,.

Uniendo (22) y (23), obtenemos un sistema completo para
tas incognitas ¥ ; con nimeros j pares, el cual posce una
estructura andloga a (21). Las incégnitas ¥; con ntineros
j impares se encuentran de las ecuaciones usuales

OO, = b X+ Yz 3=1 %5 956
o N —1.
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E3 proceso de exclusion puede ser conlinuado mas adelante.
Después del -ésimo paso del proceso de exelusion oblendre-
mos cl sistema para las incdgnitas ¥; con niimeros 7 malti-
plos de 2%

—Y; 4t + COY; — XY, = F,
j=2t, 2.2t 8.2, ..., N—2,
CHOY y— Y =F, j=0, ¥y—=Y,
y el grupo de ecuaciones
CUNY ;=PS94 Y, s+ ¥, jeis
= 2F=1: 3. 2" 1, 5.28t N2 k=] 1-1,....1
(24)

para enconlrar sucesivamente las restantes incognilas. Los
segundos miembros F&"" se definen recurrenlemente para
k=1, 2, L

Fr?:'.l F{k—‘zl‘il_’_cth ”F(‘k_h-+ F(h—il}

o S -

J+2Jr—l|
j=2k 2.2k 3.2k o N — D% (25)
Fi{k]Fﬂr-'lj_+ C(h._.i)F”i-‘]) % F{;::—;I)l_l‘ FtJO)E Fj'

Como resultaco del (n — 1)-6simo paso del proceso de exclu-
sion oblenemos un sistema respecto a Y, y Y1 (¥ =
= Y,):

C‘u-—j;Yo S 2Y2“_1 _— Fln- 1)
_..2})‘ _C(n 0y, R _F(v;‘:_ll]l {26)

Resolviendo este sistema, hallaremos ¥, ¥on-1 y ¥, =
= ¥,. y en virtud de (24) las restanles incognitas serdn
halladas como la solucién de las ecuaciones

C(“_”Y} 72 F}h_” B Y3_2f£‘1 +Y‘,+2h-1~
j=201, .20, B2k N 2k,
k=n—1, n-2, ..., 1.

Antes de resolver (26), hallemos lag férmulas veewrrentes

para los vectores p§ y ¢f, relacionados con Fy" por la
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siguienle razon:
Fvli'h'] - C{h)ng) = qf?_h)’
F=0, 28, 2.2k B0k, ... 2R,
Utilizando las férmulas recurrentes (25) para F_(;", obtencmos
CUtSHRan gD 4 20+ A,
P}ﬂ'} e P}"'”—!—S}"‘“,
Rl SR e LIS e L8 (27
J=2N, 2.8 3:2% .. N=2F, kA 2, ___ p—A,
g}“‘E F;, p=0, j=—1,2 ..., N—1,
de las cuales se encuentran p}’” v q;-i"i para j==0, y las
férmulas
CO-DgHE-Y g1+ Pg;:}: e pg}:;‘;_l,
Ps]ﬁ) i p(ﬂh -1) A Stl_-li'i - “-;

o =2p0+ gl +q¥-8 k1.2, ..o n—1, )

4" —Fy p=0

para cncontrar pt) y g
Volvamos ahora a la resolucion del sistema (26). De (27)
¥ (28) para & = n — 1 obtenemos las relaciones
(n=—11 (n—1) - (n-2)

g on-i =:=2p2ﬂ-l -+ q;n-f}+q3,2n-2,
ql"n—ﬂ FiE 2p:_]-n—i'1 + q(n~2)~{., q(n—z)

273—2 3 2“*2,
de las cuales hallamos
- =1 ; P =1} a5
95~V — il = 2(p " — ). (29)

Reslemos ahora de la primera ccuacidn del sistema (206) la
segunda. Teviendo en cuenta (29) y la igualdad (12) del
punto 1 del § 2, obtendremos

(COD 28 (Vs — ¥y == |
S [CPBR(Y g~ ¥y} = F — P =

=G0 (pp=1— iz )+ g — gz —

— [C(H—mll’- (pgn—l) . PE_,“:J' )}_
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Suponiendo que €C'-? es una malriz no degenerada, de aqui
obtenemos la relacién
an—l. YIJ P(n—1)+ 7 - .‘.} (3U)

anl

SusLituyendo (30) en la primera ecuacidn del sistema (20),
obtendremos

(CD = 2E) Yy =P~ 2 (ppr-v — pliizl)) =
- (Ci?f-—i) ; 2E)pu|—1) 4- qhﬂ-—i] - 2p(n—1;_

Por consiguiente, ¥, se pucde hallar por las [érmulas

)J(u—n;(ﬂ 1) — qgn- 1) _|_ zp(n— I)

) — o1y 2E,

Yo=pi-_,“‘“+t‘“‘”. (31)
¥ Yon-ten virtud de {(30) se encuentra entonces de 1a relacion

an.-:l = PS;:‘:E) Y A (32)

Las restantes inedgnilas se hallan sucesivamente segan las
formulas

Y.'V - Yus
Cir-nglfi—b g4+ Y, suar ¥, on,
erpl 1}_I t{k_” (33}

}v:2h 1 8.9~ 15 ‘2.&.—1’ o ‘,\r_2:n—1’
k=n—1, n—2, ..., 1.

De esta manera, las férmulas (27), (28), (31)-(33) des-
criben el método de reduccitn completa para resolver el
problema periédico (21). Para invertir las malrices C th-D
y £ =1 ge utilizan las factorizaciones (19), (20) y ademis
en (20) se necesita solamente cambiar » por n — 1.

Citemos la valorizacion del niimero de operaciones arit-
mélicas @, qne se exigen para la realizacion del método de
reduccién completa en el caso del problema periddico.

E-]
Designemos, como antes, mediante ¢ el niimero de opera-
ciones gastadas en la resolucién de la ecuacion €y, ;¥ = F,

y mediante g el ntimero de operaciones complementarias
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para resolver esa misma ecuaci6n, pero con otro miembro
devecho F. La estimacion se da por la férmula

Q== qN loga N + (1.5¢ — 27 + TM) N — 3q -+
+ 29 — 140
La comparacién de esta estimacion con la pstimacion (45)
del § 2, obtenido para el caso del primer problema de con-
torno, muestra que los gastos en la resolucian del problemna

periddico son practicamente iguales a los gastos en la resolu-
cion del primer problema de conlorno.

3. Tercer problema de contorno

7.1 PROCESO DI BLIMINACGION DE LAS INCOGNITAS. Exami-
nemos ahora el método de reduccién completa para resolver
el tercor problema de contorno para ecuaciones veeloriales
tripuntuales

(C +2al) Y, —2Y, =F, =20,

— Y, +CY; =Y =F; 1K<j<N—1, (34

—2Y N +(CH2BE) Yy = F,, j=LN.
Suponiendo, que se cumplen las condiciones o > 0, =0,
0% 4 B* £ 0, introduzcamos las siguientes notaciones:

COwC, CF =C++2aE CP=C- 2BE,

F® == Py,

y utilizdndolas escribamos (34) en la forma
CPY,—2¥, =F"% j=0,
—Y;, FCOY, — ¥V =F®, 1<<i<N — 1

—2Y 3y +CYYy=F§, j=N.

Sea N — 27 El proceso de eliminacién de las incognitas
para (34") so realiza igual gque para el sistema (1), el cual
corresponde  al caso O = C” = 0 (@ = f = 0).

Escribainos el sistema reducido, ohtenido como resultado
del n-ésiino paso del proceso de eliminacién de las incog-
nitas

CIMY o —2Y 5 = FYY, —2¥,+C5Y, = FY, (6")
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v los grupos de ecuaciones

Cth- ];Y‘ ﬁ'm'l‘l - Y; sh=1 + Y_’,+2h.—lr {35}
J o 2hA, Bagkr, N — 2,
ke—nmon—1, .. .1

para enconlrar sncesivamenle las incégnitag ¥; Aqui los
miembros derechos F‘*m se determinan por las [6rmulas recu-
rrentes:

i (fl—' =t Jt=1] =11
Fi = - F o+ O gt )‘F".,n-n

j= 2%, &-2“, v WN—2K k=1, 2, ..., n—1,
F§)=ct-oFg=D L 2FGl, k=1,2,...,n (87)
FY =2F% o+ CO-FR~Y k=4, 2, ..., n (38)

v las malrices Cﬁ C'am y C%, por las férmulas
Ch =|Ci-np__3F, k=1, 2, ..., n—1, CO®-(,
C(m = C.(_q_“cgh—lj ZE, k:'l, 2. e, R, Cuu) C—|—2H.E
(39)
C? =Ce-0ef D28, k=1, 2, ..., n, CP=C+28E.
Del sisltema (6°) obtenemos las ecuaciones para determinar
Yov Yy De (39) se puede obtener. que C{0, CY0 y C
gon los polmormos matriciales de grado 2" con respeclo

a una misma matriz C. Por consiguiente, ellas son conmu-
tables. Por eso de (') obtenemos las ecuaciones

(36)

DY, = FFHY, VY = FP 4 2Y, (40)
v las ecuaciones equivalentes a ellas
PEOY o= FRTY, €Y= P 4-2Y (407
donde sc ha designado
F+D - CPFEY + 2F %, (41)
FOrY = op(m 4 cp, (42)
D — CYCYY —4E — CYVCY" — 4E. (43)

De esta Torma, para enconlrar ¥, y ¥ v se puede hacor
iso de las ecnaciones (40) 6 (40°). Utilizaremos (40).

En ugar de los vectores F¥ determinaremos los vectores
py‘) ¥ q}m. que estan relacionados con £ por las siguicntes
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expresiones:

FEJM o C[‘k)pg;) s qam’ (44)

FR —CPpfp +af, k=0, 1, ..., n, (45)

F{’M»n:@(m:)p};wn_:_ q"{lnu}, (45',)

Fgf:) | = C(h)Pgh) + g, (47)

j=2Y 2.2 N —-2¢k=0,1,2, ...
anrn—1.

Obtengamos férmulas recurrentes para pj’ v ¢¥9. Si
j =0, N, entonces de (36), (39) v (47), suponiendo, como
antes, la no degencracion de las matrices, obtencmos las
féormulas:

c-ngH-1 =g+ p;t_zill ] Pﬁi;}')‘”
P = pgi- 0 - 5§,

P =20 4q Dttt (48)
Foe=2k, 228, ., N—=2F, k=1,2 ... n—1,
¢W=F, p»O=0.
Hallemos las férmulas para p{» y g{® siendo & = 0,
1, ..., n+ 1. Sustituyendo (44) v (47) cn (37), v (44)-(45)
en (41), obtondremos para k=1, 2, ..., n

C‘-,"-‘p}{” i qgr.] — U1 (C‘f" = ﬂP‘{Jk_ 1

+ qgl— b4 ZPE;L:P oy zqgj‘:,l) (49)
y para k=n-++1

Fn H)Ptoﬂ+i ) - qun+ H =g (ClI“)th + g+ 2px;.)} 1- 2.

(50)
Elijamos gh? y gP+') segin las férmulas

g0 = 2p0 +2¢%=D, k=1, 2, ..., n,

‘Ii;"'+” — 4P1ﬁn+i} - ZQR;.) (5 1)

y utilicemos las igualdades
CF -+ 2B == COOCPY,  @een 4 4F - CFOCI™,
que resultan de (39) y (43).
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LEntonces, bajo la condicién de no degeneracién de Ct-D
y O, (49) v (50) se pueden escribir en forma de la Ginica
acuacion

C=pgo = P pp- + g~ + 2550,
k=14,2, ..., n-+1.

Uniendo estas ecuaciones con (51), obtenemos las [érmulas
definitivas para caleular p{® y g{:

Cih-D - q(h_l}_{,ng'tﬁ:n

P(“\"*_—Pijh-”»}-SBh“)v _—1-; 21 re e n_}_i

af =2p0+2q%2D, k=1, 2, ..., (52)
q{un+l) = 4p(ﬂ+ 0 - 29«5{}'},

@ =F, p»=0.

Andlogamente, utilizando (45), (47) y las relaciones remwren-
tes (38) v (39), obtenemos las férmulas para calcular p
v q(f\“

C4 8% = g+ 25 e,

P = 0+ S0,

gl = 2pih 4 Zqi" ‘h_l, E=1,2,  ves 1,

q(_[))z FN‘, P(n; =q.

Queda por excluir F*' de (35) y (40). Sustituyendo (47)
en (30) v (43), (46) en (40), obtencmos las siguientes {67~
mulas para encontrar Y

(53)

it
DSt — gty Yo plat o Sty (54)
CESW = a0 +-2Yy, Yy =pi+ SK, (55)
C(h—l)Sgn— 0 _ qgh_n = Yj_zh—l -+ Yj,‘_zh—l , (56)

Y= pp- 5,
=200 B2, L N2, h=in; =1 000 1

Asi, las formulas (48), (52)-(56) describen el método de
reduceién completa para resolver cl tercer problema de
conlorno (34).
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0BSERVAGION 1. Si utilizamos las ecnaciones (40’) para
hallar ¥, y Y, entonces introduciendo en lugar de pier

Y gtV los vectores p@E+h y g@+D, relacionados con
FRETY por la expresion

pin+11 . -

PRIV =Fo+pntt) | gty

obtendremos de (38), (42), (44) y (47) las siguientes férmulag

para encontrar pi y gW:

ng—-ljsg'{-“-__qg;_”_’_zp(it.v—i'}

o _ah=1,
P = pl-D 4+ SV, k=1, 2, ..., n+1,
99 =2 +29% -0, k=1,2, ..., n, (53%)

quH- 13 !J_pxﬂ—l') wf- 2qu,

W =Fy, pY=0.
Las [ormulas (53°) sustituyen las (53). Ya que en este caso
no es necesario ealeular el veclor F'+1), por consiguiente,

tampoco los veclores pi+1) vy g+, onlonces Jas for-
mulas (52) se reemplazan por las siguienles:

Cflk—illsut;h—l'l s qg'_“_‘_2pg;‘:]l-]‘ .PEJM‘Z PE:‘_i’_%_S}:;(‘l]!
g0 —2pF2q0ah, k=1, 2, ..., n, (52')

ay=Fy p=0.

De (35) y (40") obtenemos lag férmulas para hallar Y,
¥y Yy

F+gQth . qﬁ{&*'“'. Y= pathp Starld (55)
C(iu?‘s:l“:l _— q:_’ﬂ) i 2Y3\'s YU - Phn)_F‘S;EI?ﬂ_ (5[‘_;)

Las restantes incognitas se encuentran de acuerdo con (56).
De este modo, las [érmulas (48), (527)~(537) y (56) también
se pueden utilizar para resolver el problema (34).
opsEnRvacion 2. 8i ¥y estd prelijado, es decir, si en Tugar

de (34) se necesita resolver el problema de contorno

C 422 Y, —2¥, =F,. j—=0,

—Yf_,l + CYJ L Y_f+-| = F}. 1 % f ;.<__ N — 1.,

Yy=Fy j=N,
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entonces el método de reduccion completa en esto caso se
describe por las férmulas (48), (52'), (54') v (H). Si esta
dado Y,, es decir, si se resuelve el problema
—YJ‘.__-|+CY_§—' YJ'.F]_:F'J" 1@]‘-‘5_;1\"—1.
—2¥ N+ (CH2BEYY y =Fy, j=N,¥,-F,
entonces et mélodo se deseribe medianle las formnlas (48),
(53), (H3), ¥ (H6).

4.2, FAGTORIZACION DE LAS MATRICES. De (39) v (43} se de-
duce, que C¢, € y C¥® son los polinomios malriciales
de gradn 2% y @+ de grado 27+!, econ respeclo a la ma-
triz C, con coeliciente do mayor grado igual a 1. Faclorice-
mos oslas malrices Leniendo en cuentla la necesidad de su
inversiéu. Para ollo obtendremos una representacion expli-
cita de estos polinomios mediante polinomios conocidos
y estudiaremos ol probleina de hallar las raices de los poli-
nomios indicados.

En el punto 2 del § 2 se mostrd, que las £ ge expresan
a través de los polinomios de Chebishev de primer género
de la siguiente forma:

1

e =2Tpu(5C), k=0,1,... . (57)

Mis adelante, de las relaciones (39) hallaremnos
e — o =ci-o e o) — |

R &=}
o {”ﬂ COICY —CO =2 || b, (58)
==( =0

Ya que tiene lugar la igualdad

k- k-1
Hj o — ”t 2T21(%C) =Up_, (_Al_ C) y
=1 b=t

donde U, (x) es el polinomio de Chebishev de segundo géne-
ro, entonces de (58} obtenemos la siguiente representaciin
para C{:
] 1 "
CE”=2T?‘M (?C)—i—za()zk_l (-%-C),
k=0, 1,... (59)
De inodo andlogo obtenemos la representacién para C{O:
Y v 1 1
8 =27 (5 C)+28Up_, (5 C),
E=0,1, ... (60)
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A continuacidén, sustituyendo (59) y (60) en (43), tendremos

Pt) — 4[T2;,(— (,')J —4E+

4@+ P T (5 C) U, (7€) +
[T, (£O)F o0
Comao tiene lugar la igualdad
1 — Tp () = Upy (@) (1 — 2%), (62)

entonces de (6G1) obtenemos

DO =Upn_ (5 C)[ (€ -+l —4EYUpn_ (5 C) +

+4(a+ﬁ)T2ﬂ(;—L']].

De esta forma, hemos ohtenido In representacion para €0,
ch, ¢y y FimtD medianle polinomios eonocidos. Ya
que las raices de los polinomios de Chebishev de primero
y segundo género son conocidas, entonces de (57) y (62)
obtenemaos

zk

e =T (c—2c0s &2 k),
=1

ol

T, | (c_2cos-,§—£)['(cz+4aﬁ.£—4ff)x
a __

¥ Upn_ (5 C)+4 @+ Tun ()]

Por eso de aqui y de (59), (680) se deduce, que nos quedan
por hallar las raices de los polinomios,

Pt <20 () F 20 (),

O (=27 (5 )+ 2BUncs () 5 (63)

m=2% k=0,1, ..., n—1,



los cuales corresponden a los polinomios malriciales cim
y €%, y las raices del polinomio

Bﬁn"”i (&)= (*+4of—4) Uz“—l (%"J -+

AP T (), (64)
el cual genera al polinomio @+,

EsLe problema puede sor rosuelto de dos maneras. El primer cami-
no cansiste en ulilizar nno de los métedos para hallar aproximada-
mente las raices de un polinomio y el segundo camino consiste en la
reduceion de este problema a la hiisqueda de todos los valores propics
de ciertas matrices tridiagonales. Detengdmonos mas detalladmmente
en el segundo procedimiento,

: Designemos mediaute S, (4) el siguiente determinante de k-dsimo
orden:

A2a 2 00 ... 0000
L 240 ....0000
O 1 i1 ....0000

SeM=| .. ....... e e |y B2
D000 14210
0O 000 041 a1
0O 000 00 1A

¥ pongamos 8, (A) = & + 2¢. De la definicién y la estructura e la
matriz correspondiente a8 (A) hallaremos relaciones reesrrontes
para Sy {A):

hy (M =x8, (M) — S M, k=2,
sSsh=as,h—2z =27 2 (65)
Utilizando las relaciones recurrenties para los polinomios de Chebishev
{véase el punto 2, § 4, cap. I},
Tapr (0) = 20T, () — Tpoy (@) Ty (o) =, Ty (m) =1,
Uppg (@) = 20U, (0) — U4 (0), Up(xy = 2z, Uy(z)=1
y las relaciones (65), ohtendremas la l'eprosentmsi_fm de S, (&) mediante

los polinomios de Chebishev: §,, (M = 27, (%) + 2,4 (%) N
m 22 1. Comparando esta expresion con {03} encontramos, que las
rafces del polinomin Py, () eoinciden con las raices del deterruinante
S (A), ¢l cual depende de A ecomo de un pardmetro.

1 problema de cncontrar las raices de S, (M) es equivalenie a la
hisqueda de aquelins valores del parametro &, para los cuales ¢l sistema
de ecuaciones algebraicas

Yia =+ Ay b ey =00 1Sism—1,
(*+ 2a) yo - 20, =0, =0, (66)
I =0
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posee solucién no nala, Daremosz otra forma de escritura para (B6).
Utitizando la notacién para Ja seguuda derivada de diferencias

1 y
v ) == (isr— 201 - 51 )s
e

- 1 (! .
e O e v Hx. |—I.|’;' i
volvamos g eseribir (68) en la signienle lormsa:
Yo Adepy=0, 1l issm—1,
Ete
2 2a (667)
et utpy =0, t=0 gy =10,

donde & y p estén relacionados por las expresiones & <= ph? — 2, Asi,
yp 1 P

pa.n'aI encontrar las raices del polinomio €M es suficiente resolver el
problema (66°) pava w = 2%, k=0, 1, .. ..
Por anulogia con lo expueste mds arriba se puede mostray, que
: : L0 exp ! 1
lag raices del polinomio ¢, (¢) se encuentran de la solucin del pro-
blema

Yo =0 <i<m—1,
2 2 (67)
_“}I_DE_!_;;_I:H—’_“'Q—“ im=m, =0,

al mismo tiompo la relacion & = ph? — 2 delermina estas raices.
Para euncontrar las raices del polinomio Rz"‘+1 {(#), delinido on

{G4), es necesario resolver el siguiente problema en valores propios:
y;x_+uy=l". 1<ig2n—1,

2 . 2o

T!J’x +T{r b‘%p.yf:(], p==1, (GS)
2 28 o

— ¥zt rtu=0, =28,

y hallar las raices de la igualdad A = ph% — 2.

Observemos, que para resolver lus problemas (66)-(68) se puede
milizar el conoerdo QR —algoritmo de resolucion deb problema com-
pleto de valores propios,



Capitulo
IV

Método
de separacién
de variables

En este capitulo se estudian varianles del método de separacién
de variables que se aplica para encontrar la solucién de las ecuaciones
elipticas reliculares més simples en un rectingulo. En ¢l § 1 se expone
el algoritmo de la transformacién de Fourier discreta ripida de fun-
ciones reales y complejas. En el § 2 se examina la variante clésiea del
método de separacion gle variables que utiliza el algoritmo de la trans-
formacién de Fourier. En el § 3 esta construido un métedo combinado,
¢l cual comprende la reduccién incompleta y la separacién de variables.
Se examina la aplicacién de este método a la resolucién de problemas
de contorno de diferencias para la ecuacién de Poisson de segundo y
cuarto grados de exactitud.

§ 1. Algoritmo de la transformacién
de Fourier discreta

1. Planteamiento del problema. Uno de los métodos pa-
ra buscar las soluciones de los problemas reticulares multi-
dimensionales que admiten separacién de variables es el
desarrollo de la solueién buscada en suma finita de Fourier
sogiin las funciones propias de los respectives oporadores
reticulares. La efectividad de este método depende esencial-
mente de la rapidez con que se puedan calcular los coefi-
cientes de Fourier de la funcién reticular dada y reconstruir
la funcién buscada por los coeficientes de Fourier dados.

8i por cjemplo, sobre larod © = {z; = ih, 0 i< N,
hN = I}, que contiene N -} 1 nodos, estén dadas la funcién
f{i) y el sistema de funciones ortonormalizadas p, (i),

k=0,1, ..., N, y los coeficientes de Fourier de la fun-
cién f (f) se calculan por las férmulas :
cﬁ;;.'.=.”.{§0;‘(i)u,,frt)k. k=0, 1, ..., N, (1)
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entonces para computar todos los coeficientes g, es suficiente
(¥ -+ 1) (N + 2) operaciones de multiplicacién y N (¥ + 1)
operacionos de suma.

En el caso general de un sistema de funciones {uj (i)}
arbitrario ésta es la cantidad minima necesaria de operacio-
nes aritméticas. En una serie de casos especiales, ceando el
sistema ortonormalizado de funciones posee un tipe especial,
el nimero total de operaciones aritméticas, necesario para
el caleulo de las sumas de la forma (1), puede ser reducido
sustancialmente. Nosotros examinaremos estos casos y mos-
traremos algoritmos que permiten calcular todos los coefi-
cientes de Fourier y restablecer la funcién por los coefi-
cientes de Fourier dados con un gasto de O (N In N) ope-
raciones aritméticas.

Pasemos a la descripeién de los casos sefialados.

PROBLEMA 1. Desarrollo en senos. Sea © = {xsjh, 0 <
< j << N, hN = [} una red uniforme con paso 4 introducida
sobre ol segmento 0 <C 2 <C /. Designemos mediante o =
= {z; = jh, 1 <<j<LN — 1} el conjunto de los nodos
interiores de la red w.

Sea f (j) una funcién real reticular prefijada sobre ®
(o f (¢) definida sobre o y al mismo tiempo f (0) = f (V) =

En el § 5 del cap. I fue mostrado que la funcion f (j)
puede ser representada en forma del desarrollo

N-1

=2 3 eezen i, j=1,2, ..., N—1, (2
h=1
donde los coeficientes @, se determinan por la férmula
N-1
o= 3 f(Hsen 2L, k=1,2, ..., N—1 (3
j=1

Comparando (2) y (3) encontramos, que los problemas de
calcular los coeficientes ¢, de una funcién f (j) dada y de la
reconstruccién de esta funcién por los {g,} dados se reducen
al célculo de N — 1 sumas del tipo
N=1
yp= 3 ajsen Bl k=1, 2, ..., N—1. (4)
i=t
La férmula (4) describe la regla de transformacion de la
funcién reticular a;, 1 << j<{ N — 1, definida sobre la red
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to, en la funcién reticular y;, 1 << j << N — 1. La interpre-
tacién algebréica de (4) es la siguiento: si designamos me-
diante @ = (a,, @,,. . ., axp_;) un vector de dimensién N — 1,
enionces (4) describe la transformacion del vector a al
pasar de la base natural a la base formada por el sistema de
vectores ortogonales

zi=(2x (1), 2x(2), ..., 2o (N —1)), zx(j)=
knj

= S]] =— -
N

PROBLEMA 2. Desarrollo en senos desplazados. Sea la fun-
cién reticular f (j), que toma valores reales, definida sobre
el conjunto w* = {z; = jh, 1 <L j << N) {0 sobre @ y al
mismo tiempo f (0) = 0). En el § 5 del cap. [ fué mostrado,
que tal funcién f () puede sor representada en la forma

N
F = Donsen SN g o N (5

b=t

donde los coeficientes ¢, se defterminan por la férmula

N
o= 2 osf(Hsen BEDM p g o N (8

j=1

1, 50, W,
Pi=105 j=0, N L

Si la funcién f (j) estd definida sobre el conjunto @= =
= {a; = jh, 0 << j << N — 1} (0 sobre & y al mismo tiempo
7 (¥) = 0), entonces el desarrollo anédlogo a (5) y (6) tiene
la forma

N
= 3 ‘ 2k — j .
FV == 3 msen EZDI 5y 5 N, (@)
h=1
i 2k 1
P _— i
o= D onyf (N—psen EEDN g4 2 N, (9
=1

donde la funcién p; estd definida en (7).
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De (5), (6), (8) v (9) se deduce, que aqui aparecen pro-
blemas del célculo de sumas del tipo

N
yu———zia}senwi., k=1, 2, ..., N, (10)
1= .
N 2 .
yj_—:zaksenﬁgTi)iL‘ }‘==1‘ 2‘_._,N_ (109)
h=1

PROBLEMA 3, Desarrollo en cosenos. Sea f (f) una funecién

real reticular definida sobre la red ». Entonces para la
funcién f (f) tiene lugar el desarrollo

1) =-%2_,pa%cos—’, =0 B 108
donde =
N G
s Zpif(j)cos%| k=0, 1,..., N, (12)
i=0

y p; estd definido en (7). Do las férmulas (11) ¥ (12) se
deduce el problema del cdleulo do sumas del tipo

N
= Ea,cos’j‘,ﬂ, k=0,1, ..., N. (13)

=0

PROBLEMA 4. Transformacién de una funcibn real periddica
reticular. Sea la red uniforme Q = {z; = jh, j = 0, =£1,
=42, ..., ¥k = 1} con paso & prefijada sobre el eje —oo <T

<<z < co. Supongamos que sobre la red Q2 estd dada una
funcién reticular periédica con periodo N

f{J):fU'l"N}v f=0:=l:1&

a cual toma v alores reales: en el § 5 del cap. I fue mostrado,
que para 0<Cj<C{ N — 1 la funcién f (j) es representable
en la forma (para N par)

NJ2 —_ Njz-1 iy
T =% 3 ergncos -+ 3, Pusen—7-,
k=0 h=0
=0, 1, ..., N—1, (14,
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donde Jos coeficientes @, ¥ 't_ﬁk ge definen por las férmulas
N-1

oa= 3 f(Doos E ko0, 1,..., L, (15
,=.0
ne 2%eri N

Pr = jZif(f)%n%, k=1, 2, ..., 53 —1, (16)

y la funcién p, es
1, k=0, N/2,
Pr=10,5, k=0, NI2.
Las formulas (14)-(16) nos conducen al problema de cal-
cular sumas de los tres tipos:
N2 Nr2-1

- a,cosz'%—’fu—{-‘ 5 Ejsenng%’ii,
=0 i=1
(17)

k=0 '1 , N—1,
Yu = 2 a;cos 2km o B0 1 weesy B2,

N1 _— r(is}
Vi = 2 a;sen z;::.; i k= 2y en oy N2,

=

y a su voz los coeficientes a; en las sumas (18) son los mismos.

PROBLEMA 5. Transformacién de una funcién compleja pe-
riedica reticular. Supongamos que la funcién reticular f (j)
con periodo N, definida sobre la red 2, toma ahora valores
complejos. Entonces para 0 <l j<{ N — 1 la funcién f {j)
puede ser representada en la forma

N-1 2.’:“3_‘ —
f(])_—zq}ke N 1 ];0| 1,...,N—'1, i—__V_’il
he=0

(19)

donde los coeficientes complejos ¢, estdn definidos por la
formula
2hni |

N-1
Pr = ;Zo f(he ¥ °, k=0,1,..., N—1. (20)
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Notemos, que ¢o==@¢,; v adomas,
N-1 2hotj
Pun= 2 f()eN , k=0,1,...,N—1,
=0

Por eso el caleulo de los coeficientes ¢y, y la reconstruccién
de la funcidn f (j) se reduce al cédlculo de una suma del tipo

N-t 2hmj i
20 a;e ¥ , k=0,1, ...,N—1 (21)
&

con a; complejos.

Asi pues, nos es necesario construir algoritmos para cal-
cular sumas del tipo (4), (10), (13), (17), (18) ¥ (21), que
requieran de una cantidad menor que O (N?) de operaciones
aritméticas. Muy sencillamente se construyen algoritmos
para el case, cuando /N es una potencia de 2: N=2n,
y nosotros nos limitaremos solamente a este caso.

2. Desarrollo en senos y senos desplazados. Examinemos
detalladamente el algoritmo de caleulo de las sumas (4),
suponiendo que N = 27, En este caso (4) posee la forma

AL |

= 2 aPsentgl, k=12 ...,2°~1, (22
=1
donde se ha introducide la notacion af” = aj.

La idea del método consiste en que en la suma (22) los
términos con un factor comin se agrupan antes de realizarse
la multiplicacion. En el primer paso del algoritmo se agru-
pan los términos de las sumas (22) con indices j y 2" — j
paraj =1, 2, ..., 271 — 1, y al mismo tiempo se utiliza
la igualdad

n kn (22:—}) knj . (23)

={— Th

Para esto escribamos (22) en forma de tres sumandos

2B=tuid
Jemj
yo= 2y af sen
gt
\ k*t; () ke
- Z ai®¥ se +ﬂ‘.2n 15{!1}-;—
=214y
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y realicemos el cambio j' = 2" — j en la segunda suma.
Teniendo en cuenta (23), obtenemos

2" 1oy
o Enj
= 2 (a4 (—D"1aR Jsen—zt +
j=1
+aason S (29)
Si designamos
gn —a}m g;‘)_J
aéﬁ) —=a¥+ali_ O e
agn) 1= a'::ﬁ-x,
entonces de (24) tendremos
‘n—l
T 2 al senw, k=1, 2, ..., 2™, (25)
je=t
gh=l g
Yor = 2 a$" sen ;:?1 , k=1,2, ..., 2214, (26)
t=j

De esta manera, como resultado del primer paso tenemos
dos sumas del tipo (25) y (26), cada una de las cuales con-
tiene aproximadamente dos veces menos sumandos que la
suma inicial (22). Ademas, las sumas del tipo (26) ¥ la suma
inicial poseen una estructura andloga. Por eso a (26) se le
puede aplicar el procedimiento de agrupacién de los suman-
dos descrito mas arriba.

En el segundo paso, al igual que mds arriba, con ayuda de
una particién de la suma (26) en tres sumandos y teniendo en
cuenta la igualdad (23), donde n se cambia por n — 1,
se agrupan los términos de la suma (26) con indices j y 2n~* —

—j para j=1,2, ... 222 — 1. Como resultado del
segundo paso en lugar de (26) obtendremos
2!1-2
Ya(2r-1) = E a;%z‘l_'s ‘_‘{22""‘_‘%}"‘1 * B, 2y qeea 208,
j=i
(27)
an—z-l
Vo= 2 a 2":33 o k=1, 2,..., 2721, (28)
=t
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donde

of? =af' — o _,
agl"l)-l -Za[“"_aéi'l;’-l_j! 7‘:1‘ 21 .y zﬂqz"_'it
i s
De oste modo, el problema inicial (22) es equivalente al
cilculo do las sumas (25), (27) y (28). La férmula (28) por-
mite caleular y; para los &, miltiplos de 4, (27) — para los k,
‘miultiplos de 2, pero no miltiplos de 4 y la formula (25)
se utiliza para calculay y, con % impar.
Continuando el proceso de transformacién de las sumas
quo aparecen, ohtendremos como resultado del p-ésimo paso

2”"3
Yosmdgp_ (v = Z azﬂ-aﬂ ;8 %E:%}L,
jeul
Tt 2, ...J, 20t s=1, 2 ... (29
2Py
= 2 (I*lsen 2}:'-\'_5;’ o Bl By o iR
=1
donde p =1, 2, ..., »r —1 vy los coeficientos a?” S0

determinan por recurrencia

2P =aPP_q u::all ot
ag,_,,"_,,u_.: &’ + albia_ oy

=1, 2, onP_q, (30)
ag;’_.,-_-a;e.-,’ﬁ, peaty 9 iy m—1.

Poniendo p=n—1 en (29), hallaremos

Jzn-l_za‘“ 0 gon B e afrP,
gnee (31)
Yortan-1y ™ 2 “zﬂ*“l j 13"_2;_;_{_“1_,
ki, 24y 2"'
para s=1, 2, ..., n—1.
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Asi, ol problema inicial (22) ha sido reducido al calculo
del (r — 1)-ésimo grupo de las sumas (31). La transforma-
cion necesaria para esto de los cooficientes af” seXdescribe
mediante las férmulas (30).

La segunda etapa del algoritmo consiste en la transfor-
macién de las sumas (31), las cuales después de sustituir para
cada s fijo

(0)
o (1)——-y2,_1t%_n, k=1, 2, ..., 2™,
5P () =aQ-0r1_, 1=21,2, ..., 27,
I=n—s, gead, 2, .o, =4,
se escriben en la siguiente forma:
ol
zén} (1) = 2{/&”(1) sen (2"—;;31)_’:;{., =4, By wing 24
j=1
(32)
donde I =1, 2, ..., n — 1. Aqui los coeficientes 5 (1)

y las funciones z§" (1) depondenr del indice I, pero como
nosoiros expondremos el método de célculo de la suma (32)
para I fijo, entonces este indice ha sido omitido en todas
partes.

Ocupémonos de la transformacion de la suma (32).
Representémosla on forma de dos sumandos, separando los
términos con indices j pares e impares:

al-1
- . 2% —1) 7,
22 (1) = ) b8% (1) sen {—,ﬂﬁ‘e—-{-
jou 1
gl-1
| 2k—1) m{2j—
+ 3 Y-u (1) sen LE=DZEZD (33
j=1
Utilizando la igualdad
sen (_2!?__—12)15_2);‘—1)5 + sen (%;1)12"‘——

(E—1) 7 2k—1) (2fj—1)n
=2 cos ST sen S1e1 3
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escribamos el segundo sumando en forma de dos
gl-1

sumas
2 b:o: 1(1) son 3(2""'—21‘)-*53}—1) P
F=A1 Y1
1 2!:-—-1!
= (Zk—i)ﬂ[z bk?—l (1) sen ¢ o1 2 i
2BOS—W— =1
2! 1 )
jEl ble_) 1(1)8011 ‘2k—1];(?—1) ]=
= (byr-1 (1) sen SEEDE, -+
2k—1 2
2(‘;0&%
21y
D B ()4 by (1)) sen EEZITLY - (3g)

Aclaremos, que en la segunda suma, situada en los corchetes,
fué hecho el cambio del indice j = j* 4- 1
Designemos

b3 (1) =567y (1) + 03741 (1), j=1, 2

Ill

25" (1) —— bw, o (1)!
P @2y= )y, =1, 2, ...2"1
y sustituyamos (34) en (33). Obtenemos la expresién

y weag 2R,

2!-'1
#°(1)= 3 b (2)sen ZEDY
. 2! 1
']. [¥] 1) 11‘
2 ——@—D= IR (1)3011-—,
COS ——=mr —  i=t
vélida para J’c—i 2 . 2!. Poniendo aqui en lugar de
k ¢l indice 2! -—fc+1 obtendremos
gl-1
250 _pps (1) = — 2 b5 (2) sen @iz-%i}_ni_l_
j=ai 21_1
_|_ 1

5 2k—1) nj
w2 Y (1)““%*

201 J=i

2 cos

218



Por consiguiente, si designamos

2!—1
13 1% 2k_1
zi” (s)= ) b§" (s) sen EED Y
i=t

=1, 2, visy 291, 921, 2,

entonces la suma inicial z{” (1) puede sor calculada por
las férmulas

i (1) =2 (2) + = 2 (1),
zcos—é-z—“-—-—
1
29 .., (D=—2z"@) + — = (1),
2l _hit 2608 (2!.‘.2“11)11

=i 2 sioay 354,

De esta forma, el primer paso ha proporcionado la aparicion
do las sumas z§!’ (1) vy z{"' (2), cada una de las cuales con-
tiene dos veces menos sumandos, que la suma inicial 2’ (1),
pero tiene la misma estructura que zi{ (1). En virtud de
esto el proceso de transformacion de la suma inicial descrito
mas arriba puede ser aplicado por separado a las sumas
2 (1) y zi' (2). Como resultado aparecerdn las sumas
zZi (s}, s =1, 2, 3, 4, que conservan la eslructura de la
suma inicial. Continuando el proceso de transformaciones,
en el m-ésimo paso obtendremos las sumas

gl-m
m 2k— 1) nnj
zim) (5) = E b_& )(3) sap. X gt-mglm (35)
F=t
=1, 2, 2oy 250, gl B ey 2M
para cada m = 0, 4, .. ., I, donde los coeficientes bﬁ"" (s)
se determinan por recurrencia para s =1, 2, ..., 2m-1

segun las férmulas
b (2 1) = bE3={ (5) — b§75d (),

A 2, s B A M, B, ey T4,
botim (25— 1) = b{Fmdi_, (s), m=1,2, ...,1, (36)
B (28) =21 (5), 1=1, 2, cioy 2", mw=1, 2, ..., L.
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A su vez las sumas del m-ésimo paso estdn relacionadas
con las sumas obtenidas en el (m — 1)-ésimo paso, por las
siguientes férmulas:

21 (5) = 24™ (25) 4 e 5 2" (25 - 1),
2 cos Df-mit2
(M- .
2T g (8) = —2k™ (25) -+ ——rm—p ™ (25—1), (37)

21-m+i
E=1,2 ... 20, s=1,2, ... 2m-}
m=1,2, ... 1

Poniendo m = I en (35), obtendremos

#0 () = b (), s=1,2, ... 2. (38)

Asl pues, las sumas z' (1) se caleulan de la siguienie forma.
Partiendo de los coeficientes. dados B (1), 1 =T j<C 2],
por las férmulas (36) so computan en total Ios coeficiontle-
b (s), 1 << s << 28 En virtud de (38) ellos se utilizan des-
pues en calidad de datos iniciales para las relaciones recu
rrentes (37). Poniendo en (37) sucesivamentem = [, I — 1,
... 1, obtendremos como resultado zf{’ (1) y, por lo tanto,
y.za—l ah =] *

Do esta forma, el algoritmo del cdlculo de las sumas (22)
se describe por las férmulas (30), (36), (38).

OBSERV ACION. Eu las relaciones recurrentes {37) se puede evitar

la divisién por 2cos (2:*::;1}:1 por medio de la sustitucién
2k—1) n
2™ (s) =sen (2‘,_”‘_21 wi™ (s).

En este case las f6rmulas para caleular w'™ toman la forma

5 ot (2k—1
wi" ™D (=2 cos _gf":?ﬁ'z“)‘ wi™ (28) o™ (25—1),
B 2k—1
Wty )= —2c08 ’;I(ﬁmﬂ) wi™ (25) 4-10f™ (2s—1),  (39)
k=1, 2, ..., 217", =1, 2, ..., 2"} m=], I—1, ..y 1,
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al mismo tiempo w&”[s)=bf1“ (&), s=1,2, ..., 2t ¥

9 (1)—50119—"% W (1), k=1, 2, ..., 2L (40)

Contemos ahora el nimero de operaciones aritméticas
que es necesario ejecutar para la realizaci6n del algoritmo
(30), (36)-(38). Supondremos, que los valores de las funciones
trigonométricas estdn calculados con anticipacién.

Un c4lculo elemental da

1) en la realizacién de (30) se exige

-1

Q= 212(2“"’—’1)=2-2“—2(n—1—‘1)
p=

operaciones de suma y resta;
2) para I fijo en la realizacién de (36) se exige
1

{ g
gi= 3 (2"m—1).2m = (1—2) 214 4
m=1

operaciones de suma, y en la realizacién de(37) se exige

= t
1= 2 2.2-m.2m— 9.9
m=1
operaciones de suma y
4
qr =m21 21-m ., gm=1 — . 2i—1 (41)

operaciones de multiplicacién. En total las férmulas (36)
¥ (37) exigen para I fijo

Q=T+ @ = (31 — 2271 + 1 (42)
operaciones de suma y g¢f multiplicaciones. Para todos los
i=1,2, ..., n-—1 los gastos constituyen

n—1 -1
Q=3 = D [(BI—2)- 21+ 1]=3F n2"—4.2"fnt4

fes1 =1
sumas y

n—1i n-1

n

Q3= qf =) 12-1= 527 —2n 44
=1 I=1

multiplicaciones.
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De esta manera, el algoritmé (30), {36)-(38) se caracteriza
por las siguientes estimaciones del mimero de operaciones
aritméticas: Q4+ = Q, + Q, = (3n/2 — 2) 2» — p +- 2 su-
mas y Q, = (n/2 — 1) 2» 4+ 1 multiplicaciones. Si no hace-
mos diferencia entre las operaciones de suma y producto,
entonces el nimero total de operaciones es

Q=Q+ 0+ 0s=(2logs N —=3) N —logy, N + 3,
N = 2n,

Para comparar citemos la estimacién del nimero de opera-
ciones, que es nccesario efectuar, para calcular todas las
sumas (22) por sumacion directa. Tendremos (27 — 1)?
operaciones de multiplicacién y (2* — 2) (2 — 1) opera-

ciones de suma, y por todo Q = (N — 1) (2N — 3). Por
ejemplo, para /¥ = 128 (r = 7) obtenemos = 1404 ope-
raciones (de ellas 321 operaciones de multiplicacién} para
el algoritmo construido y @ = 32 131 operaciones (de ellas
15 873 operaciones de multiplicacién} para el algoritmo de
sumacién directa.

Indiquemos, que la utilizaciéon de (39) y (40) en el algo-
ritmo en lugar de (37) y (38) conduce a las siguientes esti-
maciones del nimero de operaciones:

Q. = (..z_ 73#2)2ﬂ—-ra+2sumasy0*==~g~2 — 1 mul-

tiplicaciones, y en total Q = (2log, N — 2) N — log, &V -} 1,
A;‘S): 27, lo cual es algo més que en el algoritmo (30), (36)-
(38).

Asi, esta resuelto el problema 1 planteado maés arriba.
Examinemos ahora el problema 2 sobre el desarrollo en senos
desplazados. Suponiendo que &N = 27, escribamos la suma
que figura en el problema 2, en la siguiente forma:

2ﬂ
U= a;sen%ﬂ, R [ T - (43)
i=1

Comparando (43) con (32), encontramos, que si en (32) pone-
mos ! = n, entonces el cédlculo de las sumas (43) por los
senos desplazados es la segunda etapa del dicho algoritmo
para calcular las sumas (22). Por lo tanto, si designamos

zfP (1) = Yn» k=12 ..., 2n,
b}m 1) =a;, j=1, 2, e oey 2Py
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entonces las formulas (36)-(38) para ! = » describen el algo-
ritmo del calculo de las sumas (43). Poniendo ! = r en las
férmulas (41) y (42), obtendromos las siguientes estimaciones
para el algoritmo construido.

Q+ =g = (—g-n — 1) 2» + 1 operaciones de suma y

O, =gt = % 27 operaciones de multiplicacién, ¥ en total

Q=Q2Ilogs N —1)N + 1, N = 27, De esta forma, las
sumas (43) se caleulan aproximadamente con los mismos
gastos de operaciones aritméticas que las sumas (22).

Recordemos, que las sumas (43) se utilizan para calcular
los coeficientes de Fourier de la funcién reticular a;, pre-
fijada para { = 1, 2, ..., N. Para reconstruir la funciéon
por sus coeficientes de Fourier dados es nocesario calcular
las sumas

2'3
yy=3 opeenEEDM g 2 ., o, (43")

h=1

Utilizando para j=£ 27 las relaciones

(2% 1) mj 1 (k—1) nj ki -
2en SR i =y [sen P -+ sen 5 |
2eos SRl
obtenemos
o an
1 (k- 1) 7tj knj 7| __
Yy :2_3‘1 2 ahsen—-—ﬁ.‘—-—-—-{-z ay Sen = :I—.-
08 ey h=—1t =1
i oMy .
1 nj . >
=.l_.......ﬂ__2 at® sen 2ﬂ’}=1, 2, ..., 277,
2e¢os _._L'J.ﬂﬂ h=1

donde los af’ se calculan por la férmula e = ay -+ ap+y,
k=1, 2, ... 27" — 1. Comparando la suma obtenida con
(22), encontramos, que el problema se redujo al problema 1
resuclto anteriormente.
Para el cédlculo de y.» obtenemos la férmula
2'1 zﬂ-i
Y= 2 Cp(— 1)1 = 3} (@pn-g— agn)-
h=1 h=1

Agqui la sumacién se efectiia directamente.

223



Para el nimero de operaciones del algoritmo expuesto s
valida la estimacion @ = 2N log, N — log, V.

3. Dezarrollo en cosenos. Examinemos ahora un algo-
ritmo de resolucién del problema 3 quo consiste en el cal-
culo do las sumas (13), para ¥ = 27, Tenemos

z‘ﬂ
yn=NaP cos ML 0,1, ..., 2, (44)
F=0
donde hemos introducide la notacién af = aj.

El principio de construccion del algoritmo es exactamente
el mismo que para el desarrollo en senos y consiste de dos
etapas. En la primera se agrupan primeramente los sumandos
de las sumas con indices j y 27 — j para j =0, 1, ...
c.y 2770 1) luego aguellos con indices j y 271 — j
para =0, 1, ..., 2% — { y asl sucesivamente,.

Como resultado del p-ésimo paso tendremos

zﬂ —-5=1

(2k-—1) mj
Yosm1om_1y = 2 @y8-sa_jco8 =
=0

& Ay &0 s 2"_31 S=1, 2, veey J (45)

ofi=p
Yoy = a}P’cos%ﬂ—_f;, k=0, 1, ..., 277,
=0
Estas férmulas son vilidas para p =1, 2, ..., n. Los
cooficientes a$”’ se determinan por recurrencia
@i =af Va5 Pn
afi-pri_j=afV —afilin_; j=0,1,...,2"P—1, (46)
agi-p = afnly, p=1, 2, =Tl
Poniendo s = p=n en (45), hallaremos
yo=afM +a{, yn=af?—a™. ym_y=a{, (47)
y los restantes y, se encuentran por las férmulas

2h=_y
(2 — 1)1
yz’_ltzyz_n = 2 a;‘g-s-u = cos —SRET s
j=0
=1, 2, ...y 27, 8=1, 2, coup n—"1.
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Los cambios para cada s fijo
237 (1) =Yas-sza -1, k=1, 2, ..., 2",
bi” (1) = ajfi-set F=105 1 s 20—,

I=n—s, ¢=1,2, i.vy, B—1

-2 1

nos conducen al cdleulo de las sumas siguientes:

2l o
2 ()= 550*{1)[:03%&, Bl B i B
i=0

1=1,2, ..., n—1 (48)

La segunda etapa del algoritmo consiste en el edlculo
de las sumas (48). Como antes, separando sucesivamente los
sumandos con indices j pares e impares, tendremos las si-
guientes relaciones recurrentes:

i -1) . i “m
2V (s) =z (25) + T @E—Dn ' (2s —1),
Zcos

S1-T+3
(49)
1 * 1 i
22‘?’—‘»‘.1_}1_“ (3):5;&” (28)— Zk—1) = z;"“’(2s—‘l),
2cos — STeE

k=1, 2, ..., 2™ s=1,2 ..., 2% m—q, 2 ... I

para calcular

2 {=i__ 1
W ()= 3 B () cos T,
3T6 {50)

e=,08; vy B, 01,8, o, 2®

conm =0, 1, ..., I. Los coeficientes b{™(s) también se
determinan por recurrencia para s =1, 2, ..., 2m-1 ¢o-
menzando por bY" (1), segin las férmulas

b§™ (25 — 1) = ST (s) + BEFEY (s),
j=1,2 ...,2m—4, m=1,2 ... 1—1,
by (28 — 1) = bm=1 (s), m w b (50)
b§™ (2s) = b87Y (s),

i=01 ..., 2m i, m=1,2, ...,0%L

I
o
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Suponiendo m = I en (50), hallaremos los datos iniciales
para las relaciones (49)

20 (3) = b (s), s=1%2, ..., 2L (52)

Asi pues, el algoritmo del cilculo de las sumas (44), se
describe por las formulas (46), (47), (49), (51) v (52).

Un caleulo olemental del namero de operaciones aritmé-
ticas para el algoritmo construide da: Q4 = (3/2n —
— 2) 2% 4+ n 4 2 operaciones de suma y Q, = (/2 —
— 1) 2* 4 1 operaciones de multiplicacién, y en total

Q=0+ + Q= (21log, N —3)N + loga N + 3,
N = 2n

Notemos que, como en el algoritmo anterior, aqui en las rela
ciones (49) es posible la sustitucién
2k —1)

z{™ (s) =sen P w{™ (sy;
en cst.e! caso de {52) se deduce que wi” (s) = .{:l(,” (o) =12 .
i g

Las formulas recurrentes para w ™ (s) poseen la furma

wi™= 1 () =2 cos (_3‘7:% wh" (25) 4w (25— 1),
2 2k—1) n | :
wlz’?_”ifl_i g (s) =2 cos (?-_—“T)H,— w}:‘"" () — w}hm) (2s—1),

Eead, 80 iy 3 sty B e 297, gncd, 20 Lo

4. Transformacion de una funcién real periédica reticu-
lar. El problema 4 sobre la transformacién de una funcién
real periddica reticular ¢onsiste en la reconstrucciéon de una
funcidon segln las férmulas (17) para coeficientes de Fourier
a; y ¢y dados y en encontrar los coeficientes para una funciéon
dada por las f6rmulas (18).

Sean dados los coeficientes de Fourier y sea N = 27,
Entonces es necesario caleular las sumas
2“—! zﬂ—l‘_i
e U0 2knj =(0) Zknj
yr = D) af”cos Sph 4+ 3 @) sen—gi,
i=0 =1
k=0,1, ..., 2"—1. (53)
Construyamos el algoritmo correspondionte. I’ara esto
cambiemos el indice k& por 2" — & en (53). Teniendo en
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¢uenta las ignaidades

2(2n—k): 2/en
o 22 - 2 g 2“1’ ,
2 (20— 1) 52 st

obtenemos, que g so puede caleular por las férmulas

yhzy-:’f'.?;u

Yan-n = Ux —?m Ee=Ad, 2, i e 29— 1, (54)
Yo =_§0a Yon1 = .STzn-h
donde
211"1
= W0 ki E=0. 1 91 55
yn= 2 aj” cos m, =U, 1, ..., , (55)
i=0
2ty
U= D @Psengith E—1,2,..., 27711, (56)
i=1

Asi, el cileulo de las sumas (53) se reduce al caleulo de las
sumas (85) y (56) y a la subsiguiente utilizacién de las fér-
mulas (54).

Comparando las férmulas (55) y (56) con las f6rmulas (44)
¥ (22), oencontramos que las sumas (55) y (56) se pueden cal-
cular por los algoritmos de los puntos 2 y 3, cambiando
en ellos n por n — 1.

Contemos ahora el namero de operaciones aritméticas,
necesarias para calecular las sumas (53) mediante el procedi-
miento indicado. De las estimaciones del nitmero de operacio-
nes, halladas para el algoritmo del punto 2, obtenemos, que
las sumas (56) se calculan con un gasto de Q, = (3n/4 —
— 7/4) 2 — n 4 3 operaciones de suma y Q, = (n/d —
-— 3/4) 2 4~ 1 operaciones de multiplicacién.

Las estimaciones del algoritmo del punto 3 dan los si-
guiontes valores para las sumas (55): Q4 = (3n/4 — 7/4) 2n 4
-+ n 4 1 operaciones de sumas y Qy = (n/4 — 3/4) 2n 1
operaciones de multiplicacién. Anadiendo aqui las @, =
= 27 — 2 operaciones de suma gastadas en la realizacion
de (54), obtendremos para el algoritmo construido Q, =
= (3n/2 — 5/2) 2" - 2 operaciones de suma @, = (n/2 —
— 3/2) 2n 4- 2 operaciones de multiplicacién, v en tolal
Q=(2log, N —4) N + 4, N = 2n,
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Regresomos ahora al cdleulo de los coeficiontes de Fourier
de una funcién real periédica reticular. El problema con-
siste en hallar las sumas

2"y

Y = E ai® cos%‘:—, Ee=0,4, .5 275, (57)
=0
2" )

U= aj"'sen%, k=1, 2, ..., 271—1, (58)
1=1

donde af” es una funcién prefijada.

El algoritmo de célculo (57) y (58) es cercano a los algo-
ritmos de los puntos 2 y 3, pero so diferencia por algunos
detalles. Aqui en la primera etapa se agrupan primeramente
los términos de las sumas (57) y (58) con indices j y 20— - j
para j=0,1, ..., 27~ — 1, después con indices j y
272 L jparaj =0, 1, ..., 272 — 1 y asi sucesivamente.
Mostremos con més detalle el primer paso del procese de
agrupacion sucesiva de los sumandos en el ejemplo de la suma
(57). La transformacién de la suma (58) se realiza anéiloga-
mente.

Asi, represeniemos (57) en la siguiente forma:

2ny s Aty -
T 7
— 0 0
Yr = 2 ag Yeos o -+ 2 ag Jeos 57
j=0 je=on—1

y efecluemos en la segunda suma una sustitucién, poniendo
j = 2n-1 4 j'. Esto da

2"ty
2kn
m= 3 a0+ (—1a®, Jeos 22l
§=0
=0; i, na 28,

Designando

o =af® o,

ala',gw,+j=a50>—a;23_,”, j=0,1, ..., 211, (59
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oblendremos en lugar de (53) las siguientles sumas:

atloy
2k—1) =
Yooy = (2‘,,‘_1+ (—2-;,:-1-)-—}, =4, 2, ..., 2",
i=0
of—1_y . (60)
Yon = 2 a;‘)cos%, k=0,1, ..., 272,
j=0
Anélogamente en lugar de (58) obtenemos las sumas
g™ty
= 2k —1) i i
Yop—1= El 4;2.1*'3 n(—z-'n:i—-i', O [ R o
2“"’—“1
V= a§t) sen 2253_"; s, k=1,2,...,272 -1, (61)
=1

donde los a§*’ estan definidos en (59). Con osto esta terminado
el primer paso. En el segundo paso por el procedimiento
descrito so transforman las sumas (60} y (61). Como resulta-
do del p-ésimo paso tendremos

2‘5—3 il
. LS (2k—1) mj
Yosrion_1y = 52 |(2’L’+.’T S =—7m=s
k=A, 2. coos 2202, gmd, 2, i > (62)
2"=P_q .
! knj _—
Vapr= D @f?cos s, k=0, 1,..., 2" P!,
i=0
donde p=1, 2, ..., n—1 ¥
2oy
- (2 —1) 7y
Yos-1gp_1) = 521 a(;'l-..s " N——Fm=
k=1,2, ..., 2" s5=1,2, ..., p, (63)
2n=P_y )
gm = a{" sen 3:15:3 o lesady B e, SRy
Fu=1
donde p =1, 2, ..., n — 2. Los coeficientes a{” se en-

cuentran por recurrencia segiin las férmulas
a(P}:a.{F-D-i-afP“” g j=0,1, ..., 2""P—4, (G4)

2EH, “af—‘)——a(”:;‘f[_, p=dy 2y viav n



Poniendo p=n—1 y s==p=n—1 en (62), oblenemos

Yo =aft- V4ot =a,
Y1 = ag'i— 1 — atin -1) — a{in)’
y2“_= j— agl— 1 ;l'

y de (63) para p=r —2 hallaremos

Y yn-e == aiin—‘am — agn-z) =“-'a§,“‘ 1),

Los restanles y, v yp se cncuenlran por las f6rmulas

e S8
» (53 L {2E— 1) ni
Yastanopy = 2 “l;n-:_,_j CUS ~—gm= —»
P
gheoy
5 _ (2 2e—) 1)
Yypsrgn_y) = }2 a;An—sH sen Sri=s
=1

K1, 3, wuwy 2V oA, B iy D

Realicemos aqui unos cambios para s fijo:

2 (1) = Yas-iap_nyr 200 (1) =Yg, 1

ket 2, ..., 2%770, 0 B0 (1) = o)
[=0, 1, ...., 2"t

l=n—38, &E=1; 2, cvi; B—2.

2545

Eslo nos conduco al cilculo de las sumas

il

zL""(i):gZi B (1) cos LEZDIL,
3=0
al_y

E};m (1) = 2 bg“’('l)sen Eﬂ‘_;ﬂ_{'i,
ol

=1, 21_’, {=2,8, ..., n—1.

(65)

(66)

(67)

~Iin la segunda etapa del algoritmo se caleulan las sumas
(67). Aqui, como en el algoritmo del punto 2, estas sumas se
transforman mediante la separacién de los sumandes con
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indices j pares e impares y la utilizacién de las igualdades
k—1) (2) —1)
— (2 } (27 =1

: (2k—1) 2in __
Si—mt + sen PYETES
o (@k—1) (@ —1) (2 —1) %
=2 cos S—my1 o sen Smi T :
(2k—1) (21— 2) = (2k—1) 2jn ==
cos JT-m+1 +-cos PYETES

=2c0s “2':‘:“2[" cos 2= @1—1)n

ol —m+1
para m=1, 2, ... . Esto da las siguientes fdérmulas
recurrentes:
zim-1) I 1 (mJ
I (8) = 21 (28) A e 237 (25 — 1),
2 cog M
2 —m+1
1 .
2oy )= B ) ——— g 7 ™ (25— 1),
2 cos Sl-mt 1
iy 1 s :

zfm—l)(s) = gim) (23).'... alm) (23_.,, ’1) ((}8)

R [ Dl I L

* 2 eos E—’F———”—ﬂ !
9 —~mn41

e - . 1 o )

B Tt = — P @e) b ——a g A (B 1),
'2E_—m'1'T

k=1, 2 25—1}1—1

T : DR AN EL T

, 8=1,2, .., 2%

m=1, 2, ..., i—1
para cl calculo sucesivo de las sumas

al-m_ 4
i) n
2{ml (g) = 2 W™ (s) cos{—zi%
F=0
gl-moy
- 2k —1) ;
2 (s) = B™ (s) sen %, (69)
=t
i go2trmeb, g =L D iy A
con m =0, 1, I —1.
Los cuehcwntcs b(m’ (s) tambwn se determinan por rg-
currencia para § = 1 oy 2L

, comenzando por los
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U™ (1) dados, segin las férmulas
bi™ (2s— 1) = bS7= (s) + 857 (5),
e T MO L

b (25— 1) =8~ () — BT Tnk 1 (8), (70)
B (2s) =87 (s), j=0, 1, ..., 2771,
s=1, 2, ..., 2", m={1, 2, ..., I—1.

Poniendo m = I — 1 en (69), obtendremos los valores ini-
ciales para las relaciones (68).

20 (5) =bl "V (s), - (s) ="V (s),

s=1, 2, ..., 2'"%, (71)

Asgi, ol algoritmo del céilculo simultdneco de las sumas
(57) y (58) se describe por las f6rmulas (64)-(66), (68), (70)
y (71). Notemos que, como en los algoritmmos de los puntos
2 ¥ 3, aqui en las rolaciones (68) son posibles las sustitugiones

(2k—1) x

2£—m chm-) (S)’

z{™ (s) = sen

—‘Z-E___i):l ;f_m] (5’) g

z{™) () = sen ST=m s

g ; R Sk—A1
los cuales permiten evitar la divisién por 2003%31—;;)1—“,

Un caleulo elemental del nimero de operaciones aritmé-
ticas para el algoritmo construido nos da: Q4 = 3n/2.27 — 1
operaciones do suma y @, = (»/2 — 3/2) x 2" 4 2 opera-
ciones de multiplicacion y en total @ = (2 log, &' — 3/2) %
XN+1, N =2~

De esta forma, el cdlculo de los coeficientes de Fourier
y la construccion de una funcién real periédica reticular por
el algoritmo propuosto exigen O (¥ In N) operaciones arit-
méticas.

5. Transformacién de una funcién compleja perigdica re-
ticular. Examinemos ahora el problema 5 sobre el edlculo
de los coeficientes de Fourier ¥ la reconstruceién de una fun-
cién compleja periddica reticular. En el punto 1 fue mostra-
do, que oste problema se reduce al cdlculo de las sumas (21),
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las cuales en el caso N = 27 posoen la forma
ot _ g 2ha i i

Yp = gﬂ atjo}e 2" ? ;£=OJ 1! LU 2"_1' {72)

donde los af son los nidmeros complejos.

El algoritmo para calcular las sumas (72) so construye
igual que el algoritmo del cdlculo de los eocficionies de
Fourier de una funcién real periédica. En la primera etapa
se agrupan primeramente los términos de las sumas (72) con
indices j y 2** - j para j =0, 1, ..., 2r1_{, Iuogo
con indices j y 2"%* 4 j para j=0,1, ..., 2= 1,
otc. Teniendo on cuenta la igualdad emfi = (—1)}*, obtene-
mos como resultado del p-ésimo paso las siguientes sumas:

gn=a_y L2 )
L4 3 (D] an—s
Yaa-tiah-1) = :_%; aﬁﬂ—!+je :
k=1, 2, ..y 2““‘; Szij 2: oy P- {73)
an—p_y 2k i
Vep= 21 affe®', k=04, ..., 2"P_4,
25k =o 3

donde los cooficientes «f” se encuentran por las férmulas
recurrentes (64). _
Poniendo s = p = n en (73), tendremos

Yo = af®, Y1 = a™ (74)
¥ los restanies y, se encuentran por las féormulas
on—35_1 (2h~1)m]f i
— (&) , 2N=E 5
Yas—tan-1y j‘gn Bon-eys®

E=1,2, ...,2"°% s=1,2, ..., n—1.
Realicemos aqui unas sustituciones para j {ijo, poniendo

zsl)(l)zyaﬂ—ltgk_”) k:j-‘ 21 ey 2’1-'!

5 (1) = alo = (. o I Y

2n=sy g’
l=n—g, s§s=1, 2, ..., n—1,
pasemos al cdlenlo de las sumas
ol _ g (20— 1)n3 i

z§ﬂ>(1)=j§ (e 2, k=1,2,...,2 (75)
para I=1,2, ..., n— 1.
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La segunda etapa del algoritmo, la cual consiste en el
cdlculo de las sumas (75), se consiruye, como antes, por
medio de la separacion de los sumandos con indices j pares
¢ impares al usar [as igualdades

(2h— 1025 2)m 1k = 12 (2h =132 )=
2 Py 2k—1)n I~
e al-m+l S al=m+1 _ o .0 (2k—1) al-mt1

y—m+1 -

Tendremos las formulas recurrentes

3= (8) = 2fm (25) + %m (25 —1),

{
PO N
S8 ST
1 (76)
—1 T zim) (25 —1),

2 cos
of=m+1

(m— 1) ol _
s () = z™ (2s)
k == 1, 2, s 2f—m‘ 8 = 1‘ 2‘ R 2m—l.,
W= e By B A

para calcular las sumas

of—m_4 ) (2*&—“:‘1:‘_
g ()= 3N B (e (77)
j=

k=1,2 ..., 2= s=4,2 ,,. 2n

para m =0, 1, ..., { — 1. Los coelicientes b§"" se cal-
culan por las férmulas recurrentes (70). Quedan por indicar
los valores iniciales para (76). Poniendo m = ! — 1 en
(77}, oblendremos

2f 1 (s) = b ™V (s) + 165~ (),

(78)
A0 — B (@ — 1V 8), 5=t 2, i, L,

De ese modo el algoritmo para caleular las sumas (72)
se describe por las férmulas (64), (70), (74), (76) y (78).
Obhservemos, que el algoritmo construido no contienc (a ox-
cepeién de la férmula mds simple (78)) operaciones de multi-
plicacion de nameros complejos. Por eso en las férmulas
mostradas es ficil separar las partes real o imaginaria de las
magnitudes caleuladas. Tsto es comodo para la realizacion
del algoritmo en una calculadora, la cual no posco la arit-
mética compleja. Mis adelante, en las relaciones (76) puede
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resultar Gtil la sustitucidn
(2he—1) =

2™ (8) = sen =T

i (s).
Contemos ahora el nimero de oporaciones aritméticas
para el algoritmo construide. Obtenemos Q4 = (31/2 —

1 . - s
“5) 2" gperacionos de suma do nimeros complojos y Qe =

= (/2 ~— 3/2) 27 operaciones de multiplicacion de un ni-
mero complejo por un namero real. Si expresamos estos
valores en términos del nimero de operaciones sobre niime-
ros reales, entonces obtendremos Q4 = (3n — 1) 2" opera-
ciones reales de suma y Q, = (2 — 3) 2" operaciones reales
do producto, ¥y en total Q = (4log, V —4) N, N = 2n
operaciones sobre nimeros reales. Esta estimacion supera en
dos veces la obtenida on el punto 4 para el caso de una
funcién real poriédica reticular, lo cual es natural, ya que
en el caso complejo examinado se trabaja con dos veces mas
nimeros reales.

Con esto terminamos el exdmen de los algoritmos de la
transformacién de Fourier discreta rapida y pasamos a su
empleo para resolver do las ecuaciones elipticas reticulares,

§ 2. Resolucién de problemas
de diferencias por el método de Fourier

1. Problemas de diferencias en valores propios para el
operador de Laplace en un rectdngulo. En el § 5 del cap. I
fueron examinados los problemas de contorno en valores
propios para el operador de segunda derivada de diferencias,
definido sobre una red uniforme en un intervalo. En el caso
bidimensional los andlogos de estos prohlemas son los pro-
blemas en valores propios para el operador de Laplace de
diferencias, definido sobre una red rectangular uniforme en
un rectingulo. Utilicemos el método de separacién de varia-
bles para buscar los valores propios Ay y las funciones propias
iy (i, j) del operador de Laplace de diferencias

A=A1+A2, A“y=y§a°‘a’ a=1, 2.
Sea ® = {2y = (thy, i) €G, OIS N, 0<j<<
KL Ny heglNg = Ilg, o =1, 2} una red rectangular _uni-
forme con pasos Ay y h, definida en el rectdngulo G =.
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= {0 a, < l, @ =1, 2}). Como e¢s frecuente, designa-
remos mediante @ v y los Eodos interiores y de frontera
respectivamente de la red o.

El problema miés simple en valores propios para el ope-
rador de Laplace en el caso de las condiciones de Dirichlet
se plantea asi: hallar aquellos valores del parimetro A,
para los cuales existen seluciones no triviales y (z) del si-
guiente problema: *

Ay(x)—l»?ty(m):(}, z € o,

y (@) =0, € €Y. 1)
Buscaremos la funcién propia m, (i, j) del problema (1)
correspondiente al valor propio Az, en la forma

w5 D =D @ORP (), k=(ks, k). (2)
Sustituyamos en (1) la funcién u,(i, ) en lugar de
y(z:i)=y (i j). Ya que

Aly(;! .?)'__ F{Iy(a-i-i! })_zy({" ])+y(!'_'1! })]!
entonces el operador A, actiia solamente sobre una funcién
reticular, dependiente del argumento i. Andlogamente el
operador A, actlia sobre una funcién que depende del argu-

mento j. Por eso después de la sustitucién de (2) en (1)
tendremos

R (A D (1) + uid () Agpf® (D +hapfd () ® () =0, (3)
para 1<CiC N, —1, 1N, — 1, v ademis

w2 (0) =D (V) =0, 2 (0) =pf» (V) =0. (4)
De (3) encontramos, que

Ag? (1) A2 ()
i Rt S L] —k, 75
peD (1) n2 () A i)

Como el miembro izquierdo no dopende de 7, entonces tam-
poco depende de j el segundo™miembro. Por otra parte,
como el segundo miembro no depende de i, entonces tampoco
depends de i el primer miembhro. Por lo tanto, los miembros
primero y segundo en (5) son constantes. Pongamos
Afd () (y A 6) (2) Y Gy R
W—: -—A,kl 3 W:"-?\.k’ 71.[1—&;“ +?\'h. (6)
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y afiadamos aqui las condiciones de contorne (4). Como resul-
tado obtendremos los problemas unidimensionales reticu-
lares cn valores propios

Agpd 20D =0, 1IN, —1,
BiD (0) = i (M) =0

Agp@ + A5 = 0, I<jssN.—1,
W2 (0) = niD) (Vo) =

Las soluciones do los problemas (7) y (8) fueron halladas
por nosotros anteriormente en el § H del cap. I:

@ __ 4 2 _Kam®
Mg = Fr 9e0* gy =

(N

(8)

4 Feo,nh
=l—h7_.‘—*58112--%h—“, Ea=—1;.2; oisy Nag—1,
. 2 kymi
I‘Lg)(&}= 'TSQH &1‘ , kt‘——--'i, 2. “ey N‘—'Is

. k
Mg)(;)z‘l/—t—asen —%v%"", k2='in 2: vy NE_'-"

Asi, estédn halladas las funciones propias y los valores propios
del operador de Laplace de diferencias A para cl caso de las
condiciones de contorno de Dirichlet.
o5 " ’ Jeymui Fegnj
= nit 2) R 1 2
B (G Jy=u) () w2 () = V:T sen —5—sen ==,

(9

0TI N,, 0<I<Nz,

__w)_{_mz} 2 P sen? k“'z’::“ 5

=1
donde by =1, 2, ..., Ny —1, =1, 2
Observemos las propiedades fundamentales do las fun-
ciones propias y los valores propios hallados en (9). Intro-
duzcamos el producto escalar de funciones reticulares, defi-

nidas sobre la rod &, do la siguiente forma:

(u, v) =3} u(2) v (2) By (21) Bz (22),

xEw

Ty (2o) = { 0,5]’!@, .Z'u:O, sy

ka: hugxa“-{-.lu_huo 1
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Si designamos
(e, b’); = E t (x)v(‘z:) By (%e), a=1, 2, (10)
* x“EG“
donde
oy ={zy () =ik O<Ki<Ng, o=
={x2(j) = jhy O=Cj<< Ny},

entonces es evidento, que © = oy X @y ¥ x; = (& (£), 22 ()},
ademds

(IJ-, U)"—“{(u, v):\;‘l 1)B‘=((u! U)a’, 1)6. (11)

Recordemos, que en el § 5 del cap. I, fue sefialado, que
las funciones reticulares iy (i) y piy (/) estan ortonormali-
zadas en el sentido del producto escalar (10}, es decir

( o) (u‘j) sasar 6 e {1: km:fﬂ'ui
Mt Fugdon = Oama™\0, koot mg.

Por eso de aqui y de (11) se deduce la ortonormalidad del
sistema de funciones propias p, (f, )} definido por las fér-
mulas (9):

5 { 1, k=m
M B =0 m =10, kotm, k=(ks ks), m==(me, ma).
Como el ntmero de funciones propias p, (i, j) =

= Wny, i, (i, ) es igual a (¥, — 1) (¥, — 1} y coincide con
el nimero de nodos interiores de la red @, entonces cnalquier

Funeién reticular f (i, j), definida sobre @ (o sobre w y que
so anule sobre y), se puedo representar en la siguiente forma:

Ne—1 Ny=1

f, = 2 Z Franat§ (0) W2 (), (12)
1@@&—1, 1@:@\'2—1,

donde los coeficientes de Fourier se definen de la siguiente
forma:

= fun, = (fy pa) =

Ni—1 Ny=—1
E _z FG 1) gD @) W () ik (13)
k=1 & e At—i, ka—1, 2, ..., No—1,
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Para los valores propios A, es véilida la estimacién
hmm = AL AP K hp == Ay A+ A, < 7‘._'!-\1"-‘_ 1+ 7\,}3:,_1 — hasx,
donde

4 nh 1 1
2 * ~ e it
}hmin_ 2 k{‘__“ sen e .-38 ( E; s 3 73 ):’0.
=1
= n 1 1
= _ cog2 e 0
Amax= 2 RE GO i (2 n3 )-
a=1

Examinemos ahora un ejemplo de un problema més com-
plejo en valores propios para la ceuacién de Laplace de dife-
rencias. Supongamos que en los lados del rectangulo para
2y = 0y x, = [, de antemano esldn dadas lascondiciones de
Dirichlet, y para z, = 0 y #, = /, las condiciones de Neu-
manan, es decir, hemos planteado ¢l siguiente problema en
valores propios:

Ay@ 4+ 2y @) =0, € X @,
y@) =0, x =0, z=1, (14

Agui A = A, + A,, donde el operator A, fue definido
anteriormente, y

‘}?"‘yx.s 323'-0-
2
Apyy= | Yy P2ST2Kla— D, (15)

. =1
_Tg—y;x, X2 = fa
Utilizando la definicion de los operadores A, y A,, el pro-
blema (14) so puede escribir en la siguiente [orma:

Use. T Uz, T2y=0, z€w,

e

2
95":""‘?:“"9.1:,‘]‘19':01 IZ:O’
Ea h'lgxigii‘“‘h’.
y;ﬂl-—-—}-l—’-y;’-hlymo. Izﬂzg-

U(O! "Cz}:.'f'(li- Iz)zo‘ ngzglz

La solucién del problema (14) se encuentra por ol méto-
do de separacién de variables. Sustituyendo en (14) en lugar
de y la funcién reticular py (4, 7) de (2), obtendremos para
iy (9) el problema (7), y para w2 (j) tendremos el siguiente

239



problema de contorno:
Ap@ M@ =0, 0N,
o en virtud de (15)
(W), F MWD =0, 1IN, —1,
%{u;g)x,-;-aii’u;gr =0, j=0, (16)
2 i
=5 (82, + MIWD =0, j=N,.

El problema (16) también fue resueclto por nosotros ante-
riormente en el § 5 del cap. 1. La solucion tiene la forma
kamt
N,

4 legnh
= —gen2 J3-2
P sen 5

4
2 o 4
A’(kg) = 7T son?
2

ky=0, 1, N,

" ey

]/-i— cos ki::; y Ik, <IN, —1,

I/—ET-’—GOS%J:—}, k=0, N,.
Ast, hemos hallado la solucién dol problema (14), (15):
(i, H=mD O (), O<ISN,, 0<j<N,,
M=)+ MY, A SN —1, 0l <N,

donde A’ y ui!) (i) estén definidos més arriba, y A{2’ junto
con p.}"*:) () estan definidos en (17).

Analogamente se resuelven los problemas en valores pro-
pios para el operador de Laplace de diferencias en un reclan-
gulo y en el caso de otras combinaciones de condiciones do
contorno sobre los lados del rectangulo G. El método de
separacion de variables permite reducir estos problemas
a problemas unidimensionales, cuyas soluciones fueron
obtenidas cn el § 5 del cap. T, La generalizaciéon al caso
multidimensional es evidente. Recordemos, que la solucién
analitica en forma de senos y cosenos de los correspondiontes
problemas unidimensionales fue obtenida en el § 5 del cap.
I solamente para condiciones de contorno de primero y se-
gundo género, sus combinaciones, y también para el caso
del problema de conlorno periédico. Por eso, si en los lados
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del rectdngulo (o en Ias caras del paralelepipedo rectangular
en el caso tridimensional) se dan las condiciones de conlorno
enumeradas, entonces las funciones propias del operador de
Laplace de diferencias se representan en la forma de un
producto de senos y cosenos.!

2. Eecuacién de Poisson cn un reclingufo. Desarrollo en
serie doble. Examinemos ahora el método de separacién
de variables aplicado a la resolucién del problema de Dirichlet
de diferencias para la ecuacién de Poisson sobre una red
uniforme en un rectingule:

Ay=—g(2), z€w0, y@)=g@), z€v, s
A=A+ A, z\uy=y;mxm, a=1, 2,
Primeramente reduciremos el problema (18) a un proble~
ma con condiciones de conlorno homogéneas mediante el
cambio del segundo miombro de la ecuacién en los nodos
fronterizos. El método estandarizado de dicha transforma-
cion consiste en el traslado de las magnitudes conocidas al
miembro derecho de la ecuacién escrila en un nodo fronte-
rizo. I'or ejemplo, si 2 = (&, A,) € ®, entonces la ecuacidn
de Poisson en este punto se escribe en la siguiente forma:

75 [0 (O 1) =2y (hes ho)+y (2R, k)] +
g W (e O =2y (b ha) +y (b 2ha)l = — @ (s, D).

Como y (0, ky) = g (0, hy), ¥ (b, 0) = g (hy, 0), entonces
trasladando estas magnitudes del primer miembro al segun-
do miembro de la ecuacién, tendremos

27 =20 (B, B} +y @Ry, ko)l +
5 L= 20 (B h)+y (B 20}l =

[ s k) 457 £ O R + 558 (00, O)].

Realizando una transformacién semejante para cada
punto fronterizo, obtendremos ecuaciones en diferenciag, que
no contienen los valores y (x) sobre y en el miembro izquier-
do. Los segundos miembros de las ecuaciones para los
nodos fronterizos se diferencian del miombro derecho ¢ (z).
Si designamos mediante f (z) el segundo miembro constri- |
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ido, entonces se determina por las férmulas

f(2) =@ (2)+ 57 @ (@) + 37 22 (@), €0, (19)
donde

I g(ov -zz)-' $!=hh
Py (x) = 0, 2hy <L, <1 — 2Ry,
g(ly, ), x=1l,

b gf(zir O)s ’w"‘zmhzv.
P (x) =1 0, 2ha<Cay<Tly—2hy,
g(&-‘”g, I’S)t 1’2=32-
El primer miembro de las ecuaciones transformadas se dis-
tingue de la escritura del operador de Laplace de diferencias
para los nodos fronterizos. Sin embargo si ponemos y (z) =
= u(x), €0, ux =0, €7y, entonces en todos los
nodos de la red ® las ecuaciones se escribiran igual:

Au= —f(z), z€w, u(@ =0 =z€v. (20)

Ya que u (£) coincide con y (2) para £ € o, entonces es sufi-
ciente lhallar la solucién del problema (20).

Hallemos la solucién del problema (20). Como la funcién
u (x) se anula sobre vy, entonces en virtud de lo dicho mas
arriba ella puede ser representada en la forma de un desa-
rrollo segiin las funciones propias p, (i, j) del operader
de lLaplace

Ni—1 Ny~1

wit, =3 5t () 12 (), 21

que es valido para 0= isS N, 0<<j<C N,. Ademis, la
funcion reticular f (z) definida sobre w, también admite la
representacién
Ny—-1 qu

1, D=2 3 frunsf? () p2 () (22)
para 1< isC VN, — 1,41 j<{ N, — 4, donde los coeficien-
tes de Fourier fia, estin dofinidas en (13). Ya quo

pr (& ) = pi (R () es una funcién propia del operador
de Laplace, correspodiente al valor propio A, es decir

Al“'h -+ Z’kpk — 01 zE @, A‘tﬂia} e 7\5!2.) — 7"&&
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entonces después de la sustitucion de (21) y (22) on la ecua-
cién (20) tendremos
Ni—1 Ny—-1

Aw= 2 2 (A +M0) unapf) () W ()= —f (i, 7) =
R Ny—1 Ny—1
= “hél k§1 Frabf) (8) 062 (),

I<CisK N, — 1, 1<<j<SN, —1.

Utilizando 1a ortonormalidad de las funciones propias
Mr (4, J), de aqui obtencmos las siguientes igualdades:

fnn

L3

;\il‘)+hﬁ) !
Sustiluyendo esta expresién en (21), obtendremos la siguien-
te representacién para la solucién del problema (20):

u"‘lhl: 1“~<~klgNi‘_i; 1%"2%!\”3*‘“1.

Ny=i Ny 1 i
wh, D= 2 2 o MO R (),
=1 k=1 "R s

(23)
0<iKN;, 0<j< N,

De esta forma, las férmulas (13) ¥ (23) dan la solucién
del problema (20). Analicémoslas desde el punto do viska
computacional. Durante el cdlculo de la solucién n i
segun las formulas (13) y (20), donde py (i, 1) = pgy () pi® ()
¥ Aa = MY 4 AP estdn definidos en (9}, es atil introducir
tres magnitudes auxiliares; Prg (B Pagng ¥ Uy, (3. Enton-
ces el proceso numérico se puede organizar de la ‘siguionte
forma:

Ny-1
5 % k.
om ()= 3 1, j)sen 2L,
Je=i {24)
ISkhsSN;—1, 1<iKN,—1,
Ni—1
¢hik.= 2 Cph. (i) Be“ﬁﬁﬂ%—!
t={ (25)
1<k, <INy —1, 1<k, <<N,—1,
Ni-1
5 Pz, ey il
un, ()= 2} MDA sen ;1\;1 ’
k=1 X 1 (26)

LIV —1, 1<k, <N, —1,
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Ny—1i
o o 4
u(‘t ]): NN E ity (i} sen &;;‘:J 1
=1 : (27)
1<jIN,—1, IissNy—1.

Contemos el namero de operaciones aritméticas para el
algoritmo (24) — (27}, suponiendo que las magnitudes (A} +
- A2 estan dadas, y las sumas (24) — (27) se calculan
utilizando el algoritmo de la transformacién de Fourier rdpida,
expuesto en el punto 2 del § 1. Para aplicar el algoritmo
indicado, es necesario suponer que Ny y iV, son multiplos
de 2: Ny = 2», N, = 2m,

Recordemos, que las sumas del tipo

21
n = 2 a,sen—%’%’—, k=1, 2, ..., 27—1,
=1

se calculan con un gasto de Q4+ = (3/2n — 2) 2" — n - 2
operaciones de suma y resta y Q, = (n/2—1) 2" 4- 1 opera-
ciones de multiplicacién, si so utiliza el algoritmo del pun-
to 2 del § 1.

Un calculo elemental nos da los siguientes gastos de
operaciones aritmélicas para el computo de la solucidn
u (i, j) segln las férmulas (24) — (27):

Q+ = (NN, — Ny — N3 log, (ViVg) — 8l +
+ (Ny + 2) JogoNy + (N3 + 2) log,Ny — 8
operaciones de suma y resta ¥
Q, = (NN, — Ny — Nyllogy (WiN3) — 21 +
4+ N;log,Ng + N, log Ny — 2

operaciones de multiplicacién. Si no hacemos distincién en-
tre las operaciones aritméticas, entonces para N, = N, =
— N = 2n el ntimero total de operaciones para el algoritmo
(24) — (27) es igual a

Q = (N? — 1,5 N) (8 logsN — 10) + 5N -4 log,N — 10.

De esta forma, el método deserito para resolver el pro-
blema (20) puede ser realizado con un gasto O (V2 log,N)
de operaciones aritméticas. Tal tipo de estimaciéon para ol
ntmero de operaciones aritméticas lo posee el método de re-
duceién completa y fue examinado en el capitulo ITI. La com-
paracién de cstas estimaciones muestra, que ¢l algoritmo da-
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do del método de separacion de variables exigo aproxima-
damente 1,5 veces més operaciones, que el método de reduc-
cion completa.

Observemos, que se puede construir un algoritmo, anilogo
al propuesto més arriba, en el caso cuando sobre los lados del
rectdngulo se da cualquier combinacién de condiciones de
contorno de primero o segundo género y condiciones de
periodicidad, para las cuales el problema do diferencias sea
no degenerado. Es necesario solamente sustituir las respee-
Livas funciones propias y valores propios en (13) y (23),
coordinar los limites de sumacion con el tipo de las condi-
ciones de contorno y utilizar el correspondiente algoritmo
de la transformacién de Fourier rdpida del § 1 para caleular
las sumas que aparezcan en este caso. La estimacion del ni-
mero de operaciones serd del mismo tipo que para el caso
del problema de Dirichlet examinado més arriba.

Nosotros hemos descrito la variante més simple del mé-
todo de scparacién de variables. Si so exige resolver un
problema de contorno de diferencias mas general, por ejem-
plo la ecuacion de Poisson en sistemas de coordenadas pola-
res o cilindricos, con condiciones de contorno que admiten
separacion de variables, entonces de nueve se pueden utili-
zar los desarrollos (21) v (22). Pero en este caso al menos
una de las funciones propias pfY (9 y pil (j) es distinla de
seno o coscno. listo impide aprovechar el algoritmo de la
transformacion de Fourier répida para el calculo¥de todas
las sumas necesarias. Por eso para tales problemas el nime-
ro de operaciones aritmélicas serd del mismo orden, que en
el caso del cdlculo directo de las sumas sin tener en cuenta
el tipo de las funciones propias piy (f) y upy (7). es decir
0 (N®).

Por consiguiente, es necesario modificar el método cons-
truido, para que en ol caso cuando al menos una de las fun-
ciones pi’ (i) o wiy (j) sea seno o coseno, el namero de ope-
raciones aritméticas se¢ quede siendo una magnitud de orden
O (N*® log,N). Naturalmente, los problemas examinados en
esle punlo pueden ser resucltos también por el método modi-
ficado y como resultard mds abajo con un menor nimero
de operaciones aritméticas. Dicho método —desarrollo cn
serie de aspecto singular— serd construido en el punto 3.
Desde o] punto de vista numérico él se diforeneia del méto-
do construido aqui en gue no se calculan las dos sumas de
(24)—(27), ¥ en su lugar se resuelve una serie de problemag
do contorng para ccuaciones en diferencias {ripuntuales.

349



3. Desarrolle en serie de aspecto singular. Regresemos
al problema (20):

Au= —f(z), z€0, u@ =0 =z¢€y,
A=A+ Dy A= 41,2 (28)

Examinaremos la funcién buscada u (zy) = u (i, /) v la
funcién dada f (i, j)} para i fijo, 0<C i< NV,, como funciones
reticulares del argunmento j. Ya que u (i, j) se anula para
j=0yj=N, vf (i ))cstidcfinida paral < j<C N, —1,
entonces ellas pucden ser representadas en farma de suma

-segun las funciones propias pi¥ (j) del operador de diferen-
cias A,

Ny-1
w(i, )= 2 un () pl (), OGNy, O<ISNG, (29)
Ny—1
[ = kz;, foa ()2 (), AT No~—1,
1<CisSNy—1, (30)
donde
p;,»(;):%sen ";,’:f, Tp=1, 2, ..., Ny—1. (31)

Sustituyamos las expresiones (29) y (30) en (28) y tenga-
mos en cuenta las igualdades
Agui® - M2 = 0- 1<K N, —1, (32)
Ha,’ (0) = w:,’ (Na) =
Como resultado obtendremos

N1
D s, () — Mg, () + Fu, ()] 2 () =0
=i
pun 1< iss N, — 1, 1< i Ny — 1, y ademas u, (0) =
-1&,,,{1\!1)»-—0 ky = 1 i y

De aqui, en virtud de la anogonﬂ] idad del sistema de
finciones propias pf (5), oblenemos una serie de problemas
de contorno para determinar las funciones wy, (8, %, =

= fs 2y 5 woopdVig — 1

Agutn, (8) —MJun, (8} = —[n, (8}

1<iCN i —1,

a, (0) =up, (V) =0, (33)
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Los valores propios A;¥ del problema (32) son conocidos

MY =gpsentgie, ka=1,2, ..., Ny—1, (34)

y los coeficientes de Fourier fp, (i) para cada 1<C;<IN;—1
se calculan por las formulas
Ny-~1
fr (8) = (f, pil)5, = g’ haof (i, J) uiy (7).
1<k, <N,—1. (35)

De esta forma, hemos hallade las férmulas (29), (31),
¥ (33)—(35) que describen completamente o]l método do re-
solucién del problema (20). Por las férmulas (35) se encuen-
tran para 1<C i<C NV, — 1 las funciones f, (i), a contlinua-
cién se resuelven los problemas (33) con 1< A, <C NV, — 1
para determinar las funciones wuy, (i), y por las férmulas (29)
se caleula la solucién buscada u (i, j).

Examinemos ahora el algoritmo gue realiza ol método
indicado. En lugar de ug, (i) ¥ fs, (i) es c6modo introducir
nuevas funciones auxiliares v, (Es Y @, (i) segin las for-
mulas

wn ) =L 0, (), (=L on (0. (36)
Sustituyamos (31) y (36) en (29), (33) y (35), teniendo en

cuenta quoe kN, = l,, ¥ anolemos ¢l operador de dileren-
cias A; por puntos, éomo resultado oblenemeos

N;=1
s 1< keI Ny—1
N— S g heen Kett 1 SESNa—1, 37)
Cpp,..{l) ?;‘: f.(h }')Seﬂ . 1 .1@5%‘?\}'1“1, ( )

— o, (I—1)+(2+ hf"ﬁ’)lf&.(ﬂ—vu.(i+1)=k3%.(5)=} (38)
1IN —1, 03, (0) =05, (V) =0, 1<k SNy—1,

Ny—1 A
T Y : kot j 1€}€N2_1a } v

w (i, j) v RZ_I U, (i) sen Vo' i N —1, (39)
donde ALY estd definido en (34).

Evidentemente, las sumas (37) y (39) se deben calcular,
utilizando el algoritmo de la transformacién de Fourier dis-
creta ripida expuesto en ol punto 2 del § 1. Para Ia resolu-
cion de los problemas de contorno tripuntuales (38) es opor-
luno utilizar e] algoritmo de factorizacién, consiruido en
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el § 1 del cap. 11. Para el problema (38) ¢l algoritmo de fac-
lorizacién se describe mediante las férmulas
“e+1=a.—_"a—£s 1<<iKIN —1, o;=0,
ﬁi+1=[h:¢'h, (i)+ﬁf]aj.+tr 1=-<-i£:-.1\'ri_'_1v ﬁi=0- {40)
Vi, () = 0o, (1) + By 1IN —1, 0, (V) =0,
donde

Ry =2+ AAY ¥ kp—=1,2, ..., Noa—1.

Compﬂrernos las férmulas (37), (39) y (40) con las oble-
nidas anteriormente (24)—(27) para ¢l método del desarro-
lto en serie doble. Aqui en lugar del céleulo de las dos su-
mas (25) ¥ (26) nosotros resolvemos la sevie de problemas de
contorno {(38) por el método de [actorizacion (400). Por eso
en el ecomputo de las sumas (37) y (39) se gastardan aproxima-
damente dos veces menos operaciones aritmélicas, que para
el a]goriLmu (24)—(27). Los gaslos complemenlarios en la
resolucion de los prohlemas (38) constituyen, evidentemenlte,
O (N,N,) operaclone lo cual no influye en ¢l {érmino prin-
cipal en la estimacion del ndmero de operaciones aritméticas
del algoritmo (37), (39), (40). Citemos las estimaciones exac-
tas del nimero de operaciones aritméticas para este algoril-
mo. Tenemos (para N, = 2") Q_ = [(3 log,N, — 1)N, —
— 2 log, Ny + 11(¥; — 1) operaciones de suma y resta,
Q. = [(log,N, + 2V, — 2] (N, — 1) operaciones de multi-
plicacion y Ql == (N, — 1) (N, ! ;
v en lotal para N = Ny = N = 27 el ndmero rIL- opera-
ciones es igual a

Q= (N2 — 1,5 N) (4 log,N + 2) — N - 2 logyV 4+ 2.

Nosotros hemos examinado el mclmlo del desarvollo en
serie de aspeclo singular en ¢l ejomplo del problema de Diri-
chlet do diferencias para la ecuacién de Poisson. E1 momenlo
esencial esta en que las funciones propias del operador de
diferencias A, admiten la utilizacién del algoritmo de la
transformacién de Fourier rdpida para el céalculo de las
sumas correspondientes. lsta posibilidad tendra Ingar
ademas para el caso, cuando sobre los lados z, = 0y 2, =
= 1, del recténgulo G cstdn prefijadas condiciones de contor-
1o del rectidngulo G estin prefijadas condiciones de contorno
de segundo género o combinaciones de condiciones de prime-
ro y segundo género en lugar de las condiciones de contorno

248



de primer género, y también para el caso de las condiciones
periodicas,

Examinemos como un ejemplo ol siguiente problema de
contorno para Ia ecuacidén de Poisson:

Uz, T U5, = — ¢ (%), z€o,

l&(-‘?«'}=0, xi_—-o, ll' 0%.’&'3%52,

Ugy, ey = — @ (2) — - g2 (2), @=0,  (41)
2 ‘B

uﬂ?xxa_-'?&f;ugz= _Lp(ai)—h_i 842 (z)' Ty = lﬁ:

higxiézz'—kl.

El esquema (41) es una aproximaciéon de dilercncins del
problema

d*u

UJJf + (?.’.'.‘3 = _"‘CP("I:): -36 G,
w(zx)=0, z=0, . O0<z<l,,
il

%= _'g—z(‘r)! -’52=0,

du

— T = — L2 (2), wy=1,, Oz, <I,.

Escribamos el problema (41) en otra forma, introduciendo

lay notaciones:
2
Ry

Apu=1 Uz, hesSZy<lp— by,

2 1
7 YEe na=l

Uy, x3=0,

Fga(2), x=0,
g2(x) =3 0, hy<Ka,<<l—h,,
2
{ Ay Bz (2), 2=l
(@) =e(@)+P(2), Ap—ug,
para Kokl — Ay, 0K 295 4.
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En las nuevas notaciones el problema (41) se escribe on
la forma

Au = (A + Au = — f(a), <oy <<l — Ry,
0 o< L, (42)
u@ =0, =04, 0<z,<<l, _

Desarrollando u (i, j) ¥ f (i, j) en sumas segiin las funcio-
nes propias del operador A,, ilendremos

Ny
u(t, =2 un, (Y2 (7). O<i<N, OISN,,

hiy=0

N, (43)
Ho D= 2 fu @l (), OSSN, 1IN, —1,
donde -

) ]/Ti—cos -ﬁ\’,‘i, kBe=0, N,

P'-;l':) {}.)= 2 2

';/-i-cos B A<V, —1

es la funcién propia del operador A,, correspoudicnte al
valor propio

4 ka7t
;::;:T‘g-senz 21%_2 , k2=0‘ 1‘ ey ‘.P\fa_ {44)

El cocficiente de Fourier frg (i) so calcula para cada 1< i<
= N, —1 por las férmulas
Ny—1

fu, (8) = Z; baf (2, J) pi (1) +

=
+ 0.5k, [ f (2, 0) pi?’ (0) + 1 (i, Va) ph® (V)]
Sustituyendo {43) en (42), obtendremos el siguiento ani-
logo de las férmulas (37)—(39) para el problema examinado:

N, .
Pu, (D)= 3} 0,7 (1, /) oos 2L,
i=0
0K kKN, 1IN, —1,
= Up, (8= 1) + 2+ 23AiL) vn, (8) —vm, (i + 1) = Riea, (1),
IsissEN—1, o, 0)=vp, (V) =0, 0<lk,<<N,,
N

korti
Ny

s o B G ;
u (i, })57‘;‘2— D) Putn, (£) cos
i

OIS Ny, 1SIS N, —1,
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donde AL} esté definido en (44), vy
(05, j=0, Ny,
""{ 1,  A<I<N,—1.

Citamos un estimado del namero de operacioncs para el
algoritmo construido siendo N, = N, =N = 2": Q. =
= [(3 log,N, — )N, + 2 log,N, + 7] (Ny — 1) operacio-
nes de suma y resta, @, = [(log,V, + 2) N, 10] (¥, — 1)
operaciones de multiplicacién y Q; = (N, + 1)(N, — 1)
operaciones de division, y en total

0= (Na_é) (41ogy N +2)+17N —2 log, N —18.

A continuacién, como en el método de desarrollo en scrie
de aspecto singular no se utilizan las funciones propias del
operador de diferencias A; y la finica exigencia a A; consiste
en la posibilidad de dividir las variables, entonces en cali-

ad de A; se puede tomar un operador mas general que el

gue iemos oxaminado. Si noslimitamos a las ecuaciones elip-
ticas de segundo orden, cntonces el caso mas general de
eleccion del operador A, corresponde a la aproximacion de
diferencias para el operador diferencial.

1 7] 4
L=y ey (@) Fr@d g —a@u,

cuyos coelicicnies dependen solamente de z,. Las condicio-
nes de contorno sobre los lados z; = 0 y z; = [, del rectangu-
lo G pueden ser cualquier combinacién de condiciones de
contorno de primero, segundo o tercer género (los coeficien-
ics cn la condicion de contorno de tercer género deben ser
constantes). Esto permite resolver problemas de contorno
para la ecuacién de Poisson en sistemas de coordenadas
¢ilindricos, esféricos, y polares.

§ 3. Método de reduccion incompleta

1. Combinacién de los métedos de Fourier y de reduccion.
El método de desarrollo en serie de aspecto singular cons-
truido en el punto 3 del § 2 nos permitié limitarnos solamente
al cdlculo de dos sumas de TFourier con un gasto de
0 (NyN, log,N.) operaciones y a la resolucién de una serie
de problemas de contorno tripuntuales en O (N4, V,) opera-
ciones. Evidentemente, s posible un posterior perfecciona-
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miento del método de separacién de variables con vistas
a disminuir ¢l niGmero de sumandos en las sumas a calcular
y conservando la posibilidad de utilizar el algoritmo de la
transformacién de Fourier rdpida,

Nosotros lograremos cste objetivo combinando el método
de desarrollo en seric de aspecto singular con el método de
reduccién estudiado on el capitulo IIT. Consteuyamos'prime-
ramente tal mélodo combinado para el problema de Dirichlet
mas simple.

Au= —f(x), z€w, u(@)=0 zcy,

A=A+Ay, Dgu=ug _, o=1,2 (1)
LV < 2
sobre una red rectangular .

Para simplificar la discripcion del método pasemos de la
escritura puntual (escalar) del problema (1) a la veclorial.

Introduzcamos el vector de las incognitas U; de la siguien-
te forma: U; = (u{l, /), v @, /), ... w(¥, —1, 7)),
0<C j<{ N,, y definamos el vector F; de los miembros dere-
chos por la férmula

FJ = [k’:; (1! j)vk:; (2! })x LR | h‘:f (-"\r( e 1! }-)}v

Isis N, — 1.

Entonces el problema de diferencias (1) se puede escri-
bir (véase el § 1 del cap. TIT) en forma del siguiente sistema
de ccuaciones vecloriales:

—Ujr1 +CU; — U4y, =F;, 1LjIN, —1,

Uo — UNQ = l], (2}

donde la malriz iridiagonal cuadratica C se determina me-
diante las igualdades

CU;=(2E —haA)yu(d, ), ..., CE —RADu(N,—1, j),

Ap=ug w0, )=u(Ny, j)=0.

1%y’
Sea N, miltiplo de 2: N, = 2m. Recordemos, quo el
primer paso del proceso de exclusién en el método do reduc-
cién completa consiste (véase el § 2 del cap. I1I) en separar
de (2) un sistema wedncido» para las incégnitas U; con
nameros j pares
—Uj_g + Cll)Uj = U!-}-z_ == F}“, j == 2. 4; 6' v s o=y A'\rz—-z
U“ = UN, — 0
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v las ecuaciones
CU; =F;4U; s+ Uz, F=1,3,5,... N, —1(4)

para determinar las incégnitas con niimeros j impares. Aqui
hemos designado

F{'= Fyy+ CFyt- Fray  §=2,45,..0Na—2,

ChH= |[C]® — 2E. (6)
Ocupémonos del sistema (3). Introduzcamos las notacio-
nes
=0 e H vV —1, 7)),

‘I’f— (he (1, 7), g (2 ihyoee kg (N — 1, )

Y Pongamos
Vi=Uyp OKTKNY2, ®;=F3, 1<iKN/2—1,
20, D=v{, j)=0, O0<j<<N,/2
Estas notaciones permilen cscribir el sistema (3) en la
formna
—V; o COVy =V =Dy, j=1, 2, ..., M, —1

Vo= V=0, (7)
donde 20, = N, y en virtud de (5)
D, =Fu;_,+CFy; + Fajn,. j=1,2,..., M;—1.(8)

Notemos ahora, que la funcién reticular v (¢, j) estd
definida para O<C isC N; v 0<C ;<C M, y se anula para
j=0y j= 1’113 La funcién ¢ (2, j) estd definida para
1< IsS Ny — 1 y 1< j<C M, — 1. Por eso estas funciones
se pueden represenmr en forma de series de Fourier de as-
pecto singular

My—-1
v, D= 2 wOp (), OSISNy, 0<j<My,
M -1
oW D= 5 o w2 (), ©
=

1< IS N, —1, 1<j< M, —14,

donde las funciones

@ 2 feq T -
,lkar (])_ Vri:; se“'_;le kﬂ“"ir 2! "y ﬂfa_'l (10)



forman wn sistema orionormal en la red © en el sentido del
producto escalar
My-1

(#, v) = 121 u (7) v (J) bz

Los coeficientes do Fourier z, (i) de la funcién g (3, j) se
encuentran por las férmulas
M-t

o, (1) = (@, i) = 2 ha® (6 1) il O)s (11)

1<k, < M,—1, 1H:QN1—1.
De (9) obtenemos los siguientes desarrollos para los vec-
tores V; y @y

My~-1
Vi= 2 Yupil (), O<i<My,

My-1
d)thZ] h:Z}x,}L}i:) (}.)s 1%}@.{[{2—‘1.

=

(12)

donde
Yh,""""(yh, (I), y.i'i.(z)) vovy Uhy {Ni_'i))!
Zh: - (th (1}’ ﬂk. (2)* ey z"'s (Nz__ i))‘

Sustituyamos (12) en (7) y tengamos en cuenta las igual-
dades

W2 (= 1)+ i (7 + 1) =2 cos = pi2 (1), 1<Sha<Mp—1.
Obtenoemos

My=1 M,-1

> [C(‘>-2cos i;“ E) Y ui2 ()= 2, hZe iy (G)

Ry=1 Ry=1

de donde] en virtud de la ortonormalidad del sistemz (10)
tendremos

(Cv—2cos B2 B) Vi, =132, 1<ke<Mp—1.  (13)
2
Utilizande la relacién (6) obtenemos
(C“)—2cos ':;}a =[C]2—2 (i 4 cos=2— M )Eﬂ

(C 2 cos - zM )(C+2(:os 2;‘;;: E)
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Tomo Ia matriz C“)——~2(‘05 ﬂ( " E osi4 faclorizada, entonces
para resolver la ecuacién (13) se puede utilizar el algovitmo

(¢—2cos 5= &) Wi, = 1374,

(c+zc,osﬁ,—3) Y= Wiy LSS My—-1,
2

(14)

donde el vector auxiliar W,, tiene componentes uy,(i):
Wi, = (wn, (1), wn, (2), ..., wn, (N —1)),
wy, (0) = wy, (N)=0.
Asi han sido obtenidas las férmulas necesarias, Pasando de
la escritura vectorial a la escalar en (4), (8) y (14) ¥ utilizan-
do la relacidn w (2, 2j) = v (i, /), que se deduce de Ia defini-
¢ién de V;, obtendremos las siguientes férmulas para calcu-
lar la funcién ¢ (¢, j) en el mélodo construido:
— RIA (4, 2f), (15)
1@}%1\’2,’2——1, 1<SisSN,—1, f(, 2)) =
=f(Ny, 2/) =0,

las ecuaciones

2 (1 —cos 2M ) w, (§) — B3A 1on, () = B, (i),

1<CisKN,—1,
wr, (0) = wy, (V) =0
2 (14 cos = ) yn, () — B2, (1) = i, (0), 4l
1@;\_(‘!\71—1
Yy (O} =2, (V) =0
para determinar y,, (3) con kg =1, 2, ..., M; —1 y las
ecuaciones

2u (i 2f — 1) —hiA (2, 2f —1) =

=hyf (3 2] —) +u(@ 2f—2)+u( 2), 17
1TisC{N; — 1, u(0, 2f —1)=u(Ny\x &G —1) =0
para encontrar la solucién en j =1, 2, ..., M, Para los
coeflicientes de Fourier z;, (i) tenemos la fGrmula (11) y de
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(9) obtenemaos

My—1
(b, 2= 2y WY G), 1S<ISMy—1,
1<iKN,—1. (18)

De esta manera, las férmulas (10}, (11), (15)—(18) describen
completamente el método de resolucién del problema (1), el
cual es una combinacién del método de desarrollo en serie
de Fourier de aspecto singular y el método de reduccion.

Pasemos aliora a la construccion del algoritmo del méto-
do. En las [6rmulas (9), (16) y (18) hagamos el cambio
Yn, () = ayn, (8), Wi, (}) = aton, (D), 2, () = azp, (§), donde
a = 2 I,/N,, y en las férmulas obtenidas omitamos el
signo tilde. Este cambio permite librarse del factor normador
2/V'1,, que se encuentra delante de la funcién propia uiy ()
en las sumas (11) y (18). A continuacién resolveremos los
problemas (16) y (17) por el método do factorizacién. Es
facil cerciorarse de que aqui se cumplen las condiciones de
correccion y estabilidad del métode usual do factorizacién,
Observemos una singularidad de los problemas (17). Ya que
los coeficientes de la ecuacion (17) no dependen de j, enton-
ces los coeficientes de faclorizacidn o; se deben calcular
una vez al resolver el prohlema (17) para j = 1 y después
utilizarlos en la resolucién de las eccuaciones (17) para los
j restantes.

Hagamos un resumen de las formulas de caleulo. Pri-
meramente se calculan

Wl D=1 25—+ 2+ +2 (1492} 76, 20)—
Rd

"’_?‘?[f(i_"lv 2j)+-f(£+1! 2}')]9
1<j< M, —1, 1<<i<N,—1, (19)

donde f (0, 2j) = f (Ny, 2j) = 0. Los valores ¢ (i, j) se
pueden situar en el lugar de f (i, 2j). Las sumas

My—1 )
@ ()= 3 @ Nsen L, 1<h<M;—1 (20)
i=1

para 1< i<C N, — 1 se calculan por el algoritmo de la
transformacién de Fourier discreta riapida, y 2, (i) se coloca
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en el lugar de ¢ (3, kg). Por el método de factorizacion
a4y = Vlen, — ). Bitr = [Rizn, () + Biloisns
bee g, 08y o o Ny =i, @y = p =0,
We, () = QWi + 1) + Piq, =N, —1,
Ny —2, ...71, 21)
W, (N)=0, cp,=2+225_2 "é -’fs-"—
s¢ resuelve la primera de ]as ecunaciones (.1()) v andlogamente
por las formulas
1 o 9]
Cirt T g, Biva= [ ﬁ wy, (£) + B;Jmﬁ.l.
i=1,2, ..., Ny—1, a;=p;=0,
Y A} =puatin, (0 1)+ Py, i=Ny—1, Ny—1, ..., 1, (22)
h%
B (V) =0, e, =2+24 +2 7k cos 2ot
se resuclve la segunda de las ecunaciones (10). Aqui loscileulos
se realizan de una manera conseculiva para k, = 1, 2,
o My —1 ylos resultados wy, (8) v ya, () qe cu]ocan suco
swamente en el Ingar de 24, (§).
Para caleular las sumas

M;-1
W, 2) =g 3 un@senBEL A<M, —1, (23)
fi,=1

con 1<C i=<C N, — 1 de nuevo utilizamos el algorilino de la
transformacién de I'ourier rapida. Los problemas {17) se re-
suelven por el método de factorizacion teniendo en cuenta la
singularidad sefialada de ecsltas ecuaciones:

=1/ —a;}), i=1,2, ..., Ny—1, =0, :
Bove=[ B3 (1, 27— 1)+ 5 (w0, 21— 2) (L. 2)) +B, | i,
im1.2,.....-.~-1, 1 =10 (24)
Wi, 2/ —1) = o (@ + 1, 2 —1) + Bure

s=Ny, —1, N1 —2,....1, uw®¥, 211 =0,

e =2 {1+ h¥h)

para 1< j<{ M,. La solucion w (i, f) se sitia en el lugar de

f (i, ) ¥, por consiguientie, cl algorilmo no exige mcmorm
complementaria para la informaciin intermedia.
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Calculemos el niimero de operaciones arilméticas para el
algoritmo (19)—(24). Para el cdlculo segin las férmulas (19),
(21), (22) y (24) se exigen Q. = (6,5 Ny, — 9) (N, — 1)
operaciones de suma y resta, Q. = (B NV, — 8) (V; — 1} ope-
raciones de mulliplicacion y @ = (N, — 1) (¥; — 1) opera-
ciones de division. Para calcular las sumas {EO) y (23} se
exigen

"¢ 3 )

Qs= [( 7 logy Nz—'%-) No—2logy N2+ b] (Ne—1)

operaciones de suma y resta y
i .

Qu = [ (5 loga N2 —1) N1 | (N —1)
operaciones de multiplicaciéon. Iin total el algoritmo (19)—
(24) cxige para ¥y = N, = N = 2»

Q = (N* — 2N)(2 log,V + 9) — 2N + 2 log,V -+ 11

operaciones aritméticas. (25)

Para comparar citemos el niimero de operaciones del
método de desarrolle en serie de aspecto singular (véase el
punto 3 del § 2):

D (NL--z—N) (4log, N +2) — N +21og, N +2, (26)

del método de desarrollo en serie doble (véase el punto 2
del § 2):

Q=(N2—3 ) (8logy N —10) + 5N + 4 log, N — 10,

(27)

y Ltambién el niimero de operaciones para el segundo algorit-

mo del método de reduccién completa (véase el cap. 111, § 2,

punto 4):

s - (Ns_-islzv) (5 logy N +4-5) -+ N + 6 logs N 4-5.

(28)

Si comparamos en las estimaciones (25) —(28) las cons-

Lantes delante del Lérmino principal N2 log,V, entonces

obtendremos, que el método combinado exige aproximada-

mente 4 veces menos operaciones arifméticas que el método

de desarrollo en serie doble. Esta conclusién os cierta para

los valores grandes de N. Para obtlener relaciones reales
enire los métodos examinados para los valores admisibles
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de N presenteinos la tabla 4 que contiene los valores de Q
para eslos métodos.

De esta forma, la combinacién de los mélodos de Fourier
y de reduccién permite digminuir el nimere de operaciones
en comparacion con el método inicial de desarrollo en serie
de aspecto singular. Generalicemos esle métado combinado,

Tabla 4
Eslima-
eion
(25) (28) (27) (28)
N
32 18 383 21 496 29510 28 541
G4 83 61 104 950 152 334 138 537
128 371 515 485708 745 582 043 921

incluyendo en él I pasos de exclusién del método de reduceitn
antes de desarrollar en serie de aspecto singular. Entonces
¢l método oxpuesto en el punto 3 del § 2 se puede interpre-
Lar como un caso parlicular de cstoe punto corresponde a [ =
=0, mientras que el método construido en cste punlo corres-
ponde a I = 1. El metodo de reduccién complela se puede
examinar como el método para el cual I = log,N,.

Los datos de la tabla 4 muestran, que desde el punto do
vista del gasto de operaciones aritméticas, existe un método
generalizado 6ptimo para 1< ! < logoN,. El analisis de
las estimaciones para el nimero de operaciones en el méto-
do que contienc ! pasos de reduccidn, dé el valor éptimo de
i=161=2 Al mismo tiempo la ventaja insignificante
en cl nimero de operaciones del método para I = 2 puede
perderse a causa do la creciente complejidad del algoritmo.

2. Resolucion de los problemas de contorno para la ecua-
cién de Poisson en un rectingulo. Examinemos ahora la apli-
cacién del método construido en el punto 1 que permite so-
lucionar los problemas de conlorno para la ecuacién de Poi-
son en un rectdngulo. Supongamos que en la regién G =

= {0<C 2, Ly, o = 1, 2} se exige hallar la solucién de
la ecuacidn

a2 82 _
E??'+'a—x§=—¢(¢), zTEG, (29)
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Glie satisfaga las siguientes condiciones de contorno sobre
la frontera I' del rectangulo G:
v

—é_ﬂ—t'*”-l”—'g—l(‘”z): =0,

U ;:: =R — G+ (), T=l, Oz,
';T:z — &-2 (x‘l): ‘1'2:01 (30)
[7]

— g =g (@), Z=h, 0<m <L,

donde %4, =0, u_1 =0, %% 4= = Q.

Supondremos, que en las condiciones (30) .y ¥y %4y
son constantes. Bajo esta suposicién las variables en el pro-
blema (29), (30} se separan. _

Sobre la red rectangular © = {x;; = (ihy, jhy) € G,
0 i< Ny 0TI N, BNy = I, @ =1, 2} al pro-
blema (29)—(30) le corvesponde el esquema de dilerencias

Auldy+ Adu = —f (@), «¢€a, (31)
donde [ (2) = ¢ (@ + @ (2) + @4 (2),

2
T (e, —%-qu), x,=0,

Agpu=1 g hsz<<li—hy

2y,

2
| g (g, = nplt), T=ly

(

2
Fia Ux,s g = 01

Azu = u;,x,’ hz'g nglz"'km
2

e e T

L fg X’

Ly =1Ly,
y las funciones ¢, (z) se definen por las relaciones

2
o B-a (Zp)s  Za=0,
P (2) =40, ho<ze Kly—Pa, p=3~—0a, a=1, 2,

2
“Bs B+e (%), ZTa=lq-
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En el capitulo I1Ifuo mostrado, que el esquema (31) cn
forma veclorial posee la siguiente escrilura:

CU, =2U, = F,,
V1 + OU; — Uy =F;, 1IN, -~ 1, (32)
—2Un, 1+ CUp,=Fy,

donde

Uy = (u {0’ ) N € PO ) IR u(N:h ]})1
Fy = (hf 0, J), B5f (1, ), -« ., By (Nyy 1),

CU; = (2E —12A}) u (0, ), - . ., RE — KA )u(lV 1, 1)),
0< i< Na. :

[l sistema vectorial (32) se diferencia del sistema (2)
examinado anteriormente por las condiciones de contorno
v la definicién de la matriz C. Sin embargo, construir un
analogo del método del punto 1 para el problema (32) no pre-
senta trabajo. Por cuanto la deduccién de las formulas
fundamentiales para esto mélodo se diferencia solamente en
detalles del citado en el punto 2, nosotros nos limitaremos
a exponer un resumen de las férmulas intermedias y defini-
tivas principales. Para el método de reduccién completa las
fé6rmulas necesarias estdn descritas en el § 4 del cap. III.

Asi, para los vectores V; = U,;, 0<j<{ M,, donde
2M, = N,, después del paso de exclusién tendremos el
problema

COV, — 2V, = @,

_Vj—l -|* CU}VJ'-—“Vj-H = (DJ. 'iéj'é 4‘1/!2 —-1,
(33)

— 2V -1 OOV 3y, = @y,

donde el miembro derecho @; = Fy), 0<C j<{ M, so define
por las f6rmulas

CF,+2F,, i=0,
@j=0 Fojy+CFyj+Fpjy, IjSM,—1,
CFy,+2Fy,1, j=M,.
Para los vectores V; y @; tenemos el desarrollo

M, M,

Vie 2, Yuliy ()@= 3 WZnild (1), 0<I< Mo,

g !
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dondo

—cos 2L, ALk <M =,
pieg)=1 Vi o M 0 TR
! '|/?1;-cus ’;‘I'Z' s lke=0, M,.

En virtud de (33) los coeficientes de Fourier de V,; y @
ostdn conectados por las relaciones

(et —2cos 2 E) Y, —WZ1, 0Lk, <M,
z

y las compounentes del veclor Z,, so expresan mediante las
componenies del vector @; de la siguiente forma:
My~ 1
a ()= 2 To® (1, 1) W () +
=
+0.505 [ (6, 0) i (0) -+ @ (i Ma) pi (M),  O<TISTN,.
Al igual que antes, las incégnitas U con nlimeros j impares
se determinan de las ecuaciones  (4).
En las formulas obtenidas queda pasar a la cscritura es-
Y .z ; 3y g kamti
calar v a la funcién propia no normada uiy (7) = oS .
2
Como resultado obtendremos las siguientes férmulas para
ol método de resolucién del problema (31): para cada 0<< i <<
= N, se calculan
{217 G Oy + 7 DI—RAf (1, 0), j=0,
F(iy 2j =)+ f (4, 27 +1) + 2f (i, 2j) —
_}?:Alf(ir 2})! 1@}?@“’13'_11
2[?‘“: N.‘«!) +f(é, No— 1) _"]':Al)"(i% }Vz)r j=Ma,

ge rosuelven las ecuacionos

‘P(E’ f) ==

4 sen? %‘- wy, (£) — RaA ey, (8) = hyze, (1), O<CiK Ny,
1

4 cos? .j‘;i; Yn (8) — 13A Wy, () = w0, (1), O<TICN,

para 0sCk,<CM,, donde

My
. U 3 g ko ti
2, (8) = DY Py (i, 1) COS% )
=0

ngngz, Ogi-‘_{;Ni.
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La solucién u (i, j) del problema (31) se determina por las
formulas
Mg =
w(i, 2))= ) prgyn, (i) cos 3;‘; .

hg=0)

0<js<M,, O0<i<N,

y de las ecuaciones
2u (i, 2] —1)—hjAu (i, 2j—1)=

-———hif{i, 2!'_1}'1"“‘(!‘! 2.7""“2‘)+u(i! 2f)v
1<I<M, O<I<N,

Aqui se han utilizado las notaciones

f 1. 1g]€M2_'1:
077105, j=0, M, M;=0,5N,,

vy el operador A; estd definide mds arriba. Para encontrar
way (i), ¥y (&) ¥ © (i, 2f — 1) aqui nosotros tenemos ecua-
ciones tripuntuales con las condiciones de contorno de ter-
cer género, las cuales se resuelven por el método de factlo-
rizacién.

Notemos, que las férmulas aqui citadas no cambiasn en
absoluto si la red fuera no uniforme en la direccién de z,.
Cambiara solamente el tipo del operador A, y serd un anilo-
go en diferencias de la segunda derivada y de las condicio-
nes de contorno de tercer género sobre una red no uniforme.

En general se debo observar, que se puede consiruir la
correspondiente variante del método de separacién de varia-
bles en todos los casos, excepto en uno, en las cuales se puede
utilizar ol método de reduccién completa y con una estima-
cién del niimero deloperaciones O (N*? log, V). La excepcion la
constituye el caso, on el cual por la direccién de exclugién
de las incégnitas se d4 una condicién de contorno de tercer
género al menos sobre uno de los lados del rectdngulo.

3. Problema de Dirichlet de diferencias de alto orden de
exactitud en un rectingulo. Examinemos otro ejemplo de
aplicacion del método de separacion de variables. Suponga-
mos que sobre la red rectangular @ se exige hallar la solu-
cién del problema de Dirichlet de elevado order’de exactitud para
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la ecuacién de Poisson
Au - (."\! + 1\2 +

w(z) =0, z€v,
donde Agu = I 1, 2.
Para simplificar la condicién de conlorno eald dada homogé-
nea. El problema con eondicién do contorno no homogénoa
so reduce a (34) mediante la correccion del segundo miembro
de la ecuacién en los nodos fronterizos.

En el punto 4, § 4, cap. IIT fué oblenida la escritura
vectorial del problema (34) en la siguiente forma:

—BU; + AU; —~ BU ;= F;, 1<<jN, — 1,
Uy=Uy, =0, (35
donde
U=, N u@ .. 6Ny —1, )N OLi<N,,
Fy= (f (1, 1), bof (2, 1), - - -, B3f (N, — 1, ), 1<KV, —1
v las matrices B y A se definen por las relaciones

BU,=((E -1-&1‘2.’.*1‘-1,) w(l, j). ...

I A3 r "
___‘(E—}— h’l;ztj 1\1) u(f\';—'l, ]}!

Au,m((zz-:_-’i’ﬁ;i‘x,)uu, Deeen

k- R
12

MAJu= —f(u), z€w, (34)

5hE —h2

[

Las mairices A y B conmutan, es decir 48 = BA.

Construyamos ¢l método combinado de separacién de
variables para el problema (34). Primeramente realicemos el
primer paso de exclusién del método de reduccién para el
sistema (35). Daremos la descripeién de esle paso indepen-
dientomente de lo expuesio en el capitulo I11. Escribamos
tres ecuaciones consecutivas del sistema (35) para j = 2, 4,
6, ..., Ny—2

— BU; s+ AU; — BU; = F;,,
—BU,, + AU, — BU,+, — F),
— BU; + AU 4y — BU;4q = Fj4y,

o (2B— A yuNy—1, ).
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multipliquemos por B el primer miembro de la primera y la
tercera ccuaciones, la del medio por A y sumémoslas. En
virtud de la conmutabilidad de A y B, obtenemos

— BW ., + (A? — 2B ; — B*U;4, = F§V,

j=2 4,6, ..., Ny — 2,

Uy =Un, =10,
donde F{V = B (F;_, + Fj4) + AF;, j=2, 4, 6, ...
.. .. N, — 2. Designando, como es usual, V; = Uy;, 0<C
<j< M, y ®; = F3), 1<<j<< My —1, donde 2M, = N,
escribamos esle sistema en la forma
—BW ;4 (A? — 2B ; — BV, = D, 1< j< My—1,
Vl’.l = VMa =i 01 (36)
en este caso
®; = B *Fy5., + Foppy) + AFyy, I j<K M. —1. (37)

Los restantes vectores desconocidos se encuentran de las
ccliaciones

AUszjq = Fojy + B (Ugjon + Uy, 1< M, (38)

Al igual gue antes, resolveremos el sistema «reducidoy (36
por el método de Fourier. Sustituyamos el desarrolle (123
en (36), donde las pj¥ (j) estan dofinidas en {10). Como resul-
tado para los coeficientes de Fouvier ¥, v Z;, de los vecto-
res V; y @; oblendremos la relacién

(42—4 cnsa% B2) Vi = hiZny.  A<ky<Mp—1
(39)
que es el andlogo de la relacidn (13), al mismo tiempo las
componentes de los vectores Z;, y @; estan relacionados por
la formula (11). Para resolver la ecuacion (39) se puede uti-
lizar el algoritmo
Fgrt

(A—2cos ‘ﬁﬁ: B) W, = hiZp,,

(40)

(A-+2c0s 52— B) Vi, = Wi, 1<ESM;—1.
Mg

De osta manera, el método de resolucién del problema (34)
en forma vectorial se deseribe por las férmulas (37), (11),
(40), (12) v (38). Pasando a la escritura oscalar y a la fun-

¢ién propia no normada w2 (j) = sen -’f%"- por medio del
2
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cambio del punto 1, obienomos las siguientes foérmulas:
. w | hihe o g i

¢l D=(L+3ERA) 1 (20— 01, 27 +1) +

+2f (1 2D — RN (3, 20) A<My —1,

1<iKN,—1,  (41)
f00,)=0, 1<<j<<N, —1

para el cileulo de ¢ (i, 7); las ecuaciones

g kynt 4 L
g Ky _p2 . 32 B2
4 sen N, tig, (i) — R} (1 7y sen N, <

hi4 ki 2
X -%—‘—) Aoty (8) = Rz, (9),

42
I<ig<N,—1, Wiy (0} = w3, (N) =0 (4
para el céleulo de wy, (i) y
k . 4 4 Kk At 403 ?
4 cos? 2,‘;‘: Uiy (a}—k:(i = 2;:: éj;‘i ) Ay, (i) =
= u’j,s (3}| {43)

ISISN—1,  pug(0) = g, (N2) =0

para el cdleulo de Yiy (1), las cuales sge resuelven para
1<<lhy <K Mo—1, donde

Ma—1 )

Zpg () = 2 @ (i, ) sen—"f% . 1<<h, <M, —1, .
=1

1<TisSN, —1. (44)

La solucién w (i, f) del problema (34) se determina por las
férmulas

Mg~1
. ayy ; Famt
w2 =7 X yry (1) sen 2L,
hg=ai

1T Ma—1, 1IN, —1, (45)
¥ do las cenaciones

2 (i, 25 —1) — ﬁ%}:ﬁ;\,u (i, 2 — 1) = h3f (i, 2j —1) =
2 2
H(E+2HE A, (i, 2i—2)4uq, 291, (46)
1<<IS N, —1,
WO 2 —)=uWy, J—1)=0, 1<j<M,

266




Nos gueda por mostrar que las ccuaciones tripuntuales
(42), (43) y (46) son solubles. Entonces para encontrar la
solucién se puede utilizar de método de factorizacion usual
o ¢l método de factorizacion no mondtona.

s suficiente mosirar, que para 1<C ko=t Ny, — 1 los
valoros propios del operador de diferencias

; 2 |- k2 .
%ﬂ}kﬂ:IE — (_1 - h;‘jzkz }V;!?)Ai:

4 k,n
2 __ w2 2
?"h.g T&*ﬁ_ Sen mz.in

son dilerentes de coro. En efecto, para 1=<Ck,<T N,/2 — 1
el oporador k247 coincide con el operador del problema (42},
y para ks = IV./2 coincide con el oporador del problema (46).
Si N2 +1<<ky<{N, — 1, enlonces ol operador #}7
tiene Ia forma

gp o K2t g3 R e ol T IR
hi% =4 sen N by (1 T T sen? 5~ ) Ay

El cambio ky= N,—k, da

2, p/3% 2 hi4-hg 4 feam
h!‘ﬁ '—-_-2@032‘-2-2—‘?2—'—'-!&2 (1. s 13 EcﬂszzN:) !\.1,

donde 1< k;<C No/2 — 1, es decir, en oste caso el operador
kA coincide con el operador del problema (43).

TFallemos ahora los valores propios del operador .92 para
un valor fijo k. Como los valores propios del operador Ay,
para ¢l caso do condiciones de contorno de primer génoro son
(véase el § 5 del cap. I)

y 4 kg
)\.}!‘lgﬁ'senz-z'}ﬁ-", ki=i, 2,....N1—‘*‘1,

entonces los valores propios A dol operador 47 son

Mgig = My 4+ M2 — ZEEHE ppopge,

1<k, <<N,—1, 1<lh<<N;—1.

Ya que tienen lugar las siguientes estimaciones para los
valores propios ALY ¥y AL

4
O<M) <=z, a=12
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entonces para todos %; y k. oblenemos ficilmente

Mgy = M3 (1 — M) +M40 (1 — 22 240 ) >

> 2/3 (Miy + Aiy) >0,

lo que se exigia demostrar.

Es ficil determinar, que para cl problema (42) la condi-
cidn suficiente de aplicabilidad del método do factorizacién
usual posee la forma

14 g sen 25,3;20
¥, obviamente, estd cumplido para cualquiera k,. Para ol
problema (43) la condicién analoga tiene la forma

2hi —hi g komt
1 - —3);;——005 2N, ;O

¥ lo mismo se cumple para todos los k,. Al problema (46) le
corresponde la condicién (47) com %, = 0,5 N,. Por consi-
guiente, las problemas (42), (43) y (46) se pueden resolver
por ¢l método de factorizacién usual.



Capitulo
VvV

Aparato matemdatico
de la teoria

de los métodos iterativos

El presente capitulo contiene Jos conocimientos y conceptos
jundamentules de la teoria de los métodos iterativos que se exponen
on los eapitulos siguientes. En ¢l § 1 son expuestos los conceptos mas
simples del andlisis funcional, se exponen las propiedades fundamenta-
les de los operadores lineales y no lineales en un espacio de Hilbert
y también algunos tcorcmas sobre solubilidad de ecuaciones opera-
cionales. En el § 2 e realiza un enfoque sistemitico de los esquemas
de dilerencias como ecuaciones operacionales en un espacio de Hilbert
abstracto y se indican las propiedades de los operadores correspondien-
tes. En el § 3 se dan las definiciones y conceplos iundamenl.a{‘es de la
teorfa de los procesos iterativos, se examina la forma candnica de Jos

esquemas iterativos y se dan los conceptlos de convergencia y de nime-
ro de iteraciones.

§ 1. Algunos conocimientos
del andlisis funcional

{. Espacios lineales. En los capitulos anteriores fueron
estudiados los métodos directos fundamentales de resolucion
de las ecuaciones en diferencias mas simples. Los métodos
eonstruidos se caracterizan, por el hocho de que con su
ayuda es posible, on principio, obtener la solucién ocxaecta
del problema de diferencias, realizando un ntmero finito de
operaciones. En este caso, naturalmente, se supone que la
informacién entrante osti dada con exactitud y todos los
célculos se llevan a efecto sin redondeo.

La efectividad de estos métodos es suficienlemente alta,
lo cual se alcanza teniendo en cuenta la estructura de Ia
matriz del sistema a resolver. La exigencia de que se cum-
plan propiedades especiales de la matriz reduce el dominio
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de aplicabilidad do estos métodos, limit4ndolo a los pro-
blemas mds simples.

Para resolver problemas complejos y, en particular, pro-
blemas de diferencias no lineales, han obtenido una mayor
difusién los métodos iterativos. La osencia de los métodos
iterativos consiste en la construccion, por uno u otro méto-
do, de una sucesién de aproximaciones gque converja a la so-
lucién, comenzanido desde una cierta aproximacién inicial.
Para esto se toma como solucién aproximada del problema
la obtenida dospués de un numero finito de iteraciones.

La universalidad de los métodos iterativos consiste anie
todo, en que los dltimos permiten resolver no solamente un
problema concreto, sino una elase de problemas, que posean
determinadas propicdades. Estas propiedades no se definon
por la estructura de las ecuaciones reticulares, sino por las
propiedades funcionalos genorales. Por cuanto en la mayoria
de los métodos iterativos no se utiliza la estructura conecre-
ta de ecuaciones, entonces la teoria de los métodos iterati-
vos se puede construir desde nn punto de vista {nico, exa-
minando en calidad de objeto inicial de investigaciones la
ecuaciéon operacional do primer género

Au = |,

donde A es un operador, f, un elemento prefijado y #, un
clemento buscado de un cierto espacio 7.

Antes de pasar a la construceion e investigacion de los
métodos iterativos daremos una brove lista de algunos aspec-
tos del andlisis funcional (sin demostraciones).

Se llama espacio lineal sobro el campo K do los niimeros
reales o complejos un conjunto A para cuyos elementos estan
definidas las operaciones, la suma de elementos y la multi-
plicacién de un elemento por un nimero del campo X, cum-
pliéndose a su vez los siguientes axiomas (z, y, z son los
elementos de A, A y p, los nimeros de K):

1) ambas operaciones no hacen salir de H;

z+y=y+z, x4+ +2) =@+ y) + 5 conmu-

tatividad y asociatividad de la suma);

2) A (px) = (Ap)z (asociatividad del producto);

4 Az +y) =hre+ Ay, (A4 pz = Az + pz, (dis-

tributividad del producto respecto de la suma);

0) existe un elemonto 0 determinado univocamente, tal

que & 4- 0 = x para todo z € I;
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6) para cada x € H existe un elemento (—z} € 7 univo-
camente determinado, tal gue x 4 (—z) = O;

7) 1-2 = 2.

En dependencia de por cudles nimeros, reales o comple-
jos, so permite el producto do los elementos de I, obtenemos
un espacio lineal real o complejo.

En los espacios lineales se puede introducic el conceplo de
dependencia e independencia lineal de sus elemontos. Los

elementos z,, @,, . . ., z, de un espacio lineal &7 se Haman
linealmente independientes, si de la igualdad:
Azy + Aoy + . . L+ Az, = 0 (1)

se deduce que Ay = Ay = . .. =4, = 0. Si, al contrario,
se hallan A4, &g, .. . ., &, no todos nulos, es decir, tiene lu-
gar (1), entonces los elementos z;, z,, ..., x, se¢ Haman
linealmente dependientes.

El espacio A se llama n-dimensional, si en H oxislen n
clementos linealmente independientes y cada (n -+ 1)-é=imo
elementlo es linealmente dependiente

Un conjunto cerrado no vacio If, de elementos de un es-
pacio lineal X se llama subespacio, si el conjunto II, con-
tione junto con los elementos z,, z,, . . ., ¥, cualquier com-
binacion lineal J.a; -+ dpzy 4 . . . 4 Apax, de estos elemen-
tos.

La suma de un nimero finilo de subespacios Hae Tp o &
. .« H, es el conjunto de los elemenlos del tipo:

r=ay+xp+ ...+ %, :EHy i=1,2, ..n
(2)

Dado que H,, H,, ..., H, son subespacios que perte-
necen al espacio lineal . 8i cada elemento & € J/ so repre-
senta univocamente en la forma (2), entonees se dice que 7
es la suma directa de los subespacios H,, H,, . .., H, mient-
ras que la expresion (2) so llama desarrollo del elemento z en
los elementos de Hy, H,, . .., H,.

En este caso tendremos

H=H, @ H,®...®H,.

No es dificil mostrar, que si I = If, @ IT,, entonces /7,
y I ; poseen linicamente el coro del espacio como fnico ele-
mento comin. Tnversamente, si cualquier elemento z € I
puede ser representado en la forma z = z, - =, &, € H,,.
xg €1y, y H, | Hy =0, entonces I = I, @ H,.

271



El espacio lineal # se llama normado, si para cada ele-
mento z € M esti definido un nimero real ||z ||, lamado
norma, ol cual satisface las condiciones:

D lz|l>=0y ademis |2 || = 0, si z = 0

2) |z 4 ¥y H{ Wall + [ly |l (desigualdad trmngular)

3) || Az |f = |A||lz{l, A un ndamero.

La sucesion de elementos {z,} del espacio lineal norma-
do M7 se llama convergente al elemento x € H, si ||z — z, {[—
—0 para n— oo. Si |l&, —am||— 0 siondo n, m— oo,
entonees la sucesion {z,} se llama fundamental.

Un espacio lineal normado # se llama completo, si cada
sucesion fundamental {z,} de este espacio converge a un
cierto elomento x € /. Los espacios lineales normados com-
pletos se llaman espacios de Banach. Cada espacio lineal
normado de dimension finita es completo. Los subespacios de
un espacio normado estidn normados de una manera natural.

Un mismo espacio lineal se puede normar por un conjunto
infinito de procedimientos. Supongamos que en un espacio
lineal se han introducido las normas || z ||, ¥ || 2 ||; por dos
métodos diferentes. Si oxisten constantes ( < m<C M, tales
que para cualquer x € # son ciertas las desigualdades

millzh<Hzlh<< |z Il

entonces las normas se llaman egquivalentes. Notemos gque en
un espacio de dimensién finita dos normas eualesquiera son
cquivalentes.

Si en un espacio lineal son introducidas dos normas equi-
valenles, entonces de la convergencia de cierta sucesién
{x, } en una norma se deduce la convergencia en la otra norma.

Sea H un espacio lineal real (complejo) y supongamos
que a cada dos clomentos z, ¥y de i se les hace corresponder
nn nimero real (complejo) (z, y), tal que:

1) (=, y) = (y, x} (simotria);

2) (z +y, 2) = (x, 2) + (¥, 2) (distributividad);

3) (&, y) = & (=, y) (homogeneidad);

4) (x, ) == 0 para cualquier z € H y ademis (x, 2) = 0,

entonces y sélo entonces, cuando & = 0.

El nimero (z, y) se 1lama producte escalar de los elemen-
tos x o y. La raya encima significa el paso al nimero com-
plejo conjugado.

Un espacio lineal normado 7, en ¢l cual la norma estd
generada por un producto escalar || z || = ]/(x, x), se llama
espacio unitaric H. Un espacio unitario completo se llama
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espacio de Ililbert. Un espacio unitario de dimension finita
es siempro completo.

{’ara_el producto escalar es vilida la degignaldad de
Cauchy-Buniakovski | (z, y) |<< 2 It | ¥ 1. Los elemenlos z
e y de un espacio unilario se llaman mutuamente ortogonales,
si(z, y) = 0. El elemento x € # so llama ortogonal al subespa-
cio H, del espacio 11, si x es ortogonal a todo eclemonto y € H,.
El conjunto 77, de todos los elementos = € J7 ortogonales al
subespacio II, del espacio H se llama eormplemento ortogonal
del subespacio ;. Notemos que el propio complemenlo orto-
gonal cs un subespacio del espacio /.

Sea H, un subespacio arbitrario del espacio I, y /7, el
complemento ortogonal. Entonces I es la suma directa do
Ify y Iy, Il = II; @ II,. Por consiguionte, cada clemento
x € I se representa de manera dnica en la forma oz = x, -+
&y, Ty €EHy, & =1, 2 y al mismo iierapo (z,, z,) = 0,

Ll sistema 2, @4, . . ., Z,, do elementos del espacio H so
Ilama sistema ortogonal, si (Tm, ,) = Spn, m, n, =1,
2, . ... donde 6,,, es el simmbolo do Kronecker, igual a la
unidad para m = n y a cero para m == n.

Si no existe un elemento z € I diferente de cero y orto-
gonal a 4odos los elementos del sistema ortonormalizado
{xa}, entlonces este sistoma se llama completo. La serie do

Fourier 2] ¢p2y, dondo oy = (&, 23), k=1, 2, ..., con=-
=1

struida para cualquier » € /T segiin ol sistema completo orto-
normalizado {z,}, converge a esto elernento, y para cualquier
x € H ticne lugar la igualdad

oo
2l =(z, )= 2] ci.

2. Operadores en espacios lineales normados. Seun X
e ¥ espacios lineales normados. Se dice que sobre el con-
junto & < X esta profijado un operador A con valores en V
(operador quo actiua de & en Y), si a cada elemento = € &
%o le pone en correspondencia un elemonto y = dx € Y. El
conjunto & so llama dominio de definicién del operador A
vy so designa mediante &7 (4). Elconjunto de todos los elemen-
tos y €Y, representables en la forna y = Az (z € & (4)),
se llama campo de valores del operador A y se designa por
im (4). 8i & (1) =X eim (4) = X, os decir, si el operador
A aplica X en si mismo, entoncos se dice que 4 es un opera-
dor en X. Si & (4) = X e im (4) = X, es decir, si el ope-
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rador A aplica X sobro si mismo, ontonces se dice que 4 es
un operador sobre X

151 operador A se llama lineal, si & () es una variedad
lineal en X y para cualesquicra xy, xy, € & (4)

A {?\'1-1'1 -+ lgiz"g) = }ulAwl + 7\-21‘13}3,

donde A; y Ay son los nimeros del campo XK.
Un oporador lineal 4 so llama acotado si existe una
constante M >0, tal que para cualesquiera x € & (d)

Az llo<< M 2 |l 1 (3)

donde {| - ||, es la norma en X y || - |l;, 1a norma en ¥. Un
operador no lineal A arbitrario se Llama acobedo sobre @ (4),
si
sup || Az [{z << co.
XKEFtA)

Para un operador lineal A la menor de las constantes 7,
que satisfacen la condicion (3), se llama norma del operador
y se designa por || 4 |I. De la definiciéon de la norma so do-
duce, gque

JAl|= sup [|Azll, & |lA|= supLitla,
®l1=1 sn Nalh

Seiialemos que en un espacio de dimension finita todo opera-
dor lineal es acotado. Sea A un operador arbitrario que ac-
tiia do X en Y. El operador A se llama continuo en el punito
x € X, si de la condicién || 2, — z |, = 0 {x, € X) se doduce
quo || Az, — 4z |l 0 para »— oo. Un operador lincal
acolado es conlinuo.

Un operador arbitrario A satisface la condicién de Lip-
shitz con la constante q, si

| dxy — Aig o<t g 0y — 2 s @1, 3 €F (4). (4)

Todo operador lineal acotado A satisface la condicion de
Lipschitz (4) si g =1l 4 |l
Sea A un operador arbitrario, que actiia de X en Y. Ll

oporador lineal acotado A’ (z) se llama derivada de Gato del
operador A en el punto = del espacio X, si para cualquier
z€X

11,,.||M_A:(x)z” w0

-0 t 2
Con esto ¢l campo de valores del operador A’ () perlene-
ce a Y.
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Si el operador 4 posee derivada de Galo en cada punto
del espacio X, entonces para cualesquiera z,, z, € X os vili-
da la desigualdad (%), donde g = sup {4’ {2y + £ (2, — )|l

sl

Si 4 es un operador lineal, enlonces 4" = A.

Todos los posibles operadores lineales acotados que ac-
tiian de X en Y, forman un espacio lineal normado, ya que la
norma || A || del operador A satisface todos los axiomas de la
norma. Examinemos el conjunto de operadores lineales aco-
lados que actitan de X en X. En este conjunto se puede
introducir el producto A/72 de los operadores 4 y 72 del
wodo siguiente: (AB)a — A (Bx). Es obvio que A8 ¢s un
operador lineal acotado: || AL |I<C [ 4| B .

Si (AB)x — (BA)x para todos los x € X, los operadores
A y B se llaman permutables o conmutativos; en este ¢ago se
escribe A3 = BA.

Para resol ver las ecnaciones del tipe Az = y, e introduco
el concepro de operador inverse A-'. Sea A un operacor de
X enY.Siacaday € Y le corresponde Gnicamente un z € X,
para el enal Ax = y, entonces por esta correspondencin se
define el operador 4 -1, Namado inverso para A y que licne
el dominio do definicién ¥, y el campo de valores X,

Para cualesquiera z € X, y € ¥ lenemos lag identidades
A1 (Az) = x, A (A-'y) = y. No es dificil mostrar, que si 4
es lineal, entonces A -! (si él existe) es tambidén lincal,

LFMA 3. Para que el operador A, el cual aplica X sobre Y,
tenga el inverso, es necesario y suficiente, que Ax = 0 sola-
mente para x = (.

TEOREMA 1. Sea A un operador lineal de X en Y. Para que
el operador inverso A-* exisla y sea acotado (como operador
de Y en X)), es menesier y suficiente, gue existic una constan-
te 8§ >0, tal gue

FAz [le= 6 || 2 |l

para todos los x € X .

Ademds es vilida la estimacion || A -Y||<< 1/8. Agqui |} - ||,
es lu norma en X, y || - ||, es la norma en y.

En otras palabras, para la existencia del operador inver-
80 A -1 es necesario y suficiente, que la cenacion homogénea
Az = 0 posea sélo la solucidén trivial.

Sean 4 y 72 los operadores lineales acotados, que actitan
en X y poseen inversos. Entonces (AB)-! = B-14-1,

Si el operador A es inversible, entonces ticnen sentido
las potencias A% con oxponentes enteros cualesquiera (y no
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solamente no negatives). Precisamente, segin la  defini-
cion A-" = (A-YHY, k=1, 2, .... Las potencias de un
mismo operador conmutan.

Introduzcamos el concepto de niicleo del operador lineal A.
Se llama niicleo del eperador lincal A el conjunlo de todos
los elementos z del egpacio X, para los cuales Az = 0. Ll
micleo del operador lineal A se designa con ¢l simbolo ker 4.

La condicién ker 4 = 0 es menester y suficiente, para
que el operador A posea el inverso.

El subespacio X, del espacio X se llama subespacio in-
varianie del operador A4, que actiia en X, si A no saca los
elementos de X,, es decir, Az € X,, cuando z € X,.

Si el subespacio X, es invariante regpecto al operador
inversible 4, entonces él es invariante respecto al opera-
dor A-*.

Como ejemplos de subespacios invariantes del operador 4
pucden servir ker A ¢ im 4. Notemos, que si los operadores
A y B conmutan, entonces los subespacios ker B ¢ im 7 son
invariantes con respecto al operador A.

El ntmero

o(4)= limy/ {4 |}
h~oo

se llama radio espectral del operador lineal A. El no de-
pende de la definicién de Ia norma y al mismo tieinpo

p(4)=inf[}4}|.
l-n

Para todo operador lineal acotado A son vélidas las de-
signaldades

p(AH Al p(A<Y A, k=2,3,....

LEMA 2. Pare que || A || = p (A), es necesario y suficiente
que ||[A* || =14 1" E=2, 3, ...

Sefialemos una propiedad més del radio espectral. Si
lus operadores A y B conmulan, cntonces

p(AB)<p(4)p(B), p(A+B)<<p(4)+p(B).

3. Operadores en un espacio de Hilbert. Sca A un operador
lineal acotado, que acthia en el espacio unitario 7/, De
acuerdo con la definicion general de la norma de un opera-
dor tencmos

{

A= Axll= Az, Az)
ItAf Sy fl Az |§ 3333]/

(z, )
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¥, por consiguiente, para cualquier x € If, es valida la de-
sigualdad

Az, An)<C 11 A P (=, ).

Utilizando la desigualdad de Cauchy-Buniakovski, obte-
nemos

[{Az, x) i< ezl |4 | (2 ). ®)

A continuacién examinaremos solamente operadores acoludos.
IE1 operador A* se Mlama econjugado al operador A, si pa-
ra cualesquiera z, y € Hf estd cumplido la identidad

(Az, y) = (z, A*y).

Para Lodo operador lineal acotado A con dominio de de-
finicion & (4) = H exisle un unico operador A* con do-
minio de definicion & (A*) = H. El operador A* es lineal
v acolado, || A* || = || 4 |

Mostremos las propiedades fundamentales de la opera-
cion de conjugacion: (A¥)* = A, (4 + B)* = A* - B*,
(AR = B*A*, (AAY* = AAd*. 8i los operadores A y BB
conmutan, enfonces conmulan los operadores conjugndos
A* y B*. 8i A posee el inverso, entonces (A -1)* = (4%*)-!,
es decir, las operaciones de tomar el inverso del operador
v de cenjugacion son comnutables.

LEMA 3. Sea A un operador lineal en H. Il espacio H
puede ser representado en forma de sumas directas de los sub-
espacios orlogonales

H=kerA@imA*, H =kerd* @ imA4d.

En efecto, sea H, el complemento ortogonal de im A* hasta
del espacio H. es decir

H=H, & imAd*, (z,x,) =0, z€H,; z,€imd*,

Mostremos, que H; = ker A. Sea z, € ker 4, entonces para
cualquier & € H tenemos A*x € im A¥ y

(x1, A*z) = (Azy, x) = 0.

Por consiguiente, #; ¢s ortogonal a im 4%y por eso x, €
€ H,. Por otra parte, sea x; € H, (por lo tanto, x, ¢s orlo-
gonal a im A*). Entonces para cualquier x € f7

U= (2, A*x) = (Az,, x).
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Puesto que z es todo elemento arbitrario de H, entonces
Az, == 0 y, por consiguienle, x, € ker 4. La primera afir-
maeion del lema esti dumo%mdu- Andlogamenle se demues-
tra la segunda.

1 opemdm tineal A so llama ayloconjugado en H si A =
= A*, Para un operador autoconjugado (dx, y) == (x, Ay)
para todos los x, y € H.

&l uper'ulor A se llama rormal si é] cominuta con sn con-
jugado, A*4 = AA4*, v antisimélrico, si A* —= — 4. Los
operadores autoconjugados y antisimétricos son normales.

IZs conocido que si A y £ son los operadores auloconju-
gados, entonces ¢l operador AB es autoconjugado si y sola-
mente si A y B son conmutables.

Si A4 es un operador lineal, entonces A*4 y AA* son
los operadores autoconjugados, ademas ||[4%4 || = {|[4A* ||=
= [l4 |* ¥

ker A¥A = ker 4, imA*A = im A%,
kor AA* = ker A¥, im 44* = im 4.

Todo operador 4 se pucede representar en forma de la suma

de un operador autoconjugado A, y otro antisimélrico A,
A =4, + Al!

donde A, = 05 (A 4 A*), 4, =05 (A — A%). Si H o¢s

un espacio real, entonces de aqui se deducen las igualdades
(Ax, o) = (Ay =, x), (4, x) == 0.

Fin un espacio complejo H Liene Iugar la representacidon
cartesiana del operador A:

A. — Au + iAJ_!

donde Ag=Hed = 5 (A + 4*), A, =InAd = 3 (4 —A4*),
son los operadores autoeonjugados en ff. Cou esto son
validas las identidades:

Re (Ax, 2) = (Agx, x), Im(Ax, 2) = (A=, 2),

para enalesquera x € I,
Si A es un operador auntoconingado en H, enlonces Licne
lugar la féormula:

[ {Az, )|

T W x eIl

Il Afl= sup
x=0
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LEMA 4. Si A es un operador autoconjugado acotado en i,
enlonces para cualquier nidmero enlero n >0, es vdlida lu
igualdad | A™ || = || 4 |I".

El lema 4 queda vélido también para un operador normal.

De los lemas 2 v 4 se desprende, que para un operador
normal (en particular, para un autoconjugado) A tiene lugar
la igualdad o (4) =114 ||

LMy 5. Supongamos que en el espacio lineal H se ha in-
troducido mediante dos procedimienios el producto escalar de
los elementos = e y: (x, ¥), ¥ (%, ¥)s. St el operador A es aulo-
conjugado en el sentido de cada producto escalar, enlonces
Al = | All 3 = p (4).

El radio espectral da la estimacién inferior a cualquier
norma del operador. Tniroduzcamos el radio numérico del
operador, el cual permile obtener estimaciones bilalerales
para la norma.

Il radio numérico del operador A, que actita cn ¢l espacio
complejo M, se define de la siguienle forma:

I?»(A)=”supl | (Az, 2) |, =z€H.
xll=

Para iodo operador linecal acotado A son vilidas las desi-
gunldades:

oy 1
RANAI<SP O ANlL,  w(=r ¥
adends, E (A™y << [ (41" para cualquier n natural, Si el
operador A es auloconjugado, entonces p (4) = || A ||

Sefialemos otra serie de pwpie_ciades interesantes del radio
numérico. Asi, por cjemplo, p (A*) = p (4), p (AFA} =
= || 4 |2 Ademds, p {4)<Cp (4), donde p (4) es el radio
espectral del operador imtroducido anteriormente.

Kl operador lineal A, que actha en el espacio de 1Tilbert &
se liama posifive (4 > 1), si (Ax, ) > 0 para tlodos los
x € H, excepto x = 0. IBu el caso de un espacio complejo ff
la definicion de posilividad se inlroduce sélo para los ope-
radores auloconjugados, ya que de la positividad de un
operador cn esle caso se deduce su auloconjugaeion.

Andlogamente se introduce la definicion del cardcler no
negativo del operador 4 (para todos los z € /T (Ax, 2) =
= 0} y del caracter definido positive (para todos los x €
€I (Ax, &) > 8 (z, x), donde 6 = 0). Un operador no li-
neal A gue actua en ff, se llama mondtono, si

(AJ:_A.U! x'_y):;O! Xy yE[}'i
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estriclamenie mondtono, si
(dz — Ay, 2 —y) >0, =z y€H, x5y,

y fuertemente mondtono, si para todos los z, y € H tiene
lugar la desigualdad

(dz — Ay, z—y=8llz—y P, 6>0.

TROREMA 2. Supongamos que el operador no lineal 4 posee
derivada de Gato continua en cada punto x € II. FEntonces el
operador A es fuertemente mondtono sobre I, si y solamente
si existe un 8 = 0, tal que

A" @y, =90y, v). yeH.

Sea A un operador lincal no negativo. Al nimero (Az, 2)
lo llamaremos erergia del operador. Compararemos los ope-
radores A y B por su energia. Si ((A — B)x, 2) > 0 para to-
dos Jos & € I, entonces escribiremos A > B.

Si existen constantes y,2> ¥, > 0, tales que para los
operadorves lincales A y B son ciertas las desigualdades
Y18 << A <C ¥.0, entonees a dichos operadores los llamaremaos
energéticamenie equivalentes (en. eq.), y v, ¥ Vs, constantes
de equivalencia energélica de los operadores A y . Sean

8= inf (Az, 2) y A= sup (dz, 2).
lixll=1 The| i
Lios niimeros 8 y A se llaman cotas del operador A (autocon-
jugado en el caso de I complejo). Es evidenle que son ciertas
las desigualdades

0 (2, o)< (Az, )<< A (2, a), x €I
SE<C A < AE,

donde E es el operador identidad, Fx = a.

No es dificil cercionarse de que la relacién de desigual-
dad introducida en el conjunto de los operadores lineales
que actdan en I, posee las siguicntes propiedades:

1) de AZB y C=D so deewee 4 + C =8 + D,

2) de AZ20y A= 0 se deduce 24 = 0,

3)de A= B y B> C se deduce A = C,

4) si A >0 y A existe, ontoncos 41 > 0.

Ademis es obvio, quo A*4A y AA* son operadores no
negativos para cualquier operador lineal A. Estos opera-
doros serdn positivos, si A os un operador positivo.
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TEOREMA 3. Bl producto AP de dos operadores A y B no
negativos conmutables, uno de los cuales es autoconjugado, es
también un operador no negativo.

Para cualquier operador A autoconjugado no negativo
tiene lugar una generalizacién de las desigualdad de Cauchy-
Buniakovski

| Az, y) |<< V (Ax, 2) V (Ay, y), =« y€H.

SeaD un operador autoconjugado positivo que actia on /7,
LEintonces so puede introduciv el espacio energético I ,,, que
consisto de los elemontos de /7, con el producto escalar (z,
¥Yp = (D=, y) y la norma

Obsorvemos, que si D es un operador auloconjugado, do-
finido positive y acotado en /f, entonces para cualquier
x € H on virtud de la dosigualdad de Cauchy-Buniakovski
son vilidos las estimacionos

8 (e, VK (De, DDl 2 < A (@ 2),

Estas desigualdades se pueden escribir en la forma

Volzi<llzilb<V Az,

do donde se deduce que la norma usual || - || ¥ la norma
energélica | - ||p son equivalentes.

Naotemos, quo se puede construir un espacio energéiico
unitario # , partiendo de un operador D2 positive no auto-
conjugado. Para osto definiremos el producto escalar en
do la siguiente forma:

(x, ¥)p = (Doz, y), donde D, = 0,5 (D + D*).

Citemos una serie do lemas, los cuales contienen las de-
sigualdados [undamentales, que nos serin nccesarias oen lo
sucesivo.

LEMA 6. Swupongamos que para el operudor lincal A estd
cumplido la condicién A = 8E, § = 0. Entonces para cualquier
a € H, tiene lugar la desigualdad

(Ax, A2)< 6 (dz, 2).

St para un operador autoconjugado no negative estd
cumplido la condicién A << AL, entonces para cualgquier x € H
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tiene lugar la desigualdad
(Az, Az)<C A (4Az, x).

vems 7. De la condicion (Az, Axry<C A (Az, z), 2 € 1,
A > 0 para el operador no negative A se deduce la desi-
gualdad '

A< AE,

y de la condicién (Ax, Ax)== 8 (A=, z), § > 0, para el opera-
dor autoconjugado no negative A se deduce la desigualdad
A= §E.
coroLarto 1. De los lemas 6y 7 se desprende, que para el
operador A autoconjugado y definide positive las desiguual-
dades

SEL A< AE, 6 >=0,
6 (Ax, )<< (Ax, Ay A (4w, z), 6=>0,

son eguivalentes.

conroario 2. De (5) y del lema G se deduce la estimucidn
(Az, Ax)<I|| A || (A=, &), x € H para el operador autocon-
jugado no negativo A en H.

LEMA 8. Sea A el operador positivo, acotado y autocon-
jugadoen H, A >0, || Az ||<< A || = ||. Entonces el vperador

inverso A~' es definido positivo A= % k.

LEMa 9. Sea A y B los operadores auloconjugadvs y defi-
nidos positivos en H. Entonces las desigualdades

VWA B, v.2vn>0
Yy
A B 114
son equivalentes.
1EMA v Si A es el operador definido positivo A = OF,
§ = 0, entonces existe el operador inverso ALy || A4~ || 1/8.
La dentostracion so doduce de la desigualdad

SllzP< (Ao, )< A I, 8§>=0
v del teorema 1.

OBSERVACION, Si A4 es ol opemdor positivo, ontonces A4 '
existe. Iin el caso de un espacio complejo /7 para la existen-
cia del oporador A-! ez suliciente la posilividad de la com-
ponente roal Ay = 0,5 (A -| A*) o la positividad de la

componente imaginaria 4, = l A — A*) del operador 4.
2i

T Yz >0
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4. Funciones de un operador acotado. En la teoria de los
métodos iterativos nos vemos obligados a tropezar con las
funciones de un operador. Sea 4 el oporador lineal acotado
que aciia en el espacio normado X. Si / (A) os una funcién
analitica ontera de la variable A, la cual se desarrolla on la

serie Z‘ aph®, entonces se puede definir la funcidn f(A) del
el

operador A con ayuda de la férmula f (4) = 3 g,A*. El
0

=

operador f (A) también serd lineal y acotado. En calidad de
cjomplo citemos la funcién exponencial de un operador
et = ._:‘-g-, La definicién introducida de funcién do un

h==()

oporador se puede extender a una clase mds amplia de fun-
ciones y trazar un cdleulo operacional para operadores
acotados. Nosotros daremos una definicion mds generalizada
solamente para operadores acotados autoconjugados en el
espacio de ITilbert.

Sean 6 y A las colas inferior y superior del opevador A
autoconjugado en H. Sea f (A) una funcién continua en el
segmento [6, Al. El operador f(A) so Hama funcidn del
operador autoconjugado A.

La correspondencia enire las funciones de la vaciablo
roal y las funciones do un operador posee las signicnles
propiedades:

1) Sif (k) = af, (A} +Bfs (L), entonces f (4) = af, (A)+
+ Bfs (4).

2 S0 =1 @) 2 (), ontonces 1 (4) =/, (4)
X fa (A4).

3) De AB = BA so deduce que f(A)B = Bf (A) para
cualquier operador lineal acolado 5.

4 Si fi WM< F (A< Fy (W) para todos los A €18, Al
entonces [, (A)<C 7 {4A)=C fs (A).

5) IIA(A) 1< _mix | f(R)].
S=hsfA

6) F(A) = If (4)]*, doude la raya encima de la funcion
significa el paso a la funcién compleja conjugada. Si f ()
es una funcién real, éntonces de agui se deduce, que el ope-
rador f (A) es autoconjugado en F7.

De 1a propiedad 4) se deduce, gue i f(A)>> 0 sobre
[6, Al, entonces f (4) os el operador no nogativo.

Un ejemplo importante de la funei6én de un operador es
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la raiz cuadrada del operador. El operador B se llama raiz
cuadrada del operador A, si B* = A.

TEOREMA 4. fixiste una wnica raiz euadrada autoconjugada
no negativa de cualguier operador autoconjugado no negati-
ve A, la cual conmuta con todo operador que conmnute con A.

1

Designaremos por A% la raiz cuadrada del operador A.

Sefnalemos la siguienle propiedad:

1
FAN =A% ||z, si A= A*=0.

TEOREMA 5 Si A es el operador autoconjugado definido
positive, A = A% 8E, 8 > 0, entonces existe el operador
1 1

acotado autoconjugado A™ % || A7 T << 1/VE.
La demostracién se desprende de la desigualdad
1 1 1
8(x, x)<<(Ax, a) = (A7 2, AZx) =A% z|?

y dol teorema 1.
5. Operadores en un espacio de dimension finifa. Exami-
nemos un espacio unitario #, n-dimensional. Supongamos
que los elementos z,, &,, . . ., , forman una base ortonor-
mal en }. Por la definicién de ospacio de dimensién finita
cualquier olemento x € I se puede representar de manera
Unica en forma de la combinacién lineal

=Xy + cpxy + .. . A CnTn- (6)
De la ortonormalidad del sistema x,, z,, . . ., 2, so deduce,
quo e, = (x, &y).

De osta forma, a cada elemento z € i se le pucdo poner
en correspondencia el veelor ¢ = (¢q, €y, ..., &), CUYAS
componentes son los coelicientes ¢, del desarrollo (6).

Sea A el operador lineal, delinido sobre /7. 15n la base
Xy, XTgy - ..y &y 4 6l lo corresponde una matriz 4 = (a;z)
de lamano n % n, donde a;;, = (4dx;, x;). Inversamente toda
matriz .4 de tamafio # X r define un operador lineal en I7.
IEn esle caso al clemento Az se le pone en correspondencia
el veclor

n n L
-l "1

(rzl Aplus = L T ,Zi an,-,c,,),
= = =

es decir, el vector 4e.
Si el operador A s antoconjugade en H, entonces la
matriz £ correspondiente es simdtrica en cualquier baso

284



ortonormal. Sefialemos, que en una base no ortonormal
a un operador autoconjugado A le corresponde una matriz
no simétrica.

Detongdmonos en las propiedades de los valores propios
v elementos propios del operador lineal A. El niuinero A so
llama wvalor propio del operador A, si la ecuaciGn

Az = Az (M)

posee soluciones no nulas. El clemento 2 5= 0, que satisfaco
(7), se llama elemento propio del operador A, correspondicnle
al valor propio A. Dicho e otra forma, los valores propios
del operador A son aquellos valores X, para los cuales ker
(A4 — AE) 5= 0; los elomontos propios, correspondientos al
valor propio X, son los elementos dilerentes do coro dol sub-
espacio ker (A —AL). Este mismo subespacio se Ilama
subespacio propio, correspondionte al valor propio A.

5] conjunto & (A) de los valores propios del operador A so
llama espectro del operador A.

1. Un operador autoconjugado A tiene n elementos pro-
pios ortonormalizados =z,, 2,, . .., 2,. Los valores propios
correspondientes Ay, £ = 1, 2, ..., » son reales. Si todos
los valores propios son diferenles, entonces A se llama
operador con espectro simple.

2. Para el operador autoconjugado A tienen lugar las
igualdades

lAj|=p(4)= max | Ayl
i=h=n

donde o (A) es el radio espectral del operador A. Estas ignal-
dades se consorvan para un operador normal A.
3. 8i A = A*> 0, enlonces todos los valoros propios

del operador 4 son no nogativoes. Con esto para cualguior
x e H

§ (z, 2)< (A2, )<< A (2, 2),
donde 0<C8 = mink, y A = mix Aj.
k p

[
Para el operador autoconjugado A so llama relacién de lie-
lay la exprosion (dz, a)/(z, z).
Los valores propios, mayor y menor, del operador A so
determinan con ayuda do la relacién de Relay de la siguicn-
te forma:

S (Az, x) _ » (Ax, x)
fmmfn L. Sz Ll
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4. Designaremos mediante A (4) los valores propios del
operador A. Sea f(4) la funcion del operador autoconju-
gado A. B ntonces A (f (4)) == f (A (4)) (tcoroma sobre la
transtormacién de los espectros).

5. 81 los oporadores autoconjugados A y B conmutan,
A = A% B = B% AB = BA, entonces cllos poscen wun
sistema comin de clementos propios, En este caso los ope-
radores AB y A - B tienen el misino sistema de elomentos
propios que los operadores 4 y B y los valores propios

A(AB) =A(A)A(B), X(4A + B) = r(A) + 4 (B).

6. Un elemento arbitrario z € I/ se puede desarrollar
por elementos propios del operador autoconjugado A
il

T = E Ty, cp=(z, zz) y al mismo tiempo

hi=-1

a2 3 ef.

Il niimero A se llama valor propio del operador A con respesto
al operador I, si la ecuacion

Ar = ABx (8)

posee soluciones no nulas. El elomento x 5= 0 que salisface
la ecuacidon (8), so llama elemento propio del operador A con
respecto al operador B que corresponde al namero 2.

7. Si los operadores 4 y BB son autoconjugados en A,
v ¢l operador B3, ademés, esld definido positivamente, enton-
ces existen n elementos propio*-l 2y, Tg, - . -, ¥y ortonormali-
zados en el osp‘lcw energético Hn (T i) = Op4, e, 1 =
=15 2y ooy Lios valores propios respectivos son reales
¥ lwuen lup,nr 1'13 desigualdades

Y1 (]32:‘ .T):‘.:: (A""-:‘: .'l')g Ve (.B‘T! ‘T)t
donde

e . (Az, x)
=min k, = min =i
L S )

- » Az,
Tz = Miax Ay, = milx M #) "
Py e (Br, )

£l

Por consiguiente, las constantes de eq. en. de los operado-
res autoconjugados 4 y B en el enso del operador definido
positivo B coinciden con los valores propios minimo y maxi-
mo del problema generalizado (8).
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6. Solubilidad de las ecuaciones operacionales. Supon-
gamos que hace falta hallar la solucién de la ecuacién ope-
racional de primer género

Aw = §, ']

donde 4 es el operador lincal acotado en el espacio de Hil-
bert 4, f es el elemenio prelijado, v u, ¢l elemento buscado
de H. Supondremos que /7 eés de dimensién finita. A nosolros
nos interesari el problema sobre la solubilidad de la ecua-
cion (9). Tiene lugar

TioRtMA 6. Para que la ecuacidn (Y) sea soluble para cual-
quier miembro derecho f, es necesario y suficiente, gue la res-
pectiva ecuacion homogénea Aw = 0, tenga inicamente la
solucion trivial u = 0. Con esto la solucién de la ecuacién (9)
es inica.

La demoslracion del teoroma se basa en el lema 1.

A la formulacién del tocorema se le puede darotra forma:
In ecuacion (9) es soluble univocamente para cualquier f € /4,
ontonces y solamente entonces, cuando ker 4 = 0 (véase
el punto 2).

Si ker A == 0, entoncos la ocuacién es soluble siélo para
restricciones complementiarias sobre f. Recordemos, gue en
virtud del lema 3 el espacio /7 es la swina directa de subes-
pacios orlogonales:

H=kerd & im A*, H = ker A* ¢ im A.

TEoREMA 7. Para la solubilidad de la ecuacién no homogé-
nea (J) es necesario y suficiente que el miembro dereche f sea
ortogonal al subespacio ker A*. Kn este caso la solucién no es
iinica y se determina con exactitud hasta un elemento arbitrario
perteneciente al ker A:

u=1u-4u, uckeA, Auw=f, u€imA*.

Sea f ortogonal al ker A*. Se llama solucién normal de la
ecuacion (9) la solncién que posee norma minima.

Lema 1. La solucién normal es dnica y pertenece al sub-
espacio im A* (es decir, es orfogonal al ker A).

En efecto, sea u = u + u, u € ker A, & € im A*. Enton-
cos |l u | = (u, w)=llul|®+|lwlP>|lulP ya que w
es un elemento arbitrario del subespacio ker 4. Por consi-
guienie, la norma || u ||, serd minima si u = @ € im A*.

Supongamos que no est4d cumplida la condicién de orto-
gonalidad de f al subespacio kor 4¥. Entonces no oxiste la
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solucion de la ecuacién (9) en el sentido clasico. Sea
f=F+7 Tekord*, fecimd.
Se llama solucién generalizada de la ecuacion (9), el elomon-

to u € {7, para el cual Au = 7; la solucién generalizada le
concede el minimo al funcional || 4w — f ||. En efecto, come

(Au — J) €im A para cualquier u € II, entonces
lAu — I =l dw —FIF + U7 IF= 0T IR,

y al mismo tiompo la desigualdad se alcanza si u es la solu-
cién genoralizada.

La solucién generalizada se determina con exactitud
hasta un elemento avbitrario del subespacio ker 4. Llamnare-
mos golucién normal gencralizada de la eenacién (9) la solu-
cion genoralizada (ue posee norna minima. La solucion
normal es anica y pertonece a im 4%,

Es avidente, que el concepto aqui inlroducide de solu-
cidn normal, concuerda por completo con el dado mas arriba.
Sefialemos, que si exigle Ja solueién normal clasica, onton-
cog ella coincide con la solucion normal gencralizada,

Examinemos ahora la ecuacion (9) con un operador no
lineal arbitrario 4, que actda en el espacio de Hilbort f7.
En este caso, para demnostrar la exiglencia y unicidad de Ia
soluciéon de la ceuacién (9) con frecuencia, se uliliza el
principio de las aplicaciones contraidas de S. Bunach.

TEOREMA 8. Sea un eperador B definido en el espacio de
Iilbert I y que aplica el conjunto cerrado T del espacio IT en
st mismo. Supongamos, ademds, que el operador B es unifor-
memente contractante, es decir, satisfuce la condicién de
Lipschitz

Bz — By I<qglle—yll, = y€T,

donde ¢ < 1 y no depende de x e y. Entonces existe un y sola-
mente un punto x, € T, tal que xy = Bz,. El punto z, se
Hama punto fijo del operador B.

cononAnrio 1. 8¢ el operador B tiene derivada de Gato en H,
la cual satisface la condieidn || B' (2) || <X g << 1 para cualquier
x €I, entonces la ecuacidn x = Bz tlene solucién iinieca
en [,

COROLARLO 2. Supongamos que el operador C aplica el con-
junrto cerrade T en si mismo y conmuta con el operador B, el
cual satisface lns condiciones del principio de las aplicaciones
contraidas, Infonces el punto fijo del operador B es un punio
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fijo (posiblemente no tinico) del operador C. En particular, si
alguna iteracion B™ del operador B satisface el principio de las
aplicaciones contraidas, entonces el punto fijo del operador B
es también un punto fijo (dnico) del operador B.

Rlogresemos ahora a la resolucién de la ecuacién (9) con
el oporador no lineal 4. Tiene lugar

TROREMA 9. Suponrgamos gque el vperador A posee derivada
de Gato A’ (z) en cada punto x € H y existe T 5~ 0, tal que se
cumple la estimacion || F — A’ (z) |<< g<C 1 para todos
los x € I, lintonces la ecuacion (9) posee solucién iinica en H.

En efecto, la ccuacién (9) se puede escribir en la siguion-
ite forma:

u=u—TAdu + tf, T%=0. (10)

Definamos el operador B: Bz = & — tAx +4 1f. Es evidento
quo el operador B posee derivada de Gato, igual a B’ (z) =
= E — 14’ (x). En virtud do las condiciones del teorema
tencmos [{B' (z) {|<C ¢ << 1 para cualquier 2 € If. Por eso
del corolario 1 del teorema 8 so desprende Ja existencia y uni-
cidad de solucién de la ecuacién (10) y, por consiguiente, de
la ecuacién (9). El teorema esti demostrado,

Sefialemos, quo on el capitulo VI serdn examinados algn-
nos mélodos de obtencién do estimaciones para las normas de
operadores lineales del tipo £ — =C, donde © es un nimero.

En el principio de las aplicaciones contraidas no se
agotan lodos los casos, cuando existe solueiéon de la ecua-
cion no lineal. Al demostrar la solubilidad de la ecuacién
operacional (%) se puede utilizar una de las variantes del
teorema sobre el punto fijo — el principio de Brauder.

TEOREMA 10, Sea un operador B coniinuo mondtono (estric-
tamente mondtono) que satisface la condicidn

Bz, )= O para [[z || =p >0,

en el espacio de Hilbert de dimension finita If. FEnionces la
ecuacion Bx = 0 liene al menos una (respectivamente iinica)
solucion en la bola || z {| < p.

Utilicemos este Leorema y formulemos las condiciones
bajo las cuales la ecuacién operacional (9) tiene solucién
unica para cualquier miembro derccho f.

TEOREMA 11.  Sea dada la ecuacién (9) con el operador
continuo y fuertemenie mondtono A

(A:B—Ay,x—y)25||$*3||2, ﬁ::’o! x yeH,
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en el espacio de Hilbert de dimensidn finila II. Entonces en la
bola || u || % || AQ — f || la ecuacién (9) tiene solucién inica.

B efeelo, escribamos la ecuaecion (4) en Ja siguiente
forma:

Bu = Au — f =0,

Se ve, que el operador B es continuo y fuertemente mondto-
no. Empleando la condicién del teorema y la designaldad
de Canchy-Buniakovski, obtencmos

(Bx, 2) = (4zx — f, z) = (Az— A0, 2—0)—( — A0, 1) =
=6z P —1f—A0 | lzil= Il — || AO—FI}z]l.

De aqui se deduce, que sobre la esfera || z || = -15 A0 — £

el operador B satisface la condicion (Bz, x) = 0. Por eso en
virtud del teorema 10 la ecuacién Bu = 0 (y junto con clla
la ecuacidn (9)) liene solucién Gnica en Ja bola indicada. Ll
teorema 11 esta demostrado.

coroLAmO 1. Sieloperador A tiene derivada de Geto en I,
que es el operador positivo definido en H, entonces lus
condicones del teorema 11 estdn cumplidas.

IEn cfecto, como en un espacio lineal de dimension fini-
ta todo operador lineal es acotado, enlonces la derivada de
Gato es un operador continuo acotado y definido positive
en H. Del teorema 2 se¢ desprende, que A es un operador
fuertemente mondtono. Ademds, de la acotacién de la deriva-
da de Gato se infiere, que el operador A satisface la condi-
cion de Lipschitz y por lo tanto es continuo.

§ 2. Esquemas de diferencias
¢omao ceuaciones operacionales

1. Ejemplos de cspacios de funciones reticulares. En el
§ 1 del cap. I fucron introducidos los conceptos fundamen-
tales de la teoria de los esquemas de diferencias: redes,
ecuaciones reliculares, funciones reticulares, derivadas de
diferencias, ete. La teoria forma los principios generales
y reglas de construccion de esquemas de dilerencias de una
calidad dada. Un rasgo caracleristico de esla teoria e¢s la
posibilidad de confronlar con cada ecuacion diferencial toda
una clase de esquemas de diferencias de las propiedades exigi-
das. Al consteuir la teoria gencral es natural librarse de la
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estruetura concreta y la forma explicita de las cenaciones en
diferencias. Esto conduce a la definicion de los esquemns de
diferencias como eccuaciones operacionales con operadores,
que acldan en cierlo espacio funcional, precisamente, en un
espacio de Tunciones reticulares.

Por espacio de funciones reticulares se entiende ¢l conjunto
de las funciones definidas sobre una cierta red. Puesto que
a cada Tuncién reticular se le puede poner en corresponden-
cia el veclor, cuyas coordenacdas son los valores de la fun-
citn reticular en los nodos de la red, entonces las operaciones
de suma de funciones y de multiplicacion de funciones por
un namero se definen de igual maners que para bos veelores.

El espacio de las funciones reticulares es lincal, y si
Ia red contiene un ntmero finito de nodos, entonces ol es-
pacio es de dimensién finita. Sa dimensién es igual al na-
mero de nodos de la red.

IEn el espacio de las Minciones reliculares se puede intro-
ducir un producto escalar de funcioncs, convirtiendo cste
espacio en un espacio de Hilbert. Los distintos espacios de
funciones reticulares se pueden diferenciar uno de olro porla
eleccidn de la red y lu normacién. Cilemos algunos ejemplos.

BIEMPLO 1. Sea la red uniforme & = {&; — th, 0<C i< N,
AN = 1} econ paso h introducida en el intervalo 0<C x<C L
Mediante o, @* y @~ designaremos las siguientes par wrles
de la red o:

0 ={€w, IsKisKN —1},
{z; €, 1=<Ti<C N},
fr; € w, O=lisC{ N —1).

IEn el conjunto H de las funciones reticulares, definidas
sobre @ y que toman valores reales, definiremos un pro-
dnclo escalar y una norma de la siguiente forma:

N-1
(2, v) ={u, v);= E, w,vh b 0,6k (ugvy + unvy),
=

Nw |l =V (. w), w;=unx), v;="v ).

Si ; y v; se consideran como los valores de las faunciones

w (x) y v (x) del argumento continuo x € 10, I} sobre la red o,
entonces el produclto escalar (1) represente la formula de
¥

cuadratura de los trapecios para la integral 5 u (z) v (z) dx.
3
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Si las funciones reticulares estan prefijadas sobre 0, 0t 0=,
enlonces el producto escalar de funciones reticulares escala-
res se define respeclivamente por las formulas
N-1
(w, v)= 2} w.h, u, v€H (©),
i=1

(@, v) = 2, uw;h+05huyvy, u, v€H (oY),
i=1

N-t
(u, v)ﬁ_}i‘,i wv ko 0,5hugv9,  u, v€ M (07),

1és faeil comprobar, que los produclos escalares introduci-
dos satisiacen todos los axiomas del producto escalar, y por
lo tanto los espacios construidos son de Hilbert.

EIEMPLO 2. Sea ahora inlroducida en ¢l segmento 0<C
<<a=C ! una rcd no uniforme arbilraria:

;:;E {.‘1‘1 E [0. ”. Xy = ¥; 1 ~}~ hi. ‘lézé__ N,
o =0, zyx=1} (2)

Recordemos la definicion del paso medio 7; en el nodo z;:
B = 0,5 -t hia)y ATISKN — 1, By =05k,
Sefialemos, que una red uniforme es un caso particular de la
red no uniforme (2) para ;= h. Con esto tencmos %; = h,
1<iK N —1, hy=Hhy =0,5n

Como mas arriba, designemos maodiante o, o*, «©- las

partes respectivas de la red ©. Por analogia con el ejemplo 1
definiremos el producto escalar en los ospacios reales de
funciones roticulares dadas sobre las redes indicadas, por las
férmulas:

N

(u, v):_go uwihiy,  u, veEH (), (4)
N-1

(@, Y= 2 ww By, u, vell(w), (5)
suar]
N

(w, v)= >, uwby,  u, v€H (0Y),
=1

N-1
(x, ”)=.§§ wwh;, u, v€H ().
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Los espacios construidos de [unciones reticulares son de
Hilbert y Licnen dimensién firnila, igual al nimero de nodos
de la red correcspondiente.
IEs commodo escribir los productos escalares inlroducidos
en la forma
w, )= 2 u(@)v(@)h(z,), wu vl (Q),
xEL
donde por 2 se enticnde una de las redes ®, ®, ©* 6 ©-.
Ademas de los productos escalares indicades con frecuencia
se encuenlran las sumas del lipo
N T\':‘i
(@, ¥)+r = S'l wwihy, (@, ¥)e- = 2{,‘ w,vihiny, ()
=1 j=
lag cuales se pueden ulilizar en calidad de produclos escalares
en log espacios If (m+*) y H (®-). Se ve, que para el produc-
Lo escalar (4) en el espacio I/ (w) es cierla la igualdad
(e, vy = 0,5 [u (Vo + (&, V)-I, u, vEH ().
EJIEMTLO 3. Sca una red reclangular no wniforme arbilra-

ria ® = @, X @, inlroducida en el rectingulo G = {0<<
S X< I, =1, 2), donde
(”_.ur, = {zq (ia) €10, I,], Ty (fe) = 2o (la — 1) +
+ ko (i),
1< < Nay 20 (0) =0, a4 (No) = 1), 00 =1, 2.
Sea ki, (ia), 0<C i, < N ol paso niedio en el nodo x4 (iy)
por la direceioén x,:
R, (ia)=015 iha Uoc) +hm {i‘o: +1)|1 1 = g ..,'<_:__:Nu-—'l,
A (0) = 0,5 ho(1), fe (Vo) = 0.5 B, (Vo).
e =y 2,
n el espacio H (L) de las funciones reticulares, prefijodas

sobre €, donde £ es cualquier parte de lared w, definiremos
el producto escalar por la Eérmula

(W, )= 31 w(@)v (@) hlia, ;= (24 (is), %2 (i)
=3

En particular, si la red es uniforme en cada direccién,
he (ia) =hg, o0 = 1, 2, v si las funciones reticulares estin

definidas en w (en los nodos interiores de la red ®), entonces
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el producto eszealar introducido so eseribe en la forma

Ni—1 Ng=1
(,0)= 3} 2 ulic 8o (i i) ke vEH ().
=1 iy=

Nosolros agui nog limitaremos a Jlos ejemplos citados. Otlros
cjemplos mas complejos serin examinados en  los capitulos
siguienles al estudiar problemas de dilerencias concrelos.
2. Algunas idenlidades de diferencias. Pasemos alora
a la deduccion de las formulas [undamentales, con ayuda de
las cuales se transforman las expresiones que contienen
funciones reticulares. Nosotros mostremos eslas formulas
para el caso, cuando Jas funciones reticulares eslan prefija-
dag sobre una red no uniforine, definida en (2).

Recordemos la definicién de las derivadas fundamentales
de diferencias de la funcién reticular:

Yi—Wiy _ Miap—ui

y;.‘i_ F ) Y, i =y§_ r2 o W Toie 4
Yi—¥Hi-i Yivy=—¥Y;
o ot HIZL o o MERUTIE
Ja’., i Fig ' y.x,‘ 4 R Y
Her —H ~ —,:..1_(;;:‘: i — = _)-
xx, o, 7 g YRR it

Zn el punto 2 del § 1 cap. I fueron obtenidas dos {6r-
mulag ‘de sumacidén por partes:

7= n
1
U . U:’;"i ol 5‘. :'J.,U; .;h.[ + UplUp— U4V
ium41  ®? 1=mi 1l ¥
(7
=1 =1
. .
24 Uz ,Viki = — E‘ U0 a R Uy Uy — Uy U, (8)
i=m+1 i t=mm B

Sustitnyendo en estas formulas las relaciones
hiug, = By oo Bt = hipqug, g,

después de simples transformaciones obtenemos las férmulas
n—1 re— |

5
.}] wr vk, — — 2_! WUy, yltygt Uy qUy — Uy Uy (9
Jemal % 7 iem
n=1 ]
o
Uy, Uik = — 2& Uil Fip- w0, — Uy 0y, (10)
fe=m4 | i=m+41 Xk
i n— |
\ 3 -
2 ugp by = — 2} UV, iy o, —UpUm. (11)
i=m+1 ' i—=m
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Sustituyamos m = 0 y n = N en las formulas (7), (%,
(11) y tengamos en cuenta la definieion (5) para el producto
escalar en [T (@) y, ademds, la notacién (6). Obtendremos las
identidades

(Byy, V) = — (U, vg)a+r + Un¥n — ULy, (7
(u; ' V) T (ul :":x:}(n_ + Uy — Ugllg, (IJ-"}
(tg. V)or== — (U, Vx)u-+ UnVx —Ugly, (1)

para las funciones reticulaves u; y vy, definidas sobre la

redd . Sioen (7') ponemos u; = a;yz, ; pava 1=sC i< N,
entonces obtendremos la primera férmula de Green de di-
ferencias

((agz) s, v) = —(ayz, vzdor +anly; VN —a1Yx, oVo- (12)

Anilogamente, suponiendo u; = a;¥,, ; en (9) para 0<g
=< i<l N—1, obtenemos

((ayx); y V) = — (@Y, Ux)o-+ Ap-adz, gV —@olfx, 0Vo-
Si de (12) restamos la igualdad
{(y, (ab";); )= — (ayz, vz)os Ny NUn— &4Ux, olos

enlonces obtendeemos la segunda formula de Green de

diferencias

((ayz) s s v) =y, (avg) )= an (Y0 — Val)y — @y (Yl — Vo
(13)

Seialemos, qoe para las Funciones y; v v, que se anulan

paca i =0c i=N{y, =0y =0, vg =vy =0}, In for-
mula (12) Lliene la forma

((ayz) ., v) = —(ayz. vz)ow

mientras que Jla segunda férmula de Green (13), tiene la
Torma
(ag3); .\ ©)= (¥, (av3)2)-
x x
En el caso general de las funciones rebiculares arbilrarias,

definidas sobre m, las [oemulas (12) y (13) se pueden eseri-
bir en la forma

(Ay, v)= —(ayz, V3o Ay, 0)—(y, Ay)=0, (14)
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donde el operador de diferencings A, que aplica I (w) sobre
I (»), se determina de la siguiente manera:

1 g
e GV 0 i=0,

Ag)={ (a¥3); ,, 1I<i<N—1,

1
—wﬁany;_ N? i=N,

Aqui el produeclo escalar en I (a)' estd prefijado por la
formula (4). Observemos que la igualdad (14) expresa la

autoconjugaciéon del operador A en el espacio Ff (r:f).

Iemoes examinado el easo, cuando gobre la red Ias funciones reli-
culares toman valores reales. §i ellas adquicren valores complejos

sobre w, entonces se introduce el espacio de Hilbert complejo I ()
con el producto esealar

N
(u, v)= Z wwiliy, u, vE U (W), (15)
i=0
donde r; es el nimero complejo conjugado de v;. Andlogamente se
define ¢l producto esealar en I (w),
N-1 _
(u, V)= 37 wvely, u, v€H (w), (16}

FE |

y lambién en /7 (0*) ¥ I (®~). Con esto las [érmulas de sumacién por
partes (7°), (9°) ¥ (11°) toman la forma

(2., 0) = —(u, Vs UyPy — wPy,
X
(4e, V) = —(u, Py~ + UnarVy — UoVo
x
(r;.;‘ Ve = ~— (4, v) - + upty — iy,
y las férmulas de CGreen de dilerencins toman la forma:
((ay2) s, V1= —(ay;, vIurtanyz PN—aily, ot
((‘Iy;’; » )=y, (‘“’i‘};) = {{a —a) Uz U;}w++
+(ay;;—;y§3—c}1\r—(amx, nzo_al-'fﬂax. o)
Aqui se ha utilizado la notacién {16).
Utilizando el eperador A introducido anteriormente y la notacién

(15) para el producto escalar en H {w), Ia segunda f6rmula de Green
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de diferencias se puede eseribir en la forma
Ay, v—(7, Av)=((a—a) U= "’;}m*'

De aqui se¢ deduce, que en el espacio de Hilbert compleje 17 (w) el
operndor A es autoconjugado si todos los a; son reales,

Las relaciones andlogas a la primera y segunda f6rmulas
de Green de diferencias (12) y (13), ticnen lugar también
para el operador de diferencias (ayzs)zs. Moslremos, por
cjemplo, cl andlogo de Ta {6rmula (12)

N-2 N-1
:—_22 (ayﬁ);;l JLills = fgi Wl Vs B+

£ 0eX 4
+ [(ayzg };U s ay;;‘ I’?74.‘]h?—‘l Sae [(ay;£ )A‘ v— ay}i‘ PEI 1:

3. Colas de los opcradores de diferencias mds simples.
Al estudiar las propiedades de los operadores de diferencias
st necesilan desigualdades, que dan las estimaciones para las
cotas de los operadores ¥y para las constanles de equivalencia
energética de dos operadores que aclian en el espacio f7
de funciones reticulares.

Examinemos primeramente los operadores de diferencias
dados sobre unconjunto de funciones roticulares de un argu-
mento y definidos en la red unilorme © = {z; = ik € 10, 1],
0T iC N, AN = [}. Mis adelante se ulilizarin las notacio-
nes

N-1
(W, v)== 2 wwh+ 0,5k (ugvo+ uyvy),
i=1

N
(&, V)o+r = 2, wv,h.
j=1
Tiene lugar
LEMA 12, Para lode funcidn y; = y (z;), definida sobre la
red uniforme w y que se anwla pare i =0, ¢ i = N son vilidas
las desiguuldades

violy, N<<@s Dor<val(y, ¥)s (17)
donde
4 i 3 4 18 4
\7,:‘}&% sen? ==, ?223%0052W<F'
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fin cfecto, sea py (£) la funcién propia ortomormalizada
del problema

(u!:);x 'f‘ A‘hl"k = 0} 1 g\ i QN— 1 ] (18)
ty (0) = py (N) = 0.
En ¢l punto 1 del § 5 del cap. I fue subrayado, que la fun-
cién y; que satisface las condiciones del lema, puede sor
representada en forma de la suma
N1

Y = :2"1 crbr (1), en={(¢, Mu)- (19)
e (18) y (19) hallamos
N-1 N1
¥ =h;—->_-;1 Cr(Bh)ag = — H'_};’ Apeppp (8), 1<CisKV—1.,

Utilizando la ortonormalidad de las lunciones propias p,,

oblenemos
Nei N-1

W =2 ek =z ¥)= 3 huch. (20)
h=1 k=1
En virtud de la primera formula de Green de diferencias (12)
lendremos
— (Y70 W) =¥, Do+ (21)

Los valeres propios %, del problema (18) fueron hallacdos en
el punto 1 del § 5 del cap. 1:

4 i 4 y
Ay == 57 sen* ;;‘ =-;;;_.-sen*%-, 1<ChIN —1,
y al mismo tiempo
. 4 I
V= mhm Ay = hy = = sen? T

; 4 n
Yo = m;:zx Ay =hpoy== 7 COSE 55,
De aqui y de (20) y (21) se deducen las estimaciones (17)
del lema 12,

OBRSERVACION 1 Las estimaciones (17) son exactas en el
sentlido, que ellas pasan a ser igualdades, si en lugar de y;
se toman py (i) ¥y py-y (i). Sefialenios que v, = 8/1%, =i
h = li2, os decir, para N = 2. Para N = 4 tenemos Ty =

= 320(1* (2 + VD)) > 8/
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OBSERVACION 2. Si y; se anula (nicamenle cuando { = 0
0 i = N, entonces en (17) tenemos

o] sen? o= > i
LA Tl T Y CRREY N
4 T 4
e 2 oo
V2 = 5y C08% 7 << et

Si y; es la funcion reticular arbitraria sobre w, entonces on
(17) lenemos y, = 0 y y, = 4/k%* Para la demostracién de
estas alirmaciones se¢ dche examinar en lugar del proble-
ma (18) el problema -corcespondiente de valores propios,
estudiado en el § 5 del cap. I.

Las desigualdades (17) se pueden escribir en la forma

Wl < (—Ay, <7y @ Y. (22)

si se introduce el operador A por la férmula Ay; = yz. 4,
1< i<{ N — 1, cobre las funciones y;, quae salisfacen las
condiciones ¥, = ¥ = 0. Si la [uncién reticular ¥; se anula
solamento en un extremo de la red w, entoncesel operador A
se debe definir por las férmulas

J Y- o AI<isSN—1,
- xx, i

Ay, 5 (23
l _-Tb‘yi_ i t‘z‘vi sl yU;D:
o
2 5
= . =0,
Ay‘j . I Yxot

Yo p ISISN —1,8ipy =0,

Tenicndo en cuenta, que en cada uno de estos casos de
la primera férmula de Green de diferencias se desprenden las
igualdades (Ay, y} = (g2, 1)u+ oblenemos las desigualda-
des (22), donde 9, v v, estéin indicadas en la obhservacion 2,
e y; se anula en el extremo corvespondiente de la red .

Si y; es la Tuncidn reticular avbitraria. entonces el opera-
dor i\ se conviene definir asi:

2 ,
7 Yoo i—0,
Ay, = § Yz, I<iKN — 1,
2 F
——I;-y;_'N. 1= N.
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lin este caso lLambién son eiertas las desigualdades (22) y
(= W)= — (v D +Yz U —Yx oo =05 Dy

Las constantes ¥, y v, ostin indicadas en la observaciom 2,
Agi, hemos hallado las cotas para los oporadores de di-
ferencias mds simples. Mostremos ahora que para todos los
operadores introducidos en este punto es vilida la desi-
gualdad
1

1
(—Au, v)|<(—Au, )& (—Az, v)°. (24)

Hustraremos la idea de oblener la desigualdad (24) en el
ejemplo del operador Ay = yz,. Introduzcamos ¢l espacio

II (@) de las funciones reticulares delinidas sobre ® con el
N—1

producto oscalar (¢, v)= D, uwwh, u, vE Ml (o).
=1
operador de diferencias A en ¢l espacio /1 (w) le corres-
ponde el operador lineal A4, definido por la igualdad
Ayi = — Ay, 1IN —1,

donde y € H (w0), y; = _;*i para 1={i{ N —1, ¥y ;;u =
=y == 0. El opevador 4 aplica H () sobre F (o).

En virtud de Ta ]gU'llddd (e, v) = (, :) I,cnemos
(Aw, v) = — (Au. v}, dounde uo = un =0y v, = P w0,
De (22) se deduce, que (Au, w}y=17, (¥, u), v, > 0. De
esta lorma, el operador A es delinido positivo en # (w).

Demostremos, que él es autoconjugado en I {(w). En
efeclo, de la segunda férmula de Green de diferencins (13)
tendremos

(Au, v) = —(Au, 0) = —(uz,, V)= —(&, vz,)=(u, 4v).

Ya que para un operador aul.omnjugado no negativo es vali-
da Ta desigualdad gencralizada de Cauchy-Buniakovski
1 1

A, v) | << (du, uwy? (Av, v)%, entonces de agui obien-
dremos

A 0 e

(—Au, VI<(—Au, v)* (—Av, v) *,

lo cual era preciso demostrar.
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4. Istimacioncs inferiores para algunos operadores de
diferencias. En el lema 12 do heclo se han hallado las cons-
tantes de equivalencia energélica del operador unidad £
v el operador A4, cl enal corresponde al operador de diferen~
cias —Ay = —y= sobre las funciones que se anulan en
los extremos de la red o, es decir, y, ¥ v, de las designaldades

Wl < A < yp.E.

Ahora oblendremos dosignaldades, que relacionan los
operadores A y D donde Dy; = pjy;, 1SN —1
y p: == 0. Para eso necesilamos definir la funcidén de Green
de diferenciag del operador A.

Supongamos que, sobre la red ® introducida mas arriba,
se exige hallar la solucidn del problema de diferencias

Avy=vg, = —Fi, 1SISN—1,
vy = vy = 0., (25)
La [uncién veticular &, que para =1, 2, ..., N — 1
fijo, satisface las comndiciones
. 1 :
AGHJ'-:GEx, iR T'si.“n 1<iKN—1,

G‘:m s GNJ‘{ =0,
donde 8;, es el simbolo de Kronecker:

s 4, de=ik,
“’={L 0, is=k,

se llama funcién de Green del operador de diferencias A.
Exponemos las propiedades fundamentales de la funcién
de Green:
1) la funcion de Green es simétrica, G;;, = Gy, v, ademis,
Gip como funeién de & para i=1, 2, ..., N —1 fija

satisface las condiciones
AG.(R__- ®x, ih: --—TGS“” 1%!‘@\]\’“—1

Gm — GEN = 0.
2) la funcion de Green es positiva, Gy, > 0 para i, k &
=0, N.
3) para cualquier funcién relicular gue satisfaga las
ondiciones y, = yy = 0, es cierla la representacion
N—

1
¥ = GirlAyh, (26)

; —_—
k=1

1
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de manera que la solucién del problema (25) os represen-
table en la forma

N-1
A h}:li Gihfhh'! Ogi‘“{uﬂr‘

Esta alirmacién se demuestra con ayuda de la segunda 16
mula de Green de diferencias (13) y la propiedad 1).

LeMa 13 Sea py = O la funcién reticular, definida sobre @
Yy no idénticamente igual a cero. Para toda funcién y,, definida
sobre © y que satisfaga las condiciones Yyo=yn =0, e
cierta la estimacion

oo (W% 1) g (27)
donde 1/y,= max wv;, y v; es la solucién del pro-
tigN -1
blema de contorno
Avy=vo  — —pp 1IN —1,
X, i B (28}

En efecto, sea y, = yy = 0. Empleando (26), obtenemos

N-1 N-1 N1
oy, w)= '21 Piyih=— 2 Pk (;21 Giliyh) =
i i =

N-1 N-1
= Fkgt k'Ayb (121 plyicihk) = “(“\ya w),
N-1

donde hemos designado wy,= ) py,G.ph, OKEN.
i=1
Aplicando la desigualdad (24), de aqui halleremos
! i
oy, (=AY, 9)* (- Aw, w)*,
o en virtud de (21)
by, YP<SUL 1) (— Aw, w). (29)

Utilicemos la propiedad 1) de la funcién de Green Gy
Oblenemos

N=1 Nt
— Awy —~ — _2! hp g AGyy, = z:l Py iBin = Drin
= | =
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¥y por consiguiente,
N-1 Nt N-i N-1
.l |
(__"\-":: ”"J e ;;;" h"h.}h ( A‘—: j’f‘Esz’ik) = >.1 ,:241 Ay pl iy

donde hemos designado a;y, == A%p0,Gi0, 1 << kAN — 1,
Medianle la desigualdad: 2y.y, << yf + 3 J,,. vy también la
simetria y la positividad de la funcién de Green Gy, halla-
mos

Nt

— N1 N-1
(— Aw, w)<< 2 0,5y% E{ ik +sz1 0,5y% i}]l by =

N-1 N-1 N1 N—1
=121 yi hZi ) = _121 p,-yﬁk(kﬁ‘ phcihh)'

Ep virtud de la propicdad 3) la solucién del problema
(28) se escribe en la Sorma

—1
=2} pGph >0, 1<iKN—1.
fi=—1

Por lo tanto,

Nt
(—Aw, w)= D) pyyt,h<< mix v, (py, ¥) = ks (Y5 ).
o Hig N~ Y1

De agui y de (29) se desprende la estimacién (27) del lema,

onsERVACION 1 Se puede mostrar, que la funcidn p; ==
= 0,Bx; (I — x;}), doude x; = ih €10, 1], es la solucidn
del problema (28) para p; = 1. De aqui se deduce la esli-
macion

Y1 (ys y)“::t(yil 1)m+v ?I.=81‘1£25 yu_—_'yN:O* (30)

OBSERVACION 2. T lema 18 se gencraliza para el caso,

cuando y; se anula s6lo en un extremo de la red . Por
ejemplo, si gy, = 0, entonces en (27) Llenemos 1/y, =
= max ;, donde ¢; es la solucion del problema Ap; =
I<iN

= —p;, 1< i< N, vy, = 0 con el operador de diferencias
A, definido cn (23).

LiMa 14 Sean p; =0, d; = 0 definidas sobre w, y la
funcién a; = ¢y, > 0 definida sobre w*. Para toda funcién

yi, definida sobre ® y que salisfuga las condiciones y, =
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= yyn == 0, es clerta la estimacitn

Yolpy, yI<(api 1).-+(dy, ¥), V1= mix »y,
{<igN -1
donde v; ey la solucién del problema de contorno
Av; = (a.yg)m, — dy; = —Pi, 1< QN —1,
vy = vy = 0.
ORSERVACGION (. Si y; se anula solamente en un exiremo

de la red @, por cjemplo yy = 0, enlonees es cierta la esti-
magcion

‘Pl {pyr y)é(ayis 1)m“‘ ‘I‘ (dy: y) ‘i_ V-oyﬁ. (31}
donde 1/y, = max v;, v la funcion v, es la solucion

0<igN -1
del prohlema

Av; = —p;, 0 iKN —1, vy =0,

-
-—(a —¥% — il =0,
x\yiz{ 13 (@34, o o¥o) oo (32)

(ay;)x.i_diyi- 1IN —1, »,2=0.

onsErvacioN 2 Para la funcion reticular arbitraria y;
delinida sobre @, se puede oblenor la estimacién

v (py, y)<<(ayt 1)+ (dy, Y) -+ %a¥s+ ks (33)

donde %,>=0, =0, g+ 4 (d, 1)>0, y las f@ciones
reticulares p, =0, &;>0 estin definidas sobre ®. Aqui
1/py== mix v;, donde v; es la solucién del problema de

eiEN
contorno
Av; = —p;, OZiKN,
2 .
5 (@syx, 0— %oyo) — dolfo, i=0,
Ay.(:{ (ay;)x.l"d’iyh 'lglgN—j‘! (34)

2 .
| —wlaw; yFrun)—dyyn, i=N.

La demostracién del lema 14 y de las observacionez 1 y 2
se realiza igual que la del lema 13. Aqui se aplica la funcién
de Green de los operadores de dilerencias A, indicados, la
cual salisface las propiedades 1) —4) enumeradas mis arriba.
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LEMA 5. Para la funcién reticular y;, que se anula para
i = N es vdlida la estimacion

a ¢ l i, "
va<<th (D) [e (e 9+ (2 1), ], e220. (35)
La eslimacion anédloga
: 4
yh <<th(eD) [ 2 (5, v)+ 4 2 1), ], €20,

es cierla para el caso, cuando yo = 0. Pura la funcién reticular
arbitraria y:, definida sobre la red o, liene Inugar la estimacion

8 272 1
Lot [E (Ul y)+”;.—‘(y%| 1)m+:|'l e>=>0,

&l }’fdli—f- ez
(36)

Al principio demnostremos la validez de [a estimacidn (35). Para
eso wtilicemos 1a observacion 1 al lema 14, Pongamos en (32) a; = t/e,
di =2, %, = 0y pyg=2/h,p, = 0,1 i< N — 1. Entonces de (31)
ablenemos i estimacion

Yy +yh<<

1 o i
2 max » [g = sl 4 J
ui %ﬂéiéNq il e ow+ e (% D |
donde v; es la solucion del siguniente problema auxiliar:
1 )
Arvy .—‘Tl};x’ 'J_Evi:“”‘ 1=i=sS N—1,
; ’ (37)
"\VnE‘EX"x,u""*f'-’ T iy =0,
Anotemos (37) por puntosz
iy =20t up, =0, 1<Kig< N—1, (38)

vy —avy= —eh, vy=0,
donide o = 1 4- 0,5e%h2 > 1.
Nosotros sbtuvimas el problema de contorno para una ecuacion
de dilerencias de segundo orden con coelicientes constantes.
Utilizando la teoria gencral, dessrrollada en ¢l punto 1 del § 4
del cap. 1, y también las propiedades de los polinomios e Chebishev
(véage ademiis ¢l punto 2), hallaremos que a fancidn
vhll Ny {0‘.) k
t7 = ek A N<Ci<t N
. i T:\' (C‘) ] g {ﬁ
es la solucidn del problema (38). Aqui
s (w)y=ch (n Arch @),
sh ((n4-1) Arch &)
o} =
Un () sh (ATch )
son los polinamios de Chebishev de grado n de primero y segunda
género,

s e =1,
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Puesto que o 2> 1, entonces
mix  v= 1y =f‘.__....~.m_m{f"'*‘ (o&).
DsgistN -1 v Ty (o)

Asi, ostd obtenida la estimacion
’ ) ¥ e
yh=C vy I ey, y}+T (.'f;s ”me

pura la funciin retienlar »;, que satisface la condicién gy = 0. Esta
ealimaciOn es exacta en el sentido, que ella pasa a ser igaaldad, si en-
calidad de »; tomamos la funcifn v;,

Estimemos ahora vy por encima para cuabquier k. 8i designamns
ch 2z = o, entonces z 2= O ¥

th = 2shz, N = l/h = ¢l/{2 shz).
Ty (@) == ch 28z = c¢h w (3), (39)

_ sh2¥z _ shwa) R
U= = heelis 2 “@=3pc-
Por esn
showe (2)
L‘u=

Ya que para & f[ijo
ﬁ__rl (shz—zchz)
dz sh? z
enloness

<o,

dw
chz———shzshwehw
deg dz <0
dz ch® z ch¥uw e
lor consigniente, v, es maxhmo para z — 0. Talo da la estima-
cidn ¢, << ¢k (el). La designaldad (35) cstd demostrada. .
Ahora sea y; la funcién reticular arbitraria. De la ohservacion 2
al lema 14, enando o; = 1/e, d; =&, g = %3 — 0, py — px = 2/h,
pr = 0 parn 1 < i < N — 1 oblenemos la estimacion

4 . " 1 5
stk < mix e[ e Vb Gk D |-

domle v; es la solueion del problema de contorne

1 i .

Uz, —E 0, SIS N1,

—— —gy = — i —— —RNp—
wh X0 a b eh x, N 2 [

La solucion del problema (40} es la funcidn

el [T - {a) -+ T () . )
T (@ SISN

F,-'i —
domle @ estia delimdo mas arriba.
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De ﬂqlli oncontratmos que

1y — g et e IO T (@)
ogien O TN T @A D Nl @

Estimemaos esta expresidn por encima para cualgueer A, Ulilizamlo
(39) obtenemus

(41)

1 1
o Ad-chw(z) ch =z w0 {z) < ch o () —_
W= Chzshaw (= 1 . 1 =q (z).
chzali —-w (2 sh 5w (z)
Ya que
ap 1 dw
dz  ShE0,bw 0z >0,

enlonces Ia Tuncién ¢ (z) es méxima para ¢l z = z; méiximo, el cual
s¢ encuentra de la relacién ch 2z, = 1 + €22/8 (h << #/2). Do (39)
obtenemos, que w{z;) = 4z,. Por lo tanto,
ch 2z, 14-&21%/8 84 gl
tP (zu) R h 2 _— ¥ _" 33 — P o r 3 L
sh 2z, } 8RB edi64 el V 1GFeil2
La estimacién (306) ha sido obtenida.

Los lemas 13 y 14 se generalizan sin dificultad al caso
de una red no uniforme o arbitraria. En este caso para los
produclos escalares se utilizan las notaciones (4), (6), y los
nperadoves de diferencias A se eambian por los correspon-
dientes operadores sobre la red no uniforme.

LEMa 16 Sean p; = 0, di Z= 0 definidas sobre lu red no
uniforme arbitraria w, pr =0 y a; == ¢, = 0 definida sobre
o*. Sean %y = 0, %, == 0 niimeros arbitrarios Yy supongamos
que se cumple la condicion %y, + %, -+ (d, 1) > 0. Para
cualquier funcidn reticular y,. definida sobre w. es vdlida la

desigualdad (33), donde 1/y, = mix v y v:es la solucion
<IN
del problema Av; = —py, 0 << i< N. Aqui el operador A

se define por las férmulas
1 j
f T (@Y, 0— nolo) — dollo, 1 =0,

{ .
| — 7w (envz y+*yn) —dyyn, i=N.

El lema 16 so demuestra igual gue el lema anterior.
OBSERVACION t. Sig; =1, d; =10 y p: = 1, enlonces la
desiguladad (33) toma la lorma

Y1y (Wi 1), + %oy + na¥i¥, (43)
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donde

. 8 {1 4 ¥y + Inyny)?
VA= T Trg) (2 D3ty) (g T 2% F Tgrey)

8i, ademas, y, = yy = 0, entonces la designaldad (43) pasa
n ser la desigualdad (30). Si y; se anula selamente en un
extremo, por ejemplo paras { = N, ecntonces poniendo
yn = 0 en (43) y pasande al limite cuando %, — oo, ohte-
nemos la estimacién

. 8 (14 1ng)2
MW DKEE Voot ablhs V1= i p -

osErvacion 2. De la definicion (42) del operador en

diferencias A y de la primera formula de Green de diferen-
cias se (educe, que

(— Ay, y)==(ayd, 1), +{(dy, y)-+»y)+ nwh.
Por eso la designatdad (33) del lema (16) puede ser escrita
en la forma

Y1y 1) <= (Ay. p).

Pasemos a la deduceion de la estimacién (43). Hatlemuos 1a solu-

cion del problema Ay, = —p;, 0 < i< N, bajn las anposiciones

indicadas en la ohservacidn 1. Tenemos el problema de conlorno de
diferencias

2 = — i . 4
e 1, 1sis N 1, (44)
Uy, g = Hollg — Ky, =20, (45)
e = faly — fipe, 0= AN. (46)

Multipliquemos la ceuacion (44) por A, sumemos segan i deade j
hasta &N — 1 y tengamos cn cuenta la condicidn de econtorno (40).
Oblond romos

N-1 N-1

Yo hi= g —_—— = — P =
TZ_?' I’Jr:b:. i ' 12j (':C, i1 Lx, i) i):x‘. N ’x, 3

N-1
= —K,I.'N—F?.’J\v——t';' ¥ ;2? Ry=ux;—0.0h;—l-Hy.
e agqui se deduee, gue
e L —wwpy + 05k —x;, 1KjKN. (47)
Ponicndo j — 1 en {(47) y teniendo en cuenta las igualdades ki =
== 0,50, b | =7 Uy a7 Keby — fig, abtendremos la relacion entre vy

y un
Yty -+ Hoy = L (48)
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Multiplicando (47) por k; v sumando segin j desde 1 hasta #, hallare-
TS
i

i i
jhj wleg— g == {l—n,0n) 2 kj—’z (£j=—0,0k)) hj.
=1 =]
Como hj=aj—xj_;, ay=0,0k; 20,5 (x;4xj3), entonces
i 1
2)
=1

i i

hj=-uxi, Z‘,(.xj-—u.sk_,-) k;:f),ﬁz (:x‘;—--r-f_i}=lh51'f-
i=1 F=1 '

De esta lorma tenemos

v == by e axp (1 — Hy ) — 0,5..!.'3 ==y
0,5 (= wyrg)® — 0,5 (i — 1+ wyrye)?,
By == by, —|— l (E —_— xl”{\') —_— 0,532.
De (48) y (50) oblencmos
il ! (24 Ixg)
O 2 Oty vy e )

0<i< N, (49)
Poniendo agui ¢ = N, hallatemos 1o segundu relacion para s, y Uy

{50)
L{2-Ing)
= : 51
"N T FrnD) o
Puesto que 0 << 1 — wyvyy < L, entonces de (49) y (51) hallaremos,
mix vy ey 0,5 —ney)i=
=iy

que

— 12 Deg) (24 1%)) (200 - 2y - Dyn,)
8 (%3 4 Ig¥y)® =
De aqui y del lema 16 se desprende la estimacion (43), Si y, = ua = 0,
entonees, poniendo a; =1, d = 0
linnite cn ?43_] ¢l
(30) con ¥y,

Yy pr==1 en (33 ¥ pasando al
= 8/1

ande %y - o0 ¥ ¥, = oo, oblenemos la estimacion
2
5.

Estimaciones superiores para operadores de dilerencias,
Obtengamos alora eslimaciones superiores para algunos
operadores de diferencias.

LeMa 1. Para la funcién relicular arbitraria y,. prefijada
sobre la red no uniforme , es vilida la estimacién

(e, 1) .<v2(y, ¥,
donde

(52)
. [ da, Adpr i 2
Y2 = INax [ FE T, max o

1 N

ay ais1 |
1sissN—1 (‘1*’-
Si la red es um’.forme, entonces

By

4 " " a o
Ye= 3y Max fa,, &y, mix (»-fi_;‘—“ ) _] .

£ 1<iSN -1

- 2 a; Qi1
mix — (H—‘— 4’-—) -
1igN_1 M\ Ry + By

Si yp=yyx =20, entonces y, =

309



En efecto, tenemos
N

ui (Yz—Yia ¥
(“yir 1')m";_' E iV ;;i“ 1 =
=1
N N-=1
“ D S 2 S
== i=0 i=1

Utilizando la dosigualdad 2y,y;_,<<yi+ yi- 1, oblendremos
para a; >0, que

N-1

2 2 .

(ayt, 1), < \‘ Tyt D) i
|n! =1}

N-1

=2 ey thzz( )_,:h,
Teyhie Yoo k Ny B \ Ry n.
i=1

N
Comeo #y = 0.5k, By = 0Dy ¥y {4, ) = Z. yihi, enlonces
i

=0
de agui ¢ desprende la estimacién (52) eon ol valor indicado
para y,. El lema 17 esta demoslrado.

LEMA 18 Sean a; =0, b; =0, y o0,, o, no negulivos,
al mismo tiempo (b, 1) + o0y -+ 03 = 0. Para una funcion
reticular arbitraria y:, definida sobre la red no uriforme o,
es valida la estimacion

(ay%, 1)y, + @y, 1) 0yt +oyh<va(y: ¥), (53)
donde ¥y = vy 4 (1 4 93) max vy, Y, estd definido en

el lema (17). y v es la solucién del problema de contorno

(avs), —v;=—b, 1<isKN—1,
x, i
Dy g Vo= —=lpm— S =0 (54)
hl'l x, 0 0 0 :?0 L) — Vs .
UL T | IR, I W ! |
iy VR N T UN = by Tl t=~N.
En efecto, del lema 16 pora p; = b; 81 1 << & { -— 1,
o = by + Gpllig. Py — by L Oliy Yy =n, =0, d; =1

obienemos la estimacion

by, y) +ooyy -+ oayk = (py, Y)<< max v, [{ayd, 1), + ¥, )1,
=iV
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donde »; es la solucién del problema auxiliar (54). Empleando
el lema 17 tendremos

(ay%s 1) 4-(0y, B) ooy +owh<<(1+e) (ayi, 1), +ely, 1)<

S+ +72) ey, 9)y = mix v,
Ui IV
EI lema 18 esta demostrado,

6. Esquemas de diferencias como ccuaciones operaciona-
les en espacios abstractos. Después del cambio de las deriva-
das, que entran en la ecuacién diferencial y Ias condiciones
de contlorno, por lps relaciones de diferencias sohre cicrta
red © nosolros obtenemos un esquema de diferencias, Las
ccuaciones en diferencias, que relacionan los valores bus-
cados de la funcién veticular en las nodos de @, forman up
sistema de ecuaciones algebraicas. Este sistema cs lineal,
si el problema inicial es lineal.

Ll esquema de diferencias se define por el operador de
diferencias, el cual define la estructura de las ccuaciones
en diferencias en Jos nodos de Ja red, donde se busca la solu-
¢ion incoégnita, y por las condiciones de contorno en los
nodos de la Ifrontera. El operador de diferencias actiia en el
cspacio de las funciones reticulares, prefijadas sobre w.

Examinemos un e¢jemplo. Supongamos que es necesario
hallar Ia solucién del problema

W= —pix), 0<zr<l,

w(0) = %u (0) — py. w (l) — py. %y 0.
sobre el intervalo 0 < L
Sobre la red uniforme @ = {fz; — ik, i =0, 1, .. N,

AN = I} ponemos en correspondencia al problema (55) cl
esquema de diferencias

(55)

Ay, ==y = 6 AISISN A,

2 L2 i
Ao =5 (Ux, o— k) = ""('Po T !-H) : (56)
Y = Mo

¥l operador de diferencias A estd definido sobre un con-
junto (N -+ 1}-dimensional de funciones retienlares, defini-
das sobre o, y lo aplica sobre wn conjunto N-dimensional de
funciones, delinidas en o~ = {si €@, 1 =0,1, ...
- «» ¥V — 1}, Estd claro, que ¢l dominio de definicién y el
campo de valores del operador A no coinciden.
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Examinemos ahora el espacioc H (®~) de las funciones
reticulares, prefijadas sobre @-. Definiremos el produclo
escalar en M (@7), como en el ejemplo 1 del punto 1 del § 2:

N1
(w, v)= D) u,0;h+0,5ku40,, u, vEIH(07).
7=

Definamos ahora el operador lineal 4 de la siguiente forma:
Ay = —:\;o;.-. D=<{i={ N — 1, donde y € I (07), ﬁs = y;

o B s
para 0 < i< NV 1 y ¥y == 0. Aprovechando esta delini-
cion, daremos la escritura detallada del operador A:

2 .
= (Y. 0— %alo)» i =0,

Ay, ={ —¥z p ISISN-=2, (57)

1 ]
| 7 Cur-i—yna) i=N—1.

El operador 4 aplica H (w~) sobre H (w™) y es linecal.
Transformemos el esquema de diferencias (2). Teniendo
en cuenta la condiciédn yy = p,. escribamos (56) en la forma

2 2
— 5 Ux, 0— %o¥0) = fo= ((Po"*' - l‘r:) ’
—y. =fi=0, 1IN —2, (58)

xx,
4 1
7 Cun_v—Yn-2)=Fna = ("P.-v—a + 7% P»z) -

Comparando (57) y (58), hallaremos, gue el esquema de
diferencias (56) se escribe en forma de la ecuacidén operacional
de primer género

Ay = §, (59)

donde g es la incognila, f es el elemento dado del espacio
H (o7}, y A es el operador, gque actiia en A {(w~), delinido
mas arviba.

Indiquemos las propiedades fundamentales del opera-
dor A.

Ll operador A es autoconjugado en #H (w™), es decir

{Au, v) = (u, Av), 1w, o0&l (@7).

- 2 ) .
(Au, ») v al mismo tiempo

En efecto, (Awu, v) =
;uv = ;{?N = 0. Aplicando la segunda férmula de Green de
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diferencias (13), obtenemos

i 2 o o
i DA (Ux, o — Holig) Vo =

N1
B L] o o
(Aw, v) = 3] uz, @
f=1 i
Nl o & 5 o -3 a e o o
= -321 iUz, ot (e —vu) y — (U — v 1)y +
s © ee Nl m s o oo a B
(Ul — Hglit)y = g Wz, ht (D — vty = (1, Av).
=
La afirimacion esti demoslrada,
Ll operador 4 esta definido positivamente, es docir
(Aw, w) =y (u, v), wé€l (0),

%ﬁ% = ti- = 0. Esta afirmacion se
0

dednce de las observaciones 1 y 2 al lema 16, El operador A

en virtnd del lema 10 tiene un operador inverso acotado A =1,

Por eso la solucién de la ecuacion (59) existe y es anica,
Para el operador A tiene lugar la estimacién superior

(A, 1) << vy (e, w), uw € H (),
donde y; = %(1+xo-7;i), ya que yy =0y
(Ay, y) =4, 1)+ %o,

donde v, =

3 2 4
ST 9, W 1),.<47.

La nltima desigualdad se deduce del lema 17.
En calidad de segundo ejemplo examinemos sobre la red
no wuniforme

o =—{2, €[0, 1], 2, =%+ b, ISIKN, 2o=0, 2y=1)
el esquema de diferencias

Ny = ey s o — dayr = —pi, 1< i< N —1,
5 1 1 F
Ago— T_U(Q:yx. a— Xollo} — dylfg = — ( Py -1- Ta l’-:) » 1=0,
(60)
1
Ayy — v (anr.':‘;_ N T HUN)—dnyy =

=._((F-N—}--i-t?p2), i?ﬁN.



I3} esquema (60) aproxima el tercer problema de contorno
para la ecuacién con coeficientes variables

(fn') —gqu = —0 (@), 0Tzl
ku' = %ot — py, x =10,
—ku’ = uqu — g, =1

para la correspondienle eleccidn de los cocficienles a; y diy
por ejemplo para a; = E(x; — 0,0R) v di = ¢ (2:).

Si en ol espacio # (©~) do las funciones escalares, defi-
nidas sobre o, con el producto escalar

(u, V) = 2 w,vh;, ho=0,5ky, hy=0,5ky,

definimos el operador 4 = —A y la [uncién relicular f; =
=@n 1IN -1, [o=0o+ Wl [v=0oy-+
-} wyiliy, entonces el esquema do diferencias (60) se escribira
on forma de ecuacién operacional (59). .

La autoconjugacion del operador A4, que aplica H (w)
sobre H (6)', se desprende de la segunda férmula de Green de
diferencias. Si se cumplen las condiciones a; ==c¢; > 0,
di=0, %20, %, =20y % + %, + {(d, N> 0, entonces
el operador 4, es definido positive en # (w), y es vilida la
estimaciéon (Awu, w) =y, (w, u), t/y; = mix v;, donde

itV
v; es la solucién del problema Ap, = —1, 0 <Ci<C N,

Notemos, que la positividad de »; se deduce del principio
del maximo, cierto para e operador A bajo las condiciones
indicadas.

Si d; = 0, entonces se puede obtener un estimado burdo
para ¥, de la siguiente forma. De la primera férmula de
Creen de diferencias oblenemos

(Ay, y)=(— Ay, y)=(ay?, 1)m++%oy§+xiyf-

En virtud de las condiciones «,zc¢; =0, 1<Ci<<WV, de
aqui liallaremos

(Ay, 1= es[(2, 1)+ Royf2+ %392,

donde CyHg =Ko, C1%g= %y. Ya que #,-+x%;>0, entonces
de la observacion 1 al lema 106 obtenemos la estimacion

(W, 1),.+ %o¥2+ 2022, V),
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donde

_SGatw i)
L (2 Lotg) (24 Loty (@rtg - 2oy Frigry)
Sustituyendo aqui %, y x;, hallaremos que
(Au, u)=v(u, u), donde

Vi=¢ N Bey {oyxg 4 o3ty -+ Ingi,)?

1OV ™ 20, T Ttg) (Bos - 16y) (26, % + 20,7, F Tighy) *
Para el operador A tiene Iugar la eslimacion por encima
(A, ) < vy, (1, w), donde y, estd definido en el lema 18,
va que

¥ =

(Ay, y) =(ayi, 1), +(dy?, 1) +2y) 4 %yn.

En el ejemplo examinado el operador 4 y el operador de
diferencias A estian delinidos en el mismo espacio de funcio-
nes reticulares H (w) y so diferencian sélo por el signo.
A diferencia del primer ejemplo, los miembros derechos del
esquema de diferencias (60) y de la ecuacién operacional (5Y)
coinciden.

Nosotros nos limitamos aqui a los ejemplos mas simples.
En el prézimo punto por un procedimiento andlogo sc
reducirdn a Ias ecunaciones operacionales los esquemas de
diferencias, que aproximan los problemas de contorno elip-
Licos en un espacio de varias dimensijones, en los carrespon-
dientes espacios de Hilbert de dimensién finita de funciones
reLiculares. Serdn también estudiadas las propiedades fun-
damentales de tales operadores.

De los ejemplos citados se desprende, que los esquemas
de diferencias se pucden inlerpretar como ecuaciones opera-
cionales con operadores en un espacio lineal normado de di-
mensién finita. Para estos operadores es caracteristico, que
cllos apliquen todo el espacio en si mismo.

7. Esquemas de diferencias para ccuaciones clipticas de
coeficientes conslantes. Sean G = {0 << w, < 1,, & = 1, 2}
un rectangulo, ® = {a;; = (ihy. h) €G, 0U<Ti<< N, 0
LN, ANy =1lg. & — 1,2} una ved en G, v v el
conjunto de los nodos fronlera de la red . La red es uni-
forme por cada direccién x, y su paso es k. Designemos
mediante @ el conjunto de los nodos interiores de la red.
lntroduzeamos el espacio de las [unciones reticulares If =
= H (w), definidas sobre ®. Definivemos en H el producto
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escalar
Nqi Ng-1

(woo)= & N wlh Dol §)hihe.

Examinemos el problema de Dirichlet de diferencias para la
ecuacion de Poisson en la red o
2

Ay= E: Agy=—¢(x), z€o,
o=
y(x)=g(z), x€y, (61)
donde Agy = a=1, 2.

T )
El esquema de diferencias (1) se puede escribir en la
forma de la ccuacién operacional (59). Para esto definamos
. & o
el operador A medianle la formula Ay = —Ay, a2 € w,
e o 4 [ 3 £ 5
donde ¢ €T, y € H y y (x) = y(x) para & € 0. Aqui II es el
conjunto de funciones roticulares, definidas sobre @ vy que
s¢ anulan sobre y. El segundo miembro f de la ecuacién
(5Y) se diferencia del segundo miembro g del esquema de
diferencias (61) solamente en los nodos fronterizos
= ¢+ @ihi + @'k,
donde

g0, x), zy=hy,
Py (&)= { 0, 2y <oy <L — 2y,
gty &), ¥y=11—hy,
gxy, 0), xp=hy,
g (&) = U, 2ha<ma<Tlp— 2h9,
g (xy, la), xp= 15— hy.
Investiguemos las propiedades del operador 4, que actQa de
H (o) en H {®).
1. El operador 4 es awtoconjugado:
(Au, v) = (u, Av), wu, v € H (©). (62)
Para la demostracion lengamos en cuenta gque

- 5 Na-1 Ny-1 - B
(A, ¥)={(— A, v)=— 2 hy % h(vAu),; =

=1 i=i
Nz-1 Nip-1 s - B
S 2! ky 2 By (uAw), - —(u, Aw)y={u, Ap),
= j=1
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ya que en virtud de la segunda formula de Green de diferen-

cins, sobre la ved o, = {di (D) = thy,, 0 i< N, N, —

= 1,}, el operador de diferencias A satisface Ja jgnaldad
Ne—1 5 a Ny-1 o =

2, @AW= 2 b (A w),,

i=
y ademis, se puede eambiar el orden de sumacién pot i y j.

Andlogamente enconiramos, que (Agu, v) = (1, Aw).
De aqui se dednce (62),

2, El operador 4 cs detinido positivo, y para 6l son vili-
dos las estimaciones

S C A << AE, 820, (63)

donde

3

p"ﬁ, *x

TWa

z ]
T 2 g X !
=2 ] S =22

=1

el

2
v 4
A=Y 77 cos?
o

2
g 4 ¥
zNo; S:“;. Z 'j{ﬁ'- ({’4)
a=1 =l

Nolemos, que § y A son los vaiores propios minimo y miximo
del operador de Laplace A de diferencias (véase el punto 1,
§ 2, cap. 1V).

Ista afirmacién se demucsira igual que ¢l lema 12. De
esta forma hemos establecido, que en H = I (w)

A =A% OSE<<A<AE, ©&6=0

Si sobre una parte y, de la frontera reticular y se prefija la
condicién de contorno de primer género y{x) — g (2),
€ ¥y, ¥ sobre la parte restante se dan condiciones de con-
torno de segundo o Llercer género, entonces el operador A
s¢ define por el método descrito més arriba, al mismo tiempo

H es el conjunto de las funciones que se anulan solamente
sobre vo, ¥ i = I (wy) es el espacio de las funciones reti-
culares, definidas sobre w, = @ U (y°y,). Por cjemplo,
sea yo = {wiy; €@, i = 0, 0 << j<{ N,}, vy supongamos que
sobre Py, estdn dadas condiciones de contorno de segundo
género. Entonces el esquema de diferencias se eseribe en Ia
forma

Ay = (A1 + Ay = —ip (&), & € wy,
y (@) = g(x), €7,



Agui
2
\

Agy= Ve ot hy Sy lp— g,
== ‘;;z—‘ Yo\ xg-= b MKy KLy,
2 X3

y el operador A, se da por las f[drmulas
y‘ x L] hig‘rlg._l‘l‘_hh
*15
L 1= 9 _
_-Ey:‘?]‘ xi"_'zh Ogﬁxz--:_-;lg.

B producto escalar en el ospacio H = I (®,) es define por
la férmula

Ny Ne
(, v)=2 Zu@ Noli NA@ R,
donde
5. (1 . l k-l, 1%&%}\“-—1,
W= 108k 1= iy,

( hg 1<j<Na—1,
M= oshe 1=0. N

Se puede mostrar que el operador A = A, -+ A, correspon-
diente al operador de diferencias A es autoconjugado en /7
y para él son ciertas las estimaciones (63) con 8 = 6, +
+ 8 A=A+ Ay 51=;izs°n2"1 A = ?—300524 ’
] X ¥ IN,
8, =0 y Ay = % Aqui 8, y A, son los valores propios
minimo y méximo del operador de diferencias Ay, @ = 1, 2.
Nolemos, que los operadores 4, y 4, conmutan tanto
para el primero como para el segundo problema de contorno.
Por eso, en virtud de la teoria genoral (véase el punto 5,
§ 1, cap. V) los valores propios del operador 4 son la suma
de los valores propios de los operadores A, y Ay A {(4) =
c= A (4)) + A (4y).
8. FEcuaciones de coclicientes variables y con derivadas
mixtas, Examinemos el problema de Dirichlet para una ecna-
cién eliplica de coelicientes vaviables en el rectdngulo
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G = 0=, < e, & =1 2)
a
Lu =3 -2 ((ka (2) 5
trst
w () —g@, zel,
donde &, (x) ¥ ¢ (x) son las funciones suficicntemente suaves
que satisfacen las condiciones 0 << ¢, << ko) < ey 0K

= d; << ¢ () =< d,. Designemos medianle =0 P Ia
rod con pasos ky, y ks introducida en el punto 7.
Pongdmosle en correspondencia al problema (65) el pro-

blema de Dirichlet de diferencias sobre la red @:

)—a@u=—q(), z€G, (65

Ay =(A -+ Ay —ady =—q¢(2), zx€uw, (66)
y(@) =g, x€v,

donde A y= (a“y;“):w. a=1, 2, ¥ as(x), d(x) se expresan
por ejemplo, asi:

y (:rls 5‘-"2) = k’! (“rl =7 0,5k1| &l'a),
@y (21, &2) = ky (21, 73 — 0,5h,), 4 (2) = g (2).

Entonces los coeficientes del esquema de diferencias satis-
facen las condiciones

Oy Ka, ()<< 6 0<d<<d<<d,. (67)

Designemos mediante ¥ = H (@) ¢l espacio de las funciones

o

reticulares, introducido en el punto antevior, y mediantle /7
el conjunto de Tunciones reticulares, que se anulan sobre .
Escribamos el esquema de diferencias (66) en la lorma

de In ecuacién operacional (59), donde definimos el opera-

dor 4 de la forma usual: Ay = —!\_z;, siendo y € H, ;; € I

¢ yla) =y y (x) para z € .
Dngnemns mediante 7 = %, + #,. donde R,y =
— Yzya, ¢ =1, 2 el operador de Laplace de diferencins

y definamos en /A su correspondiente operador R: Ry =
= —Fy, yEH, y EH y y(2) =y (x) para z € .
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LEMA 100 EL operador A es autoconjugade en H, y para €l
son. clertas las estimaciones

(e, + dyA) (Ru. w) <C (An, w) <<
< (ey + dy/8) (Ru, wy, (68)
(€6 + dp (. w) < (du, w) <
< (e A L dy) (u, w)y,  (BY)

donde 8 y A estdn definidos en (04).
En efeelo, de las condiciones (67) y de las estimaciones
obtenidas en el punto anterior

SE < R << AE, (70)

se deduce, gque para cualquier uw € H son ciertas las desigual-
dades

(R, ) <dy @, WS (U, B)<dy (0, W< (Ru, w).

(71)
Seguidamente, la primera fé6rmula de Green da
o o i {_;'j Ny a
(A, u)= —(Au, uy= 2, 21 (@31 ))i; habas
=1 i=1 :

a o Na-1
(R, u) = —(Fyu, uy= 2,

d
Ny
2 f.gi (ui')u Ryhy.
En virtud de (67) de aqui obtenemos las desigualdades
ey (R, w) << (A, w) < €y (B, w).
Andlogamente hallamos, que

ey (Mane, u) < (Ayu, w) =< ¢y (MHau, u).

L

De aqui y de (70) se desprenden las desigualdades
e (u, ) < 6 (Ru, w) < (A, + A u, w) <
< ¢, (Ru, 1) << e,A (1, u),

y suméindolas con las desigualdades (71) obtendremos (68)
v (69).

La autoconjugacién del operador A ge demuestra andlo-
gamente al punto anterior.

Sefialemos, que en las desigualdades (68) estén indicadas
las constantes de equivalencia energética de los operadores
Ry A, y al mismo tiempo, como d, == 0y § == 8/1} + 81,
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entonces estos operadores son eqguivalentes con constantes
que no dependen del ntmero de nodos de la red.

Examinemos ahora el problema de Dirichlet para una
ecuaciGn eliplica que contiene derivadas mixtas

Lu= 3 5 (kap ()5 )= —0(a), 2€G,  (72)

w(x) =g @), =e€l.
Se supone, gne se cumplen las condiciones de elipticidad

2
2
€y <<

L2

T

2 —
kap () Bakp<Ser X 8 2€0,  (73)

3

o, =1
donde e¢; =2¢; >0, vy & = (§;, &) es nn veclor arbitrario,

Sobre 1a red rectangular @ al problema (72) se le puede
poner en correspondencia el esquema de diferencias

2
Ay=0,5 A . |=—p(z), i
=05 2 (Fasky ), (hanly ); 1=—0 (2), €0

y@ =g, =z (7

Escribamos (74) en la forma de la ecuacién operacional (59),
o
definiendo el operador A de In manera usual: Ay = —Auy,

o =)

donde y e H(w), y€ H ¢ y (2) = y (z) para x € . Con
esto ¢l miembro derecho f sc diferencia del miembro dere-
cho @ de la ecuacion (74) solamenile en los nodos fronte-
rizos. Para cncontrar la forma explicita de f se debe escri-
bir la ecuacidn en diferencias en un nodo fronterizo, utilizar
las condiciones de contorne y pasar al miembro depecho de
la ecuacién los valores conocidos de y (z) sobre .

Mostromos ahora, que al cumplirse las condiciones e
simetria ky, () = kg (2) el operador A4 es auloconjugado
en el espacio H = H (w), definido mas arriba. Para eslo
escribamos el operador A en forma de la suma A = (A, +
~+ A,)/2, donde

Aqy= (kmuyga + k“ﬂygﬁ)xu+ (kaay,,a + kaﬂyxﬁ B
ﬁ L 3 — Oy o == 1 4 2.
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Utilizando las férmulas de sumnc;()n por partes (7') vy {97,
obtendremos para cualesquiera w v EH

Ng—1 Ny
(\jun U}‘—‘-‘ —= Z 2. [(k“u- —‘—k,zu }y_ ]Uh’lkia‘"_
N!_;I Np—1
- 3%1 i%l I(’ctiuxl_)‘k:zuwa) le]l.i' 1712-

o

Teniendo en cucnta, que 051 Yy vy, son iguales a cero
para j==N, y j=0 respectivamente, la igualdad obtenida
se puede escribir en la forma

a o N1 Ne
(Nu, v) = 2! 21 (% uu,:l '?—kszux,) U,,l]u Bty —
Ng—l lel
- 26 (kiluxl+k12”'xs) vm]:}h hy. (75)

Aadlogainente ha]lamos
(Aoti) 6) = — ﬁ 3 (i, + Ragiz,) 52, i —

= 2 Z [(kmr,:xz+kmr:xl}ngl,_fhikz. (76)

=0 =0

Summu]o (75) v (76), obtenemos

(A, 5= —0,5 2 ;Z hatez Z Faptiz bz )is—

Nij—1 Ng-1

—0,5 igﬂ {2 h hz( 2 k ﬂuoeav'cﬂ)u (77)

De aqui se deduce, que a la comhc:on kys = Kk, se cumple
fa igualdad
o o -] o
(Au, v) = (u, Av).

IEn virtud de la igualdad (Au, v) = ——(AI:, L?) el operador A
es auloconjugado en H.
Flallemos las cotaq del operador A Sustiluyamos en (77)

Ia Tuncidén reticular u en lugar de v ¥ lengamos LI] cuenla
la eondicidn de olipticidad (73). v la condicibén w (x) = O
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para z € y. Obtendremos

& 3 Ng-1 Ny = Ni-1 o
—(Au, u);o,Scii‘Zl heg | 25 (e, ) By +- _Eo (Uey)ii o] +
= - ==

Ni-1 Na Nﬂj"l o
+ 2 il Gghhe -+ 2 (sl hall =
Na—-1 Ny NI_T

s 1 N2
=el 2 2 () hiat ,2]1 (43,03 hahal =

=1 = Focer |
o o
=C1(_'-9?u’: u),

donde & es ol operador de Laplace de diferencias. Andlo-
gamente hallaremos

—(Al, 1) < c5 (—Ru, ).

Teniendo en cuenta la estimacién (70), obtenemos las si-
guientes designaldades para el oporador A:

¢, (Ru, w) < (Au’ u) << e (Hu, u),

78
€16 (u, uw) << (du, uv) << A (u, u), (#8)
donde 8§ y A estian definidos en (64). Por consiguiente, el
operador A correspondiente al operador eliptico de dife-
rencias con derivadas mixtas, y el operador R, correspon-
diente al operador de Laplace de diferencias son energética-
mente equivalentes con constantes ¢, ¥ ¢,, que no dependen
del nimero de nodos de la red. El operador 4 tiene las
cotas ¢,0 = O (1) y c;A = O(1/RY), (h* = h? + R]), y si el
nimero de nodos de la red es grande, entonces el operador 4
estd mal condicionado.

Sefialemos que 1as desigualdades (78) se mantienen cier-
tas aun en el caso, cuando para la aproximacién de un ope-
rador diferencial L se utilizan los operadores de diferoncias:

2
Ay= é" Z [(kauy; )xa—f"(kaayxa); 1+
C=1 b o
1=-2
1
+7 2 ke )+ eany; ); 1
orafd Bra
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6

2
Z

bt

Ay = |\ Waal= ).+ (kgol, )= 1+
xﬂ'- [r 2 (-3 xﬂ

=1

o |

|
o S} kapys ) 4 ey, o + (kagty ). + (Faptz )= 1
e xp o A xg B o xp Xy

§ 3. Conceptos fundamentales de la teoria
de los métodos iterativos

1. Método de establecimiento. Mds arriba se mostré que
los esquemas de diferencias para ecuacionecs elipticas se
escriben de manera natural en forma de una ecuaciéon ope-
racional de primer género

Au = f (1}

del operador 4, que actia en un espacio de Hilbert 71 de
dimensiéon finita. A Ias ecuaciones lineales eliplicas covres-
ponden los operadores A lineales, mientras que a las cuasi-
lineales corresponden los A no lineales.

La teoria de los métodos iterativos para la ecuacién ope-
racional (1) puede ser expuesta como una de las partes de la
teorin general de estabilidad de los esquemas de diferencias.
Losg esquemas iterativos se pueden interprelar como métodos
dle establecimiento para la respectiva ecuacidén no eslacio-
naria, Expliguemos esto en el ejemplo de una eccnacién
con un operador 4 autoconjugado, definido positive y aco-
tado, = A* = 8E, 6 = 0.

Sea v = v (t) Ia funcién abstracta de £ con valores en H,
es decir, para cada t fijo v (£) es un elemento del espacio /.
Examinemos el problema de Cauchy abstracto:

d
T';-+Av=f, t=>0, v(0)=vo € H. (2)
Mostremos que, lim j|v (/) —u |l = 0, donde u es la
t

-]
solueidn de la ecuacién (1), es decir, al crecer ¢ la solucién
v (¢) de la ecuacién no estacionaria (2) tiende a la solueién u
de la ccuacién estacionaria (1), (no dependiente do #}. Se
dice que tiene lugar un <establecimiento» o «salida a un
régimen estacionario». Para el error z (f) = v ({) — u tene-
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mos la ecuacién homogénea:
dz
-£-—,—Az=0, t=>0, 2(0)=v(0) —u.
Multiplicando esta ecuacién  escalarmente por z:

(ﬁ—is 3)‘“*17-’ z)=0 y teniendo en cuenta, que

(2]

d 1 d 1 d ;
(Tia -)=Tﬁ(3s B) =5 g lizI?
Az, 2) =6 |l z II%

oblencemos
LNz (5) 112428 || 2 (1) [P<O.

Después de multiplicar esta desigualdad por e8¢ = 0
tenemos

d
57 €412 () |20,

de donde se deduce que 28t || z (2) ||2 =< || 2 (O) [[* &
o) —u|l<<ed||v({0) —ul|| — 0siendo t — oo,

De esta forma, resolviendo la ecuacién (2) con tode v, € H,
nosolros obtendremos para ¢ suficientemenle grande una
golucion aproximada de la ecuacién (1) con cualquier exacli-
tud prefijada, Este mélodo para obtener ]a solucién se llama
mélodo de establecimiento. Una propiedad andloga de atenua-
cién de los datos iniciales la poscen los andlogos de dife-
rencias de la ecuacion (2).

2. Esquemas iferatives. Detengamonos primeramente en
la caracteristica general del concepto de esquema ilerativo.
Supongamos que se exige hallar ]a solucion de la ecuacion
(1). Al principio supondvemos que A ez un operador lineal
definido en .

En todo método iteralivo de resolucién de la ecnacion (1)
se parte de una cierla aproximacion inicial y, € H y sucesiva-
mente se delerminan las soluciones aproximadas y,, .,

c oo Yue Yi+1e - - donde & oes el ndmero de la iberacion.
La aproximacion g, 4+, se expresa mediante las aproximacio-
nes anteriores conocidas mediante la férmula recurrente

Yn+1 = Fy (Yoo Y1 - - oy U).

donde Fp es una cierta funcién dependienle, en general, del
operador 4 del segundo miembro de f ¥ del ntinero de la
iteracion k.
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Se dice que el método iterativo tiene orden m, si cada
subsiguionle aproximacién depende solamente de las m
anterioros, es decir,

Yat+1 = Fk (yhv-m‘f'li ¥r-m+2s -+ o5 yh)-

Los esquemas iterativos de orden alto exigen para su realiza-
cion de memorizacién de un gran volimen de informacién
intermedia y por eso en la practica con frecuencia se limitan
a los valores m =1 6 m = 2.

De 1a cleccién de la funcién /), depende la estructura del
esquema iterative. Sila funcién es lineal, entonces el método
iterativo también se llama lineal. Si #; no depende del
nimero de la iteraciéon k, entonces el método iterativo so
Ilama estacionario.

Examinomos la forma general de un esquema iterativo
lineal de primer orden. Cualquier dicho esquema, en co-
rrespondencia con Ia definicidn, puede ser escrito de siguiente
modo:

Ya+1 = Sp+ilin + w419+, E=0,1, ..., (3)

donde los S, son los operadores lineales, definidos sobre H
y los 1; son algunos parimetiros numéricos,

En general a los csquemas iterativos se le plantea una
exigencia natural: para cualquier f la solucion u = A~ € H
de la ecuacién (1) debe ser un punto fijo del proceso de
aproximaciones sucesivas (3), es decir

A = Spa A7 + Tin 1 (4)
De aqui se desprende que si ponemos
Spar=FE — v 1Bk, A, @ = Brldlf. (5)

donde B 4, es un operador lineal inversible que aclia en I,
entonces la condicién (4) serd cumplida. Sustituyendo (5)
en (3), obtendremos como resultado do transformaciones
no complejasg

Busy “HI=Eh L Ayp =, k=0, 1, ..., yo€H. (6)

Conservando la terminologia de la teoria de los esquemas
de diferencias (véase A, A. Samarski, Teoria de esquemas de
diferencias, 1977, cap. V). llamaremos a () forma cand-
nica de un esquema iterativo de dos capas. Asi, todo proceso
iterativo lineal de primer orden puede ser eserito en la for-
ma (6). Si By +; = £, entonces el esquema iterativo se llama
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explicito, puesto que en este caso la aproximacién yy, 44
se encuenira con ayuda de la férmula explicita:

Yru-+1 = Yr — Tj 41 (Ayl'z _l}) k=0, i!

Si al menos para un % el operador B, es diferente del opera
dor wnidad, entonces el esquema se llama implicito. Los nime-
ros T se laman pardametros iteratives. Si 7,4, depende
de la aproximacitn iterativa y,,, entonces el proceso iterativo
serd no lineal. Es evidonte, que en un proceso iterativo esta
cionario los operadores B; y los pardmetros <, (mas exac
tamente, B,/1;+,) no deben depender del namero & de la
iteracion.

Sefialemos, que el esquema (6) puede interpretarse como
un esquema implicito de dos capas para la ecuacién no
eslacionaria:

B(5) G+ Av=1, t>0, v(0)=y,

méas general que la ecuacion (2) examinada més arriba, Con
eslo ¢l parametiro T,,, puocde ser considerado como un paso
por el tiempo ficlicio.

La diferencia entre los esquemas iterativos y los esque-
mas para los problemas no eslacionarios del tipo (2) con-
siste en lo siguiente:

1) para cualesquiera By, ¥ Tpe, Ja solucién u de la
ecuacion inicial (1) satisface (6);

2) la eleccidn de los pardmetros T, v de los operadores
Bjq se debe subordinar dnicamente a las exigencias de con-
vergencia de las iteraciones y del minimo de operaciones
aritméticas, necesarias para encontrar la solucién de la
ecuacién (1) con una exactitud dada (para los problemas
no estacionarios la eleccion del paso estd subordinada, ante
todo a la exigencia de la aproximacién).

Mas arriba se supuso que el operador 4 es lineal. IBs evi-
denle que ¢l esquema (6) puede ser ulilizado para encontrar
Ia solucién aproximada de la ccuacién (1) atn en el caso
del operador 4 no lineal. En este caso, frecuentemente, se
elige el operador By, lineal,

Los esquemas iterativos de dos capas () son los mds
usados. Sin embargo al resolver la ecnacién (1} se utilizan
también esquemag de tres capag, que deseriben los procesos
iterativos de segundo orden. Los mas investigados son los
esquemas de tres capas de tipo «estandars. Ellos se eseriben
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en la forma
Brvittner = %psy (Bpey — Tpay A) 4y +
+ ( — o)) Bpatti g b o af (7)

para k=1, 2, ... . Agui se utilizan dos sucesiones de
parimetros iterativos {%,} y {cos}. Paca la realizacion del
esquema (7) es necesario, ademés de la aproximacién inicial
Y. prefijar olra aproximacion y. Por lo coman. ella se
encuentra mediante y, empleando el esquema de dos capas
(6), es decir

By, = (B — 1) yo + wf,  yo € . 8)

Se puede mostrar, que para (7), (8) la solucion « de la ecua-
cién (1) es un punto ftijo.

Si B, = £ para todos los k=1, 2, . .., enlonces el
exquema (7) se lHama explicifo:

Ynrr = Ay (B — Tppad) o + (1 — o) Y +
4 Gpaas ol

En ¢l caso contrario el esquema (7) es implicito.

3. Counvergencia y numero de iteraciones. La diferencia
fundamental entre los mdétodos iterativos y los direclos
consiste en que los primeros dan la solucién exacta de la
ccuacion (1) solamente como el lmile de la sucesion de
aproximaciones iterativas {y,} para & — oco. Una excepeidn
la componen los métodos de iteraciones «finitass, a los cua-
les pertenecen los métodos de direcciones conjugadas, que
permilen tedricamente hallar Ta solucién exacta para Loda
aproximaciéon inicial, en un ndmero finilo de operaciones,
si 4 es un operador lineal en un espacio de dimensién finita.

PPara caracterizar In desviacién de Ja aproximacion
ilerativa y, respecto a la solucién exacta © del problema (1)
se introduce el error z; = y, — u. El proceso ilerativo se
llama convergente en el espucio energélico H o), =i || 34, |l — 0
enando k& — oco. Aqui Hp es el espacio generado por un
operador D autoconjugado y definido positive en 1f.

El sentido de introducir el espacio energético If ;, consiste
en lo signiente. Como nosolros conocemos, una sucesion de
elementos de 7/, que converja cn una norma, converge tam-
bién en wna norma equivalente. Por eso para invesligar
un esquema iterative concrelo es cdmodo elegir un tal espacio
energético /5, en el cual los operadores A4 y I3, del esquema
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iterativo poscan las propiedades dadas, por ejemplo sean
auloconjugados y positives definidos,

Una de las caracleristicas cuanlitalivas mas imporlanles
de un método ilerativo es ¢l nhmero de iteraciones. Fro-
cuentemente se da una cicrta exactitud € = 0, con la cual
es necesario hallar 1a soluciéon aproximada de la ecnacidn (1).
Sillul|lp = 0(1), entonces se exige, que se enmpla la con-
dicion

iy —ullp<<e para 73> n,(e). ©)

Aqui n, (&) es ¢l nimero minimo de iteraciones, que garan-
tizan la exaclitud prefijada e. LEste numero depende de Ta
aproximacion inicial que hemos Ltomado. Podemos aprove-
charnos de la condicion (9) para determinar el momento de
finalizar las ileraciones. si la norma indicada puede ser
calecnlada efectivamenle en ¢l proceso de las iteraciones.
Por ejemplo. si el operador 4 cs no degenerndo y definido
posilivo, entonces, eligiendo en calidad de D el operador
A*A, oblendremos de (9)

Ny —wllp =14y, —f Il < &,
va guae
(W — e Yo — W)y = (A*A (g, — W), Yy — 1) =
= (Ay, — Au, Ay, —Au) = || 4y, — [ |2

Eun el caso general para comparar la calidad de los dife-
rentes mélodos se utiliza el nimero de iteraciones, determi-
nado de la condicion

Nygn —ullo << e llyo — ul|lp para 1 2= ny (8).  (10)

Iiste nimero indica, cudntas iteraciones es suficiente cumplir
para que a cualquier aproximacién inicial y, la norma del
error inicial en H , sea disminuide en 1's veces. La con-
dicion (10) también se puede ulilizar en calidad de crilerio
para ftinalizar el proceso de iteraciones,

A la ecuacién (1) se le puede poner e¢n correspondencia un
gran namero de esquemas iteralivos (8) 6 (7). (8) con cuales-
quiera £y y %z, 24 Entre Lanto, al resolver nun problema
conereto surge el problema de elegir un esquema. Desde el
punto de vista de la malematica numérica lo mas importante
es ]a construccion de métodos ileralivos, tales gue permitan
obtener la solucién de (1) con una exactitud dada por un
liempo de méqguina minimo. Esta exigencia de rendimiento
eccondmico del método es natural. Al efectuar las estimacio-
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nes tedéricas de la calidad del método dicha exigencia se
sustituye con frecuencia por la exigencia de minimo del
nimero de operaciones aritméticas @ (¢), suficientes para
obtener la solucién con prefijada exactilud,.

El volimen total de cdlculos Q (g) es igual a Q (g) =

n
= Z gn. donde g, es el nimero de operaciones para el c6m-

fied

puto do la iteracién de ntimero %, vy n ¢s el nimero de itera-
ciones n = n, (€). El problema de construir el método ite-
rative se plantea asi (para el esquema (6) de dos capas):
el operador A estd fijo, y es necesario elegir los parimetros
Ty k=1, 2, .. ., n»} v los operadores By de 1a condicién
de minimo de Q (e).

En tal planteamienio general es poco prohable que este
problema tenga solucién. Con frecuencia el conjunto de
operadores By se prefija a priori, y si el nimero de operacio-
nes necesarias para invertir el operador By, no depende de k,
entonces ¢, = gy Q (8) = gn, (¢). En este caso el problema
sobre el minimo de Q (g) se reduce al problema de elegir
los pardmetros iterativos 1), de la condicién de minimo del
ndmero de iteraciones n, (&).

Para establecer una jerarquia de los mélodos, es necesa-
rio compararlos por algunas caracteristicas., Algunas veces
se utilizan estimaciones asintéticas para el nimero de ope-
ragiones o para el ndmero de iteraciones cuando el nimero
de incoégnitas en el esquema de diferencias tiende al infinito.
Sin embargo existe una limitacién real sobre el nimero de
incognitas al resolver las ecuaciones clipticas multidimen-
sionales por el método de redes. Asi, por ejemplo. para la
ecuacion tridimensional de Poisson el nimero medio de
nodes por cada variable N =~ 100 nos conduce a un sislema
de ecuaciones algebraicas lineales con M = 106 incognitas,
Es poco probable que resulte (til el aumente del nimero
de nodos. Por eso anle Lodo es necesario comparar los méto-
dos sobre redes reales.

4, Clasificacién de los mélodos iterativos, Los métodos
iterativos se caracterizan por la estructura del esquema ilera-
Livo, por el espacio energético If 5, on el cual se investiga la
convergencia del método, por el tipo de método iterative,
por la condicién de verminacién del proceso de iteraciones,
y también por el algoritmo de realizacién de un paso ite-
ralivo.

Nosotros examinaremos silo esquemas iterativos de dos
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y tres capas, explicitos e implicitos, para los cuales la con-
dicién de terminacién del proceso de iteraciones seri

Ny —ullp<<ellyy —ullp. ©=0.

En la teorfa general de los métodos iteratives se exami-
nan mdétodos de dos tipos: los que utilizan informacién
a priori sobre los operadores del esquema iterativo y los
que no la utilizan (métodos de tipo variacional). En el
prirner caso los pardmetros iterativos T, para el esquema (G)
Y Ta, oy para el esquoma (7), (8) se cligen de la condicién
do minimo de la norma del operador de permiabilidad (ope-
rador que relaciona las aproximaciones inicial y final) o de
la norma del operador de trangicién de una iteracién a otra.
Con esto los paramelros iterativos se eligen de manera tal
que se garantice la mas alta velocidad de convergencia para
la aproximacién inicial mas mala. En los métodos de este
tipo no se utiliza la calidad de la aproximacién inicial.

En los métodos de tipo variacional los pardmelros itera-
tivos se eligen de la condicién de minimo de ciertos funcio-
nales relacionados con la ecuacién inicial. Por ejemplo, en
calidad de funcional se Loma la norma energética del error
de la k-ésima ileracion. En este caso los parimelros itera-
Livos dependen de las aproximaciones iterativas anteriorcs
v poscen la propiedad de ser funcién de la aproximacidén
inicial.

En la teoria general de los métodos iteralivos nosotros
renunciaremos al estudio de la estructura concrola del esque-
ma ilerative. La teoria utiliza ¢l minimo do informaciion
de caracter Tuncional general respeclo a los operadores. EsLo
permite alcanzar ¢l objelivo principal, es decir indicar los
principios generales para construir métodos iterativos opli-
mos en funcidén del carficter y del Lipo de informacién a priori
sobre el problema, y también de aquellas exigencias que se
le plantean al procedimiento de resolucién de este problema.
Estas exigencias complementarias pueden, por ejemplo, con-
sistir on gue es necesario construir un método Gptimo no
para un solo problema sino para una serie de problemas con
un inismo operador 4, pevo con miembros dorechos dife-
rentes.

Sin dwuda, el tener en cuenta la esktrnctura del operador
del problema a resolver permite construir mélodos iteralivos
espeeciales, los cuales posean una velocidad de convergencia
mas alta, que los métodos de la teoria general. isto se alcan-
za con una eleceion especial de los operadores By y de los
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paramelros iteratives. Los métodos especiales tiencn un
dominio do aplicacién cstrecho.

Detengdunonos ahora en ¢l papel de los operadores 13,
Parn los esquemas iteralivos implicitos la eleccion de los
operadores f2;, debe estar subordinada a dos exigencias:
garantizar la convergencia méas rapida del mélodo y la son-
cillez y economia en la inversién de eslos operadores, Estas
exigencins son conlradictorias. En efeclo, si en el esguema
(6) tomamos [y = A y 1y = 1, enlonces para cualguicr
aproximaecién inicial la solucién de la ecuacién (1) puede ser
oblenida en una ileracidn.

En este caso la velocidad de convergencia es mixima, sin
ombargo la inversidn de este operador B, es equivalente a la
resolucion del problema inicial,

Resulta, y esto sera mostrado més abajo, que no hay
necesidad de elegir el operador B, igual al operadorv 4.
Es suficienle que sean cercanas las energias de eslos ope-
radores. Estas exigencias abren la posibilidad de elegir entre
los aperadores £. cercanos por su onergia al operador 4,
operadores [lacilmente inversibles.

En la actualidad se utiliza con mds frecuencia el siguiente
enfoque en la construccién de métodos iterativos implicilos.
El operador 22,.; se define constructivamenie en [orma
explicila. o bien Ta aproximacion iterativa y,4, se encuentra
como resultado de algdn procedimienlo numérico auxiliar,
el cual se puede interpretar como una inversion implicita
del operador 2,4,.

En el primer caso por lo comiin se elige el operador By,
en la forma de un producto de cierto nimero de operadores
Facilmente inversibles de modo que en cierto sentido §l
esté cercano al operador A. Con esto los mismos operadores,
que enlran en ¢l prodnelo, pueden depender de parametros,
los cuales pueden ser examinados como pardmetros itera-
Livos rmnplemenhnoq Por ejemplo, si By = (£ 4- wpd;) X
X (£ 4+ wpd,). donde los A, son operadores, entonces los
nimeros wy Son parametros. En esle caso la variabilidad
del operador £2; se manifiesta Ginicamente en la dependencia
de los pardmetros oy indicados del namero % de la iteracién.
En esta conslruecion del operador 7, se asegura la unifor-
ntidad del producto numérico para encontrar la solucidn
aproximada en cada iteracién,

Detengimonos en dos algorilmos para hallar una nueva
aproximacion g4, en el caso, cuando el operador By,
tiene wna forma faclorizada, Sea By, = BLaBhiey - ..
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... Bli; y supongamos que yy +, e encuentra mediante el
esquema iterativo de dos capas (6). En el primer algoritmo
se resnelve la sucesidon de ecuaciones

B}:v-{-lul . ‘Fh-i-h 13%1-10“ - vﬂ«—i’ Cf.:"2, 3» cean [y (11)

donde Fryy = Bppalyn — Twy (Ayn — f). Se ve que ypyy =
= v?, Cada una de las ccuaciones (11) debe resolverse
facilmente. El algoritmo no exige memorizacion de infor-
macién intermedia, ya que siendo recibida, ésta se utiliza
inmediatamente. La deliciencia del algoritmo consiste en la
necesidad de calcular el elemento Bjuy:, lo que puede
resultar un procedimiento complejo.
El segundo algoritmo tiene la forma de un esquema con

correccion:

Yirr = Y — Traat”?,

Biv' = Ay — [, By — vt

=2 3, ... 0 (12)

En este caso se exige complementariamente memorizar la
aproximaeién iterativa anterior y; y conservarla mientras
no sea hallada ]a correccion vP.

En el segundo procedimiento de construccidn del método
ilerativo implicito se parte, por ejemplo, de un esquema para
la correccién (12), mientras que lacorreccién v? se encuenlra
como la solucién aproximada de la cenacién auxiliar

-Rh+lv = Th, ry == Ayh = .?(- (13}
Supongamos que (13) se resuelve con ayuda de algin esquema
ilerativo de dos capas. LEnlonces el error 2™ = o™ —p
satisface la ecnacion homogénea

FHL — Sm+lzm, m = 0, 1, e ey = 1,

g = b,

dondo S§,4+; es el operador de transicién de la iteracién
m-6sima a la m 4 1-ésima. De aqui hallamos

ki
P=vP—v=8,8, ... S?=T,0"—0), T,,= || Sn,
m=1

donde 7, es el aperador de resolucién o rosolutivo.
Sustituyendo aqui » = Rgir; vy eligiendo »° = 0, obten-
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dremos
v = (E—T,) Rifsr), 6 v°=Biiiry, (14)

donde ulwdiantu By 4, esta designado al operador Ry 4, (£ —
— )

Sustituyamos (14) en (12) y hallaremos, que y;, 4, satis-
face el esquema de dos capas (6) con el operador indicado
Bry;. Sila norma del operador T, es pequefia, entonces el
oporador By, es «cercano» al operador Hy4y. Por lo tanto
en calidad del operador R,; es natural elegir un operador
cercano a A.
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Editorial Mir publicé:

Dobrovolski V., Zablonski K., Mak S. y otros
ELEMENTOS DE MAQUINAS

En este libro se describen los métodos, reglas y normas pa-
ra la proyeccién de la mis diversa variedad de clementos
de cualquier méaquina, con el fin de oblener piezas que
tengan las formas y dimensiones mas ventajosas y utiles,
partiendo de las condiciones preestablecidas de su Lrabajo.
Se ha prestado gran atencion a la forma de elegir los ma-
teriales, el grado de exactitud del mecanismo, el acabado
de las superficies y las condiciones técnicas de fabricacién
de las piezas. Los autores exponen ol material de un modo
ameno y comprensible, por lo que el lector podrd fami-
liari zarse fAcilmente con las novisimas construcciones
de los distintos elementos de méquinas, con las diversas
clases de acoplamientos de mayor uso, asi como con los
tipos de transmisién que se emplean universalmenle hoy
en la construccién de maquinavia. La obra se ha ilustrado
con una gran cantidad de planos, esquemas y ejemplos de
cilculos. En la Unién Soviética ha sido reeditada seis
veces y tres veces en espafiol a solicitud dec los lectores
extranjeros.

Esta obra es de gran utilidad para los estudiantes que cur-
san ensefianza técnica superior de construccién de maqui-
naria o de especialidades mecanicas.



