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устойчивым (вычислительно неустойчивым). Если же 
ошибки округления не накапливаются, то алгоритм явля­
ется устойчивым.

П р и м е р ы .  1. Пусть требуется найти у* (0 <  i < i j  
по формуле yi+i = Уг + d (г^О ) при заданных у0, d. 
Предположим, что при вычислении у{ внесена ошибка 
(например, ошибка округления), имеющая величину 6,-, 
т. е. вместо точного значения г/i получено приближен­
ное значение г/; =  у; +  6,-. Тогда вместо точного значения 
Уг+i получим приближенное значение yi+l = (у(+  б,) +  d = 
= Уг+1 +  6;. Таким образом, ошибка., допущенная на лю­
бом промежуточном шаге, не увеличивается в процессе 
вычислений. Алгоритм устойчив.

2. Рассмотрим уравнение yi+l = qyi (i 0, у0 и q за­
даны). Пусть, как и в примере 1, вместо yt получено 
значение y t — yt + 6(. Тогда вместо у;+1 получим прибли­
женное значение

У ш  =  6i) = y i+i +  qbi.

Отсюда видно, что погрешность 6i+1 =  yi+l — уг+1, возни­
кающая при вычислении yi+u связана с погрешностью 6* 
уравнением

б1+1 =  qbi, i = 0, 1, 2, . . .
Следовательно, если 1 g i >  1, то в процессе вычислений 
абсолютное значение погрешности будет возрастать (ал­
горитм неустойчив). Если же l y l ^ l ,  то погрешность не 
возрастает, т. е. алгоритм устойчив. Неустойчивость обыч­
но связывают со свойством экспоненциального нарастания 
ошибки округления. Если же ошибка округления нараста­
ет по степенному закону при переходе от одной операции 
к другой («от шага к шагу»), то алгоритм считают услов­
но устойчивым (устойчивым при некоторых ограничениях 
на объем вычислений и требуемую точность). Процесс вы­
числений можно трактовать так: при переходе от шага 
к шагу происходит искажение (за счет ошибок округле­
ния) последних значащих цифр (от последних значащих 
цифр справа налево движется «волна ошибки округле­
ния»). Нам нужно обычно сохранить верными несколько 
первых значащих цифр (4—5 знаков), и поэтому вычис­
ления должны быть закончены до того, как до них дой­
дет «волна ошибки округления». Если ошибка округле­
ния е0 нарастает от шага к шагу по экспоненциальному 
закону, то это приводит, как правило, к авосту на про­
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В § 2 гл. Ш  рассматриваются метод исключения Га­
усса и метод квадратного корня — прямые методы, тре­
бующие для решения системы 0(N3) арифметических 
действий.

При изучении итерационных методов систему линей­
ных алгебраических уравнений (2) удобно трактовать как 
операторное уравнение первого рода с оператором, дей­
ствующим в /V-мерпом пространстве HN (А : HN HN), 
и, / е  HN. Чтобы подчеркнуть эквивалентность матричной 
и операторной форм записи, будем матрицу и соответ­
ствующий оператор обозначать одной и той же буквой А.

При изложении теории итерационных методов (одно­
шаговых или двухслойных) важную роль играет кано­
ническая форма итерационной схемы

В — — -г Ауи. =  /, А' -  0,1, .  . . для всех у0 е  H Nf
Tft+i

�3�

где А, В: Пх HN, (тД — итерационные параметры.
Всюду предполагается, что оператор А самосоиряжеп 

и положительно определен (А = Ч * > 0 ) .  Доказана общая 
теорема о сходимости стационарного метода с хк = т =  
=  const. Достаточным условием сходимости является не­
равенство

(By, у ) > \  (Ау, у) для всех у��� �Н, (4)

где В Ф В* — вообще говоря, несамосопряженный опера­
тор. Отсюда следует сходимость метода простой итера­
ции, метода Зейделя, метода верхней релаксации.

Если известны такие постоянные > 0 , ^  что

ftiBx, х) «£ (Ах, х) <  чг(Вх, х) для всех HN, (5)

Где в  = В* >  0, то можно найти оптимальный чебышев- 
ский набор параметров [т*}, при которых вычислитель­
ный процесс устойчив и безавостен.

Рассматривается универсальный попеременно-тре­
угольный метод с набором {т“ | п оператором

B = (D + a>A1)D~i(D +  аь4а), (6)

где D = D* >  (ф А* — А2, А1 -f- А2 =  Ал матрицы п
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�6  — треугольные. Получена формула для параметра се. 
Алгоритм для этого метода очень простой. Всюду приво­
дятся формулы для числа итераций, при которых дости­
гается требуемая точность. Сравнение различных методов 
проведено на модельной задаче для разностного уравне­
ния второго порядка � 3m — 2у, +  z/1+1 =  — =6HL� A�5 1, 2,
, . TV — 1, г/0 =  IS =  0, =�@ 1 /TV, соответствующего крае­
вой задаче �n��!"  =  — /Ы (0  <  !  <  1), и ( 0 ) = к ( 1 ) = 0 .  Это 
уравнение есть одномерный аналог уравнения Лапласа. 
Так как число итераций практически не зависит от числа 
измерений, то при сравнении можно ограничиться этой 
одномерной задачей. Попеременно треугольный метод
требует o  итераций, где е >  0 — заданная

точность.
Заметим, что в главе III с помощью простейших ма­

тематических средств фактически изложена достаточно 
полная общая теория итерационных методов решения 
уравнения ��  =  /  (Л =  	j  >  0).

Основные понятия теории разностных схем: погреш­
ность аппроксимации, устойчивость, сходимость и 
точность излагаются на примерах краевых задач и зада­
чи Коши для обыкновенных дифференциальных уравне­
ний (гл. IV и гл. V). В главе IV изучаются трехточечные 
разностные схемы для обыкновенного дифференциального 
уравнения второго порядка

Исследованы вопросы о скорости сходимости (о порядке 
точности) однородных разностных схем на неравномер­
ных сетках и для случая разрывных коэффициентов. Это 
потребовало получения весьма тонких априорных оценок, 
выражающих устойчивость разностной схемы по правой 
части.

Для получения разностных схем могут быть исполь­
зованы различные методы — интегроинтерполяционный 
метод, метод аппроксимации квадратичного функционала, 
методы Ритца и Галеркина (§ 5, гл. IV).

Для решения задачи Коши для уравнения первого 
порядка

�55� @N p�� - 1 8 1 A G
�  (0) — Lb� � (1) =  ��$� ���!"  ;> 0, 7 (х) ^  0. �q"

' � ( � ��$� �"$� G�) ��*� � �+��� ,� � � ���
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поскольку Ду, =  Vi/t+i! отсюда получаем
Лг- 1  �

2  УгА^Ч +  2  t’i W i  =
i=0 � ��

�� � �  л7—1 jv
=  � � A (l/ii;i) — � � t’i+iWi+l +  � � -

г=0 i=o i= i
� � �

= УN&N — yQV0 — 2  vrfyi +  2  ^iVyi =  (yv)N — (yu)0.
� � 1 i= l

JV-i �

Если yQ — 0, yN =  0, TO 2  � � � � � � =  — 2  г̂УУг-
i=0 г—1

Формулу суммирования по частям можно использо­
вать для вычисления сумм.

�

П р и м е р ы .  1. Вычислить сумму £дг=; 2 * 2 г. Поло-
i= i

жим Vi =  г, у у г — 2\ так что

��� � � �� - 1  +  2г =  у 0 +  2  2J" =  у0 -f- 2г+1 —  2.
j=l

Выберем у0*=2 —2Л'+1; тогда yN =  0. Так как иа = 0, 
A Vi — 1, то из (3) следует

JV JV—1 Лг—1

� � ��  2  ^iVyi= ~  2  УгАг̂ г =  — 2  Уг =
1=1 г=о г=0

� - 1

=  -  #  (у0 -  2) -  2  2i+1 =  iV2*+1 -  (2n+1 -  2),
i= 0

так что � �  “  (iV — 1)2Л +1 +  2.
JV JV -l

2. Вычислить � �� �� � � �Ч* — 1) =  � � *(i +  1)- Положимi=i i=i
y; =  i, V ~  i +  1- Тогда к1+1 =  v{ +  (j +  1) =  14 + (2 + 3 +  . . .  
. . .  +  (i +  1)) == � ��  — 1) +  (i +  l)(i +  2)/2, Vi = v>i — 1 +  iX  
Х(г+1) /2.  Выберем v{ из условия vN =  0, т. e. 14 =  1 — 
— NiN  + 1)/2. Применяя формулу (3) и учитывая, что 
��� � ���� 	 ��� ���� у =  1, находим

JV -l JV -l JV JV-1

� �� � � � 2  Ч* + 1) =  2  г/iA^i =  — 2  щУуг =  — 2  ^  =
1=1 1=0 1=1 1=1

JV-1

— — — 1) (гг — 1) — Y  2  Ч* +  1) =*

�� � � �� �	�� � � ��� ���� � ����*= о ��  л-------------2---------л
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так что � �  — -у- (А — 1) N (N +  1). Отсюда следует, что
� � �� �

�� ��� �=H3"!1340� 6J=�3039<

��� �=H3"!1340� 6J=�3039<�� Линейное уравнение отно­
сительно сеточпой функции у* � � у(£) (i —��&� ± 1, ± 2,

au(i)y(i) +  aL(i)y(i +  1) +  . . .  +  amii)y(i +  m) — /({'), (1)

где ah(i) (к = 0, 1, . . m), /(t) — заданные сеточные функ­
ции, 0, am(i) ^  0, называется линейным разностным
уравнением m-то порядка. Оно содержит т + 1  значений 
функции у (г).

Пользуясь формулами для разностей Луи Д2уг-, , . .
..., Л "“‘г/г, можно выразить значения ут , yi+2, . .., г/тн 
через у, и указанные разности: y{+i = у» +  Дгд, у(+2— 
=  A2i/i +  2yl+t -  у{ =  A2£/i +  2Ду, +  уг и т. д. В результате 
из (1) получим новую запись разностного уравнения пг-то 
порядка:
"!"R6*�C �"8R	6*�C �� � � �C �ST+ �UTE �,�(+V�*

£ = 0, ±1, +2, ,,, (2)
(чем и объясняется термин «разностное уравнение»). Ес­
ли коэффициенты ав, аи . . . ,  ат не зависят от г, и
ат¥=0, то (1) называется линейным разностным уравне­
нием т-то порядка с постоянными коэффициентами.

При m =  1 из (1) получаем разностное уравнение пер­
вого порядка

'�(�)$*�� � ai(i)yi+i = ��(�)&� aa(i)¥=0} а^ь)Ф � �&� (+)

при m =  2 — разностное уравнение второго порядка
а0{Оуг +  o1(i)y!+i +  a2(£)yJ+2 =  /(0 �� � 0(£)¥=0, а2Ш ^  0.

Мы ограничимся изучением разностных уравнений 
первого и второго порядков.

��� .J=�3039<� K0J�"D"� K"J<:7=�� Рассмотрим разностное 
уравнение первого порядка (3). Подставляя У;+1 —У« + Лу*} 
получим

a0(i)yi +  йдШДу* =  /(г), а0==аа + аи
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Так же, как и в теории дифференциальных уравнений, 
можно ввести понятие общего решения разностного урав­
нения (12) и показать, что если решения У^\  у[2) линей­
но независимы, то общее решение уравнения (42) имеет 
вид

Vi =  сху +  с#\3\
где Ci и с2 — произвольные постоянные. Общее решение 
неоднородного уравнения (И) можно представить в виде

Ух = сху{Р  +  с2у\2) +  y*t (13)

где у � � —какое-либо (частное) решение уравнения (11). 
Для определения ct и с2, как и в случае дифференциаль­
ных уравнений, надо задать дополнительные условия — 
начальные или краевые.

Частное решение уравнения (12) можно найти в яв­
ном виде. Будем искать его в виде i/< =  д\ где q Ф 0 — не­
известное пока число. После подстановки yh — qk в (12) 
получим квадратное уравнение bq2 — cq +  а =  0, имеющее 
корни

01 =
F�ab

��� <1-2 = Ус2 F�ab
�� � (14)

В зависимости от значений дискриминанта D — 
=  с2 — 4ab возможны три случая:

1) D = c2 — 4а£> >  0. Корни qx и q2 действительны и 
различны. Им соответствуют частные решения

„(иVh к
Y�

� � � �Ук к
�� ;

эти решения линейно независимы, так как отличен от 
нуля определитель:

Afe.fe+i = 0?
?2+1 ' � ����� +��� , � � �� � Ф � � A

Заметим, что qx Ф 0 и q2 Ф 0, иначе а =  0 и уравнение
(12) не является разностным уравнением второго порядка. 
Общее решение уравнения (12) имеет вид

Ук =  cxq\ -f c2g i (15)
2) D =  с2 — 4ab <  0. Квадратное уравнение имеет ком­

плексно-сопряженные корни
��Ac� t у щ � �� d� с� ,� e� У Щ \

2b ’ 02 -  2Ь��� '
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2) / ; > 1. Полагая р =  cha, получим для q квадрат­
ное уравнение г/ — 2 ch ag +  1 =  0; его дискриминант ра­
вен D = 4(с1г а  — 1) =  4 sh2 а, а корни имеют вид qlt 2 =  
=  ch а  ±  sh а  =  е±а, Частными решениями являются функ­
ции

Уь ) =  ch ка, =  sli ка.

3) /7 =  1. В этом случае g2 -- 2q +  1 =  0, g1)2= l ,  част­
ные решения имеют вид yh1* — 1, Ун̂  =  /г, а общее реше­
ние имеет вид

yk = Ci + с2к.

2. Найти решение уравнения
Уь+2 ~  Ук+i ~  2Ук — 0.

Дискриминант равен D =  1 + 8 =  9, корнями будут gii2 =  
=  (1±3)/2 , qi =  2, ga =  —1. Общее решение имеет вид

yh = cl2h-\- с2(— 1)\
3. Найти общее решение уравнения

yh+l-  ук-  6yk-i = 2h+\  (18)

Общее решение неоднородного уравнения есть сумма ук — 
= Ук +  Ук общего решения yk однородного уравнения и 
частного решения Ук неоднородного уравнения. Найдем 
сначала общее решение однородного уравнения. Дискрими­
нант равен D =  1 +  24 =  25 >  0, и корни квадратного 
уравнения g2 — g — 6 =  0 равны gd =  3, g2 =  — 2, так что 

=  3 \ у ^  =  (— 2)ft. Частное решение у* будем искать 
в виде у к = c2k, где с =  const. Подставляя у к — c2h в (18), 
получим c(2ft+l — 2к — 6 • 2h~l) = с • 2к~1(— 4) =  2h+i, с =  — 1. 

Общее решение уравнения (18) имеет вид

yh = cl ■ 3й + с2(— 2)к — 2й.

6. Разностное уравнение второго порядка с перемен­
ными коэффициентами. Задача Коши и краевая задача.
Рассмотрим теперь разностное уравнение с переменными 
коэффициентами

biyt+i —Ctyt+аф- i ^ f b  0, bi^O , / =  0, 1, 2, . . .
� �  �
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Так как bi¥= 0, то из (19) получаем следующее рекуррент­
ное соотношение:

Vi+i =
i bi Ф 0. � �! �

Выразим yi+1 и i/i-j через гц и разности первого и второго 
порядков. Тогда уравнение (19) перепишется в виде

AVJ/i +  (bi — a()Ayi -  (ci — at -  bt)yt = b ^  0.

Решение разностного уравнения первого порядка за­
висит от одной произвольной постоянной и определяется 
однозначно, если задано одно дополнительное условие, 
например, у0 = с0. Решение уравнения второго порядка 
определяется двумя произвольными постоянными и может 
быть найдено, если заданы два дополнительных условия. 
Если оба условия заданы в двух соседних точках, то это 
задача Коши. Если же два условия заданы в двух разных 
(но не соседних) точках, то получаем краевую задачу. Для 
нас основной интерес будут представлять краевые задачи. 
Введем обозначение

ty i  — baji+i -  c{yi 4- atyi- j
и сформулируем эти задачи более подробно.

Задача Коши: найти решение уравнения

Lyi =  /,-, г =  1, 2, . . . ,  (21)
при дополнительных условиях

i/o =  Hi, pi =  p2. (22)
Второе условие_(22) можно записать иначе: Ay0 =  yi —
— Уа — р2 — Pi =  Pi, н говорить, что в случае задачи Коши 
заданы в одной точке i = 0 величины

Уа — Pi, А г/о =  pt- (220
Краевая задача: найти решение уравнения

Liji = fu i — 1, 2....... N ~  1,

при дополнительных условиях
Уа =  Pi, Ун =  ра, N >  2. (23)

В граничных узлах i =  0 и i = N можно задать не 
только значения функций, но и их разности и комбина­



G� ��� ��-�������� .�������/ ��

����� ��� ��� � ��>����� ��� l?�Y �v}�w\†� ���� j�R �?� �� � 0��\�B�Y �
•ž�.f0 J! � ���� A�@�S�� '����� �������� ��>��� &�������� �� ��%�

�" �e'�a ]( �C � � � � � � �&�' �kD.IAA �̀C � �=�� +�F�

E���� ƒj�RR��0�R �?�� ��� ���)%�� ��������� ��&�C�'� ���C���� ��)
��F � ���� ƒ|�R � .�� �0�R � .� ������ ��&�C�'� C������� ����

	D("� ' �A J l � m�mU� ' � �D�� +�#�

E���� ƒj�0f ?U� .�� ��� K02L� ��& ��)�� ��&�C�'��� �������� �
����f

@�•w•�Œ�Y�K.�B �•|l���R �dj��

ƒ„9k\�B�Y�K.�<�‘0L���R ��0�
K08L

������ ������ ��&��>� � ����� �� &�%���� �� ���!������	�
(���� ����� �� ������	T� ���� A�R �?�<��������� �%����� ������
���� A�5�S�<��������� %������� �����

7������� &�%���� ����� ����%����� �������%�������� �&�
���������� K0.L� ��� �����������	� �������� K0?L� �� �������
������� �� %��� �� �- �R �� �� � J�R ��0�� 7������� ����� �� &�V
%��� ����%����� !����� ���>� �� ����%���<�����%��� ����)V
������<��� !�%��� �&��>���� ��>��

+��� ���������� �� �������� ��� ��(������������ ����V
���� ������	� &�%���� ��>��� ! ��� ��	%���� �� ������ ��%��

..������������ F�	��� �������� ������	� &�%���

•0ljB .�<�.�� � B 2 �� 0�� S � � .�� ����R �?�� �%BRa�?�� K05L

3%����%���� ���������� •0v\�BBj�<� �\iŶ�<�0�\��Y� �\UB.�<�?� ������
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§ 3. Решение разностных краевых задач 
для уравнений второго порядка

1. Решение разностных краевых задач методом про-
гонки. Краевая задача

aiiji-Y ~~ Citfi + biyi+l =  — /„ Ъ{Ф О,
i =  1, 2, N -  1, (1)

2/« =  +  Pt, г/xY =  + � � , ( �  +  Pa

представляет сооои систему линейных алгеоранческпх 
уравнений с трехдпагопалыюп матрицей размера 
( / V + D X L Y + l ) :

1 “ х. 0 ... 0 0 0 .. 0 0 0
* -  С1 61 ... и 0 0 .. 0 0 0

Л - 0 0 0 ... в (^ h ... о 0 и

0 0 0 ... 0 и 0 ... aN-1 ~  СЛ-1 bN-l
0 0 0 ... 0 0 0 ... и - 1

Вместо (1) можно написать
Лу =  /, г/ = (/Ль У1, • • м Ух\ 1 == (йн - л , .. ч —*/л--ь

В случае первой краевой задачи соответствующая матри­
ца имеет размерность {N — \ ) X (N — 1).

Для решения краевой задачи (1) можно использовать 
следующий метод исключения, называемый методом 
прогонки. Предположим, что имеет место соотношение

� t  ~  С£г-|-1/У,+ 1 P u  I

с неопределенными коэффициентами с 
ставим уг-i =  а,у, +  ^  в (1):

(ciiOii — еду, 4- b(yi+\ =  — С/* 4
сравнивая это тождество с (3), находим 

1>.
, 1 -=

Pi+i =

(Д — 	�(-

(I1Г1

	� �

fi
с, — с,а

(3)

1 П  ̂14" 11 п под*

л — 1, (4)

,АТ -  1. (5)

Используем краевое условие при i =  0 для определения
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требуемой точностью е решения задачи, числом N урав­
нений и числом значащих цифр ЭВМ, поскольку е0Л̂2 »  е.

3. Другие варианты метода прогонки. Рассмотренный 
выше метод прогонки (8) — (10), при котором определение 
у,- производится последовательно справа налево, называ­
ют правой прогонкой. Аналогично выписываются форму­
лы левой прогонки:
(->
h ci -  hi i+1

N — l, N — 2, .. ., 2,1, I

(-) M m  +  A
Mi =  _-r t----ci "t»i+l

i ~  — i, N — 2,

(13)

. . ,  2 ,1 , . * �  =  p2,

(14)
(•*)
УН-1 li+ll/i “f" 'Hi+lJ * — • • •) ^  1, У 0 =

�

(15)

В самом деле, предполагая, что yi+i =  +  гр+1,
исключим из (1) yi+l; получим

или
- / i  =  flij/i-1 +  (ftfSi+i -  с,)у, +  biPi-и,

т. Я1 т. , А +М н-гУ i— г. _  ft.B . У1-1 I ", _  / t. •61 °?Ю + 1 4 "iW + ]
Сравнивая с формулой p, =  ^т/i-i +  ^, получим (13) и 
(14). Значение уй находим из условия уа =  XiPi +  р, и 
формулы у0 == %\У\ +  rji. Из неравенства Iс,- — inlp+il ^
^  i d  -  \ ь м ъ т  >  lad +  т а -  !|,.+1|), н - б , х , |  > 1 -
— i^illxd видно, что условия (11) гарантируют примени­
мость формул левой прогонки и их вычислительную ус­
тойчивость, так как l|,i ^  1 (г =  1, 2, . . N).

Комбинация левой и правой прогонок дает метод 
встречных прогонок. В этом методе в области 0 <  i 
^  i0 +  1 по формулам (8), (9) вычисляются прогоночные 
коэффициенты а,*, [},, а в области i0^  N по формулам 
(13), (14) находятся и гр. При i — г0 производится со­
пряжение решений в форме (10) и (15).

Из формул yi0= a i0+1yt0+i +  Pi0+1, Уг0+1 =  &0+М0 +  %в+1 
находим

Pi0+1 +  “io+l11̂
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Эта (jf>opMy.iiv имеет смысл, так как хотя бы одна на ве­
личин |£i0+i| или | a i«+i| н силу (Ш  меньше един иды, 
и, следовательно, 1 - - а,о н £ди+, >■ 0. Зная у;0, можно по 
формуле (10) найти все у, при / <  ц, а по формуле (to) — 
значения у; при i >  /«. Вычисления при i >  U и i < i0 про­
водятся автономно (имеет место распараллеливание вы­
числении). Метод встречных прогонок особенно удобен, 
если, например, требуется найти у, лишь в одном узле 
i ~  /й.

�� F�� �=H3"!1340� 6J=�3039<� 7=7� "K0J=1"J340
6J=�3039<

��� 	930;3"0� KJ"!1J=3!1�"�e�� Рассмотрим множество Я 
элементов х, у, z, . . относительно которых известно, 
что: каждой паре элементов х и у из Я каким-то образом 
сопоставляется третий элемент z е  Я, называемый их 
суммой и обозначаемый ъ~ х- \ -у \  каждому элементу 
х <= Я и каждому числу к сопоставляется элемент и ^  Я, 
называемый произведением х на число к и обозначаемый 
через и = кх.

Множество 11 называется линейным пространством, 
если операции сложения и умножения па число, опре­
деленные для его элементов х, у, z, . .., удовлетворяют 
следующим аксиомам:

1) х +  у =  у + х для любых х , у ^ Я  (коммутатив­
ность сложения);

2) (,х +  у) + 0� =  X +  (у + z) для любых X, у, 0� е  Я 
(ассоциативность сложения);

3) существует элемент «нуль», обозначаемый 0, та­
кой, что х +  0 =  х при любом х ^  Я;

4) для любого элемента х ^ Н  существует противопо­
ложный элемент (— х), такой, что х +  {—х) = 0;

5) 1 • х — х\
в) ������ �=  к(рсх) (ассоциативность умножения);
7) Х(х + у) =  А,ж -Ь Яу; (X + д)х =  кх +  дх (дистрибу­

тивность умножения относительно сложения), где к и д — 
любые числа.

Линейное пространство называют комплексным, если 
для его элементов определено умножение на комплексные 
числа, и действительным, если определено умножение 
только па действительные числа.

e�� �>�*� 3=KJ9>0J*� �I4j� ��� ��*� �"H3<7� {�� ��� 	930;3=<� =Ih
D0|J=�,� ��v� �=67=*� �&%F*
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областью определения является <ЭЛ4ь областью значе­
ний — пространство Qx ~  (Рь i =  0, 1, .. ., N  — 1} раз­
мерности N.

Для оператора левой разности у имеем 

= Ui-Ui-u
область определения есть ЙЛ-+1, область значений — прост­
ранство Qjv =  (у., i =  1,2, • • АД.

Из формулы
1 А2у>-1 =  Д(А//(-,) =  А(ург) =  �&��  -  2р, +  р4- 4
видно, что оператор второй разности определен для се­
точных функций рг- при i. = 1, 2, . . N — 1, т. е. отобра­
жает Q.Y4, в пространстве Q.v_4 =  {pf, i =  1, 2, . . А — 1}. 
Этим же свойством обладает разностный оператор Л:
Л iji = biyl+l ~  Ciiji + а,у,-х =

=  Ь,А(ур,) — ibi — н,)(у?/г) — (cf — а; — Ь4)р„
=  2, . . . .  A - l ,

т. e. Ap, e  Qy-i, если pt ^Q ,v+1, или, в сокращенной запи­
си, Л: ' Y41

Рассмотрим разностную краевую задачу
Лрг =  -Д , г =  1, 2.......... Лг -  1, pu =  Pi, pv =  р2 (28)

и запишем ее в матричном виде:
=  Ф, (29)

где Ф =  (Д +  щр,, Д, . . /л--2, /л'-{ + Ьл'-щЭ — известный,
У =  (р4, р2, . , ' ( )��� рл-Э — неизвестные векторы раз­
мерности N — 1, Д — квадратная трехдиагональная матри­
ца размера (А7 — 1) X (А7 — 1):

—
1 1 о

я. — С ь2 2 2
0 ... 0 ЯЛ’

. О
О

� � �� � � �

Сравнивая (28) и (29), видим, что можно написать

Лр4 =  -ф;, i = 1, 2, . . N -  1,
*'�����+�'���� ����� � ,����*���-�'��

Лр< — Ауи ср4 =  Д, г =  2, 3, . . -  2,

� D � � � � � � ;? � � � E � F � G � H � I.�� ��2 ? �� �&� J ? � � � � � � ? � � � � K 	 $ � L M 	

� � � . �



F� N�&� <&� 2�3��45�67� �2�8�7�9:

7�&����� 	� ��������� �� ���!��>���� y•_j� �� §�•_w�� F����%B
*� +

��� &��������� ���� •j\U�R �•j\U�� *������ K0;^L� ��������

��\U�R �B � �� A�5�.�� 0�� � � B .�

*��%��� ������� ��������� 	$ � �����������)O�	� ��������
K04L�� �������

l •A�5 �B � R �B � A�R � .�� 0�� ��� S�B � .�

'��%�� ������� ��&������	� ������	� &�%���� K0;L� ��������
������������ ���������

	� �R ���

�%�� lf � §hBB�� §�•Bj�� �frX��B.�� ��� ��� ��������� �� %�	�������
�&� §�•Bj� �� §•Bj�� 3����%���� ���� 	 < ����	� 	� ����������
:�������� ���� ��>��� ���>�� �������� K������� ��%��� ����� �
	 � �@�@�	�"$ � ���� 	 � ���!��>���� §�•Y}� �� §|9_w�

*� ������������� ��>��� ������� ���������
����&��%����

K � � �L �R � 2 B

�� ������ _____
" �R � J���$� �"�

E���� �����������)���� ������� K���Ra�0hR� .L� ���� �������
K•wf • �� �0�f?L� ����� �� &�%���� K���� K.L� ,� -L�� ��� ��������
	 � ����� ���%������� �������� ��&����� K�5�Y �.L�ƒ�K�5�Y� .L� ��
��������� 	 � ����%�������� ���%�)O��� �!��&��T

�D(B�' �A�6e�' � � � 	 � � ��� �A �!BD(+�C�MD( A]�*� ' � * � �*� * � �m�,��*
� � � �<�[Kƒj �� �[ � �����  � ! �R �� � � !� � � "#$%&����

*� (���� ������� ��������� 	 � ���!��>���� ������������� ��V
���� �� ������	� V�<�§j9Yj� �� ��!�T� 	f� V �BQB�ŽŽ�

*� %�����	���� � � !�%��� �������������� �����)� ����V
��)� &�%���� %��� ��&��������� ���������� �������� ����%��U�
�� (���� �������� ���� ! ��� ����&���� � ���� z�RBR�§�•_kw

$�� �=H3"!1340� 5"J>6I4� �J93=�� 7���������� ��&����V
34;� ��������� 78

~IA�ha�IK�.Y.�B ��K�K�Y � i<.�� � � S � A �� K-?L

E���� ��� �����������)O��� �������� ��� ��������



I 4. РАЗНОСТНЫЕ УРАВНЕНИЯ КЛК ОПЕРАТОРНЫЕ 49

симметричной. Она симметрична только в случае

Ь,=*а1+1, i==l, 2, N — 1. (31)

Учитывая это условие, перепишем Lyt в следующем 
виде:

Lyi =  n!+it/i+i — Cij/i +  Hij/i-i ~
=  аг+Ду!+1 -  У») -  (iiii/i -  !/;_,) -  (с,- -  а, -  а(+1)г/; —

=  «i+iVyi+i -  «iVy* -  (Ci - a t -  ai+i)yi =
=  A (dtVyt) — ict — eh — ai+l)yi, (32)

Разобьем отрезок [0, 11 точками ад на N равных частей, 
положим yix,) = i)i = yi.i) и введем обозначения, которыми 
будем в дальнейшем всюду пользоваться:

1
Лг ’

�9��* h

ад =  ih, i = 0, 1, .. Лг,

-  =  УУг
h 1 yxJ k

*̂о ' ~ *̂-Y — 11

�� ~У \ - 1 
h (33)

, - �.)� � � �)/.� "0 � �
У\-1 ~  2У 7 +  У;+1

к~
Д (Vyj)

h~

Разделим выражение (32) на h2 и получим разностный 
оператор

*��/� � � �00����1� �� ���/�
\  (34)

dt =---5- (Ci — «i — ~  U . , . , N  — 1.п
В § 1 была получена формула суммирования по частям

Лт- 1  лт

2  J/iAcj =  — 2  nVi/i +  (г/с)л — (уи)0. (35)
г��  i=l

Пользуясь обозначениями (33), перепишем ее в виде 
� ( �� �

2  � � � +: � � 3  = — 2  � � � 1 � � � 3  + ; � < � , � � � ; � < � о» (36)
���� � �  � �

� � �� �N��� 	� 	� � �  

так как ^  /г =  ^  � = � > ! = 3 !

��#� ���� �� �
Для дальнейшего изложения нам удобнее в левой 

части (36) вести суммирование от £= 1  до i — N — 1; это



#� �	*� G�� ��-�������� .�������/

приводит к формуле
А-1 �
2  ���>��3  =  — 2  ?�@��3  +  M.Y — �A�<  (37)i=*l 1=1

Подставим сюда i'i =  a-Lz- . ; получим
O � � � !�

�  � �  ' � -  �  � � ( � 3 �C �;B�C(�>� ( ��B�+o A�*�

(38)

Это — первая разностная формула Грина. Поменяем в ней 
местами �: и д:

P � � � �>

2  zi (avJx,ih =  -  2  а>%,У1,^ +  (ЯМ .\-  -  г« (ay p ii=l
(380

Вычитая (380 из (38), получаем вторую разностную 
формулу Грина
А-1 А-1
2  � i (“ Щ Л  =  2  zi +  «.V (г/г- -  -

~  (»» (az:) i -  z° (a^;)i)' <39)
Если выполнены условия

г/о =  =  0, г/.v =  Ду =  0, (40)
О о о

т. е. �  =  у, г =  z е  Q<v+Ii то в правой части равенства (39) 
два последних слагаемых обращаются в нуль и

ОсО о ! о \ ЛЩ,1 о / о \
2  2  2; № ) . , .>  Ы )

	 � �� 2� 3
d\ypz\hl

получаем вторую формулу Грина для у, ;e O ,v +ii
+ / � � � � 0� 0� 0
2  уiAzik=z  >, цАуф,
i—1 i=-i

для разностного оператора

A�:  — (яу -)^  — для всех �  «= &iV+ i.

(42)

(43)
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в виде суммы:
Lifi ■* £,у, +  Liiit,

7��E� =  «i+i(jyi+i ��  — BF=� -  y,--t) — {Ci -  at -  b()yh 
7C���� �;3����B��D�����:

Оператор A yf =* h2\ y u� ( �&� — (ay-)*i{ — d,yi, как было 
показано в предыдущем пункте, является самосопряжен-U
ным в пространстве / / =  Q.v+ £ или // =  Q.v-, со скалярным

�%)�

произведением (г/, г) =  2  УА^- Поэтому можно написать:
г=1

О О \ /О
LV, — (У 1л

( �� ���� ��
Лу, к] — ^у, ° 1

=  2  “F - (&i “  г) (.УыА — УАн) 
1—1

� � � �� �

Отсюда видно, что {//,у, к) =  (у, Lr), т. е. L = L* только 
при условии

А-1
2  (hi — Я<м) (Ун-iO — УАы) Л =  0. (40)i=i

В силу произволытоети у, и г, молото взять Уг-Гб;д01ь 
П — 6;,i0. где /( ( любой фиксированный узел (/„ =  1, 2, . , .

N — l ) t 6i, i0 — символ Кронекера. Тогда получим 
Уг+iA — УА+1 =  6Мо, и условие (49) дает blQ -= що + :1.Тем 
самым необходимость условия (31) доказана.

Следует отметить, что уравнение
Li/i =  — /( (30)

можно привести к виду

Гу,- -* Д(Л, v г/i) -  Ау* =  -Г,-, (оО

где Г — самосопряженный оператор. В самом деле, ум­
ножим обе части уравнения (оО) на р , ^ 0:

Гу,- -= ЦЩ.у,--! ~  РАУ, +  Ь,р,-у1+1 =  -р,/,-

и потребуем, чтобы для полученного уравнения выпол-
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если положить
и { = uv +  7 2Q&���� и0), и 1 =  щ +  т«(.

Если 6-i =» 0, то схема (24) — явная, так как в пра­
вую часть входят только известные значения уп> yn-i, •.. 
. . Уп-т. Если Ъ- 1  Ф 0, то схема (24) — неявная и для 
определения уп+1 нацо решать уравнение

� Z � D � �����-���$���� � Z � �0� �-������ � Z � ��0� &� ��70�� Z �y � � : L � !

Для получения разностной схемы (24) вычислим интеграл
DKC� сп + 1
�� u”v d t ~  j  u"vdt-Ь �� u"udt-

Jn~l Цт—1

- (u'v — ш/) +  (u'v — uv') |[”_1 +  �� шЛИ, (25)

где v(t) — кусочно-линейная функция
Ut— tn^x)/T при t n - x ^ t ^ t n ,

V^  \ t n+1— t)/T при tn ^L t^ . tn+ 1-

Подставим (26) в (25) и учтем, что v " ( t ) =  0:
: L $�

и н dt=  ~  {Un—i — 2Ufi -j- (27)
: L ��

Умножая затем уравнение (23) на � i%� � � учитывая (27), 
получим тождество

	 Z � * � � � �8��$ �8� ��� �
D L �� �

= 4 J f ( t ,u ( t) )v ( t )d t .  (28)
6l—1

Погрешность аппроксимации схемы (24) на решении 
u = u(t), или невязка зля схемы (24), определяется фор­
мулой

т О I^  и f /4 \ Wf3 + 1 I Mn—1
ф п  —  � � � � � E ��(L�3�� : �L �3�  ' 2 >

KL� ) (� D

которая в силу тождества (28) может быть записана в
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Жесткими, в частности, являются уравнения, полу­
чающиеся при сведении уравнений с частными производ­
ными к системе обыкновенных дифференциальных урав­
нений путем разностной аппроксимации оператора, содер­
жащего производные по пространственным переменным 
(например, оператора Лапласа в случае уравнения тепло­
проводности).

Явные методы оказались непригодными для числен­
ного решения жестких систем, так как они приводят к 
большим ограничениям на шаг из-за требований устойчи­
вости в ущерб требованиям точности. Поясним это на при­
мере системы двух уравнений

du du
=  °> ~dt +  a*U* =  °>

0�� 0� #2

* > 0,
(34)

Решение этой системы есть вектор
и (t) =  (иг (t), и2 (*)),

щ (t) =  щ (0) е ах\  и2 (t) =  щ (0) е а'г

его компоненты убывают с ростом t, причем \u2{t)\ <  
<� ��� i%� при постаточно большом t.

Возьмем явную схему

»т+> , п П-j- ахух — 0, � . /� � / +  «2 Уг — 0»

п =  0, 1, . . . ,  у? = (tn), i — 1,2. (35)

Система распадается на два уравнения, каждое из кото­
рых можно решать отдельно, опнако они связаны выбором 
общего шага т. Схема устойчива, если одновременно вы­
полняются два условия щт ^  2 и а2т ^  2. Так как а2 > аи 
то оба условия выполнены, если т ^  2/а2. Допустимый шаг 
т определяется фактически той компонентой u2it) реше­
ния, которая быстрее убывает.

Для решения системы (34) пригодна неявная схема
���74

— Ь ахУ\ — 0» � 0 1 � �=� �� c ��-----b =  0.

которая устойчива при любых т и ах >  0, а2 ^  0.
В последнее время появился ряд новых неявных схем, 

алгоритмов для пих и программ, пригодных для решения
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f (t)y . . . ,  fNit)) — заданный векторы размерности N, за­
пишем систему в виде

~ + A u  = f{t), £ > 0 ,  и(0) =  ио. (2)

Сохраним то же обозначение А и для соответствующего 
оператора, действующего в пространстве HN размерности 
УС4: HN^ H N). В пространстве HN введем скалярное 
произведение (и, v) и норму Hull =  �/Ы, .и ). Будем предпо­
лагать, что оператор А положителен:

А >  0, или (А х , х) >  0 для всех х е  HN, х ^ О .
Задача Коши (1) при условии (2) имеет единственное 

решение .̂ В самом деле, пусть существуют два решения 
� i%� � � ui t) задачи (2). Тогда их разность удовлетворяет 
однородным условиям

~  -f Az =  0, t >  0, z (0) =  0, z (t) = и (t) — и (t). (3)

Умножая (3) скалярно на z и учитывая, что ^z, =?
i d ,  .

=  2~dt'Zl Z П0ЛУчаем

= � = : cC�Gp�C�; a C g C �� � � A �

t

��9�� t���9��� � � (Az ( f ) ,  z {t')) d t6������A��"�BB9�
0

Так как A >  0, z(0) =  0, то отсюда следует, что
HzU)il2 =  0, zU) =  0, uit) =  uit).

Отметим одно важное свойство решения задачи (2) 
при fit) =  0:

I и (t) К  ;� Xxt I и (0)[|, если А =  А* >  0, (4)

где Xi — наименьшее собственное значение оператора А:
А1ъ =  Я*!*, к =  1, 2, ... ,  N, 0 <  К  <  Я2 ^  <  XN.

Для доказательства (4) будем искать решение uit) задачи 
(2) в виде

�� �

ui t )  = � 9 � a k {t) l h,� ��и Ц)�4 ���9 � � � �it)-
O � � � �
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Напомним, что схема (6) имеет т-й порядок аппро­
ксимации на решении уравнения (1), если для невязки 
выполняется оценка

li\|)J(2) =  0(  т”1). (14)

Выясним условия аппроксимации схемы (6) с т =  1, 2. 
Предполагая, что и = u(t) имеет нужное по ходу изложе­
ния число производных, находим

нп+1 =  +  - \-0 (т3)£\ 6 o n  Ц/2

ип = [ и ---- -- и 4  и\ 4  О (т?)„
Z � F � �� K C �(�

1
+Ÿ˜C �� ип) � � �� �̂� (� � 4  € � +1��*

: � L � � �%:� �� ,#� k 	 � Z � 1/2� � � � � � ;:������� � � �

=  фп — /п+1/2 4  (/ -  Ли -  u)n+V2 +

,<� � ��� k � ,��<�� � �:$���� ,<�=� -��0� �

� � %:� ��� � �:$���� ,�� �� k � ,<� ���� ;>$ ��� � ,�� -�-9�07

Отсюда видно, что условие (14) будет выполнено, если 
??�1@:��� �:�+ 1/2 ��-� 0�=  О (тт ),

Е в + 4 ^ ) «
(15)

�� � �
О (хт ), тп — 1,2.

В частности, для явной схемы (в случае В =  Е) имеем

Ли\ =  О (т),
A�� � +� �� %

3� �W.0��� ���� " �(т) при Ц фп — �V� ��� 1 �� " �(т), например, при
5 K � ' ' � (K e

Для симметричной схемы (а =  1/2) В = Е 4- т4/2, ес­
ли 11ф„-/п+,/Л2,= 0 ( т 2), то ЧА*> = 0 (г г), поскольку
11(2? — В 4- � � � � � � ������ = 0 ; при этом можно взять, например,
5c�X�X�$c �$=�
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неравенство (10) эквивалентно условию
m D� � � � 	� ( v )

Это условие, в свою очередь, эквивалентно условию
� 2 =  I! У ||Ь -  II Sy fD =  (.Dy, у) -  (.DSy, Sy) >  О

для всех у<^Н.  (12)
Таким образом, (10), (11) и (12) эквивалентны, т. е. вы­
полнение любого из них влечет за собой выполнение двух 
других.

2. Необходимое и достаточное условие устойчивости. 
Основная теорема.

Т е о р е м а  1. Если А =  А* — самосопряженный поло­
жительный оператор и существует оператор В~\ то для 
устойчивости схемы (2) в НА:

Иг/n+ilL ^  lli/JL (13)
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось неравенство

(By, у ) -----(Ау, у) ^  0 для всех у е  Н, или В ^  -j- А.

(14)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно убедиться в экви­

валентности (14) и неравенства JA >  0, где
ЛА =  (Ау, у) -  (ASy , Sy) =

=  (Ау, у) — (Ay — тАВ~1Ау, у — тВ~1Ау) —
=  2rU B -M y, у) -  тЧАВ~1Ау, В-'Ау).  

Обозначив В~'Ау = х, Ау = Вх ,  получим

� �  =  2т ^(£z, х ) ---- �  (Ах, х)j ^  0 для всех г е Я ,
(15)

т. е. неравенства (14), (15) и, следовательно, (13), (14) 
эквивалентны. Это значит, что из (14) следует (11), (12) 
при D = A и (13) (условие (14) достаточно для устойчи­
вости). Если же схема устойчива, т. е. выполнено (13) или 

то /д > 0  и, следовательно, В ^ т А / 2  (необходи­
мость условия (14)).

З а м е ч а н и е .  Условие (14) можно пояснить на при­
мере разностной схемы

 ̂ п̂+1 У™
т +  Щп =  п =  0, \ } 2, . . а >  Ъ >  0



§ 4. УСТОЙЧИВОСТЬ ДВУХСЛОЙНОЙ СХЕМЫ 2 03

�� ������ ��� ��(������������ �$� Š�� C��� ������ ���������V
����� &�%���� ����

0L��G"�Y�]LAG"�@�?�� G�Q �?�� †K?L� R ��-�

=&� ������ � I{>A�@�K.�<�� �#U"��� ��%���� ���� ������ ����	��V
���� ��� ��� 4I{>?4� i � 4��4� 1� ‘�‘ ��� 6J�4$� ����� =�<� � \G f . ��
<�.� i � .�<�� ]?0�i � .�� ��� ��� Š� ��\0�� ��������� �� ��������� ��
������������� e�f � ��\0� �����%���
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�����<�N������������ K 	 ! ��!" � f � 44	!44�F�F� f � F=66�.G.0� ���%�V
��� 	 � f � 44	44 J̃� ���

˜ B � �x� K.8Q
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g v • / — Г тЛ =г( -р Т '“ ' г ) Л- Так к*« /  > 0 . то
.� .� ���������� e BBBB@��	 �f �?� !�%��� � �������� ���� BBBBBB

f �?�� ��� ��� ���

�i0\=�=� � K.5L
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+��� ���� e�R �̃ �Y� ���� �� e BBBB��� 5� ˜ � BBBBBBBB���f

V � � > X� � � � ) х) А > 0 ’ если

1 + ( ° -  А ) т 11л и > а  <18 >

3��)%�� ��%���� ���� ������ �� ������� ����	����� �� %%� �����
�)! �� � Q ? � K!�&�������� ����	����L�� ����� ��Q �.\0�� ����V
������ ����	����� ���� �� f � .\Œ�K.\0�<��L1��66€�� ����� �� i � .\0�
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e�R �̃ �Y ��� 	�
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‰C�f � .� K0/L

(������������ ������������ K.2L�� ��� ��� �&� K.2L� ���%���� K0/L�
��� �!������� �&� K0/L� ���%���� K.2L�



Пусть у — произвольный вектор из //; представим его 
в виде

�

у —� � � uklh,h=1
где — собственные векторы задачи:

�� F�� .���‰������’� ��.k�	�‰��‰� �k���� � � #

khB^h, bh> � "*

� * к — m, /с, ш = �*�*� ���*�m�� +�$�

‹
€

GGso"GG к ф  m,

Учитывая, что iS'gh ' � \In -  1В~'A tk= ( �� AA �тЯй)£ь, В Ь ^  =
*= (1 — TK)B%h, найдем

�� �

(Ву, у) =  2  «л, (Ау, у) =  2  hiol,h—l h=i
(27)

;rT���T�� � ' � \ � BD�+��A �U�]��@ GG�, ‘G� y o v �' �Xy � �̈;r�� � � *
fc=l k= 1

где
I S f |  =  max (1 — T%k)2’ (28)

Неравенство (25) эквивалентно условию
тА* < 2 , к =  1, 2, . . N, (29)

которое, в свою очередь, эквивалентно неравенству (14), 
так как

(By, y ) - - Y  (АУ’ У) =  ^  а * (* — Т 5-)*

Тем самым эквивалентность (24) и (14) доказана.
5. р-устойчивость.
Т е о р е м а  3. Если Л = Л * > 0 ,  В = В * >  0, то необ­

ходимым и достаточным условием p-устойчивости схемы 
(2) с любым р >  0:

Wyn+i h < p h n h ,  D = A , B ,  (30)

являются операторные неравенства

т т �Q � �
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Преобразуем 2 (фп, уп+\ — Уп) =  2т ^рп, Уп+1Т —j- Для 
этого воспользуемся неравенством:

\ab\ = ( V t e a ) ( Y ± b ) ^ z a *  +  ± b\

где а, Ъ, в >  0 — любые числа. В нашем случае

2 (фп, Уп+i Уп) ^  2т | ф, ^п+1 — Уп
т

^  2те

К

Уп+1 Уп
+  ^1ф п |Р .

Подставляя эту оценку в тождество (39), получим
т 
�

2тIIВ - г Е - l A ]  Vn+-L -— . - +1_ у" ) + ||у „ +1Б <

^  II Уп�.#� � � ~2Ё I II2,

Если выполнено неравенство

В > е Я  +  -|-А, е >  0, (41)

то из (40) следует (с заменой п на к)

II Ук+1IIА ^  II Ук IU +  -%Г II ф* S2-

Суммируя по к =  0, 1, 2, . . п — 1, получаем оценку
п—1

II Уп 6  <  || У о й  +  ^  2  т I 1#���̂ � �A�%
' к—О

которая выражает устойчивость схемы (1) по правой ча­
сти и по начальным данным в НА.

П р и м е р .  Схема с весами (1): В — Е + от;А. Для нее 
условие (41) означает, что

(1 — е) Е +  j тА^О.

В частности, оценка (42) верна при в =  1 и о >  1/2.
7. Асимптотическая устойчивость. Для задачи Коши

—  Аи=-- 0; t >  0} и (0) =  � �
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РАЗНОСТНЫЕ МЕТОДЫ
ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

В этой главе мы рассмотрим разностные схемы и ме­
тоды решения разностных уравнений для уравнения 
Пуассона и эллиптических уравнений с переменными 
коэффициентами.

§ 1. Разностные схемы для уравнения Пуассона

1. Исходная задача. Рассмотрим уравнение Пуассона

Аи = +  sJ" =  —  ̂ W

Будем искать его решение, непрерывное в прямоуголь­
нике

G — G [) V = {х = (хи х2): 0 < х а <  Za, а — 1, 2} 
и принимающее на границе Г заданные значения:

н!г =  цЫ . (2)
Задача, определяемая уравнением (1) и условием (2), на­
зывается задачей Дирихле (первой краевой задачей).

2. Разностная схема «крест». Для _численного реше­
ния задачи (1), (2) введем в G сетку вц =  в)л U pi =  =
== i2h2), ia == 0, 1, . . Аа, ha == Za/Aa, О- == 1, 2} и
обозначим через Ух = Ухг\г = У (^, i2) =  У(хt) сеточную
функцию, заданную на вц; hx и h2 — шаги сетки по коор­
динатам x t и х2.

Чтобы написать разностную схему для (1), (2), ап­
проксимируем каждую из производных д2и/дха на трех­
точечном шаблоне, полагая

Y�O� O� �1�� � ���7� �\�����3��o��� �� ' ��� O���j���� �Z � � �'

Y�� � ��/� �:�:�M
d�� � � � � � � �Ke=#�ff� =>�"���� *g#�  � $ �"��P� h=� � � � � � %

�� �� � � � }����M
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Таким образом, схема (4) имеет второй порядок ап­
проксимации.

4. Схема повышенного порядка точности. Используя 
девятиточечный шаблон ;9	� 9� ), ( x i ± h u х2), ;9	� x2± h 2), 
(Xidchi, x2± h 2), можно построить схему, имеющую чет­
вертый порядок аппроксимации (и точности), если пред­
положить, что решение задачи (1) —(2) и = и(х)(= 
е С (6)(С). Эта схема имеет вид

/
� ( �)J)� � *� �

Ai +  Л2 +  2 ( � ( > � у = — ц>(х), хе= ыА,

у(х) =  ц (х), X е  GN�
=  у- х , А 2у =  у- „ (10)*1Л1 Л2Л2

Ъ? hj
Ф — / ~Ь ^1 /  +

Непосредственная проверка показывает, что невязка 
равна

1|з =  Л'н +  ф =  0 (Ш 4). (И)
Для погрешности z = y — u, где у — решение задачи (10), 
получаем

A'Z “  — \J)( )̂, X ^  CDh; z =  0, х s  G�+� ���%
�

5. ��";!1�=� J=H3"!13"D"� "K0J=1"J=�� Пусть у(х) — се­
точная функция, заданная на сетке од, =  ыД^) и равная

�

нулю на границе >  сетки, и пусть £2 — множество сеточ-
�

ных функций у.
Определим оператор А следующим образом:

Ау = — Ау =* — у- ~  у- для всех г /е  Q, (13)

где £2 — пространство сеточных функций, заданных во
�

внутренних узлах сетки он,, и совпадающих там с у,
о

у(х) =  у(х) при х е  о)Л. Обозначая

�� ��� �� ƒ ������� � #� � � V'3� :B	� � � „	� �� ���� !� 1 � $ �� 1 � ���

5� �)� $ �  � *� b�1� � � ! N � = N � $=.
�  
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$�� �=H3"!13=<� H=:=2=� 3=� !"|!1�03340� H3=2039<�� Рас­
смотрим задачу: найти такие значения параметра Я (соб­
ственные значения), при которых однородная задача

y~xlXl +  Ухйх% +  Ьу =  ° ’ х ^  У =  х S  Тл (19)

имеет нетривиальные решения (собственные функции). 
Воспользуемся методом разделения переменных и будем 
искать решение задачи (19) в виде произведения

у(.хи х2) = v{x1)w{x2) ^  0 (20)
функции v(xi), зависящей только от x t, и функции w(x2), 
зависящей только от х2, Подставив (20) в (19) и разделив 
на у = vw, получим

	 � � � �

~ Р ’ = ----- 7f 1 ~  ^  Ъ) е  «л- (21)

Левая часть зависит только от хи а правая — только от 
х2, равенство (21) возможно только при условии

< �
Х1 Х1

�

� � �

c (

� � �

где Яа ) =  const. Отсюда получаем две одномерные зада­
чи на собственные значения для отрезков 0 ^  ^  lt и
0 <  i2h2 <  12 соответственно:
к- + я (1)р =  0, 0 <  хх = hh\ hi

o
'1!о"II

(22)

ш_ +  Я(2)ш — 0, 0 <  х.2 ~: 2̂̂ 2 2̂’ w — 0, г2—0, Лг2,
2 (23)

где Я(2) =  Я — Яа), или Я == Я(1) +  Я(2).
Обращаясь к п. 8 § 4 гл. I, выпишем решение задач 

(22), (23) в виде

^  (*i) =  sin , к\ - 1 , 2 , . . . ,  Л\  — 1?
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довательпо, 9? [у\ |х=а:., * <! 0, что противоречит условию 
3?[у] =  ф(х) ^  0. Полученное противоречие и доказывает 
теорему.

Т е о р е м а  2 (теорема сравнения). Пусть у(х) — реше­
ние задачи

2?[у] =  ф, у =  р, х <= yh (32)
и выполнены условия (31). Если

1ф(ж)| ф(ж), ж е  со/,, |д(ж)1 <  д(ж), x ^ j h ,  (33)
то для решения задачи (28) верна оценка

! у(х) I <  у(х) для всех ж е  w,lt

Достаточно убедиться, что для функций u — yix)-^  
+  у(ж), v = у(х) — у{х) выполнены условия теоремы 1, и, 
следовательно, и(х) > 0 * � v(x) Э? 0 *� или у(х) >  — у(х), у(х) ^  
^ у(х), т. е. Ij/I < у.

Итак, функция у(х) является мажорантой. Если мажо­
ранта у(х) найдена, то решение задачи (28) оценивается 
согласно теореме 2. Для задачи (4) в качестве мажоранты 
выберем функцию

у {х) =  С (xj -)- ж )̂], L2 =  l\ -f 1:2. (34)

Вычислим сначала ф =  3? [у] =  — Ау =  С А (х\ +  xl) =
— С (Arxi +  Аах1) =  4С, так как (ж?); ж =  -V (fo  +  hi)2—

— 2^ i+  (Ж] — /гД2) — 2. Из формулы (34) видно, что д =
— у(х)>  0 па границе Обратимся теперь к задаче (6), 
(7) для погрешности z = y — u схемы (4). Выбирая 4С =
— JгрIс и учитывая, что z |Y/i =  0, получаем 1г(ж)1 <  
<  у{х) <  CL2, так что

�=���J�K �) �'� )� LLJ�� $M��

Отсюда и из (9) следует равномерная сходимость схемы
(4) со вторым порядком точности.

З а м е ч а н и е .  Уравнение (28) можно заменить урав­
нением более общего вида

9? [у] =  а (ж) у {х )— 2  Ь (ж, |)  у (&) =  ф (ж),
G�( � � 9 �1г*
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а для числа итераций верна оценка

п (в) «  п0 (е) = ---- - p j—r In (18)
2 1 /2 ^ ц  6

4. Попеременно-треугольный метод для разностной за­
дачи Дирихле. Обратимся к задаче (10). Оператор А пред­
ставим в виде суммы A = Ai + A 2, где

>ч

и положим D — E. Сопряженность А^ и Аг: ус­
танавливается сравнением их матриц или с помощью 
первой разностной формулы Грина: (Аху, v) = (у, A\v) =  
*= (у. A %v),

Для определения yh+i получаем уравнение
Byh+i =*(•£■-}- юАД (Е +  ®А2) ук+1 = Fk,

Fk — Byk Н- TA-f-i (Аук -f- (р)
О

(Ук=\^,Ук =  0 при X Yft)*
Значения yft+i находятся последовательно из уравнения 

(Е +  соАх) y(hl) =  Fh, (Е  +  соА2) °ук+1 = у{г)-
Отсюда получаем формулы

Ук;;h��#�# �3 \Ук1)( Ь ~ ^  У [�/ � ' � T= ��#� #
(* - х, Х*)

«1 «2
«
А*

� � ����� � � �
1�9�2��� � � ���<�# �����K����#������9���� �\ ��#� #

(1 -ц n ��

(19)

,�����_
Чтобы определить ук (У У , выбираем узел h — 1, г-г — 

=  1 в левом углу прямоугольника; тогда остальные два 
узла (ii — 1, h) и (iu iz — 1) шаблона Ш„ У , (ii—1, У ,

О

(ii, г2 — 1)J лежат на границе и, следовательно, y(1)(ii —
0� )� 0� �

— 1, /2) =  y{i)(iu h — 1) =  0 известны. Зная сцгпри ii — 1,
U =  1, последовательно находим yk при U =  2, 3, . . .  
. . . ,  АТ| — \ и U =  1 (на первой строке). Далее, полагаем
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�(�� ��� �� &
F(#� #���� �$� ��
�(��� ������ ��� �&

$�� �=H3"!1340� 6J=�3039<� !� K0J0>0334>9�7"i5598903h
1=>9�� Пусть требуется в прямоугольнике G =  {(жь хг): 
О ^  ха < 1а, а  =  1, 2} решить задачу Дирихле для эллип­
тического уравнения !� переменными коэффициентами:

— /  И ,
X — {#!, ж2) е  G, и — Ц (X),

Ьи — Ь хи +  7 �+� �
ж е  Г, (22)

(ж) 0 <  с, <  ка (ж) <  с2, а —1, 2,L ctU
+ � *

где ci и с2 — постоянные. При А, =  Ад =  1 получаем урав­
нение Пуассона A u = —f.

Разностная схема строится па сетке он, =  {ж, =  
= {iihi, i2h2) l ia =  0, 1, . . Ла, ha = l J N a, а = 1 ,  2). Каж­
дый оператор La заменяем на трехточечном шаблоне 
(жа — Аа, жа, жа +  /га) разностным оператором:

	 o3� � �; - - 	 ‡ - �
Л+1а) "  � F # ') ea(i _1а))

где uS Xl̂  — и ((i\ ±  1) i2A2), = и (ixhl , (i2 ±  1) A2).
Для Й1 и я2 можно выбрать простейшие выражения

N��$OP��Q��� ? � 	P�$QP� �� ����3��Q��� ?
о2 $QP��ж2) =  к2 $RP�� Q��— 1/2Аа) =  А*1 ' ’ 2\

обеспечивающие второй порядок аппроксимации:
�EF��� >?�-%%� ��G���5H��

В результате оператору Lu ставится в соответствие раз­
ностный оператор на пятиточечном шаблоне:

Ли -  А,и  +  Л3и =  +  («2% ) Хз-
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В этой главе рассмотрены разностные схемы для ре­
шения уравнения теплопроводности. Детально исследова­
но одномерное уравнение с постоянными коэффициента­
ми. Приведены разностные схемы для многомерного урав­
нения теплопроводности с переменными коэффициентами.

�� ��� .J=�30390� 10KI"KJ"�":3"!19� !� K"!1"<334>9  
7"i55989031=>9

1. Исходная задача. Процесс распространения тепла 
в одномерном стержне 0 <  х <  I описывается уравнением 
теплопроводности

Ф 4 г  =  37 (й ! г )  +  /о (*> о. (!)

где и = и(х, t) — температура в точке х стержня в мо­
мент t, с — теплоемкость единицы массы, р — плотность, 
ср — теплоемкость единицы длины, к — коэффициент теп­
лопроводности, /о — плотность тепловых источников. В об­
щем случае к, с, р, /„ могут зависеть не только от ж и £, 
но и от температуры и = и(х, t) (квазилинейное уравне­
ние теплопроводности) и даже от ди/дх (нелинейное урав­
нение). Если к , с, р постоянны, то (1) можно записать 
в виде

� -

"#
Y/O

Y� ]
h  /  =

- � � �

где а2 =  к/{ср) — коэффициент температуропроводности. 
Без ограничения общности можно считать а =  1, 1= I.

�� - �#В самом деле, вводя переменные хх — — , tx =  ——, f x =

* £=  —f  fx получим

"^ Y��O

e % Š S� � ���� A � + + �  1.
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" � !�%��� �������������� �����)� ������)� &�%���� K����%��
�������T� ��������B������)� &�%���L� �� �!������ k�5 �K?�f �
^ £ < 1 ,  '��!������ ��	��� ������ ����� в k
�������� � �R �LA8$�G"� &�%����

0
R � Y �\Kh�hL�� ? i >i . � � �

� �K>��?L� R � �?�K�L�� � �K?��jwL� R � KjL�U� K-L
L�?$G" �5�L6�G"$� ? i � i ' �

2. Некоторые свойства решений уравнения теплопро­
водности. *� ����� ��������� ���������� %��� �������� &�V
%���� K-L� ������ ������ ������

���� n� ���!$� G"�n�f �P~•������� n� | �K! L�n�� P~•� |��!��G"�n��
uiviq� J' , �O, � � �

�
P~•�n�|� �G"�44�Y � f� P~•�n�\�K! ��G"�4�KG�� K2L
?mrm#� "� w � ?2>i.
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с краевыми и начальными условиями

i>0(f) ■" HiU), vNit) = ll2(t), �:�!�� �� } !��8�%

Для численного решения этой задачи, по аналогии с 
гл. У, заменим производную по t разностным отношением

dVi
dt

j+i vi

правую часть возьмем в виде линейной комбинации зна­
чений при t = tj (на /'-м слое) и t — tj+1 (на (/ +  1)-мслое):

аАг/]+1 +  (1 — а) Ау\ +  ф*, � �! �

где а — параметр, а фг — некоторая правая часть, напри­
мер, ф? — /п Ф? =  Л+1'2 и т. д. Сюда надо присоединить 
дополнительные условия

У о =  Mi (*j), y}N = Щ {tj), у\ =  н0 On),
/  =  0 ,1 ,2 ,

Схема (10) определена на 6-точечном шаблоне 

0*3—1» fj^x) (ДЗ) Л+i) 0*3+1) Л’+i)X X X

( И )

X
0*3—1» Л)

х
0*3) 0)

X
�e � �C �� � � � �

Рассмотрим явную схему (о =  0) на 4-точечном шаб­
лоне:

W+1- y |  И ~ 1 - 2Л +  ^+1 ,
����������� �� ���������� � � ����������������������� o ����������������������� � � J � � � � � �

Значения на (/ +  1)-м слое находятся по явной формуле

у{+1 =  1̂ ~  “sj у! +  ( */i—1 +  */i+l) +  Т̂фО

В случае а =  1 получаем полностью неявную схему —

(13)

Ж X Жсхему с опережением на шаблоне х :
,i+i _  �� � �� 2ij+1 4 -r4+i��� �"� 6 � * �J�  1� .� @----  ----  ----------------------------- Ь ф|.
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Устойчивость схемы (30) исследована в гл. V, где по­
казано, что схема (30) устойчива в IIА при

сг> оо
1_____ 1_
�� 1X�‘X (31)

В данном случае | Л || ~  —1- cos2 -^-.Отсюда следует, чтоh" “
схема (17) устойчива при любых т и h1 если о >  1/2. 
Если а <  1/2, то схема устойчива при

т У/
� � �

_1_____
— о) \\А [|'

Подставляя сюда Hxlll ~  4/hr, получаем
/г

F�+�(��,�"� и 4 (1/2 — а) т ^  h2.

В частности, при сг ст* имеем 4 (1/2 — а*) т =  /г2/3 <  h2, 
т. о. схема повышенного порядка аппроксимации без­
условно, устойчива.

6. Сходимость схемы. Для доказательства сходимо­
сти схемы (17) ладо получить априорную оценку для за­
дачи (30). Воспользуемся неравенством для z, получен­
ным при исследовании сходимости схем в гл. V, в силу 
которого для (30) и (18) верпа оценка погрешности

3 � �

��� AB�I#��: � J � K�� � � � LM>� � �: � EK�: ��"�� �(9�ft—0
О

Подставив сюда Az — z-x» найдем,

44�"��� ���� � � � �# �� � ��� � � ��…� # ���%�� �
и воспользуемся оценкой

¤ [ �A � TSq� G���X�@ � +� � �3 �+¥ A* ��� GS©��̃� Z '�� „� (
В результате получаем

�� x 2 V � < 6�- <u�+ft—о
(33)

т. е. схема (17) сходится в сеточной норме С со скоростью 
|| у* — из || с =  И zj ||с =  О (h2 +  т) при а Ф  1/2, о ^  ст0,

||zi||c =  О {hr +  т2), ст =  1/2. Если а* ^  0, т. е. т ^  &2/а, 
� � � � �� �	� 4MjMD`|v}
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краевым условиям первого рода па границе Г области G 
и =  ц(а, t), х е  Т, 0 sS t <  Т, (2)

и начальному условию при t — 0:
и(х, 0) =  и0(х), x ^ G .  (3)

Предположим, что G — прямоугольник:
G =  {х = (хи х2): ( Х х ^  1\, 0 ^  хг ^  /2).

Введем в G прямоугольную сетку

©л =  {а?! =  (4 Ч\  4 г2)): 4 ^  =  ia =  0,1, . . . ,  Va,
h a — l J N a, a =  1 ,2}

с границей
� � �? �W)��? � $���X��� �D4)4�Y� ���? � ��� �Z��� ��K � ���K � �Z�/

г2 =  0, iV2, 0 <  ц <  V J.
Аппроксимируем оператор Лапласа Lu — А и разностным 
оператором на пятиточечном шаблоне (см. гл. VI, § 1)

Lu ~  А и — и- 4- и-

Задачу (1) —(3) заменим дифференциально-разностной 
задачей (методом прямых):

� < |  ( i )  !� !� !� Z � h
^  —  А Е {  (£) “f" / г  ( O ’ * “  ( 0 >  0 ) ’ (^ )  “  W0 (Л’г)т

+ �  € Е  (0 /г, 1?£ ( £ )  | 7 д  —  Ц ,• ( 0 ,  0  <  :  <  v !  ( 4 )

Введем на отрезке 0 ^  t ^  Т сетку нц =  {t, =  /т: 0 ^  tj ^  
<  71} с шагом т. Напишем схему с весами

- — =  Л (ау^1 +  (1 — а) у?) +  ф7', /  =  0,1, . . . ,
(5)

где у3' =  у(хи tj) — у(ц/ц, l j i2\ tj), x =  (ц/ц, i2fea) «= ец. 
Присоединим к уравнениям (5)

у (a:, 0) =  и0(х), а: — (ц/ц, Ljiz) ^  ац,
(50

у (ж,, :�� = }л;(£), х е  f =  / t e  ш,„

Отсюда видно, что для определения у =  yj+I на новом слое
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можно записать в виде

=  (1 — 2 (ъ +  G�%%�y\lh 4  Yi 4* 4

4  Ya (y3h ,i2- i  +  t^.ia + i) +  Тф^2. (13)

Сумма коэффициентов при у в правой части (12) рав­
на единице. Если все коэффициенты неотрицательны,
т. е. выполнено условие z� 4  1/2, Yi ~  tih\, у2~  т/hi, 
эквивалентное условию устойчивости (12), то из (13) сле­
дует неравенство

��� �&����� O ^  4  rll(pjllc.
Суммируя по к = 0, 1, . . / —1, получаем оценку 
(ср. § 1)

| У31 с <  IIУ0 ||с -г 2  т || (рА Нс, (14)
fe=o

которая сохраняет силу при любых шагах сетки для чис­
то неявной схемы (о =  1). Во всех других случаях оцен­
ка (14) имеет место при о > 1  — 1/тД0. Для доказатель­
ства сходимости надо, как обычно, исследовать невязку

ф =  Л(ок 4- (1 — о)и) 4  tp — и{.

Учитывая, что Ли =  Lu 4  О (| h |'2), | h |- — hi 4  h\> ио
аналогии с одномерным случаем находим

^  = 0{\h  |'2 4  т2) 4  (or — —) О (т).

Для погрешности z = у — и имеем задачу

B z— ZJL + 9 �<� �  \|Л / -=- 0,1, . . ., 2° =_ 2(0) -  0.

Отсюда н из априорных оценок следует сходимость в С 
схемы (5) со скоростью СК т 4 |/г 4 )  при о Ф 1/2 и 0(т24  
4 |й |2) при о =  1/2 (полная аналогия с одномерным слу­
чаем), если о ^ 1 -----т-.тД0

Для решения задачи, в силу оценки, полученной в 
гл. V, выполняется неравенство
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Отсюда видно, что 6Е ^  A «S АЕ, 6 =  щбо, А =  с2Д0, где 
60 и До определяются по формулам (10). Для определе­
ния у = y3+i на новом слое получаем задачу (6), где Л 
определяется из (15). В случае явной схемы у определя­
ется в каждом узле х е  оц по формуле

Для неявных схем (а ^  0) надо решать пятиточечиое раз­
ностное уравнение с переменными коэффициентами. Здесь 
используются итерационные методы, наиболее экономич­
ным из них является попеременно-треугольный метод 
(см. гл. V, § 5), число итераций для которого есть вели-

треугольного метода для разностных уравнений с пере­
менными коэффициентами дано в гл. VI; применительно 
к уравнению (6) с оператором А вида (15) его следует 
несколько видоизменить.

§ 3. Экономичные схемы

1. Метод переменных направлений. Сравним явные и 
неявные схемы (5) по двум характеристикам: объем вы­
числений для определения yi+l и ограничение на шаг т.

Я в н а я  с х е ма :  для определения yHi па сетке оц 
надо затратить число действий, пропорциональное числу 
узлов, т. е. число действий, приходящихся на один узел, 
не зависит от сетки кц. Однако шаг т жестко ограничен 
сверху условием
т <  т0(/г): т sS h2/4 при /ц =  кг = h для схемы (13).

Н е я в н а я _ с х е м а  (а >  1/2): для определения у3+1 
надо решить систему (Nt — 1)(N2— 1) пятиточечных раз­
ностных уравнений; для этого, по крайней мере в случае 
переменных коэффициентов, требуется число действий на 
один узел сетки он, возрастающее при \h\ 0.

Возникает задача — построить схемы, сочетающие луч­
шие качества явных и неявных схем: безусловно устой­
чивые, с числом действий на каждом слое, пропорцио­
нальным числу узлов сетки оц. Такие схемы принято на­
зывать экономичными. Конечно, мы должны сделать ого­
ворку: безусловно устойчивые в обычном смысле схемы 
должны быть асимптотически устойчивы, что приводит

у = у + (1 — о)тАу +  т(р.

чина Описание попеременно-
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(из;+1/г или и у}). При о =  1 из (7) следует вторая схе­
ма переменных направлений (схема Дугласа — Рекфорда)

(Е -f- т
,3+1 3+1/2 У3+1/2

3. Метод суммарной аппроксимации. Чтобы получить 
экономичные схемы для широкого класса задач (уравне­
ния с переменными коэффициентами, области сложной 
формы и т. д.), необходимо изменить понятие разностной 
схемы.

Мы отказываемся от обычного понятия аппроксима­
ции, которое мы рассматривали выше, и заменяем его 
более слабым понятием суммарной аппроксимации. По­
ясним его. Пусть переход от слоя / к слою / +  1 осущест­
вляется в несколько этапов, на каждом из которых ис­
пользуется обычная двухслойная схема, не аппроксимиру­
ющая исходное уравнение, однако сумма невязок для 
каждой промежуточной схемы

…
ф “  2  (8)а—1

стремится к нулю при стремлении к нулю шага т по пе­
ременному t.

Идею метода суммарной аппроксимации можно изло­
жить на примере задачи Коши для обыкновенного диффе­
ренциального уравнения

~ + < ш  =  /(£), f > 0 ,  и (0) — и0, (9)

где а >  0 — число. Предположим, что
а =  Щ + ог, щ > 0 ,  яг>0 ,  /(£) =  /,(£) + /а(£). (10)

Очевидно, что такое представление возможно всегда.
Введем сетку сот =  {  ̂=  /т, / =  0, 1, ...} и на каждом 

шаге ti„ t,+1) будем решать вместо (9) последовательно 
два уравнения

4 du /« \  *т-

~2 JT ~Ь %^(i) == А {£)•> tj ^  t tj f.i/2 — tj ~\ 2",

1 ^V(2)
"2 b B�D%;��� � (0> :=�Dh2 : ^  :=��

( 1 1 )
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получим, что jl,- =  �-); =  =  аг для г ^  0. Таким образом, фор­
мулы (3), (6) принимают вид

� � �� � �  а,-г/i — ai_iyo — R�� о, (13)
� � ( �  —  ссд-1'Рл'-1  —  осдт�� ��=h �  —  ��B ��:� �  ЛГ, (14)

где
R�� �� 4 „ � — „ � ( � +  F,-, i Ss 2, po =  0, pi — 7\, (15)
?i =  C?i-i — <7г~2 +  � � � � ��� � ^  2, go =  0, gi =  V > ( x  (16)
a,- =  Cai-i — �� - �, г ^  2, a0 =  1, ai =  <7, (17)
Найдем теперь Pi п г/jv-i- Для этого положим в (13) �� � � 5� �

а в (14) г =  5  +  2. Учитывая, что � � � � � 5  -f 1, получим
� 5 � � � �  a s P i  —  a f t - i p o  —  R 3 � � � 5 � �  =  o t f e - i P A r - i  —  2 : 3 ( C � ! < —  • � ( * ( �

Вычитая из второго равенства первое, получим уравнение отно­
сительно � �  И Удг-П

- 5( * � Z -1 � �� $� ��� � � � - 	(* �"� �� - 5( � � 9 � � � # ���  — R3! (18)
Подучим еще одно уравнение для �*  п � 9 ( * �  полагая �� � � 5 � �  1 в�
(13) и � =  5 +  1 в (14) и вычитая из первого равенства второе,

— -  � 9 ( �  +  ctfe-iPt — a^-ipo +  - � � � . / � � � „3 -1 — �5!  (19)
Учитщвая, что � - � � � 9  =  0, сложим п вычтем (18) и (19). Полу­
чим эквивалентную систему

(ctft-i — а*) ; �! v_: +  �9�  =  �5 � � — R3 +  S 5 (1 — �5�
/ �G�

; B L ( � +  Обй) ; � 9 ��  — Pi) =  �5( � � ��S 5 �� „3(9  +  �5� �
решая которую, найдем искомые значения pt и � 9 ( ‹

Р, =  (aj-i ~  - � 0 �1�1-� �23� � �  -  Ы +  ал-1 24� � � �� �5� 067

�� �*  =  (a/i- i“ ai ) ~ 1la/i-i(?ft-i__ Ра) +  B ��2.� � � �� �-8� 01�
Таким образом, алгоритм решения задачи (1) состоит в вы­

числении до формулам (15) —(17) коэффициентов S5-ь S5�� � 5 ( �,�
#h, ajj_i, -  �  но формулам (21) — значений рь рЛ-_( и неизвестных
7� � � г =  2, 3.......  А, но формуле (2), а для �� � � � � �� ��  А7 —3, . ..
..., 5 +  1 по формуле (5) при заданных � A� р.у и вычисленных pi,�
� 9 ( 	  Описанный алгоритм получил название Œ-…[(-6�"…	HŒ-!�
Легко подсчитать, что для его реализации требуется примерно 8V�
операций. Можно показать, что если Š� • � �  cos yLD� � � y � �  целое�
число, то задача (1) разрешима дри любой правой части и - Ž • �u �
• - * !  Следовательно, в этом случае формулы (21) не содержат�
деления на нуль.

Описанный выше марш-алгоритм можно использовать и в�
случае, когда Š — квадратная матрица, V�  — заданные, а рг- — ис­
комые векторы. Заметим, что рассмотренная нами в гл. VI раз­
ностная задача Дирихле для уравнения Пуассона на прямоуголь­
ной равномерной по каждому направлению сетке, введенной в�
прямоугольник, может быть записана в виде (1). В этом случае�
компонентами вектора являются значения искомой сеточной функ­
ции, соответствующие �B	� строке сетки, а матрица С�— трехдиа­
гональная и ее порядок равен числу внутренних строк сетки.
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