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PREFACIO

Muchos procesos a ciclo fijo de distinta naturaleza fisica condu-
cen a las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de tipo elip-
tico. Es suficiente sefialar los problemas estacionarios sobre la
conductibilidad térmica y la difusién, el problema acerca de la
distribucién de la corriente en cl medio conductor, los problemas
de la electrostatica y la magnetostatica, los problemas sobre la teoria
de elasticidad, la teoria de la filtracidn, etc.

Las soluciones exactas de loz problemas de contorno se consiguen
para las ecuaciones elfpticas s6lo en casos particulares. Por lo tanto
es necesario saber solucionar estos problemas aproximadamente.

Método universal y eficaz de la solucién de ecuaciones elipticas
es el método en diferenciag finitas, al cual estd dedicado dicho libro.

, El proceso de la resolucién de ecuaciones diferenciales con auxilio
del método en diferencias consta de dos etapas principales:

1) la primera etapa es la sustitucién de la ecuacién diferencial
y las condiciones complementarias (por sjemplo, las condiciones
de contorno) por el sistema de ecuaciones definidas sobre la red (la
construccién del esquema en diferencias);

2) la segunda stapa es la resolucién del sistema obtenido de ecua-
ciones definidas sobre la red (en diferenciag).

En el presente libro se examinan s6lo las cuestiones relacionadas
con la construceidén y la investigacion de los esquemas en diferencias.
Los métodos (directos e iterativos) de resolucidn de las ecuaciones
en diferencias las cuales aproximan ecuaciones elipticas, seJestudia-
rdn en un libro especial.

En éste gran atencién se presta a la construccién de las aproxi-
maciones en diferenciaz de ecnaciones y condiciones complementarias
para los problemas tipo de la Fisica mateméatica. Nos limitamos sélo
al estudio de los problemas referidos a las ecuaciones y los sistemas
de ecuaciones del segundo y del cuarto 6rdenes destacando de manera
especial aquellos que tienen aplicacién inmediata en la préctica,
Con este respecto hemos considerado oportuno exponer los plantea-
mientos de una serie de problemas de la fisica matematica (cap. 1)
abasteciéndolos de las deduecciones de ecuaciones y condiciones de
frontera,
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Sefialamos que las aproximaciones en diferencias de ecuaciones
elipticas se pueden utilizar al construir los esquemas en diferencias
para los problemas no estacionarios de la fisica mateméatica relacio-
nados con las ecuaciones de tipo parabélico e hiperbélico.

Con el fin de simplificar la exposicién, en el libro dado se exa-
minan principalmente los esquemas de resolucién de las ecuaciones
con dos variables independientes. El paso al caso de tres dimensiones
no ocasiona ningunas dificultades de principio y séle conduce a
férmulas mds voluminosas.

Al escribir los esquemas en diferencias siempre se debe tener pre-
sente agquel trabajo de cdlculo que serd preciso cumplir para la reso-
lucién de los sistemas obtenidos de ecuaciones en diferencias. Por eso
nos restringimos al estudio de los esquemas elementales con el modelo
minimo en el cual se asegura el segundo (o cuarto) orden de preci-
sién. Precisamente los esquemas de este tipo so emplean vastamente
en la préctica.

Al construir esquemas en diferencias se debe preocupar no sélo
por que aproximen de manera suficiente el problema inicial para la
ecuacién diferencial desde el punto de vista del error de aproxima-
cién, sino por que modelen en el espacio de funciones definidas sobre
la red las propiedades fundamentales del problema inicial (tales,
por ejemplo, como la autoconjugacién, la elipticidad, etc.). En el
libro a esta cuestién se le otorga debida atencién.

En el tiempo presente existen bastantes métodos de construccién
de aproximaciones en diferencias para los problemas elipticos. La
exposicién pormenorizada do estos métodos en forma general no es
posible en los marcos del trabajo en cuestién.

Diversos métodos de construccidén de los esquemas en difersneias
se muestran mediante los ejemplos més sencillos de los problemas
unidimensionales. Este enfoque permite distinguir la idea construc-
tiva de uno u otro método sin recargar la exposicién de los detalles
técnicos muy complicados, los cuales aparecen al examinar las
ecuaciones suficientemente generales.

La cualidad de un esquema en diferencias se aprecia ante todo
por su exactitud. El estudio de los esquemas en diferencias en el
libro esta basado en la investigacién detallada de su error de apro-
ximacién y su estabilidad puesto que precisamente estas caracteris-
ticas definen la exactitud del esquema.

El estudio de la estabilidad de los esquemas en diferencias se
reduce a la obtencién de las acotaciones aprioristicas para las solu-
ciones de problemas en diferencias de contorno. Para los esquemas
en diferencias correspondientes a las ecuaciones elipticas se conocen
muchas acotaciones aprioristicas diferentes que imitan en uno u
otro grado las acotaciones apriorfsticas que se emplean para las
ecuaciones diferenciales.
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En el libro las acotaciones aprioristicas tienen en grado conside-
rable el cardcter ilustrativo. Ellas no se aportan para todos los
esquemas en diferencias citados en el libro. Sin embargo, los métodos
expuestos en los capitulos III, V y VI permilen obtener estas acota-
ciones.

Hemos estudiado con més detalle los esquemas en diferencias
para las ecuaciones de Poisson en diferentes sistemas de coordenadas
(cap. T1I).

En el capitulo 1V se han examinado los esquemas en diferencias
de los problemas de contorno fundamentales para el caso de ecuacio-
nes elipticas del segundo orden (con derivadas mixtas y sin ellas,
de orden elevado, los esquemas sobre las redes irregulares, etc.), del
sistema de las ecuaciones de la teoria de la elasticidad, asi como de
las ecuaciones del cuarto orden.

Se estudian detalladamente las aproximaciones de las condiciones
de conjugacién y de las condiciones de frontera de todo género para
las ecuaciones del segundo y del cuatro 6rdenes.

En el capitulo V se introduce el aparato matemético minimo de
la teoria de los esquemas en diferencias (las férmulas en diferencias
de Green, los problemas sobre los valores propios para los operadores
diferenciales, los teoremas de encaje sobre la red, ete.} el cual se
emplea en el capitule VI para obtener segin el método de desigualda-
des energéticas algunas acotaciones aprioristicas.

Los métodos de construccién de los esquemas en diferencias, ex-
puestos en este libro, se pueden usar asimismo para obtener las
aproximaciones en diferencias de las ecuaciones no lineales. No
obstants los esquemas no lineales no se examinan en el libro, ya que
el estudio de éstos exigiria prestar mucha mds atencién a la obten-
cién de las acotaciones sprioristicas, lo que seria inconveniente en
dicho libro.

Este libro se fundamenté en el curso de conferencias pronunciadas
por los autores durante muchos afos en la Universidad de Mosci
para los estudiantes de las facultades mecanico-matemitica, fisiea,
de matemética calculadora y cibernética. El libro estd destinado
para gran circulo de lectores y puede ser utilizado como material
didéctico al estudiar los métodos en diferencias de resolucion de las
ecuaciones de fisica matemditica. La exposicién tiene el cardcter
sistemético y elemental y no presupone la preparacién previa del
lector en la teoria de esquemas en diferencias. Es de sefialar la afini-
dad ideolégica y metédica de esta obra con el libro de A. A. Samarski
«Introduccion a la teoria de esquemas en diferenciass (¢«Ciencian,
Mosci, 1971).

Los autores



CAPITULO I

INTRODUCCION

§ 1. Ejemplos de los problemas cientifico-técnicos
que conducen a las ccuaciones eliplicas

1. Problemas estacionarios sobre la conductibilidad {érmica y
la difusién, Los procesos estacionarios (es decir, aquellos que no
cambian con el tiempo) de diversa naturaloza fisica se describen por
las ecuaciones de tipo eliptico, en el caso més sencillo (del medio
homogéneo y la ausencia de las fuentes), por la ecuacién de Laplace.
Seiialemos, por ejemplo, los problemas sobre la conductibilidad tér-
mica, ]a difusién, la electrostitica, la magnelostatica, el flujo po-
tencial del liquido, ete.

Examinemos el problema sobre la distribucién estacionaria del
calor en cierto volumen G con una superficie I' del espacio tridi-
mensional z = (&;, &4, #3). El proceso de transforencia de calor (o de
la conductibilidad térmica) se determina por la ley de Fourier: el
vector de densidad de un flujo calorifico I¥ es proporcional al gra-
diente de teraperatura u = u (z). nsi que

W = —k grad u, (1)

donde k = k (z) es el coeficienle de conductibilidad térmica. La den-
sidad del flujo calorifico es igual a la cantidad de calor que pasa en
la unidad de tiempo a través de la unidad de superficie isotérmica.

Escribamos la ecuacién de balance térmico para cierto volumen V
que enferamente estd dentro de G y que tiene la superficie S. Sea
que dentro del volumen V existen fuentes de calor distribuidos con
la densidad £ (z), asi que 7 (z) dV es la cantidad de calor desprendida
en el volumen dV.

Sea W, la proyeccidén del vector IF sobre la normal exterior n a
la superficie S. La ecuacidn de balance térmico expresa un hecho evi-
dente: el flujo calorifico sumario que pasa a través de la superficie S

N
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debe ser igual a la cantidad de calor

l,‘s j f(z)dv

desprendida en el volumen V, es decir,

1 whas={{§ 1@ av. (2)
s v

Hagamos uso de la férmula de Ostrogradsky
{{whas= 5 div 1 av
f{woas=
y volvamos a escribir la ecuacion de balance (2) en la forma
SSS{div W —f (z)) 4V =0. @)
Vv

Si f (x) .y div I son funciones continuas del punto & = (z3, g, Z4),
en virtud de que el volumen V es arbitrario, de (2') se deduce:

div 1" = f (2). (3)

Sustituyendo en ésta la expresién (1) del vector de flujo calorifico W,
obtenemos la ecuacién para la temperatura estacionaria u = u ()

Lu = div (k grad ¥) = —f (2}, (4)
o en la forma desarrollada
g (k,ﬂ),’.i_ (}r.ﬁi)_}r‘ J (r'rﬂ)=—!(x1. 2, x:-!)- (43]

drg diey drg dirg Axry ey

El coeficiente k es la Tuncion del punto & = (%, Tq, Z5):
E=1Fk(x) =k(z, 24 T)
En el caso de un medio homogéneo el coeficiente de conductibilidad

térmica k — const no depende del punto z y la distribucién estaciona-
ria de temperatura u = u () se deseribe por la ecuacién de Poisson

Aw = —f(z), f= k.
Yeria.més comodo conservar para el segundo miembro la designa-
cién f () y eseribir
Ay = —f (), (5)

o en la forma desarrollada:

St Ty = 1, (59

o ]
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Si no hay fuentes de calor, es decir f (z) == 0, obtenemos para la
temperatura estacionaria ¥ = u () una ecuacién Liomogénea

div (k grad u) = 0

(0 la ecuacién de Laplace Au = 0 en caso de que & = const).

La ecuacién de la conductibilidad térmica (4} se ha obtenido
suponiendo que el proceso de transferencia de calor es is6tropo. Si
el factor de conductibilidad térmica depende de la direccién y es
tensor (el medio es anisétropo), en vez de (4) se obtiene la ecuacién

3
i i \
52‘ E(kmﬁ W)': —i(x). (8)
afi=I

8i kop == 0, siendo o 5% P, la ccuacion (6) toma la forma
a4 i 7 it i 't
2 b o (b )4 (e ) =1

iy try Uiy oy deg
La ecuacién (4) se cumple para todos los puntos interiores del
recinto G. En su frontera [' se dan las condiciones complementarias,
Generalmente se da wna de las siguientes condiciones:
a) se da la temperatura: u = g (2), siendo x € T;
b) se indica el flujo calorifico: k 5% = g (z) conz € T;
c) se preestablece el infercambio de calor segin la ley de Newton:

k%:uu—f—g(z}, z €T, donde » = = (z) > (.

En concordancia con esto obtenemos tres problemas de contorno
fundamentales:

a) el primer problema de contorno, o el problema de Dirichlet:
hallar la funcién u (2) continua en un recinto cerrado G -+ T partien-
do de Ias condiciones

Lu = —f (2), siendo x € G; u = g (%), siendo z €T
b) el segundo problema de contorne, o el problema de Neumann:
Lu= —f(x), siendo 2€G; k%=g(x), siendo 2 €T,
¢) el tercer problema de contorno:

L= —{(a), ciendo z€G; k%=m+g(z), siendo z€l.

Sefinlemos que para resolver el problema de Neumann es preciso
cumplir la condicién

[5 g () do+ § f(x) dz=0, (7)
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la cual en el caso de ecuacién homogénea (f == 0) tiene la forma

S g(x)do=1. (8)

T}

Esta condicién significa que la cantidad de calor que entra en el
recinto G debe ser igual a la cantidad de calor que sale (en el caso
contrario el procoso tendrd el cardcter no estacionario).

Los procesos de difusién de la sustancia son en mucho andlogos
a los procesos de conductibilidad térmica. Al deseribir la difusion,
la loy fundamental de conductibilidad térmica tiene como anilogo
la ley de Nernst, de acuerdo con la cual el vector de densidad del
flujo de sustancia 1 es proporcional al gradiente de concentracién
o= u (x):

W = —D grad u,

donde D = D (z) es el factor de difusién. Sustituyendo esta expre-
sion en la ecuacion (3), con f(x)=0 (lo que significa la ausencia de
fuentes de sustancia difusora), obtenemos la ecnacién de difusion

div (D grad u) = 0,

la ¢ual en el caso de un medio homogéneo (D = const) se convierte
en la ecuacién de Laplace Au = 0.

. 8i el medio en el que tiene lugar la difusién, se mueve con la
velocidad v = (vy, v,, vy), para la distribucion estacionaria de la
concentracién u = i (%) la ecuacién de difusién tiene la forma

div (D grad u) — div (vu) =0 (9)

2 - du A e
div (D'grad u) — v, Ve =0,

si dive = 0 (el medio es incompresible). En efecto, si el medio se
mueve, el flujo sumario de sustancia consta del flujo difusivo, igual
a —D grad u, y del flujo de transferencia (o de traslacién), el cual
es igual a up, asf que el flujo sumario es igual a

W = —D grad u -+ uo.

Ahora nos queda sustituir esta expresién en (3), siendo f==0 (no
hay fuentes). En el proceso de difusién puede tener lugar una reac-
cién de descomposicién o multiplicacién de dicha sustancia, lo que
provoca la aparicién de las afluencias o fuentes, respectivamente.
Si la densidad de estas fuentes (afluentes), digamos, es proporcienal
a la concentracién, en vez de (9) obtendremos la ecuacitn

div (D grad u) — (v grad u) + Pu = 0, (10
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donde f es el factor de proporeionalidad (siendo f = 0, tenemos una
fuente (1o multiplicacién de la sustancia); con § << 0, una afluencia).

OBSERVACION 1, A las ecuaciones de especie arriba indicada con-
ducen otros problemas. Examinemos como ejemplo el problema
sobre el campo electrostatico (ue se encuentra en un medio no con-
ductor. Este se describe por las ecuaciones de Maxwell

rot £ =0, divD=4np, D = eE,

donde E es el vector de la intensidad de campo elécirico, D es el
vector de induccién eléctrica, & = e {z) es la constante dieléctrica
del medio, p= p (z) es la densidad de cargas volumétrica en el punto
x = (2, %5, Zg). De la ecuacién rot £ = 0 so deduce que E es el
vector potencial que se representa en la forma

E = —grad u,

donde u = u (x) es el potencial del campo. Sustituyendo E =
= —grad u on la ecuacién div eE = 4mp, obtencmos

div (e grad u) = —4mnp,
Si el medio es homogéneo (e = const),
Au = —4npie;

para el vacio (¢ = 1) tendremos Au = —d4np.

Si el problema es estacionario, de las ecuaciones de Maxwell
obtenemos para el vector de intensidad de campo magnético (las
ecuaciones de la magnetostitica)

rot H =0, divB=0, B=uH

Por analogia a la Electrostatica introducimos el potencial u de
campo magnético el cual, siendo el medio homogéneo (p = const),
satisface la ecuacién de Laplace Au = 0, con esto H = —grad u.

opsErvacion 2. El potencial de velocidad ¢ del flujo estacio-
nario de liquido incompresible también satisface la ecuacién de
Laplace Ag =0, ademés, la velocidad v = grad @.

Si 1a resolucién de la ecuacién (4) no depende de 74 (lo que eviden-
temente puede tener lugar en el caso de / = f (2y. 22), k =k (x4, x2),
de las condiciones de contorno independientes de 3 y en el caso de
las regiones especiales), obtenemos para la determinacion de u =
= u {#,, ,) una ecuacién bidimensional

Ln=% (k{.i‘?h-’fa);Tt:) +% (k{x;,x;)di;;) = — {2y, T2)

Por ejemplo, esto puede tener lugar en el caso de una regi6n cilindri-
ca infinita con la generatriz dirigida a lo largo de z, a condicién de
que a lo largo de la generatriz no cambian los datos de entrada, a
saber: los coeficientes y los segundos miembros de Ia ecuscion y de
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las condiciones de contorno. Entonces, ¢l problema se puede consi-
derar en cualquier seccién transversal del cilindro paralela al plano
Ly, Tg).

: En)lo sucesivo para simplificar la exposicién examinamos solo
los problemas bidimensionales. El paso a los problemas elipticos
tridimensionales no acarrea dificultades de principio, pero complica,
como regla gencral, los cdlculos y férmulas.

2, Problemas sobre la distribucién estacionaria de la densidad
de la corriente en el medio conductor. A las ecuaciones de tipo elip-
tico eonducen los problemas sobre la distribucién estacionaria de
log campos eléctrico y magnético. Estos problemas se deseriben con el
sistema de ecuaciones de Maxwell, las cuales en el caso estacionario
tienen la forma

rot H =—?’—j, rot If =0,
divpH =0, diveE =4np, 1)

donde E es el vector de intensidad del campo elécirico; H, el vee-
tor de intensidad del campo magnético; j, el vector de densidad
volumétrica de la corriente elécirica; p, la densidad volumétrica de
las cargas eléctricas: p, el coeficiente do permeabilidad magnética
y e. el coeficiente de permitividad dieléctrica.

En el caso general de un medio anisétropo y no homogéneo & y p
son los tensores dependientes del punto =z = (x,, x,, 2,) del espacio.
8i el medio es isétropo. € y p son funciones escalares de z. En el caso
de un medio homogénco e isétropo € y u son constantes: ¢ = const >
>0, p = const > 0. Para un dicléctrico se puede considerar p = 1;
para un conductor, & = 1; para el vaefo, 6 = p = 1.

En el caso general en vez de j en la ecuacién (11) se contiene la
suma j - 7, donde j** es el vector de densidad volumétrica de la
corriente procedente de las f.e.m. exteriores. Aqui consideramos que
j© = 0. 8i el medio no es conductor, j = 0. Las ecuaciones de la
Magnetostatica (rot H = 0, div pH = 0) son vélidas también para
el medio no conductor,

Como se ha sefialado arriba, la condicién rot E = 0 significa que
el vector E es potencial a la vez que la condicién div H = 0, la cual
tiene lugar siendo p = const, significa que el vector H es solenoi-
dal, es decir, existe un potencial vectorial 4 tal que H = 10l A,
divA = 0. El vector 4 satisface la ecuacién de Poisson AA =
= (—4xn/c) j. En efecto, la primera ecuacién de (11) nos da

rot H = rot rot A = grad divA — A4 = —AA = — (4n/e) j.
Problemas interesantes surgen en relacién al estudio de la dis-

tribucién estacionaria de la corriente en el medio conductor. De las
ecuaciones de Maxwell (11) se sigue la ley de conservacién de la
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carga eléctrica
divj =0,

a la cual se debe afadir la condicién de potencialidad de un campo
eléctrico, es decir, la férmula

E = —grad u. ' (12)

Entre los vectores de densidad de corriente j y de densidad de campo

eléctrico existe una relacion. Esta relacién se expresa por la ley de
Ohm

j =0k, (13)

donde o es el coeficiente de electroconductihilidad, el cual es una
funcién escalar de = (z,, ®,, £,). si la conductibilidad del medio
no depende de la direceién (el medio es is6tropo en conductibilidad);
en el caso contrario ¢ e3 un tensor. De las dos vltimas f6rmulas se
deduce: j = —o grad . De aqui y de la férmula divj = 0 tam-
bién obtenemos la ecuacidn de potencial: div (o grad u} = 0, la
cunl en la forma desarrollada se escribe de la siguiente manera:

d b i
_Z E(GUE)=O para un medio anisétropo,

@
i T -
NI Tf:-(u E‘:i) =0 para un medio isotrdpo,
it ] t
2, a
An= f;:; =0 para un medio homogéneo e isbtropo.
1

i=1

En la superficie conductora la componente tangencial del vector
de campo eléctrico es igual a cero, lo que equivale a la constancia del
potencial: w == const {la condicién de contorno del primer género}.
En particular, en la superficie perfectamente conductora puesta a
tierra = 0. En la frontera entre el conductor y el disléctrico es
igual a cero la componente normal de la densidad de corriente eléc-

trica, a saber j, = —u‘% , es deeir,
%:—=0 (la condicion de contorno del segundo género).

Al estudiar las corrientes de liquidos y gases en los canales mag-
netohidrodindmicos, al investigar el comportamiento del plasma en
desequilibrio en los campos magnéticos intensos, etc., se encuentran
en niimero reducido los problemas estacionarios de la electrodinamica,
cuyo rasgo distintivo es la ley generalizada de Ohm, la cual expresa
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la dependencia del vector j no sélo con respecto a E, sino también con
respecto a . Indiquemos ante todo que para el medio que se mueve
con una velocidad v la ley de Ohm (13) toma la forma

J=0(E+[vH)). (14)

Si ol medio se mueve con una velocidad v y se tiene en cuenta el
llamado efecto HMall, tiene lugar la ley generalizada de Ohm

F+17Q1 = (E+ [vH)), 9=ﬁ|?f’|. (15)

donde P es el parimetro de Hall y ¢ > 0, el coeficiente de electro-
conductibilidad.

Si el pardmetro de Hall = 0, esta ecuacién para j se transforma
en la expresién de la ley comiin de Ohm para el medio en movi-
miento. &

La suposicién de que las corrientes de desplazamiento y los
campos magnéticos inducidos son infimamente pequefios permite
considerar el campo magnético como constante y preestablecido.

Consideraremos indicadas las distribuciones espaciales de con-
ductibilidad o, de parimetro de Hall B y de velocidad del medio o.
En el caso general estas magnitudes se hallan como resultado de la
resolucién de otras ecuaciones, por ejemplo, de las ecuaciones de la
dindmica magnética de los gases, de la ley de conservacién de la
energia de los electrones, etc.

En adelante nos limitaremos al estudio del problema bidimen-
sional suponiendo que los vectores j, E y » no dependen de la coor-
denada z, y se encuentran en un plano (z;, z,), asi que

i — Ul- fﬂ- O)o E = ‘Ela Em O)t = (vl.n Vay 0}0

mientras que el campo magnético H y el vector  son perpendicu-
lares al plano (zy, z,):

H=(0,0, H), Q-=1(0,0 Q).

Todas las funciones, a saber jy, ja, By, Ey, vy, vy, H y ©, dependen

Unicamente de z; y z,. En este caso las ecuaciones rot F = 0,

divf = 0 y la ley de Ohm (15) tienen la forma
0E, 0E, _ o My _
= g bgE=0

(16)
I+ Qfy=0(E(FvH), [,—Qjy=0(E;—v,H).

Aqui se han escrito cuatro ecuaciones respecto a cuatro funciones

desconocidas Ey, E,, J, ¥ j.; las funciones vy, v,, H, Q y o estin pre-
establecidas.

Examinemos estas ecuaciones en un recinto finito G con la fron-
tera I'. En la curva T se deben indicar las condiciones de contorno.
Analicemos las siguientes condiciones de contorno.

20285
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a) Estd dada la componente normal del vector dc densidad de la
corriente eléctrica que pasa por la frontera:
jn=g) enT,
donde g (s) es la funcién indicada de la longitud del arco s medida a
partir de cierto punto de la curvaI', j, es la proyeccién ‘del vec-
tor j sobre la normal exterior n a la
" d c o curva 1
1 ' El caso de g(s)= 0 corresponde
a un dieléctrico perfecto; el caso de
g {s) == 0, a un electrodo ¢perfectamente
seccionadoy.
b) Otro tipo de la condicién de con-
A ) : p torno consiste en la exigencia de la con-
i tinuidad de la componente tangencial
Fig. 1 E. del vector de campo eléctrico en la
superficie de separacién de dos medios.
Asi, a lo largo del electrodo continuo perfectamente conductor la
componente tangencial del campo eléctrico es igual a cero:

B, ca0,

En el caso general la frontera I' estd dividida en un niimero finito
de las parcelas vy, en las cuales estin dadas las condiciones de con-
torno de tipo diferente.

En lo sucesivo supongamos que G es un rectiangulo ABCD. De
frontera del recinto T sirven las paredes perfectamente dieléctricas,
excepto dos electrodos ab < AB y ed < CD, los cuales son bien
perfectamente seccionados (j, = 0), bien perfectamente conductores
{Ex = 0). De las ecuaciones (16) se deduce que es posible introducir
una funcién escalar @ (z,, z,) y admitir

. 5 o .. .
E=-—gradg 0 Ei=—§§. E"'-axg'

también se puede introducir una funcién vectorial {potencial vecto-
rial) ¥ = (0, 0, $(xy, x,) y admitir

; el g 08
_}'=T‘0t'lp 6 j]_‘ 332' JS a;! .
Sustituyendo estas expresiones en la ley de Ohm (15), obtendremos
ap 8y ap __
o SOl i
ap ap g
-a-IT-{-Q—é?;_UEhUv’H.
La condicién de frontera j, = g (s) toma la forma

aa—‘:?=-g(8)
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¥ es equivalente a la condicién
(@) ker=v(s)= | g(s)ds. (18)
En vea de E, = 0 obtenemas d¢/ds = 0, de donde se deduce;
@ (2) lzer = const.
Eliminando ¢ no es dificil reducir el sistema de dos ecuaciones del
primer orden para las funciones ¥ y ¢ a una ecuacién del segundo

orden para la funcién y:

om = (4 82) - (£ )& (S )+

Gz, \ O oz, 9%y \ 0 oOzg dz, \ 6 o2y
2 (Q &
+3 (5 =) =1

1= 55 ill) + 5= (vall) = div (i),

Para ello es suficiente multiplicar las ecuaciones (17) por 1/, dife-
renciar la primera ecuaci6n respecto a , y la segunda, respecto a I,
luego de la primera igualdad restar la segunda, '

La condicién de contorne ¢ () = v (s) queda vélida, pero la
condicién @ (s) = const, en virtud de las ecuaciones (17) y (18), ee
convierte en una condicién con derivada oblicua

o ap :
Su Tl = ovH. (19)

En efecto sean 7 = (cos «, sen &) el vector wnitario de la normal
exterior y T = (—sen o, cos @), el vector unitario tangente 2 la
curva I'. Anotemos inicialmente que v, = v, cos & - Vg SeD O,

ap o ap o oy __ 0y oy
T cos“-i—ﬁ; e T - az, oo ot 5 gy g

Luego multipliquemos la ecuacién (17) por — sen o ¥y la ecuacién
(18) por cos o, después sumamos las ecuaciones obtenidas:

W o g
:??—{-Q—a?-—ﬂ-?; —-Ub‘nff‘

De aquf se desprende la condicién (19), suponiendo que @ (5) =
= const & 8¢/ds = 0. Si los pardmetros ¢ y Q son constantes, la
ecuacién Ly = f se transforma en la ecuacién de Poisson

Ap = —gf.
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De esta forma, tenemos el siguiente problema de contorno?
Ly=f siendo = (24 %) EG.
bis)=v(s) en (197

b d
J—n-l-ﬂ £=60“H on Yoy

con todo esto yy + g, =T,

Examinemos la clase ¥ de las funciones { que satisfacen las
oondiciones homogéneas (18) 6 (19) 6 (19').

El operador L, determinado mis arriba, cuando se emplea en
la clase ¥ de las funciones 1 es posiivo:

(b, L) = { { WL dayday > ¢
y, hablando en general, no autoconjugado, L % L*, es decir,

(b L) (L, )

para cualesguier 1, 15' de la clase ¥. Senalemeos, sin embargo, en el
caso de ausencia de la corriente de Hall, es decir, =20, el ope-

rador I:

’ . 1

L= —div (; grad \p)
es autoconjugado, [ = AR

Mostremos, por ejemplo, la justeza de la correlacién (yp, Inp y=> 0.
Para ello hagamos uso de las férmulas de Green:

@ L) = w{-%%(?f—.”ﬁ-)—
G
et (2 —0)} dz, e, -

= U% vy de, do+ | | 2 (ggg:_gg?;) depdng i

= 25
pot(Era)a o
by
Bajo o) signo de la integral respecto a la frontera T' se encuentra la
funcién

v(E+a)=r o,
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la cual se reduce a cero, si para \p_g?p estd cumplida una de las con-
diciones (18) 6 (19), es decir, ¥ y ¥ pertenecen a la clase ¥, Suponien=~
do luego ¢ = 1 en la férmula (20), obtenemos de una vez

W, Lv) = | { 1 Vo Pde day=(y, Ly)>0.
)

En la férmula (20) también se ve que
b L9 = [ | & vovde dn+
G

Ty

+{[2(RR-2 D) ann,
G
@ Loy={ | + vyvdz, dzy—
a

S IEE T

es decir, (P, L) = (Lv, V) sb6lo con la condicién de que
Q 8y dp o
e Ea-aa) eda=o

la cual se cumple en el caso en que £ = 0,

3. Estdtica Sel cuerpo sélido eldstico. Bajo la accién de las fuer-
zas aplicadas los s6lidos se deforman en uno u otro grado, es decir,
cambian de forma y volumen. Sean z = (zy, z,, 24 el radio vector
de cierto punto de un sélido antes de aplicar a éste las fuerzas ex-
teriores y =’ = (z{, z3, i), el radio vector del mismo punto mate-
rial después de la aplicacién de las fuerzas. El desplazamiento de
un punto durante su deformacién se caracteriza por el vector u =
=gz —uz, el cual recibe el nombre de vector de desplazamiento y
cuyss componentes son iguales a:

u‘($)=x€_——xl‘l ‘=1|2| 3-

Es evidente que el estado de deformacién de un cuerpo sélido se
describe por entero preestableciendo el vector de desplazamiento
para cada punto del cuerpo.

Para deducir 1as ecuaciones que describan el estado de deforma-
cién de un sélido (se supone que estd en equilibrio), destaquemos en
el cuerpo un volumen arbitrario ¥ limitado por una superficie S.
Escribamos la condicién de la igualdad a cero del vector principal
de todas lag fuerzas que actGan sobre el volumen V. Este vector
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principal de las fuerzas de volumen es igual a
fifea
v

donde F' = (Fy, Fy, F,) es la fuerza que actia sobre la unidad de
volumen del cuerpo. El vector principal de las fuerzas gue acthan
sobre el volumen dado a través de la superficie S por lado de las
partes que circundan el volumen ¥, es igual a

e

donde f = (f1, fa, f5) 0 la Inerza que actia sobre la unidad de super-
ficie. Igualando a cero la suma de los vectores principales de las
fuerzas volumétricas y superficiales, obtendremos

HSde.{-Hde=0. (21)
L S

Transformemos esta correlacion. De acnerdo con la férmula de
Ostrogradsky la integral de superficie

{{ rias
S

de la funcién escalar f, se puede representar en forma de una integral
de volumen de la divergencia de cierto vector T, es decir,

fidS= div r, dV, (22)
§§ nas={{
donde t; = {1y, T1g, Tis). Ademas

fi = Tip €08 (B, 27) + Ty €08 (1, Ty + Tyy €08 (B, Zy), (23)

donde n es la normal exterior a la superficie S. Sustituyendo (22}
en (21) y teniendo en cuenta que (21) es justa para cualquier volu-
men V, obtendremos el siguiente sistemna de ecuaciones:

3

) 3%4 Fi=0, =i, 2, 3 (24)
j=1
El tensor
" Ty Ty Tyg
T={[Tay Taz Tps
T3q T3z Tas

se denomina tensor de tensién y las funciones T;s, componentes del
tensor de tesnidn.
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Expliquemos el sentido mecénico de las componentes del tensor
de tensién. Por la definicién f, es la proyeccién sobre el eje z; de lIa
fuerza f (que actfia sobre la unidad de superficie) aplicada a la su-
perficie S. Eligiendo en S un punto en el cual la normal exterior
estd dirigida a lo largo del eje z;, a hase de (23) obtendremos que

fi = Ty

Es evidente que 1, es la proyeccidn, sobre el eje Oz,;, de la fuer-
za que actia sobre la unidad de la superficie perpendicular al eje

X5 T3

X2
X1
Fig, 2

Ozy; esto quiere decir que 71;; es la componente normal de dicha
fuerza a la vez que 74 ¥ 7g son las componentes tangenciales. En la
fig. 2 se ilustra el sentido mecénico de las componentes del tensor de
tensibn.

Ahora escribamos las condiciones de igualdad a cero de los mo-

mentos principales con respecto a los ejes de coordenadas. El mo-
mento respecto al eje Oz; es igual a cero:

Sij (zmFs—zsF;) @V + | § @fs—zt)ds =o. (25)
5

En virtud de la férmula (23) tenemos
U (@afs—msfy) ds=j§\' (w5731 — 530} 003 (30, 2)+

- (®5Tye — aTan) €08 (M, Tp) + (ZgT33— &3Tyy) COS (72, z,)} dS§,
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o, transformando la Gltima integral de acuerdo con la férmula de
Ostrogradskys i

_LS (x,fs—x3f,) dS = I SVS div (2,13— 24%,) dV =
= [ {§ {a(Ge+ o+ 0) -
iy (%}4—%-}-%’?) + Ty — Tz } dv.

Sustituyendo esta correlacién en (25) y tomando en eonsideracién
(24), hallamos

§1§ tse—mn) av =0
v

Debide a la arbitrariedad del volumen ¥ de aqui se desprende que
Tss = Tge. Similarmente se establecen las correlaciones Ty = Ty,
Tis = Tg-

Hemos demostrado que el tenser de lensién es simétrico, y por
consiguiente el sistema (24) contiene s6lo seis funciones desconocidas.

Con el fin de obtener el sistema de ecuaciones para hallar el vecs
tor de desplazamiento i, sometamos al examen el tensor de defor-
macién y establezcamos la relacién entre las componentes del tensor
de tensiones y las del tensor de deformacién.

Al deformar un sélido varfan las distancias entre sus puntos.
Consideremos dos puntos cualesquiera cercanos entre si. Sea z =
= (%, zy, zy) el radio vector del primer punto y ® + Ax =(z, +
+ Az, z4 -+ Az,, 3 + Azy), el del segundo. El vector de despla-
zamiento del puntoz es u () = (i, (z), u, (&), u, (7)) y el del punto
x + Az,

w (24 Aw) = (i, ( +Ax), Uy (% +A2), ug (o + Ac)).

El vector Au == u (x + Ax) — u (z) caracteriza el cambio de posi-
cién del vector Az, con esto

a

Auy = ZAx}g:;; +O(|Ax2); (26)

=1
al mismo tiempo Az 4 Au caracteriza la disposicién reciproca de
los puntos mencionados al haber desplazado éstos. Hagamos cilculo
de la longitud del vector Az -+ Au:

i

| Az 4 AulP=[Ax [*+2 D) Az Auy+| Al =
5 i;' .
=|Awxt D) D (—5‘-4-@-1) Az Az 4| A |24-0 (| Az %),

dry = dx;
=] je=i
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Ahora introduzeamos las suposiciones de la teoria geométrica-
mente lineal de elasticidad. Consideraremos que el cuerpo en cues-
tién se suele deformar débilmente, y por esc podemos suponer gue
duy/dx; € 1. Con esta suposicién se admite hacer caso omiso de los
cuadrados y los productus de las derivadas u,/8x; en comparaci6n
conssus primeras potencias,

i
Ouy _ Ouyg  Bug _ fOuy |, dug\ _ f(8uy | dug) duy , Quy -
m=m=wm— (e a) = @) = (@ ra) =0 @
entonces, salvo O (} Az P + | Au |*) el cuadrado de la distancia
entre los puntos x y x 4+ Az después de su desplazamiento se queda
invariable, o sea, en este caso se puede considerar que no hay defor-
macién,

De esta forma, con dichas suposiciones las condiciones (27) son
las condiciones de un desplazamiento sin deformacién, es decir,
de un desplazamiento rigido.

Volvamos & escribir la (26) en la siguiente formas

1 [i} du 1 : a bl ,
M':TZQ ﬁz,(a:—; E‘?ﬂ'*'?_ziuf(ﬁi—:“a%)*'
i= =

+OK|¢.’L‘I=), ‘=11 2: 3.

De esta anotacién se deduce que después del desplazamiento de los
puntos x y @ -+ Ax la variacién de la posicién del vector Az, que se
caracteriza con el vector Au, salvo las magnitudes O (| Az [°) se debe
al desplazamiento rigido y la transformacién con el tensor simétrico:

By Byp By
B34 €32 o3
€3y B3y By

E =

donde

1 fduy , Ouy
o =7 (g +52) (28)

A este tensor se le da nombre de iensor de deformacién, y las funciones
gy () se denominan componentes del tensor de deformacién.
puede mostrar que las componentes del tensor de la deforma-
cién tienen el siguiente sentido mecénico: &,; es el alargamiento
relativo de un segmento inicialmente paralelo al eje Oz,; Ze, 1, siendo
i 5= J, representa la disminucién de un 4ngulo inicialmente recto
comprendido entre dos vectores dirigidos (positivamente) a lo largo
de los ejes Oz, y Ouz;.
La relaci6n entre las componentes de los tensores de tensiones y
de la deformacién se rige por la ley generalizada de Hooke: las com-



26 CAP. 1. INTRODUCCION

ponentes del tensor de tensiones son las funciones lineales homogé-
neas de las componentes del tensor de la deformacidn, es decir:

3

= > Ciaptess i i=1, 2, 3.
, f=1

El tensor de cuarto rango Cyjqp se llama tensor de médulos de elasti= '
cidad. Como se sabe, éste siempre posee las siguientes propiedades
de simetria;

Cijap="C)iap = Cippa=Coptp

o que quiere decir que entre 81 pardmetros 21 son distintos,
En el caso de un sélido isétropo el nimero de los pardmetros dife~-
rentes se reduce a cero. En este caso la ley de Hooke toma la forma

3
Tii=xE B}J+24-!r€ii, i=1, 2, 3,
=t
Ty=2uey, isL], i, =1, 2, 3, (29)
Sustituyendo (29) en (24) y teniendo en cuenta (28), obtenemos
al siguiente sistema de ecuaciones del equilibrio de un s6lido elistico
(o sea el sistema de Lamé) en desplazamientos:

3 -
3 [ (0 3) - (A(E+ 50) J +rm0. 00

" dzy dxy
d=A

Si el cuerpo es homogéneo, es decir, los factores de Lamé A y p
no dependen de z, entonces el sistema (30), escrita en forma vecto-
rial, tiene el aspecto:

pAe + (A + p) grad dive + F = 0,

5i, ademds, F; = 0y uy=0a la vez que F,, F! y u,, i, no depen=
den de z3, tenemos un problema plano

ot o t0%uy
@p+W) o tp g+ +p) gomm+Fi=0,

v (31)

; 3 2
U""P)i'g% a2+ %-ﬁ-ﬁ} =0,

En calidad de condiciones de frontera, por ejemplo, para el
sistema (31) se pueden preestablecer los valores en la frontera del
recinto de las componentes del vector de desplazamiento u,y ug,
es decir,

U = g4 Uy=4gy
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o las componentes del vector de tensién:

Ty €08 (7, 2;) + T4 cOs (8, 2,) = f;, (32)
Tys €08 (7, Z;) + Ty, €08 (R, Z,) = f,,

donde v,y se determinan a base de las correlaciones (29) y (28). Tam-
bién se pueden plantear otros problemas.

4. Equilibrio de una lidmina. En calidad de otro ejemplo del
problema sobre la teorfa de elasticidad examinemos la ecuacién de
equilibrio de una placa delgada. Por placa entenderemos un cuerpo
elastico limitado por dos lados por planos paralelos, la distancia
entre los cuales es mucho menor que las demds dimensiones de este
cuerpo.

Tomemos una placa isétropa homogénea cuyo espesor es igual a
k y dispongdmosla con respecto a los ejes de coordenadas de modo
que el plano (z,, ,) sea plano medio de dicha placa. Supongamos que
la carga que acciona sobre la placa es normal a su superficie y est4
aplicada, por ejemplo, a su superficie superior mientras que la infe-
rior estd libre.

Para obtener la ecuacién que describa el estado deformado de
una placa, hagamos uso de las correlaciones (24), deducidas anterior-
wente, suponiendo en éstas que Fy = Fy = F, = 0, es decir, con-
giderando que las fuerzas volumétricas no existen.

Multipliquemos las dos primeras correlaciones (24) por z,, inte-
grémoslas respecto a z4 entre los 1imites —h/2 y h/2 y transformemos
los ltimos términos de los primeros miembros integrando por partes.
Tomando en consideracién la simetria del tensor de tensién ¥ que,
segdn la condicién, la carga es ortogonal a la superficie de la placa,
es decir,

Tus (T1, Ty BI2) = Ty (24, T4, ~hI2) =
= Tyy (21, Tys B/2) = Tyy (21, 74, —h/2) = 0,

tendremos
h/2 3 hi2 hi2
a
E E ‘:I;xadxa-%ﬂ—% S t,zxsdz;— ! Tya dz,: 0.
=h/2 -h/2 -hi/2
hf2 h/2 hi2 (33)

--E— \ TyaTs rlx-,, - -i— Toa T da:, . Toa dz, =0,
Oy 2y
~hf2 =hs2 =hi2

Integremos respecto a z; entre los limites —h/2 y h/2 la tercera ecua-

cién de (24), valiéndonos de la simetria del tensor de la tensién y

de que la carga estd aplicada a la superficie superior de la placa:
k2 s M2

% S Tlad-‘fs+7,: L:aad-'ﬂa'l'ﬁa{xn Ty, h/2)=0. (34)

=hi2
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Introduzeamos las signientes designaciones:

hy2 hj2
M= i Tyxsdxs, My== 5 Tyals G2y

=h/2 =2
ht2
Mp=— E T2 Tz,  §=T(Ty, 23, /2), (35)
12
hiz hi2

o= l Ty dixs, Q= E Tas Az,
12 fé

Las funciones M, (zy, z,) ¥ M4 (24, Z5) se denominan momentos flec-
tores; 18 Myq (23, 2y), momento torsional y 1as Qy (23, 7s) ¥ Qs (23, Zy),
fuerzas interruptoras. Con las nuevas designaciones las ecuaciones (33)
y (34) tomarén la forma:

ﬂ’.l.-%l.a.-@:ﬂl

9z

6M
r =0,
80 Qs -
3:, e 8:.' i

Eliminando de aqui ¢, y @,, obtendremos una ecuacién con tres
incégnitas

> PM ag
ax}l —2 dxy 31;,_+ fx2 == (36)

Sin embargo, estas tres incégnitas no son independientes. De esto se
puede cerciorar expresando los momentos My, M, ¥y M;, a iravés de
la funcién de flexién w (23, £,) = u, (21, 2y, 0). Supondremos que la
flexién es pequefin en comparacién con el espesor de la placa y la
superficie media (aquella superficie en la cual se convierte el plano
medio al haber aplicado la carga) es neutral, es decir, no se somete a
las tracciones y compresiones,

Primeramente hallamos las expresiones en términos de & para los
alargamientos relativos ey (%3, 4 3) ¥ €4, (71, Ty, x3) ¥ para el
desplazamiento relativo e;; (x,, 24, Tg). Destaquemos un e]ament.o de

la placa cortado en ésta por los plamos z; = :c,. T = zl + Az y

zy = 2:2, Z, = x, + Az,. Supondremos que después de la deforma-
cién de este elemento sus superficies laterales permanecen planas,
Examinemos la seccién del elemento deformade producida por um
?1“'% paralelo al plano Oz;z;. Esta seccifn estd representade en la
ig. 3.

Dada la pequefiez de las flexiones, también se pueden considerar
pequefios los éingulos de giro de la superficie media y, por lo tanto,
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tomar éstos iguales a sus tangentes. Entonces

aw ow ot
Ag =W(x" x%)-a_rl(:l + Az, zp) = - Ax

El alargamiento relativo, segiin el eje Oz,, de un elemento de la pla-
ca, el que dista de la superficie media a una magnitud z,, es propor-
cional a z3 y, por consiguiente,

A %
Eu=~"aT‘2'=—'3sT:§'— (37)
Por analogfa hallamos
L
£20 = — Ty i, (38)
]

Los alargamientos relativos se han hallado.

Fig. 3

Los planos que cortan dicho elemento de la superficie, se hacen
girar durante la deformacién. En tal caso el desplazamienro u, de
un punto de la placa serd tento mayor, cuanto mis lejos éste dista
de la superficie media y cunato mayor es el &ngulo de giro, & saber:

fw
by (24, 22, #3) = — %3 G

Razonando similarmente
dw
ug (zy, Tz, Ta)= — 53 —
3( 1r 2y 3 9z,
Sustituyendo estas correlaciones en la expresién para e,,, obtendre-
mos

d%e
Bip == ~—~T3 a:—l-:a—;; (SQ\
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Para hallar las tensiones a base de las deformaciones indicadas
hagamos uso de la ley de Hooke (28). En tal caso supondremos que
la componente del tensor de tensién Ty, es fnfimamente] menor que
Tu ¥ gy Entonces

4p (g4 2|
Ty = l;:,:_l ) Byq +Epﬁh €2,

2uh 4 3
Toe == Zu'fl-l ey L;::ij;‘ ) L33,

Tyz == 2Uess.

Pasando de los coeficientes de Lamé A y p a otras constantes de la
elasticidad, a saber: el médulo de elasticidad (el médulo de Young)
£ y el coeficiente de Poisson v, los cuales se unen con 4 y p mediante
las correlaciones
A vE pR——
“TaFwa—m ' PTIITe

tendremos

E E E
Ty = T—v, (84p 4 veg), Tz = T—r{ven+ ), T =17 e

Sustituyendo aqui las correlaciones (37) —(39) y las nuevas
presentaciones de 7; en la (35), obtendremos la presentacién de
los momentos en funcién de las flexiones

&% *w &w a*w
M1‘=“"D( 923 +"-—5;g-) i Maz_D(v-Ef+W)'
(40)

=g
My=D (1—\')5;‘11?";-3,

donde D = Eh%12 (1 — v®) es el coeficiente de rigidez cilindrica
de la placa.

Sustituyendo, por fin, las f6rmulas (40) en la ecuacién (36), obten-
dremos la ecuacién para la funcién de flexiones

i 4w M q

Las condiciones de frontera para la ecuacién (41) se obtienen con
més facilidad al estudiar la variacién de la energia de la placa. Sin de-
tenernos en la deduccién de la presentacién de la energia, escribamos
su expresién para el caso de una placa cuadrada con el lado igual a
la unidad de longitud:

11
w=2 H {(awp—2 - [ 25 25— (22 )]} dzida.

(42)
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Variando la energia de (42) y transformando la obtenida expre-
sién mediante la integracién por partes, obtendremos las siguientes
variantes de las condiciones de frontera (por ejemplo, siendo z;= 0):

1) Las condiciones de sujecién rigida

29 (0, 2)=0.

w (0, z,)=0, =

2) Las condiciones de apoyo articulado

w (O, w)=0, D(Lr+ush)=0.

3) Las condiciones de borde libre

D( G +¥5y) =0 Do (Gr+e—mr)=o.

Las condiciones de frontera anélogas se pueden escribir también
para otros sectores de la frontera de la placa. Observemos, ademés, que
si para dog lados contiguos de la placa vienen dadas las condiciones
del borde libre, entonces para el dngulo que estd entre estos lados
ge debe indicar complementariamente el valor del momento torsional.

Ademés de las condiciones de frontera mencionadas, se pueden esta-
blecer las condiciones de otro tipo en las cuales no fijaremos la aten-
cibn de este libro.

§ 2. Nociones breves acerca de las ecuaciones elipticas

1. Ecuaciones de segundo orden. La ecuacién diferencial lineal
en derivadas parciales de segundo orden con n variables indepen-
dientes tiene la forma

L{u)= 2 Aup () ———— ﬂx m -+ 2 By {z) —-—+C(x):¢ f)h (1)
‘l- ﬂ i

Aqui A4, By, C y f son funciones reales de las variables indepen-

dientes zy, &y, . . ., &,; las variables z,, 24, ..., 2, las interpreta-

remos como coordenadas de cierto punto x del espacio euclidiano n-di-

mensional E,. También consideraremos que las funciones A5, B, ¥

C son mensurables v acotadas. La ecuacién (1) se denomina eliptica

en un punto z, si

S Aop (@) Bala£0, siendo [ 2£0, @)

o
@, P=1

donde §&;, &, ..., £, son cualesquier numeros reales y |E|=

= (agi Ea)ifz_
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La condicién de elipticidad (2) puede temer una forma més
algo diferente de la anterior. El primer miembro de la desigualdad (2)
es una funcién continua de £, y por lo tanto, al cumplir la desigual-
dad (2), estd definido de signo. Cambiando, en el caso necesario,
los signos de todos los coeficientes A ., en vez de la (2) obtendremos
una condicién equivalente;

511 Aap(z)Ealp >0, siendo |E] 5= 0. 3)

Se puede considerar, sin limitar la generalizacidn, que Aap (@) =
= Ap, (). Por esta razdn la desigualdad (3) es la condicién de defi-
nicidén positiva de la forma cuadréitica. Pero para las formas cuadré-
ticas positivamente definidas es valida la desigualdad

o3 A @ EB=VE J B v@>0, )

donde v () es el valor propio minimo de la matriz simétrica ||dqglls
Por consiguiente, determinando la elipticidad de la ecuacién (1),
se puede exigir el cumplimiento de la condicién (4) en vez de la (2).

En el caso de un espacio hidimensional, es decir, para n = 2, la
condicién de elipticidad (2), o le que es lo mismo, la exigencia de
la definicién positiva de la forma cuadritica (2), se puede formular
como sigue:

A2, (z)= A}, (x) < Ayy (7) Ags (7). (5)

La ecuacién (1) se denomina elfptica en un recinto D € E,,, si en
cada punto de este recinto ésta es eliptica.

La ecuacién (1) se dice que es uniformemente eliptica en un recinto
D € E,, si en la condicién (4)

infv(z)=v>0
=EeD
En este caso en vez de la (4) se puede escribir
n n
¥ Agp (2)Eelp=v D BA, v=const>0, =z€D. (6)
[ | =1

De ejemplos de las ecuaciones elipticas de segundo orden pueden
gervir:
la ecuacién de Laplace
#u
Au= *5;,;— = 0,
m=1

la ecuacién de Poisson
—Au = f (z),
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la ecuacién sin derivadas mixtas

n n
a
— 3 Aun (@2 + 3 Ba(2) 2 +-Cr)u=] (2),
a=1 & =i u.
siendo
Aggy (@) >0,
2. Ecuaciones de érdenes superiores, Una ecuacién diferencial

lineal en derivadas parciales de orden 2m con n variables indepen-
dientes se puede representar en forma de

2m i " ¢

| g _—
Z 2 A“l“s‘ vy (%) 9z, Ty ... 0T, f (). (7)
h=0 Oy Byqo o, gl 1 1} T

La ecuacion (7) se llama eliptica en un punto z, si

n
R SPE TR % RN e T
siendo | E | 5= 0. ) . )
La ecuacién (7) se denomina eliptica en un recinto D € E,, si en
cada punto de este recinto dicha ecuacién es elfptica.

Lo mismo que en el caso de las ecuaciones de segundo orden, la

condicién de elipticidad (8) se puede escribir en forma de
n

Ayt (@ BB, - By 2v(@) T BT (9)

Copn Syymery a!m-_—l
Un ejemplo importante de ecuacién eliptica de orden superior es la
ecuacion poliarménica

(—AY" v = f (2),
donde A™ significan la m-ésima iteracién del operador laplaciano y
se determinan mediante las correlaciones recurrentes
Alu=An, Au=A(Au), ..., A"u=A(A""), m>1,

Con m = n = 2 tenemos la ecuecién biarménica en un plano

U du P
Au= e +2 W-‘FH— f{=).

Toda ecuacién eliptica, siendo » =>4, tiene un orden par.

3. Sistemas de ecuaciones. Sea que un sistema de eccuaciones
diferenciales en derivadas parciales contiene p funciones incégnitas
. Ugy Ugy « .., Up, cada una de las cuales depende de n variables, y
supongamos que m; es el orden superior de las derivadas de las fun-
ciones u; comprendidas en dicho sistema. Este se puede escribir en

3—-0285
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forma de

P ™M n
5"‘&&}
57— = fi (%),
T,

S 3 Al ) T e, By
2

Je=1 h=1 Cpy Fyyon oy oy, =1

O (10)

Examinemos la determinante de orden p, la cual contiene en la
interseccién de la i-ésima fila y de la j-ésima columna un elemento

n

B

(i, 3)
ALD g fafe, - Ban
Cops Ggyevny ““mj__'l f

El sistema (10) se denomina eliptico en un punto z, si

T
1 A z -~ 0
4es L.l. Gg.--'z-]. “'mj=l b U .amf (T) EQ!E“'Z Eamj I < f
siendo |E| s=0. (11)

El sistema (10) se llama eliptico en cierto recinto D € E,, siendo éste
eliptico en cada punto z €D.

Un ejomplo sumamente importante de sistema eliptico es el sis-
tema de ecuaciones do Lamé

-2 a &2 S iy
(d+2p) 3:;"1 T &:&1 T 0:; +tp) 8z, dxy +
A (h By o
T { +*"") 01’1‘3‘*"3 - _‘f“
u iR, ’ §*u Pu
(o) e to g H OB et
a°
+()~+P) ﬁx._,l::xs = _f:h
pem a%u *u Giug
(k-{~p)m+{l+p).i}%0’% +u MS +hmg T
Suy
+ (- 20) = —/a.

Este sislema contiene tres funciones incégnitas (p = 3) las cuales
dependen de las tres variables independientes (n = 3). El sistema
comprende sblo derivadas segundas (m; = 2). El determinante, que
figura en la condicién (11); para este sistema es igual a
pEHGHWE (M) Bk (2 + 1) Bis

GAWEE  RIERFHA+WE  CHmER | =rt G2 (8
(k41 &4 A+wWEE  RIEP+H(A+p)E
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Por lo menos, siendo & >0 y p >0, lo que tiene lugar en los pro-
blemas reales, el determinante mencionado no se anula para | § | 5= 0.
En el caso bidimensional el sistema toma la forma

i Ay Pug
(A-+2p) w{ =1 +(7L+!~L)‘5;1—‘5§8— = —fi,
Pty u,

, o "
A+ oo TR+ O W) = —

mientras que el determinante de la condicién (11) es igual a
w4+ 2p) (&

4, Soluciones gencralizadas. Sea dada para el recinto ¢ del
espacio euclidiano n-dimensional una ecuacién eliptica de segundo
orden

o= 3 g (Ao 25)+ 3 B FE 4 Cu= 0

u, f=1

Se Nama solucidn generalizada de W} (G) para la ecuacién (12), a una

funcion u (z) perteneciente al espacio W) (G) y que satisface la igual-
dad integral

n n
5 (—- 2 Aap—;‘% 2-;]a -+ 2] B, —;u—n-f- Cm]) dr= g ndz  (13)
a—

Ty
[ a, f=I e

para cualquiera gue sea la funeién v (z) € lv%’; {G).
Aqui W} (G) es el espacio de las funciones que pertenecen a L, (G)
y tiemen las primeras derivadas generalizadas las cuales también

pertenecen a L, (6). La norma del espacio W} (G) se determina por
la igualdad

Iolgge={J [ 3 (7)’+us]az}"® (14)

G

Wi (G) es un subespacio del espacio W} (6) obtenido por medio de la
clausura, en la norma de W} (G), del conjunto de las funciones fini-
tas infinitamente diferenciables con los portadores en .

Para la ecuacién (12) en la frontera I' del recinto G est4 dada una
condicién de frontera

wix) =0, z€T. (15)
Se llama solucién generalizada de W} (G) para el problema (12)

(13), a ]oa funcién u (z) € Pf’; (G) 1a cual, para cualquier funcién,

M {x)} € W, (G), satisface la igualdad integral (13).
3'
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Supongamos que para la ecuacién (12) en la frontera I' esta indi-
cada la condicién de frontera

n

e e

= Dl Agp 3z OO (n, zq)=0, (16)
., =1

donde n es una normal interior hacia I'.
Se denomina selucién generalizada de W' (&) para el problema (12),

(16), la funcién u (z) € W} (G) la cual satisface la igualdad inte-
gral (13) para cualquier funeién n (z) € W} (G).

De un modo andlogo se determinan las soluciones generalizadas
para las ecuaciones de orden superior y para los sistemas de ecua-
ciones.

5. Planteamientos de variaciones de los problemas de contorno.
Muchos problemas de la fisica matomdtica que se reducen a las
ecuaciones elipticas, aparte de la formulacién fundamental, rela-
cionada con la bhsquedn de la solucidén de la ecuacién diferencial,
también dan lugar al asi llamado planteamiento de wvariaciones.
Esto quiere decir que existe una funcional cuyo elemento minimi-
zante coincide con la solucién buscada del problema en cuestifn.
En este caso, en vez de plantear el problema de hallar una u otra
solucién de la ecuacién diferencial, se puede plantear el problema
de hallar el elemento gque conceda el extremo a la funcional corres-
pondiente.

Se pide hallar, en el recinto G del espacio euclidiano n-dimensio-
nal, la solucién de la ecuacion

Lu= %l%(Aan(m) o) —C@u=f(=), (7

Ia cual satisface en la frontera I' del recinto G la condicion de fron-
tera homogénea de primer género

uz) =0, zel. (18)

Se supone que la ecuacién (17) es eliptica y la matriz {4,y (2)} es
simétrica, es decir, A, (2) = Ay, (). El problema (17), (18) es
equivalente al siguiente problema de variaciones: en la clase de las
funciones suficientemente lisas que satisfacen la condicién (18),
hallar aguella que minimice la funcional

-I(u]E—%i [ag 1Aaa(x}~§’—j; ai‘; +C(2)ut|dz+

+{r@u@an. 19
G
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Si en el recinto G se pide hallar la solucién de la ecuacién (17) la
cual satisface las condiciones de frontera de segundo género (16),
entonces ol correspondiente problema de variaciones se plantea del
modo siguiente: en la clase de las funciones suficientemente lisas
hallar aquella que minimice la funcional (19). En el caso de un
problema con las condiciones de frontera de segundo género, a las
funciones, entre las cuales se busca el elemento minimizante, no se
les imponen ningunas condiciones de frontera.
Para el sistema de Lamé

con las condiciones de frontera de segundo orden

2

jzin,ccrﬁ(n. z)+fi=0, i=1,2, z€T,

el problema de variaciones se plantea del modo siguiente: en la clase
de las funciones vector suficientemente lisas hallar aquella que mi-
nimice la funcional

2 2
I@=Ww~-{ 3 Fude~{ 3 fouds,
=1

G i=1 o

donde

W(u)‘a-%»-i {2,11[(

dity
ity

) () e ()

{}-‘Jz 3 diy 2}
+El( dz, ' gy ) dzx
La funcional W (u) es la de la energia de deformacién elistica.
Sefialemos, por fin, el planteamiento de variaciones del primer
problema de contorno para la ecuacién biarménica bidimensional.
En el recinto G se busca la soluci6én de la ecuacion

Aw={(@), z€G, (20)

que satisface en la frontera I'las condiciones de frontera de primer
género:

L& —0, xer (21)

W)= iy
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El planteamiento de variaciones del problema (20}, (21) es el siguien-
te: en la clase de las funciones suficientemente lisas que satisfacen
las condiciones (21), hallar aquella que minimiza la funcional

F= ] {20 - [ 55 - (i) Ty

- é flx)ude.  (22)

En los problemas relacionados con la flexién de una placa v es el
coeficiente /de Poisson. En dicho caso el elemento minimizante no
depende de v, asi que, para simplificar la funcional J (u), se puede
suponer v = 1. §dp

Si a la clase de las funciones entre las cuales se busca el minimo
de la funcional (22) no se imponen las condiciones de frontera (21),
todo elemento minimizante de esta funcional serd la solucidn de
la ecuacién (20) con las llamadas condiciones de frontera del con-
torno libre (véase el p. 4 § 1).



CAPITULO 11

METODOS DE CONSTRUCCION
DE LOS ESQUEMAS EN DIFERENCIAS

§ 1. Conceptos fundamentales del método de redes

El método de diferencias finitas® ,o sea sl método de redes, en el
tiempo presente, es uno de los métodos mas difundidos de resolucion
aproximada de los problemas de contorno para las ecuaciones dife-
renciales en derivadas parciales. La esencia del método consiste en
lo siguiente. El recinto de variacién continua de los argumentos (por
ejemplo, un segmento, un rectdngulo, etc.) se sustituye por un con-
junto finito (discreto) de los puntos (o sea, los nodos), llamado red;
en vez de las funciones de un argumento continuo se analizan las
funcionos de un argumento discreto definidas en los nodos de la red
y llamadas funciones de red. Las derivadas, que forman parte de la
ecuacion diferencial y de las condiciones de frontera, se sustituyen
{se aproximan) por las razones en diferencias, o sea, por las combina-
ciones lineales de los valores de la funcién de red en ciertos nodos de
la red; en tal caso el problema de contorno para la ecuacién diferen-
cial se sustituye por un sistema de ecuaciones algebraicas (esquema
en diferencias) lineales (si el problema inicial era lineal).

Si el problema de contorno en diferencias obtenido de este modo
es resoluble y su solucién, al desmenuzar la red, se aproxima {con-
verge) a la solucién de problema inicial para la ecuacién diferencial,
dicha solucién se toma como aproximada del problema inicial.

A pesar de la sencillez aparente del método, antes de empezar la
resolucién de un problema concreto os necesario saber responder a
las siguientes preguntas:

1. iCémo se elige la red?

2. iDe qué modo se escribe el esquema en diferencias?

Una vez solucionadas estas cuestiones, tiene importancia la
informacién sobre las siguientes:

# En adelante diremos simplemente método en diferencias, ecuacién en

d‘ifercncins, cte. entendiendo por éstos método en diferencias finitas, ecua-
¢ifn en diferencias finitas, ete, (Nota de la Redl)
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3. iCon qué precisién el esquema en diferencias aproxima el
problema inicial?

4. iEs estable el esquema en diferencias, y en qué sentido?

5. (Cuél es la velocidad de convergencia de la resolucién del
problema en diferencias a la del problema inicial?

Precisamente al andlisis de estas cuestiones para unos u otros
problemas estd dedicado este libro.

1. Redes y funciones de red. Examinemos los ejemplos mas
sencillos de las redes. Sea el segmento 0 <{ z<{! el recinto de varia-
cion del argumento z. Dividamos este segmento por los puntos z; =
=ik, i =0,1, ..., N en N partes iguales, cada una de las cuales
es de longitud de 2 = I/N. El conjunto de los puntos x; = ik, i =
=0,1,2, ..., N,sedenomina red uniforme en el segmento 0 <z <
L lysedesignapore = {z;, =ik |i =0,1,2, ..., N}, mientras
que el nimero k, que es la distancia entre los puntos (o nodos) de la
red ©, se llama paso de la red.

El segmento {0, I] se puede dividir en N partes, introduciendo los
puntos arbitrarios 0 << ay << Ty < . . B < Ty << L .0 < Tl
<< I. Entonces obtendremos wnared © = {z; [i = 0,1, 2, ..., N,
23 =0, 2y =1} con el paso R, = x; —~ 2, ;, el cual depende del
nimero ¢ del nodo z;. Si k; 5= kyy, aunque para un nimero i, la
red o se dice que es no uniferme. Si k; = const = h = I/N para todos
losi=1,2, ..., N, en tal caso obtenemos la red uniforme trazada
anteriormente.

En la recta infinita — oo < 2 <C o0 se puede considerar la red
Q@={edik|i=0, 1, 42, ...} que tiene el origen en cual-
quier punto z y consta de un nimero infinito de los nodos.

A veces es comodo trazar la red de modo que el primer paso sea
el Gnico diferente de los demds y los restantes coincidan. De ejemplo
de una red semejante en el [0, I] puede servir la red

© = {2, =ik +0501i=0 1,2 ..., N, k=N + 0,5).

En este caso el extremo izquierdo del segmento x = ( no es nodo
de la red.

Sea la regién de variacion de los argumentos z = (%, z,) un
rectdngulo D = {z = (%, =) |0 € 2. < I, « = 1, 2}. Constru-

yamos en el segmento 0 <z, < Iy laTed 0, = {:c:“'] =iy | 15 =

=0, 1,2 5 iy lV:ﬂ} con el paso h, = [,/N,. El conjunto C].? los
nodos = x; = (mtl", z; 2'), i = (iy, iy) con las coordenadas xll*' .

=ik y 2y? = ik, la llamaremos red en el rectdngulo D y designa-
— T i
remos por © = {z = (x; ¢ x;“')l :-:;“' = ke, ia =0, 1, 2, ...

., Ngj a=1, 2. Esta red es uniforme para cada una de las varia-
bles z; ¥y z,. Si aunque una sola de las redes w, no es uniforme, toda



§ 1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES DEL METODO DE REDES 41

la red @ se denomina no uniforme. Si ky = k,, la red es cuadrada, En

el caso de que %, =4 k,, esta red uniforme @ la llamaremos rectangu-~
lar. La red ® consta evidentemente de Jos puntos de intersecciom

de las rectas z;, = a:(:') = i{hy, iy =0,1, 2, ..., N,, con las rectas
iy o iy i O A B N

La funcién ¢ = @ (z;) del argumento discretoz;, i =0,1,2, ..
..., N, se suele llamar funcién de red definida sobre la red w (la
red estd preestablecida en el segmento [0, I]).

A toda funcién continua f (), dada en el segmento [0, I], se ]_g
puede hacer corresponder una funcién de red ¢; indicada en la 1ed ®
(proyectando f (z) sobre la red w), suponiendo, por ejemplo. gue

w10
@i =1 (=) = [i, qai=% j f (2) dx, etc. La segunda de las proyec-
wi=-1;2
ciones indicadas sobre la red se puede realizar no sélo para las fun-
ciones continuas, sino también para las funciones con discontinuida-
des de primer género e incluso para las funciones integrables co-
rrientes.
Se debe tener en cuenla gque una misma funcién de red, al ser
indicada en dos redes diferentes, pero que tienen nodos comunes, no
siempre toma en dichos nodos un mismo valor. Para precisar supon-
gamos que existen cierta funcién de red ¢* (z) y dos redes cuyos pasos
son b =k, y h =h,, respectivamente, ademés h,=%4%,. Designemos
cada una de dichas redes por why w":. Entonces, hablandu en gene-
ral, @™ (z) 5= ¢"¢ (z), siendo = € @™ y = = @". Uno de los ejem-
p}os (m%s"?enc:l]os de semejantes func)ones es la funcién de red q; =
i+0.5)k

=% j f (z) dz, donde j(2) es una funcién determinada de
{i—0,5)h .

argumento continuo.

2. Aproximacién de los operadores diferenciales elementales.
Error de aproximacion. El operador L, que transforma la funcion
de red y en una funcién de red ¥ = L,y se denomina operador de
red u operador en diferencias. Un operador diferencial L dado en la
clase de las funciones de argumento continuo puede ser sustituido
aproximadamente (o zer aproximado) por el operador en diferencias
Ly indicado sobre las funciones de red. Para ello cada una de las
derivadas se sustituye por la razén en diferencias la cual contiene los
valores de la funcién de red en varios nodos de la red. El conjunto
de los nodos de la red, empleada al escribir el operador en diferen-
cias, se llama modelo de este operador,

Veremos cémo se realiza la aproximacién para las primeras y
segundas derivadas de la {funcién de una sola variable.
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Sea Q = {z ik |i =0, 41, £2, ...} una red uniforme con
el paso & en la recta — oo << 2 << co. Examinemos la primera deri-
vada Lv == v de la funcién v (z). Es posible expresaria en diferen-
cias de modos diversos, Por ejemplo:

Dy — Dy i
LU P I—}s—l!— = Li}.vi

es lu razén izquierda en diferencias;
Lv ~ _”_g;}_f‘:jl == Liv;,
la razén derecha en diferencias y
Ly~ 2B — [0,

la razén central en diferencias.

Aqui v; = v (z;), ol signo ~ significa una correspondencia o apro-
ximaeién. Al sustituir Lv por la expresién en diferencias L, se
admite el error Lyv; — (Lv)y —; llamado error de aproximacisn
del operador L por el operador en diferencias L,. Naturalmente se
exige que, al tender % a cero, este error también se tienda a cero. Para
evaluar ; se debe suponer que v (z) os una funcién lisa. Sea v (z) €
€ € donde m == 2. Desarrollemos v (z) en el entorno del punto
x = z; segin la férmula de Taylor:

Viwy = U =& huy + O (%)
¥ calculemos
Wi =Livi~vi=0 (), YF=Livi—vi=0(h).

De aqui se deduce que Wi —~0 con k — 0.

Sea L un operador diferencial y L,, un operador en diferencias
indicado en cierta red Q, donde k es el parametiro que caracteriza la
frecuencin de los pasos. Se suele decir que el operador en diferencias
Lh:
1) aprozimae el operador diferencial L en el nodo = € Q, si
P = Lpv; — (Lv);, donde v (z) es una funcién saficientemente lisa,
se tiende a cero para b —0;

3} zpro.rz’ma a L con el orden n (n > 0) en el nodo &; € Q, sip; =
= 0 (™).

Valiéndonos de las férmulas para LF, vemos que Ljw, y Liv;
aproximan Lz = v’ con el primer orden para v € €™, donde m == 2,
Ll aumento del nimero m no cambia el orden de aproximacién.

Tomemos ahora el operador L}. No es dificil mostrar que Lip,
ap{iwoxima v’ (), para v (z) € C'™, donde m 3> 3, con el segundo
orden.
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En lo sucesivo emplearemos las designaciones

vz, = (vi—via )b, vx, = @i —0)R,
vo = (Ou—0ie)/(2h) = s i+ vz, ).

En los casos en 1os cuales el nimero i del nodo no tiene importan-
cia, lo omitiremos y escribiremos sencillamente vz, v, ¥ vz

Analicemos ahora la segunda derivada Lv =v". Es evidente
que no es posible aproximarla en un|modelo de dos puntos. Elijamos
el modelo de tres puntos que consta de los nodos zy, #; ¥ %41 ¥
examinemos el operador en diferencias

201 424y
h -

Si v (z) € €™, siendo m == 4, se puede escribir que

1 Vigy—
Lypi==ve, = (Vg 1—v5 ) =—2

2 3
Vrgy = Vi = hvj —1—%1}? + -'%—v‘{' -+ O (h*).

De aqui se desprende (el subindice i se omite) que
Vix — v = O (h‘z)?

es decir, vz, aproxima v” con el segundo orden.

Sefialemos que en realidad el orden de aproximaci6én del opera-
dor en diferencias L depende del orden m de diferenciabilidad de la
funcién v (z). De hecho en todos los casos hablibamos de aquel orden
méximo de aproximacién, el cual no cambia al aumentar el namero
r&z dg la clase C*™ | considerando que v (z) es una funcién cualquiera

e Irm'
Examinemos un operador mis complicado ”

Lusﬁusﬂ—-l-g‘s—r;,

oz}
donde % == u (%, %,) es una funcién de dos argumentos @y y z, los
cuales varian en el plano Ozz,. Introduzcamos la red

(ig) 2
Q={ri=xiy,= (:ci{i’, x&")}i%“ =g+ igha,

o0, e, 2, ius, =1 2

y hagamos la sustitucion

e l u (211, 22 —2u ({1, xg*'—')-i—_u{z'f“"”. z§2)) -
O} |x=s; [ = P, it
% (20, e —u (=5, xg’)]%—u{x?”, mg‘ﬁ'“)

g =U-_ .
O le=ux; h3 wgey,
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Como resultado obtendremos el operador en diféerencias Ly —
= (ugz,, +uz, )i- Este operador estd definido en el modelo gue
consta de cinco puntos (afV, z{i2), (z{—1, z{i), (a{t+D), z(w),
(z0, aiia=1), (2, zfatd),

Puesto que
Uz . =0%/dxx+0(hs), a=1, 2,
L= - 4
el operador L, tiene el segundo orden de aproximacién por iy y kgt
Y (&)= Latti, 1,— (Lu)iz, = O (B} + R}).

Hasta aqui acotdbamos la magnitud del error de aproximacién
Y = Lpv - Lv en un nodo aislade z, € Q. Si el operador L; apro-
xima el operador L en todos los nodos z; € Q, se suele decir que Lj
aprozima I en la red , En este ¢aso para acotar el error de aproxi-
macifn es cémodo utilizar la norma C:

1 lle=méx | (z) | (1)
xEQ

Para acotar la magnitud de la funcién de red 1 se pueden emplear
también otras normas, tales como =on

I lea= S H 10 @) 10 119l =3 Hy (2)'7 2

donde H =# en el caso unidimensional y H = hyk, para el caso bidi-
mensional.

Sea || || cierta norma para las funciones P (z) indicadas sobre
la red Q. En adelante diremos que el operador en diferencias Lj:
1) aprozima el operador diferencial £ por la norma || - ||, si || ¢ || =
= || Ly — Lv |} -0 para k ~-0; 2) aproxima con el orden n >0
(L tiene el n-ésimo orden de aproximacién), si [ || = O (A", o
sea | $ || < MA", donde M = const > 0 no depende de k.

Si v es una funcidn suficientemente lisa y Q es una red uniforme,
los operadores en diferencias examinados mas arriba tienen un mismo
orden de aproximacién en cualquiera de las norma (1), (2).

En el caso de una red no uniforme el asunto es otro. Sea

;)—._-{xi|;'=0, 1,....N;x0=0v -’u“_'v=1}

una red no uniforme con los pasos by = z; — z,.,, i =1,2,:. .., N,
en el segmento [0, 1]. Examinemos el operador Lv = v”. Le ponga-
mos en concordancia el operador en diferencias

_ 1 Vi — W Vi— Ui 1 " -
L.ab‘:‘—'g -’:m —= k‘i ‘], ff-é='2—(ki—rki+1)v (3)

definido en el modelo de tres puntos (z,, T;, Ty41).
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Calculemos el error de aproximacién
Py = Lpvy — (Lv)i.
Suponiendo que v (z) € C [0, 1] y efectuando los desarrollos segin
la féormula de Taylor
k2
2

h3
oo M, 4
Vigy = Vi =+ hipg¥i + =5 ] 4 fg" v + O (hits),

L M, w
Vg = Uy — hyti} +T Vi Vi +- 0 (hY),
hallamos

= 2h yr L0 ()4 O () = 2R of + O (),

De aqui se ve que || [lc= 0 (o), Do, = O o)y iy, =
= 0 (hy), hy = mix h;. Por consiguiente, L tiene el primer orden

(1]
de aproximacion en las normas || - llg, || = lles Il - Il £,
Mostremos que para la norma debidamente eligida, a saber, para
N1 i
Il =13 k(2 fbn)1" (4)

el operador (3) tendra el segundo orden de aproximacién:
g ll=Il Lw—Lvl|=0 ().

Como vf =uvflyy O (hyyy), entonces

Re, i
(=) VF == ot v+ O (1) =i (b 0T —Rfol) +0 (8),

2{hi+hya)

¥ por eso \; se representa en la forma
Py = 'ﬁ-’; o '¢1‘s

donde

. 1
W=0), =7 (Mi—M)=nz1
ne= 5 hivf =0 (). '
; i e i
Caleulando 3, AxWn= 2 (Mhsi—Mi) =Ny — N, ¥ teniendo en cuenta
H=1 r=1

que | | =0 (h), obtendremos ||;]}L|=O{h.‘;]. De aqui se desprende

que (1W< NBll+N* 1< Mh2, donde M =const>0 no depende
de 1a red, es decir, el operador L,, preestablecido por la férmula (3},
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tieno el segundo orden de aproximacién en la norma || - {], 1a cual

se determina segiin l1a correlacién (4) en toda red no uniforme .
Este resultado es valido también para las normas

N-1 N_t N1 i
lell=02 a2 A1 lipli= 3 2l 3 2.

Sefialemos que {1 || < 19 |lr, < % 1z, < N1 llo. Las desigual-
dades inversas para las funciones de red arbitrarias no son justas. En
lo sucesivo para las razones en diferencias sobre una red no uniforme
emplearemos las siguientes designaciones

) i e Pier ¥ Pisy — Vi
V- =izl v, o=t T PRyl .2 Wt B
x, i [ x i Fier X x, 1 hy o
1 i Piag— Uy VUi, —I
== T —— =D | me—— —m— T
AT (Vs e=v; ) oA Foimn 7y i

3. Plantcamiento de los problemas en diferencias. Aproximacién
¥ convergencia. Hasta aqui nos hemos ocupado de la aproximacion
de los operadores diferenciales elementales por los operadores en
diferencias. En general se requicre resolver la ecuacién diferencial
Lu = —f (z) con ciertas condiciones complementarias (por ejemplo,
las de contorno). Por lo tanto, ademés de construir el operador en
diferencias, es necesario aproximar sobre la red el segundo miembro
de la ecuaci6n diferencial y las condiciones complementarias, después
de lo cual es posible plantear el problema en diferencias, o sea, escri-
bir el sistema de ecuaciones en diferencias (algebraicas).

Analicemos varios ejemplos de planteamiento de los problemas
en diferencias,

BIEMPLO 1. Al problema de contorno para la ecuacién diferen-
cial de segundo orden

Lu=u"=—f(2), 0<z<<l, u(@ =g, u(l)=g (5)

sobre la red uniforme w se ponen en correspondencia los problemas
de contorno en diferencias:

(Yior — 206+ Vi) = — pih?,

i=1‘l2’ voey VN1, Yo=FEo» Un=E [G)
donde ;= (1),

(Yirr =201+ Yiog) = — piki2,
i=1,2, ..., N—1, yy=g, yv=gn (7)
donde @i = (z))-+ 4 /" ().
EJEMPLO 2, Al problema de contorno
W= —f@), 0< e <L u (0) = xu(0) — g, u(l) =g ©)
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sobre Ia red uniforme @ pongamos en correspondencia dos problemas
en diferencias:

%(ym—2ys+ya+;)=-q),-, b=y %y voay W—1,
%(yi—yu)=%ya—gm yn=2n (9)

%(yi-l_'2y:'+yi+1)z—ﬁpi, i=1, 2, ..., N—1,
W=y =mo—(a+3/(0), ww=g. (10)

Apartando por ahora la cuestién de solubilidad de los proble-
mas (6), (7, () v (10), esclarecemos la cuestién sobre el error de
aproximacién de dichos problemas. El operador en diferencias A,
detorminable por la correlacién

Ayi= Yo — 20+ Yooy (11)
(véanse las (6) y (7)), no aproxima el operador diferencial Lu=
2,

2%';. , Puesto que

o), ~Kn=0().

El segundo miembro de la {6) tampoco aproxima el segundo miembro
de la (5). Sin embargo, la ecuacién diferencial (5) se aproxima por la
ecuacidn en diferencias (6), ya que la (6) es una ecuacién cuyo sentido
no cambia al multiplicar ésta por alguna funcién. Multiplicando (8)
por 1/h*, en el primer miembro obtenemos la aproximacion del ope-
rador d*/dz® mientras que en el segundo miembro, la aproximacién
del segundo miembro de la (5). En toda funcién v (z) € C, segiin
se ha mostrado en el p. 2, el operador en diferencias A, = h~*A
aproxima el operador diferencial d*/dz* con el segundo ordemn. Tl
segundo miembro de la (5) se aproxima exactamente. Por esta razén,
si el error de aproximacién de la ecuacién en diferencias lo hubiéra-
mos determinado mediante la correlacién

Pp@) =Lpw+e¢—(Lv+f zt€o, (12)

donde v (z) es una funcién cualquiera suficientemente lisa, habriamos
obtenido que V¥ (z) = O (k).

La ecuacitén en diferencias (7), al haberse multiplicado por A%,
también habria tenido el error de aproximacién O (R*) a base de la
determinacion sefialada. Mas, segiin se ha sefialado en el p. 2, el
orden del error de aproximacién del operador depende esencialmente
de la lisura de la funcién en la cual se realiza la verificacién. Por
eso, si en la {12} la funcién v {z) tiene una lisura menor que C¥, el
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error de aproximacién de la ecuacién (6) serd peor que O (h%). En
relacion a ello se debe preestablecer para v (z) la misma lisura que
para la resolucién del problema que se aproxima (5). Mds ain, al
aproximar el problema (5), la exactitud de la solucién aproximada
del problema (6) en comparacién con la solucién del problema (5)
dehe interesarnos mas que ol error de aproximacién del esquema,
aungue estas cuestiones estdn vinculadas estrechamente una con
otra.

Sea la funcién z (z) = y (z) — u (z) una diferencia entre la solu-
«<ién del problema (6) y la solucién del problema (5) sobre la red w.
Hallemos la ecuacion a la cual debe satisfacer la funcion de red z (x).
Sustituyendo y {2) = z (z) + u (z) en la (8), hallamos

S — 220 2y = —RPgp — (uyq — 2u + wg). (13)
Multiplicando la (13) por A2, obtenemos
Lyz = —(g¢ -+ Lyu), donde Lpz = z3,. (14

‘Comparemos la expresién incluida entre paréatesis en el segundo
miembro de la (14) con la definicién del error de aproximacién (12)
introducida anteriormente. La comparacién muestra que la expre-
sién seiialada de la {14) coincide con la funecidn § (z) de la (12} al
tomar la solucién del problema inicial (5) como funcién v (z) en la
(12). Si dicha expresién (14) se toma como determinacién del error
de aproximacién, la cuestién de la lisura de la funcién v {z) en la
determinacién P (z) deja de ser actual por si misma.
Pues, sea que tengamos una ecuacidon diferencial

Lu = —f (z) _ (15)
1a cual se aproxima por la ecuacién en diferencias
Ly = —¢ (1) (16)

en una rod 2, Analicemos la discrepancia ¢ (z) = Lju + o (2),
z € Q, donde u es la solucién de la ecuacién (15).

Convenimos do que la funeién v (x) es el error de aprozimacién de
la ecuacidn (15) por la ecuacién en diferencias (16), siel operador en
diferencias Lj aproxima al operador diferencial L en las funciones
suficientemente lisas.

En adelante se dird que la ecuacién en diferencias (16):

1) aproxima la ecuacién diferencial (15) por la norma || - ||, si
M| =1l Lyu + @[ —0 para & —0;

2} aproxima una ecuacidn diferencial con el orden n (n > 0), si
I‘lltp?" =0 k") 6 || || < MAR", donde M = const > 0 y no depende

e h.

Partiendo de la nueva definicién de] ervor de aproximacién de los
esquemas en diferencias, verifiquemos el orden del error de los es-
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quemas (6) y (7), suponiende gue la solucién de la ecuacién (5) es
suficientemente lisa.

Para el esquema (6)
b= Lpu+@=ug, + 1= + 1 ulV 4+ {40 (1) = 0 (1),
Para el esquema (7)
. » v, B B,
v=Luto=ug +f+zf=v"+guV+/+ 5+

+0 (b = (4 4 ) 2o (W4 £ +0 (h) = O (1),

puesto que u” 4 f (z) = 0.

Por lo tanto, si la solucién del problema (5) es u (z) € C*¥, enton-
ces el error de aproximacién del esquema (6) es O (h%); si la solucién
del problema (5) es u (z) € C®, en tal caso el error de aproximacion
del esquema (7) es O (%). La elevacién del orden del error de apro-
ximacién del esquema (7) en comparacién con el esquema (B) estd
relacionada con que el error de aproximacién se investiga en la solu-
cién del problema (5) y no en una funcién arbitraria v (z).

Como es evidente, los errores de aproximacién de los problemas (6)
¥ (7) en total (teniendo en cuenta los errores de aproximacién de las
condiciones de frontera) serdn los mismos, debido a que las condicio-
nes de frontera se aproximan con exactitud.

Caleulemos el error de aproximacién del problema (8) por los
problemas (9) y (10). Est4 claro que los errores de aproximacién de
las ecuaciones de (9) y de (10) seré4n las magnitudes O (h%), ya que
éstos no difieren de la aproximacién del problema (6). Investiguemos
el error de aproximacién de la condicién de frontera en el punto
z =0,

Para el esquema (9)

Wy = b, o = %2ty - Go =" (0) + 5 u” (0) — a1 (0) + g4+ O (%) = O (h).
Para el ssquema (10)
x]:v=%,o—xuu+(go+—;—fg0))=
=’ (0)+ 5 u* (0) — % (0) + o+ £ (0) + O (ht) =

= (u* (O) — % (0) 4 go) 5 (' (0) + £ (0)) + O (h%) = O (k)
porque l
u' (0) = xu (0) — g, u” + f =0,

De nuevo la elevacién del orden del error de aproximacién est4 liga-

da con que la condicién de frontera se aproxima en la solucién del
problema (8).

4—0285
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Como ya se ha sefialado anteriormente, una de las cuestiones prin-
cipales de la teoria de los esquemas en diferencias es la cuestién de
1a velocidad de convergencia de la solucién del problema en diferen-
cias a la solucién del problema inicial.

Sea gue para cierta ecuacién diferencial estd planteado el pro-
blema de contorno

Lu = —f (z), = —g(2). (17

El problema (17) en cierta red en diferencias o estd aproximado por
el problema en diferencias

Liy=—¢ (), €0, Ly=—v(), z€y, (18)

donde @ es el conjunto de los nodos interiores de la red @ y 7, el

conjunto de los nodos de frontera, ademas m =0 U v. Se dice que
la solueidn del problema en diferencias (18):

1) converge a la solucién del problema inicial sobre la red
en el sentido de la norma ||-|fg,), si

[y —ullgy—0 para kb—-0;

2) converge a la solueién del problema inicial desde el punto
de vista de la norma ||-|li1,) con la velocidad O ("), n>>0, si
ly—ullany=0(") (o sea ||y—ulin,y<Mh", donde M es una
constante positiva independiente do k).

4. Estabilidad de los esquemas en diferencias. Mas arriba hemos
conocido los conceptos de aproximacién y de convergencia del es-
quema. Conviene subrayar una vez mas lo siguiente: el error de
aproximacién se considera no sobre una red fija, sino en una suce-
sién de las redes {®,}. Por eso se puede considerar que anteriormente
en todas partes se trataba no de la solucién de un problema en dife-
rencias aislado, sino de una sucesién {y"} de las soluciones del pro-
blema en diferencias, la cual depende de la eleccién de las redes.
Aqui k es el pardmetro que caracteriza a la red. Si la red es unidimen-
sional y uniforme, % es el niimero (o el paso) de la red. En caso gene-
tal & es el vector que tiene la norma | A | > 0.

Para acotar la convergencia del esquema se debe investigar la
convergencia de In sucesién {z* = y* — u"} para |h | ~-»0, donde
u" es Ja proyeccién de la solucidén exacta uw = u (z) del problema
inicial sobre el espacic de las funciones de red preestablecidas on la
red wy.

Uno de los conceptos fundamentales de la teoria de los esquemas
en diferencias es el de estabilidad de un esquema en diferencias.

Sea dado ecierto esquema

Liy'=—q" (), Ly'=—+v"(2)
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¥ su error de aproximacion es
P h h By owh
P =Lt gt Py= Lt vk
Suponiendo que u == u (z) tiene un nimero suficiente de derivadas,

se puede obtener el desarrollo asintético de " y 117':, respecto a | & |.
En calidad de v = u () es natural eligir la solucién del problema
inicial para la ecuacion diferencial. No obstante, no es suficiente
conocer el orden de aproximacién para juzgar de la calidad del es-
quema. Es necesario acotar la exactitud del esquema, o sea, el orden
de error Z' = y* — u". Esta acotacién se puede obtoner, si el es-
quema es estable.

Demos la definicién de la estabilidad de un esquema.

Sean y# e yh las soluciones de los problemas (18) con los segundos
miembros ¢4, vk y of, v}, respectivamente. El esquema (18) se
llama esiable, si existen tales constantes positivas M,, M, y k, in-
dependientes de !a red @, (del pardmetro vectorial /) y de la eleccidn
de los segundos micmbros, que, siendo |k | <Z &y, es justa la desi-
gualdad

Nys =¥ lap<SMallgz—of U2y + Mo Vi —villa,y,  (19)

donde [I*ll ¢, II*lke,s II*lls,» s0n ciertas normas introducidas en
el conjunto de las funciones de red indicadas en la red w,. La
estabilidad del esquema en diferencias significa que la solucién
{y"} del problema (18) depende uniformemente por k sin disconti-
nuidades de los segundos miembros (o sea, los datos iniciales)
{9", v"}, ¥, por consiguicnte, a un cambio pequefio de los datos
iniciales corresponde un cambio pequeiio de la resoluci6n.

Si el esquema (18) es resoluble para cualesquiera sepundos miem-
bros admisibles (datos iniciales) {g¢", v"} y estable, en tal easo se
dice que el problema en diferencias (18) esta planteado de una manera
correcia o que el esquema' es correcto. Si el esquema es correcto, on-
tonces tiene la solucién dnica. En efecto, supongamos que existen
dos soluciones y! ¢ y» del problema (18) las cuales corresponden a los
mismos datos iniciales {¢", v}, asi que @} = ¢} = ¢" v} =2 =
= v". Entonces, de la (19) se desprende:

s~ < Ml 0lay + M1l Ollis, =0, os decir, yh=yi.

Al definir 1a estabilidad (19) no se supuso que las ecuaciones (18)
eran lineales: Supongamos que el esquema (18) es lineal. En tal caso
y" =0 es la solucién del problema, siendo ¢" = v* == 0. Tomando
enla (19), yt =y", @ = ¢" v =" e yh = ¢ = vh = 0, vemos
que la estabilidad del esquema lingal significa el cumplimiento de
la acotacién aprioristica

15 ety < Mol 6" 2+ Mo || v I'@- (20
‘i
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En este libro analizamos sélo los esquemas lineales. El estudio de la
estabilidad del esquema en diferencias (18) se reduce pricticamente
a la obtencidén de una acotacién aprioristica de forma (20).

Si el esquema es estable, no es dificil obtener la acotacién del
error de la solucién

2" (2) = y* (2) — u* (2),

donde y* (z) es la solucién del problema (18) vy u = u () es la solu-~
cién del problema inicial (17), mediante el error de aproximacién:

V(@)=L +¢" z€au Yy=Lu'+v", ZEyn
En efecto, 1a solucién u = u (2) satisface las condiciones

Ly s —(gh— %), Lt = —(v* —3)).
Luogm wmando yh=y" qh=g", vi=v" ph=ut oh=g*—y",
Al < yh —lp y empleando la acol.m:lén (19}, que expresa la estabi-
lidad del esquema (18), obtenemos

iy —u" V)< M Ul ez + Mz 1 [ea, - (21)

En el caso de un esquema Jineal para el error z* obtenemos el proble-
ma

Lpd'= —", z€o, La"=—y}, €y,

que es andlogo al problema (18); para el problema sefialado se puede
obtener la acotacién (21), empleando inmediatamente la (19).

De la acotaci6n (21) se deduce la conclusién: si el esquema (18)
es estable y aproxima el problema (17}, en tal cago. dicho esquema
converge para |k | —0. En realidad, || y* — u* [ty —0 para
IR | =0, si {| %" lleip—0 ¥ ||“~P¢ llisny =0 para | & | —-0.

De la acotacion {21) resulta que el orden de precisién del esquema
(18) se determina a base del orden de aproximacién. Para que el es-
quema converja, por ejemplo con la velocidad O (12 |™), m >0
(tenga la exactitud O (| 2 |™)), es suficiente que éste tenga una apro-
ximaeién (en la solucién u = u (z) del problema (17)) del mismo
orden, es decir,

1 ey =0 (1 B ™), 11951 ¢a,n=0 (I 2™

La demostracién dec la estabilidad de los esquemas se reduce a
1a obtencién de las acotaciones aprioristicas (19) 6 (20). En los capi-~
tulos ITI, V y VI se obtendran las acotaciones de este tipo con nor-
mas diferentos || - fhay o = 1, 2, 3, para los esquemas en diferen-

cias que aproximan las ecuaciones eliplicas del segundo y del cuarto
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drdenes. Asi, por ejemplo, en el capitulo III Ia estabilidad se estudia
con auxilio del prineipio de méximo y las acotaciones aprioristicas
contienen las normas de red C:

"l =max | y* (@) |, |v" (s, = mdx | v"(2) 1,
waﬁ XEY
h o 1 -
19" gy =ll" 4,

§ 2. Principios de construceion
de los esquemas en diferencias

1. Exigencias presentadas a los esquemas en diferencias. En el
parrafo anterior fueron citados los ejemplos de las aproximaciones
en diferencias para los operadores diferenciales del primero y del
segundo érdenes y para las ecuaciones diferenciales del sogundo orden
con las condiciones de frontera que contienen primera derivada. He-
mos analizado los ejemplos elementales.

En el caso de ecuaciones diferenciales con coeficientes variables
el problema de construccién de los esquemas en diferencias se com-
plica esencialmente. En un modelo preestablecido se puede construir
una infinidad de los esquemas equivalentes por el orden de aproxi-
macién. Asi, por ejemplo, para la ecuacién diferencial

2.
g (@u=—f(2) (1)

se puede construir en el modelo de tres puntos (2,.;, Z;, #14y) la
familia de esquemas de un pardmetro

Lays-—-y———-"’ﬁiﬁ’-}—ym—diy== —fi (2)
dy=0gioy (1 —2a) @i+ aquy,  qi=g (),

que tienen, con cualquier valor del pardmetro o, el segundo orden
de aproximacién i = L,u + f = O (h*). Al cooficiente d; de y, en
la férmula (2) se puede afiadir, sin perturbar el orden de aproxima-
¢i6én, un sumando Ph?, donde B es un niimero arbitrario. De esta forma,
surge el problema de elegir los esquemas en diferencias entre un con-
junto de los esquemas admisibles preestablecidos en cierto modelo y
que ticnen un mismo orden de aproximacién. Para ello es necesario
formular las exigencias las cuales se deben presentar a los esquemas
en diferencias. Cualquier método aproximado debe dar la posibili-
dad de hallar la solucién numérica del problema con una exactitud
indicada e durante un nimero finito de operaciones Q (&) (o sea,
durante el tiempo finito de méquina). Naturalmente, se procura
minimizar la cantidad de las operaciones ( (&), es decir, hallar el
método numérico econémico.
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La resoluciéon numérica de un problema de la fisica matematica
consta de dos etapas: a) la de escribir el sistema de ecuaciones de red
(del esquema en diferencias) las cuales aproximan el problema para
la ecuacién diferencial, b) la resolucién de este sistema de ecuacio-
nes de red.

En este libro nos ocupamos sélo de la construccién de los esque-
mas en diferencias. No obstante, contodo esto debemos tener pre-
sente también el volumen de la labor de c4lculo, la cual tenemos que
realizar para hallar la solucién de red y la cual depende tanto de la
estructura del sistema de ecuaciones de red, como del orden del
sistema.

Con el método fijado de resolucién del sistema el volumen de los
calculog es tanto menor, cuanto mds bajo es el orden del sistema
(cuanto més grande es el paso de la red). Mas la disminucién del na-
mero de los nodos de la red conduce a la disminucién de la exactitud
del esquema. Por esta razén seria deseable temer un esquema con el
orden posiblemente mds elevado de la precisién (el cual depende de
la lisura de los coeficientes de la ecuacién diferencial, de las condi-
ciones iniciales y de contorno). En la practica esto quiere decir que
se debe buscar los esquemas con el modelo minimo los cuales tienen
en cste modelo el orden méaximo posible de aproximacién en el caso
de las resoluciones suficientemente lisas de la ecuacién diferencial.
Se debe preestablecer la familia inicial do los esquemas en el modelo
clegido y en esta familia buscar los esquemas «6ptimos» dosde cierto
punto de vista. El término «esquema Sptimo» carece de la definicién.
Hace falta plantear las exigencias al esquema las cuales determinen,
como se suele decir, Ia calidad del esquema.

Es necesario sefialar 1as caracteristicas del esquema no sélo cua-
litativas, sino también cuantitativas:

a) El esquema debe ser homogéneo, es decir, las ecuaciones de
red para cualquier problema de la clase en cuestién K y para cual-
quier red en cada uno de los nodos se deben escribir uniformemente,
segiin una misma ley. La clase de los problemas K se determina pre-
estableciendo la ecuacién diferencial y el espacio funcional, al cual
han de pertenecer los coeficientes do la ecuacion.

h) El sistema de ecuaciones en diferencias debe ser resoluble en
cualquier red admisible y para cualquicr problema de la clase en
cuestion K.

¢} El esquema debe convergir para todo problema de la clase
mencionada X.

Estas exigencias determinan la familia inicial de los esquemas
admisibles de diferencias.

Luego presentemos a los esquemas las exigencias complemen-
tarias:

1) de un orden determinado de aproximacién (por ejerplo, yp =

= O (%) en el conjunto X = K de las soluciones lisas),
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2) del orden méximo de exactitud en toda la clase K de los
problemas,

3) de economia, es decir, del minimo de las operaciones al resol-
ver a maquina el sistema de ecuaciones de red.

Destaquemos de la familia de esquemas inicial cierto conjunto
de «los esquemas 6ptimos». Es que la blisqueda de dichos esquemas
es el objeto de la teoria. A continuacién nos detengamos mds a
fondo en el concepto de homogeneidad de los esquemas en diferen-
cias.

2. Esquemas homogéneos en diferencias. Analicemos ¢l caso de
funciones con una variable. Sea

0 = {z; = ih, i =0, =1, +2, ...}

una red en el eje numérico — oo << << 0, k () es la funcién-vector
de los coeficientes de la ecuacitn diferencial. Asi, por ejemplo, para
la ecuacién

d d
= (}c,(x] ﬁ) —ky (T u= —ks(z)
es evidente que el vector

k(@) = {k (@) ky (2), K5 (2)}

tiene las componeates & (z), ky (2) v ks ().

La homogeneidad de un esquema significa que sus coeficientes son
funcionales de los coeficientes de la ecuacién diferencial, las cuales
dependen del paso A como de un pardmetro y son independientes
del nodo de la red y de la eleccién de los coeficientes & (z).

Sean dados un modelo de niimeros enteros

M= {—my, —m; +1, ... —1,0,1, ..., ms},

donde m; >0 y m, > 0 son nimeros enteros, en el cual se deter-
mina la funcién de red y (), j € M, ¥ un modelo 3 = {~m, <

< 5§ & my}, en el cual estd definida la funcibn-vector E(s) {para
sencillez consideramos que los extremos de los modelos M y 3
coinciden).

Designemos por 4 % (s), FR(E ()], j € M, s €3 lag funcionales
de modelo.
Se examina la funcional
Oy~ 3 AFEENY () +FEE)
y de ésta se realiza el paso al esquema homogéneo. Suponiendo que

YD =y @+ k), k() =k(z + k)
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y empleando la expresién para @* obtenemos el esquema en dife-
rencias homogéneo

L+ Py= | 3 ATk (it s g (it 7R)+ B e (o)) =0,

donde y* (z;) es la funcién de red y % (z), la funcién-vector del argu-
mento continuo z.

Una familia de esquemas homogéneos estd dada, si estdn indica-
das las funcionales de modslo

Aj[k(s)) v FhE(s), e —my —m1, ..., ma.

La arbitrariedad de su eleccién se debs limitar por las exigencias
de solubilidad, de aproximacién de un orden determinado, de eco-
nomfia del esquema.

Tlustremos el concepto de homogeneidad en el ejemplo de esque-
mas de tres puntos para el problema

(k@ &) —t@u=—1@), O<z<{, 3)

u(Q)=py, u(d)=pfk

donde k(z) >0 v g (2)1= 0.

Examinemos el modelo de tres puntos (zi., z;, Zy+1) en la
red w, = {z;, =ik, i=0,1, ..., N, h = 1/N}, asi que el modelo
M={-1,01ym =m, =1.8a T = {—1 < s< 1} el mode-
lo de coeficiente; A" [% (s)], B [E ()], F' [k (5)), —1 < 5K 1,
son funcionales de modelo.

Analicemos un esquema en diferencias homogéneo

%[b' !v'l'+1k—.'!'l —a y‘_hyi-l]—diyt= —
P, B, <o, N—d, %)
Yo== gy Yy ==z

cuyos coeficientes se determinan en todos los nodos z; € ® y para
cualesquier & (z), g () y f (z) de la misma manera:

a;= A" [k (z;+sh)], b= B" k(x4 sh)], 5
di=F'g(zi+sh), o1=F"[f(zi+sh)).
Para simplicidad hemos supuesto (véase (5)) que cada uno de los
coeficientes de la ecuacién en diferencias depende sélo del coefi-

ciente correspondiente de la ecuacién diferencial. En caso general
A", B* v F* son funcionales no lineales,
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Sea u (z) la solucion del problema (3). El error de aproximacidn
para el esquema (4) se determina como discrepancia

Y= %I-bl ulu}:"ui —ay u{";‘ui-l ]"‘diul+q3i {())

Suponiendo que la lisura de u (z) es suficiente, desarrollando ;4.
por las potencias de & y designando por p; (k) las expresiones cuales-
quiera que dependen de z; v tienden a cero para 2 — 0, obtendremos

g = g P -2l B (R),

Wy =t —hu + - ui+ hipy (h),

1;;i.—..-b"‘:°‘ u;-i-!i‘—k_-ﬁ 1y~ dutg - @ - py ().

Compardndolo con la ecuacién
ku' kv —qu--p=1(
vemos que

= (B ki (U k )y —d—@)mt o fibpi(h),
0 sea,
Py = p; (B} =0 para k -0,

si estdn cumplidas las condiciones

U b pu(h), BT % =k +pi(h), (7y

dy=gq +ps(h)y @ =F +p(R)

En lo sucesivo presuponemos que las funcionales de modelo 4, B
y F son lineales y no dependen del paridmetro k. Valiéndonos de los
desarrollos

k(z+sh)=k(@) +shk' (2) +ho(R), g@+sh)=g@)+ok),
[ (@ =+ sk) ={{z) +p &),
hallaremos

a; = A (1] k; + ki A [s] 4 hp (%),

b; = B (11 k; + hk B [s] + hp (R),
d=FMlg+p®, o=FUlfi+p®.
Sustituyendo estas expresiones en las condiciones (7), hallaremos

A1l =Bl =F[]l=1, Blsl —Als]l =1, {8)
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Si estas condiciones estdn cumplidas, entonces el esquema (4) posee
aproximacién, o sea, % = p (k) —0 para & — 0,

La exigencia de la aproximacién del segundo orden para el es-
yuema (4) conduce a las condiciones

bt oy, B0 w2
) ti -0 (h2), k i~ 0 (h%), (9)
di=qi+0 (), @i==fi-+ 0 (h?).
Do esto se puede averiguar sustituyendo

- & " h3 " hi 3
Uiy =1y 4= huj +’f7u'a = 5w +-ﬂ-u}v+h"p (R)

en la expresidn para ¥; y haciendo que 1; = O (#%). Por analogia
con los razonamientos efectuados anteriormente, se puede mostrar
que de la (9), ademés de la (8), se deducen las condiciones

Bls*l=41[s), Fls]=0. (10)
La exigencia de solubilidad del sistema de las ecuaciones en dife-
rencias (4), el cual volvamos a eoscribir en la forma
Wiy — calfy = by = —R'@p, 0 <<TI<T N, yo = W, Yy = P
(11)
¢ = a; + b, + k¥4,
estd cumplida, si
a; > 0’ by > Ov &y — (ai + bi) = kﬁd‘ 20 (‘12)
para todos losi =1, 2, ..., N — 1. En aste caso, como se sabe, la
solucién de y; se puede hallar segiin el método de repasado. Puesto
que %k (z) >0 y ¢ (x) = 0, es guficiente exigir que las funcionales
A, B y F sean positivas, es deeir,
Ak(s))>0, B[k(s)i>0, Flk(s)]>>0, siendo k{s)>0.

En este caso g, >0, b, >0 y d; = 0 para cualesquier % (z) >0
Yy ¢(2) = 0.
En el caso més sencillo 4, B (y F) son combinaciones lineales de

los valores de las funciones & (s) ((f (s)) en un namero finito de los

puntos del modelo 3} = {—1 < s < 1), por ejemplo,
A [E(5)] = gk (—1) + ook (0) + ak (1), 13)
B[k (8)] =Busle (— 1)+ Bokt (0) 4B (1),

eote., asi que

a; = ok + ook + ok, by o= Bogkig - Bok: + Bikeiar  (14)
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(si % (5) es una funcién continua). Las condiciones de solubilidad (12)
estdn cumplidas, siendo

a;j= 0, f; >0 para j = —1, 0, 1. (15)
Las condiciones de aproximacién (8) nos dan
ggtogtaoy=1,p+pf+bh=15%#8—-Ff,=
=14 a; —ay. {16)

De las condiciones de la normacién c_y + g+ ey =1 yea; >0
se desprende que 0 < oy < 1 y anidlogamente

oL Pt j=-1,01. (17)

Comprobemos ahora las econdiciones del segundo orden de apro-
ximacién (10). Como A [}l = ay + @, BI[s?] = f; + By, en-

tonces ;
frtPa=a1+ay 6 Po=a (18)

Para los seis parmetros a;, §;, j = —1, 0, 1, hemos obtenido 4 con-
diciones; los dos parametros o, ¥ o.; quedan arbitrarios y ot =
=1 — (o + )l B =ay —0,5 b =0,5+ oy, By =

3. Esquemas en diferencias conservadores. Ademés de las exi-
gencias formales de solubilidad, aproximacién de cierto orden y
economia del algoritmo de c4lculo, euyo cumplimiento se verifica
inmediatamente, es necesario asegurar, al elegir el esquema, la
exigencia mas importante, que es la de convergencia del esquema con
una velocidad determinada al tender a cero el paso de la red. Esta
propiedad no siempre es ficil de establecer de la misma manera,
particularmente en el caso de ecuaciones con coeficientes disconti-
nuos y de ecuaciones no lineales.

En el § 1 fue mostrado que la convergencia de un esquema en
diferencias es la consecuencia de la estabilidad y aproximacidén:
si un esquema es estable y posee aproximacion, este esquema con-
verge. Recordamos que la estabilidad expresa la propiedad de de-
pendencia continua (uniformemente continua con relacién a la
eleccién de las redes) de la resolucion del problema en diferencias
respecto al segundo miembro de la ecuacién y a las condiciones de
frontera. +

En el caso del primer problema de contorno para el error z =
= y — u, donde u es la solucién del problema inicial para la ecua-
cién diferencial e y es la solucién del problema en diferencias corres-
pondiente, obtenemos una ecuacién heterogénea cuyo segundo
miemhro es el error de aproximacion, en tanto que las condiciones
de contorno son homogéneas. Si un esquema es estable, entonces z
so acota mediante 1, y de esta acotacidn se desprende la convergencia
cuando existe una aproximacién en la sucesién de las redes que se
condensan. No obstante, el conocimiento de tal propiedad asintética
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del esquema, como es la convergencia, no es suficiente para la apre-
ciaci6n aprioristica de la magnitud del error en las redes fijas, emple-
adas en prictica para los cdleulos a maquina. Estas redes reales, en
virtud de la exigencia de economia del algoritmo de calculo, no pue-
den ser de pasos demasiado frecuentes. Por lo tanto las acotaciones
aprioristicas seiialadas m4s arriba de tipo

lzla < M| lhar< BTR2

son muy aproximadas; ademds éstas contienen las acotaciones para
las derivadas (por ejemplo, de cuatro orden) de la solucién buscada
u (z). Para obtener una aproximacién buena en las redes reales, hace
falta, como revela la practica, utilizar los esquemas que reflejan
bien las propiedades fundamentales de las ecnaciones diferenciales.

Las ecuaciones de la Fisica Matemdtica expresan, como regla
general, las leyes de conservacién (de la energia, del calor, de la masa,
de la carga, etc.) en 1 forma difereneial. Asi, por ejemplo, la ecua-
cion

i.(k(z)%):—}(x}, D<z<t, (19)

se puede interpretar como ecuacién para la distribucién estacionaria
(que no altera con el tiempo) de la temperatura uw = u (z) en ol
vistago 0 <<z << 1 con el coeficiente de conductibilidad térmica
k (x}. Integrando esta ecuaci6n respecto a z entre los limites =™y
z'®, obtendremos la ley de conservacién del calor en el segmento
b “g x --.<.,, z

x2)

WEt)—We )= [ f@)ds, W@=—k@). @0

1)

A la izquierda tenemos la deferencia de los flujos calorificos en los
extremos del segmento y a la derecha, la cantidad del calor despren-
dido (o absorbido).

Para describir correctamente la marcha de un proceso fisico con
auxilio del modelo discreto es natural tenderse a que dicho modelo
represente correctamente en la red las propiedades fundamentales
de este proceso, ante todo tales como son las leyes de conservacién.
A los esquemas en diferencias los cuales expresan las leyes de con-
servacién en una red los llamaremos esquemas en diferencias con-
servadores. Esclarecemos el significado del conservadurismo en el
ejemplo del esquema de tres puntos (4) para la ecuacién

k@uY =—f(2), 0O<z<1, w(0) =, u(l)=p,.
Este esquema tiene la forma

1 — —yi.
-j;-(bf i,n-n}1 Yi —a; ¥ hﬂ': 1)= — i (21)
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Anotidndolo de otro modo:

—:'; (ﬂiu

Yin—¥:i ya—yt—x) bi—ayyy Yin—i1
h R h

B [ »

nos cercioramos de que el andlogo de red de la identidad (20) en el
segmento 'V = (AL o < 2P =i,k es la identidad
iy %
Whir—=Wh= 3 bt 3 (i—aiwy) Lzle (22)

donde

W{xﬂ —ay yii—kb‘!—l )

El segundo miembro contiene la magnitud de desequilibrio

[

iy
D= Z (bi_al+l)"""‘_y!+1;yl
imi,
la cual se anulard para cualesquier funciones de red y; sélo cuando
= Q4. (23)
En este caso obtenemos el esquema

1 Yisn—Y b —bi-
_K(aiﬂ mh Lg Ut h“)=_¢i (24)

¥, en vez de la (22), una ley de red de conservacion

iy
W.ﬁ:+1—W{l‘ =-""-iE_ hq”,
=1

que es un corolario algebraico de las ecuaciones en diferencias (24).
El esquema (24) es conservador, mientras que la condicién (28) es
la condicién necesaria y suficiente del comservadurismo. La pro-
piedad de conservadurismo del esquema en diferencias en dicho caso
coincide con la propiedad de antoconjugacién del operador en di-
ferencias

1
Ayi= T (“:‘ﬂ

Yisa”¥1 ., Hi—¥iz
h ey h )

en el espacio de funciones de redes indicadas en la red
op = {z; =1ih, i=0,1,2, ..., N, h =1/N}
¢ iguales a cero en su frontera (siendo i = 0, N).
4. Conservadurismo como condicién necesaria de la convergen-

cia del esquema homogéneo en la clase de coeficientes discontinuos.
Para justificar la necesidad de la wxigencia de conservadurismo,
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mostremos que el conservadurismo del esquema homogéneo de algu-
na familia es la condicién nécesaria de la convergencia de este es-
quema en la clase de coeficientes discontinuoes, es decir, de la con-
vergencia de un esquema se’ desprende su conservadurismo. Sefia-
lemos ante todo que por cuanto aqui se trata de una condicién nece-
saria, se puede limitar al estudio de los esquemas para un problema
elemental, por ejemplo,

%(k(@%):(}, Oz, u(0)=1, u(l)=0, (25)

donde % () es una funcién constante por trozos
i ? 0 r
k(z)= { ky 0<z<E

Uk, E<<a<Cl.

En el punto de la discontinuidad z = & se cumplen las condicio-
nes corrientes de conjugacién

lul =uE+0)—uE—0=0,
[ku'] = kou' (E + 0) — kyn’ (E — 0)= 0.

Es evidente que este problema tiene la solucién en forma de una
funcién lineal por trozos
1_?0$, Oé‘r“{ g.

”("‘)”{ 8(1—2), E<a<1,

donde v, y 8, se hallan a base de las condiciones de conjugacién:
1 — 958 = 8y (1 — &), kyyo = koby, asi que

& i k
6o='§:— Yoo ?o=‘£. 50=§+k—;(1—§)- (27)

Sea que E =z, + 6k, 0. 0 < 1,
Consideremos el esquema en diferencias homogéneo correspon-
diente

[ Via—ui Ml |
Tlﬁ"’ e S ]f’o’

11
i_—'i, 2,..-,N—'19 y0=1| 5’3=0| (28)

(26)

donde
ay = A lkfz; + sh)), b; = Blk(z, +3sh)), —1 < s,
Supongamos que el esquema (28) aproxima el problema (25); enton-
ces se cumplen las condiciones (8)

BMUl=A4AMl=i, Blsl—A4I[s1=1.

Como k(z) =k cuando 2 < @, ¥y k(2) = k, cuando z =z,4,
entonces a; = b; = Iy cuando 0 <<i<<n y a; = b; = k, cuando
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n~+1<i<< /N, en tal caso las scuaciones en diferencias (28) se
pueden escribir en la forma: y;.; — 2y; + ¥4 = 0 cuando 0 < i <<
<nyn+1<i<<N,pyo=1, yy=0,

bn Wn41 — Yp) — @n (Yo — Y1) = 0,

bna (yn+‘a — UYn+1) — n 41 (Yn+1 — yn) =0,
De estas ecuaciones se deduce que y; = 1 — yz,, siendo 0 ~.,< i <n,
¥y =06 (1 —a;), siendo n + 1 < i« N, donde y ¥ 8 son los coefi-
cientes definibles a base de las mismas ecuaciones para i = n,
n 4 1.
Eliminando de las ecuaciones la diferencia y,+; — Y., siendo
i=nyi=nr-+1, obtenemos

8= Anlp+y
b'ﬂbn§l
Sustituyamos esta expresién en la ecuacién para i = n y hallemos
y= :
hap by +2n 4+ (1 —ana) @ntnaa/(brbaa) *

Con auxilio de la interpolacién lineal determinamos en todes los
puntos z € [0, 1] la funci6n

x—&q

vz, By=yi+ 5 Wi —y1) para 2 < T Tigye

Entonces tendremos
o 1— 0LrE,
s h)={ R | para 0L a8
§(1—=z) para E<zL 1
Supongamos que el esquema en diferencias converge en C; en tal caso
| ¥ (. h) — u (z) | -~0, siendo h —0.

(29)

Comparando la expresién para y (z, k) con la férmula para u (2),
obtenemos: y —v, y 6 — 6, cuando h —0. Pasando en la férmula
para y al limite cuando % — 0, vemos que lim % = 4y, solamente
a la condicién il

Ry=-=mne_ fnnet 0 cuondo h—0. (30)

o 1

Esta es la condicidn necesaria de la convergencia del esquema (28).
Preestablezcamos ahora una familia inicial de esquemas, al

determinar las funcionales de modelo lineales 4 y B empleando la

formula (14) del p. 2, asi que

@) = Goghi g+ 2oky + ankivy, B = Pk T+ Boki b Bikyaa. (14)
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Destaquemos de esta familia de esquemas (lineales, «discretoss)
el conjunto de los esquemas convergentes en la clase de coeficientes
discontinuos & (z) y mostremos que son conservadores. Puesto que
el esquema posee aproximacién, los coeficientes a, y B, verifican

las condiciones (16), las cuales para comodidad conviene escribir una
vez mds

@y tagtoy =1, P+ B+ B =1, 31)
pp— P =1+ Gy — . (32)
Calculemos a;, b;, siendo i = n, n 4 1;

an = (o + ag) by + ok, = (1 — o)) by + ok,
by = (1 — B) g + Bk,
Arp1 = Ogley + (o6g + ) by = ailey + (1 — agy) &y,
botr = faky + (1 — B-1) ke
IExaminemos la diferencia R,. Esta no depende de k, y por lo tanto

la condicién (30) se sustituye por la igualdad R, = 0, cualquiera que
sea k. Multiplicande R, por k,/%} y denotando t = k,/k,, obtenemos

T =Bt FB) Bt + (1 —By)) —
—({(l—a)t+o)(agt+ (1 —a)) =0

-

0

(4 =By Buat® + [BsPay + (1 —P) (1 — By)—ory (1 — )] £ +
B (=B — oy — (1 — o) (1 — ay)] t—ay(1—ay)=0.

En virtud de la arbitrariedad de  todos los coeficientes de las poten-
cias de ¢ son iguales a cero:

(1—P)pa=0, (1 —a)a =0,
By + (1 —=P) (1 —Py) —axq (I —ay) =0, (33)
Pr(d =P —oay — (1 —a) (1 —ay) =0.
Las dos titimas correlaciones son corolario de las condiciones (32)

y (33). El sistema de ecuaciones (31) — (33), teniendo en cuenta la-

restricciones (15), tiene wna familia de un solo pardmetro de solus
ciones no negativas

o=y =0, ay=Py=1—0ay b =0, 0<a <1
En efecto, sea &, = f_, = 0. Entonces, a base de (31) y (32) halla-
mos By =1 —a, =ay fp=1—§ =1—a,

Suponiendo que f_, = 0 y ., = 1 y tomando en consideracion

las condiciones (15), obtendremos un caso particular de la solucién
anterior, el cual corresponde a @y = 0. Del mismo modo se investigan
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las demis soluciones del sistema (33). A base de la solucién obtenida
del sistema (31)—(33), (15) tenemos

a; = (1 —ap) byoy + aohy, by = (1 — ag) by + aol;1y,  (34)
os decir, b; = a;,4,-
De esta manera, hemos mostrado que si algin esquema de la fami-

lia inicial (28), (14) y (15) converge en la clase de coeficientes continuos
« trozos, este esquema es conservador ¥ tiene la forma

Ay::—;— (GE-H ym;;—h & Y; m—:'iﬂ ] =0, i=1, 2, ..., N—14,

(35)
donde

a;== (1 —ay) kf-l-l'ﬂokh 0o,

ey s el pardmetro arbitrario. Este esquema tiene evidentements el
primer orden de aproximacion para cualquier a, y el segundo orden
para o, = 0,5, es decir, cuando a; = 0,5 (k,., + k). El conserva-
durismo es la condicién no sélo necesaria, sino también suficiente,
de la convergencia en la clase de coeficientes discontinuos, para el
esquema

Ay;-_—-:?[am LtV g Y= ] —~dyi= —qi,
i=1, 2,....N—i,yo=p1. Y = Le

el que corresponde a la ecuacién (3). Bn la demostracién de la sufi-
ciencia no nos detenemos.

Aportemos como ejemplo un esquema no conservador, el cual
se obtiene como resultado de la aproximaci6én término por término
con el segundo orden por % de la ecuacién

Lu={ku’)'-—qu,=—-fm”—f—k’ ’__guz_f_
Una aproximacién natural semejante engendra al esquema

ki_ym—zhs;i-F Yioy s L2 ;k!—l 5"!1-1;;9!-—1 — = —}, (36)

!:=1, 2, ..-,‘N-—'l.
Escribamoslo en la forma

1 —¥; —¥ia
T[bi !Mnh Yi g, Y hﬂ’:’ ‘]—d:y1=-q>:,

donde
di = g (x), @ =7f(2),

ar=li— - (b — i)y br=Kacbge (ke — ).
§—-0285
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Aqui se ve que b; 5= a4, es decir, el esquema (36) no es conservador.
Comparindolo con el (28), vemos que (36) corresponde a los valores
1 1 1 1
Gy=-, o=1, sy=—7, fuy=—1, fo=1, by=—.
Este esquema, hablando en general, no es resoluble. Si se requiere
que se cumpla la condicidon
A
ki > ks — k|
entonces dicho esquema serd resoluble, En particular, para el proble-
ma (36) tenemos
a, > 0. bn = 0, Qpiy > 0, bn+| :}0, siendo 'és—< %‘ < B
2
Sustituyendo en la correlacién
_ fnbnyy  anne
R,= _.'!.._:_ _'_lﬁL =0
las expresionos

Sy~ 3 k,

Bke — Ry

koA
=—"—27*—]. b= 7 '

n+l
obtenemos la igualdad (ky — k)* = 0, la cual se verifica solo cuando
ky = ky. Pues bien, el esquema (36) diverge en la clase de coeficientes
continuos a trozos.

§ 3. Métodos de construccion
de los esquemas en diferencias

1. Método de inlcrpolacién integral (método de equilibrio). Ana-
licemos un ejemplo de construccién del esquema en diferencias para
la ecuacidn diferencial con coeficientes variables:

Lu= (k@) u') —q@ u{z) = —f () (1)
Consideraremos la ecuacién (1) como ecuacién de la distribucién
estacionaria del calor en un vistago. Esta ecuacion se rige por la ley

de conservacién del calor (ecuacion de equilibrio), la cual en el seg-
mento [£Y, 2*] tiene la forma

] K120
W (249) — W (262) — 5 g(@) u(z)dz + j fa)de=0  (2)
) =

y se puede obtener integrando la ecuacién (1) respecto al segmento
[V, 2], Aqui W (2) = — k (z) ;; es el flujo calorifico; k (2) >

> 0, el coeficiente de conductibilidad térmica y u {z), la tempera-
tura,
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Hagamos uso de la ecuacién de equilibrio (2) para escribir el
esquema en diferencias para la ecuacién (1). Sea ® una red uniforme
con el paso 2 ¥ Zyoya = T4 — 0,58, Tijqse = 3 + 0,5k,

Escribamos la ecuacion de equilibrio (2) para el segmento
(Z1o172) Tygyalt

*141/a Flayfa
Wi_hrg—wi+”2 —_ S q{x)u(x)d.r-l— 5 f(:e:) dz=0. (3)
®fmi/a : ®i-1fg

Para construir el esquema en diferencias aproximamos W y la pri-
mera integral de la (3). Supongamos que u = comst = u;, siendo
Ziyn K & L Tp4qe. Entonces

*ia1ly /e
G(@)u @ de~ hdu, di=+ | a@dz, @(2)=0). @
Fp-1/2 *i-1/e
Integremos la igualdad du/dr = — W/k respecto al segmento
[.\":;_1, Zg]:
%
Uiy — U = j ‘:({;}) dz
Fi-1

Ya que W estd incluido en la (3) como puntos semienteros z;4,4,

entonces, suponiendo W = const = W,_y, para z,_, < = < z,
tendremos

pe

Uiy — s 25 Wiy S kd('; s

|

g — L.
Wi-uzm—a;--i-—k:—‘l-

= — qiliz i, (9
4 #y
1 dr -1
ai:[T 5 k(x) 2 (6)
%

Sustituyendo en la (3) las expresiones (4) ¥ (5) y denotando la funcién
incognita por y;, obtendremos el esquema en diferencias, el cual
representa en la red la ley de conservacién del calor

1 Y —¥s ¥i—Yi-
-k—[al-n “h -y R = J_diyi= — P

lo que se escribe méds brevemente ellnpleand:o las designaciones sin
indices

{ay;): = dy =Ty ) (7)
L
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donde
L T1ed/3
o=p=5 | f@ ad= (8)
Fi-1/2
Los coeficientes del esquema en diferencias 37) se calculan con auxilio
de las integrales mediante las: férmulas (4), (6) y (8). Si los coefi-

cientes de la ecuacién son funciones lisas, entonces a, d y ¢ se
pueden sustituir salvo O (k*) por las expresiones

ay=k(xiy2), di=q(z), @=Ff(z). (9)

La ecuacién de balance (2) se puede utilizar también para la
construccién de los esquemas en diferoncias en una red no uniforme.
Sea @ una red no uniforme y by = x; —ayy, i =1, 2, ..., N.
Suponiendo que

L}

Zioy2=a;—0,5h1, Tip12=2; + 0,50,

y escribiendo la ecuacién de balance (2) para el segmento
[Z1.12) Ti4+y2], obtendremos la correlacién (3). En vez de la (4)
en la red no uniforme tendremos

Ti+1/2 s *t41/z
g(z)u(x)dr ~ bduy, di= S F g(x)dz, 4"
Fi-1/a *r-1/2

donde m:%(hﬁx.hm}.
Correcciones similares se deben efectuar también en las (6) y (8):
x

1 dx -1 '
a=[+ § 367] (6)
el
£ *1e1fa
(pl‘:-E 5 f(-t)dz- (8')
*i-1/2

En tal caso el esquema en diferencias en una red no uniforme tendra
la forma

1 [ By (Yrar—Y1) @4 (y:-ym]]_d
Ry hyey iy L

i=1,2 ..., N—-1.

Si las funciones k (z), g (z) y f () sor suficientemente lisas los
coeficientes a, 4 y ¢ se pueden calcular, como antes, empleando las
férmulas (9).

Examinemes un ejemplo mds. Construyamos la aproximacién
en diferencias de la condicién de frontera del tercer género para la

= —0
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ecuacién (1). Sea que esta condicién estd indicada en el punto z = 0
y tiene la forma
u’ (0) =" (0) 2. (10)

De acuerdo con la suposicion el coeficiente & (z) de la ecuacién (1)
es mayor que cero. Por'esta razén, volvamos a escribir la condicién
(10) en una forma algo més cémoda

B ) u (0) = nu (0) — g, (11)
donde % = x k(0) y g = gk (0). La anotacién de la condicién de
frontera en la forma (11) es mas natural, puesto que el primer miem
bro de ésta contiene el flujo calorifico salve el signo. Escribamos la
ecuacién de equilibrio (2) para ol segmento [0, k/2):

At hiz
Wo— Wi — | q(@)u(z)de+ E 1(z) dz=0. (12)
0
A base de la (11) tenemos :
Wy= — k(0w (0) = — su(0) + g
Poniendo esta expresién en la (12), se nos obtendra
2 k2 n/2
— Wiy = —wug+g+ S @(@)ule)det | f(@ydz.  (13)
] i
2
Para aproximar Wy, y | ¢ (2) u (2) dz en la (13) empleemos los
1

I
mismos razonamientos que en la deduccién de las correlaciones (4)
vy (5). Nos resultara

a’iyx.u‘—‘('ﬂ- +"2-dn) yo—(g +’:':;' (Po)—_—;“-—yo—'g. (14)
donde

hi2

I hi2
1 de -1 2 2
w=lz]4m]" a=i] wwde =t |iees

Estas integrales también se pueden sustituir por unas u otras férmu-
las de- cuadratura, por ejemplo: a, =k (zy5) = kya, do = g0,

= f,

Es ficil de comprobar que las ecuaciones de red (7) con los coefi-
cientes preestablecidos por las férmulas (4), (6), (8) 6 (9) aproximan
la ecuacién (1) con el error de O (k?), siendo suficientemente lisa su
solucién u = u (z). La condicién de red de frontera (14) también
aproxima la condicién (11) con el error de O (h%). Es evidente que,
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cuando % (z) = 1 y ¢ (z) = 0, la condicién de frontera de (14) coinci-
de con la condicién de frontera del problema (10) del § 1.

2. Método de Ritz. Como va se ha sefialado, al construir Jos
métodos numéricos de resolucién de los problemas de contorno con el
operador autoconjugado, es deseable conservar la propiedad de auto-
conjugacién también para el problema de red. No obstante, si la
ecuacion tiene una apariencia muy complicada y las condiciones
de frontera tienen derivadas, en tal caso la eseritura de un esquema
autoconjugado satisfactorio puede provocar dificultades conside-
rables. En este punto se expondréa el método de Ritz, el cual siempre
lleva a los esquemas autoconjugados,

Recordemos la esencia del método de Ritz. Como se sabe, cual-
quier problema autoconjugado para una ecuacién diferencial se puede
reducir al problema equivalente de hallar la funcién la cual aporta
el minimo a cierta funcional. Asi, por ejemplo, la hisqueda de la
solucién del problema de contorno

%(Jﬂ{z}%)—-q(r)&:—f(z), 0<z<1, (15)

EO) w (0) = xou (0) — g0y —k (D) u' (1) = %u (1) —g, (16)

equivale al problema de hallar la funcién u (z) la eual aporta el mi-
nimo a la funcional

1
()=l ul = | £ (2)u(2) do—gou () =g (D), (17)
o

donde
1

[, vi={ k(@ (@) (@) +¢ (@) u (=) v (2)) dz+
0

+ e (0) ¢ (0) e (o (1) (18)

para la cual la correlacidn (15) es la ecuacion de Euler. Se conoce que
si la funcién g () y las constantes %, ¥ %, no son negativas y la g ()
no se reduce idénticamente a cero; entonces existe el minimo de la
funcional (17), ademis el elemento minimizante u (z) pertenece al
espacio W1 [0, 1], el cual consta de las funciones de espacio L, [0, 1],
las cuales tienen en el {0, 1] derivadas generalizadas integrables con
el cvadrado.

Asi pues, si hay un problema variacional equivalente y existe el
minimo de su funcional, entonces, en vez de construir el método
numérico de solucion aproximada del propio problema de contorno,
se puede hacer uso del métode de Ritz para hallar aproximadamente
el elemento u que minimiza la funcional 7 (u). Recordemos el conte-
nido de este método. Sea W el espacio en el que se busca el minimo

de la funcional 7 (i), es decir, sea que la funcional I (u) estd definida
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en los elementos u € W y el elemento u en el cual se consigue el mini-
mo de 7 (u) pertenece a W. Construyamos una sucesién de los subespa-
cios de dimensién finita ¥V, €W y, en vez de buscar el minimo en W,

lo buscaremos en V. Sea r la dimensién del subespacio V,, v nr?) )

i=0,1, ..., n—1esla base de este subespacio, es decir, repre-
senlemos todo elemento u, € V, en la forma

n-1
un= Sanf®. (19)
=

Poniendo esta representacién de w,, en vez de u, en la funcional 7 (u),
obtendremos una funcién de n variables aq, a,, . . ., a,_;. Dado que
deseamos obtener el minimo de esta funcién, los nimeros a; deben
satisfacer el sistema de ecuaciones

al . _ .
EZO' i=0,1,2,...,n—1. 20)
Al resolver este sistema, los pardmetros ag, @y, . . ., @, adquirirdn
unos valores determinados que aportan el minimo absoluto para
la funeién 7 (u,). Sustituyendo estos valores de a; en la (19), obten-
dremos la solucién aproximada pedida

n-1_

o)

Un= Eﬂﬂ]i .
i=0

Para que la solucién aproximada u, converja a la resolucién
exacta u cuando n —-00, es necesario suponer que los subespacios de
dimensién finita V, aproximan, desde cierto punto de vista, al
espacio .

Hallemos la apariencia del sistema (20), partiendo de una funcio-
nal concreta (17). Sustituyendo la (19) en la (17), obtenemos

n=1 =1

Hw)=3[ 3 am®, 3 oem]—

1= =0
I n-{ n=1 n-4
— |1 3 enide—go 3 am @ —gi 3 e (1)=
U im0 i=0 i=0
N =1 n=-1
=3 D ogma;— D) P, (21)
i, 3= 1m0
donde
e = =[n", ], (22)

1
b= { 1) 0™ (@) dz+ g (©) + gant® (1), (23)
1]
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Diferenciando la expresién (21) respecto a a; ¢ igualando las derivadas
a cero, obtenemos el sistema de ecuaciones para determinar a;:

fi—

1
Enaj_faj"'-ﬂg=0, I-=U, 1‘2, ---,R—'[. (24}
J=

3. Construccidn segim el método de Ritz del esquema cn diferen-
cias para una ecuacién de segundo orden. Lo expuesto anterior-
mente se refiere al método de Ritz en general. Pero nos proponemos
el objetivo de construir con ayuda del método de Ritz el esquema en
diferencias para los problemas (15) y (16). Se lo puede hacer a base
de la especial eloccién de subespacios de dimensién finita V, y fun-
ciones de coordenadas en estos subespacios. Introduzcamos en el
segmento [0, 1] una red uniforme © con el paso & = 1/(n — 1)
y los nodos o, =ik, i =0,1,2, ..., n —1.

Designemos n — 1 por . El sistema (24) tendra la forma de un
esquema en diferencias de tres puntos, si la matriz de este sistema
es de tres disgonales, es decir, si los coeficientes @;; son iguales
a cero onando | i — j | > 1. Con estas eondiciones el sistema (24)
serd un esquema en diferencias cldsico, si en calidad de los parime-
tros del desarrollo de (19) se eligen los valores de la funcién en los
nodos de la red w. La matriz del sistema (24) serd de tres diagonales,
si las funciones de coordenadas del subespacio V,, para | i — j | > 2,
son ortogonales en el sentido de producto escalar (18). Si en calidad

de las funciones de coordenadas ni(N) () se toman las funciones dife-
rentes a cero s6lo cuando |z — z; | < b, z € [0, 1], éstas seran
ortogonales desde el punto de vista de (18) cuando |i —j | > 2.
Las Iunciones elementales de tipo indicado pertenecientes a W]
son las funciones
1] cuando 0Lz, 2ip< 2 <1,
NP Ey= ({z—zi )k cuando  zi < a< ay, (25)
(L4 —2)/h cuando 23 a<l Tiyy,

para i =1,2, ..., N —1,

o (h—x)h, O0slx<lh,
§ {x):{ 0, e, %)
(x—14+hk)h, 1—hLasd, (
NI+ (z) =
i 0, Ozt —n.

Las funciones m; (z) on los trozos donde son diferentes de cero, estin
representadas en la fig. 4.

Si en calidad de las funciones de coordenadas se toman las fun-
ciones (23) y (26) y en calidad de los pardmetros del desarrollo de (19},
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los valores de la funcién en los nodos de la red, entonces, los subespa-
cios V4, constarin de las funciones cunhnuas lmaales a trozos.
Dichos subespacios aproximan a Wj ecuando N =1, 2, . Por lo
tanto el sistema (24) toma la forma

O, i-tYimg + O, Wi+ O, e — =0, i=1, 2,..., N—1,
ey, oo + %o, W1 —Po=10, (27)
Oy, n-1¥aes + oy, w¥x — By =0.

Calculemos los coeficientes @;; y B;. Valiéndonos de la forma de las

1

1

Fig. 4

funciones nY T! () y de las f6rmulas (18) y (22), hallamos

a1 x5
wi=ht] | k@dzt+ | 9@ @—aupdet
¥ #11
*ie1
+ S Q(-’«”)(«“a‘—xm)a‘f’i]-
1 I I
a3 § k(s § 0(e) =7z
? ]
: 1
“u.wﬂh'z[ 5 k(z)dz _‘ G{z) (.r—-I—Jr-}a)zd.z:I—t-u,, (23)
1= 1=h
Fi41 *141

Qi 141 = Oigy, i =R72 [ —

He_—

ke (z) dz + j g(z) [zm—x)(x-x,mx'_],

#3
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Bi=A"t [ f (%) (z—a)-y) da+ Sﬂ (@) (zi4y—=) d:c] ;

i
Ximg %

h
Bo=1t  f(2) (h—2) dz -+ g,
1]

1
b=t | f@(e—14n)dztg,.
1=k
Intoduzcamos las designaciones:

*y ]

m=h 5 k(z)de—nt j q (x) {z; — &) (&~ 2:-,) dz,
Fluy *i1

it B .. N

d=n-2[ 5{ q(2) (2 —250) dz + i{Hqtz) (@ —a)dz ],
Elay %

i=1, 2, ..., N—1.
h

do=2k"2 j g(z) (h— z) dz,
1]

1

dy = 2R3 j q(z) (x—1 4 h) dz, (29)
i-h
’:f xi‘ﬂ
o=rtp=n2[ | f(@)(e—a)de+ | 1 (@) (ziss—2) dz |,
#p1 4

i=1,2, ..., N—1,
h

@y == 2h72 j f(x) (h—z) dz,
[H]

1
ex=202 | fe)(@—1+2)dz.
1=k

Empleando las designaciones de (29) y la forma de los coeficiontes
@y y Py de acuerdo con {28), el sistema (27) se puede escribir en la
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forma
(ayz)e—dy= —q(z), z=h, 2k, ..., 1—h,

@y, 0= (%0 0,50do)yo— (854 0,5 ), z==1, (20)
—ayyz y="001+0,50dy )y~ (g, +0,5hqy), ==1.

Es facil de verificar que, si los coeficientes & (x), g () v f (2) son
suficientemente lisos, @;, d; y ¢; difieren de % (z; — 0,5%), ¢ (z;)
v (z;), respectivamente, en Ia magnitud O (k®). Hacen una excepcién
oy @xy Doy ¥ @, los cuales difieren de los correspondientes valores
de los coeficientes ¢ (z) ¥ f (x) en la magnitud O (k). Con esta eleccidn
de los coeficientes las aproximaciones de la ecuacion y de la condicién
izquierda de frontera (30) coincidén con las aproximaciones (7)
¥ (14) construidas anteriormente segin el método do equilibrio. Por
lo tanto el problema de diferencias (30) aproxima el problema (15),
(16) con el error de O (h?), siendo suficientemente lisos los coeficientes.
Si los coeficientes k (z) ¥ ¢ (2) son constantes, a; y d;, se pueden
hallar en la forma explicita

ne
a;=a=k—--—b.—-q, di=d=q.

4. Construccidn, segiin ¢l método de Ritz, de los esquemas en
diferencias para una ecuacién de cuarto orden.

Estudiemos un ejemplo mis de comstruccién del esquema en
diferencias empleando el método de Ritz para resolver un problema
de variacién., Construyamos el esquema en diferencias que aproxima
el problema de contorno para la eenacién diferencial corriente ele-
;nental de cuarto orden con las llamadas condiciones principales de

rontera.

Se analiza el problema:
ulV(z) =f(z), O<az<t, (31
(M =u0)=u{l)=uv (1) =0. (32)
Hallar la solucién del problema (31)—(32) equivale a la bisqueda

de tal funcién u (z) que satisface las condiciones (32) y aporta el
minimo a la funcional

i

Huwy=\{ @)y2dz—2 5 #(z) u(z)dz. (33)

oe_.--, -

Como se sabe, en las condiciones de (32) el minimo de la funcional

(33) existe y el elemento minimizante pertenece al espacio W? (0, 1},
el cual consta de las funciones de espacio L, |0, 1], que satisfacen
las condiciones (32) y tienen en el [0, 1] derivadas generalizadas
de primero y segundo 6rdenes integrables con el cuadrado. Por esta
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razén, al emplear el método de Ritz para la solucién aproximada del
problema (33), conviene tomar en calidad de V, los subespacios de

dimensién finita W, Si, como antes, q{f) (,i=0,1,2 ..., n—
— 1, son las funciones de coordenadas en V,, y a, son los coeficientes
del desarrollo de (19), para hallar 4; de nuevo obtendremos el siste-
ma (24), pero esta vez =

i I 1
iy = Oz = Y —?gze_"_?‘.%z__.“dx’ Br= I HE R @) de.
8 13

De nuevo introduzecamos en el (0, 1] una ted en diferencias
uniforme. Nos se requiere hallar Ia solucién aproximada del proble-
ma (31)—~(32) sélo en los nodos interiores de la red w, es decir, en
o={r=ih|i=1,223, ..., ¥N—1).

Para obtener el esquema en diferencias a base del sistema (24),
es menester que una parte, por lo menos, de los coeficientes a, de (19)
sean los valores de la funcién de red en los nodos . Con esto las
funciones de coordenadas no pueden ser diferentes de cero mas que
en un nodo de la red, puesto que en el caso contrario los valores de
las funciones en los nodos de la red no podrin ser pardmetros. Mds
alin, no se logra limitarse a los pardmetros que son valores de la
funcién en los nodos de la red, puesto que los subespacios V, en tal

caso no aproximarin a Wj. A saber, con auxilio de estas familias
no se consigue aproximar uniformemente las derivadas, lo que hace

L]
falta para la aproximacién do W2.

Por consiguiente, es necesario aumentar el ndmero de los para-
metros (y, por lo tanto, de las funciones de coordenadas). Se pueden
tomar como pardmelros complementarios los valores de las derivadas
de la funcién incognita en los nodos de la red. Entonces, el sistema
(24) contendrd en calidad de incégnitas no sélo los valores de la
solucién buscada en los nodos de la red, sino también los valores
de las primeras derivadas en los mismos nodos. En relacién con
esto ¢l (24) ya no serd un esquema en diferencias segiin la concepcién
clésica, el cual sin embargo se puede ohtener de aqui eliminando las
incégnitas complementarias.

Pues, supongamos que n = 2 (¥ — 1), como pardmetros de a;
tomemos las magnitudes: ¥y, ¥y, -« oy Yy ¥ Pr Vas - - - Vg
Sea que el primer grupo de los parametros son los valores de la
solucién huscada en los nodos de la red @, mientras que el segundo
grupo son los valores de la primera derivada en los mismos nodos.
En el ejemplo anterior en calidad de subespacio ¥, tomamos el
espacio de las funciones continuas lineales a trozos (lineales en cada
intervalo [x;_,, z;1). Esta vez no podemos tomar este subespacio,
puesto que estas funciones ni siquiera pertenecen a W3 [0, 1] debido
a las discontinuidades de las primeras derivadas en los nodos de la
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red @. Se puede tomar en calidad de V, el espacio de las funciones
continunas polinomiales (las potencias son mayores que la unidad)
a trozos y que tienen las primeras derivadas continuas. Recordemos
que la dimension del espacio V,, ya hemos fijado ignal a 2 (¥ — 1) =
= n. Si tentamos tomar en calidad de ¥V, el espacio de las funciones
cuadriticas a trozos (son cuadriticas en cada uno de los intervalos
{2i-1, :]), las cuales poseen una lisura requirida, no podremos hacer-
lo en vista de que este espacio tendrd la dimensién ¥ — 2 (¥ parabo-
las de segundo orden tienen 3N ocoeficientes. Para satisfacer a las
ondiciones de frontera (32) y garantizar la continuidad de las
funciones y de sus primeras derivadas en los nodos de la red  se
requieren 2 (N + 1)} condiciones). No obstante, en calidad de V,
e puede tomar un espacio de las funciones cuadriticas a trozos de

W2, las cuales en cada uno de los intervalos [z;_y, ;] s6 representa
por dos pardbolas. La dimensién de este espacio ya serd 2 (V — 1).
También ge puede tomar en calidad de V), el espacio de las funciones

;:ﬁhicas a trozos de TW:(son cibicas en cada uno de los intervalos
Li-qy "‘-‘“ID‘

ﬁil significado de los coeficientes de a; del desarrollo de (19) ya
hemos definido y, por consiguiente, la base de ¥, se determina uni-
vocamente. Esta consta de funciones de dos tipos, las cuales designa-
remos a través de n; (z) ¥ §; (x). Sea que de coeficientes de las fun-
ciones 1; () en el desarrollo de {19) sirven los parimetros y, ¥ de
las &; (), los pardmetros v;. En tal caso las funeiones n; (2) se deben
reducir a cerc en todos los nodos de la red @, excepto el nodo z;,
donde la funcién v; (z) debe tomar el valor igual a la unidad. Las
primeras derivadas de las funciones n; (z) deben ser iguales a cero
en todos los nodos de la red w. Las funciones de coordenadas {; (z)
se deben reducir a cero en todos los nodos de la red y tener la deriva-
da igual a 1 en el nodo z;. En los demds nodos de @ las primeras
derivadas de la {; (z) se deben reducir a cero. Es ficil de verificar
que en el espacio mencionado de funciones cibicas a trozos la base
se preestablece por las funciones

0, Lo Ty, T,
n@ed —2 () 43 (S5E) an<e<a, (30

9 ( zw:m )3+3 (x_"}:ilﬂ.)z, T LT Tigyy

0, 0Lz L ey T LTS
— y 2
te=q () —h () sake<an, @)

M) 4 (S, maon
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La base del espacio, indicado mis arriba, de las funciones cuadraticas
a trozos es

O! Oém‘gzi-'h
REEIC R
T]g(.‘b‘)== =9 (

3i+i“--<..z“gil

iy LaLa,—0,50,
I—Zt

- )2+1, 2 —0,5hLa L a+ 0,58, 5O

2( ::—:Ln )2. z14+ 0,5h Lz L oy,

(0, 0Lz 2y, Lo,
— o =z, ziy <z L2 — 0,5k,

Gay=] o=+ @—a), @—05h<z<am, (37)

x—‘tf-—%{z“‘"ei)z- xi“g'z“gzi'FOlSh;

1
L o (@—zuy)?, i+ 0,5h Lo Ty

Las funciones (34)—(37) estdn representadas en las figs. 5a y b.
]

a) b)
Fig. 5

De suerte que la solucién aproximada del problema (33) la busca-
remos de la forma
N1
Uy (7) = iz& (yimi (z) + z:L: (2)). (38)

Sustituyendo (38) en la (38), obtendremos
2 :

N-1
)= [ 3 @i @) +oii (o) ] az—

o jm=i
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i N—1 i
—2 [ #(@) 3 (v (2)+oiki(z) dz=
[} =1
1 -t
={ 3 Gwmini+2yomt+vwlil) de—
01, i=1
N-1
—2jf(m) S (ymetviy) dz=
=i
N-1 i N-=1i -
= D\ (esyy;+ 2esyivs+aipwy) =2 3 Bayi+Pws),  (39)
i, 5=t =i

donde

=,
£3
B
R
ey

Bi=) 7 (2)m:(z) dz, {40)
]

f(z)Ci(zx)de, i=1, 2,...,N—1.

Diferenciando la (39) respecto a y; y vy, i=1,2, ..., N -1, e
igualando a cero las derivadas obtenidas, tendremos el sistema para

doterminar y; ¥y v
N-1 _
12" (g + o) —Bi=0,

N—-1

2 a,,y;-l—cc;,v‘,) ﬁ{=‘0| i-'—-—i, 2, -.-,N—i.
J=1

(41)

Volvamos a escribir este sistema en la forma
AU = F,

donde U= (f) es el vector incégnito, F= (;) es el vector dado,

o
4 —(_ —-) es la matriz celular, euyos elementos son las matrices

o=(0y), a=(xy), @ =(au), a= (éu)-
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La matriz transpuesta tiene la forma

es decir, la matriz 4 es simétrica.

Calculemos los valores do los coeficientes oy, oy, 3,-;. A hase de
(40}, empleando la forma de las funciones 1, (z) y f, (), de acuerdo
con (34) y (35), hallamos:

a1 =24/h2, Gu=0, an=8/k, i=1, 2,..., N—1,

&, ey = Sy 1= —12/h8, E;, ity = 0/h2,

Aiyy, 1= — O/h2,

X h1=Gapg, =20k, i=1, 2, ..., N—2,
wy=ay=ay=0, [i—j|>2.

Ahora el sistema (41) se puede escribir del modo siguiente:

3
Ly, v)==2y—dy; 2y + iy — = — "% P

Ly (3, v) = — Ay + 24— hog = — Py, (42)
Iy (¥, V)=2yyp—b4yy+-hoy,= —%ﬁﬁ—n
my (y, v)=—3ya -+ 4hv, 4 huy =2 i,
My-y (4, v)=3yy-s+hvy o+ dhvy = ht_:FN-I'
Para poder comparar el esquema obtenido con el esquema en

diferencias corriente eliminamos de (42) la funcién v;. Es facil de
comprobar que

Loyt Al Dy — ey = Mgy = — yig 44y — By +
he .
Ay — Yipg = — - {ﬁiq"f“éﬁi‘}*ﬁiﬂ)_“%t (Beer—Pasa),
G b, oo sl
Ltdly+la—my+ my= 4y, — By, + 4y —y, =

= = By 4Bs+ Bo) — - Bi—Po)s



§ 3. METODOS DE CONSTRUCCION DE LOS ESQUEMAS 81
7l + 2l —my - 2my, =— 18y, + Yy, — 2y =
ks j’: —_ —
= — - (7B + 2P — 2 B —2), (43)
Iy-atdlyetlya—Myst My =—Yyos +4yna— By +
h! - p—
+AY N = ——B—(ﬁx-s*}"mﬂ—z +PBy-1) =5 (Bx-s—Px-1),
Uyt Ty —2mya+my s =—2n 5+ yo—18yy =
g 1
= == (P2t TPvet) — 5 ¥ (Bra— Bv-o)-
Recurriendo a las designaciones introducidas anteriormente para las
correlaciones en diferencias, escribamos el sistema (43) en forma de
exquema en diferencias
Yoz =0 (z) x=2h, 3h, ..., 1—2n,

2
y{0}=0, y;—%y;x—l-% y;u!x.h=';;i@(3n)| (44)

/i h? hd
y(1)=0, !/x-l--.j* Yzt 5 Yaglaten = — =@ (Tx1)s
donde

(=) = —ﬁ‘,,-{ Trm (=Y ao

'%

+§ 108 (£5) 0 (555 s e
;lhi T2y |3 2—zy 2
+ | 1@[3(551) -6 (557 ) + 4] e+

*1

e (e,

Fis1

i=23,...,N=2,

o) {IMPH (£)7+18 ()" os+

+jf(x)[-1-? ::—2!;) _10( .1:——!:) +24(r z:h) 4.

+12 x_h ]da:_ s (.t}(xﬁsk) dz,

f=0285



82 CAP. 11, METODOS DE CONSTRUCCION DE LOS ESQUEMAS

1-2h
wvd =g {2 | 7@ (E=EE) et | (457)
184
1-h

+ ] 1610 (2 er (SyE Py o ey

1-2 i

24 (EAER)? Jaz+ 5 f@[11(E) +18 (L) [}aa.

Si para el método de Ritz en calidad de funciones de coordenadas se
toman las funciones (36) y (37), el esquema en diferencias tendrd la
forma

Yoz, =0(2), ==2h, 3k, ..., 1—2h,
R 532 S

yO0)=0, yz—5¥e+ g V50 [, =15 @ (R} (46)
h 2 7h —

YA =0, Yub g bzt g Vraz|, = =T A=),

donde @ (z) se determina segiin las férmulas anilogas a las (45).
Se puede verificar que con una lisura suficiente de la solucién del
problema (31), (32) el esquema en diferencias (44) tiene el error de
aproximacién igual a O (h%). El esquema (46) tiene el error de O (k%)

Advertamos que a diferencia del problema (41) los esquemas (44)

¥ (46) no son autoconjugados. Este defecto del esquema se engendré

corno resultado de la eliminacién de las incégnitas v; del siste-
ma (42).

5. Métodos de aproximacion de la funcional. Al construir segitn
el método de Ritz el esquema en diferencias para la ecuacién de
cuarto orden (el problema (31), (32)) tropezamos con la circunstancia
de que el gistema obtenido contiene dos veces mds ecuaciones (e
incégnitas) que el mimero de los nodos de la red. En el ejemplo adu-
cido estas incOgnitas «sobrantess se han conseguido eliminar, pero
la matriz del sistema hallado ha resultado asimétrica. EI método
de aproximacién de la funcional, expuesto a continuacidn, estd
exento de dichas incomodidades. Segun este método también se
obra partiendo de la funcional de varmc;on, pero se aproxima no el
espacio en el que se busca su minimo, sino la propia funcional. Si Ia
aproximacidn se elige acertadamente, entonces empleando este méto-
do se pueden construir buenos esquemas en diferencias.

Analicemos dos ejemplos :de construceién de esquemas en dife-
rencias con auxilio del método de aproximacién de la funcional.
Como primer ejemplo construyamos el esquema en diferencias para
¢l problema (15), (16) Partiremos del problema equivalente de hallar
el elemento minimizante de la funcional (17).
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Para construir el método aproximado de minimizacién de la
funcioral (17) sustituyamos las integrales comprendidas en su expre-
sién por las formulas de cuadratura y la derivada, por la razén de
diferencias. Con més precisién, sea @ una red uniforme en el segmen-
to [0, 1] com el paso i, Sustituyamos la primera integral de la expre-
sién (17) por la férmula de cuadratura de los rectingulos centrales
y las dos sigujentes integrales, por lag férmulas de cuadratura de los
trapecios. El valor de la derivada ld cual se toma en los puntos
x; —'0,5k, donde x; son los nodos de la red, cambiémoslo por la
siguiente correlacién en diferencias:

u' (:c) Ix-=x,—0.5h ~ Z{;. = -Er_—ui:’_ .

Nos resulta
3 2
In (@)= 3 k(2= 0,5k) (L5110 ) 0.
f=1

+ 5 (2 (0) y2+ 4 (1) yh— 27 (0) yo— 27 (1) yy) +
N-1
+ D) g (%) g} =2 (21) 9} bt %0ys + %0k — 280 — 28¥n.  (47)

i={

I, (y) es 1a funcién de (V 4- 1) variables y;; para hallar las ecuacio-
nes que determinan el punto de su minimo, hace falta igualar a cero
las primeras derivadas de esta funcién respecto a y,. Para i = 1,
2, ..., N—1 tenemos las siguientes ecuaciones:

_%k(zi+0,5h) {ym'—y:) -+ %k(:l:;—' %) {yl—yl-l)‘i'
+2¢ (@) hyr—2hf () =0, i=1,2, ..., N—1, (48)
siendo i = 0 y { = N, obtendremos respectivamente
= 3 5(%) Wa— o)+ (0) yo—hf (0) -+ 2nays— 280 =0,
D nuh , : _ (49
SR (1) U Y-+ ha () gy —hf (1) 240y —2=0.
Multiplicando las (48) por (—1) y dividiendo_en 2k, hallamos que
1 A\ Wi —¥ IR\ pi—yi-
w (Bt 2) Bt ~a(a—) L] -
_g(x!)yi=|ﬂ_f¢(zf) =12, .., N—1. (50}
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Las correlaciones (49) dividdmoslas en 2:
k(5) L5 = (00+5(0) to— g0+ 2 £(0)),
—h(1—g) L5 = (50 () g — (85 F1). (51)

Es ficil comprobar que el esquema en diferencias (50) y é1 esquema
en diferencias (7), comstruido anteriormente segiin el método de
equilibrio, coinciden, si los coeficientes del (7) se toman de acuerdo
con las (9). Asi mismo son iguales la primera condicién de frontera
de (51) y la condicién de frontera de (14), construida antes segiin el
método de equilibrio.

Examinemos un ejemplo més de la construccién del esquema en
diferencias, pero ahora ya para la scuacién corriente slemental de
cuarto orden con las llamadas condiciones de frontera naturales:

ulV +qu=7f(z), 0<z<1, ¢ = const,
u (0) =u" (0) =u" (1) =u” (1) = 0. (52)

El problema (52) equivale al problema de hallar el elemento u ()
que minimiza la funcional

: 1
I(u)= S ()2 +qut) dz—2 3 u(z) f (z) dz. (53)
0

[}

Esta vez aproximiremos todas las integrales a base de 1a férmula de
cuadratura de los trapecios, ademds al aproximar la integral de
(u” (2))* hagamos uso de las condiciones de frontera (52), o sea, de
las condiciones de que u” (0) = u" (1) = (.

Reemplazando ahora u” por la segunda razén en diferencias us .,
hallaremos la siguiente aproximcién de la funcional (53):

N1 N-1
L= 3 (=t ) hy S (@t —2f @)y h+
=1 =1

+% lays + qyk — 2 (0) yo—2f (1) gy

Diferenciemos Iy, (y) respecto a y; y obtendremos las ecuaciones en
diferencias para hallar y,:

o (Y2 — 201y + ¥1) ~ e (Y11 — 20+ Yies) +

+T23'(yt—2y£+1+y!+z)+2qu1“2}af (1) =0,
i=2,3, .... N—2,
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*,f—, (yn—~2y;+ys)+h—2, (¥~ 292 +y3) + 2 (qus—2f (1)) =0,
o (Yo — 244+ Ya) - hqyo — hf (0) =0,

‘;,ZT (¥ x-3—2Yn-z+¥x-1)— % (Yn-2— -1+ ¥n) +
+2(g¥n-s— 2k (1 —h) =0,
75 Un-2— 2oy Yn) + hgy — hf (1) =0.

Multiplicando las correlaciones obtenidas por las expresiones conve-
nientes y empleando las denotaciones introducidas més arriba para
las relaciones en diferencias, tendremos

k2 h?
Yaxt5 @==7f =0,

1
yqx;_?y§x+kgy=k!‘ z=h,
y;:&:.’-qy:f’ 2=2h, 3k, ..., 1-—2’1, (54)

1
_y_-x_Ty.. +kgy=}3_f’ x:.l.—...h'
he h?
Yt w==f z=1.

Precisamente éste es el problema en diferencias que aproxima el
problema (52). Para verificar que su error de aproximacién es la
magnitud O (k*) es necesario escribir primeramente las combina-
ciones lineales de las ecuaciones primera y segunda y las de las
ecuaciones fltima y penditima en vez de las correlaciones segunda
¥ peniltima.

A saber, en vez de la segunda tenemos:

Uz (R)+ hay (h) 3 qy (0)= 1f (B) + 21 (0),

¥ en vez de la peniltima:

—yzz(d—h)+hay (1 —h)+ 2 qy (1) =hf (1 — k) + % (1)

Recurriendo ahora a la férmula de Taylor, nos cercioraremos de que
el error de aproximacién del problema (54) es realmente igual a O (h%).

6. Método de Bubnov — Galerkin. Es ofro método de provec-
cidn, ol cual es muy proximo al método de Ritz, expuesto en el p. 2,
pero que tiene un dominio de aplicacién algo més extendido. Tam-
bién este método se aplica cuando el problema no es autoconjugado
o de signo determinado. Estudiemos ¢l método de Bubnov — Galer-
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kin con el sjemplo del siguiente problema:
d d du
= (k@) +r@E—e@u=—f(z), 0<z<i,

k(O)u' (0) =% (0) —go, —k(1)u'(1)=nu(l)—g;

Recordemos (véase §2 del cap. I) que se llama solucién generali-
zada del problema (55) a la funcidén u (z) € W3 [0, 1] la cual, cual-
quiera que sea la funcién v (z) € W% [0, 1], verifica la -identidad
integral
i

5 (ku'v’ — ru'v + quv — fv) da +

’ g (00 (0) 44t (1) (1) — o0 (0) — g (1) = 0. (56)

Sea, como antes, V, una sucesién de subespacios de dimensién finita
del espacio W3} [0, 1]. Buscaremos la solucién aproximada u, (z) €
€ V, del problema (55} con tal que las funciones v, (z) € V, verifi-

quen la identidad (56). Sea que @ es una red uniforme en el [0, 1]
con el paso 4 = 1/N, V, es ol espacio de funciones continuas lineales

a trozos, introducido anteriormente, y 1](;‘) (z) son sus funciones de

coordenadas, dadas por las correlaciones (25) y (26). También como
antes, bhuscaremos la solucién aproximada uy4, (z) en la forma

N
Uy iy (2) =5§ ymiVED (). (57)

(59)

Suponiendo que
v (z) = ¥+ (2)

y sustituyendo u () de la (56) por la expresién (57), tenemos
N 1
3 {§ [E@ g ™0 ZonfV 0 —r (2) gy g g omf¥ 0+
i=0 0

+q(z) ymi¥ ¥ — f (z) 115”*”] dz+
+xoyﬂI§N+“ (O)nEN-I-!) (0} +"me”""” (1) n{iﬂ-i-l}(ij._
— gD (0)— g™+ (1)} =0.

Teniendo en cuenta la forma (25) y (26) de las funciones de coorde-
nadas 1; {z), de aqui obtenemos el sistema de ecuaciones
&, i ieg Oy, 1 %, el ie — P =0,
i=1, 2, ..., N-—1, (58)
o, oo+ %, W1—P1=0, oy, y-t¥x-1+ 2y, v¥v—Pr=0,



4§ 8, METODOS DE CONSTRUCCION DE LOS ESQUEMAS 87

donde
xF xl
ay, 1.,1:;1'3[— g k(z)dz+ S (z— i) 7 (2) dz 4-
®ia1 ¥y .
+ | @—2) @—a)e@ds],
ey
o, =12 [ 5 k (z) dz— 5 (& — Zimy) 7 (&) d
Fi *i-1
a1
+j (x;+.—.r}r(.z)dx+j (z—z14)2q (z) dz +
Fi-1
iy
+ E ($1+1—-$)2§'(¢)_d1],
Fia1 Ty 0
m,m=h"[~ j k(z)dz— j (zyy— )T (2) dz+
¥ *;
T1a1
-- J‘ (..'-:-—-x,)(..'-:;“—-z)q(w)dxj, i=4, 2 ..., N1,
*

h A
a. o=k [ k(z)do+ | (h—a)7 (@) dx+§ (h—2)* g (@) dz |+-%a,
o b 0
h h h
Oy, = h"2 [— j k(z)dz— 5 (h—2)r(x)dz -+ 5 z(h—a)q{z) da:] :
U D U

1 .|
aypa =k = | k@de+ | @=1+n)r(@)dot
i=h 1=h
i

+ | (1—2)(@~14h)q(@)dz],

1-h

aN_N=k'2[ j k() dz — j (1 —2)r (z)dz+
1-h

1-h

1
+ | t—apq@az]4x,

I=h
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Fig1

*
Bremhint [ S (z—ziy) f(z) dz+ S (2t —2) f (2) 3 |,
i1 5
i=1, 2, ..., N—1,
h
Bo==h™t { (h—2) (2) dz +e,
1]
1

By = At S (=1 4h) f (z) dz + g4

i-h

Introduciendo las designaciones:

a=ht[ j k() dar— af (@i—2) (e —z10) g (¥ dz |,
= i:l-il‘ 25 Saug, Ny
b= | emmde@dn | @u—na@as],
*1

Fimy

*y
bf = h"2 j (e—zey)r(x)dz, i=1, 2, ..., N,
b
Tt
=k | (@u—2)r(z)dz, 1=0,1, ..., N—1;
5
do=2h7* { ¢ () (h—2) dz,

[1]

1
dy =2k~ j (z—1+h)q(z)dz;

Fea1

| (@n—2)f(2) da,

i=1 *

Pl B gy

*
o=hp=r2[ | (z—z) f(@)dz+
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h
0o=22 | (h—2)f (@) dz,
(1)

1
oy =2k } (@—1+h) f (z) dz,
1-h

podemos escribir el sistema (58) en la forma
(ayzle+ 'Y +Uys—dy=—0, w=h, 2k, ..., 1=k,
(ay+b5h) yo= (%0 +0,5hdo) y — (g0 + 0,5k qy), z=0, (59)
—(ay — ki) yz = (% +0,5kdy) y — (81 + 0,5hpy), z=1.

Sir (z) = 0, es evidente que el problema (59) se convierte por comple-
to en el problema (30). Si los coeficientes & (z), g (z) y r (z) son
constantes, a;, d;, b y b se pueden hallar en la forma explicita

h? 2 r
a;=a=k—-ﬁ- q, di=d=q, b.;xzb?zi‘

7. Método de aproximacién de la identidad integral. Estc mé-
todo se refiere al método de Bubnov—Galerkin del mismo modo que
el método de aproximacién de la funcional al método de Ritz.

Como modelo del método de aproximacién de la identidad inte-
gral tomemos la construccién del esquema en diferencias para el
problema (55). La identidad integral (56), que determina la solucién
generalizada del problema (55) en la red uniforme o, se aproxima
por la identidad sumadora:

3 k(m—g) (B5H) (2572 ) ae

i=1

N=1
+ 3 [—r (@) (L58 Y vit g () ywi — f () vs | it
i=1

5 19(0) govo— £ (0) vo+ (1) yavy —F (1) vyl +
—+ %olYoVo + K ¥nVUn — BoVo— EWn =1

En esta identidad v; es una funcién de red arbitraria. Escogiéndola
ignal a la unidad en uno de los nodos de la red e igual a cero en los
demds nodos, obtendremos la ecuacién en aquel punto donde v;
es diferente de cero. Pasando de este modo todos los nodos, obtendre-
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mos el siguiente esquema en diferencias:

(b (= —F) ), +r@1—g@ y=—f(a), " sie,
(e (2) +2 52) ve= (204 500) v~ (80 + 210), 2=0,
—(k(1=g)=5r®)ss=x+Fa®) y—(a+% 1)),

z=1.

8. Elevacién del orden del error de aproximacién en las solu-
ciones de las ecuaciones que se aproximan, En el § 1 se han aportado
como ejemplo los dos esquemas en diferencias (6) y (7) para la ecua-
cién (5), los cuales difieren tinicamente en la aproximacién del
segundo miembro, no obstante, el primero tiene el error de O (R%)

en tanto que el segundo, de O (h%). Describamos el procedimiento de
construccién del esquema (7) del § 1.
Para la ecnacién

Lu=u" = — f () (60)
escribamos inicialmente la aproximacién elemental

L,‘yg=y‘"‘ﬂg‘§+y‘"m —on  @i=flz),

y caleulemos su error suponiendo que u (z) € C®. Segin la defini-

cion
Y () = Lapu + @,

a4 su vez
Lyu=Lu+ 35 Lu+0 (%), (61)
¥, por lo tanto,
P (2) =22 Lou+0 (). (62)
A base de la (60) hallamos que L% = — Lf. Sustituyendo este valor
de L% en (62), tendremos que
z
P (@) + 33 1 (2) = O (h4). (63)

De (63) se desprende que para escribir el esquema en diferencias el
cual tiene el error de aproximacién de O (k%), es suficiente que el

error de aproximacién P (z) de dicho esquema se represente en la
forma

B (@)= () + 75 I (2),
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donde 1 (z) se determina mediante la correlacién (62). Es ficil escri-
bir un esquema con este error: a titulo del segundo miembro de este
esquema Ze toma la funcién

T (=1 (2)+ 331" (@), (64)

y este esquema tendrd la forma

Ly=—0(2).
Esta claro que, sin disminuir el orden del error de aproximacién
en la (64), se puede poner en cambio de f* (x) la segunda razén en
diferencias de la funcién f (z), es decir, fzx (&), @ =7 + -f—;f;,.

Asi mismo se puede construir la aproximacion en diferencias
(10), indicada en el § 1, de la condicién de frontera del tercer género
del problema (8) del § 1. Sedalemos que esta aproximacién ya fue
construida segfin el método de equilibrio. Escribamos de nuevo la
aproximacién elemental de esta condicidn:

Yi—¥ . -
hy="—=uyy—vy, Vo= 4go,
y calculemos su error:

e s
Yo =" — Ry +Vp =

= (0) 5 0 (0)— it () g0+ O (h2) =2 ¥ (0)+0 (3.

A base de la ecuacién (8) del § 1 tenemos u” (0) = —f (0). Por lo
tanto g

o451 (0) =0 (h?). (65)
En (65) se ve que para escribir la ap}oximacién en diferencias con el

error de O (B*) es suficiente escoger el segundo miembroe v, igual
a Vg =g+ Zj Po-
Iny =L =y, — v
Analicemos dos ejemplos més de elevacion del orden del error de

aproximacion de los esquemas (para las ecuaciones con los coefi-
cientes constantes). Tomemos primeramente la ecuacién

v — qu = —f (2), (66)

donde ¢ = const. La aproximacién slemental de esta ecuacién tiene
la forma

Lpy = ¥z —qy = —9, ¢ =f(2).
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Su error es
Y(z)=Lyu+p=
=u" (z) +~r~.}uw ()40 (B*) —qu -+ f=%u1"—l- O (h4).

A base de la ecuacién (66) hallamos que
ulV = qu” (), — f" (2) = ¢®u — gf — f".

Sustituyendo este valor de uV (z) en la expresién para P {z}, nos
resulta que

¥ ()~ 3 (@u—gf — ') = O (h¥).

También como antes, de aqui se deduce que para escribir un
esquema en diferencias que tiene el error de aproximacién de O (h)
es suficiente que el error de aproximacién de este esquema se repre-
sente en la forma

¥ (@)= (2)— 45 (¢Pu—gf — 1").

Ahora ya no es suficiente cambiar sélo la parte derecha del esquema,
también es necesario cambiar el coeficients de y. Es evidente que
un esquema en diferencias, el que tiene el error de aproximacién
de O (i), se puede admitir en la forma

hz ka rn 7
vzs—a (145 0)y=—[F+z @ +1].
Finalmente, consideremos la ecuacién

'+ — qu = —f (), (67)

donde r = const y ¢ = const. Es muy evidente la siguiente aproxi-
macién de esta ecuacifm:

1
Yax bt g T {Yetyz)—qu=—1].
Calculemos el error de aproximacién de este esquemas:
q;_—_u!-}-%u“’-{-ru'+-'ia:ru”'—qu+f+0(h‘) =
= (Y 20y 4 O ().

A base de la ecuacién (67) hallamos que
w' =+ qu —rqu+rf—f,
WV = — (4 2rg) u’ + (g + ¢") u + 1f —gf—f"—1).
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Sustituyendo estos valores de z" y de u!V en la expresién para P,
obtendremos

b=z (P g (g =1 u—(g—r2) f—rf' — '} +-0 (h%) =

=[5 et v+ 0= u—(g— 1) f—rf — '} 40 (B,
De aqui se desprende que el esquema incégnito debe ser de la forma
Vet g7 (1=377) Wat v —a (14 2 (a—r9) )y =

=—[1+ 3= 1+ + 1)

9. Esquemas del orden elevado de preeisién para la ecuacién
con los coeficientes variables. Consideremos a titulo de ejemplo la
ecuacién

= (k@%)=—1 (). (68)

Para esta ecuacién segiin procedimientos diferentes estuvo cons-
truido el esquema

(ayz)e= —0(2), (69)
cuyos coeficientes a () y ¢ (z) se calculan mediante distintas férmu-
las de los métodos de equilibrio, de Ritz y de aproximacién de la
funcional. Pero con cualquiera de los procedimientos mencionados

de cilculo de los coeficientes el esquema (69) tiene el mismo error
de aproximacién de O (h?). -

Del p. 2 del § 2 se deduce que el esquema (69) tiene la aproxima-
¢ién del! segundo orden, si

LetBEe® ko, LHH=eO _p e pomm,

9 (x) =1 (z)+0 (h?).

Para la ecuacién (68) se puede escribir el esquema preciso de tres
puntos. Este tiene la forma

{aoy'i}:c‘: '-';’ (<), (70)
*y
2 i dz \—-1
donde a;= (_h. W) ,

b 1

% { Tl - x a 4 *

' ’ X ' ’
q"“.«_e Qigq X IT;-}- 5 f(x )dz -I—a; S k(:) S f(&'ﬁ }d.‘.," ]
% x e x
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Toda solucién de la ecnacién diferencial (68) es la solucién de la
ecuacién en diferencias (70), esto es,

V= = u(z).
Para obtener un esquema exacto, integremos la ecuacién (68) entre
z; ¥y z y dividamos en % (z):

W (o) =4 [f( #')dz Q)

Integrando luego (71) reapecto azentre 2,1 ¥ 3; y entre z; ¥ iy
y multiplicando por a,h ¥ a,.Hk , obtendremos:

a Y=ML  (fo), 4-0; - j = jf{x’)dz

-1
Fiy

s _ +1
Gy “k Y _(A'“)!+ar+l g _\ k(? J.)'(z)d:c.

4

Después de la eliminacién de (ku') obtenemos: (au;}x - —q.a (=),

donde a ¥ (p estdn determinados més arriba.
Desde luego el empleo prictico de este esquema se obstaculiza

mucho por la presencia de las integrales para a y ¢, cuya exactitud
de cdlculo determina, sin duda, la precisién efectiva del esquema.
Para una ecuacién del segundo orden

(k@) L) —a@u=—f(z), O<z<1,

se puede construir el esquema homogéneo de tres puntos el que serd
exacto en una red no uniforme arbitraria. Para esto se emplea otro
método, fundado en que la solucién de la ecuacién seiialada de se-
gundo orden en un punto arbitrario se puede expresar a través de los
valores de dicha ecuacién en los extremos de cualquier intervalo que
contiene este punto escogido. Tomando a titulo de tres puntos los
nodos de la red, obtenemos el esquema en diferencias de tres puntos.
Este tieno la forma

(ayz)e—dy = —q.

Sus coeficientes a, d y ¢ son las funcionales de los coeficientes k& (z),
g(z) ¥ f(z) de la ecuacién diferencial.

os detenemos en el método de hallar el esquema en diferencias
O (h*) para la ecuacién (68) estudiando inmediatamente el error de
aproximacion del esquema conservador. Volvamos a escribir la
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scuacion (68) en una forma mds conveniente
_ 4 f 1 duy _ _— -

lu=g (saa&)=—1@  p@=1i. (72)

Lu se aproxima por el gperador de tres puntos
1
Ay=(Zu),

del segundo orden de aproximacién:

Y= Au— Lu = O (h?).

Como se ha mostrado en el p. 2 del § 2, esto tione lugar al cumplir
las condiciones

-[l- “(-”:"&) * a(Iz‘} :]= P (x) +O(h )
e ]=(3) +oe

Supondremos que « (z) se determina con auxilio de la funcional

(73)

lineal modelo 4 [p (s)], —1 < s < 0, asf que

a(@=Alp+sh)], —1Ls<0
Desarrollando
P (z+ sh) = p (2)+ shp' (2) + - 2" (x) +O ()

¥
P(@+het-shj=p(2)+ (L4 s)hp’ (2) + 5 (1 +5)2 " (2) 40 (49),
hallamos
a(@)=p () AU)+hp’ (2) A 5]+ 5 p" () A[%) 40 (%),
a(z+4-h)=p () A (1) +hp' (x) 4 {4 +35] +
+5 P (@) AL+ 5P+ 0 ().

Pondremos estas expresiones en las condiciones (73} del segundo
orden de aproximacién. Evidentemente, 4 [1] =
A continuacién tenemaos

1 1 7 ) I
T[ alz+hy  aln) J— i -
——-.—.-.JI 3 _h_p—' ._ﬁ -
T hp(a) Hj = Atts] 5 PTA (1457 +
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#0 (5) A1+ 0 ) — (1= 2 A b1~ ALY +
+h2 (Z) 4215140 () ] =
- (£) = (5] awr2a00s=(4) +o0,
si A1+ 20 =0, o sea 4 [s] =—0,5.

Con esto se verifica también la primera de las condiciones (73)

1 (J_J. _‘_) -
2 \afz) ' alzt+h) /T
S 4
T oplr PR Als-+0B1-H0 ()=~ p(2) O ).
Mostremos que, al cumplir las condiciones.
Al =1, Alsl=—12, Al*]l =1/3, A[fl = —1/4d (74)

el error de aproximacién P == Au — Lu se puede representar en la
forma

p=Au—Lu=1o L (pLu)+0(m)__.(L(pLur)'+0{k*-).

Para ello desarrollemos a (z) en el entorno del punto z = z — 0,5k,
Designando p (z) = p (z), ete., se obtendrd

a(z)=A|p(x+sh))=A[p(z—0,5h-+(s+0,5) h| =
=A[P+h (s405) P+ A (540,575 + 2 (s+ 051" +
+5p (505 PV +0 (1) | =p+hp A s+ | +
+ BB A (s +0,5)) + - A [(s +0,5)%) +
VAL +0,5)44+0 ().
Después, teniendo presente que A [s 4 051 = 4 [sl + 0,5 =0,

A[(s+0, 5)2]-A[s=+s+ ; ]=___+ 1o
Al(s+0,5p) =
= A+ 5 A [+ A 5]+ = =+ =+ =0,

se puede escribir
6 (2) =P+ o P+ ap VA [(54-0,5)14-0 (%),
a(@+h)=pE+1)+ 50 E+0)+
o PV (T +h) A (s 40,501 +0 ().
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También nos harén falta las expresiones
S e e
u(@)=u@)+5 v (@) + 5o @) +mr @+
+

oz W @)+ ¢ (240 (k)
u(a—h)=u @) —aut @)+ @ @— g5 u" @+

& h®
+ 1;24 u (@) — gz v () + O ().
De aqui se_deduce que

s

%u;=%[1—%%+aﬁ)k*)x
x (& @)+ @ +P@H)+0 (R =
-[—-— o (S~ B} ] @400,

Pﬂ
es decir,
1 _(u o oy Bk 5
Lu= (%) _+w6@+y@M+0E),
donde
() = 'BI?"_% ')F;'
y@ =124 206 w (@),

pi@) - p@ 5?'59” (=)
- _ _u @)
B (=) =T5730* .
- V(@ Als4-0,54 , (p"(=)°
p 2 576p% (z) *
Después, hagamos uso de las f6rmulas:
w (7) = () — 0,5k’ (2) +o- " (z) —

—ﬁw (z)+. 18 ww+0(h°),

cr.{-:E}=

.w(x+h)-w(:c]+05kw (:::]—I— w"(x
+—-‘w (:c)+-—‘,£ww(z]-!-0(h‘),

{w(?}),=ﬁﬁkﬂ”:ﬂ- =uw', (mL+ﬁw {x +O(h‘)

T—0285
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Basdndose en ésta y en la férmula para w = 5 uz se desprende:

(Fa).mom (5] +H () + 5 FaT vou

Transformemos la expresién comprendida entre corchetes conside-
rando gue

() = (S () Y =22 ()
S (3) = () v= (%) +5w.
(== () =g 22,

¥, por consecuencia,

5t TN 0 B 48, o SN R
(T) +_—p_ P I‘;_‘2(.‘,) u4-=u

(B s B0 e o (¥ ) it il

-2 v+ u 2(p)+2'p(pJ" .

Do esa guisa, llegamos a la siguiente expresién para el error de

aproximacion:
ve g () = (L) =2 (5 (0 (£) ) ) +o0,

o
o=
—
ke~ |
—

=
e
S ——
%

o hien
p=5 L (pLu)+O (1),

Sea u = u (r) 1a solucién de la ecuaciéon Lu = (}pu’}’ = —f (2).
Entonces,

P(@) = — 2 L (pr)+0 ().
Dado que
Liph=(5(p1) ) =A(pD)+0 (),
el esquema en diferencias
Ay=(58:),=—0 o=/+1A(p)) (75)

tiene ol cuarto orden de aproximacién en la solucién u = u (z) de la
ecuaciéon Lu = — f (z), asi que

Y=Au+o=0(n,
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sif € C®, p € C ® yse cumplen las condiciones (74) para la funcionalk
nea

Alp ©,—1<L s L 0.
Escojamos la funcional elemental
AP @) =eip(—1)+eap (— ) +eap (0)y

donde ¢;, ¢; ¥ ¢, son constantes. Las condiciones (74) nos dan:

A[1]=01+Cg+c°=1. (,'a='l»—cnc—cl’

Als)= —e,—0,5c,=—0,5, ¢;40,5¢,=0,5,

Alst) = eyt e =5,

A base de esto hallamos
1

2 1
=g, b=3, G=g.
La condicion de que A[s*]= _Tif se cumple automaticamente.

De esta forma, para el esquema elemental (75) de cuarto ordem
de aproximacién el coeficiente a; es igual a

a == % (Ptes+4pi—1j2+ pi).



CAPITULO III

ESQUEMAS EN DIFERENCIAS
PARA LA ECUACION DE POISSON.
PRINCIPIO DE MAXIMO

Como ya se ha sefialado en el capitulo I, la ecuacién de Poisson
(de Laplace) es la ecuacién eliptica més caracteristica. En el pre-
Sente capitulo se van a construir 10s esquemas en diferencias de dife:
wentes 6rdenes de aproximacién para la ecuacién de Poisson escrita
‘en coordenadas eartesianas, polares, cilindricas o esféricas. Luego
serdn indicadas las aproximaciones de las condiciones de frontera de
Dirichlet para la ecuacién de Laplace, serd demostrado el principio
.de maximo y por su medio se realizard la investigacién de la soluhi-
didad y de la velocidad de convergencia de los esquemas en diferen-
cias construidos.

§ 1. Construccién de los esquemas en diferencias
para la ecuacién de Poisson

1. Aproximacién de la ecuacién de Poisson en las coordenadas
cartesianas, Sea que en el plano Ozyz, estd dada la ecuacién de
Poisson

Au—z-%éi‘+%!§“=*-f(x), T= (21, *;) ()

v estd introducida la red en diferencias rectangular uniforme
«con el paso A, en la direccién Oz,, a = 1, 2. En el § 1 del capfitu-
lo IT fue indicada la aproximacién en diferencias elemental del
operador laplaciano en una red rectangular. Con auxilio del opera-
dor en diferencias introducide alli la aproximacién elemental de la
scuacién (1) se construye del modo evidente

Ay =y, +F s, = —0(2), (2)
donde el miembro derecho ¢ (x) se puede escoger, por ejemplo, del
modo siguiente:

¢ (x) = f (). (3
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Calculemos e] error de aproximacién de la ecuacién (2), que tiene
el miembro derecho (3), en la solucién u = u (z) de la ecuacién (1).
Tomando en consideracién gue

atu h3, a%u [ P
Aau=uz . =—5m + 35 5z + 350 5an + 0 (ha

Au=(Ly+Ly)u=—f(2), Lou=-z, ®=1,2

3 1
az2

hallamos
P (2)=Au+9 @) =(As+ Ay ut g (z)=
== (Ly+ L) u+ 5 (WiL3u+ W3L3w) + £ (2)+ O (144]) = O (|h}3),
[h P =ht + 7

Por consiguiente, la ecuacién (2), que tiene el miembro derecho (3),
aproxima a la ecuacién (1) de segundo orden.

El operador de diferencias, empleado &l escribir la ecuacin (2),
se preestablece en el modelo elemental de cinco puntos tipo «cruzy.
Se puede demostrar que es imposible construir sobre este modelo
una aproximacién en diferencias cuyo error tiene un orden més
elevado que O (|2 |*). Una complicacién del modelo permite construir
las aproximaciones de orden més elevado. Asi, en un modelo de
nueve puntos tipo «cajén» se puede construir la aproximacién en
diferencias @ (| k |*) de la ecuacién (1). Si la red es cuadrada, es
decir, by = hy = h, en el mismo modelo se puede construir la apro-
ximacién O (} k©¢|). Construyamos las aproximaciones sefialadas.
De la (4) se deduce que

ALy L)+ o (L3 -+ BALD) u+ O (1] =
=(Li+ Loy + 5 (MLs + BLo) (Ly+ L) —
— AR LLu-+0(219.  (5)

Poniendo aqui Au = (L -+ L)) u = — f (z) de la (1), obtenemos
2
Au= — f (2)— 5 (L + 3Lo) f—ER L L 10 (|h)9).

Sustituyamos LyL.u = 8%u/dz} d22 por la expresién en diferencias
L,Lgu=u;m;“.+ 0 (]I&|z) = A,Azu—l— o (Ihln).
Nos resultara

Au-t i

= 2 }s
T8 Adau=— (1 @)+ 2 55 Laf ) +0 (111°).

G==1
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De aqui se desprende que la ecuacién en diferencias
ANy=Ay+ "if.;—"s AAgy = — g (), (6)

cuyo miembro derecho es
2
h2  ra2
o@)=1@+ 3 55 2L, )
o=t

aproxima la ecuacién (1) en su solucién u = u (z) con el error O (| 1 Y.

La férmula (7), mediante la cual se preestablece ¢l mismhro
derecho de la ecuacién (6), no siempre es cémoda para los cilculos
debido a la necesidad de emplear las derivadas de la funcién { (@.
No obstante estas derivadas se pueden sustituir por sus aproxima-
ciones en diferencias. Tenicndo presente que

»floxh=f; , O (Ha),

hagamos la parte derecha de la ecuacién (6) igual a
- LI . .
V=@ + Iy fre, =@+ BAS RN, (T)
Con esto el error de aproximacién del esquema serd, como antes,
de cuarto orden: y = O (| h |%).
Construyamos ahora un esquema de aproximacién de sexto orden

en la red cuadrada, es decir cuando h, = hy = h.
Utilizando el desarrollo (4), hallamos

A= At Mg = (Ly+ Ly) w4 (L34 LY u+
k4 "
+ g5y (Li+ L) u+0 (%),
A base de la ecuacién (L; + L) u = —f () vy las correlaciones

(Li+LYu=(Ly+ Ly)*u—2L Lou= — (Ly+ Lg) f~2LyLyu,
(L + L) u=(L{—LyLy+ LY (Ly+ Loy u= — (L} — Ly Ly + LD f,

la férmula anterior se puede escribir en la forma
‘ hZ ha
A=t — (@) = (L + L) f =g (L} — Ly L+ L) f

—% LyLyu+ 0 (h9),
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Para sustituir L;L,u por su andlogo en diferencias salvo O (%),
consideremos (4). Nos resultara

h2
AyAou=LLau+ EVE LyLop(Ly+ Ly)u4-0(hf) =

= L,Lzu—-%}.LlLﬂ + O Y.
Por eso se puede eseribir

Au=Au+t -}i;:— AAju= —q(z)+0(h),

donde
0 (2) =1 (2) + g5 A+ (83 + 2Ly Laf). (8)
Aqui se ve que el esquema
ANy = —¢ (), (9

cuya parte derecha ¢ (z) se determina seglin la férmula (8), en la red
cuadrada aproxima a la ecuacion (1) con el error O (B9).

En calidad de Ia parte derecha del (9) se puede escoger otra
funci6n la cual conserve el orden de aproximacién del esquema, pere

no contenga las derivadas de la funcién f (z). Poniendo en la (B)
las expresiones

Af=Af— (A4 A f+0 (1),

Arf=(Ay+ 8 [+ 0 (B%) = A+ 20 Mo f + AL+ 0 (12),

y conservando sélo los términos O (hY), obtendremos la siguiente
férmula para la parte derecha ¢ (x) de la ecuacién (9)

O =F o (A M) [ — g (A AD f A Aot (8)

La férmula (8') quizds serd méas eémoda para calcular.
A veces la ecuacién (1) se aproxima en la red cuadrada segln el

modelo de cinco puntos tipo ¢cruz oblicuos, el que consta de los
nodos

(Z1, T3), (2 — Ry 23— h), (21, —h, 2o + 4),
i (x]_ -+ h, g += }3), (-'I—‘l -+ A, Xy — h}.

Esta aproximacién se construye del modo siguiente. Como es sabido,
el operador laplaciano es invariante con respecto al giro del sistema
de coordenadas. Hagamos girar el sistema inicial de coordenadas
un &ngulo de n/4 a la vez que la red Q permanece en su lugar. En tal
caso ol modelo indicado mas arriba seré en el nuevo sistema de coor-
denadas un modelo corriente tipo «cruzs, mas la distancia entre
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sus nodos contiguos no seré i, sino )/ 9h. Consecuentemente la nueva
ecuacién se puede aproximar sobre este modelo del modo habitual
fi E;sta aproximacion en el sisterna de coordenadas antiguo tomard
a forma

¥ @ =, =R+ Y (3=, Tyt B) 4y (2R, 2—h)+

+y(xith, wpth)—dy (2, zo))=—f(2 7). (10)
Volviendo a escribir la ecuacién (10) empleando las designaciones
del § 1 del capitulo II, hallamos

h® k3
Vgt liane t 5 Vg =AW H A+ Adoy = —f (2).  (11)

Es obvio que el error de aproximacién de la ecuacién (11) es una
magnitud de orden de O (4%).

2. Redes triangulares y hexagonales. Ademds de las redes cua-
dradas y rectangulares, para la aproximacién de la ecuacién de Pois-

)

Xz

SONOINININ
VAVAVAVAVAVAV/
VA AVAV@VAY
VAVAYAVTAVY

Xy

Fig. & Fig, 7

son se emplean a veces las redes regulares compuestas de tridngulos
regulares (fig. 6) o de sexéngulos regulares (fig. 7) con el lado A.

Construyamos en estas redes las aproximaciones en diferencias
de la ecuacién (1). Sefialemos inicialmente que la construccién de la
aproximacién en diferencias para la ecuacién (1) en una red hexago-
nal aproximando las derivadas de la (1) es imposible, puesto que la
aproximacion de la segunda derivada en cualquier direccién exige
que por lo menos tres puntos se encuentren en una misma recta que
pasa en esta direccién. Tampoco utilizaremos este procedimiento al
construir el esquema sobre la red trianguiar.

Sean 2'® cierto nodo deuna u otrared y =, i =1, 2, ..., n,
sus nodos vecinos. Hagamos salic del z® » rayos que pasan por los
nodos 24" vecinos del z®. Denotemos estos rayos por Iy, lg, - . +, In.
El éngulo entre el rayo I, y el eje &; lo designemos a través de 0; =
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= 4 2xi/n, donde el &ngulo 0 es el punto de referencia. Intro-
duzcamos la razén en diferencias derecha a lo largo del rayo I, me-
diante la correlacifn

y,i=ﬂ;“ﬂ, fed, B oom

v construimos el operador

Investiguemos sus propiedades asintéticas cuando %z —-0. Es evi-
dente que
n

du b 8% h? Pu h® 3u M P
x“:izi( TR I M i +5r o it o )'!'OW)'
(13)
Las derivadas de (13) en la direccién de I; expresémoslas a través-

de las derivadas con respecto a z; y ;. Al hacer cdleulos, poco com-
plicados, hallamos que

%-waeg———-—ksenﬁf S
—%—=%A+—2-cos2{-}; (E‘— g:g )+aen29ga—ﬁa;—:a,
Tae':ﬁ;= e (%"3 ﬂzf:?:cﬁ )+ e (3 az;:m,, S:g )+
+—-2- (ms 8;-73-21—-{-5911 6,;7’] A,
5%=—A“+ (Az_S 3::33:3 )+
+ sen éﬁ, (ax e a;f:a;; ) + 005229; (%_%) 3

+ sen 29*‘axf+z,‘3’ (14)-
8 (cosﬁa—-ﬁ-mmﬁa—) Az

ary
o (2w )
553;16381 (‘_ a;f;:, -2 :nagzg +”§ai;')+
W:éjel (EE""S 3:?55::; —1053 oz} rln] )+

senb50; [ &5 A a*
= ﬁ;"*‘s 9z} 0%y masfaxi)'
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Pongamos las correlaciones (14) en la (13) y tengamos en cuenta que

n
> cosaﬁ;=cosa(9+’%——i—n) X

=1

3en o o
« W para Tsﬁol d:iy :|:2, A (15)
(— )+, -:—=0, T -
2 senaa¢=sena(9+ ”:3 n) X
i=i
sen o o
% Ben an/n) para —0, &1, +2, ..., i
(——1}0(n-umn pdra -':_=0' 4, 2, ... .

Como resultado tendremos (siendo n>=3)

L= -’%.Au -{-—";-‘;‘-a- Azu-f-ém_,i;- {cos 30 ga;; —3 —1?3——) ~}

dz; dx3
PBu Pu
+sen 30 (3 oo — 21 ) }

“%.a% (Aza,—-s 6.;4(;‘;% )cosé(ﬂ-}‘%}.;.

du M n
+16 Foar — Teoa) fend (0 + v aa
+(6u. 5+611. 3)0{7;"')—f-0 (}"5,}1 (17)

donde 8,,; es el simbolo de Kronecker. Do (17) se deduce que el
operador £ aproximari al operador laplaciano para ecualquiel
n >3 al multiplicarlo complementariamente por la magnitud
4/(nk). Introduzcamos la siguiente designacidn:

=-;:-:3_:ﬁ- (18)
Entonces en la red triangular (n = 6) la ecuacién en diferencias
Ay=—o(z), (19)

donde
?(2) = (2) 44 Af, (20)

segiin se deduce de (17), aproxima a la ecuacién (1) con el error O (Y).
.Sobre la red hexagonal la ecuacién

Ay =—o =), o) =Ff@&) (21)
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(no escribimos la expresién para Ay) aproxima a la ecuacién (1)
con el error O (h); ademds, ya que esta red tiene dos modelos corres-
pondientes a 8 =0 y G = 7, entonces

P =5 (Fr—8 5= M,)+0(h=}

'

W (zwl‘)h _-_( 8:’ 61 6;‘ ) +0 {hZ)

3. El operador laplaciano en diferencias sobre la red no uniforme.
Consideremos un cjemplo mds de aproximacién de la ecuacién Au =
= —f. Sea ©Q una red no uniforme arbitraria en el plano Ox,z,:

Q={(20, oW)| ia=0, =1, =2, ..., a=1, 2).
El paso de la red en la direccién z, es igual a
4 e

y depende sélo de i,; el paso medio de esta red en dicha direccién
es igual a

fla =ho® =+ (ha-+H3), donde hy=he®, hy=hyet",

Aproximemos Ias derivadas de la ecuacién (1) por las correla-
ciones tipo (3) del § 1 del capitulo 1I:

A (~1g)

a2 [~ A i
donde
u(ﬂ”:u(x’fi*“, zg‘z)). u(tlgizu(xujli;}1 xigtn)_
La ecuacién en diferencias que aproxima en la red no uniforme
la ecuacién de Poisson Au = —f se cscribe del modo siguiente:
Ay=Yzs, t¥zz=—1f(h 2€Q (22)

El error de aproximacién
p=Au+f=uzo tug s +71 (2),

donde u es la solucién de la ecuacién Au + f = 0, se puede repre-
sentar en la forma

2
p=ut )+ S (). + O+ =

-3 (22

) +0(h'+ K2,
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Realmente, descomponiendo u!*'e’ por las potencias de kg y 5g
en el entorno del nodo z:(.‘c{‘li, z{9)), tendremos

{+1,) +
o % —uy kL pu (R g3y
Yra =R axm Tt T E T = +O((ray
(1)
_ u—u _ du hy O%u ko 8
uﬁa_ [ ~dz, 2 023 T "8 oz +0 (ha),

1
Uz g, = (e, — g ) =g i (h8)P— ) -+ 0 ().
Poniendo aqui la expresidn

() = () [(22)" +omn),

o

obtenemos

*u g Pu
R Ry ) + 00

4. Aproximacién de la ecuacién de Poisson en coordenadas polares.
Si para la ecuacién de Poisson (1) se plantea el problema de hallar
su solucién en un circulo, en un anillo, en un sector anular o circu-
lar, es racional aproximar la ecuacién (1) sobre la red en coordena-
das polares. La scuacién de Poisson en coordenadas polares (r, )
tiene la forma

Aroa =+ o (r o) + o = — 11, @), (23)

r ar
donde r =V 2% 4 23, tg ¢ = z,/z; y el plano Oxz, se proyecta
sobre la sam1fran1a {0 < r< oo, 0 < 9 < 2n}.

Log coeficientes de la ecuacién (23), cuando r = 0, tienen una
singularidad, y por esta razén para escoger la solucién que nos inte-
resa tenemos que estipular aqui unas condiciones complementarias.
Se suele interesar por las soluciones acotadas para r = 0, pero las
soluciones semejantes satisfacen la condicién

lim r2e =0. (24)

Pues, ademis de la condicién (23), tenemos que aproximar asi-
mismo la condicién (24). Es mas comodo tener en cuenta la condi-
¢i6n (24) mediante una eleccién especial de la red. Precisamente asi
procederemos. Introduzcamos respecto a la variable ¢ una red unifor-
me con el paso hy

W ={gm =mhy, m=0,1, ..., M —1, hy =2a/M},



§°1, CONSTRUCCION PE LOS ESQUEMAS EN DIFERENGCTAS 109

¥ respecto a la variable r, una red uniforme desplazada en medio
paso, siendo su paso h;

o ={m=m+05h, n=01,2 ..., 5%>0.
La red en la semifranja tendra la forma

Q= X 0 ={(rm Pm) |12 € ©0r, @ € %}
Eliminando los puntos con la coordenada r = 0 del nimero de los
puntos de la red, nos libramos de la necesidad de aproximar la
ecuacién para el caso de que r = 0, pero surge el problema de apro-
ximar la ecuacién (23) para r = k./2. Si se hubiera introducido
respecto a r una red uniforme no desplazada y los puntos con la
coordenada r = 0 hubieran entrado en el ntmero de los nodos, en-
tonces para escribir la ecuacién para r = 0 nos habriamos visto
obligados a utilizar la forma cartesiana de la ecuacién (1) y emplear
el operador (18), (12) con 2 = h, y n = M. Esto quiere decir que
la ecuacién en diferencias para r = 0 habria contenido M - 1
incégnitas, lo que no seria muy cémodo al realizar el esquema.

La aproximacion de la ecuacién (23) sobre la red @, cuando

r = 0,5k, no provoca dificultades; a saber, el operador Ly se apro-
xima del modo obvio . %
&

1
L.;v = = é‘q‘_s ~ A@J = = i‘z‘ap, (25}

y el operador L, se aproxima como operador con eoeficientes variables
(véase el § 3 del capitulo IT)

Lry=ii. (rﬂ) ~A [}=l (pu_)

rog ar . r el

donde p (r) =r — k/2. Por lo tanto la aproximacién de la scua-
cién (23) con r == h./2 se puede aceptar en la forma siguiente:

Ay=—:—-(oy;)r +,—{, Ygu=—1(r. @), rs= kT" (26)
A=A+ A, 2
Para deducir las ecuaciones en diferencias, cuando r = h./2
valgimonos del método de equilibrio, Multipliquemos la ecuacién
*(23) por r e integrémosla respecto a r entre & y h, y respecto a ¢
entre gfm — /2 ¥y @i + hy/2. Tomando en consideracién la condi-
cién (24), hallamos el limite de la correlacién obtenida cuando
g —0. Nos resulta’
i @Ry 2 k. By
T du f 1 fu : e
b § GG 9ot | H[ 2, gmit ) —
U —hgf2 _ i T s s
’ . . % " h .w'm-i-ﬁojz
._ng(r, tp,,,___z‘lt)Jdr+5_rdr 5 f(r, @)dep=0. (27)
© T oy Shy
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Aproximando ahora cada una de las integrales de (27) mediante
la férmula de cuadratura de los rectdngulos centrales, hallamos que

i 2y ) +2[ (L, gtz ) =2 (L 0, —3) ]+

P
2 .
+51 (5 on) ~o0.

Para obtener la ecunacién en diferencias em el nodo (0,5%., @)
sustituyamos las derivadas de esta correlacién por las correspon-
dientes relaciones en diferencias

Ix]
krkﬂ’yr (’o, 'Pm) +2k®y$w (rlh [Pm,] + "_21}:‘?— f (rdv ‘Pm) s Ot
donde

1
Yr(Toy Om)= '?,r—.[y{ro"{-kn Pm)— ¥ (Tor Pm)].
Después de dividir en 0,54hg, de aqui se deduce que

T_z;l'f’("ov ‘F’m)+%‘y@f’n: Pm)= — (o, Om), cuando r=r,/2.

Haciendo aqui h,=2r, y toniendo en cuenta quo p'*'” (rp)=r,—
—hp/2="Mh,, obtendromos como resultado la ecuacién

%{r p(Hr}y,.-{-:—! Yeo= —[(r, @), siendo r=r,=h./2, (28)

La aproximacién de la ecuacién (23) en todos los nodos de la red Q
se ha construido. Se debe sefialar que de hecho la ecuacién (28)
se sigue de la (26), gi en la Gltima se hace r = A./2.

Realmente, ya que

1 1 1
Ay =— (Y50 = 5= (0

r— 0¥ e=n sz,

y p (R,/2) = 0, en tal caso en todos los nodos {r,, ¢,) de la red Q,
siendo n 22 0y 0 < m<CM — 1, la ecuacién (26) se puede conside-
rar preestablecida. Introduzcamos la siguiente denotacién:

g —:—(ﬂb’;)r para r==h./2,

%p‘“r’v, para r=hJ2 (n=0).

Entonces la aproximaci6n de la ecuacién (23) sobre toda la red Q,
atendiendo las férmulas (26), (28} y (29), tomara la forma

Ry=Ry+Awy=—f(r, 9), (r, EQ. (30)
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Calculemos el error de aproximacién de la ecuacién en diferen-
cias (30). Estd claro que

A 1. A 2% ) i
ST Y5 = 5 T lgeo,, | 10 Go°

donde
Au b~ ~ ~
3’%=W‘u{‘i’- ) QE[Pmety Frri)

Calculemos con mis detalle ol error de aproximaeién del operador A,.
Desarrollando #':!r) por las potencias de k,, obtenemos que

u’(rﬂ +krs chJ=u(rn+i| ‘T’m)=
R - 0% R g
= (Ut by gt o 2 +T7) tor S
w(r,—he, @m}zt"’(rn-ls QJM):

L0 hg o h T
(”_h' FTZT I TE oE )r=r,. tEraT
donde

4y

3_ (r"“ q’m)s FnEI‘rm rn+1]:

Qa

o dhu = =
-ﬁ_r". e (Tn, [Pm)I rnE‘rn-h Tyl

De aquf se desprende que

0% #u A3 A

(b B ) e

ou 1 ,40% ks@‘q_"T

u=(Gr— g g+ 5E) ~

Luege, tomando en consideracién que p(r,) =rn—0,5k,, pl+1;) =
=p (r'-'Hi) = r;|l] +0 Skr, hﬂl}amﬂﬁ

d
A= £ (pus)e = (019 ur = pu) =37 (1 3%) +
+ 2[5+t {r+05k} T (r 05h)%‘,‘i
asi que
Y (ra, ‘Pm)={ér.mu+”r=fﬂ.w=-w +
9% r405h. 0% r—05h,- o hw 3
E o e G e T L e (D)
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Cuando r=ry=0,5k;, tenemos

Au= ?1,;9{-1-1,} U= :*_" Uy, puesto que plti) =h,.

hiy
Sustituyendo aqui
_fdu , by 3, B Pu 3 gy
Ur| r=o,0, = (??'+T??T+T'a?)n-n.en,+‘zi’7=
= (& (e ) 4 B X
i ( or \T 3 T o )r—D.Sh, 25 ore
obtenemos:
_ (L9 ( Buy, h}du 1} T
Av={T% (r ar ) T F)mo.sh, Thr ors *

Es de seiialar que, al escribir el desarrollo (31), no empleibamos
la condicién (24) en ninguna parte, asi que el (31) gueda vélido en
aquel caso cuando la condicién (24) no se cumple. Mis aiin, si la
ecuacién (30) se considera como datos y si se prescinde del modo de
construccién de la eeunacién cuando r = 0,5k,, la condicién (24) de
nuevo no se utiliza explicitamente. Por eso se puede formar una
impresién de gque (30) aproxima la ecuacién (23) sin la suposicién
{(24). Pero, sin duda, no es asi. Si se renuncia a la condicién (24),
la solucién de la ecuacién (23), siendo r = 0, tendrd una singulari-
dad, en el mejor de los casos, tipo de ln (1/r). Sustituyendo esta
solucién en el (31), hallamos que para r = O (k)

Y (r, @)=0(1/A3),

es decir, en realidad 1a aproximacién no tiene lugar. Si se supone la
verificacién de 14 condicién (24), ésta garantiza no sélo la acotacion
de la solucién para r = 0, sino también su lisura suficiente (siendo
adecnada la lisura del miembro segundo f (r, @)).

Investigamos el error de aproximacién del (31) con la suposicién
de que la solucién de la ecuacién (1) tiene cuartas derivadas acotadas
respecto a las variables cartesianas z; ¥ z.. Esto es posible inica-
mente al cumplir la condicién de acotacidén (24). Cerciorémonos de
que las derivadas respecto a r y ¢ son combinaciones lineales con
coeficientes acotados de las derivadas respecto a z; y Z,. Para ello
expresemos las derivadas respecto a r y ¢ mediante las derivadas
respecto a , y z,. Considerande que x; = rcos @, z, = rsen ¢,

dzy dTq __

7 —CcosQ, = =senq, ademds,
o : a-fl " "
a—q}'.: —rsen Q= — I, §§=”}°55P=’$h
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hallamos
du _ du A
= 008 -i-a:sen P,
ot 2u Pu .,
ar—,_mcaszqﬂrmsan 2q:+-5?g son? ¢,
Aqui se ve que las derivadas 8°u/8r® y' #*u/dr* se expresan linealmente

a través de las derivadas con respecto & 2, y z, del mismo orden con
los coeficientes acotados. Por eso estas derivadas son acotadas:

Pul<m, ‘g—:fgm, M = const >0, (32)
De mode andlogo hallamos
du du du
= ThoE T

d%u g 0% . 9% A du du
g@—xg w-’rx‘ a—ﬂ'-—lexgr—-—xi T —a":iéz—wza-‘ ete.

Es evidente que #u/d¢*, k = 1, es un polinomio de potencia
k respecto a las variables x; y z,, con esto los coeficientes de los
términos de potencia n < % son derivadas respecto a z,, z, 0 Tes-
pecto a x; y x, del mismo orden n, mientras que falta el término
de potencia cero. De lo expuesto se desprende que
%y iy
|| <, |5
donde M son eciertas constantes positivas. Poniendo en el (31) las
acotaciones (32) y (33), obtenemos

v, @)=0( (34)

De esta forma, la ecuaci6n en diferencias (30) aproxima la ecuacién
diferencial (23) sélo al cumplirse la condicién (24).

5. Aproximacién de la ecuacién de Poisson en coordenadas
cilindricas. Si para la ecuacién de Poisson se plantea el problema de
hallar la solucién en un cilindro circular finito o en un tubo,
naturalmente la acuacién se aproxima sobre la red en coordenadas

cilindricas. La ecuacién de Poisson eserita en coordenadas eilindricas
tiene la forma

<rM, (33)

@+%)

r

{1 @ a 1 2 a2
ﬂr@:u=?w(r3§') +'}T'5?l:‘s+ E;é"—" —f(r @, 3}, (35)

donde r=Vz§ Fz}, tep==,/2,, z2=2x, o
0%
ﬂmh‘r-{-wz -—f{r, iy 2).

La ecuacion de Poisson en coordenadas cilindricas (35) difiere de esta
ecuacién en coordenadas polares s6lo con el sumando complementa-
8—0283
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rio d%u/dz*. Con respecto a las variables r y ¢ se pueden utilizar
de nuevo las redes ya aceptadas @, y @q, pero respecto a la variable z
tomemos la red uniforme con el paso b, ©w, ={z, = kh, |k =0,
41, =2, ..., b, > 0}. La red Q, en la cual se va a aproximar la
ecuacién (35), tendrd la forma

Q= o X 0 X 0, = {(?‘n, Pms zk) T[Pm E gy Ty € 0, 23 € mz}'
Escribamos el operador de Laplace Ay, u en forma de suma
Apge o = Loy + Lou + Lyu,

_1 4 du _ 1 otm P
Lru—';‘—a?(fa—r), L;.u——?eq? i Lzl'.&-—--é;‘-.

Sobre la red Q los operadores L, y L, se pueden aproximar al igual
que en el sistoma de coordenadas polares (véanse (29) y (25)), a la
vez el operador L, se aproxima por el operador de diferencias ele-
mental

d?v

J\x!?-.——-b‘;z o~ LJ):E.

La aproximacién en diferencias de la ecuacién (35) se puede escribir
en la forma

Ry=Ny+Ay+Ay=—f(r, 9 2, (e HEQ (36)

donde A, y A, se determinan medianie las férmulas (29) y (25).
El error de aproximacién del esquema (36) es igual a

b = Au + f = Prp + A,

donde ¥,,p = Au 4 Agu + f se presenta en la forma de (31) a la
vez que Au = Lu + O (Hh3).

Las acotaciones de las devivadas respecto a r y ¢, obtenidas en
el punto anterior, son vilidas también para el caso dado. Por eso
para el error de aproximacién tiene lugar la acotacién

p=0(B% 4 p), @7

6. Aproximacidn de la ecuacién de Poisson en coordenadas esfé-
ricas, Si para la ecuacién de Poisson se plantea un problema de
hallar la solucion en una esfera, en un anillo esférico, en un sector
esférico o en otro recinto que, al pasar a los coordenadas esféricas,
se aplica sobre el paralelepipedo, es natural aproximar la ecuacién
en las coordenadas esféricas. La ecuacién de Poisson escrita en coor-
denadas esféricas tiene la forma

_ 1 @ 2 Ou 1 0% 1 a 7. duy
A"V‘au_WGT(r F)‘Frzsen’[ié@'*r*sunﬂW(’wnﬁ_ i

=— _f(rr P, e)! (38)



§ 1. CONSTRUCCION DE LOS ESQUEMAS EN DIFERENCIAS 115

donde

3 .
r=V@ + 254 23, O=arccos 2 1go=22,
‘1

en tanto que el espacio Ox,7,7 4, al pasar a las coordenadas esféricas,
se aplicard sobre el paralelepipedo semiinfinito

<Lr<o, 0L oL 2r, 00K )

Para lo sucesivo aceptemos las designaciones

1 @ § ,0u 1 %
Lu=<r 5 (5). Lot = meamnag
1 i} du
Lou=mg§ (senﬁﬁ), ﬁ,-_.p,a='L,-+Lm+Le

y volvamos a escribir la (38) en Ia forma
Lew + L.,u + L’zu = —f (?', P, e)' (38')

En calidad de red respecto a la variable ¢ se puede utilizar de
nuevo la red @, introducida anteriormente. Respecto a la variable r
esta vez es racional usar una red uniforme con el paso k, desplazada
en un paso a la derecha:

W ={ra =(n -1k, n=01,2 ... k>0

Respecto a la variable 6 conviene tomar una red uniforme despla~
zada medio paso a la derecha desde el extremo izquierdo del segmen-
to [0, n] ¥ medio paso a la izquierda desde el extremo derecho de
este segmento:

wp={0;, =G +05) ke, i =0,1, 2, ..., I —1, by =nall}
Como resultado obtendremos la red en el paralelepipedo
Q=0;X 0g+0e={{rn Pm 09, T2€®;, P, €O, 0,€ 0o}
El operador L, se aproxima del modo evidente (en el nodo (r,,
Py 61))
A= i Voo ~ Lo = s o (39)

El operador L., el que tiene los coeficientes variables, se pueds
aproximar segtin el método de equilibrio (véase el §3 del capitulo II)
empleando la correlacién (6) del § 3 del capitulo 1I. Atendiéndolo
hallamos que

1 { @ d
o= (pve)y ~ L= 5= (12 52) (40)

B
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donde p =p (r) = '~} =r(r — k), r = h,. La expresion (40),
siendo r = h,, toma la forma

A= ot o, U =r(rbh) =2, (40)

puesto que p (k) = 0. Consideraremos formalmente esta expresién
como aproximacién del operador L.v, siendo r = h;.

El operador Lgv es asimismo un operador de coeficientes va-
riables, y la aplicacién del método de equilibrio, siendo 8 5= 0,5k
¥y B 5% 1 — 0,5k con el empleo de la correlacién (9) del § 3 del
capitulo I conduce al operador Ag, el cual aproxima al operadox Lg:

. - 4 Fi] av
Mv—m(Sﬂﬂﬂya}ﬁ“f‘ﬂu“m%(sensﬁ)' (41

donde ‘é =§j = EI,; = 0,5}19: ihg.
Teniendo en cuenta que

B =0, siendo 8 =050 (i=0), 6" = (0 — 0,5kp)+ha=m,

cuando O = ;1 — 0,5hy, escribamos las expresiones indicadas més
arriba para Ag, siendo 8 = 0,5k y 0 = n — 0,5he|

Been _
Aov=—2 80 yo pura 0=0,5h, (B0=ho),
sen @ =
Agv= —mya para B=ﬂ—'0,5ka, {9=1‘[——ha)-
Tomamos estas expresiones como aproximacién en diferencias
del operador Lg, siendo & = 0,5k ¥ 0 = m — 0,5k, es decir, utili-
zaremos la férmula (41) para todos los nodos de la red wj (y ).
De esta sucrte, hemos obtenido la siguiente aproximacién en
diferencias de la ecuacién (38) sobre la red &

Ay = Ay + Ay + AE.?{ =—f(r, ¢ 0), (o ) € 2, (42)

donde los operadores A, A, A, se determinan a base de las
formulas (40) (407), (39) ¥ (4).

Vamos a caleular el error de aproximacién para el esquema en
diferencias (42):

¢=Au+f=Aru+A¢u+Aau+f(T‘ @, ), (43)

donde u es la solucién de la ecuacién diferencial (38). Hagamos el
desarrollo de la expresién A.u segin las potencias de A, después el
de A.usegin las potencias de ke y el de Agu segiin las potencias de he.
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Tomando en consideracién que

ke %u | hE §Pu B Bu
M= (6‘r+ Twm e ﬁr’)rnr +or e
(44)
au hy .. ) h” 65u) k3 i}‘u
= (=t 5 T T
donde
Tu o]
'a,_¢=37 . rnE[rn-rnﬁL
n
ﬁ e =
= |z Tn€lny Tal,
n
ademis, p=r(r—h.), ptiJ=(r-+ k) r, obtenemos
1 1 1
A= o5 (ws)r = (0w, —pu) =
h: #u By du
=Luta 5 +ZA (1++ ) ( _T)T} (45)
Para Ayu es obvia la siguiente presentacidn:
5 46
A= Lot + gy risen—i} T2 A (46)

a u #u 2
donde — é@‘ :a—{.p,' "P=$m Pm € [Pmmts Prssl-

Ahora analicemos la expresién

i FH SR PO Bty — %
Agt = =g (sem Bug)e = e e [sen 6 Vug — sen Oug].

Sustituyendo aqui las expresiones de up ¥ ug obtenidas a base de las

férmulas tipo de (44), después de las transformaciones obvias halla-
mos

- ___eos0 2 sen (he'2) | du
Aau"—bsu_l_{ rssenﬂ(i_ g )W_

__ Zsen? (hg/4) 3Pu B§ senhp/? cosB 03u+_
[ Fia E g 3 ho rigen 09

+ g [ sen (B-+0,5010) -+ sen (8 —0,5ha) j;;:J} (47
Al realizar la sustitucién de (45)—(47) en la (43), obtenemos el
desarrollo del error de aproximacién v seglin las potencias de %,
hy ¥ he. Para la acotacion del orden de 1 con relacién a &, kg ¥ he
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es necosario acotar las derivadas respecto a r, ¢ y 6, las cuales
se contienen en la expresidn para 4.

Supongamos que la solucién de la ecuacién (1) (6 (38)) tiene
cuartas derivadas acotadas respecto a las variables cartesianas
Iy, ¥ ¥ T4 Teniendo en cuenla que =z, = rsen @ cos @, z, =
=rsen B sen 9 y x5 = r cos 0, hallaremos las derivadas

% —cen@cosp, ZL—senOsen, -2t—cosd, 5:" =0,

ar ar ar
k>, ;=1., 2. 8.

Las derivadas é*u/or", k = 1, 2, 3, 4, se presentan en la forma de
las combinaciones lineales de las derivadas de u respecto a x;, z,
y g del orden j < & con los coeficientes dependientes de dx/dr,
i =1, 2, 3, y por lo tanto son acotadas:

u : a‘u .
Bk <M, F e LMY,
donde M y M’ son constantes positivas.
Luego tenemos
i‘—“;-—:‘—-rse_nﬂsenq)::-—:pz, =z,
ar, 8% biald i
E;‘_O,"ﬁ‘n"' — &y, ”§$.‘l'=x2| "a'g.;';“=-zu
8%, : Bz, Hry
T B Rl LR et

Calculando consec-uantemente las derivadas
= 2 e m:,
73

8u dzi oy e c?*q
Z Txioz; 09 d-p"l"E 7o o &

1
i, /=1
vemos que

i
Pu

R D) Py, 223 w),

j=1

donde Py (z,, x,; u) es un polinomio homogéneo de las variables
y, T, de la potencia j 2> 1 con los coeficientes proporcionales a las
j-ésimas derivadas de la funcién u respecto a las variables z; y %,.
Por esta razén la derivada &'w/d¢* es proporcional a rsen 8. En
virtud de la acotacién de las derivadas §*u/dz} 6.3:"‘;’, s < k&, i,
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=1, 2 3, k=1, 2, 3, 4 tendremos
! ahu

dipt
Pasamos a la amtacién de las deivadas #"w/o0*, k =1, 2, 3, 4

.
Z 3:; rf

d"u . dxp day ilu 3.161
, Feidzy 80 a0 +Z am - ote.

M =const > 0.

Puesto que

dry fry
-E-G——rcosecostp, —aé——-rcosﬂsenqp,
azy

—p = —rsen 0,

a3z,
i

2z 'z #Bx dx
TE= T GE= T =g

etc., entonces tiene lugar la representacién

= —rsenfeosp= —uz,,

h
%’;—‘;—=Z Py(r; o, 0; u), k=12, 3,4,

j=1
donde Py (r; ¢, 0; u) es un polinomio homogéneo de la potencia j
de la variable r con los coeficientes acotados dependientes de las ¢,
8 y j-ésimas derivadas de la funcién u 1’espacto a las variables z,, z,
¥ =, De este modo, las derivadas 8" u/ar", siendo cualquier k = 1,
son proporcionales a r y

“3"“ <Mr, M=const>0, k=1, 2,3, 4.

Obtenemos como resultado la siguienle acotacién del error de
aproximacién {43)'
ha~|-« > N ]
v=0(F4+8) o lei<M (F+30).
donde M = const > 0.

§ 2. Planteamiento de los problemas de contorno de red
para la ecuacion de Poisson
en el caso de las condiciones de frontera de Dirichlet

En el § 1 estudidbamos las aproximaciones elementales en dife-
rencias de la ecuacién de Poisson en los sistemas de coordenadas car-
tesianas, polares, cilindricas y esféricas.
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Ahora pasemos a la formulacién de los correspondientes proble-
mas en diferencias de Dirichlet. Con este objetivo hace falta esta-
blecer las condiciones de contorno para los nodos de frontera de la
red y en el caso de una frontera curvilines, eseribir las ecuaciones
en diferencias para los nodos de la red cercanos a la frontera. Justa-
mente al planteamiento de los problemas de contorno en diferencias
se dedica el presente parrafo.

1. Problema en diferencias de Dirichlet para un rectangulo.
Sea dado en el plano Oz,z, un recinto acotado G con la frontera I'.

En el G =6 (J I se considera el problema de Dirichlet para la

ecuacién de Poisson: se pide hallar la solucién u (z) continuo en el G
de la ecuacién

Au o _}‘ (.\".T}, L= (.21, x‘l) EGI {1)
la cual satisface las condiciones de frontera
u=g {x)r & = (zll '7"2} er, {2)

donde f (x) y g (z) son las funciones dadas.
Antes de aproximar el problema (1), (2) por el problema en
diferencias es menester para el recinto ¢ introducir una red. Al

construir la red en el G, conviene considerar la singularidad de su
frontera. Hay que escoger aquella red sobre la cual es 1o mas e6modo
aproximar el problema (1), (2). Asi, por ejemplo, si el recinto G
es un rectingulo de lados paralelos a los ejes de coordenadas

G={z = (z, x!)l“u‘-:mn‘:bm“:'is 2},

en tal caso se deben concordar las magnitudes de los pasos hy y hy
de la red uniforme rectangular con las longitudes de los lados del
rectdngulo (b, — a;) y (b, — a,). A saber, es racional considerar que

hy= (b — @)/N, hy= (b, — ag)/Ny, )
donde ¥, > 0 y N, > 0 son nimeros enteros. Entonces, en calidad
de la red en el G se puede tomar el siguiente conjunto de puntos:
® = {z= (2010, 200)| 28 = 2y + igha, 0Lia <Ng, =1, 2}. (4)
El conjunto

0= {5 |0<i<<N, 0<i,< N,
es el conjunto de los nodos interiores de la red @ mientras que
v=0\o={z;=(2{", 2| {;, =0, N,,

0<iz<<N, vy 0<<iy< N, iy=0, No}

0s ol conjunto de los nodos de frontera de esta red.
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La red @ construida posee la particularidad de que es uniforme
en cada una de las direcciones z; y zo vy de que su frontera y estd
dispuesta en la frontera I' del rectiangule G. Si hubiéramos renun-
ciado a una eleccién especial de los pasos (3), nos habriamos visto
obligados a conformarnos o bien con que la red en el G no es uni-
forme, o bien con que la frontera y de la red o su parte no pertenece
a la frontera T del rectangulo G. La primera circunstancia es menos
inconveniente al aproximar la ecuacién (1} y la segunda, al aproxi-
mar la condicién de frontera (2).

Pues bien, ia red en el G esté construida. Sobre esta red el proble-
ma (1), (2) se puede aproximar de la manera siguiente:

Ay = —f(z), & = (z1,3) € 0, (5)
y=g(@), z=(2, 2 €V, (6)
donde A es el operador de red de cinco puntos:
Ay=ys. +¥z.,=

= (U — 2y Y1) o (P =2y ) (7)

En ]a red @ también puede temer lugar otra aproximacién del
problema (1), (2). A saber,

ANy=—¢(@), z€eo )

y= gla) z €y, 9

donde A' es el operador de nueve puntos, determinable por la
férmula (6) del § 1, es decir,

¥ hi-+h
Ay=Ay+2EE A Ay (10)

R+ k3
A'y =y;xx| +y;a:l+ 12 :

Ty Xy

donde Agy = Yoy &= 1, 2 ¥ ¢ (x) se preestablece mediante la
formula (7) o (7') del § 1.

8i los lados del rectangulo (b, — a,) v (b, — a,) son conmensura-
bles, en el G se puede colocar la red cuadrada con el paso k de modo
que su frontera y de nuevo pertenezca a la I'. Sobre esta red se puede
aproximar el problema (1), (2) por el problema

ANy=Ay+2 Ady = —0(2), z€o, }

(11)
Y= g(x]l €& E‘P,
donde A’ se determina segiin la férmula (10), siendo h; = h, =k,
v ¢ (z), segiin la expresion (8) del § 1.
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2. Recintos de frontera curvilinea. No obstante la eleccién de
una red rectangular no es racional, si el recinto & es un circulo. En
este caso naturalmente se pasa a las coordenadas polares y en el G
se introduce una red polar. Sea G el circulo de radio A y de centro
en el origen de coordenadas

G={r=(z, =) | 2]+ << R%.
La ecuacion (1) en coordenadas polares tiene la forma

(’.‘( du 1 9*u

1
Ar, = roe) o ggr = Lt Lav=—f(r, ). (12)

T ar

En el parrafo anterior se traté de la eleccién racional de la red para
la aproximacién de la ecuacién (12). Ha resultado eémodo no in-
cluir el punto r = ) en el niimero de los nodos y disponer los nodos
de la red mds cercanos a este punto a una distancia de 0,5%,, donde
h. es el paso de la red segtin r. Para facilitar la aproximacién de las

condiciones de frontera, siendo r = R, la red en el G se toma de la
forma siguiente:
@ = {(rn, o) 17n = (0 +05) ks, n=0,1,2,...,N—=1,N,
hrER"r(N+0|5)\ ¢m=m'hwv m=0| 1|"-|M—1!
he = 2n/M}.
El conjunto de los nodos interiores de la red o es
o= {rmom€6nrn=01.. N—1,m=0,12,.. M —1},

en tanto que los nodos de frontera pertenecen al conjunto ¥ = o\ 0
y tienen las coordenadas (R, ¢n), m=10,1,2, ..., M — 1. Sobre
esta red el problema (1), (2) se aproxima por el siguiente problema:

Ay=Ay+Ay=—](r, o), (r, 9) €0,
y(r: cp)=y(r| @ - 2n), (J", ‘P) €, }
y=g(@) (r 9 EW
goude el operador A se dotermina segiin las férmulas (29) y (30)
Bl E‘?xaii;linamos dos ejemplos mas de los recintos en los cuales la
red se debe escoger del modo singular.

Sea G un tridngulo rectangular cuyos catelos estdn sobre los
ejes de coordenadas:

(13)

Ga{zu[x,, ) | 0<<my<ay, 0< <:—:—1’xi+a,}\

donde @; = 0 y @, > 0 son las longitudes de los catetos; designemos
por I' la frontera del tridngulo.
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A

Dividamos cada uno de los catetos on un mismo nimero NV de
partes, suponiendo que
a [

= h=7,
donde & es un numero enlero. Formemos la red w, en el recinto G,
de los puntos de interseccién de las rectas z; = ijh,, ¥, == i,h,, donde
i i, =0,1, 2, ... Con esta eleccion de hy y h, las rectas z;, = i;h;
¥ &z = ih, se intersecan con la hipotenusa en los mismos puntos, los
cuales son nodos de frontera de la red. La red obtenida se denomina
adaptada (coordinada). Es uniforme en cada una de las direcciones.
Designemos a través de o el conjunto de todos los nodos de la red
en el recinto G=6G | I

© = {r=(ish, Lahy) €C | 0Ci N,
iﬁgnr_f'h iy, £2=0! 1, ey N};

sean @ = {r; = (iyhy, ih) EG 10 << {H << N, i, << N — i)} el con-
junto de los nodos interiores y

T=0\o = {g = (i, k) €T, i, =0, ¥, ip=N — i}

el conjunto de los nodos de frontera.

Para todos los nodos interiores de la red indicada se puede escribir
el esquema de cinco puntos Ay = yza, + ¥i., = —f (z), donde
A se determina a base de la férmula (7) a la vez que para la frontera
se puede preestablecer la funcién g (z), tomando y = g (z) con
z € 9. En definitiva llegaremos al problema de forma de (5), (6).

Sea el recinto G un triangulo curvilineo

G T {I = (xl! 1‘2) I‘?‘-G >0‘! o= i! 2\ x2< F (‘zl)}l
donde F (z,) es una funcién continva monétona decreciente y
—o0 < F' () << 0.

Esté claro que los lados rectilineos de este tridngulo ticnen las lon-
gitudes ¢, = #-1 (0), donde F-* (z,) es la funeién inversa a la F (z,),
y ay = F (0) respectivamente. 3i en el G se intenta a introducir una
red uniforme segiin cada uno de los ejes, suponiendo, por ejemplo,
que hy= F-1 (0)/Ny = a;/Ny, by = F (0)/Ny = a,/N,, puede ocurrir
que las rectas z; = i)k, intersequen la curva z, = I (z;) en unos
puntos mientras que lag rectas x, = izh,, en otros, es decir, es posible
una situacién semejante a la representada en la fig. 8.

Si la red en el G se considera uniforme, su frontera y no porte-
necerd por completo a la frontera I' del recinto inicial lo que difi-
cultard la aproximacién de las eondiciones de frontera. Al tomar
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como frontera y los puntos de interseccién de las rectas sefialadas
mds arriba con la frontera T', ontonces la red o en el entorno de la
seccién curvilinea de la frontera I' no serd uniforme.

Para los recintos de tipo mencionado es conveniente a veces,
aceptar la llamada red no uniforme adaptada. Indicando, por ejem-
plo, una red uniforme con el paso h; = F-! (0)/N a lo largo del
eje z;, la red a lo largo del eje #, la escogeremos, suponiendo-que

200 = F (@), 2N = (N —ihy, 1=0,1, 2, ..., N.

Dicha red estd representada en la fig. 9. Todos los nodos de
frontera de la red se disponen en la frontera del tridngulo rectilineo.

X3 hxy
F(0) £(0)
-

e

\\
\\
2 \ i

0 £0) 0 F(0)

Fig. 8 Fig. 9

La red es adaptada. Sus pasos seglin z, se indican mediante la corre-
lacidn

kg'..) = .T(;') i xg.,—-i] e, F (xtj,N_'.‘}) —F (x(lN—i,-k 1)} i
=P (2 4 6h) hy =0 (hy), 0K O, 0 sea, hy=0 (hy).

Sohre la red obtenida el problema (1), (2) se puede aproximar
por el esquema (5), (6), donde A es un operador corriente de cinco
puntos determinable a base de la formula (22) del § 1.

3. Recinto de contorno arbitrario. Sea la frontera I' del recinto
G una curva lisa a trozos de tipo suficientemente corriente. En este
caso cuesta trabajo enunciar algunas recomendaciones comunes acerca
de la eleccién de la red especial. Para obtener la red o (G) en el
recinto G == G |J T, preestablezcamos en el plano Oz;z, una red
uniforme rectangular Q formada por los puntos de interseccién de
dos familias de reclas paralelas z, = iy 2, = iohy, iy, iy = 0, =1,
=+2, .. .; los puntos z; = (:.:(‘1‘), ng—)} = (iyhy, ishy) son los nodos
de la red Q. Teniendo en cuenta la aproximacion de Ia ecuacién (1)
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sobre el modelo de cinco puntos, los nodos 2 = (xy, ) vy 2’ = {(zi, z5)
log denominaremos vecinos ¥}, &i

| ot 4] Bt =1 6 ju—i |+ =g =1,

donde z, = ighy, Ta = ighg, o = 1,2, demodo que | iy — ix | = 1
6 0. Designemos por o = {z = (i,k,, i,k,) € G} el conjunto de todos
aquellos nodos z = (i, izh,), los cuales se encuentran dentro del
recinto G4 a estos nodos los llamaremos nodos interiores de la red
@ (6). Un nodo interior z; € & se llama nodo regnlar, si todos los
cuatro nodos vecinos de Gste, que forman en conjunto con z; el

J

—

~
1)

A TN

Fig. 10

modelo de cinco puntos tipo «cruz», pertenecen al G. El conjunto de
los nodos interiores regulares la denotemos a través de . Si aunque
uno de estos cuatro nodos vecinos a z; no pertenecen al G (es decir,
o bien a G o bien a I'}, denominaremos semejante nodo z; nodo inte-
rior irregular de la red @. El conjunto de todos los nodos interiores
irregulares designémoslo por :o. asi que @ ® = o. Los puntos
de interseccion de las rectas &, = i)k, Ty = ihy, iy, i, = 0, 1, 32,
. .. con la frontera I' del recinto G los denominaremos nodos de
frontera y el conjunto de todos los nodos de frontera designaremos
con el simbolo y. De esta manera, en G estd construida la red @ =

= o |J ¥, la cual consta de los nodos interiores o y de los nodos de
frontera y (fig. 10).

*} El concepto de nodo vecino doepende de modo esencial del tipo de la
ecuacién que se va a aproximar, con mdas precisién, del tipo del modelo sobro el
cual se aproxima la ecuacién, La dofinicidn aportada en este libro de los nodos
vecinos estd relacionada con la aproximacién de la ecuaci6n (1) sobre el modelo
de cinco puntos tipo «cruzs, compuesto de los nodos {zy, x,), (z; — Ay, 7o), (7 +
o+ hiy zg)y (TyTy — k’)! (zy, &3~} kg,
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Planteemos el problema en diferencias que aproxima al problema
(1), (2) sobre la red ®. Para ello es necesario aproximar sobre la @
la ecuacién (1) v la condicién de frontera (2). Sobre el conjunto de

los nodos regulares interiores @ dproximaremos la ecuacién (1)

seglin el modelo de cinco puntos tipo «cruzs por la ecuacién (9).

En los nodos do frontera y indiquemos el valor de la funcidn incégnita
y=gf{z) para zEy.

Nos falta escribir la aproximacién para los nodos irregulares o.
Aqui son posibles diferentes variantes:
1. Deriva simple o interpolacién de orden nulo. En el problema

*
de contorno de red los nodos ® se consideran como de frontera, y

-
la condicién para los o se da mediante
la correlacién

y@=g@ € (14

L | donde z € y es el nodo de la frontera vy
0 I m#és cercano a . La correlacién (14) se
b AT puede interpretar como interpolacién de
V orden nulo. Es facil ver que el error con
/ = — el cual se preestablece la solucién ineég-

nita en los nodos ® es la magnitud
ok ). ,
Fig. 11 2, Interpolacién de primer orden. El

conjunto de log nodos © también se
considera de frontera, pero la condicion de contorno para el
problema de red se indica por medio de la interpolacién de primer
orden a lo largo de uno de 1os ejes (7, § £;). Por ejemplo, para el
caso representado en la fig. 11 el valor de la solucién incégnita en el
nodo O se determina empleando la interpolacién lineal a lo largo
del eje », respecto a los nodos 3 y I, es decir,

_ _hgy R
- LEgtte @s)

(se puede verificar que el error de aproximacién de la correlacién
(15) es O (1 2 ). o

OBSERVACION, En ciertos casos esracional considerar los nodos
como interiores. Entonces, la correlacién (15) escrita en la forma .

L{¥io¥e  Wo—Us\ _ '
Ao=y (Lt — 2t} =0, (16)

se debe estimar como aproximacién de la ecuacién (1). Es evidente
que el error de aproximacién de la ecuacién (1) por la correlacidn
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*
(16) es O (1). Con esta interpretacién de los nodos @ es més natural
en vez de la (16) eseribir 1a correlacién

1 Yi—Va Yo=—¥s Va—2Hat¥s
h_l ( N e ) + 3 = '-flll (17)
cuyo error de aproximacién también es O (1) (compirese 20)). Actual-
mente la deriva simple y la interpolacién de primer orden casi no
se usan en la prdctica.
3. Aprozximacién de la ecuacién sobre una red no uniforme. Los
*

nedos @ se consideran interiores, y la ecuacién (1) se aproxima segdin
el modelo de cinco puntos tipo «cruzs» sobre una red no uniforme.
Uno de los lipos posibles de los modelos irregulares estd representado
en la fig. 11. El nodo & es de frontera, los nodos 7, 2 y 4 son inte-
riores. En tal caso

f'\'yu='}}'l-(y—'k?;¥&—“y—°;';}f’4) +%‘(92—2ya+ya)= —fu (18)
hi=0!5 (hl+k;).

En caso general puedo suceder que los nodos 20 (6 zt+'r), gzt
(6% -'2) son de frontera. Entonces, la ecuacién de Poisson se apro-
xima sobre el modelo irregular de cinco puntos tipo «cruzs de acuerdo
con

A*y=Afy+Aly con z¢€ :3,

donde
Y =l= ~ =
ay un.xu
+ -
1 y‘ l"]—.r.r y—y( ta) " (1)
T\ R m ) S E e
14 (S (~1g) (19)
¥ —v _ Y~y = )
Ta W ke » 8L FTEEY,

fig, = 0,5 (hy -+ k&), Ry es la distancia de z al nodo de frontera
zta? € v 6 2 1o’ € 4. El error de aproximacion en el nodo irregular
p* = A¥u — Ly, evidentemenie, tiene el primer orden respecto
a |k |, puesto que

A% — Lo =0 (k) =0 (h,).
4. Segundo procedimienio de aproszimacién de la ecuacidn en un

nodo irregular de una red no uniforme (el esquema conservador). El
estudio del operador en diferencias coincidente con Ay = y 7+

-+ Yzx. en los nodos regular.es x € ® ¥ con Ay = yra + vaE
en los nodos irregulares z € ® como operador en el espacio de lag
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funciones de red dadas sobre o e iguales a cero en 7y, muestra que
en algunos casos este operador pierde una serie de las propiedades
importantes inherentes al operador diferencial Lu = Au: la auto-
conjugacién y la propiedad de signo determinado. Este hecho estd
relacionado con ol procedimiento de aproximacién del operador
laplaciano en los nodos irregulares. Cambiando esta aproximacién,
obtendremos el operador autoconjugado y de signo determinado del

problema en diferencias de Dirichlet sobre la red ®. Es de suponer

Ary=Afy+ Ay, A*y=—f(z) para z¢€ o,

donde
{+1 -1
S <y _ v—y' e e
Troe T 7 1 Vi
Asy= (20
7 (+ig) (=1,
1y —y __ y—¥ 2 Ha g
\ he i hg : ¥

La diferencia formal entre el operador de (19) y el de (20) consiste
en la sustitucién del factor 1/A, de la férmula (19) por el factor
1/h, en la férmula (20). El espacio H de las funciones de red que
estan dadas sobre  y se anulan en y estd provisto del productoe escalar

(y. v)= 'E% ¥ () v ().

La propiedad de autoeonjugacién del operador en diferencias,
mencionado anteriormente, significa que la matriz del sistema de
ecuaciones algebraicas lineales (ecuaciones en diferencias) es simé-
trica Tespecto al vector ineégnito Y (de la funcién de red y (z),
z € ). Esto permite para hallar y = y (z) utilizar los métodos
iterativos de rédpida convergencia, elaborados para las ecuaciones
Ay = f de matriz simétrica A. Por eso el dltimo procedimiento (20)
de aproximaciéra de la ecuacién Au = —f en los nodos interiores

irregulares z € @ merece preferencia.

De esta forma, el problema en diferencias de Dirichlet para la
ecuacion de Poigson se plantea del modo siguiente:

Ay=y;  +y;, =—7(z) en los nodos regulares
5 zE&u
Aty=—f(z) en Jos nodos irregulare.s 1)
ZEW,
y=g (x) en los nodos de frontera
ZET,

donde A* se determina por la expresion (20).
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Si A* se determina mediante la férmula (19), el problema corres-
pondiente serd de niimero (21°).

Si y es la solucién del problema (21‘ ¥ u es la solucién del proble-
ma (1), (2), entonces para el error z (z) = y (z) — u (z) se verifican
las condiciones

Az=—1(z) para xeé, A¥z= —¢*(z) para xE(;,}
(22)
z(z)=0 para x€7,

donde (z)=Au-tf, P*=A'u--f.

Si la funcién u = u (z) tiene en el G derivadas acotadas de hasta
el cuarto orden, o sea u € C* (G), entonces ol error de aproximacién
del esquema conservador autoconjugado (21) es ¥ (z) = O (| h* |),
P* (z) = O (1). A pesar de la disminucién del orden de aproxima-
cién (en comparacién con el esquema (19)) en los nodos interiores
irregulares, el esquema conservador (21) tiene el segundo orden de
precisién en la métrica uniforme, lo que serd mostrado en el § 4
de este capitulo. La investigacién de la cuestién acerca de la con-
vergencia y el orden de precisién del esquema en diferencias (21)
se reduce a la acotacién de la solucién z del problema (22) mediante
los miembros derechos ¢ y }*. Las acotaciones para la solncién del
problema (22) serin obtenidas en el § 4. Estan fundadas sobre el
principio de méximo para las ecuaciones de red.

§ 3. Principio de miximo

En este pirrafo se estudia cierta clase de las funciones de red
para las cuales tiene lugar el llamado principio de maximo. Dicha
clase contiene ]la mayoria de las aproximaciones de red principales
de los problemas de contorno para las ecuaciones elipticas de segundo
orden las cuales no tienen derivadas mixtas. El principio de maximo
permite establecer la solubilidad de un problema de red y en ciertos
casos obtener Ja acotacion aprioristica de su solucién.

1. Ecuaciones de red de tipo general. Sea Q cierto conjunto fini-
to de los puntos (nodos) & = (%, %, . . ., zp) del espacio euclidiano
p-dimensional (red). Sea dado en cada uno de los puntos « € Q un
modelo M (z) = Q, es decir, cierto subconjunto de los puntos z
de Q. Designemos por M’ = M (z)\ {z} el entorno del punto z,
o sea, el conjunto de todos los nodos del modelo M (z) excepto el
propic nodo z. Examinemos la scuacién

Sy(x)=F(z), =z€Q, (1)

donde y (z) es la funcidon incégnita; F (z), la funcién de red dada
(el miembro segundo de la ecuacién) y §, el operador lineal deter-
9-0285
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minable por la férmula

Sv(z)= A (x)v(z)— 2 RACR AU (2)

cuycs coeficientes 4 () y B (z, E} son las funciones de red dada
zeQ y EEWQ
Supondremos que los coeficientes A y B satisfacen las condiciones
Alx)=>0, B(z,§=>=0, VzeQ y VEeM'(x),

D@)=d(z)— © B(z, §)=0. (3)
LeM ()
Sea z un nodo arbitrario de la red Q. Son posibles dos casos:
) o bien el entorno M’ (z) de este nodo es un conjunto vacio, b) o hien
el M’ (x) contiene por lo menos un solo nodo § € Q.
Si el entorno M’ (z) del nodo z es ¢l conjunto vacio, la ecuacién
(1) para x = z tiene la forma

A@)y@@)=F(z) 6 y(E@) =gz} (g=TFIA).

Este punto & llamarémoslo nodo de frontera, los demas nodos, cuyo
entorno consta por lo menos de un punto, serdn nodos interiores *).
Designemos por y el conjunto de todos los nodos de frontera y por w,
el conjunto de todos los nodos interiores de la red @, de modo que
@ |Jy==~Q.

Con la existencia de puntos de frontera el problema (1) se for-
mula del modo siguiente: hallar la solueién de la ecuacién

Sy(z) =F(z) para z€ o, (4)
que verifique la condicién de frontera
y(z) = g(x) para zE€¥y, 5)

donde £ (z) y g () son las funciones dadas. Esto es el primer proble-
ma de contorno en la red Q

Analicemos como ejemplo el problema en un rectingulo (5),
(6) del § 2. Se puede escribir la ecuacién en diferencias Ay = y; . +
T Yrpx, = —f () de la manera siguiente:

2 {3+ ) V@) = g7 Wy = (o ) = £ (),
z€o, y(z)=glz), xE€y.
La comparacién con la (4) muestra que aqui 4 (x}=2 (T:? -+ ';;tr) =
>0, B(z, &)=1/h 6 1/k}, F(z)=](z), D(z)=0.
*) Es ovidente que las nociones introducidas de nodo interior y nodo de

frontera estin relacionadas con ol tipo del operador §, es decir, dependen de
los modelos A (x), x€ Q.
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Al tratar de los problemas segundo y tercero de contorno para
las ecuaciones elipticas en diferencias (en el caso elemental, para
la ecuacidén en diferencias de Poisson), la frontera en el sentido de
la definicién hecha anteriormente, no existe. Los nodos que se
encuentran en la frontera T' del recinto G se distinguen tunicamente
por que el modelo en estos nodos es menor que el de los nodos inte-
riores de la red. Por ejemplo, en el caso del tercer problema de
contorno para la ecuacién de Poisson tenemos D (z) > 0 en los
nodos x €T v D (z) = 0 en los nodos restantes.

Introduzeamos el concepto de red conexa. Sean z y « son dos
nodos cualesquiera de la red que no son de frontera al mismo tiempo;
para precisién consideraremos quo z no pertencce a la frontera v,
es decir, © € ©. La red Q se denomina coneza, si para cualesquier

Z € @, = € Q se puede indicar una sucesién de los nodos zy, @4, 75, . . .
< ..y &y tal que todo nodo siguiente pertenezca al entorno del pre-
cedente, hablando mis exactaments,

B2 6 M' (l)a Zg E M( (xl)v s Iy E fwf (xm-l)! ; E M’ (xm) (6)

En lo sucesive se consideran sbélo los recintos @ y subrecintos
Q' de red conexas.

oBsERVACION 1. Es obvio que para las redes conexas € el con-
junto de los nodos interiores o también forma una red conexa, ademés
tiene lugar la correlacion

Q= | M(z).
WE

Para todo subrecinto de red conexa Q' = Q lo designaremos s

través de

o ==LEJQ’M ().

2. Principio de mdximo.

TEOREMA 1 (principio de maximo). Sean Q un recinto de red y §
un operador dado en Q con auzxilio de la correlacion (2). Sean Q un
recinto conexo y Q' = Q, un subrecinto conexo de £, sobre el cual
los coeficientes del operador 8 satisfacen las condiciones (3). En tal easo,
si lo funcidn de red y {z) dada en  no es constanite en

ﬁ'=x99'M(a:}Eﬂ y Sy (x)<0(Sy (x)=0)

pere x € Q', entonces y (x) no puede tomar en Q' el valor mdzimeo
positive (minimo negativo).
DEMOSTRACION, 1. Sea

8y @) < 0. )
gl
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Supa_ngamos que existe un nodo z € Q' en el cual y () toma el valor
maxXimo positivo:

y(x).—:n:é:}(y(ﬂ:)}@- (8)
Entonces en este nodo

Sy@=A@y@— 3 BEHyE=
BEM (X
=D@y@)+ XN B@H@—yE). (9)
EEM ' (x)

Como de acuerdo con las condiciones (3) D (%) = 0 y a base de la
suposicién (8) y (z) > 0, el primer sumando del miembre segundo
de (9) no es negativo. A base de la misma suposicion y (z) = y (E)
y de acuerdo con una de las condiciones de (3) B (z, &) > 0. Por lo
tanto, los sumandos posteriores del miembro segundo de (9) tampoco
pueden ser negativos. Por consiguiente,

Sy @ = 0.
_Esta afirmacién comprende dos posibilidades: bien
Sy (@) > 0, (10)
‘bien
Sy (z) = 0. (11)

La afirmacion (10) no puede ser justa ya que contradice a la con-
dicién (7) del teorema. De aqui se deduce que la suposicién (8 o es
posible y el teorema queda domostrado, o de la (10) y (11) la Gltima
es factible. Lstudiemos la. segunda posibilidad. Partiendo de las
correlaciones (8), (9) y de la condicién (3) se desprende que, siendo
D {(z) > 0, la afirmacién (11) no puede ser justa y consecuentemente
bien la suposicién (8) no es correcta y el teorema esta demostrado,
bien D (z) = 0. Sea D (z) = 0. Entonces, empleando las correla-
ciones (8), (9), hallamos que

y(® =y(@, EeM (). (12
Dado que segin la condicién y (z) 5= const para z € Q', entonces

existe un nodo z € 2 tal que () < y (z). En virtud de la conexitn
de Q' se pueden indicar una sucesion de los nodos 2y, 2o, . .., T
(z; € Q') que verifica las condiciones (6). Basédndose en (12) ¥ (z,) =

= y (z). Sin limitar la generalizacién se puede considerar que

V@) =y (@) =ceomy () =y @,
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puesto que, si esta cadena de igualdades se hubiera poc_ljdo seguir

s6lo hasta cierto mg, 1 << m, << m, entonces en calidad de z se habria
podido tomar &, 49-

Calculemos
Sy (@m) =D (@m) ¥ (zm)+__ 2 B (Tm B (¥ (zm)—y E) =
TEM (xm)

> B (2 2) (¥ (2m) —¥ (@) = B (€m ) (¥ (B)—y (7)) >0.

Esta afirmacién contradice a la condicién (7) del teorema y, por
consiguiente, la suposicién (8) no es valida. La primera afirmacién
del teorema se ha demostrado.

2. 8i 8y (z) == 0, es suficiente sustituir y (z) por (—y ()). para
la cual § (—y) < 0, y hacer uso de los razonamientos citados ante-
riormente. El teorema 1 queda demostrado.

3. Corolarios del principio de mdaximo.

coroLARIO 1, Si Sy =) < 0 (Sy (2) = 0) enla Q y existe por lo
menos un solo nodo z, de la red Q en el cual

D) >0, =z, €Q, {13y

entonces y (x) < 0 (y (z) > 0) en la Q.
DEMOSTRACION. Sea Sy (z) << 0. Si y (2) == const para z € Q,
caleulando el valor de Sy (z) para el nodo z = x,, hallamos que

Sy (zo) = D (o) ¥ (o) — Eel;](xo) B (20, &) (y (wo) —y (B)) =
= D (2o} y (z9)=20.

De aqui a base de (13) se deduce que y (z) =y (x,) < 0. Siy (z) =&
== const para z € @, entonces y (z) < 0 a base del principio de
méximo (siendo Q' = Q).

La segunda afirmacién se demuestra de modo anélogo.

oBservAcIoN 2. Si la red @ contiene los nodos de frontera y, la
condicién (13) se cumple automaticamente para z € y.

COROLARIO 2. Sea que el operador S sobre la Q verifica las condiciones
(3), (13). En tal caso el problema (1), (2) tiene la solucidn inica.

Para demostrar la existencia y unicidad de la solucién del pro-
blema (1), (2) a bass de las suposiciones hechas, es suficiente cer-
ciorarse de que el problema homogéneo Sy (z) = 0 sobre Q (en el
caso del primer problema de contorne Sy (x) = Oen we y(2) =0
en y) tiene sdlo la selucién trivial. Valiéndonos del corolario 4,
concluimos de que bien y (z) < 0, bien y (x) == 0 sobre Q, puesto
que la igualdad Sy (z)} = 0 es admisible en ambos casos. Estas dos
condiciones son compatibles sélo cuando y () = 0 en Q.

4. Teorema de comparacién y las acotaciones aprioristicas. Par-
tiendo del ecorolario 1 del principio de méximo, nos convencernos
de que es justa y tiene importancia el
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TEOREMA 2 (teorema de comparacidn). Sea y (z) la solucién del
problema (1) — (3), (13), a la vez y (2) es la solucién del mismo proble-
ma, cuyo segundo miembro es F (x). Entonces, de la condicién de que
| Fa) | < F (2) sobre Q se desprende que

ly (@)} < y(z) sobre Q.

veMosTRACION. En virtud del corolario 1 la funcién y (g} = 0
sobre Q. Sumemos y restemos las ecuaciones Sy = F y Sy = F

Sy+y)=F(a)+F@)=20, S@y—y)=F(z)—F(z)=0.

Empleando el corolario 1, hacemos la conclusién de que y (z) +
+y@ Z0ey@—y@ 200 —y@) <y@ <y@)ly@I<
< ¥ (r) sobre £, lo gue se reguiria demostrar.

0sSERVACION 3. En el caso del primer problema de contorno (4)
el teorema de comparacién quiere decir que de las condiciones

IF@| <F@)en o, |g@) | < g eny

se deduce que |y (x)| < s () sobre Q, donde ¥ () es la solucién del
problema Sy = F on o, y = gen y.

De esta forma, la solucion del problema (1), (2) se puede acotar
con auxilio de la funcién mayorante y (z), la cual verifica a la ecua-
cién Sy = F (z), cuyo segundo miembro F (x) = | F (2) |, por
ejemplo, F (2} = | F () |6 F(x) = || F (z) llg, ete. En el pardgrafo
siguionte se va a hallar la funcién mayorante y (z) para el problema
en diferencias de Dirichlet,

El teorema de comparacioén permite obtener de una vez la acota-
cién de la solucién del primer problema de contorno (4), {5} en el
caso de una ecuacidén homogénea,

conoLarlo 3. Para lo solucién del problema

Sy=0en 0, p=g@)eny
tiene lugar la acotacién aprioristica

méx | () | < mix | g (2)] (14)

DEMOSTRACION. Sea y (x) la solucién del problema Sy = 0 en
@ y=g=|g)|en y %

A Dbase del teorema de comparacion | y {z) | ¥ (). 8i g (2) =
== const en y e y = const sobre £, entonces, méx y (x) = mix g,

¥ la desigualdad (14) es justa. A su vez, si y (z) == const en Q, del
principio de méximo, siendo Q' = o, se desprende que el maximo
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de la funcién Pl ) (x) 2 0 en @ no se puede alcanzar y, por lo tanto,
¥ (z) < max | g |, de donde se deduco la desigualdad (14).
TeoREMA 3. 8i D (2) > 0 en Q, para la solucidn y () del problema
(1) — (3) es justa la acolacién aprioristica

- (| Fix) ]
méx | y(e) < mix—5ey (15)
DEMOSTRACION. Sea E(z} la solucién del problema Sy = | F (2) |

sobre Q y, por consiguiente, | y (z) } < y (2). La funcién y (x) =0
aleanza su valor méxlmo en cierto nodo z: y (z) = méx y (z) > 0,
Para este nodo la ecuacidén (1) se escribird en la forma

D(@)y (@) + m%_ B, 0@ @—yE)=] @]
Como ¥ (z)2>y (£), entonces D (2)y (@)<I F ()| v

1F (=} | F{x}
<
76 <mﬂ‘: D@

¥ (7)<

De aqui y de la condicién |y (z) | < ¥ (z) se deduce ]a afirmacion
del teorema.

TEOREMA 4. Sea que la red Q estd dividida en dos subeonjuntos Q'
v Q" que ne son vacios y no se intersecan, ademds Q' es una red conexa.
Si Fx)="0en Q' y en Q tenemos que F{z) =0, D () >0, en
tal caso para la solucién y (x) del problema (1) — (3) es vélida la
aCﬂf&CIOﬂ

: F(x
mix | (s) | <mix L5l (16)

DEMOSTRAGION. Introduzeamos la funcién mayorants y (z), la
cual es la golucién de la misma ecuacion (1), cuyo segundo miembro
es F(z) =|F(2x) |2 0(Sy=0enQ, Sy = F (z) en Q"). Puesto
que 2" %= @ y D (z) > 0 en Q. a base dol corolario 2 las funciones
¥ () e ¥ (2) existen y son finicas, En virtud del corolario 1 v (x) =0

en . ala vez de acuerdo con el teorema da comparacion y {x) < y (z)
en €.

Acotemos y (). De las ecuaciones para ¥ (z) se deduce que bien
¥ (#) = const > 0 en Q', bien (en virtud del principio de méximo)
¥ (z) no puede tomar su valor maximo en Q'. En el segundo caso

max y (z) < max ¥ (). (17)
Q-
Dado que Q' y Q” son conjuntos no vacios y Q' y Q son redes conexas,

entonces Q' [ Q" 5= &, de donde se (lesprende que la desigualdad
(17) tiene lugar también en el primer caso.
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Acotemos el segundo miembro de la correlacién (17). Sea que
mix y (x) se alcanza en el nodo z, € Q”. Entonces, en este nodo
tenemos

Fla)=D(@)y @)+ B(ze &) [F (@) —7 )=D(z) 7 (o),
BEM " (ic,)

ya que ¥ (o) >y (%). De aqui se deduce que
méxy (z) = (20) < F (20)/D (o),

méx | y (z) | <méx (| F @)l/D (=),

que se trataba de demostrar.

§ 4. Acotaciones aprioristicas

Y acotaciones de la velocidad de convergencia
del problema en diferencias de Dirichlet

para la ecuacién de Poisson

En el presente parrafo el principio de maximo se emplea para
obtener acotaciones aprioristicas do la solucién de los esquemas en
diferencias, estudiados en el § 2, y las acotaciones de la velocidad
de convergencia de dichos esquemas.

1. Acotaciones aprioristicas para el primer problema de contorno.
Examinemos el primer problema de contorno de tipo comin:

Sy(z)=F(z) para 2€a,

y(z)=g(z) para 2€y,
donde 1103
@ =A@y @)= 3 B Yy, @

(1)

3
A@)>0, B(z,£)>0, D(z)=4 (m)—wgms (z, E) =0. (3)

o & -
TEOREMA 1. Sea © = o {J 0, donde w esunared conezayD (z) =0

en «.). D(@x)>0en (; Entonces, la solucion del probleme (1), (2)
ezisle, es unica y para ésia es justa la siguiente acotucidn:

mix |y (z) | < méx| g (@) | +méx U (@) | +wix| 5 S|, @)
-(5 ¥ E w0
donde U (z) es la funcién mayorante que es la solucién del problema
SU(z)=F(z), x€w, U (z)=0, =zey, } 5)
F(z)=|F(z)| para €& y F(2)>0 para z€ @.
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peEMosTRAcION 1. El problema homcgéneo Sy =10 para 2 € o,
¥ (z) = 0 para = € 7, en virtud del principio de méximo tiene sélo
una solucién trivial (véase el corolario 2). Por eso el problema (1), (2)
tiene la soluci6n tinica.

2. Representemos la selucién del pmhiema (1) en fnrma de la

suma de los tres sumandos y (z) = y (=) + y {z) + y (z), donde
y (z), i = 1, 2, 8, se determinan a base de las condiciones:
1 1
Sy=0, z€w, y(@)=g(z) para z€y,
2 . 2 2
Sy=F (z), z€fw, Sy=0, zEcT;, e y=0 para z€vy,
3 o 3
Sy=0, zcw, Sy=F(z), er; e y=0 para z€y.

De acuerdo con el corolario 3 del § 3 tenemos

1
méx | y (2) | <méx| g ()| (6)
xEw XEY

2
Acotemos la funcién y (z) con auxilio de la funcién mayorante
U (z), determinable por las condiciones (5). En virtud del teorema 2
del § 3 tenemos

@< V@] v mé}[;(I)IéTEéjIU{z}- 7y

XER

- *
Como o es un recinto conexo y D (z) > 0 para z € w, entonces se
3

puede aplicar el teorema 4 del § 3 para apreciar y (z)

max | y (.r) | <max| D((z 8)

XE®
1
3. Tomando;m consideracidn la degigualdad |y () | < |y (&) |+

2
+ |y () | 4+ | ¥ (2} | y haciendo uso de las acotaciones (6), (7) y (8),
obtenemos la desigualdad (4).

Partiendo de la (4) se comprende que la construccién de una
funcién mayorante es un problema independiente. En el p. 3 la
funcién U (z) se va a construir para la ecuacién de Poisson.

2. Anotacién del problema en diferencias de Dirichlet para la:
ecuacién de Poisson en forma canénica. Para hacer uso del teorema
anterior os necesario escribir en la forma (1) las ecuaciones en dife-
rencias para el problema de Dirichlet.
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En el § 2 en el caso de un recinto de tipo general el prohlema en
diferenciag de Dirichlet se formulaba asi:

Ay=yz .+ Vo = ~—f{z), siendo =z¢€ E:J,
Ay=Aly+Aly=—f(2), siendo z€G, [ @
y=g(z), gsiendo z€y,

donde AZ y se determina segiin la férmula (20) del § 2:
(+1,) (=1.3

1ty & —p y—y < (=)
};;-( k“ e )lx "‘E"h

Ay = ;.
i (+1,) t=1,)
_1_(9 =¥ _y—¥ ) 2 €y,
hu faa li‘or. :

+1) 6 a I(_iﬂ-’}.

/”;
3

donde kg es la distancia de z€w a z

2
5 " , b (0 A 1
b 10 & by
he
4 i
Fig. 12 Fig. 13

Ademads, se analizaba también olro esquema’
Ay =Yz, + V.= —1(), z€o,

A*y=Aly + Aly=—f(z), 2€0, (10)
y(z)=gla), =€y
A‘&y=%(yxa—- g)=¥s,i, ha=05(hathE).

Escribamos la ecuaciéon Ay = —f en los nodos regulares z € ®
del modo siguiente (fig. 12):

(2T!‘%n—I—;—%)y(x)=ﬁ%(y‘+"’+y“"’}+
—l—f{(y”""{‘y{"")‘l‘ﬂﬂ' z€o, (1)
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En los nodos irregulares = € o para el esquema (9) tenemos (fig. 13):
h +;a! kt
( et k:ﬂ;:: )y @)=
1 1 1 1
2_5? y“""+—;5§-y‘*'=‘+f($)+mg"‘*’+mg‘“->, (12)
sia"hey y atlagy,

Por ejemplo, si z— €y y a+!) €y, entonces en vez de (12)
tenemos (fig. 14, a)

(B + ) v@ =
=.£E.yr+l.1+%{yt+1,)+y(-1,;}+;;(x)_'_%g(.n,;-

De aqui 4(2)>0, B(z,8)>0 ¥ D(x)':%h‘{"'ﬁ'
siendo z(-10 gy, atldgy, D(“)=h:—;§x""‘6?-

Para D (z) se obtienen expresiones analogas también en otros casos
en los cuales z—*:) € 9, i+l € y (fig, 14, &), etc., asi como al exa-

e |

/

/3

"\

—

a) b)
Fige (4
minar el esquema (10). No cuesta trabajo notar que en todos los
casos para D (z) es justa la acotacibn:
D () > 1/k?, donde k = méx (hy, hy)y Siendo z € @. (13)

Six € wy todos los nodos £ € M' () son interiores, entonces D (z) =
= (. Pero, si # € © es un nodo interior regular, no obstante por lo
menos uno de los nodos vecinos de éste se encuentra en la frontera,
es deeir, 2(x1) € y 6 a1 € 9, entonces D (x) = 0. De esta manera,

D(z) >0, siendo z€ o. (14)
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3. Acotaciébn del error de un problema. Funcién mayorante.
Sea y = y (z) 1a solucién del problema (9) 6 (10) y u = u (z) es la
solucién del problema inicial (1) del § 2. Designemos mediante
z (z) = y — u el error de la solucién. Haciendo y = 5 + u en (9),
oblenemos para z las siguientes condiciones:

Az = — (), 2 € @ A¥z = —* (@), c€ @, =0, €y, (15)
Este problema se puede escribir en la forma

Sz = 1, siendo x € (:J. Sz = )%, siendo = € a:, z = 0, siendo zés\"i

Construyamos la funcién mayorante U (z) para el problema

2
z=0, siendo =z€vy.

Sea que el origen de coordenadas (0, 0) se encuentra dentro del
recinto G y R es el radio del circulo minimo, que contiene el re-
cinto G, de centro en el origen de coordensdas. Supongamos que

Ua) =4 (R3—2}—23), (a7

donde K es una constante positiva, la cual escogeremos mds tarde.
8i z=(zy, ;) € G, entonces U (z}=0. Como (za+he)d—azgi=
= 2(zo+0,5%g) ko, por eso (J:{);m=2, (x§}§.=,=0 v (A+HA) X
X (2} + )} =4, es decir, AU= — K, siendo wEJ).
*
En los nodos irregulares z € @ para el esquema (9) tenmemos

. o bRy B AEEY 1
A = K( T, +—-—-——4h’ )— wK, x>+,
siendo z(-1), zltldgy
& i+, r-t) ey, ete. Empero, si solamente 2z~ ¢y, en tal caso

e hy -+ hY 1 hy- k¥ 9 3
A U=.—K(-—~——gml 1 +~2-) o wmdELlio>o

g i ° 2 B *
Sz=1p, siendo z€w, Sz=0, siendo xém.} (16)

De esta forma, A*U= —xK, x>%, siendo z E:J. Comparando
las ecuaciones
v § *
SU=K, z2€w; SU=uK, -x}% Jew; Uz)20, zey
con las ecuaciones (16), vemos que
3
Uz)=|z2(2) ],

suponiendo, por ejemplo, que K =maéx | (z)].
xEw
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De esta manera, tenemos

R* R* -
xEw

Teniendo en cuenta que D (z} > 0 para z € ® ¥y D (z) = 1/k* para
z € o, y valiéndonos del teorema 1, para la resolucién del problema
{15) obtenemos la acotacién
mix |z {z) | =mix |y (z) —u (z) | QRTsméx {p(z) | +h2mix | p*(z)|.
B w0 - *®
w
(18)
De aqui se deduce el
TEOREMA 2. Si la solucién del problema (1), (2) del § 2 es u () €

€ € (G), las soluciones de los problemas en diferencias (9) y (10) eon-
vergen uniformemente con la velocidad O (| B |):

Téf |y (x)—u (@) [ <M-|h|?%

donde M = const > 0 no depende de hy, hy, |k |® = R} + ki,

4. Esquemas de orden elevado de precision. Examinemos el
esquema (8), (9) del § 2 con el error O (| k ). Esta definido sobre
el modelo de nueve puntos tipo «caja», representado en la fig. 15,
y tiene la forma

s WH
y=(A+As) v+ o) Aoy = —o (z), x€w,

y=g(z), siendo z€y, @(2)=F+pr (AL +H1), (19)

donde w es unared en el rectdngulo {0 <z, < I, 00 = 1,2), Ay =
= Y= x,, @ =1, 2 {en este caso todos los nodos son regulares).

Escribamos la ecuacién A’y = —q en la forma canénica Sy =
= ¢ {z), donde Sy = —A'y. Sustituyendo Ay y Ay por sus
expresiones, obtendremos (véase la fig. 15) *)

) WO +y 3N+
) v @) +y @)+

5 (14 145 1
Fla+a)vO=5 (5
1 {5 1

+?(T£"“T}

+35 (F+35) WO +5 O+ (D) +u6).

i

*) Siendo by = V5 ke y by = V 5hy el modelo contione s6lo siets nodos.
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Comparando con el (1), vemos que

p@)=3 (75 +75) > O
Bz 8=5 (f—7w)>0 =24
Bz B=g (gr+7p) >0 §=5 67,8
1 g ;
-5 < -T-QVE. (20)

Con la condicién (20) el prineipio de méximo es aplicable al
csquema (19): es evidente que D (z) =0, siendo 2 € 0, ¥y D (z) =
= A (z) =1, siendo z€y. La funcitn
mayorante U (x) evidentemente se puede
escoger del modo siguiente:

U@=% B4+iB—2—2}) 0<z:<la
a=1, 2.

Como A AU = 0, entonces A'U = AU =
=K. Por eso se puede suponer K =
mix |1 (z) |. Debido a que el recinto & es

w —
Fig. 15 un rectdngulo v la red © es uniforme segin
2, y 2, todos los nodos interiores son
regulares. Para U (z) tiene lugar la acotacién

00 (1)< AR mix | (@)

En definitiva nos convencemos de que para el errpr z (z) =
= y (z)} — u (z) del esquema (19) se verifica la acotacion
2.2
max |y (z)—u(z) 4_§—£L~EI—’m;ix [ () ]. (21)
o w
Si la solucién del problema inicial u (2) € C*¥ (G), con la condi-
ci6én (20) el esquema (19) converge uniformemente con la velocidad
O (] & |*) (liene el cuarto orden de precisién).

Sobre una red cuadrada b, = ks, = & la condicién (20) se cumple
automiticamentc. Por eso se puede hacer uso de la acotacidn (21)
para el esquema (8), (9) del § 1, el que difiere del (19) s6le por la
expresion para ¢ (z). De la (21) se desprende que el esquema converge
uniformemente con la velocidad O (h%) (tiene el sexto orden de

precision), si u {z) € C® (@).
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5. Esquemas para la ecuacién en coordenadas polares y cilindri-
cas. Dirijimonos ahora al problema (13) del § 2.

KT?+A¢‘y=_f{r! ?), (r, @)€o, 1

y(r, @)=y (r, 9+2n), (r, ) €0, y=g (¢), l
(ry p)EV,

Xryz--:_—(py;)r, P=-"'—0|5kr, A¢y=%ya‘, J

(22)

(la frontera y consta de los nodes (R, ¢,,).
El esquema (22) aproxima al problema de Dirichlet para la
ecuacién de Poisson en el circulo 0 < r < R de radio A:

1 @ il 1 92
Ar.q.u=';--57(r{?—‘:)+§-—a@‘:=_.f(r, )
O<r<R, 0<o<2n, (28)
’3_:,,1}:0' u=g(¢p), siendo r=Rn,

u, @) =u(, g+2m) O<r<R 0L ¢<?2n).

Escribamos la ecuacién (22) en la forma (1). Estd claro que = =
= (Tn, Pm), el modelo M () = {(rny, Om)s Fnt1s Prids Ty Praca)s
{rn: (Pm+t): (?",“ (Pm)}r SiGl’l.dD e :le: U,5h, yr # R. M ('7") e {{rlv ‘Pm)v
(ro» Pmaa)y (ro, Pm+1)s (Foy §m)}, para r = 0,5k,

La forma de Ar y Ay nos permite coneluir que para el problema
(22) las condiciones (2) estin cumplidas, ademés D (z) = 0 en todos
los nodos interiores & = (r,, @n), B << N (r, << R). La red consta
tnicamente de nodos interiores regularcs. En cada uno de estos
nodos para el error de aproximacion del esquema (22) tiene lugar
la acotacion obtenida en el § 1

q)zKrR—F:‘wu"‘f(r! qJ)=0 ( h‘-—:k‘a‘ ) : (24)
si u € C (6),

Para acotar la solucion del problema (22), siendo y|, = 0, cons-
truyamos la funcién mayorante

Ulr, 9) = K(® —r), K = const > 0.

Apliquemos para U el operador A = A, 4+ A,. Teniendo presente
que U no depende de ¢ y AcU = 0, asi como

K &
T (OU;) = — 2 (4 0,5h) — (r—0,5h,)) = — X
oblenemos AU = — }?{. siendo x = (r, @) €w, U(R, ¢)=0.

Exijamos que se cumpla la desigualdad K > r[f(r, ¢) | para todos
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losz = (r, ) € . Esto tendré lugar al suponer K = méx | rf {r, @) |.
w

De aqui y del teorema 1 se deduce el
TEOREMA 3. La solucién del problema (22) existe y es inica; para
€sta es justa la acotacién

Wi | (b ek | rim)|ch Rmsxinily, gl (25)
@ o @

Si la solucidn de la ecuacidn diferencial u (r, ¢) tiene cuaire derivadas
acotadas respecto a x; y &g, ¢l esquerna (22) converge uniformemente
con el segundo orden (o sea, tiene el segundo orden de exactitud).
peMOSTRACION. 1. Las condiciones del teorema 1 estdn cumplidas.
Por eso se puede hacer uso de la acotacién (4) y sustituir en la misma

mix | U | < KR = R méx | rf(r, 9) |
o o

2, Para el error z = y — u tenemos el problema
Az 4+ Agz = ~, (r, @) €@, z=0, cuando r =R (26)
con la condicién de frontera homogénea. En virtud de la acotacién
aprioristica (25)
méx z (r, §) < Rméx |rg(r, ¢) | (27
Sustituyendo aqui la acotacién (24) 6 |rp | = O (h} + h3), obte-
nemos max |z |< M (bt + ki), donde M = const > 0 no depende
de ki, v by El teorema se ha demostrado.
Sea que en un cilindro circular (véanse los §§ 1 v 2)
G = {zy, 2, 2g) |28 + 22 < RE, 0L 25 =21
se pide hallar la solucién de la ecuacion de Poisson, que toma en
la superficie del cilindro los valores dados. En coordenadas cilindri-
cas el problema se plantea del modo siguiente: hallar la solucién
acotada en G de la ecuacidén
1 2 du 1 g 9%
brow=sg (G tmgrta=—fC e @8
que verifique la condicion de periodicidad respecto a g y la con-
dicién de contorno u (r, ¢, 2) = g (r, @, 2), siendor = R, 021,
0<LpL2n vy, siendo z=0, [, 0<r<AR, 0LpL2n. Intro-
duzcamos en el cilindro la red descrita en el § 1
_‘_':‘E?"rxwitrx-;’-s”{{ru ¢, z}lreal‘l P E gy 3562};
@, ={r,=(r+0,5)k,, n=0, 1, 2, ..., N, hy,=RIN-+40,5)},
aq,::{{pm:mh.,, m=01 1v 2! wijeiy. M_1! kv=2RJM}r
wy={p=lky, k=0, 1, 2, ..., I, hy=UI}
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La frontern y consta do los nodos (R, ¢, Z)y (Fny P 0) ¥ (Pny s D).
Il conjunto de los nodos interiores = @\ y. Todos los nodos son

regulares, es decir, © = ©. Sobre la red w=8osl esquema en di-
ferencias para el problema (28) tiene la forma

Ay=Ay+ Ay + Ay = —f(rnp 2, z=(rg)€E0 29
y=g(r g z), siendo z¢€y,

donde A,y =y, (A, + Ag) es el operador del problema (22).
Escribiendo (29) en la forma candnica (1), nos convencemos de que
Lodas las condiciones (2) estdn cumplidas, ademés @ = ©Q, a la vez
D (x) =0, siendo = € ®. Para hacer uso del teorema 1 es suficiente
construir la funcién mayorante U = U (r, ¢, 2).

Es facil notar que la funcién U = K (R — r) pueds ser mayoran-
te también para el problema (29) con las condiciones de froutera
homogéneas. Por lo tanto el teorema 3 también queda vélido para
el problema en diferencias de Dirichlet en un cilindro (29). En cste
caso el error de aproximacion q::(%(h?—'rhé)-g-kﬁj, vy para el
error z = y — & es justa la acotacién

mAx |y —u| < M (hi 4 hd 4 b2,
@

donde M = const = (0 no depende de los pasos de la red. De esta
forma, el esquema (29) tiene el segundo orden de exactitud.
Problema en diferencias de Dirichlet para la ecuacién de
Poisson en coordenadas esféricas. Sea que en una esfera G =
= {{z;, @, g} |2 + 2l 4+ 23R s0 }])i(.‘te hallar la solucién
de la ecuacién de Poisson, la cual toma en la superficie de la esfera
los valores dados. Bn coordenadas esféricas el problema se plantea
del modo siguiente: hallar 1a solucién continua en G de la ecuacion

_ 4 a4 f . du 1 Py 1 I fny
Ar, g, ot = 7z (r —) Rl Prrer ag° +r“59n’ 6 a0 (Sm ® W) i

ar ar
=—f(r, g, 8), siendo O<<r<C R, 0@l 2n, 0LOLn, (30)
que verifica la condicién de frontera

_ uir, ¢, 8) = g (p, 8), siendo r= R, (30)
las condiciones de acotaeion

A \ i , "
r*%:(‘-, siendo r=10; seuﬁ%:ﬂ. siendo 8=0, st (30")
y la condicion de periodicidad respecto a ¢

uf(r, ¢ 8) =u(, ¢+ 2n 6). 0<<o<2a. (30™
106—-0285
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El esquema en diferencias para este problema se ha obtenido en los
§8 1, 2. Se introduce la red

V=0, X 0g X we={(r, 9, 0)|r€5,, @ E @y, BEws},
donde wg estan definidas anteriormente y
Or={rn=(+Dh,n=012 ..., N =4,k = RIN}
wo = {0; =(i+05)hg i =01, ..., I —1, hg =a/T}.
La Irontera y de la red consta de los nodos (R, g, 0;)

v = {(B m 03} | (s ) € 0 X wo}.
El conjunto de los nodos interiores
o=0\y={r08r<f (p0) € wp X 0.
Sobre 1a red @ = el esquema en diferencias para el problema (30)
se escribe asi:
l'\y:-'\ry"‘f\-py‘i‘f\'ﬂy:_f(rl L BJ9 Iﬁ(r: L 9}6“’; } (3{)
y=g(¢, 0), siendo r=R, y(r, ¢, 0)=y(r, p+2a, 8),

donde A = A, + Ay + Ap se determina a base de las formulas
{39) — (41) del § 1. Volvamos a escribirlas:
T,_a;=%{py;}, p=r(r—"h), r=(n+1)}h, n=0, 1,..., F—1,

1 r 1 - - 1 4
Aol = m55m Voo No¥=Tagerg (56N Bygos 8y = 8;— - ho=ihe,

do suerte que p, = 0, siendo n = 0; 0; = 0, siendo i = 0, y0; = m,
siendo i = [

Escribiendo el esquema (31) en forma canénica (1), siendo 2 = o,
vemos que las condiciones (2) se cumplen para éste y D (2) =0
para todos los © = (rn, @m: 0;) € ©. Para el problema (31) con las
condiciones de frontera homogéneas y = 0, siendo r = R, construya-
mos la funcion mayorante

Ul(r, 9. 8) = K (R — rsen ), (32)

donde K = const >0. _ .
Caleulemos (A -+ Ng 4 No) U= AU -+ AgU.
Senalando que

= 1 ! 1 2
A=< (pror == (' —p) =g (r(r b )—r(r—h)) =—,
(sen 8 (sen O)ga, 1= Tlg' (sen B;.q,5 (sen B;;., —sen 07) —

—sen 0y 5 (sen 8;—sen 8;_y)) = %s- sen hTe (sen 20;4q,5 — sen 20;9,5) =

2 ko X
=3 sen —- sen hgcos20;,
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hallamos

AU=—F, z€0; U=KR(1—sen®)>0, z€y, (33)
donde

K sen kg sen 0,50,
— — Vit ——
=— (2sen20+-xcos28) >0, x = TE

Puesto que la funcién ¢ (@) = (sen a)/c, siendo 0 << « << n/2, es
mondtona decreciente, entonces para » son vilidas las acotaciones
bilaterales 4 |/ 2/n® < % << 1 para cualesquiera que sean ko <C m/2.
La funcién U, en virtud del teorema de comparaciéon del § 3, es
mayorante para la solucién del problema (31) con la condicién homo-
génea y = 0, siendo z = (R, ¢, 0) €y, si #F (z) = |f () |. Esta
desigualdad se verificard, siendo r sen 8F (z) = K (2 sen® 6 -+
+%x(l—2se0?0) = xK >rsenb |f(z)|
Para ello es suficiente suponer

%K = méx | rsen 6f (r, @, 0) |.
@

De aqui hallamos la condicién para K:
 E— n? £
K=Tm§x|rsen ef(r, @, B)|\§m mﬁax{rsen&f(r, o, 8)].
Para U (x) es véalida la acotacién
U@)=U@, 9, 8) < KR << 2R méx |rsen 8f (r, @, 0) |.
w

Aplicando el teorema 1 al problema (31}, nos convencemos de que:
1) el problema (31) tiene la solucién tnica; para ésta es justa
la acotacién aprioristica
mix |y (r, ¢, 0) | < max | g (g, 6) | + 2R mix | rsen 6f (r, ¢, 0) |,
[ o W @
[} f
(34
2) el esquema (31) tiene el segundo orden de exactitud en caso de
que la solucion u del problema (30) como funcién de las variables
cartesianas z;, ®,, x5 tiene en el G las cuartas derivadas acotadas:

max|y(r, ¢ O)—u(r, o, O)|<M (b7 + 45+ AB),
donde M = const > 0 no depende de %,, kg ¥ he.

La primera afirmacién se desprende directamente del teorema 1.

Para apreciar el orden de exactitud analizamos el problema para el
error

Rz=RNz+Agz+Rz=—9(r, 9, 8), z=(r, 9, 0)€0,
z = 0, siendo z € y.
10%
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El error de aproximacién ¢ se ha investigado en el § 1: para éste es
justa la acotacién

9, 9 =0 (2 42T (35)

rsen B

Valiéndonos de la acotacién (34), tenemos
méxiy—ul(QRmaxlrseanﬂr ¢, 0) |, (36)

¥, por consiguiente,
wiéx|y(r, ¢, O)—u(r, 9, 8)| =0 (hi+-hy+hj).
[



CAPITULO 1V

ESQUEMAS EN DIFERENCIAS

PARA LOS PROBLEMAS DE CONTORNO
FUNDAMENTALES
DE LA FISICA MATEMATICA

En este capitulo se forman las aproximaciones de red de los
problemas de contorno mis caracteristicas para las ecuaciones prin-
cipales de la Fisica Matemética. Se analizan los planteamientos de
los problemas de contorno para las ecuaciones de segundo orden,
para el sistema de ecuaciones de Lamé y para la ecuacién biarménica.

§ 1. Problemas de eontorno
para las ecuaciones de segundo ordén

En el presente parrafo aportaremos los planteamientos de proble-
mas de contorno fundamentales para las ecuaciones diferenciales
de segundo orden e indicaremos algunas especies de las condiciones
de conjugacién.

1. Ecuaciones de segundo orden. Como ya se ha sefinlado mis de
una vez, la ecuacién eliptica elemental de segundo orden es la ecua-
cién de Laplace Au = 0, la cual en el caso bidimensional tiene el
aspecto

i 32
ARE?%+'5%=O- (1)

En el § 1 del capitulo I fue mostrado que la ecuacién de Laplace
describe, por ejemplo, la ley de distribucién estacionaria de la
temperatura en el medio isétropo homogéneo el cual no contiene
fuentes interiores, la difusién establecida y una serie de otros proce-
sos fisicos.

Si el medio contiene manantiales interiores, los procesos men-
cionados se describen mediante la ecuacién de Poisson

Au= —f(2), =z = (z;, 2, z,),

donde la funcién f (z) es la densidad de distribucién de las fuentes.
Si la densidad de distribucién de las fuentes no depende de la
variable z3, en una serie de los casos, como se ha sefialado en el § 1
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del capitulo I, la solucién incdgnita tampoco depende de x4, y enton-
ces la ecuacién de Poisson se puede escribir en la forma
2y 2
Au= 'g"'f + gz; =—f(=), x=(24 ) (2)

En lo sucesivo siempre procederemos suponiendo que la solucién
incognita depende sélo de dos variables z, y =, y no depende de =z,
es decir, u = u (z;, ®,). Esto quiere decir que el proceso que se
describe transcurre dentro del cuerpo delimitado por una super-
ficie cilindriea cuya generatriz es paralela al eje Ox,. Con esto pode-
mos considerar que el problema se examina en un recinto formado
por la seecién de dicho cilindro por el plano x; = const.

Para describir los procesos que tienen lugar en el medio no homo-
géneo, se requieren las ecuaciones diferentes a la ecuacidn (2). Asi,
por ejemplo, la distribucién de la temperatura en un medio cuyo
coeficiente de conductibilidad térmica & cambia de un punto a otro,
o sea, k = k (), se describird empleando la ecuacion

Lusoi- (eh ) + 5 (k@ g ) = =1 (2), 2=(en ) (3)

Ademids, si el proceso de distribucién del calor depende de la direc-
cién, es decir, el medio es anigétropo, entonces, con una eleccidn
adecuada de las variables independientes la ecuacién toma la forma

Li=ge (b (&) ) o (B @) s ) = —F @ (&)

donde %, (x) es el coeficiente de GDnductlhlllde térmica a largo del
eje Oxy y ky (z), el coeficiente de conductibilidad térmica a lo largo
del eje Oz,.

La densidad de fuentes puede ser una funcién prefijada del pun-
to z, también puede depender de la solucién incognita u (z). g
densidad de fuentes depende linealmente de la temperatura, al
segundo miembro de la (4) conviene afiadir la magnitud ¢ (2) u. Si la
densidad de fuentes depende asimismo del flujo de calor, el segundo
miembro de la (4) toma la forma siguiente:

—( 4 () ut1(2)).

Poniendo en (4) esta axpresién, obtendremos la siguiente ecuacidn:
a du
= (nEa) +or (’f= x> )+
+"1(-'C) -i- s(x) —g@utf(z)=0, (5)

donde ry=>bk,, ro=>bk.
Las ecuaciones (1) — (4) se pueden considerar como casos espe-
ciales de la ecuacién (5).

Bu
dzy '



§ 1. PROBLEMAS PARA LAS ECUACIONES DE 2° ORDEN 151

A veces, al resolver los problemas, es racional hacer la sustitu-
¢i6n de lag variables independientes de modo que en nuevas variables
el recinto, en el cual se busca la solucién, sea el més sencillo posible.
Esta sustitucién puede provocar la aparicién de derivadas mixtas
en la ecuacién (5). En las nuevas variables (para las cuales conserve-
mos las designaciones antiguas) la ecuacion (5) tendrd el aspecto:

o (k) o)+ (e (-_'c);‘T”;) +om (hau(2) 5) +
o (fe () ) 71 (2 G+ e () = — (@ u+  (2)=0. ©)

Dado que la ecuacién (6) es eliptica, sus coeficientes ko p (x)
deben tomar una forma cuadréitica de signo determinado, es decir,

| gy (2) B 4 (hyp (2) + oy (2)) §18g + koo (2) B} | 52 0 cuando
B+ 830,

Pero esto sucede en caso de que

dleyy (%) Fogg (2) > (g {z) + Koy (2))% ]

La correlacién (6) es la ecuacién eliptica lineal mds general de
segundo orden en el plano.

2. Condiciones de¢ conjugacion para las ccuaciones de segundo
orden. Examinemos el problema de la distribucién estacionaria
del calor en dos cuerpos isGtropos colindantes. Las ecuaciones que
describen la distribucién de la temperatura dentro de cada uno de
estos cuerpos, tienen aspecto (3). Sean k; (x) y uy () el coeficiente
de conductibilidad térmica y la temperatura del primer cuerpo a la
vez que kg (2) ¥ U, {«) el coeficiente de conductibilidad térmica y la
temperatura del segundo cuerpo, respectivamente. Sea que los
cuerpos hacen contacto por la superficie cilindriea §, cuya directriz
€ se prefija a base de la ecuacién ¢ (1, z,) = 0, y los valores de los
coeficientes de conductibilidad térmica ky (z) y %, (z) en esta curva
son diferentes. Supongamos que el contacto entre los cuerpos es
perfecto, es decir, las temperaturas y los flujos de calor de las super-
ficies de contacto de ambos cuerpos son idénticos. Esto significa que
en la curva @ (z;, z,) = 0 deben verificarse las condiciones de forma:

ity

Urg(;l:)—&i (I}=U, fﬁzwf.ﬁ'}—k“

duiy
an
donde n es la norma a . Estas condiciones se denominan condiciones
de conjugacion.

Si la superficie de contacto es un plano, prefijado por la ecuacion

-
x; = 7y, las condiciones de conjugacién toman la forma

(z)=0, «eC,

1=l o
us (24, Ty) —uy (24, 22)=10.

®)

du, ,° duy 2
]53*;:‘-(311 Z) —ky ‘ﬁ(zn 2,) =10,
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En adelante los valores de la temperatura de ambos cuerpos los
designaremos por una letra u y los coeficientes de conductibilidad
térmica, por una letra %. Entonces, el conjunto de los dos cuerpos
se puede considerar como un solo cuerpo que tiene el coeficiente de
conductibilidad térmica discontinuo. Es comodo reescribir las
condiciones de conjugacién (8) en la forma :

w(@ 40, 25)—u(z;—0, )= [u]__a=0,

o (2 ou 2 '- :
kﬁ{x1+0’ xz}—k%(x:—-o, zzJ:[k;Tul x-:=0, ©)

-] o
donde x={(z;, ).
Las condiciones de conjugacion (9) no son las condiciones tnicas
posibles en la superficie de contacto de los cuerpos. Examinemos

s

4;

%

-4, 0o £ 8 A+d X

Fig. 16

otro modelo de contacto. Sea que entre dos cuerpos isdtropos planos
de coeficiente de conductibilidad térmica % (z) estd intercalada una
capa fina débilmente conductora. El contacto entre los cuerpos y
la capa intercalada se considera perfecto. Para sencillez supongamos
que las superficies de contacto son planos y tienen las ecuaciones
z, =0 y z, = 8. Cortemos mentalmente del cuerpo obtenido un
prisma de seccién (fig. 16)

O={—A <z <8+ A, 0<C a2, << Ay},
A base de las (3) y (9) tenemos

o du
uxy (k dzq

)+ ()= =, smte <0
bz <844y, O<ay<<A,, (10)
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2 2.
(423 =, shnte 0t 0

du du
[1&] :xl—n = 0' L 011 x1=4+0 = iz, Lr;=- o 0’

- (11)

e P s
x1=0+0 dxy L:;_:ﬂ-—ﬂ= '

[u] fmno =0, k 0

T

donde & = const es el coeficiente de conductibilidad térmica de la
capa intercalada. Integremos la primera ecuacién con respecto al
recinto —A; << #; << 0, 0.<< 2, << A, y la segunda, con respecto al
recinto 0 << @ <C 2, 0 << 2, << A,, donde z; € (0, ), luego sumemog
las correlaciones obtenidas. Haciendo uso de las condiciones (11),
como resultade obtendremos

Az

S [s o (.ri, Zp) —k

" a 0
elal | o
il

By

du
dry

(—Ay, z) |de+

.
1"2)) dzy+ E':Tg (24, 2)day+

ey B O

+ ? f(=zy, 32)d31]=0-
—Ay

Dividamos por A, esta igualdad y supongamos que A, y A, tienden
a cero:

ega (#1 0)~k (0, 0) (0, 0)+

+Tf (ﬁ—xl)[a—f;—;(xl, Oy +7 (24, O)J dz;=0.
]

Integremos la obtenida correlaciém con respecto a z; entre  y &:

e[u(8, 0)—u(0, 0))—8k(0,

+j{ﬁ—~a:, |_e. (@0 O+ (& 0)]dzi=0,

después dividamos por &, tendiendo & y 6 a cero de modo que &/ =
= » = const. Nos resultara

il
dzy

%[ y=0=1 s (12
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Anélogamente hallamos la segunda condicién de conjugacién

du
. 1

dry |xg=+0 ( 3)

De lag (12) y (13), en particular, se desprende que el flujo calori-
fico en la linea de contacto es continuo

%{u]1x1_0=k

, dw - ;_-,OLL '
02y =40 ary fry=—0
mientras que la temperatura, hablando en general, es discontinua.
Las condiciones de conjugacion (12) y (13) pueden interpretarse
como condiciones de contacto no perfocto. Los cuerpos gue hacen
contacto tienen en la superficie de contacto diferente temperatlura
cuyo salto es proporcional al flujo calorifico.
Para la ecuacidn (3) son posibles otras variantes de las condi-
ciones de conjugacién, entre las cuales destaquemos s6lo la siguiente:

[wi=0, [ko|=—a(x), =&C. (14)

De estas condiciones se deduce que en la superficie de contacto la

temperatura es continua y el flujo de calor experimenta un salte
refijado. Esto quiere decir que en la superficie S estin distribuidas
uentes concentradas con una densidad « (z).

3. Problemas de contorno fundamentales para las ecuaciones de
segundo orden. Procederemos a discutir las condiciones de contorno
para las ecuaciones de segundo orden. Las condiciones de contorno
elementales son las de primer género, o sea, las condiciones del
aspecto

u (@) = g(x), siendo z€T, (15)
donde I' es la frontera del recinto G, en ¢l que se prefija, digamos, la
ecuacién (6). Si se considera un problema de calor, las condiciones
(15) preestablecen la temperatura del cuerpo en su superficie.

Si en la frontera estd dado un flujo (calorifico), entonces tenemos
el segundo problema de contorno. Si el cuerpo es isétropo, es decir,
si el proceso se describe por la ecuacion (3), las condiciones de segundo
género, en concordancia con el § 1 del capitulo I, tienen la forma

k= —g(z), a€l (16)

Aqui n es la normal interior con respecto a la frontera T
En la frontera T' con frecuencia se preestablece la condicidn
de tercer género, es decir, una condicién de la forma

kg_i=“(“—“o)=w—g(x}. zeT, ¢))

donde % (z) y U, (z) son ciertas funciones dadas y g (z) = = () ﬁn (z).
Las condiciones (17) expresan el intercambio de calor entre el cuerpo
y el medio ambiente de acuerdo con la ley de Newlon; en este caso
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% (2) es el coeficiente del intercambio térmico y u, (z) es una tem-
peratura del medio ambiente. Las condiciones de frontera de segundo
género (16) son un caso parcial de las condiciones de frontera de
tercer género (17), siendo 2 == 0.

Para la ecuacién (6) la condicién andloga de la condicién (17)
es la siguiente:

2
Ho= D hadecos(n, s)=m—g@), z€T, (19
o, =1
donde 7 es la normal interior hacia la frontera I' y du/éN es la asi
llamada derivada con respecto a la conormal. Para kyp = kyy = 0
¥ by = kgp = k la condicién (18) se convierte en la condicién (17).
Para la ecuacién (B) o para cualquier caso particular de ésta
puede plantearse un problema con una derivada oblicua, o sea, el
problema de hallar la solucién de la ecuacién (6) que en la frontera
satisface la condicién de contorno
-'-;Ii———xu—-g(.z), z€T, (19)
donde I =1 (z) es cierto campo prefijado de direcciones, para el
que, hablando en general, du/dl no coincide con Ju/dN.
Adema4s de las condiciones de frontera cldsicas de primer, segundo
y tercer género, en la frontera I' pueden prefijarse otras condiciones.
Vamos a obtener la condicién de frontera la que describe el intercam-
bio de calor entre un cuerpo y el medio ambiente segin la ley de
Newton, habiendo en la superficie del cuerpo una capa fina buena
conductora. Para sencillez supondremos que el cuerpo es isGtropo
y su superficie es plana. Sea que la capa estéd situada en la parte
izquierda de la superficie del cuerpo conductor de calor, la super-
ficie izquierda de 1a capa estd prefijada mediante la ecuacién z; = —6
en tanto que la superficie derecha de la misma y la superficie izquier-
da del cuerpo, por medio de la ecuacién x, = 0. Destaquemos on la
vecindad de la frontera un prisma de la seccién rectangular —§ <<
< < Ay, 0<< 2, < A,. Consideraremos que el contacto entre la
capa y el cuerpo es perfecto. Entonces, basdndonos en las (3), (9)
v {17), tendremos

(S5 =@, ~8<a<0, 0<z<dy (20)

L (ki) o (k) = ~f(ah O<m<d,, 0<z<As

axy aI]_
. : i 1 du -
[u] = 0, siendo &Xy= 0, k ?}_ =i '--8-'6_31' i 0, (21)
% 2:1 =xu—g(z), siendo zy4=—3§, (22}

donde 1/e es el coeficiente de conductibilidad térmica de la capa.
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Integremos cada una de las ecuaciones (20) respecto a su dominio
dado, sumemos las correlaciones obtenidas y hagamos uso de las
condiciones de conjugacién (21) y de la condicién de frontera (22).
En resultas obtendremos

A

2
§[#
i}
| | Ay
il

A
+ [T 45% e wdmt | o2 (i (e, ) dot
[ o

- (Asy z)— (@) u (=8, 22)+¢ (@) | dra +

a1
-+ 5 flzy, x2) dxg]d&‘:g =1{.

-6

Dividamos esta correlacién en A, y pasamos al limite para A,
y A, que tienden a cero:

k= (0, 0)—%(0)u(—8, 0)+£(0)-+
i
+ | [+55 @0 0+ (@ 0)]dzy=0.
b

Sea que & y 6 tienden a cero de modo que 8/ = ¢ = const. Como
resultado hallamos la condicién inedgnita de frontera

k%—ko%mxu—g, =0, (23)

Esclarezcamos qué condicién debe ponerse en el punto angular,
si en los lados del cuerpo adyacentes a este punto existen capas finas,
posiblemente de diferente grosor. Sea que el dngulo es recto, su
vértice est4 situado en el origen de coordenadas, los lados son parale-
los a los ejes y el cuerpo se dispone en el primer cuadrante. Desta-
quemos en el entorno del punto angular un rectingulo —8&; << z; <<
< Ay, —B, <z, << Ay (fig. 17). Escribamos la ecuacion, las con-
diciones de conjugacién y las condiciones de frontera:

g (kﬁ.)_q._i_(k_‘?i‘..):—f, siendo O<<z,<A,, O<Caz<CA,,

&z, iy iz Dz,

i Hu

1
T(?’E-FW):_L — Oy =<0, —8<<ap<TAy,
0Ly <Ay, —8o<tay <, (24)



§ 1. FROBLEMAS PARA LAS ECUACIONES DE 2° ORDEN 157

8 1
fu] =0, k%("’“os xz)_TgTu‘(_Q Zy) =0, 0<zp<< Ay,

(25)
1 8
[u] =0, kjj; (i, +0}—-?—652—(x,, —0)=0, O<z,<A,
1 du
‘E—El-':xiu—gh Ty= —§,
—%?i—=uzu—gz‘ siendo &, = —§,. (26)

Integremos cada una de las ecuaciones (24) entre los limites corres-
pondientes, hagamos uso de las condiciones de conjugacion (25)

Xp

4

-3

Fig. 17

y de las condiciones de frontera (26):
1]

Az
1 o
+ | 28y 2 dxz-}-J; k2l (Ay, 7) dzy +

dxy

0 &1
;3
Tt »L g_:;(-tu Ay) dx;‘l‘-gk (21, Ay) dzy—

dzy
Az Aq a4 Aa
- 5 (wju—gy) dzy — j (ot —g5) dzy 5 dz, j F(zy, @) dz,=0.
—da -4 ] —d2

Sea que A, y A, tienden a cero; e, 8, y 8, también tienden a cero,
pero con la condicién de que §,/e = ¢, = const, 8,/¢ = o, = const.
En definitiva obtenemos

U,-g-:-;-+crg%=0, 2,=0, =0, (27)
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§ 2. Aproximaciones de red
de las ecuaciones de¢ segundo orden

En este parrafo se construirdn las aproximaciones de red de las
ecuaciones diferenciales de segundo orden, aportadas em el § 1.

{. Aproximaciones en diferencias de las ccuaciones de coeficien-
tes variables sin derivadas mixtas. En el capitulo anterior hemos
construido una serie de los esquemas para la ecuacién de Poisson.
Aqui examinaremos una ecuacién eliptica de segundo orden més
generalizada, por sjemplo, la ecuacién (4) del § 1:

L= (k@) )+ (@ i) = =T @ ()

Sea ©Q una red uniforme rectangular sobre el plano Oz,%,. En el capi-
tulo TI se ha indicado el procedimiento de aproximacién de los
operadores diferenciales corrientes de segundo orden con los coefi-
cientes variables. Puesto que el operador L es la suma de dos opera-
dores de este tipo, la aproximacién de la ecuacion (1) puede escribirse
de una vez. A saber,

Ay =(ay; Jo, + (@24z) 0= — ¢ (%), 2
donde los coeficientes aq (), @ =1, 2, ¥ ¢ (z) pueden eligirse
como sigue

al{x)=k1(zt—}f71n xz)f @ (z)=h, (z,, 32“"-{‘:‘). (3)
Qa)=j(z), z=(zy T2), wy=1dhy, Xp=ishy

Con esta eleccién de los coeficientos la ecuacién en diferencias (2)
aproximard la ecuacién (1) con el error O (| & |*), donde |k |* =
— ki + R%. El orden del error de aproximacién no se altera al eligir
los coeficientes a, () del modo siguiente:

kg (1, Za) Ak (31—, 73)
@ )

ay{z) =

(4)

ko (Ty, Zod=b kg (21, T, —Ny)
) .

ay {x) =

Asimismo son posibles otras variantes de eligir a, y @. Seflalemos
que, al escribir la ecuacién en diferencias (2) se utiliza el modelo de
cinco puntos de tipo ecruzn.

Ahora sea © una red rectangular no uniforme arbitracia y

4y ) lig-1) PR X
ha=he® =2a* —zs* 7, ﬁa:‘iﬁ_u.
H +1) (t +1) (i)
ht=he® =x* —zq*, a=1, 2.



§ 2. APROXIMACIONES DE LAS ECUACIONES DE 2° ORDEN 159

En esta red la ecuacion (1) se puede aproximar del siguiente modo:
Ay =(agyz,)s, +(ay5 ) s, = — @ (), (3)

donde a,, & = 1, 2, y ¢ {2} se caleulan de acuerdo con las férmulas
(8) & (4). Tengamos presente que

,;("10:}_,,
vy =

*a fig,

La ecuacién (5) puede construirse, por ejemplo, segin el método
de equilibrio seguido de la aproximacién de coeficientes, el cual
se empled en el § 2 del capitulo II para la ecuacién diferencial co-
rriente.

Calculemos el error de aproximaeidn % = Au + ¢ de la ecua-
cién (5) con los coeficientes (3). En virtud de (1) el ervor de aproxi-
macion puede adquirir la forma

2
Yp=Autp—Lu—f= 3 o+ (¢—f),
=1
donde
et g~ () 0

Calculemos .. Tienen lugar las férmulas

5 W ow e grw
w' 0% = U«“{-Tam +—§- “ggg"' O ((hz)®),

L=0,5.)__ . he  dw W otw a
o S 2 Ozy +_8- azk +0 (k)

de Ias cuales se desprende que

1 .5 -0, 8 1 &>
K{wu,o 2 R usa)}=_.“.’.ﬁ+wi(k;)z._k;1 I; + 0 ().

G, @
% ot | Tad
Dado que = (-59—) -0 (h%), la Gllima identidad permile
(] %

representar dw/dz, en la forma
dw o (=050 1 (i Pw 2
m—(w ¥ )1“ g (""u 972, )50:4—0 (h%)-
Suponiendo en ésta w = k, du/dz,, tendremos

() (b 2) iy (), w0 00

Por lo tanto
Vo= (), +0 (), G
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donde

au \"0E) | B du
te=aatty, ~(kage) T 5 o (b )

Apreciemos 1. Como

i3 (=0,5,) '
u= (1t 0,5ha o + 5 o2 ) “LoM),

3z

; B (=0,3,)
W = (=08, 2+ 2 ) T L0 (),

az?,
entonees

au

S

y. por consiguiente,

(=0,5, {(=0,3) 7
o= (ta — & )(j;‘ ) 0 (k). (8)
Considerando (3), para 7, tendremos la acotacién
o =0 ().

De esta manera, si la solucién u (x;, ;) de la ecuacién (1) ticne
derivadas continuas respecto a ¥, y z, de hasta ¢l cnarto orden inclu-
sive, el error \ de aproximacién de la ecuacién (5), la que tiene los
coeficientes y el segundo miembro (3), puede representarse en la
forma

2

¢—j‘ (Madz +¥% W =0 (B +5), Mo = O (k). (9)

2. Esquemas en diferencias para una ecuacién de derivadas mix-
tas y coeficientes variables. Dirijimonos a la ecuacién

2 =
Lu= ? ld_;.:(m (2) 5= ) = =1 (@). (10)

Esta ecuacién es un caso especial de la ecuacién (6) del § 1. Serd
eliptica, si sus coeficientes satisfacen la condicién (7) del
La construccién de la aproximacién en diferencias para la ecua-
cién (10) sobre una red uniforme no ofrece dificultades algunas. Es
facil comprobar que la ecuacién
2

Ay Dt [(hap (@) 5 Jay  (ban (2) yeph 1= —F (&) (A1)

&, fi=1i
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aproxima la ecuacién (10) con el error O {| & |?). Para la ecuacién
(10) indiquemos una aproximacién mas con el misme error

2
Ay = % 2' Ikaay;‘asz -+ (kﬂ-ﬂyxa}?;“] +

=i
+ —1' E [{kc:ﬂy;a}xa -+ (kmﬁyacﬂ);?a + {kaﬂy;a)i‘a =+ (ka.ﬁyxp)xd] — _f (x) L

ap (12)

En el caso de los coeficientes constantes %,y la ecuacién (12) toma
la forma

2
2 kuay; P +("‘12+k21) — "‘.f(a"}r (13)
a=] e

L
donde
v =@ =y "l /(2h,).
T

Ahora construyamos la aproximacién en diferencias para la
ecuacién (10) sobre una red no uniforme. Realizaremos la construc-
cién con auxilio del método de Bubnov — Galerkin (véase el § 3
del capitulo 1I).

Tengamos presente (véase el eapitulo I) qus se llama solucién
generalizada de W; (G) para la ecuacién (10} una funeién u (z) €
€ W} (G} la cual, siendo cualquiera la funcién

v (z) € W3 (6),

satisface la identidad integral

jj é kag ()

G o, p=1

g:a —;ﬂi—dxl dz,= 565 f(@)v(z) drydag.  (14)

Denominemos solucién aproximada de la ecuacién (10) la funcién

u () € V la cual, cualquiera que sea v (z) € V, satisface la identidad
integral (14). Aqui V es un subespacio determinado de dimensién
finita del espacio Wi(®) vy V=1V | Pi’g (&.

Prefijemos un espacio V. Sea Q una red rectangular no uniforme
arbitraria sobre el plano Ozz,, formada por los puntos de inter-
secci6n de las dos familias de rectas

Ty=a{t),  my=afd  ip=0, 21, +2, ...; ¢=112, ...
Estas rectas dividen el plano Oz,z, en lag casillas rectangulares

: ; [() i +1 R
G il ={z = (ay, z,)| x> -gxug:c&“ }}. Dividamos cada una de
11-0285
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estag casillas por una linea que une sus vértices opuestos
(2§, 28%), ({11, 22+ en dos trisngulos (fig. 18, a). Dosig-
nemos a fravés de A*[i] el tridngulo superior izquierdo y[el
tridngulo inferior derecho, mediante A~[i]. Sea G, el conjunto
de todos los tridngulos A™{i] cuya interseccién con el recinto @

a) b)
Fig. 18

no es vacia, es decir, Gy={x|z €A [i], A* il G = @). Entonces,
en calidad de subespacio V del espacio WI((G) tomemos el espa-
c¢io de funciones continuas en & y lineales sobre cada uno de”los
tridingules A®[i]€G),.

Designemos por @ = G, (1 Q el conjunto de los puntos de la
red Q situados en G, y por W = {i = (iy, iy) | z; € @) el conjunto

Fig. 19 Fig. 20.

de los nimeros de tos nodos de la red. Bn tal caso la solucién aproxi-
mada de la ecuacion (10) puede buscarse en la forma

; ('t) = J?;m ¥m; {:C], j= (jlv iz)l (15)

donde {n;} es la base del espacio V.

Prefijemos la base en el ¥. Sea D [i] el hexigono formado por la
unién de seis triangulos A* [i] que tienen un vértice coincidente con
el nodo x; (fig. 19). En calidad de hase en V tomemos un conjunto
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de funciones continuas lineales a trozos, cada una de las cuales
difiere de cero en un solo nodo de la red w. Asumamos que este
valor diferente a cero es igual a la unidad. Por lo tanto cada una de
las funciones de base 1; (z) serd distinta de cero s6le en D [i] y se
prefijard por la siguiente correlacién:

(@D — 2/, z € Dy[il,
(@S < 2,)/R3, z € Dy [il,
(21— 23V by (252 — 2,008, € Dy [1),
M) = G <€Dl g
(za— 282/, z € Dgil,
(A =z )b+ (2= a8) I, 2 € Dyl
0 z € Dy (],
\ p=1; il

El aspecto de la funcién (16) se muestra en la fig. 20. Para una bhase
elijida los coeficientes yy de la (15) son los valores de la solucién
aproximada en los nodos de la red .

Hallemos aquellas ocuaciones a las cuales deben satisfacer los
pardmetros y; desconocidos de la (15). Con este fin hagamos la
sustitucién en la (14)

u@=u(z) y v(2)s=n ().

Como resultado obtendremos el siguiente sistema de ecuaciones:

jg;ﬂ Alyy=d;, iewMm, (17)
donde
2
- - p an
A= 3 l}mﬁﬁﬁﬁmwm (18)
«, =1 G D[]

= [ fidzidz,, i=G, &) j=04 5. (19)
[etabsIgh]

Suponiendo primeramente que los coeficientes k5 son constantes
y empleando ol aspecto de las funciones 1, (z), caleulemos los coefi-

cientes A} para aquellos valores de i para los cuales D [i] — G.
1t
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A base de la (16) hallamos gque

( —14/ky, =z€D,, G z€ Dy,
0, 2€D,, —1/hs, z€D,,
1H"II ‘TEDB! _1-}}351 IEDB;
oy 1/hy, =z€D,, o _ 0, z €Dy, (20)
dxy 0, z € Dy, azy 1/hy, x € Dy,
—1/h1, x€Ds, 1thsy, 2z € Dy,
0' xEDI-b 0! xé‘ojh
1 R L p=1, ..,6

De (18) y (20) se desprende que diferentes de cero pueden ser séle
los siguientes coeficientes:
A5, AN AHEhh ARkt A
A?J',i‘i”l, Aiﬁ;ﬂ—ﬁt.(g-i'
Los célculos muestran que
ffa _ iy (i;_ KT AL )
All‘ig’_ B Y -+ By -+ Ty +'k17 -+

Fag (_f‘_f__{,.ﬂ_i,%-p—zl:—-)—v(ku—l'kn)u

2 \r Ty
i1+1, 1§ k ki k. k k
A = A () R
ig=1,dy _ _ Kap ki g kyg 4 Fgn
iyig e — 2 ( hl + Ry )+ 3 '
k kY A, k k
Apptie 2 (L) 4 i, 1)
fyda—t_ _ kge (BY | By byt
s s e

141, 1g4+1 $—-1, fg—1 Fig—+kaz
At =4l = —""'—‘-“'2:‘—"1—“ ;

Sustituyendo (21) en (17) y transformando, obtendremos

FyatFa -1
Ay=kayz s +kay. 3, % Was + Vi) =5g, ®.

Sean ahora %, veriables. En este caso escribamos la aproxima-
cién en diferencias de la ecuacién (10} a semejanza de la aproxima-
ci6n que acabamos de construir

2
Ay= -;— { 2 [(k““y‘_"‘a) i, +(k¢cyx“)§“] &

a=1

2

+ 3 Wkaawz)z, + kasyz)z )} = —F (a).  (22)
@, B=1
aih
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Calculemos el error de aproximacién 9" = A*z + f de la ecua-
cién (22). Inicialmente transformemos *, sustituyendo, en virtud
de la (10), f por —Lu y escribiéndolo en forma de la suma

2

P =A u_L“=a,§=l Yap,
donde
Yae = [{kaa.ux )“ +(kau“w } ]—'—_" (kaq. Oz );

2 2
‘]’nB—'f!(kua“ )“ + {Frapti ,)x "-6;:(;‘“5?%)’ o= B,
Advirtiendo que
1 (~1,)
g (kastig )g +Cheativy)z 1= (Raa+Ean *)uz )z |
y teniendo presente (6) y (7), hallamos que
Voo = {Tl&m);“ +0 (h3),
mas, comeo
Faa+kaa @

entonces a base de (8)

— 2k =0 k),

Maa =0 (&)
Luego
(aptiz )z +(kapuz )z = {kua lag)e, + 72 T asliz )z =

nthg+hik, 8 (g) kY —r‘l’ha i du
“_“%;E‘l"g e ( B B::B)+ 2hefiy Pk, (k“ﬂa_:g)+
B (WP —hahl g L
T Eﬁlﬁa i i (kuﬂgz%) + 0 (hf 1)
¥, por comsiguiente,
(hg ) kg —hohs o

Yap= __izl-ﬂ},_l:ﬁzLazu( 0Iﬁ)+-_—EE-ﬁl_-_t3:’ (kuﬂ é‘rs)-l-

By (REP—hohy g
_____‘iﬁl‘&a -E( 3 axa)-f-() r‘"}“ﬁa) as%f.

Sustituyendo 1pép en la expresion para y*, hallamos que §* = O (1),
es decir, en el punto no hay aproximacidn.
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Construyamos otra aproximacién de la ecuacién (10). Para ello
empleemos el mismo método, pero el plano se divide en triangules
de una manera diferente, segiin se muestra en la fig. 18, 5). Razonan-
do anilogamente, obtendremos la ecuacién

2
K= b { s )5 btz 4

=i
2
+ 3 ((heavz)z, + (hattz )z )} = —1,
«, P=t (-3 B “a
aFh
cuyo error de aproximacion = = A-u - f tiene el aspecto
2
Y= %ﬁ.
o, f=1

donde Yz =1a ¥
= ht—hy) (hE—h
vap = — Hl =R D (g ) +

Aty ote

(2" hg —REhE 52 u ho (B —hERE 5 &u
Wik, | 02l (k"‘Jl 'aﬁ) R (k“” ?z}') +

+OMRI+ 1), asp,

por consiguients, = = 0 (1).

Utilizando los operadores A* y A=, construyamos un nuevo
operador A = 1/2 (A* + A-) y con su auxilio escribamos una
nueva aproximacién de la ecuacién (10)

2
Ay=g (A +A)y=7 3 lkaats )z, +Cbsaie,)z |+

a={

1
+= [(Fupy ;',ﬂl 5,7+ (kapy ;ﬂ) 3, (kaby ’;:B) 3, (easy %y )=

2
2l
o, P==i
[

=—f(z). (23)
Calculemos el error de aproximacién de la ecuacién (23). Haciendo
uso de las representaciones para i, hallamos que
2
v=Auti= () +V ne=0@), W =0@I+H). ()

OBSERVAGION. En una red uniforme la ecuacién (23) coincide con
la ecuacién (12), construida anteriormente.
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3. Esquema de aproximacion de orden elevado para la ceuacién
de derivadas mixtas y coeficientes constantes. Construyamos el esque-
ma en diferencias que aproxima la ecuacién (10) en el caso de los
coeficientes constantes con el error O (] 2 |%). Para esecribir la ecua-
¢ién en diferencias emplearemos el modelo de nueve puntos del tipo
de ¢caja»., Este modelo ya lo utilizabamos en el capitulo I al cons-
truir los esquemas de orden elevado de aproximacién para la ecua-
cion de Poisson. 5in embargo, resulta que es posible aproximar la
ccuacién (10) sobre el modelo indicado con el error O (| & |% sdlo
bajo la condicién de que los pasos de la red %, y %, se relacionen de
una manera determinada con los coeficientes %y; v %4,. Considerare-
mos que Ky = kg, =1 y &y = k;; = x. Entonces la red Q debe
ser cuadrada.

Primeramente estudiemos el operador en diferencias

Av= B;'-nxl %+ I;L;El"l +x%0 (U;ﬂ’: +D¥l;%) +x (1 —G) (szﬁ?u £ vx.x,);

donde o es un parametro arbitrario determinado. Descompongamos
la funcién Av segin las potencias de k

hE ( a% dv #h? it 3y
M= Lv+735 ( ] T o J+ 3 (ﬁz‘{axg + 5 oa )+

P, 4.
+’%§ka%§;§_+o(m)=

e X
= Lv+ 4 L — 22 (1 —3 (1 — 20) %+ 2x2) ax;‘;xg +-0(h%).

De aqui se desprende que la ecuacién en diferencias
Ary == yE,x: + y§IK:+ # IG {y;ﬂa + y‘»’-'1;|) + (1 -—0’) {yﬁl;’-'.i + y;IIl)] +
2
+5(1=3(1=20)ut+2y; - =—q, (25
donde
r he

aproxima la ocuacidn (10) con el error O (4') con cualquier valor del
pardmeiro .

Mostremos que en realidad la ecuacién (25) no depende del para-
metro o. Es ficil comprobar que

y;1;. = yxlil_kyzlxl;l‘ y#;x, i y‘x-lxl + ky;ﬂ':kt‘

¥, por consiguiente,

yzl;fl % Yaiey= y’;n + y;lxl o+ hzya_hx;ﬂ;gxu'
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Sustituyendo esta correlacién en la expresién para A’y, obtendremos
que

Ny =tz ¥+ 2100z, F0.2) F 05 + 15, +
HY g = W F Uz + 2 )+
+ (G A ) U e, = Vi, Ve,
TRl V) F—;’- (1+ 3+ 21?2) Y e By
Por lo tanto la ecuacién en diferencias (25) toma la forma
Ay=y;, + Yz, P20, 40,20+
Rty = —g.  (2])
4. Esquemas en diferencias para las ecuaciones con los términos

nmenores.
Analicemos la ecuacién

2
2 du [4
Lu= Z‘i[a:u (Fa (@) gm) +ra (@) | = —1(2)  (28)
a=

y construyames para ésta el esquema en diferencias sobre una red
uniforme Q.

El esquema elemental de aproximacién de segundo orden para la
ecuacién (28) es el siguiente:

2
Ay= agi [{aa(z) y'iu)’q.-i' re (T) be 1=—f(2), z=(z;, 2)€Q, (29)

donde @, (z) se calcula, por ejemplo, segin las férmulas (3). Escriba-
mos la ecuacién (29) en la forma

2 aH—!“)-l-a 2 a”l“)

1 a 0 ] Te (+1,)
3, e 5 {(f g ) 1
u=1 =1

i )

En ésta se ve que en el caso de los coeficientes ry, (z) considerable-
mente mayores que los coeficientes %, (z) el principio del miximo
(véase el capitulo III) es valido para el esquema (29) sélo para kg,
suficientemente pequefios. Para evitar esta restriccién, construyamos
otro esquema para la ecuacién (28).
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Reescribamos la ecuacién (28) en la forma

2
iu= 3 (k@) +isfh k@ g = 1@

a=1

y aproximaremos los flujos

— ke (2)

@:a

en los términos mayores y menores de una manera idéntica; entonces
obtendremos

Ay= 2 [« (aayz,

a=1

(+1g)
“YsyFaalz ) | = —F(@). (30)

Es evidente que el error de nproximacién del operador es O (| 4 ).

Transformemos los términos menores del siguiente modo:

re (L) Tat al (Fig) |r“| (+1)
I L e e e il e T

=Je=irel o o o l7al ,
2\#“ a¢yxﬂ+ 2;{“ aﬂ-yxml

(31)
Ta
2ka a“y;a
y designemos -r—“-_%l-umr;;O, ’—“:"_ﬂzrggo, r&=0 cuando

rqe<< 0, rz=0 cuando ro ==0. En tal caso, sustituyendo (31) en (30),
tendremos

ka 2 1+1> 'z
Ay= 2(1 alral ) (aayg oy e obF 9, 4 pie gtz
Pero
hu’!'rcci 1 2
S N M

por eso se puede tomar el esquema en diferencias:
2

1 if b £ .
agiﬁ—( a¥z, )x -i-f‘—'au fo Ye +k Galfz = —f(z). (32)

El error de aproximacién de este esquema es O (| & ?) v, lo yue
es facil comprobar, el principio del méximo para el mismo tiens
lugar cualesquiera que sean k.



170 CAP. IV, ESQUEMAS PARA LOS PROBLEMAS DE CONTORNO

§ 3. Aproximacién de las condiciones de conjugacién
y de frontera para las ecuaciones de segundo orden

En este parrafo se construyen las aproximaciones en diferencias
de las condiciones de conjugac¢ién y de frontera, mencionadas en el
§ 1. Méxima atenci6n se presta a la construccién de diferentes aproxi-
maciones de las condiciones de frontera del segundo y del tercer
géneros. ;

1. Aproximacién de las condiciones de conjugarién. Sea que
el coeficiente de conductibilidad térmica %, (z) en la ecuacién (4)
del § 1

@ u
e (k: (=4, IZ)‘:_-H') +a—:; (kz (24, -”32)??;) =—f(zy, 2} (1)

tiene una discontinuidad de primer género en la recta z; = 0 y se
pide hallar la solucién de dicha ecuacidén que satisface las condiciones
de conjugacién (9) del § 1

u(+0.$2)—'u-(—0,.$3]="-0|
(0, @) g | (=02 2| =0. (@)

azy fu,=—0
Para sencillez supondremos que el coeficiente %, (z) y el segundo
miembro f (z) de la ecuacién (1) son continuos, siendo 2; = 0. Cons-
truyamos la aproximacién de las condiciones de conjugacién (2).
Sea la red tal que la linea de discontinuidad z, = 0 pasa por sus
nodos. A base de la primera do 1as condiciones (2) Ia solucién incégni-
ta es continua cuando z, = 0, por esta razén los valores de la fun-
cién de red la aproximardn a ésta cuando z, = 0.
Escribamos la aproximacién elemental de la segunda de las
condiciones (2)

ay (hy %g) Y, — a1 (0, ) ¥z, = 0,

donde el coeficiente @ () se da, por ejemplo, mediante la correla-
cibn (3) del § 2, es dacir,

i
ay(z) =k (21—, 7)),
v calculemos su error

Y=a (ht! .‘Cz) Uy, — @y [0, -'u“g) H;I:
=ki(+0! zﬂ)"%(‘l‘o‘ xg}—k,(—O. .1‘2} thL:_(*D' xz}..i.,

hy & du hy @ ( Au
+3 9z, ki [ ) xl=+n+ 2 9z, Ky az:)

+0(k)- (3

Xy==0



§ 3. APROXIMACION DE LAS CONDICIONES DE CONJUGACION 1M

Empleando la ecuacién (1), expresemos .. " (J‘slﬂ) a través de
dxy N

7= (la ) ¥ 7(@) v sustituyamos en (3):

b= —h 5o (koo ) =l (2) +0 (k) =
= — Iy (aatiz s, — Iuf (2)+ O (I3 + 1),

Aqui se ve que el error de aproximacifn es la magnitud O (k;), pero,
si la segunda de las condiciones de conjugacion (2) se aproxima por
lag correlaciones

ay (R4, o) Y, — 1 (0, 23) Yzt by (“ﬂ;,)x. +hyf () =0 (4)

el error de la nueva ecuacién ya serd O (hy + hI). Al ser dividida
en h, y transformada la ecuacién (4) toma la forma

(@353 ) + (@2 )y = — [ (2)s

es decir, coincide por completo con las ecuaciones en diferencias (2)
del § 2 para otros nodos que no tienen discontinuidad.

Sea que ahora se requiere hallar la solucién de la ecuacién (1)
con el coeficiente k, (z) discontinuo en la recta z, = 0, siendo cum-
plidas las condiciones de conjugacién (12) del § 1 y (13) del § 1,
es decir,

% 1] Jaymo = by % [u] |aymo = i g (5)

w0 =81 o | Tk s B e WL

Elijamos la red de la misma mauera que en el caso anterior. Esta
vez la solucién de la ecuacién (1), siendo z; = 0, tiene una discon-
tinuidad de primer género y, por consiguiente, funcién de red y (z),
que aproxima la solucién de Ia ecuacién (1) cuando z, = 0, debe
tener dos valores. Designomos estos valores modiante y* (0, z,) e
y~ (0, z5). Escribamos las aproximaciones elementales de las con-
diciones (5)

%y —y)=a (0, )z, % —y)=ai(hy, Tp)Yu,
donde
v, =7 (0, 2 —y (—hy, )

yx.=;—lly (b, @) —y* (0, z2)],
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y calculemos los errores de aproximacién de estas ecuaciones. Para
la primera ecuacién el error de aproximacién es igual a

Yi=%[ul—a, (0, zp) ug =

e hy & u
_x[u]_ki dxy L,,-:._n_t-_‘z- axy ( t 6‘..":,_ )

=~ (3 () +1)

Ty

o TOB) =
e tO=
= =2 (@ )s, + flrimmo+ O (B2 + B3

Similarmente se calcula el error de aproximaciéon de la segunda
ecuacién
k
Yo =% [u] — ay (ky, @p) iz, =—5- [(@225 )y + Fles=ro+ O (] + 13).
De los desarrollos aportados se desprende que los errores de

aproximacién de ambas ecuaciones son las magnitudes O (%)), mas
para las ecuaciones

h k,
x(y+_y-)_aiygl_!.qz‘..(azyi)x’_}.,z_‘f:O’
+ = h +
1 (4 =) — ol e, — 5L (agg? ), — 2 0

los errores de aproximacion serdn O (h? + k2). Dividamos cada una
de dichas ecuaciones en h,/2:

® (g —yTh -y

‘—0!5!;1'—‘_‘_1‘(“2!‘51):‘ = _‘f’ (6)
aft iy, —x (gt —y) e
03, +(a2y3 )x, = — f-

Las ecuaciones (6) se parecen a las ecuaciones (2) del § 2, smpleadas
para otros nodos de la red.

Si para la ecuacién 51}, siendo z, = 0, se prefijan las condiciones
de conjugacién (14) del § 1, entonces, lo mismo que en el caso de
conjugacién (2), se construye su aproximacién de red

(@), + @bz ey = — (0, 7)==, ™

2. Aproximacién de las condiciones de frontera para una ecua-
¢ion que no tiene derivadas mixtas. Comencemos a estudiar las
aproximaciones de las condiciones de frontera. Inicialmente exami-
nemos las condiciones de frontera para la ecuacién (1). Al principio
construyamos las aproximaciones en diferencias para las condiciones
de frontera del segundo género (16) del § 1 y del tercer género (17)
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del § 1. Por ahora supondremos que la solucién de la ecuacién (1)
se husca dentro del rectingulo G = {z = (z;, z,) |0 << 2, << Iy,
@ == 1, 2}, en cuya frontera I' ésta verifica las condiciones de fronte-
ra del tercer género (17) del § 1. El problema en cueslién, escrito
detalladamente, tiene el siguiente aspecto:

aixl(f‘*aa—:)JF?i%(’% 5’7‘;)=—f(z>, (1)

o = oot goa (28), Za =0, o
— ko = tsatt— faa (7)) Ta=la, & B=1, 2, wtp.

Como se sefialé en el capitulo I, la bisqueda de la solucién de la
ecuacién (1), (8) equivale al hallazgo del elemento que aporta el
minimo a la siguiente funcional:

s oy | [l () + bt () =2 @) 0] det

s
=+ 2 iﬂ {[#-0v®—2g-av] |:r“=0 + [%4at? = 2g400] Exaﬂa} dzg.  (9)
=1

El esquema en diferenciag para el problema (1), (8) se cons-
truird segiin el método de aproximacién de la funcional (véase
el § 3 del cap. II).En un recinto cerrado & =G T introduzcamos
una red uniforme rectangular ©= ;X 0y = {x=(z,, z2)1z¢6"t5¢,
a=1, 2}, donde ©g={2¢|Te=iaka, ia=0,1, ..., Na, ha=1/Ng
es la red en el segmento {0, I,]. El conjunto de los nodes inte-
riores de la red ® lo designaremos a través de @ ={z =(zy, &) €
€ ©uy m=1, 2}, donde g, ={zle|ig=1,2,...,Na—1}, a la vez el
conjunto de los nodos de frontera, a iravés de y=ow\©. Sea,
ademds, que

os={2le[, 1a=1,2, ..., Na}, *@a={28?], ia=0,1, ..., No—1}.

Utilizaremos también la designacitn

B { hay, %2€ W,
uz:
hiold, 2a=0, ls
Sustituyamos por formulas de cuadratura todas las integrales

que forman parte de la funcional (9). Para diferentes integrales
emplearemos, hablando en general, férmulas de cuadratura diversas.
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En la integral doble

S ey () (aa—;)zdz=33 j‘ By (24, Z4) (ﬂ%;_;—‘%)-)zdxl day
G 0 0

sustituyamos la integral respecto a z; por la férmula de cuadratura
de los rectingulos centrales mientras que la integral respecto a o,
por la férmula de cuadratura de los trapecios

ik,(x)(%)adz»u
~ 33 m(a-i, ) (:—;(xi—%, ) ) hiha.  (10)
ENTHAE X

En la integral \ i, (z)(

:: )zdz sustituyamos la integral respec-
2

to a zy por la férmula de los trapecios y la integral con respec-
to a z,, por la formula de los recldngulos centrales:

ikz(:r](-(-f:—’)zdznu

~ 3 3 k(ona—3) (35 (a0 2= ) ) by 1)
ENERER P

En la dltima integral doble de (9) empleamos la férmula de los
trapecios para sustituir tanto la integral respecto a x, como la inte-
gral respecto a x4

[1=2i@vdem—2 3 5 {2 mv(z, w)hde. (12)
@ *,E0y 2,£0,

Todas las integrales a lo largo de la frontera se reemplazan por
la férmula de cuadratura de los trapecios:

{
f [(#_at®—2g_qv) |xu=u F(Z4a0®— 284a0) l"a'*aI dzp ~
]

v 2 [(#oot® — 28-uVJ|'x¢=u + {#pat®— 2€+uv)|su-1¢} kﬂ' (13)
wp
Aproximamos en las férmulas (10) y (11) las derivadas por las
relaciones de diferencias:

%:; (_..:’_"fTI' 1;2) ~vs, %_';- (xt, za—L;) ~vg. (14)
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Ahora sustituyamos las aproximaciones (10) — (14} en la (9).
Como resultado obtendremos la siguiente aproximacién de la fun-
cional (9):

Ju(v) = E ﬂxvilh:kz'l‘ 2 aﬂ”&.hihz_'z 2 folihg 4

@Y Xy @, X wg @Ry
]
+ 2 Z [("-ava—zg—av)lzu=n+("+a1”"—2g+m”)|x¢-la] fip, (15)
a=1 G
B

—0.5
donde aa=kf,0 @

De esta forma, el problema de minimizar la funcional (9) esta
reducido al problema de minimizar la funcional aproximante (15).
Pero J, (v) no es otra cosa sino una funcién de muchas variables
v (), %¢ € w. El minimo de esta funcién se alcanza en el punto
v {z) = y (), donde las derivadas primeras de ésta se reducen a cero.

Sea x € @. Calculando la derivada de Jy (v} respecto a v (z),
igualindola a cero y dividiende luego la ecuacién obtenida en 2k h,,
tendremos

(@a¥5 ey + (o oy = — F (3), 2 €. (16)

Hemos construido Ja aproximacién en diferencias finitas de la
ecuacién (1). Esta aproximaci6n coincide con la aproximacién (2) —
(3) del § 2, construida antes.

Sea que 2 €y, # =0, 2,5 0, l,; hemos escogido un punto
situado en la frontera izquierda del rectdngulo y no coincidente con
ninguno de sus vértices, Efectuando los clculos descritos més arriba
¥ dividiendo en 24, la ecvacidén obtenida, ohtendremos
ol Ve, + (@l = ek — g =B £ 2 =0, 2,540, L. (1)
Esta es la aproximacién de una de las condiciones de frontera (8).
Las condiciones de frontera para los lados restantes del rectingulo
se aproximan de una manera andloga.

Por fin, sea que x € y, 2; = z, = 0. Después de hacer unos cal-
culog hallamos quo

Tty t+11)
iRy e
_ hoMoghy%_, hog 1+ Rag.g Ryt -
T Rtk TR Tty 1 T=#=0. (8)
Para los demds vértices del rectingulo se escriben semojantes ecua-
ciones. La ecuacién (18) puede considerarse como“aproximacion
en diferencias de la combinacién lineal de las condiciones de fronte-

oy (+1g,
Ha, - Tty fig oy Ya, =
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ra (8) cuando z, =0 y z, =0. Las ecuaciones del tipo de (18) son nece-
sarias para la clausura de los sistemas de ecuaciones (16), (17).
Acotemos el error de aproximacién de la ecuacién (17)

V= [ai (R, @2) 1y, +k—1 (2auz, Yoy — oo gy + —Ffl-f] L‘_o =

":l[k’ N + 2 N (k’ By ) + 2. Tz, (!2 dzy )-— i
gt f+0<h=+w]

Tomando en consideracién la ecuacién (1) y la condicién (8), halla-
mos que P (0, 2,) = O (| 2 [*. Del mismo modo se comprueba que
la ecuacién (18) también tiene el error de aproximacién O (| k |?).

Estudiemos otras condiciones do frontera para la ccuwacidn (1), Sea que
en el rectingulo G se busca la solucién de la ecuacion (1) que satisface en la
grulnl.ora del rectdngulo las condiciones de frontera del tipo de (23) — (27)

e 1

n mas detalle, sea que

i du i
3;(k133)+7g;(h o)==l ze6, W
du il
I‘“E+E‘F (0_0‘ ('“B}ﬁ,; )=x__au—g_a (zg), za=0, Jidh
fu é fu
—"a‘a"f —a'a (U{-R {=g) a) =Ryglt—Ese (7p)y Fa=lg,
a, =12 a=f,
du du Ju
[ et 85-' +g " Gay ] }Xmgﬂo' [0“-3;-‘-0” o1y ] x!:th_ !
KL= 2=l (20)

d‘n du
[0.; dxy G4 551] ‘n_-_-u % | o 0y — 02 61'; J tﬂ——ﬂea =0
P

Hallar la solucién del problema (1), (19), (20) equivale a la bisqueda del
olemento u (x;, z,) que minimiza la funcional

10 = [k E;)+huﬂzg)—muw]w+
G

gp { [ﬂ_u _ou:_ -+ Hget? —2g_avJ

+ [‘J«z ( a—zﬁ) +”~m"3"'28+u”:|

xuﬂﬂ+

Jam @

Esta funcional difiere de la funcional (8) sélo con la presencia de los sumandos
i

aditivos ‘T.-ga( 925

)2 en las integrales a lo largo de la frontera.
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Igual que al construir el esquema en diferencias para el problema (1), {8),

aproximamos la funcional (21} sobre la ted ® sustituyendo las intograles por
las férmulas de cuadratura adecuadas y las derivadas por las razones en
diferencias. Poniendo en la (21) las aproximaciones de

g 1
v \1 do \*
Pl an oL
Z 5[6'“ 8-‘.3) Ix -=g G'*“(ﬂia)
a=1 -

2
R Oogvt 0ot

donde l:r_&a =0, (zp—Hhp/2), obtendremos

Jaw= D) awtiliat+ D) epkih,~2 3 foh,+

0l xo; mxed 01xKwp
2

b |

+ ) { 2 0tea~ 20 b g (a0 —28-00) [y ) Bt
=1 gﬂ
=y g e g
+ E {U-uv% |1u=g+5+u”;?ﬂ P ka}
wf 3
Las aproximaciones de la ecuacién (1) y de las condiciones de frontera (19;.
(20} se obtienen igualando a cero las derivadas de J, (v), con respecto a v {z),

Escribamos las aproximaciones de las condiciones de frontera (19), (20).
Sea que x €%, z; =0, z; 5= 0, . Entonces,

“I1+ ll)ym+ |' (E-;"'% ﬂg) 9;2 ]xg:

h
=’¢-1F—F-1‘—T: fo 7=0, 350, 1. {22)
Si #;=x,=0, en tal caso

- - i
(4104 el 10) o (4104 A af19) o, =

k h h Ryh
e R LT IR, NPT R P S

Del modo andlogo so eseriben las condiciones do frontera para las partes restan-
tes de la frontora

Empleando el J‘esarroﬂo segn la formula de Taylor, es facil comprobar
que, siendo suflicienternente lisos la solucién y los coeficientes del problema
(1}, (19, (20), las condiciones do frontera {20) y (23) tienen el error do aproxi-
macion O (| & |%).

- Aproximacién de las condiciones de frontera de tercer género
para las ecuaciones de derivadas mixtas. Procederemos a la aproxi-
macién de las condiciones de frontera para la ecuacién (10) del § 2.
Consideraremos que la solucién de la ecuacién (10) del § 2 se busca
en ¢l recténgulo G = {r = (zy, 7o) |0<a, <y, @ = 1, 2}, para
cuya frontera se plantean las condiciones de frontera (18) de! § 1.
120285
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Anotado detalladamente el problema en cuestion tiene el aspecto:

2
@ [}
“laim- (fap 5 ) = —1(2), 2€6, (24)

8
kt:u"?%‘{'kaﬂ"a%=x-au'-g-ns zo=0, a+h,
(25)
4 8
_kuui_kab a:ﬁ =Hyall—Fia, xu=£a‘ m#’ﬂ'

Supondremos que la ecuacién (24) es eliptica y, por esta razén
los coeficientes de ésta satisfacen la condicién (7) del § 1. La auto-
conjugacion del problema (24), (25) no se supone, es decir, conside-
raremos que k, (7) 5% ky (2).

El esquema en diferencias para el problema (24), (25) eonstru-
yémoslo segin el método de aproximacitn de la identidad integral
{véase el § 3 del cap. II).

Tengamos presente gue se llama sclucidn generalizada del pro-
blema (24), (25) la funcién w (z) € W} (G) que para cualquiera que
sea la funcién v (z) € W} (G) satisface la identidad integral
(T 2

3 v
YV D ks 5= | doydzat
00 g B=1
z’

-+ 5 {Hmgtt®] 0,0 - Hor gl | xymat, — Bl ]y — B2l |yt | 2y -
U

iy
4 5 [ %m0 5,0+ % U | 3,y — BT |2yt — E 440 |t | A2z = 0. (26)

1]

La identidad integral (26) se aproxima por la identidad sumadora
sustituyendo las integrales por las férmulas de cuadratura y las
derivadas por razones en diferenciag. Sustituyamos las integrales
a Jo largo de la frontera por férmulas de cuadratura de los trapecios,
las integrales de la funcidn fv per férmulas de los trapecios y las
integrales de las funciones kaﬂ% % por combinaciones lineales
123
de formulas de todo género de los rectangnlos derechos e izquierdos,
o sea,

[ { kap = 2 dzy day ~
1)

oIg Ty
1 duie
oY & ] 2 ;"aﬁ 7 a:u h‘lhz_'— 2 kl’l.s

of xof +, X+,

<1 thu v - u e
+ 3 k=B Rt D) ke e e hiha ).

WTERT M w;xm;

du i
dxp  drg

by +
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Las derivadas en esta correlacién reemplacénioslas por las corres-

pondientes razoues en diferencias. !
Al efectuar dichas aproximaciones, la identidad integral (26)

se cnnvertlra en una identidad sumadora de la siguiente forma:

2 [ Z ko, ﬁu;sux -+ 2 .-’raguxsbx ]hlkz—[-

aﬂ— [0 ), ¥ tw,
+% 5_‘. [kn“x.”xa"f‘ktz“;,vx.'f‘kziumvx”i‘kzzu;.vgjhihz"f' ]
oy X @ ’
o D Uz v, ety +kagus v, Rt hiby —
co*x*m
- 3 f“r“":ka—l—z.[f&zu 8a) Vlzymo (g2l — G42) U]y, ) By +-
Ky Ch

2 Hx-ni*—g-[)UI:.=0+(R+1u-g+;)le.=a,lﬁa=-0- (27}

g
Denominaremos solucién aproximada del problema (24), (25) la
funcién de red y (z) dada en w y que para cualquiera que sea la
funcién de red v (x) incidada en la misma red w satisface la igualdad
sumadora (27). Escogiendo lajuncién de red v igval a la unidad en
un nodo cualquiera de la red ® e igual a cero en los nodos restantes,
obtendremos la ecuacién en diferencias en aquel nodo donde v es
diferente de cero. Seleccionando de esta manera todos los nodos de
la red ®, obtendremos el problema de red que aproxima el problema
(24}, (25). Con esto en los nodos interiores de la red ® obtenemos la
aproximacién de (24), coincidente con la aproximacién construida
anteriormente para esta ecuacion (12) del §2. Enlosnodosde fron-
tera yohtendremos la aproximacién de las condiciones de frontera (25).
Asi, por ejemplo, siendo x; = 0, z, 5= 0, I,, las ecuaciones en dife-
rencias tienen la forma
ﬁ'11+;‘(+ 4 h

1 k'2+k{2-ﬁla’
ETEY B (L ad

F] 2 yE:)x, +
+ [(kaalis )y + (Rigyg )l } =Xy — gy fr 2 =002y 52 0, by, (28)
mas cuando &y =ua,=10,

h Ty K4 i
"‘:‘:"'a ( 3 Y, +fs.zyx,—x-1y - S'-i) +

& Fopt tigh '
doriy (= — vt hasta, — %oy -+ 82) +

hyh
+ W [(Egoln, ey + (Bygllz )z, + 1=0, 2y=2,=0. (29

12+
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Para los demés nodos de la frontera 9 las ecuaciones se escriben de
una manera andloga.

Sefialemos que, siendo k, = kg = 0, las ecuaciones (28) coin-
ciden con las ecuaciones (17) y las ecuaciones (29), con las ecuaciones
(18), con la exactitud del método de calcular los coeficientes.

Es ficil comprobar que, si la solucién y los coeficientes del
problema (24), (25) son suficientemente lisos, entonces, las ecuaciones
(28) aproximan las condiciones de frontera (25) con un error O (k] + h3),
mientras que la ecuacién (29) aproxima la combinacién lineal d
las condiciones de frontera en el punto angular sélo con el error
0 (hy + ha).

Investiguemos con mayor detalle el error de aproximacién de
la ecuacién (29). Mediante la férmula de Taylor hallamos que

__h e hy @ fu du
Y {0 Ul—m[f‘ug-f‘-:;-gl—( “E)‘i'k”a_mz"'

hig Pu ky fu
+= kﬂﬁg —h‘--,u-!—g_i—l +—-“1+"‘s [:kaz -éz-i-
h a . du du 12 8%u
+—2="§;:(3~eza—%) +kzl‘§;+T‘k2i"§;§"“”—au+ g—z_l+
L [ du a Ju 7 3 3
+ iy (e (e o) + 5y (o ) +1 ] +O G+ 1Y),

Tengamos en cuenta que x es la solucién del problema (24), (25).
Entonees,

2 bt
90, )= s T gy ks g + O (B KD (30)

De aqui se deduce que, siendo diferente de cero aunque uno de
los nitmeros k;, (0, 0) ¥ kg, (0, 0), el error de aproximacién en el
punto (0, 0) es O (hy -+ hy).

Mosiremos que, variando los coeficientes de y (0, 0) de (29),
se puede componer una ecuacién cuya error de aproximacién es
O (h* + h%). Ademas hagamos una suposicién complementaria

leyg (0, 0) - kg (0, 0) 55 0. 30
Transformemos la expresiénlglel error de aproximacién (30) eli-
minande en ésta las derivadas ;?f w0, 0y j?,*u (0, 0). A base de
(25) las condiciones de frontera, sienda z; = #, = 0, tienen la forma
u du
kug—rl+k12?="~iu_g-n .
: (32)
i3 du -
ko 52 +kae T = ¥t —
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De aqui hallamos que, siendo #, = z, = 0,

3
%= [Ray (Hoptt = gg) = Koy (%-gut — GV (Ryshins — Feyohzy),
au (33)
Eﬂ (Foap (_gtt— g_y) — lryp (ot — @)/ (g sbony — Fyokay).
El denominador de estas férmulas no se anula, puesto que en virtud
de la condicién de elipticidad (7) del § 1 de la ecuacién {24)
Kyikog — Fygkiyy > (Ry — kop)/4. (34)
Diferenciemos la primera de las condiciones (25) con respecto
a x4, siendo o = 1, y con respecto a z,, siendo ¢ = 2.
a in 8 on d
o (o ) + 52 (b g7) = 5 (v =0

a du a gy @
o o B (o Tor ) = e (s — g2)-

Reuniendo estas ecuaciones, para z; = z, = 0, y la ecuacién (24),
obtendremos un sistema de ecuaciones con respecto a las segundas
derivadas 8%u/dx}, 0*u/dx, 0z, y #*uldz} en el punto (0, 0). La deter-
minante del sistema es igual a

— (foy2 4 Jeog} (Foyglogn = Kokt ) | ymns=ts

y en virtod de (31), (34) es diferente de cero. Esto permite expresar
las segundas derivadas de la solucién incognita en el punto (0, 0)
mediante la propia solucién y su primeras derivadas en el mismo
punto. Mas a base de (33) las primeras derivadas en el punto (0, 0)
se expresan a través de la propia solucién, y, por consiguiente, las
segundas derivadas pueden representarse en la forma

5.
kg == (0, 0) =pas (0, 0) —vay B~
£
Sustituyamos estos valores de las derivadas en (30)
(0, 0) =gy (et (0, 0)—vo) +
+ ey (i (0, 0)— )+ O (1 -+ A3,

De aqui se desprende que la ecuacién en diferencias

k —f—kH'i‘)
;,‘l:f_;l!( - 2“ Ys, +Enys, — 2y + 6"—1)-1'
i k +k‘2+1’)
ﬁr::-’ln( = ) - yx,-+-kg|yx,—x*_;;y+gig)+

hoh
+m [(Fesadtaey ey + (Feag¥i ), 3 1 =100,

+
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donde
* hy * i
“—a=x-u+'1£‘!-lﬂ- g—a=g-a+“§“’ﬂu f==c,
tiene el error de aproximacion O (& + h¥).
Si la red o es no uniforme, segin dicho método de aproximacién
de la identidad integral pueden construirse las siguientes anélogas

de las condiciones {28) y (29):

km-fk(':;’a} vz s it )
+yr¢ +kap _1!_2_B+ “};i [(kﬁﬂyxﬂ) % +(kﬂﬁya'ﬂ};s+

+ (koayx,) 3, + (Raoy ;. Jxy -+ (Rpalic,) 3, + (Keblz )} =

g , ;
== —U.y__g—u_""az'")!v -Ta=0, zﬁ"'}él-h Iﬂ! {";5}

Bt kys HRLELD
k:‘-;k-:.‘ ( = 2“ Ya, + Forglie, — %y -+ 8og) +

I k i 12)
4+ m ( W"+ Yug+ToosYf e, — #pl + g-:!) i

i3 ha
+?M—“1TL5[(klzyx.}n"'{kalyu)x:+.ﬂ=01 .‘t1=l‘2=0,_ (36)
elc.

4. Esquema en dilerencias con orden elevado de aproximacién
para el problema de Neumann. En el rectingulo G = {x =
= (z;, zy) | 0 << x4 << Iy, @ = 1, 2} examinemos el segundo proble-
ma de contorno para la ccuacién de Poisson (que es el problema de
Neumann):

b LT L
AHE(F%._FQ;::“,(x}' IEG,
(37)
d
5i, = B-a (38h 2x=0,
du
- Jzq = —fia (3‘5}, To ==l ﬁ?& . (38)

El problema (37), (38) es un case particular del problema (1), (8),
quakya estudiamos, vy se obtiene a partir de la 4ltima, siendo %, =
Sh=1, Kig =

Reescribamos el esquema en diferencias (16) — (18), que aproxi-
ma el problema (1), (8), con arreglo al problema (37), (38).
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Introduzeamos la desgignacién

2
Tm' v‘u,' Ty = 0;

A= Vi fgr  Fa 50, g, (39)
2
‘—K T-'x v g !a-

Entonces, ol esquema en diferencias que aproxima el problema (37),
{38) se escribira asi:

(KI'I"KIE) y= _{P(z)l

donde
f{x)l xeml
lp(..":)z f{x)‘i'h_i‘g?a{xﬂ)v -TEU;. Z‘a:O, zm xﬂ‘_?éov lﬁv

@)+ grt e 2€0, 2i=0, by 3,=0, b

En el § 1 del cap. IlI fue construida la ecuaciéon en diferencias

6,) (™M

ANy=Ay+Ay+ LR ANy = —¢'(2), z€0,  (40)
donde
Ay = vz & i 2L gy O
el f—l— b + L g

la eual aproxima la ecuacién de Poisson (37) con el error O (A% + RY).

Conslruyamos el esquema en diferencias que aproxima el pro-
blema (37), (38) con ¢l error O (k] - k7). Por analogia a (40) busca-
remos dicho csquema en la forma

= T = Atk
x\yEAly+1\gy+ T;; !

“_\li_\&’/: —@'(x), =€ o, (41)

donde el segundo miembro @' (z), siendo = € ®, debe definirse de
modo que el error de aproximacidn sea una magnitud del orden de
pequefiez el que se exige.

Al suponor @' = ¢, siendo z € @, la ecuacién (41) coincice
con la ecuacién (40) y, por consiguionle, aproximard el (37) con el
error O (hy + hy).

Pues bmn nos resta prefijar @' en la frontera y. Primeramente
analicemos la ecuacién {41), siendo z; = 0 y 2, 5= 0, I,. Teniendo en
cuenta la designacién (39), reescribamos la ocuacion (41) en la si-
guiente forma:

il 15 +h§ i
y11+'"2_2"y;213+ gz yx,x—,x, +Tl =l (42)
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Calculemos el error de aproximacién { de esta ecuacién

e b K B
Pt + g, = Y te O =

Bp 8 | k3 8t T
Tt TaT) Mt dut
B—k} 8% du | hy 4 _—
+'—'i2—‘az—;a—;;-+T® + O (ki - ht).

du h k
=55+ 3 dut+ (

De ésta, empleando la ecuacién (37) y la condicién de frontera (38),
hallamos que

i h o by (W} O B} 3N\ K} Of
“’-—E-t—T‘f—T(a‘ﬁ‘mﬁ‘z“a‘;g) % oz
hi—

hi %y , B ' 4
T B M 0 0 1+ A,
Por lo tanto, para que el error de aproximacién de la ecuacién (42)
sea O (b -+ kj), es suficiente suponer que

Y A L ) Bof | h—h3 oty _
& =Htuamtoa T (3-‘+6a;l BRI )—

U ) hE 8 | h3—h} 3%,
= +5- (e + 3+l 5

siendo 2, = 0, z,550, L,.

Determinemos ahora®’, siendo 2, = z, — 0. Tomando en con-
sideracién la designacién (39), reescribamos el esquema (41) en la
siguiente forma:

hy hy 1 Wi4hg ly o
it i TR Vet E R, e ey @ =0

Calculemos el error de aproximacién de esta ecuacién

(0, 0= e it R s, +
+ I = T i g i g Bt
+(%£}+%§?)Aa+%“%au+"§g§:@%%

L (hirh) B ou ag.uq(a 8 du
T8k, Gx@ 93y | Bhyky

E dx,
d du

+(1—0) 5 ) + O+ O (R +4b) |
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Para transformar la expresion del error de aproximacién hagamos

uso de la ecuaecién (37) y las condiciones de frontera (38):

hyby , 8 B 3f | hi—hi e
$(0, 0= —spipim {0+ (e + 3 - +55 )+

2 M 9f | h3—hide
+; (et o T o)

4 (h3 (A} RE) B, , Ai(Ai+-hE) &g
-hw( 72 . s

2 2 - hi 2 a_ y
+ M S R () —g) %) -0 4O (1 +1) ).

De la forma de la dltima se desprende que el error serd una magni-
tud del orden de O (k} + h3) al suponer que

' ] 2 Ry O hE—h3@2p_. 7
(0, 0)=¢"(0, 0)+5- [g.m-?’é JF}%.H

2 ki of | hi—h3d%.,
G [g-ﬂ"' 6 9z, 12 92 ]"‘

b (AN o 26 | MOLERD ey

112 12 0z, 72 dr}
hi-h% dg_ h§ (b} hE) 3% :
+AEE (1—0) Y O T giendo 2,=0, 2=0,

donde o es el parimetro arbitrario cuya eleccidn racional se aclara
al investigar la velocidad de la convergencia del esquema (41).

Para las secciones restantes de la frontera y el segundo miembro
@' se determina del modo analogo.

5. Aproximacién de la condicién de frontera de tercer género en
la frontera curvilinca (red adaptada). Hasta aqui construimos las
aproximaciones de las condiciones de froutera, que tienen derivadas,
siendo rectilinea y paralela a uno de loz ejes de coordenadas la
parte de la frontera donde se consideraba la condicién de fron-
tera. Enr este punto y en el posterior analizaremos una situa-
cién més general, cuando la seccién de la frontera es curvilinea o
rectilinea, pero no es paralela a ninguno de los ejes de coordenadas..

Sea que en un dominio delerminado G se pide hallar la solucidn
de la ecuacién (37), la cual en la seccién I'y de la frontera G satisface
la condicidn

§§=xu~g(x). zel, (43)

donde n es la direccién de la normal interior hacia Ty, Sea que T,
se prefija por las ecuaciones

Tg =po (f)y LHH<tL Yl a=1,2 (44)
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Para certeza supondremos que las derivadas pg (£) de las funciones
e (£) son positivas y satisfacen las condiciones

0 << mpg ()< p; ()< Mp; () < oo, (45)

& la vez el dominio estd situado a la derecha de la frontera (fig. 21).
Se dice que en el dominio G ostd introducida una red adaptada
{red adaptada a la parte I, de la frontera), si para los valores de z,,
relacionados por las condiciones (44),

dx, los nodos de ésta se preestablecen por
= los puntos de interseccion de las rectas

Tq = fg (L)
=12 i=0; £, .
(fig. 21).
Construyamos la aproximacién de
la condicion de frontera (43) sobre

la red adaptada. Reescribamos la (43)
en la forma

du du
Fig. 21 T, o8l E) h g X

Xeos{n, z,)=xru—g(z)
y construyamos la aproximacién elemental de esta condicién
Yx, €05 (R, ) + Yx, €08 (B, X5} = %y — g.

—_—
[

Xg

Calculemos el error de aproximacién de la ecuacién que acabamos
de escribir

= Uy, 005 (R, Ty)-| 1,08 (N, Zo)— KU+ g=
+ g2
N [g_; +%ST;+ 0 ((hT}z)] cos (r, )+
G4 5 00 Jcon (n, 2 —mut =
+ at g .
= %Lcos (n, zy) 5;:;-—-"—2“- cos (n, ) % +0 ()2 + hi).

Transformemos la expresién del error de aproximacién. Conside-
raremos que el paso ki estd prefijado, pero el paso k; lo determina-
remos partiendo de la condicién

i25‘-(:05 (n, z,)= —-;1,3- cos (n, ;)40 {(h1)2+ h3).

Sefialando que en ¢l caso que examinamos

B

cos(n, )= —_——,
) AT

Ve o=
2



§ 4. PROBLEMAS DE CONTORNQO PARA EL SISTEMA 187

la condicién para elegir 2, puede escribirse de la manera siguiente:
(Riws—haui)/ (2 V BT 17 ) = O (W12 + A3).

Teniendo en cuenta las condiciones (45) averiguamos que dicha
condicidn se cumplird al suponer que

hz=h*ﬁd}+0( rt)?). (46)

Sea que la suposicién (46) se verifica. Entonces, tomando en
consideracién (37), el error de aproximacién se (ransforma del
siguiente modo

-=—2--———au+0 ()2 + 1) =
L /10 (1) -+ ).

De aqui se desprende que la condicién de frontora en diferencias

Yxi€08 (R, Z1)+yzq00s (n, Zp)=ny— (8"1‘ 2]/:7%) (47)

aproxima la condicién (43) con el error O ({(A7)2+ h3).

§ 4. Problemas de contorno
para el sistema de ecuaciones
de la teoria de clasticidad

En el presente pdrrafo se adueirdn los planteamientos de los
problemas fundamentales de la teoria de elasticidad del cuerpo iso-
tropo para el caso de deformacién plana. Estarin construidas las
gcuaciones en diferencias que aproximan las ecuaciones del equilibrio
y las condiciones de frontera que definen las mismas. Todo el ana-
lisis se hard con respecto a un rectingulo de lados paralelos a los
ejes de coordenadas.

1. Problemas planos fundamentales de la teoria de elasticidad.
En el § 1 del cap. I se mostrd que el sistemna de ecuaciones de equi-
librio de un sélido elistico isdtrope homogéneo para el caso de la
deformacién plana tiene la forma (31). Si el cuerpo no es homogéneo,
pero la deformacién permanece plana, en este caso a base del sistema
(30) del § 1 del cap. 1 las ecuaciones de equilibrio tomardn la forma

[(2}1._}_ )6!&1) ﬂq( g::)+0zl( gjf&.).{..f_.( aug)+F,--0

dx, dry
Bz,( g:)-l—az; HGI,)-!-dz (I"' ﬂxl)+a; ((2'!""""‘1} 6u‘)+ Fo=0
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Tengamos presente que las funciones incégnitas u, (z) y u, (z) del
sistema (1) significan los desplazamientos de un punto a lo largo
de los ejes Ox; y Oz, respectivamente, mientras que A (x) >0 y
i () > 0 son los coeficientos de Lamé, los cuales caracterizan las
propiedades elisticas de un sélido.

Para el sistema de ecuaciones (1) puede plantearse el problema
de buscar el veclor u = (u,, u,) bajo la condicién de que en la fron-
tera T del dominio se prefija el vector u (éste es el primer problema
de contorno)

Uy =gy, Uy=g, siendo z€T. (2)

Si en la frontera del dominio se preestablecen tensiones, en tal
caso tenemos el segundo problema de contorno. Las condiciones de
frontera, entonces, de acuerdo con (28), (29) v (32) del § 1 del cap. 1,
tendrin la forma

]-(?&-1-2;1) au' +7* ]‘:05 (m, z)+p (54 oy ) cos (r, z3)= —f1,
3
(f’u1 % = )°°5 (n, z,) -l-( au' +(+-2p) 3 a“* ) cos (n, Z3)= —fo

Oxy
donde n es la dircccién de la normal interior hacia la frontera I'.
Si en la frontera del dominio se dan la componente normal del
vector de desplazamiento y la componente tangencial del vector de
tensidn, entonces, tenemos el tercer problema de contorno

uy cos (n, z,) + Uy 0os (n, ) =g,

Pl- (%‘i:. )cos(n, z,) cos (n, )+ (4)

-+ (§ﬁ+ %i—:) (cos? (n, z,)—cos?(n, ..«:2)}:| =—1.

Para el sistema (1) se plantea con frecuencia un problema mixto,
en el que se prefijan las condiciones de un tipo para unas partes de
la frontera mientras que para otras, las condiciones de otro tipo.

Escribamos las condiciones {3), (4) para el caso en que la fron-
tera es paralela al eje Oz, y el dominio estd situado maés arriba de
éste:

(S22 ) = —fy(z, 0),

dxg diry

xf-’-'~‘-l~+<n4 2n)~"E3-— —falzy, 0), (5

=gy 0 p(FE4 3= —f@, 0. (©)
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2. Aproximacion en diferencias del problema (1), (3). Cons-
truyamos el esquema en diferencias que aproxima el sistema de
ecuaciones {1) con las condiciones de froniera (3) para el caso en que
el dominio es un rectangulo de lados paralelos a los ejes de coorde-
nadas. La construccién del esquema indicado se realizard seglin el
método de Ritz.

Sea G = {x = (2, ) |0 < 2o << Iy, @ =1, 2} el dominio ¥
sea I' la frontera de G. Es facil comprobar que la solucién del proble-
ma (1), (3) en el dominio G, si ésta existe, aporta el minimo a la
siguiente funcional:

B lp
J@) =W@— | | s+ Fous) doy doy—
[
4

"'5 [fi(2n Qug+fi(my, L)yt fo (g O)ug+fa(2y, 1) us) doy—
o

Iz

—‘S [£i40, 22) uy+Fy (L @) uy+fo (0. Zp) g+ fo (I, T2y ] dzy,  (7)

(1]
donde

:'”‘ a Oug \2-
W(u=-ﬁ-§ ey +(7?-:f—]J+

N . duy \2
+Jx(az; % = o) tp (Gt ) Y drdn B
es la energia de defermacion elastica del solido.

Se denomina solucién del problema (1), (3) el vector u = {2y, o),
Ug € WL (G), el cual minimiza la funcional (7).

En concordancia con el método de Ritz aproximamos el espacio
W3 (G) por el subespacio de dimensién finita V' y llamaremos solucién
aproximada del problema (1), (3) el vector u = (Uy, iy), Ug € V.,
el cual minimiza la funcional (7) en el subespacio V.

Construyamos el subespacio de dimensi6n finita que aproxima,
usando el mismo procedimiento que utilizibamos en el p. 2_del
§ 2 al emplear el métlodo de Bubnov—Galerkin. A saber, sea v =
={x‘-——1.'g=($§_i’}, ‘t&lg])lxgm)=inha; hfa:la/Nm Ea.=0| 1; EEEE ] Nu;
a=1, 2} una red uniforme rectangular en el dominio G. Divida-
mos el dominio & en casillas rectangulares de lados iy y Ay y de

vértices en Ioc nodos de la red . Sea que Glij={z=
= (x4, zz)lxa <xu~s~;x5‘ ot ‘} Luego dividamos cada una de las

casillas G [i] en dos tridngulos mediante la recta que pasa por
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sus vértices opuestos (zy1, «v™), (£y'TY, 241, Designemos los
tridngulos izgquierdos superiores a través de A*[i] y los dercchos
inferiores, a través de A~[i]. (La divisién del dominio & en tridn-
gulos se muestra en Ia fig. 22.) Como subespacio V del espacio
W3 (G) tomemos el espacio de las funciomes que son conlinuas
en el dominio G y lineales sobre cada uno de los (ridngulos A%|i|.

X2

Fig. 22

Buscaremos la solucién aproximada del problema (1), (3), la
cual tendrd la forma

 (2) = (@ (2), (@),
- Ni M. —_
12 (.Z‘)= EU _20 Yojyi,Mi iy {..".’:}, a=1, 2, z€G, (9)
=
donde {n; (x)}, ] = (f;, jo) s la base del subespacio V.

Para utilizar (9) preestablecemos la base en el subespacio V.
Es evidente que en calidad de base en el subespacio V puede Lo-
marse el conjunto de las funciones continuas en el dominio G ¥y
lineales sobre cada uno de los tridngulos A* [i], ademés cada una de
dichas funcioneg difiere de cero inicamente en un solo nodo de la
red ®. Congideraremos que m; (z;) = 1. Con la base eligida los
coeficientes yo, de (9) tienen el significado de los valores de la solu-

¢cion aproximada en les nodos de la red .

Estd claro que cada una de las funciones de base w; (z) es dife-
rente de cero s6lo en uno de los recintos sombreados de la fig. 22.
La formula que define la funcién de coordenadas n; (z) para 0 << iy <<
<< N., & =1, 2 (que es la funcién correspondiente a un nodo inte-

rior de la red @) tiene la forma (16) del § 2, donde en virtud de la

uniformidad de la red © debe suponerse que ki = h,. Si un subin-
dice o los dos de la funcién 1),;, toman los valores igunales a 0 6 N,
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entonces la férmula para ésta es fcil de eseribir partiendo de la
correlacién (16} del § 2. La fig. 23 representa las funciones W (x)
en los recintos donde éstas son diferentes de cero,

Hallemos las ecuaciones que se verifican por los pardmetros
desconocidos yq; de (9). Con este objeto sustituyamos u (z) de (9)

en (7), (8). Como resultado obtendremos la funcién J (1) dependiente,
de 2 (N, + 1) (N, + 1) variables yq.

LT Tt 7 Ja
s /%
N y W

Fig. 23

Diferenciando J () con respecto a estas variables e igualando
a cero las primeras derivadas, obtendremos el sistema de ecuaciones
lineales algebraicas mediante el que se determinan los pardmetros
Yai,i,- Dicho sistema tiene el aspecto

N, N, 2 B
S 83 Ao =0uis  la=0, ..., Na, a=1, 2, (10)
#1=0 57=0 p=1
donde
Iy Ig
i oy . an, amy ;o any
%hds 317 il v 1y
AG":': _E 5 [-(l+2f~‘-} e Fr +E-'- 3.“}'3’ (?J:ﬁ JdI1 d.rz,
o 11
v & a n an ()
Bicde i STt Biby Faie T
Aniiit = I_}» o 4 e de, dxy,
o, ﬁ=1v z! ﬂ?&ﬁ,
i a
%hi.=j g Fotiyi, daydas -+ E faig, ds. (12)
() r

Calculemos los ecoeficientes A5, partiendo de las derivadas dn/dz,,
las cuales se definen por las correlaciones (20) del § 2, siendo
hi=hgy. De las correlaciones (11) y (20) del § 2 se desprende que
ARG =0, siendo |i—J[>1 6 (iy—j|>1. Ademis, ABpp bt
-—:Ag};}:l"’_‘=0. Por lo tanto pueden diferir de cero sélo los.
siguientes coeficientes

Bi,i (B, i Biy, taFl B, (=1 Brlo g1 Rig 1, i1
Aau':i:, Azxi'.i, ': Aor.(’.'i,’ J Aui’,:.' " Aui:l, e ' A-m:a, '
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Supongamos que los coeficientes do Lamé % y p son constan-
tes. Inicialmente calculemos A&"i‘l{:. siendo ig==0, Nq, a=1, 2.

. /
gt =22+ 2], amp
At = alidt b= - 02,

A“ : ""_A“‘ =,-1___ M W,
l t 3 hﬂ
AR P A = — g,
At = AR = = (20, (13)
A:iz-:i igHl Aoﬁ,—i‘i.—i=0’ 5il‘ii,'= ‘—‘(?\:'l-l.l),
Agr;:i—’l iy A{Bi:ll,ti t.._.AiSi‘ t, 1 Aﬁi‘:’u-}l ?\.J.g[.l ,

Wi t=1, a1 __ (R
Aﬁi‘:;‘l bt 4B bt +i1).

Ahora caleulemos Aﬂz"’u’, siendo iy 5= 0, ¥;. En virtud de la obser-
vacién_hecha anteriormente pueden diferir de cero sélo los siguientes
coeficientes:

Aﬂ*.ﬂ Aﬂhi Ag‘illgh ]

il i, 0y

. ARugt0, Algh,

Jos cuales son iguales, respoctivamente, a

A“*‘°-_——(x+2p)+ p, as=f,
A}‘-’5=—k—‘u
o I,
Ani " = A = — g (A -20),

ARt = — g (A 2m),
i = h
Am,+1_ n-n‘l%f:n I R 2}; ",
A%t =0, (14)
A
L R
A
LT L Y

iy+1, tHy=1, 0 A 2i,—1, 0 1i,+1, 8 _ I
A2'+ 0= =ds 0" == Atile 0 =4zl =
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Por fin, calculemos los coeficientes AB"‘Z:. que entran en las
scuaciones correspondientes a las figuras inferiores izquierda y

derecha.

Para el punto (0, 0) tenemos

kg

(= Cutn) +5= ), @b,
Ano_ hy ht2p

100 = ==

A 2 ?
A=l Affl——p b
he 2 hy (1,})
4201 by R2p wtl o 480 _g :
200= — 5 Aati=0, Au=0, az=f,
101 M 201
Al =aill==5, AlN=40=%,
it A
Agl]l]=‘-_:;l) G?&ﬁ’
Para el punto (f;, 0) tenemos
N0 B,
A= ey he b
AlNi=10 hy AA2p
ime =TT
h
A=,
Ag§1~1.u=_ﬁ+:.l,!'&_, (16)

2N, 1 ke At-2p
Ainp=— "3

A
Aﬂglg—"' —‘%—il' “;éﬁ!

9N1—1, 0 Ny, 4
Agh 0= AiNh "—‘%

L]
2 1Ny=1,0__ M
AfNi=Aalo =7

Sustituyendo ahora (13) — (16) en (11) y efectuando unas trans-
formaciones, obtendremos:
las aproximaciones de ]as ecuaciones

(A 20) )z e, + 1 )z, + e Wby + ()} =

Atp
2

13-0283

i
L _m@'h (Ill xg)Em, (17}

)+ @05,2. )+ 1 0250, + 200 (adz e, =

1
= (2, Tg) €@,
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las aproximaciones de las condiciones de frontera

B 1)+ (el )+ [ 20) (05,0, + (ot 1) (il = — 2,
(18)

(g, + (- 20) (e, {010 ()sim B B3, ) = — 22,
siendo z€w, zp=0, 2,520, I,

las aproximaciones de las cundiciones de frontera en los vértices
de los angulos

k—]?:jg [(A+2p) Yo)ay+ 4 (2)s,) +-

o e (] 58 (1) (Vo) = — i
T I (s, O 20) (g2)e ] (19)
o e s+ W)l 4 = () (e, =
= — iendo 2, =2,=0
= xR P siendo z;=ua,=0,

=t [0 2) (93, 2 (el +

k. 2
+ P ls () )= — R

h (20)
m{(}"‘f' 21) (Y2)e + M (Ih);.] —

S —

siendo zy=1,, z;=0.

Para las dem4is partes de la frontera las ecuaciones se eserihen
de modo_andlogo a las (18) — (20).

Calculemos el error de aproximacién de las ecuaciones (17 -
(20), las cuales acabamos de construir, Es f4cil comprobar que los
errores de aproximacién de las ecuaciones {(17) tienen la forma

1
Vo (2)= (G e —Fa () +0 (B +4),  z€o.
Mas de (12) se deduce que para z; €

9= { (@) Fo(2) dz,dz,,
G
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pero
{ § @ dziam=iia, | § n@) (@a—za®) doydz=0.
[ G
Por lo tanto, siendo suficientemente lisas F, (),
i
m¢u—Fn($}=0 (hy +h3)
y, por consiguiente,
Yo () = O (b + kY.
Para las ecuaciones (18) hallamos
k.
Yo (24 0)= —fa(z, 0)—_2" Fo (x4, 0)+
+-5§‘:A+O(h;+n:), zy 50, 1.
A base de (12)

9a (@ 0= | Fa(@) ma @) dz+ [ mio (@1, 0) fu (s 01 lay.
G 0
Puesto que

5 5 iy, 0 (7) dz = ' §1 Mo (%, 0) dzg=1y,
G 0

byhy
2

Iy
§ o @4y 0) (m—atf) dzy =0,
(1}

entonces para Fg () v fo (2;, 0) suficientemente lisas
Pa (210 0) = 28 Fo (24, 0) - Ryfa (24, 0) 40 (hy (B34 13)
y, por comsiguiente,
wa.(zh 0)=0(k:+hi- zs£0, .
El error de aproximacién de las ecuaciones (19) toma la forma
— b 2
Ya (0, 0)=—fa (0, O)—griy=Fa (0, Ot 57 9 (0, 0)+
1 8t & a*
Fh ey [ o+ s () 5 g |t

Ohi+h3),  a==f,
13e



1uf CAP. IV. ESQUEMAS PARA LOS PROBLEMAS DE CONTORNO

con todo esto a base de (12)
: i
%a (0 0)={ | 1o () Fa (2) dz+ | g (21, 0) (2, 0)
G ]

l2

+ § Moo (0, @) fa (0 3) dzy =220 £ (0, 0) -0 (h2 4 2.
2

Por esta razon
Ve (0, 0) =0 (hy + hy).
De modo anélogo se demuestra que

Yo {4y 0) =0 (&g + ha)e

§ 5. Problemas de eontorno para las ecuaciones
de eunarto orden

En este pérrafo aducimos las ecuaciones diferenciales funda-
mentales de cuarto orden que tienen lugar en la teorfa de flexién
de las ldminas delgadas eldsticas. Empleando como ejemplo la
ecuacién biarménica, se formulan las condiciones de conjugacién
para ocuaciones de cuarto orden y las condiciones de frontera de
todo género. Las condiciones de conjugacién y las condiciones de
frontera se simulan utilizando como ejemplo primeramente una
ecuacién diferencial corriente de cuarto orden.

1. Ecuaciones de cuarto orden. En el § 1 del cap. T se mostré que
el equilibrio de una limina (placa) delgada homogénea isétropa
cargada transversalmente para el caso de flexiones pequefias puede
describirse aproximadamente mediante la ecuacién

dtw Ftw Hw g
Mw=ga P mmt =7 &

donde w es la flexién de la superficie mediana de la placa; D =
= ER*/12 (1 — v?), el coeficiente de rigidez cilindrica de la placa;
£, el médulo de Young; v, el coeficiente de Poisson; k, el espesor de
la placa y g, la intensidad de la carga transversal.

Si el coeficiente de rigidez cilindrica D de la l4mina no es cons-
tante, lo que es posible, por ejemplo, en el caso del espesor variable
h (z), entonces, la ecuacién de equilibrio, a base de (15) ¥ (19) del
§ 1 del cap. 1 toma la forma

i #w dhw i & | Pw
P wr +var) + o (e v ar) +

+2Ee DT @)

ixy dxg
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Si el material de la placa no es isétropo y, en lo que se refiere
a sus propiedades elésticas, posee tres planos de simetria ortogonales
reciprocamente, entonces, dicha placa se denomina ortétropa. Si
estos planos se toman como los de coordenadas, la ley de Hooke para
un material ortétropo tendrd la forma

T =-lT—§‘.’1-1T (841 -+ VaB22)s 112"—"?_%3:;:'(322+Vi511)1 Typ = Gy,
donde E, y E, son los mddulos de Young: v, ¥ v, los coeficientes de
Poisson (Eyv, = Ezv,) y G, el médulo de cizallamiento (en el caso
de una sustancia isétropa G = E/2 (1 + v)).

La ecuacién de equilibrio de una placa ortétropa homogénea es
la siguiente:

4, 8, a4
Dy +2Ds s + Do S =a, @)
donde
Eh® B3

Di=mi=nys DT ma—ea
Dy=Dwy+2Dyor, Do =Gh3/12.

(Dy y Dy son los coeficientes de rigidez de flexién y Dyor, el coefi-
ciente de rigidez de torsidnm).

Para una placa ortétropa no homogénea la ecuacién de equilibrio
se escribe del siguiente modo:

[kt 3w
+4 Oy Oy Dyor 92y 02, ={q. (‘1)

Podemos escribir una serie entera mas de ecuaciones de cuarto
orden que describen el equilibrio de una placa delgada, tomando en
consideracién una anisotropia mds general, fuerzas en su plano
medio y otras circunstancias. No obstante no lo haremos.

2. Condiciones de conjugacion para una ecuacién diferencial
corriente de cuarto orden, Antes de que formulemos las condiciones
de conjugacién para la ecuacién (1), (2), examinemos el modelo
unidimensional de la ecuacién (1). Semejante modelo es la ecuacién
de equilibrio de una barra homogénea sometida a una carga trans-
versal,

Bwl' (z) = ¢ (). (5)

En ésta B = EJ es el coeficiente de rigidez de flexién; E, el mbdulo
de Young; J, el momento de inercia de seccion de la barra y ¢, la
intensidad de la carga exterior. Es usual denominarse: w, una fle-
xién; w', un éngulo de giro; —Bw", un momento flector y — Buw”,
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una fuerza cortante. Examinemos una barra de longitud I, cuyo
extremo izquierdo tiene la coorderada z = 0 y el derecho, z = 1.
La magnitud

£

W=t S (w")*da (6)

0
se llama energia de deformacion eléstica de una barra sometida a la
flexién. Es facil comprobar que el hallazgo de las solucicnes de la
ecuacién (5) equivale a la bisqueda de las funciones w (z) que anulan
la primeraYvariacién de la funcional

I
Iw)=W—{w()a@ds
0

Examinemos el sistema de dos barras, una de las cuales estd
situada en el segmento [—I, 0 del eje z y la otra, en el segmento
[0, I). Consideraremos que ol coeficiente de rigidez de la harra iz-
quierda es igual a B~ y el del derecho, a B*. Sea que las dos barras
se someten a la accién de la carga exterior ¢ (z). De acuerdo con (6)
la energia de la barra izquierda (derecha) tiene la forma

0 i
W= S!(w')’d.tF (W“=—'§Li () dz).
Sometamos al examen la funcional
t
I(w)=W-4W*— 5 wHz) () dze Q)
it |

Igualando a cero la primera variacién de ésta, esclarezcamos
qué condiciones de conjugacién debe verificar la funcién w (z),
siendo z = 0. Tenemos
8I'= fa‘% 1(w 4 tdw) |12, =

0 t |
=B j w8 dz+ B* | w'bw *dx-_j gowdz .
I<: ) =)
Integrando por paries y suponiendo que 87 = 0, hallamos

1] 1 1
B S wtVéw dx 4 B* 5 w“'éwd.t——s 98w de+

i 0 -t

+ B™ (w"bw* — w"bw)|%; + B*j(w 6w’ — w"dw)|} =0
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De aqui, haciendo uso de la arbitrariedad de la funcién 8w, cuando
z = 0, tendremos

B (08w’ — w"8w) | e — fﬂ‘ ("8 — w"dw) | x=r0=0h (8)
Las condiciones de conjugacién, siendo 2 = 0, dependen del
modo de unidn, en este punto, de las barras, que actian reciproca-
mente. Supongamos que las barras estdn acopladas de modo gue
las flexiones de éstas en el punto z = 0 son iguales, es decir,
w (—0) = w (-+0). ©)
Es evidente que debe verificar a esta condicién la funcién Sw, es
decir, &w (—0) = 6w (-0).
Si supongamos que las barras se unen rigidamente, es decir,
coinciden no sdlo sus flexiones sino también sus ingulos de giro

w' (—0) = w’ (+0), (10)
entonces, la scuacién (8) tomara la forma
(B*W0" | xmp0— B 0" | 4 m0) S0 (0) —
— (B |e=so—B 0" |z==g) S’ (0)=0, (11)
pueste que en dicho caso la funcién 6w’ es continua también.
Utilizando de nuevo la arbitrariedad de la fumcidon 6w (z) y

suponiendo en (11) primeramente 8w’ () = 0 y después dw (0) = 0,
obtendremos

B |1 = B W Jam—0y B'W"|xetp0 = B0 |2=—¢. (12)
Sea gue
B, x<<0,
B, z>0.
Teniendo presente las designaciones ya introducidas
(0] lymo = v (+0) — v (=0) = va — v,

y reuniendo (9), (10} y (12), obtendremos un conjunto completo
de las condiciones de conjugacién en el punto de acoplamiento rigido
de las dos barras

(w) = [w') = [Bw'] = [Bw'"] =0, z=0. (13)

Estudiemos otros modos de unién de las barras en el punto z = 0.
Supongamos, por ejemplo, que la unién en este punto es articulada
y no obstaculiza al giro mutuo de dichas barras (que es una arfi-
culacién perfecta). Entonces, ya no podemos considerar cumplida
la condicion (10) y, por consiguiente, no podemos exigir la conti-
nuidad de la funcién 8w’ en el punto z = 0. En el caso en cuestién

B=B(.z)={
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la ecuacién (8) toma la forma
(B* 10" |xmt0— B 0" | x=_0) Sw (0) —

— B0 |amp0 + B0 |0 =0, (14)
Teniendo en cuenta la arbitrariedad de la funcién Sw (z) y supo-
niendo en la ecuacién (14) sucesivamente iguales a cero Sw’ (—0)
y 8w’ (+0), duw' (—0) y dw (0), 6w’ (-0) y dw (0), obtendremos las
sipuientes condiciones:

(B lxmp=0, B'W'|gmio=B10"|xucp=0.
Al afiadir a estas condiciones la ecuacién (9), tendremos la totalidad

de las condiciones de conjugacion en el punto de unién de las barras
de articulacién perfecta

lw] = w" (—0) = w" (+0) — [Buw*) =0, =z =0, (15)
Examinemos una funcional algo mas general que la (7)
0 i
Iw) =5 [ w5 [ wyrde+
Z1 0 ; ;
(- .
+(pwrt+ser)_ —fqwde g
Aqui o y P son ciertas constantes no pegativas, cuyo significado se
aclarard mas tarde. La presencia del término -Ef-:w“ {0) en la fun-
cional nos obliga a presuponer la continuidad de w (x) en el punte
z = ( mientras que el término % [w']* = % {w' (+0) — ' (—0)}*

tiene sentido s6lo en el caso de discontinuidad de la funcién w’ (x),
siendo = = 0.

Escribamos una variacién de la funcional (16) y transformémosla
empleando la integracién por partes

0 I
81 =B j wVéw de + B* i wWWVw dz —
— 5 gbw dz - B~ (w"8w’ — w"bw)|%y +
=t
+ B (w8’ — w"Sw) {4 o [10'] (8" ]| xmp + Bt s

Igualando a cero la variacién y empleando la arbitrariedad de la
funcién 8w, tenemos para z = 0:

{{Bu"] 4 P} 6wl omp +{ — & [ ]+ B} 81’ [ eommp
+{o [w'| — Bw"} 810 laeat 0 = 0.
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Eligiendo arbitrariamente 8w e igualando sucesivamente a cero
ow’ (—0) y Sw’ (+0), 6w (0) y 8w’ (40), bw (0) y 8w’ (—0), obten-
dremos las siguientes condiciones de conjugacién para la funcién w:

{Buw"|= “ﬁwin—ﬂv 21 lw'] == Bw'lw—-lls 2 fw'] = Bw’|z=+ﬂ-

Restando y adicionando las dos ltimas condiciones y teniendo
presente que w es continua en el punto z = 0, obtendremos el con-
junto total de las condiciones de conjugacién

wl =0, alwl=Bw, [Bu'=0, [Bw"|=—pw, (I7)

giendo z = 0.

Aclaremos el sentido mecédnico de log pardmetros o« y f. Si su-
ponemos ¢ = 0, las tres primeras condiciones de (17) coincidirén
con las tres primeras condiciones de (15); las 1iltimas describen una
articulacién perfecta. Tomando en consideracién esta analogia, deno-
minaremos « coeficiente de rigidez de la articulacién. Cuando
a —-»co, la segunda de las condiciones (17) se convierte en la con-
dicién [w'] =0, y por lo tanto las tres primeras condiciones de
{17) coinciden con las tres primeras condiciones de (13). Mas las
condiciones (13) describen una uni6én rigida de las barras, la cual,
naturalmente, puede considerarse como articulacién infinitamente
rigida, o sea, una articulacién con coeficiente de rigidez @ = co.
Precisamente esto es lo que hemos obtenido.

Cuando B —-co laiiltima de las condiciones (17) adquiere la
forma w (0) = 0. Pero esta condicién significa que en el punto
z = () las barras se sostienen por un apoyo rigido, de modo que p
puede denominarse coeficiente de rigidez del apoyo.

Analicemos ahora todos los casos particulares posibles de las
condiciones (17).

. = f=0.

wl=0, wi=wi=0, [Bw"]=0.

La condicién o = 0 quiere decir que la articulacién es perfecta en
tanto que la condicién B = 0, que en el punto & = 0 no hay apoyo.
Estas condiciones coinciden con las condiciones (15). Aqui w:, =
= w (—0), wa = w (+0).

2, o = const, f = 0.
[wl =0, alw]=Bw, [Bw"=[Bw"]=20

Esta es la condici6én de una articulacién que posee una rigidez finita.

3. a =00, p=0.

La condicién o = oo significa que la derivada w' es continua
en el punto z = 0 y, por lo tanto, la expresién (16) no tiens el tér-
mino correspondiente. De aqui se desprende, en particular, que en
la (16) en vez de las dos integrales puede escribirse una con limites
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~1I y L. Las condiciones de conjugacién tienen la forma
{w] = [w'] = [Bw"] = [Bw"] = 0.

Esta condicién significa que el acoplamiento de las barras es perfec-
tamente rigida, éstas pueden considerarse como una barra. Dichas
condiciones coinciden con las condiciones (13).

4. a =0, f = const.

[w] =0, wi=uws =0, [Bw"l= —puw.

Las tres primeras condiciones indican que la articulacién es perfecta,
pero la cuarta condicidn testimonia la existencia de un apoyo elistico
en el punio de acoplamiento de las barras.

5. o = const, § = const.

[wl =0, alw']=5Bw", [Buw]=0, [Buw"]=—Pw.

Las tres primeras condiciones evidencian que la articulacién
es de rigidez finita a la vez que la cuarta, que el apoyo es eléstico.
6. o = oo, B = const.

(wl = [w'] = [Bw"] =0, [Bw"]= —puw.

Las tres primeras condiciones muestran que el acoplamiento de las
barras es de rigidez perfecta, es decir, que se tiene una barra; la
cuarta condicién indica la presencia de un apoyo eldstico.

7. ¢ = 0‘, ﬁ = 00,

Wiy = e = Wiy = wim 0.

La primera y la tercera condiciones testimonian que el apoyo
de la barra izquierda en el punto & = 0 es articulado en tanto que
la segunda y la cuarta, que es articulado el apoyo de la barra derecha,
En tal caso las barras no se unen de modo alguno y pueden consi-
derarse por separado.

8. @ = const, P = co.

w,zzw":ﬂ, a!u/]=Bw", [Bw']20.

Aqui tenemos una articulacién de rigidez finita y sostenida por
un apoyo rigido perfecto.

9. a =00, f = oo,
wy = wg =10, IW'] = [Bu'] = 0.

La barra se sostiene en el punto z = (} por un apoyo rigido per
fecto.

3. Condiciones de conjugacidn para las ecuaciones de cuarto orden
con derivadas parciales. Dirijimonos ahora a la ecuacién de equi-
librio de una placa (2). Examinemos una placa isétropa rectangular la
cual en el plano Ozz, ocupa el recinto Gy = {z = (7, 2») |0
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Lz Lly, o =1, 2}). Como ya se menciond en el cap. I, la energia
;ie deformacién eldstica de una place, al flexionar ésta, tiene la
orma

Pw w

wet { [ D{awr—2a—v[ 5 55—
[

. ( 73%3;; )EJ} daydz,.  (18)

Sea que la placa en cuestién estd unida rigidamente por el con-
torno z, = O con la barra, que la sostiene y cuyo coeficiente de
rigidez de flexién es B* y el coeficiente de rigidez de torsién es C*.
Ya hemos seialado que la energia de deformacién eldstica de una
barra, al flexionar ésta, es

N
-;—_E B*(%”})zdxz; (19)

recibe el nombre de energia de deformaci6n eléstica por torsién de
una barra la magnitud

iy
5 i ¢ (5o) " do (20)

Adicionando estas expresiones a (18), obtendremos la expresién de
la energia de una placa apoyada por una barra
iy [y

W*=%i _E D{(Aw)t_.z(l—v)[%%— aj:—;"%)z]} dzydzg -+
1y

+4 15 ()40 (555) a0

Examinemos una placa mds, que ocupa el recinto
G.= {x = (x:n zl)n _11 < xr-éOu 042341,}

y esté apoyada por el contorno z, = 0 mediants una barra de rigide-
ces B~ y C-. La energia de esta placa es

0 i
vt ] § o worms o [ 35 B (5)']) e

3 [ (55 +0 (s5) Lot @D
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Juntamos estas dos placas por una articulacién determinada
y consideraremos que la energia del sistema obtenido es

wew st (a2 her) o o
q

En ésta, igual que en la expresién de la energia para el sistema de
barras, @ es el coeficiente de rigidez de la articulacién y B, el coefi-
ciente de rigidez del apoyo, el cual quizas se encuentra por debajo
de la articulacidn.

Escribamos la funcional

Il
I(w)=W— j _( g(z) wdz,dz,. (24)
i
Hallemos su primera variacién e igualémosla a cero. Transformando

la correlacién obtenida con auxilio de las férmulas de integracion
por partes ® introduciendo las designaciones

M(@)=—D(Zx+v5).

o (25)
_ g 8%w i) 7 . aw
Qi (z)= el (E-—l-vm) —25-(1—v) J"J——--w——-aw,,_..== .
tendremos
Iy
- S0 = e
5[_ i {Ml 31[_ awL’,H-{-D Qiﬁw’x;=+0 M‘ 61'1 6le=-—D+
a2 + A4
+Qi6u? x:-—o-’.‘a.}- [B -ﬂa—) bw :1=+ﬂ+
* ~ P*w i w il
+d—f§' (B d_ﬁ-)aw =m0 Oy (ChN Oy G2g ) rrn =0
a - w a
N -6"3; ( G403y ) -Er,_; xy=—10 o
e Jw a a
+a ["a'Er L,=+n“ 7 x.=~e] fmﬁ“’LFw“'ﬁ;aw x,=_o] +

-+ ﬁwﬁle:u} dzy 4 ..o,y

donde los puntos suspensivos designan los términos que no se refieren
a la articulacién. De (23) so desprende que la funcién w (z) debe
ser continua cuando z; = 0 y, por consiguiente, debe ser continua
asimismo su variacién Sw.
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Igualando ahora sucesivamente a cero los coeficientes de 6w,

]

_— — S btenem
i dw L.=+f- ¥ S LF-D' obtenemog

i, =bv+ 2 {B+5) 52},

® {;_::'J A = ay +‘£‘; (C‘ a:j::, ) ay=+0"
9.

@ [ 3:1 J x,=0= _Ml_Fg; ( i z’i:lc‘.‘wxs) g

Las condiciones de conjugacién seran més simétricas, si escribimos
en vez de las dos iltimas correlaciones sus semisuma y diferencia.
Afiadiendo a éstas la condicién de continuidad de w cuando z, = 0,
tendremos [w] = 0,

(& ]=2 {2 (G +o 5 o+ 2 (T ) Lt

M G [ (o) | N NG

[o{G+v&0)]=—{& (C ) et

+73‘-2T @ dia;;n ) LF’—“} .

[%D(%H%:—‘;)-pz%u—v)u P =

A, dxy

i - 8%
=—fpw—7z (B*+B Ja_;;'
siendo #, = 0.

Empleando las designaciones (25) para abreviar la anotacién, escri-
bamos los casos particulares mds interesantes de las condiciones (26).

Il.a=o, f=8f=Ct =0,

&
(] = §]=[Mi]={01}=0 cuando z,=0.
1

Estas condiciones expresan el hecho de que las placus se unen

rigidamente. Dichas condiciones pueden reescribirse asi:

dw o e = é 8w s + —
[w)= _.E;]_[Dm_ _[E-Dm]_ﬂ, siendo z,=0.

2. mmﬁgﬁ! B"=B—=B, Cr=0C-=C.

a tw Pw , Pw
lw]=M1'—FE(C-——Ma%) o =0 (Q=25%Bo%

Aqui tenemos dos placas idénticas acopladas mediante una arti-
culacién ideal, ademas, sus bordes lindantes con la articulacién
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estdn dotadas de nervios de refuerzo, los cuales estan a favor tanto
de la flexién como de la torsiém.

3. a= o0, p=0, B*=B =B, C*=C~=C.
wi=[5= =0, M1=2%(c;22-),

dzy dz; 9z, . .
[4 *w
Q= —2?3 (Ba—xg) .
Estas condiciones corresponden a una placa entera dotada de un
nervio de refuerzo, .
4, a=p=C=C*"=0, B*=B"=B8,
&8 i
(W) |0 = M, |zmn0=0, [Q)=25xBor

siendo a;=0.

Estas condiciones difieren de las condiciones 2 en que loz nervios
de refuerzo no estén a favor de la torsién. En este caso las placas
pueden considerarse no como acopladas rigidamente con las barras
que las refuerzan, sino como apoyadas en éstas.

5. a= o0, p=C"=C*=0, B*=B"=B,
" w vy g #*w
wl=[Par]=0 =25y (B5).

La barra sirve de apoyo para las placas acopladas rigidamente
(o0 sea, una placa entera).

4. Condiciones de fronfera para la ecuacién de equilibrio de
una barra. Escribamos las condiciones de frontera para la ecuacién

(5) en el punto z = 0. Adicionemos a la expresién de la energia
de una barra (6) dos sumandos

SwOr v 2w

y consideraremos que su energia, cualquiera que sea el modo de
fijar la barra en el punto z = 0, adquiere la forma

lw)=

L
w=3 | wpde+5 @ Op+4 ). (<73
0

Ahora escribamos la funcional
1

1(w)=w_i 9(2) w (z) dz,

calculemos su primera variacién e igualémosla a cero. Al transformar
empleando la férmula de integracién por partes, tenemos

!
8I=B 5 wIV8w dx + B (w"dw' — w"6w) | L+ (o' S’ + Pwdiw) | o0 =10
[1]
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De aqui hallamos del modo comin las condiciones de frontera
—Buw + av' =0, Buw” 4+ pw=0. (28)

Analicemos los casos particulares de las condiciones de fron-
tera (28).

1. @ = f = co. La flexi6én y el dngulo de giro se reducen a cero.
Estas son las condiciones de una sujecién rigida

w=uw =0.

2. o= 0, B = oo, La flexién y el momento flector se reducen
a cero, Tenemos la condicidn de un apoyo articulado
w=uw"= 0.

3. @ = B =0, En este caso se reducen a cero ¢l momento flector
y la fuerza de corte, Tenemos las condiciones de un extremo libre

w=w" =0,

4, oo = oo, B = 0. Se reducen a cero el dngulo de giro y la fuerza
de corte. Estas son las condiciones de simetria

w =w" =0,

5. @ = const, p = co. La flexi6én es igual a cero y el momento
flector es proporcional al 4ngulo de giro. Esta es la condicién de una
sujecién eldstica

w=10, —Bw = aw' =0,

6. & == 0, f§ = const. El momento es igual a cero a la vez que
la fuerza de corte es proporcional a la flexién. Esta es la condicién
de un apoyo eldstico

w =0, Bw" + pw =0.

Los casos particulares aducidas de las condiciones de frontera (28)
nos dan pie a considerar o como coeficiente de rigidez de sujecién
y B como coeficiente de rigidez de apoyo.

5. Condiciones de frontera para la ecuacién de equilibrio de una
placa isétropa. Dirijimonos ahora a la ecuacién de equilibrio de
una placa is6tropa (2) y deduzcamos para ésta las condiciones de
frontera. Examinemos una placa rectangular la cual ocupa en el
plano Oz;z, unrecinto 6 = {z = (z), ;) | 02y < Ly ¢ =1, 2}.
Supongamos que su borde para z;, = { esti provisto de un nervio de
refuerzo cuyo coeficiente de rigidez de flexién es igual a B y el
coeficiente de rigidez de torsién, a €

Escribamos las condiciones de frontera para la ecuacién (2)
cuando z, = 0. La energia de la placa, sin atender el nervio de re-
fuerzo y el procedimiento de sujecién de frontera, se expresa por
la correlacién (18); la energia de flexién y la de torsién del nervio
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de refuerzo, por las correlaciones (19) y (20), respectivamente. Al
fijar la placa por el horde z, = 0 emplaando uno u otro procedi-
miento, admitamos que la energia de ésta es

R

W=g | [ {Dwp—20—v D[ 25 28— (20—)"]}dz,dzs +

2] ax, o,
2% 1 2

ﬂ {B(G) +¢(35) )t

Ly
"'%j; {a(7=) +Bu),  dm. (29)

Ahora escribamos la funcional

Lola

I(w)=W—-£ 5 g (z) w(2) dzy dz,,

calculemos su primera variacién e igualémosla a cero. Efectuando
las transformaciones corrientes y anotando sélo los términos que
se refieren al borde z; = 0, tendremos

ar:j{—u( g:;“ +v%§-)%sw+(3§rﬂ(a—’*}+ g;‘;)+

+2% \r}D a: Gx )ﬁw+—§-B-—§-6r ——-E—(C—‘?—.w—) X

9z, 0z,

X — B+ a-——6w+ﬁwﬁw} da:z—]—... (30)

3 ax
Igualando a cero sucesivamente los coeficientes de —Gw y 6w,
obtendremos las condiciones de frontera
cwr-P(GF+var)tar(Cuag). o0
£ D(E v se) 4ot —9) D= —bu—r B L

siendo z, = 0.

Eseribamos los casos particulares mds importantes de las con-
diciones (31).

1. @ = P = oo. Tenemos el caso de un borde rigidamente sujetado

!U"“?=0 (32}
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2. a=C=0, p = o0. Este es el caso de un apoyo de arti-
culacién

d*w P
) w=210D (a—ﬁ‘Jr“\v'—a;{) =0 (33)
[}
=g =0, (34)
a=f=B=C=0. El borde de la placa es libre
itw Pw
D(W"'“?ﬁ') =0, (35)
a *w i a 9w
2 D (G +vaF ) + 2 (=9 D=0,

4. o = oo, p =B =0. En este caso las condiciones (31) se
convierten en las condiciones de simetria

dw P .
T = '[j';f' =0, (36)

5. w = f{ = 0. La placa tiene nun borde libre dotado de un ner-
vio de refucrzo.

Detengamonos, ademis, sobre las condiciones de adaptacién
en los dngulos de la placa, Con este objetive anotemos Ja expresién
de cnergia para la placa rectangular reforzada mediante nervios por
los lados oy = 00 y 23 = 0 y de cierto modo fijada por estos bordes.
Denotemos los parvimetros referentes al borde z; = 0 a través del
subindice —1 (por ejemplo, &) y los roferentes al borde zo = 0
a través del subindice —2 (por ejemplo, B_,). La encrgia de Ja placa
tendrd la signicnle forma:

iy
£ i ; oy 2 @ \2 dw |2
e § (o () ) o ()

iy

H
L
1 d%w y 2 A 2
2 _ = A -
-+ By }xl={" day + ) l {B'z( aa} ) +Ca ( dz, 6‘::,) £
dw \2
il 2
toe (5 ) +Baw?)
donde W se define mediante la correlacién (8). Escribamos como
siempre la funcional 7 () y calculemos su primera variacién. Igualan=
do a cero aguellas expresiones sumadas, las cuales se refieren al
punto z; = z, = 0, tendremos

ud‘rh

a4 w 4§ a 0w

Pw d
ey diy drg dry

K] 7w . #w
-.-I—'g';:B_z Fﬁaw-—-c.z'ax—laza—ﬁw=0- (37)

FPw” 8
bw—B_, -‘Ef—a Giw 4~

14—0285
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Luego, igualando a cero los coeficientes de &w, a—g—ﬁw v —0-2—6;0,
& v 2
obtendremos las condiciones de adaptacién, siende z,=z,=0,

FPw J a’w i} it

2(1 —-‘V} D '-—‘—‘—-'axl 6“13 - M&:B"l_{(ﬂ +-—&;B-=—a—;§— =0,
#w #w #w Fw

By 2] +Ca dxy 0z, =0, C, dx; 0z, + 5. gz} 0

(38)

Estas condiciones se plantean sélo en el caso de que los propios
8w, -‘%Gw no se reducen a cero. Si, por ejemplo, dw = 0, la pri-
@<

mera de las condiciones de adaptacion (38) se aniquila. Cuando
B =C_, =0,a =1, 2, tenemoslainica condicién de adaptacién

3(d ) D LB, (39)

0xy dz,

OBSERVACION. Dado que en ninguna parte no teniamos en cuenta
el trabajo de las fuerzas exteriores en la linea de fijacion, todas las
condiciones de frontera gue escribiamos han resultade homogéneas.
Tomando en consideracidn todas las fuerzas indicadas llegamos
a unas condiciones no homogéneas.

§ 6. Aproximacién de los problemas de contorno
para las ecuaciones de cuarto orden

En este parrafo construiremos las aproximaciones de red de las
ecuaciones de equilibrio, de las condiciones de conjugacién y de las
condiciones de frontera, analizadas en el parrafo anterior. La construc-
cién de las aproximaciones de red se efectuari segin el método de
aproximacién de una funcional (véase el § 3 del cap. 1I).

1. Aproximacién de las ecuaciones de equilibrio de una placa.
Examinemos la ecuacién de equilibrio més general de las escritas
en el parrafo anterior, que es la ecuacién (4) del § 5 para una placa
ortétropa heterogénea. Supongamos que la placa es rectangular
y ocupa un recinto G = {z = (zy, z,) |0 < z,<!,} del plano
Ozxyz;. La energia de deformacién elistica de la aaca ortétropa,
sometida a la accién de una carga transversal, se prefija por la
correlacién

2w 2w

W ()= i j: {2, (—5;5-)"’+ D, (?;g“) +

8y ot 2 2
+ (Dova+ Dav) T2 +hDor ()} dmidan (1)
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Examinemos la funcional

!
I(w)=W{w)—§ jq(x]w(x) dz, dz,. (2)
00

Es ficil comprobar que toda solucién de la ecuacién (4) del § 5
reduce a cero la primera variacién de la funcional I (w).

Introduzeamos para el recinto G una red uniforme rectangular
® =W, X oy, donde wa={xa=x3°‘)|, x:“)michu, te=0,1, ..., N},
y aproximemos sobre esta red la funeional (2), (1). Como nos interesa
s6lo la aproximacién de la ecuacién (4) del § 5, para sencillez supon-
dremos que la placa estd apoyada por su contorno, es decir, satisface
las condiciones de frontera (34) del § 5.

Sustituyamos las integrales de los tres primeros sumandos en
la correlacién (1) y la del dltimo sumando en (2) por férmulas de
cuadratura de los trapoecios; la integral del Gltimo sumando cn la
correlacion (1) se sustituye por una combinacién lineal de férmulas
de cuadratura de todo género de losz rectingulos. Atendiendo las
condiciones de frontera (34) del § 5, tendremos

52w Pw Jw

SO N E SRS Y2 T

T‘%{ z Dtur(%lzkikz“" 2 Dtor(ﬁf_:’—za')zﬁi}h"‘

of xef wf x+wa

] 2 ) 2
+ 3 Duoc(g25er) bt 3 Duor (goger) hika)s
+o,x 0% syt

=,

. 1
_" g (z) w (z) dz, drg ~ E t}wkikz.

Ahora aproximemos las derivadas por razones en diferencias. Sea que

S

axl’x G wxuxa.,

pero las derivadas mixtas en cada una de las sumas se aproximaréin
de modo que sea posible realizar 1a suma correspondiente para las
funciones preestablecidas sobre w. Sustituyendo dichas aproxima-
ciones en (2), obtendremos la siguiente aproximacién de la funcional
140
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I (w):
() =Whn(y)— ; q (2} y (z) hihg,

Wi () =5 SUD: vz . )2+ Delys,. )+ (Dive + Deva) ¥z, Yz, Y oslia +

+'i‘{ Z Dtor(U;,;,}zklhz'l' 2 Dtor(-’f&'.x,)zklk?"l_

. | +
Gy X Gy @y Ay

+ 2 Dyor U)‘x,;‘)zkika“i" Z Dyor (Umx,)? fhha}.

@K 07 Xk

15 (9) es una funcion de las variables y (z), siendo & = z; € .
Calculando sus primeras derivadas e igualdndolas a cero en los
puntos a, siendo i, =2, 3, ..., ¥, — 2, obtendremos las apro-
ximaciones de la ecuacidén (4) del § 5:

(Di(Ys,, 1~ Yoz, Dz,e, + (Do (5, + V405, V5,0, +(Pt¥3.3 )2, +
I fﬂl.ory;‘g,)x.x, + (Dt.oryx‘;,)glxl +(Dy oryx.x,};l;‘ =q. (3)

Si la placa es homogénea, la ecuacién algo se simplifica:
Dz ozt Doz v 20, V2055 50, = O (4)
donde
Dy=Dw+2D4-

8i, ademas, la placa es isétropa, o sea, Dy =Dy, =D, =D,
entonces, tenemos la siguiente ecuacion:

ﬁiy = y;lxl;l:l + 2"";‘1’&-:‘: + y;f"tzlx: - ng. (5)

No es dificil comprobar que el error de aproximacién de la ecua-
cién (3), siendo bastante lisos los cocficientes y la solucion que se
aproxima, es O (k! + hi).

2. Aproximacién de las condiciones de conjugacién para una
ccuacién corriente de cuarto orden. lgual que en el p. 2 del § 5, exa-
minemos el gistema de dos barras una de las cuales on estade no
deformado ocupa un segmento {—I, 0] del eje Ox mientras que la
otra, el segmento {0, I] del mismo eje. Sean B~ y B* los coeficientes
de rigidez de la primera barra y de la segunda, respectivamente,
a la vez que las dos barras se someten a una carga de intensidad
q (z). La forma de dichas barras en posicién de equilibrio se describe
por la ecuacion (5) del § 5, en la cual debe ponerse B = B~ para la
primera barra y B = B* para la segunda. Supongamos que en el
punto de unién # = 0 de las barras la funcién de flexion w (z) de
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las barras satisface las condiciones de conjugacién (17) del § 5:
[w] = 0, « ['] = Bw", [Bw']l =0, [Bw"] = —Puw,
siendo =z = (. (6)

Nuestra tarea consiste en la construccién de las aproximaciones de
red de estas condiciones. Con este fin introduzeamos en el segmento
[—?, Hunared uniforme w = {zr =2 = ih | i = 0, &1, ..., =N}
y aproximemos sobre ésta la funcional (16) del § 5:

[} I
I(w):% S (w”}zda‘:—f—%— 5 ('Y dz+
-1 0

1

H(gwrrbe), e @
=1

de la cual hemos obtenido las condiciones de (1). Designemos median-
tew={z; |[i=0, &1, ..., (N — 1)} el conjunto de los nodos
interiores de la red , med:ante Wi, = {r; | i = —1, —2,

— (N — 1)} el conjunto de los nodos inleriores de la red si-
tuado en el segmento [—I, 0], medianto @qer = {2, | i = 1, 2,
eoo N — 1} el conjunto de los nodos interiores de la red quc se
contienen en el segmento [0, I). Puesto que nos interesa sélo la
aproximacidon de las condiciones de conjugacién, para sencillez
supondremos que, cuando # = s/, se verifican las condiciones de
un apoyo articulado

w=w"=0, siendo z= 4l
Aproximaremos las integrales de (7) empleando las férmulas de los

trapecios. Tomando en consideracién las condiciones de frontera,
tendremos

!
I qudz ~ D q(z)w(x)k,
- @

]

J wrpde~ 30 pat i 3

@y
{
f@rde~ 3 @rn+wiary,
o “der

donde
wiz =w" (—0), wer = w" (+0).
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Poniendo ostas aproximaciones on la expresién (7), obtendremos

1)~ {8 5w Ph+B 3 k=2 g (= w(nh)+

Oy Oder o
donde +Ia+-gw3 (0), (8)
Iy= {5 (0l 25 (whar) + 0 [0 1 [emo . (9

Para 2 € @z ¥ = € wger sustituyamos las derivadas w” por las
segundas razones en diferencias

W'~ e, siendo z€ o, Gger,
el métode de aproximacién de las derivadas en el punto z = 0
lo estudiaremos de modo especial.

Al principio examinemos el caso en que el coeficiente o es finito
¥ no es igual a cero. A partir de las condiciones (6)

B (whu)f + B (whee) = (5= + 5 ) (Bwlay=
= (7= v ) @ [0 Lemo.
Sustituyendo esta correlacién en la (9), obtendremos
A (RS ST o) [T

Escribamos la aproximacién elemental del salto de la derivada
e investiguemos el error de ésta

(We—03) |1mo = [10'] Jmo - 5 (tiies + i) + O (B2).

Empleando la segunda y tercera condiciones de (6), tendfemos
1 1

(s 3) fsmo = {1+ 5> (5= + 57 ) } 10"} Lomo O (2)
() fumo = {1+~ (=437 ) } " @a=13) im0 +0 (h3).
Sustituyendo esta correlacién en (10), hallamos que
] ok 1 1 ‘
L=3 {1+ (F+7) wi}|_=

{2 () e 00
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Omitiendo la magnitud O (&%), obtendremos la aproximacién de la
expresién (10)

I e R

Examinemos ahora los casos limites, cuando o =0 y o = oo,
Si o = 0, entonces, de acuerdo con (),

w;r.=wagr =0

y consecuentemente /, se anula. Suponiendo formalmente que & = 0
en la aproximacién (11), obtendremos la aproximacién I, ~ 0.
Sia = co, entonces, de acuerdo con las condiciones (6), [w']l.—q = 0
y la correlacién (9) toma la forma

To =" (B (wher)2+ B~ (win)3). (12)

Pasamos al limite en la aproximacién (11) con respecto a o — oo
y obtenemos
BB~

To~ sty (0

—wg)2

Desarrollando segiin la férmula de Taylor, hallamos que
BB~ . hB*B- . -
Wfw,—w;)zaw(wm—l—w,,)z-!—t?(ha}. (13)

En virtud de la tercera condicién de (8) B*wier = B~wi; ¥, en
consecuencia,
B’B_(w;lar‘l‘w?s)a=B+B-(wEer)2+B+B~ (wiz)z.*.(g*w&”)z_'_
+ (B wiz)* = (B + B){B" (wier)* + B~ (wiz )?}
Poniendo esta correlacién en la (13), hallamos que
B*B- s .
w(wx—-w;)2=—z~{8 (wher)® + B (wiy)?} 40 (22).

Comparando esta correlacién con (12), nos convencemos de que la
aproximacién (11) tiene el error O (A°) cuando o = oo.

Sustituyamos ahora todas las aproximaciones, que acabamos
de obtener, en (8) y hallaremos la aproximacién de red de la fun-
cional (7):

L) =+ {8 D @b+ 3 4z02h—2 Dayh} +

Dz Dder i o

+5 {1+ (F+77) ) s+ 02 0. ()
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Transformemos en la aproximacién (14) los sumandos que se refie-
ren al punto = = 0:

% oh {1 1 -1 _

T+T (F+F)) =

= 1 (e )} O

B-B* : 1
=km{l TR )}(y”}z'
+5

1
B R
Designemos
[ B-, IE mlz,
B—-,- - B;:g’—ﬂ" . z E Wiery
1 = {1 S hif 1 i }
B+ o '
L t+3 (=+5r)
Empleando dicha designacién, la aproximacién (14) tomara la forma

=5 DB @@z + 2O Ne@y@h  (15)

z=0.

Hemos construido la aproximacién de la funcional (7). I (y) es
una funcién de las variables y (x), siendo z € w. Diferenciandola
con respecto a y (z) e igualando a cero las primeras derivadas, para
Z;, siendo { = 0, +1, ..., & (N — 2), obtendremos las siguientes
ecuaciones:

(Byz )z — B8 (2) y = ¢ (a), {16)

8 () es la anédloga de red de la funcién-delta.

Cuando z = =42k, 43k, ..., 4= (1 — 2h), a base de la ecua-
cién (16) se obtiene una aproximacién corriente de la ecuacién (5)
del § 5

x
HExExz%-
pero cuando z = 0, 4k tenemos una aproximacién de las condi-
ciones de conjugacién (6). Investignemos estas ecuaciones. Para
sencillez supongamos que B~ = B* = B. Al efectuar unas trans-
formaciones, a hase de las ecuaciones (16), siendo z = 0, %7,
hallamos las siguientes ecuaciones:

1 i
B (¥zzz. (0= sy Ve (O — Frrgay Vs (0) =2 (—h),
B (V2. (0 + sy ¥ (0) + 2 v (0 =4 0), (17)

1 1 .
B (Vzeus (0) 7 T ey Vo O — Trgrramrsy Yo ) =2 (1)
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Mostremos que las ecuaciones (17) en efecto aproximan las condiciones
de conjugacién (6). Para ello escribamos primeramente las ecuna-
ciones (17) del siguiente modo:

y;xx_yifx ) 1
B( ROt ahB) Vi T EA L aRB) y?éé)=“_k)'

Yoz ¥z 2 6 _
B( % R EIT e ) ya_ex) +5y=9(0), (18)
1 1
R arB) Ve ™ T (T F-ah/B) y“) =)

Vxxx —Hxxx
L

En éstas siempre el argumento es igual a cero, si no hay otras indi-
caciones, Adicionemos las correlaciones obtenidas y multipliguemos
por £ esia suma.

Después de simplificar obtendremos la aproximacion de la iltima
de las condiciones (6)

B (Yaxx — Yzzz) = — By 4 3hgq (0) + A¥q,. (19)

Escribamos la primera y tercera ecuaciones de (18) en la siguiente
forma
4] i 1
raras Ve B (it g i) =0(—h), -
B (g e — o Vi) + i V= (1) =
h P h* Yo A (1_’_@}3)5";,,'"(1 i
Descontemos de la primera ecuacién de (20) la segunda y multipli-
gquemos la diferencia por A*

B(yn—y;;}=hB{yux+y;;;)—k2(q (B)—gq(—Hh)). (21)

Esta es la aproximacién de la tercera de las condiciones (6).
Por fin, reescribamos las ecuaciones (20) en la forma:

@ 1 1
e s Ye—¥5)—B (Tz" ymt3 9;;;) =q(—h),

g 1 1 o
B(I y:x:t_ryxx) +m{y:c'_y;)=9(h)'

Sumando estas correlaciones y multiplicando la suma por A%*2,
obtendremos la aproximacién de la segunda condicién de (6):

G —_
TTanE Wx—¥z) =
B ¥ Rt

Con auxilio de la comprobacién directa es facil convencerse de
que las correlaciones (19), (21), (22) aproximan las condiciones (6)
por lo menos con el error O (h%).
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3. Aproximacién de las condiciones de conjugacién para las
ccuaciones de cuarto orden con derivadas parciales. Construyamos
la aproximacién de las condiciones de conjugacién (26) del § 5 para
la ecuacién (1) del § 5. Para simplificar algo los céilculos considera-
remos que en las condiciones de conjugacion C* = C- =0, B* =

=B~ = % a la vez que en laecuacién (1) Dy;=Dge;, donde, igual

que masj arriba, v, = v (—0,,), veer = v (-0, 2,). Después de
las suposiciones, que hemos hecho, las condiciones (26) del § 5
toman la forma

1=, o[ ]-D (5 +55).

Bw %
D[ G +vaz]=0

w #w i
D[W+(2—V}m =_‘ﬁw—3m, $1=0.

Las andlogas de red de las condiciones (23) las construiremos
como antes, o sea, segun el método de aproximacién de la funcional.
Para esto dirijAmonos a la funcional (24) del § 5, (23) del § 5, par-
tiendo de la cual obtuvimos las condiciones (26) del § 5, y a base

;ie las suposiciones, que hemos hecho, reeseribamosla en la siguiente
orma

(23)

Il
I (w)e=W — 5 j q (%) w dz, da, (24)

=iy 0

Iy
W=wrt Wt g | {[age] +our+B(52)}, _dos  (25)
U

we= | (@) + (&) + e F+
+2(1—v) (525} dwidzs,  (26)
oI
— )
W= § ({(50)+(50) s 5 e
+2(1—v) (%)%z,dxz. @7
En el recinto G=(z=(2y, &) | — i< %<l 0< 2, by} intro-

duzcamos una reduniforme rectangular o=, X 0y = {z= (4, %) | 22 €
€wg, a=1, 2}, donde ®, y w, son redes en los segmentos [ —1,, 4] ¥
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10, 2,], respectivamente, ademds ®; = ®y,y; |} ©1,aec ¥
a].l:.:{ml |y =ihe, =0, —1, ..., —Ny},
ai.ldm.z{-ﬁl I.'\':l= l‘,jk“ iy =0, 1, ey N,}.

Sean w, el conjunto de los nodos interiores dela red @, ¥ o1, 1z(0y, der)

el conjunto de los nodos interiores de la red @y, 1z (©f, der)-
Induzcamos la designaciones

.
O = X @)’ Oy =04, 13 X Op, Oger = Oy, der X 02, = 0\{O12 U Oaer}-
Sea que ademds,

W s _ -
OF, 12 = 0\ Oy, dory OF, der =W\ Oy, 13, *©1,12= 03\ Dy, der
"y, der = 04\ Oy, 1z

Como en ¢l momento presente nos interesa sélo la aproximacion
de las condiciones de conjugacién (23), por esta razén para sencillez
supondremos que en la frontera del recinto & la funcién w (z) verifica
las condiciones (34) del § 5, es decir,

Empleando las férmulas de cuadratura, aproximamos las inte-
grales de (24) — (27). Utilizamos las férmulas de los trapecios
para sustituir la integral del @ltimo sumando de (24) y las integrales
de los tres primeros sumandos de (26), (27); haremos uso de las com-
binaciones lineales de las férmulas de los rectingulos unilaterales
para la aproximacién de la dltima integral de (26) y de (27).

Teniendo en cuenta las condiciones de fromtera para la funcién
w {z}, supongamos gue

if

qw dz, dzy ~ D\ quhh,,

0 @

W) ~g J{(5) + (5) + 25 w1 it
(

Dyg

+ (1—:)13{ 5

a2 2 % 2
o) Mt 3 (m) mkt

+
xw,

+
@f, 1z% .

1

+ 3 () bt D (22) hibe}

O, 1pxHuy 07, 12 X405

+2 34 {(F) (&) o ar )
;

g nt
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W*(w}N—— S"{(axs) +(a’w) + 2v i’-?-aaw}klkz'l'

8x% drf dxd
wier
{1" )D w2 a2
- { z (dxl 6&;) hihy+ E (dx r;x ) hiha 4
W; uchf'h- Oy, der X903
dew 2
r 3 S e 3 ()
""i de.rx"’mc 1, der :
hyh, bkl aﬁ 2 gt
i 2 = {( ur d::;) +2\'a_.rl'-§%

Ademﬂs, sea que
Msﬁ)t%uwww
= 2{ (F) +o[55] +puthhe

Sustituyamos las segundas damvadas, que entran en las sumas
de @ ¥ de wger, por las razones segundas en diferencias

3w ,

-E;,:Auwiaxm.
Escribamos por separado las derivadas mixtas de cada una de las
sumas. Sea que

Wil =F D {z )P+ W5, + 2z ¥z et

Upg

Dii—
o (4 v)

(y;;';.)zhihz-l' 2 {yx

of, 12X0} 2y, g X0F

+ 3 mp)hiat S Wse)hide),  (29)

af, X+, Ty, X0

W@ =5 3} z,0)2+ W)+ 293,05, e+

Oger

+£'{_14:22'{ D skt D @z Rt

0}, derXo} +og, der X%

+ D (bt D (me)hibn). (29

O, gerXts 0y, ger Xt

= V2 hyho+

1%y
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Nos resta aproximar las derivadas en la suma 3 A4.(w)h,, donde
¥

A(w) Dﬁl {(%) agw)+2 (U-T; )13%:%4-(%)@:-{-
(o (55), 20+ He L T (22 ).
(30)

Supongamos que el coeficiente c es finito y no es igual a cero. Enton-
ces, a base de las condiciones (23) hall amos que

FH{(Fmht (Eraul =T E]
Poniendo esta correlacién en la (30), tendremos
A(wy= _(1+Gftl)l . J + {(B+h,D(1 —v 2}}(0%)) + i
(31)

Escribamos la aproximacién elemental de un salto de la derivada
[6w/0z,)e =0 € investiguemos su error

(wx,— wg ) |smo = I_g%] %=0 +fle ( %;T?)ucr_k (TTT } +0(h)=

=[Nt 5 (T B s+ (R FE =
v S| _ 0 ().

Partiendo de las condiciones (23) hallamos que

#*w i%w 9w % 20 [ 0w ]
( 'y +y ox§ )der+ ( gt + 8::" ]ls =D _HJLFO'
¥y, por consiguieate,

= (1+5) (2], L —hvog ], +o@.

ey

(we,—wg))| _,

Por lo tanto
& 1 g 3
(52 1 mo= i { Com— 05| g+ Ze). _ +omn}.

Poniendo esta expresién en la (31) y sustltuyendo 6‘zw’8.zn por la
segunda razén en diferencias, obtendremos

A(“’)=Tm{(”’i‘l ~wg ) +hevws , +0 (B + R} +

- 4 {BERD (= (e, P+ Do), (32
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Analicemos los casos limites, cuando & = 0 y a = co. Supe-
niendo en (30) que ¢ =0 y teniendo en cuenta las condiciones (23),
hallamos gue

A W)=5 B+mD (A —w) (F2) +Fur.

Precisamente esta expresién se aproxima con el error O (k3 por
log términos principales escritos en (32), siendo o = (0. Pasemos
ahora al limite en (30) cuando o —-oco. Atendiendo las mismas
condiciones (23), hallamos que

A= (&) +2 & G {(5+5) (52) +h).

dxy

Cuando & -+oo la correlacién (32) toma la forma
A (=B (e fvwg, +0 (bRl +
+5 (BHD (v} (s, 2+ S+ 00

¥, por COI'ISI%LIlentB, sus términos principales aproximan (30) con
el ercor O (R} + h3).

De esta furma,

Waw =7 3 s { riip e =920 +
Y
+{[B+8D (1 — ) | e+
+1féf‘: 5 (e, ~ ) W, } . (33)

En tal caso la aproximacién de red de la funcional I (w) de (24) tend-
rd la forma

Iy () = Wa () = X yhila, (34)
donde
W) =Wz )+ Wi +Wi®),
Wi (1), Wi (y) vy Wi (y) se determinan a base de las correlacio-

y
nes (28), (29) v (33).
Transformemos algo W} (y). Sefialando que

a an 1
e =¥ P =0 20" 1Fap=D (1 _m)’
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para W5 (y) obtenemos la representacién

=4 B { (1—ramp) 50"+

b4
+ (1 — st 7i) Wan)*+2 (1 —mgp) Waabim ) -

Comparemos las expreswnes que flguran bajo el signo de suma
en la férmula para W} (y) y bajo los signos de suma en las férmulas
para Wi (y) con respecto a @jsqer,; 6stas difieren entre si s6lo en
los coeficientes de las razones en diferencias.

Introduzcamos las designaciones

Dl=D(1—ﬁ:@6{xl}) .
Ve, {—v (55)
02=D(1 (m D)ﬁ(xt), Dior=D",

donde § (z,) es andloga de red de la funcién-delta
k .l zl=‘0|'

OEil= {0. z €ay, xy3=0.

Con las nuevas designaciones W, (y) tomari la forma

Wa(y) =% E B {Ds Uz, 2+ Da Yz ) + 2D4Vyz , bz} +

_L.Dm{ 2 By (Y572 + E hiks (Y3 )+

I ar" XCO* «mxw’
+ 3 M@zt D bl (eml} g kaﬂﬁ(x.m (36)
o Xty oy, X+

I, (y) de (34) es la funcién de las variables y(a:}, siendo z € o.
Diferencidndola con respecto a y {(x), siendo z, 5= 4= {};, ~ k,),
Zy 5% hy, 1y — h,y e igualando a cero las derivadas, obtendremos
las siguientes ecuaciones:

(D’y}'.x,};lx‘ + (Dzy;.x,}slz, = (Divy;:‘x,);m -+
F (DY )50t 4D Y5 o 2 2, B0 (20) y=19(2),
nFk =), zpghy, L—h. (37)

Suponiendo en las (37) 2; = 0, %k, obtenemos las aproximaciones
de red de las condiciones de conjugacién (23). Después de unas
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cuantas transformaciones las ecuaciones indicadas toman la forma:

1 1
D{yﬁxli,x. T U ah D) Yamm TR AT @ D) Ve T Yreme T

42 _ v o v } "
Vimins ™ T U Fah D) Yads RT(ITan D) Yeeaf =0
T = ( o hlt IT)t
1 ’ w2 B
D {yiux.i,x, +maTagn Vet (1 ~T¥onp T DR ) Vi T

2vy—
Fa¥y

1 B
+(2”‘__'1+¢m1;3) Yzaie T BT gDy + o V=9 =0 )
1 1
D{y?,x&.x.+ T oDy Yede ™ AT an Dy Vaw, T
LS
+y;.xa}=x.+2yx1§5:x.+ hy (14 ah, [ y';l;r"-!_

N
TR kD) yE.x.}“‘f’ 2= (R, o).

Lo mismo gque en el caso de las ecuaciones {18), estas ecuaciones
pueden transformarse a Ja forma la que moslrard que las ecuaciones
construidas aproximan las condiciones (23) con el error O (R -+ R3).

4. Aproximacion de las condiciones de frontera para una ecua-
cion diferencial corriente de cuarto orden. Vamos a aproximar las
condiciones de frontera (28) del § 5 para la ecuacion (5) del § 5,
pero en vez de las condiciones homogéneas consideraremos las hete-
rogéneas:

—bBuw fa (W —~w) =My Bw’ 4+ pw—w) =0, a=0

(38)

Aqui wy, wy, My y Qq s0n constantes preestablecidas; (las magnitu-
des wy, y w, estan introducidas para comodidad).

Sea que la ecuacién (5) del § 5 so considera en un segmento [0, ],

ademds cuando z = [ su solucién satisface las condiciones: w (1) =

= w’ (}) =0, y cuando = = 0 su solucién satisface las condicio-
nes (38). Examinemos la funcional

11
[(w)=W w)— | qwde—Q@)w(0)—M (@)’ (0),  (39)
1} ;

donde )
: L .
W (w) =_g; i (w")2 dm+%(w’ (092 + % w? (0), (40)

Q(B)y=Qo+Pwy, M (&) =M, ],
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Es facil comprobar que las condiciones de frontera (38) y Ia ccua-
cion (D) del § 5 son las condiciones necesarias para que la primera
variacion de la funcional (39) se reduzca a cero. _

Las andlogas on diferencias de las condiciones de frontera (38)
las construiremos seglin el método de aproximacion de la funcional

(39). Sea @ una red uniforme sobre el segmento [0, 1. Aproximemos
las integrales, las cuales figuran en {39) y (40), empleando las férmu-
las de cuadratura de los trapecios, y tengamos en cuenta las condi-
ciones de frontera, siendo x = I:

!

E qudz ~ 3, quen + —anﬂk,

0 fib
]

= | wrypdz ~ A (o o - (Pl () BN
L} "]

Las segundas derivadas en la suma con respeclo a w cambiémoslas
por segundas razones en diferencias

4 s
A
Entonces tendremos

I@w)~ 5 3 @z )th— 3 qwh o+ (T (0" O+ e’ (0)f—

v )
—~2M (o) 0" (0)) + 5 (Buo (0) — ghre (0) — 2Q (B) w (0).-
Construyamos la aproximacion de la ecuacién

A () =g { G- (0 (0)2 4 (' (0))2 =2 (o) " (O)}.

En virtud de (38) ienemos

o’ () — M (@}

w” (ﬂ)= B ]

y. por consiguiente,
At0) = (1) fee (@' (02~ 20 (@) ' (O))+ KM= (@) (4B (41)

Aproximemos en (41) Ia primera derivada por la primera razon en
diferencias

wx=w'+7ﬁ- w4+ 0 (h?).

Tomando en consideracién la primera de las condiciones de fron-
tera (38), hallamos que

G o, A
wx=(__1+-§*§r ' e M (@) + O (h2),

§5=0285
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g 1
v (0) = Trarmy (v + 55 25 M (@) +0 ().

Poniendo esta correlacion en (41) y omitiendo la magnitud O (h%),
obtenemos la aproximacién pedida de A (w):
1 P . hiM® (o)
An(w)= 2 Tranresy (@ (W) 2M (@) wx) = 5 TanieBy -
De este modo, la aproximacion de red de la funcional [ (w) nos resulta
de la forma

In () =3 3, (42 h—

— D\ ayh +m (o ()2 —2M (@) Y} x=0+

+5 B3 O —ahy (0—20 B) v O) — iretmy - (42)

Diferenciando ahora la aproximacidn (42) con respecto a y (0) e y (k)
8 lgualando a cero las derivadas, hallamos las siguientes aproxi-
maciones de las condiciones de frontera (38):

3 1 o Mo(a)
T R (1 -FeRr/(2B)) Y+ BByt (i +ahi28)

-1t =0, (43)

@Yy M et
ol @) R e ZB) —hg (k) =0.
Sumando estas correlaciones, obtendremos la aproximacién de la
segunda de las condiciones (38); multiplicando por —A la primera
correlacién, hallaremos la aproximacion dela primera de las condi~
ciones (38)

B 1
'_Ty:c:_l‘ Byx:x‘l‘ B |

o ’
—Byaxttromrmy W W) —hB (y—wo) =

e ME
=Trenes e~

Bsx+By—w)=C+h (L5 +q(h), 2=0.

3,
hq{ll . (44)

Es facil comprobar que, siendo f finito, para cualesquiera que sean o
las condiciones (44) aproximan las condiciones (38) con el error O (2*).
Si B = oo, entonces, a base de (43) hallamos que

y=uw, z=0.

Esta es la aproximacién de una de las condiciones (38) en dicho caso.
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5. Aproximacién de las condiciones de fromlera para las ecuacio-
nes diferenciales con derivadas pareiales de cuarto orden. Suponga-
mos que en el dominio ¢ = {& = (z;, 2,) |10 < 2, < L, & =1, 2}
se busca la solucién de la ecuacion (1) del § 5

DAY = g, TEG, (45)
que cuando z; = 0 verifique las condiciones de frontera heterogé-
neas del tipo (31) del § 5, siendo € = (:

G
ae=D (g +vog ) + M, =0,
i it 4w n
D ( T?'Is +@2—v) dxg i,f::g) —bw—B— ax} +@, xy =0, (40)

y cuando %, = [, ¥ &, = 0, I, verifique las condiciones de frontera
del tipo (34) del § 5:
2.
w(zy, O)=w(l, &)=w(z, b= (l -”Cz}=
_T&?('Tl‘ za)“ = : ~(z, 0)=0. (47)
En virtud de (37) del § 5 cvando o 54 co en los puntos angulares
(0, 0) ¥ (0, I,) del dominio deben verificarse las condiciones de
adaptacién, las cuales en cl caso en cuestién ticnen la forma:
BLE=0, =0, u=0 b (48)
Construyamos las andlogas de red de las condiciones de fron-
tera (46). Realizaremos la construecién segun el método de aproxi-
macién de la funcional.
Es facil comprobar que la solucién w (z) del problema (45) —
(48) aporta el minimo para la funcional

1y

I(w) = W~—§ { ¢ (x) wdar—

~ [ {M @) Lt 0@w )| _ do  40)
0

donde

w4 {2 (55 085 25+

FPw

W (w)y== 5{3( ) -}—rx( s +[3tw2 l d‘xz,

15*
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la cual la aproximaremos sobre la red rectangular uniforme © =
= @; X @, Ya aproximibamos las funcionales de este tipo, asi
que, valiéndonos de las condiciones de frontera (47), escribamos de
una vez

q(z) w(2) dzy dzy ~ D) qwhhs+ D) hT' :‘a,zqr.alrt N
ar

(1)

ey

0?

=

{n w +Qw}[ =0dxg~Z(M

ar; 2, :: + Qw) ‘ by,

vy =0

.

By

Proseguimos, tomando en consideracion las condiciones do adap-
tacién (48),

W & S () ) o 2 2 s

Az ] :
xg oxi  odad

epu=n 3 ()t 4 S H (S

wpxeg L]
) 2 E T e 2
W!N%Z{B %;_)2-}-0;(;:;].;- |3w3} _—

Wy

En la primera de las correlaciones (52) reemplazemos las derivadas
que figuran bajo el signo ¥' por las razones en diferencias wr x,,
o =1, 2, v las derivadas mixtas por las razones en diferencias
ez 5 después designemos

8 5 D ;
Wh(y) = D {(g, )P+ (w5, )2+ 2vwg  w Y haho +

w0

+D(1—v) (w5 22 haha.  (53)

+ +
bt et

Estudiaremos aparte la aproximacién de las derivadas que figuran
bajo el signo S en (51) y (52). A base de las sumas de ©, de (51)
Oy
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y (52) compongamos la expresiom

= S (25) 4 () hun

+ B (B2 ) (25 ]

2 r]
oxy grg

(54)

i
—2M B — 20w —-hiqw} L-—ﬂ 5

la cual forma parte de la aproximacién de la funcional / (w) mediante
formulas de cuadratura. La proximacién de las segundas derivadas
con respecto a x,, que entran en la (54), no provoca dificultades
algunas, asi que concentremos la atencién en la aproximacién de
la expresién
dw \2 |, Dhy { *w 8w |2 Jw
A (U.‘):Gt(.—) +—2 (-H—{—‘\’-EE) —2M o

oxy
Partiendo de la primera de las condiciones de frontera (46), tendremos

A= o) g (o — M) -2 5=

ihry r}x,

- h’a. i 2___ h\ 2
= (1 +55 )[m(ax:) IM 22 J+ s M2,
Ahora A {w) se expresa s6lo a través de la primera derivada di/ozy,
mientras que el procedimiento de aproximacién de ésta ya homos
discutido mds de una vez. Poniendo en la descomposicidn

dw 3
wn = T3 M FHo®). =0
la segunda derivada que entra en la condicién de frontera (46),
obtendremos
=gyl Do Se
3D dry E ]

De aqui hallamos que

s - v Bw |, M -
3z, (1T_£LE) ["’-"1'*“'1";_ :’;x! +35 O”‘f}_l

¥, Por comsiguiente,
Ayt (14 ) [, 4 g2 +’*’*” —0 (2]~
— oM [we + 2 T2 B 0 ) | g M.

Pongamos esta expresién para A (w)en (54), hagamos la sustitucién
de las segundas derivadas respecto a x, por las sepundas razones de
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diferencias wyz,, y omitamos los términos désignados con O (Aj).
La expresién obtenida la notemos con I} (w), es decir,

L) = 3 s { B (g, )1 Buot 4+ (1 =9) (w5, o+

o Ryv hM (2
+i MCG (wx‘_i—'#wii"‘l 2D ) ‘“—2@&}—
+3p
—hug—2M (e + 5wz, ) —dmz), (59)

De esta forma, aproximaremos la funcional (49), (5!)) por medio
de la funcional de red

I (1) = W (1) + I () + S quhhs, (56)

donde W () e I (w) se determinan segin las férmulas (53) y (55)
respectivamente.

Para construir las aproximaciones de red de las condiciones
de frontera (46), es necesario diferenciar la funcicmal de red (56)
con respecto a w {7y, To), siendoz; = 0, 2, y 2, € @4, ¥ luego igualar
a cero las expresiones obtenidas. Después de multiplicar por k,k:*

. " 9
estas correlaciones (siendo z; = 0, 2, € w,) tendremos:

+ vw;.xl)Hi'J +2D(1—v)hw, 5, +

+ ki {Bw;’x‘;'x' + 5!12 o _hﬁl_ D {1 3 ‘\;Z} w;:“:;‘ﬂ: .
o figv Iy M
T AT M@0 (et wze+ =35 ] &

D (w-

Xy

fiyver _ Byv h,v! ¥ _
4 2 (1 ke f{2D)) (wxl"txz-!r 2 w"!:lxs*l.{' ] Mx:x:)

B Ry

by +1,
We, + '_%_- wE,x,) ] D (u);‘):‘ —}—vw;_le]{ ) +

1.+.I|!l o (2D (
4 ( )
l ]'[ EVESE Hpkgdy q 1 i Xy yAghe

; M
F QRN sz e~ T =0 (58)

Es fécil comprobar que la ecuacién (58) aproxima la primera
de las condiciones de frontera (46) con el error O (| & |*). Sumando
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(57) y {88} y dividiendo el resultado en %, obtendremos la aproxi-
macién de la segunda condicién de (46):
. (+1) i
b rI":}5-‘txl3-'| +(2_\’} w;s’v'sl"z) +Bu"x:x)ﬁ:xa +ﬂw+0+
v o . Iy
+ Ié 14+ b/ (20) (Hz:';’x‘-]* 'IZ, w;ﬁ"a}l%) ik

+'hTz" DA—vwg, 2 +hDwy, 2. +vwzs, *H—
h ; hv aliyv hy oy
—— by gt — = M R 1111(20)3 oMz, =0. (59)

La ecuacién (59) aproxima la segunda condicién de las de fron-
tera (46) con el error O (| & |?).



CAPITULO V

APARATO MATEMATICO DE LA TEORIA
DE LOS ESQUEMAS EN DIFERENCIAS

El presente capitulo tiene ¢l caracler auxiliar. En éste se intro-
ducen algunas de las designaciones que se usan con mas frecuencia en
lo sucesivo y se deducen las férmulas fundamentales, con cuya ayuda
se transforman las expresiones que contienen funciones de red. Des-
pués se exponen los métodos principales de obtencién de las acota-
ciones aprioristicas y de investigacién de la convergencia de los
esquemas en difevencias. Estos métodos se ilustran en el ejemplo
de problemas unidimensionales. Luego se estudian los andlogos de
red de los teoremas de encajamionto y se dedncen las acotaciones
de abajo para algunos operadores de red. Estos resultados se utilizan
al obtener las acotaciones apriorfsticas y al investigar la velocidad
de convergencia de los esquemas en diferencias en el eap. V1.

§ 1. Designaciones, formulas en dilerencias
v algunas desigualdades

1. Designaciones.Sea o = {&g =2, | i =10, 1, ..., N; 2o =0,
zy = I} una red en el segmento 10, I}, El paso de la red en el punto
z; se prefija por la magnitud by = &; — &, £ =1, 2, .. ., mien-
tras que el paso medio, por la magnitud 7i; = (h; + h;j+)/2, i =
=1,2 ..., N—1. Supongamos h, = hy/2, fiy = hy/2. 8i en
todes los nodos de la red el paso es el mismo, es decir, b = /N,
entonces, la red © se denomina uniforme.

Introduzeamos las siguientes designaciones:

o={zli=1, 2, ..., N—1}, (T)={.9:.—|, i=2,3 ..,85=2}
o =fx|i=1; 2, o, N}; to={x], =0,1,....,N-1}
Sean v (z) y w (z) funciones de red determinadas preestablecidas

en la red o. Definamos el producio escalar de estas funciones me-
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diante la siguiente férmula:
N
(v, w)z= S v (@) w () i (1)
=0

Si v (z;) ¥ w (x;) se consideran como valores, en la red v, de las
funciones v () y w () del argumento continuo z € [0, IJ, entonces,
el producto escalar {1) representa en si la formula de cuadratura de
los trapecios para la integral

i

5 viz) wix)dz. (2)

i

Ademas del producto_escalar (1), definible para las funciones de red

indicadas en la red @, nos necesitarin en lo sucesivo los produclos
escalares para las funciones de red preestablecidas en las o*, "@,
L]

® Yy ®. Sea que
N

(v, “’-')rw":z‘i-'{iri) w (1) hiy (3)
N-t

W, U= f‘_ovl-'f"i) w(&;) ity (4)
N—1

(v, )y = !Eiu(xi) w () T, (5)
N-2

! (v, w)e = 2]" v (i) w () By

El producto escalar (3) puede interpretarse como férmula de cuadra-
tura de los rectangulos derechos para la integral (2) y el (4), como
férmula de cuadratura de los rectangulos izquierdos para la mizma
integral. Se comprueba ficilmente que

(v, w);;*——%l(u, Wes 4 (V) Whol-

A veces, =i no surgen incomprensiones, el subindice que sefinla en
cuil red se realiza la suma, lo omitiremos y escribiremos simple-
mente (v, w).

2. Formulas en diferencias. Para transformar las expresiones
que contienen razones en diferencias de las funciones de red son
tatiles las férmulas para tomar una razén en diferencias a base del
producto. Empleando las definiciones de las razones en diferencias,
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no es dificil comprobar que tienen lugar las siguientes féormulas:

{vw)i P {Wimt + iz

31U WPy =

=
x,
=vz o t+vwy —hvs o, (6)

(V) 1 = Uy, tWigy A Vilh, 1= U, il F Vi W0y, i = _
=0y, il Villy, i 4 Vs, iWa, 1o (7)

Sobre la base de estas formulas se deducen ficilmente las fér-
mulas de suma por partes. Multiplicando, por ejemplo, la férmu-
la (6) por k; y sumando la correlacion obtenida con respeeto a i desde
m +1 hasta n (0 < m<<n < N), hallamos que

n
1

T (vw} fs;m Z} Vg Wit Y vas e
l—m i=m+1
Efectuando la suma en el primer miembro y haciendo la sustitucién
del indice de suma i — 1 = i’ en la primera suma del sogundo
miembro, después de cierta reagrupacién resultard la siguiente
formula:

# a—1

N1
. },,- Do 1hi= = 2 Vg, iwiki-ﬂ"'vnwn_'vmwm {8)
i=m+1 5 i=m

{que es la formula de suma por paries). El primer sumando de Ia suma
que figura en el segundo miembro de (8) es igual a
Ve mWmfimt1 = Ups1Wm — Vpllm-
Por eso la férmula (8) puede transformarse en
=1 n
¥ lux,awakmu — X vy iU — U W (M

i=m+ d=m41
A base de la férmula (9), teniendo en cuenta que
Uy, ihigg = v}‘ Jils

resulta la siguiente férmula:

n-1

2 R 1wﬁ;— Z , o, Bt Ul — Vi Wi (10)
Sien la corralamon (10} se hace v; = a3, w; = vy, tendremos
la férmula

nw—1
n

3
e }m_:a'u* Oz futa, Uz n~— Oty mom,  (11)
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La férmula (11), para m = 0 y n = N, se denomina primera for-
mule en diferencias de Green y puede escribirse asi:

(laug) z, v)o = —(aug, USlort ayls (Un— Qilly, ol (12)

Restando de la férmula (12) la correlacién
((avg)ps W= —(avs, udor+ an;'. Ny — &4Ux, oliny
nos resulta que
((aug)p, v)o—{(av3)z, Wo= @y (U —uvs)y—a,(ur—wy)y (13}
(ésta es la segunda formula en diferencias de Green).
Correlaciones anilogas a la primera y segunda férmulas de Green

(12) v (13) tienen lugar también para el operador en diferencias de
cuarto orden (bug ); . Establezcamos, por ejemplo, la anéloga de

la primera formula de Green (12) en la suposicion de que la red ®
es uniforme. A base de la férmula (11), cuandom =1, n = N — 1,
o= 1, u==w, empleando los razonamientos que utilizibamos para
demostrar la formula (13), deducimos la identidad

(g, v)&—(w, s, :’=(w;v—wv;}n,-_,—(w_tar—wvx),.
Restemos del primero v del segundo miembros de esta identidad

la magnitud & (wyvzy, ; + Wx-1sx. yo) ¥ Observemos gue
(pe—hvg ) =vs  =Vs 0

(—vs—AUg 1= —Vy, yo1 = — U5 y-

Como resultado tenemos
(ws,. v);.—(u..-, Uz o=

—_-(u,; NP — Wrogls Y (t,, 'y — Wbz, o) -
Suponiendo que 1 = bu,,, obtendromos la primera férmula en dife-
renclas de Green para el operador de cuarto orden
({bu_mlix‘ U)zl i (bu;x’ v;x)w i l(hu;x).? v _bw;a;z"x]*"‘i“

—[(buz )y v—buz vl (14)

XXX

3. .Algunas desigualdades. A continuvacién emplearemos con fre-
cuencia algunas desigualdades algebraicas bien conocidas.
1. La desigualdad de Cauchy:

Jf,?';ﬁ aua-b} | g(i.?‘;o

donde ¢;; = 0, siendo i, =0, 1, ..., n

ayaa;)'’® (l b oa,-ff,,.z,,) vz (15)
o J=
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2) La desigualdad e:
|ab] < sa® - o b7, (16)

donde ¢ es cualquier namero positivo,

La desigualdad general de Cauchy (15) en casos concretos alquiere
una forma especial. Asi, por ejemplo, si n = N, o;; = 0 cuando
is=j, ey = hposiendoi =1, 2, ... N =1, oy =82, gy =
=hyi2 y a; = u (), b; = v (x;), entonces, la desigualdad (15)
puede escribirse del siguiente modo:

|y v)g] < (u wi* (v, 0}
La magnitud (z, ¢)if* es una andloga de red de la norma en L,.
Tomando en consideracién ecsta circunstancian, introduzcamos la
siguiente notacidn:

42
v ||J.-2(E_l =(v, ¥

en tal caso la designaldad anterior se¢ escribird en la forma
(e, v)z| <<l wetlol] e llos

donde ||U”e=||1’||l..2__)-
[

§ 2. Modelos uni(_limenslunales

El material de este parrafo, en lo fundamental, tiene el caracter
metddico. Aqui se estudian los problemas de contorno guc se plan-
tean para las ecuaciones corrientes en diferencias de segundo y ruarto
ordenes, v en eslos ejemplos elementales se ilustra la metodologia
de investigacion de los problemas de red.

La investigacién de un problema de red consta de tres etapas:
1) el esclarecimiento de la cuestién de la solubilidad del problema,
2) 1a investigacion de la estabilidad del problema con respecto al
segundo miembro v 4 las condiciones de frontera de ésle, 3) la inves-
tigacion de la velocidad de convergencia de la resolucién del pro-
blema de red a la solueidn del problema que se aproxima. El objeto
fundamenial de la segunda etapa consiste en la obtencién de la
acotacion aprioristica de la solucién. Con auxilio de la acotacién
aprioristica puede, de una parte esclarecerse la cuestién sohre la solu-
bilidad del problema y. de otra, obtenerse la acotacién de la velu-
cidad de convergencia del problema de red.

1. Primer problema de contorno para una ecuacién unidimen-
sional de segundo orden. Enlared o = {x =x,;|i=10,1,...,N:
1y, =0, xy = I} examinemos el siguiente problema:

Ay=— (ays)s=¢, z€o, y({0)=u, y{b)=u. )
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Supongamos que los coeficientes @ (x) del problema (1) satisfacen
la condicién

a(@) Zc >0, z€ o (2)

Investignemos la cuestién acerca de la solubilidad del problema plan-
teado. Estudiemos un problema homogéneo (=0, u, = u; = 0),
cuya sulucién existe notoriamente. Sea y (x} una de las soluciones
del problema homogéneo. Multipliguemos la ccuacién (1) por yh
v sumemos segin la red w. Al transformar la expresién obtenida
empleando la primera férmula en diferencias de Green (12) del § 1,
tendremos

(A who=1y, ¥\ =0, ) {3)
donde
]L,l vl = (avfl 1“&-)"'*- ("l)

A base de la correlacién (4), teniendo en cuenta la desigualdad (2)
hallamos que v, o] == ¢4 (b3 v5)or = 0. Pero  (vg, vg)as =0

s6lo cuando » (z) = const y z € w, por esta razén de la férmula (3)
se deduce gue la solucién inica del problema homogéneo es una cons-
tante la cual, en virtud de Jas condiciones de frontera, es igual a cero,
Por lo tanto la solucién del problema (1), (2), cualesquiera que scan
@(®), uy ¥ Uy, existe y es \Unica.

Hallemos la acotacién aprioristica de la solucién del problema (1),
Analicemos primero un problema que tiene las condiciones de fron-

iera homogéncas
y@ =y =0 (5)

* -—
Sca V un conjunto de funcionos de red prefijadas en la red o y redu-
cibles a cero cuando x = 0, l. Para Jas funciones de este conjunto
aceptemos dos normas:

ol = (¢35 vs)ots (6)

1a cual convierte el conjunte ¥ en cspacio normalizado designado

a través de Wi (@), ¥
T vla -
1= su [
[l I R (7}

Okesl’
la cual lo convierte en un espacio normalizado W3' (w). Multipli-
quemos la ecuacién {1) por gk, sumemos segiin la red ® vy, teniendo
en cuenta las condiciones de frontera (5), irangformemos la expresién
obtenida, empleando la primera férmula en diferencias de Green {12)
del § 1.

Nos resulta que
(ayz ¥z)o* =P Ylo-
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Tomando en consideracién la desigualdad (2) y atendiendo las co-
rrelaciones (6), (7), de aqui hallamos que

eolly It <@ w)o <l vl ll it (8)

1
lvlk< Zl @l (9)
Hemos obtenido la acotacién aprioristica de la solucién del pro-
blema (1), (5).
Volvamos al problema (1) con condiciones de frontera hetero-
géneas. Presentemos la solucién de este problema en la forma

y@=y(@@)+y(z), z€o, (10)
donde
V=0, 2€0, y(O)=u, y(D)=u, (11)
¥
Ay=g—A; z€w. y(O)=y(H=0. (12)

Acotemos la solucion de los problemas (11) y (12). Aceptando la
condicién (2), hagamos, ademdas, la suposicién de que
@ {x} “‘*-‘:- C1s T E o* . {13)

Para acotar la solucién del problema (12} valgdmonos de la correla
cién (8), en virtud de la cual

o 17 1E <ol lylz+1(Ay, ¥ol- (14)

Haciendo uso de la primera férmula en diferencias de Green (12)
del § 1, hallamos que

|(AY: )ol=](atz, ¥2)ot|=][¥ ¥]],

y, empleando la condicién (13) y la designualdad de Cauchy {15)
del § 1, tendremos la acotacién

VAT Dal<es |71l 1Yk -

Poniendo esta scotacién en (14), obtendremos

olly I <l el Nulk +edlyl iy,
de donde

) 1 —
iyl é;llmil_ﬁ%"yﬂi- (15)
T1allemos ahora Z: (). De (11) se desprende que
Tuu T U (16)

ad |

y(z) =
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y por lo tanto
ot 1
Ile iz —Vf]ulﬂuﬂ-
Poniendo esta correlacion en (15), obtendremos la acotacién de la
funcién y (z)
- 1 _
[l 15 g‘;"@“—l"*"ﬁf-l“i_noi- (17)

Acotemos _r}_ La funcién g,T(x) no pertenece al conjunto V o3 decir,
no se anula cuando z = (, L. Por eso la magnitud (yz, y=)u+ no

puede servir de norma para esta funcién, puesto que (¥z, 1)+ = 0,

siendo v (z) = const 5= 0, = £ @. BEn relacién con esto introduzca-
mos und nueva norma

el = vz, vg)ur+ @ ¥)5 (18)
¥y acotemos y en esta norma. De la correlacién (16) se¢ deduce que
T ="l G <tmast PRSI uol +
y por lo tanto

Ny <V 1L (fug| + ). (19)

Regresemos a la acolacién de la solucién del problema (1). De
la correlacién (10) se desprende la desigualdad

Ny <Nyl + Nl (20)
E! primer sumando del segundo miembro | {l; se acota mediante
la desigualdad (19), pero para la funeién y tenemos la acotacién

s0lo en la norma W3. No obstante de las normas (6) y (18) se desprende
que

Ielf =lolk+ (@, vk

¥, por consiguiente, es suficiente acotar (‘l;, _r});, = |ly jl. En el
§ 5 del presente capitulo (lema 2) se va a mostrar que para las fun-

civnes del conjunto V se verifica la desigualdad *)

3 ]
ol >0 )8 .

? Como ya se sefialé, el material expuesto aqui tieune el caricter metédico.
Uno de los fines que perseguimos consiste on aclarar qué desigualdades especia-
les se requieren para investigar los esquemas en diferencias. Esta nota y las
posteriores estan relacionadas grecisameme con las desigualdades cuyas demos-
{raciones aducimos en los §§ 4, 5.
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Por Jo tanto
2 1 ,
el = ey e i - (21)

Atendiendo esta acotacion, a base de la desigualdad (17) halla-
mMos gue

5 WEir gy
150 < YIETR gy 42 VITER (uq |+ ).
[

Empleando esta desigualdad y la desigualdad (19) al acotar el se-
gundo miembro de la correlacién (20), en definitia obtendremos

| gl Myl 2|+ Mo || ea])s (22)
donde

My L LB ’:‘ﬁf‘”‘ , M,=2 _ﬂ—‘ BRI e 7

Hemaos obtenido In acotacién ;1priorfstlca de la solucién del pro-
blema (1). Sefialemos que las constanles M, v M,, que figuran en
esla actacidén, no dependen de la red o. asi que de (22) se sigue la
estabilidad de la selucién del problema (1) con respecto al segundo
miembro y a las condiciones de frontera.

Hagamos uso de la acotacidn aprioristica obtenida para investigar
la velocidad de convergoncia de un esquema cn diferencias. Consi-
deremos en el segmento [0, I el siguiente problema:

(b’ = —f, 0<<az<<l, w(0) =u, ul)=1u (23)

¥, en concordancia con el § 2 del cap. I, aproximémoslo sobre una
red no uniforme arbitraria w mediante el problema (1), suponiendo,
por ejemplo, que

af(z) =k (e, —d2), @ (2) = [ (). (24)

Para la Funcién z (z) = y (z) — u {2), siendo z € @, obtenemos el
problema

Az=W, zew z{0)=z()=0, (25)

donde ' {(z) = Au + f es el error de aproximacién. Acotemos la

solucién del problema (25). Teniendo presente la desigualdad (9),
hallamos que

el < 2 19 lee (26)

Es facil comprobar (véanse, por ejemplo, las férmulas (6) — (8)
del § 2 del cap. IV) que para el error de aproximacién 1 (z) tiene
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lngar la siguiente representacidn:

V@ =nz+% A@=0(3), $@=0(). )
Teniendo en cuenta que || ||y se determina mediante la correlacién
(7), acotemos (Y, v)w, siendo v € V. Tomando en consideracién la
representacién (27) y teniendo presente que vz ; = %”q,_g, ten-

dremosg
N-1

W D=z, Do+ Vo = 3 Newibia+ (b, o

fuei

Transformando el primer sumando del segundo miembro con auxilio
de la férmula para sumar por partes (9) § 1, hallamos que

($y Vo= —(1n, v&')m*'i‘(’?ﬁ U)u-

Empleando la desigualdad de Cauchy (15) del § 1 para acotar el
segundo miembro, obtendremos

| (0 V) |<OB DE ol 18T 0 oI Dos+ 119182 0

Pongamos esta acotacién en la definicion (7) y tengamos en cuenta
la, desigualdad (21). Como resultado tendremos la designaldad

Wl <O, Dor+ 11131 sup 2l <

SVTTFBRB {2, Vv +[ D512

A base de ésta y de la (26), teniendo presente la representacién (27),
hallamos que]

Nzl =00k, 1A | = méxh (z).
De esta manera, la solucién del problema en diferencias (1), (24),
siendo cumplida la condicidén (2), converge a una solucién del pro-
blema (23) suficientemente lisa con la velocidad O (] k |9.
2. Tercer problema de contorno para una ecuacién unidimen-

sional dé¢'segundo orden. En una red uniforme © situada en el seg-
mento [0, I] consideremos el siguiente problema:

Ay=—(ays).+dy=9(z), z€o,
—aa+ (% +2do ) Yo=g0 + 90 (28)

k k
ayyz.n -t ('ﬂ‘-: +5 dzv) Yn=g1+ 5 Pxe
16—0235
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Supongamos que el coeficiente ¢ (z) satisfaco la condicién (2) y los
coeficientes d (z), %, ¥y #, satisfacen las condiciones

d(2)=20, z€w, %20, %20, (29)
#o 431+ (&, 1)5>0. (30)

Introduzeamos un operador A definible por la férmula

"—“:—dll’}“-l-(‘?r?(o-f‘dlo)v, .'1'50,

Av(z)=4 —(avg),+dv, z€ o, (31)
%anv;+(%x,+dn ) z=1,

y reescribamos el problema (28) en la siguiente forma:

Av=0, z€o, (32)
donde

2
Po +Tgllv -T=0,
M= (), zE o, (33)
¢~+%g1, =1

Estudiemos la cuestién sobre la _solubilidad del problema (32).
Investiguemos el producto escalar (Av, v)z. Empleandola formula de

Green (12) del § 1, hallamos que
(Av, v)5=(avz, vz)wr +(dv, V)G + etd +xwh=1[v, v} (34)
Teniendo en cuenta las condiciones (2) y (29) de aqui deducimos que
lv, vl 20,

ademas, si [v, v]l = 0, entonces, v = const, = € @. Como aunque

una do las magnitudes x,, %;, d (:;). donde z es un nodo determi-
nado de la red ©, es mayor que cero, la igualdad [v, v] = O conduce

a la igualdad a cero o de v (0), o de v (1), o de v (2), es decir, v = 0.
Supongamos ahora que en la ecuacién (32) D=0, z € © y con-
sideremos el problema homogéneo obtenido. Su solucién y (z) en
virtud de la identidad (34) satisface la condicién [y, y]l =0, lo
que debido a lo que acabamos de demostrar lleva tras si la afirma-
cién de que y (z) = 0, z € @ De esta forma, al cumplirse las condi-
ciones (2), (29) y (30) el problema homogéneo {32) tiene sélo una solu-
cién trivial y, por consiguiente, dicho problema bajo estas condi-
ciones es soluble unfvocamente para cualquier funcién @ (z). Para
obtener la acotacién aprioristica de la solucién del problema (32)
supongamos que en {34) v = y y tengamos en cuenta la ecuacidn (32)
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y la férmula (33). Nos resulta
(v, ¥1={%, ¥)a+ goy (0)+ g:y (). (35)

Acolomos la solucién y () ewla norma del espacio W} (©) (véase (18)).
Supongamos que los coeficientes d (2), %, ¥ %; del problema (32)
son tales que tiene lugar la designaldad

le, 1 = m | v, (36)

donde m es una constante positiva independiente de la red @ y de
la funcién v (z). Tomando en consideracion (34), es ficil comprobar
que la desigualdad (38) tendra lugar, si, aparte de las condiciones (2)
v (29), se verifica la condicién complementaria

d(@)=ey >0, z € w.

Otras condiciones suficientes que aseguran la validez de la desi-
gualdad (36) se van a establecer en el § 5 del presente capitulo.
De esta manera, de la identidad (35) y de la desigualdad (36) se
desprende que i
Iyt < o {1(e 1)5]+1goy (0)|+]gw (D))
Sea que

s l(mr D);l
_fe=suptr el
l@l-f=sup =

(37)

Entonces, s
ol <=t l-tly -+ gy ©+laly M)

Para obtener de aqui una acotacién aprioristica, hay que saber aco—

tar |y (0) | e |y (Y | a través de || y ||;. En el parrafo 4 (véase el
teorema 2) se va a demostrar gue

v lle = méx]v (2) k< A1 1o (38)

donde M = const > 0 no depende de la red ® ni de v (z). Poniendo
esta desigualdad en la anterior, obtendremos la acotacién aprioristica

(Al —{ 1@ ll~i + M (10| + 1 g1] )} (39)

De esta acotacién se desprende la estabilidad de la resolucién del

problema (30) con respecto al segundo miembro y las condiciones
de frontera.

Hagamos uso de la acotacién aprioristica (39) para investigar:l;t
convergencia de un esquema en diferencias. Sobre el segmento [0, [}
consideremos el problema i

(') —qu=—f(g), O<z<l {40y
kOu ) =2u0) —gs =k )=xu()—g
16+
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y, de acuerdo con el § 2 del cap. II, aproximémoslo en la red uni-
forme ® mediante el problema (28), suponiendo que

a(z) =kiz, —h2), dz)=q(z), @) =/f(x) (41

La funcién z (z} = y () — u {2), siendo z € ©, donde y‘ (z) es la
solucion del problema (28), (41) y u () esla solucion del problema (40),
es a su vez la solucién del siguiente problema:

Az:'-‘p('r}! € o,
~ @42x, 0} (?‘rf——g'do) 29 =y, (42)

anzz y+ (?‘: +%dﬁ) Iy =Py

En el § 3 del cap II fue mostrado que, siendo suficientementa
lisa la solucién del problema (40), los errores de aproximacién de la

ecuacién y de las condiciones de frontera eran las magnitudes O (h%),
es deeir,

P =0 z€w, Yo=0F), hy=0(4).  (43)

Para la soluci6n del problema (42), en virtud de la desigualdad (39),
es valida la acotacién

el 0 @l-2-+ M (1ol + b 1)-

Dado que (véase laformula (37) s < i1 llo <V 11 llc
a base de la acotacion antes citada y las correlaciones (43) resulta
que || z i}, = O (h?. De esta manera, la rosolucién del problema (28),
al cumplirse las condiciones (36), converge a la resolucién del pro-
blema (40) con la velocidad O (k).

3. Segundo problema de contorno para una cecuacién unidimen-
sional de segundo orden. Supongamos que en el problema (28) d(z)=

=0, %, = %, = 0. Con estos supuestos el problema (28) toma la
forma

—(ay==9 z€O,

R h (44)
— @Yz, 0=8ot 5 Po:  Cnlz x =81+ 5 Pr-

Sefialemos que las suposiciones hechas estin en contradiccién con
ka condicién (30), la cual desempeiiaba un papel determinante al
investigar la solubilidad del problema (28). No ofrece dificultad
comprobar que el problema homogéneo (44) tiene la solucién no tri-
vial y () = const y, por comsiguiente, el problema (43) es degene-
rado y por lo tanto no puede tener solucién para los segundos miem-
bros ¢ (z) ¥y g, g cualesquiera que sean. Como [v, v] = (avg,
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vdor = 0 sélo cvando y (x) = const, entonces, en virtud de la
identidad (34) y (z} = const esula solucién dnica del problema (44).

Introduzcamos el operador A, definible por la siguiente [6rmula
(comparese con la férmula (31)):

2
— = AUy =0,
A (z) = = ('w;)xl TEO,

2
® an\'UEJ =1

Do lo expuesto anteriormente se desprende que el cero es el valor
propio de multiplicidad uno de este operador y, por consiguiente,
el problema heterogéneo (44) serd soluble, si para sus segundos
miembros se impone una condicién. Transformando el producto

escalar {Ay, 1)z con auxilio de la segunda férmula en diferencias
de Green (13) del § 1, hallaremos que (i\y, 1)z = 0. Pero, de otra
parte,
Wy, Dz=(@, Dzt 2o+ 20
y, por consiguiente, debe cumplirse la condici6n
(@, 1z +£0+81=0- (45)

De esta manera, al cumplirse 1a condicién (45) el problema (44)
es soluble. Hallemos la acotacién apriorfstica de esta solucién.
Igual que al investigar el problema (28), nos resulta que

[y, yl==(ayz ys)or= (9, ¥)z+ 8oy (0)+ gy (!)-
Tomando en consideracién la condicién (12), la definicion (37)
v la desigualdad (38), obtenemos
eo (4 Yxdor SN @ll-31y i+ M (1gol + 1&s) Ty s (46)
En el § 5 de este capitulo se demostrard (lema 3) que
vz Ug)m?ﬂh“vm—ﬁfz(”a 1k,

donde M, y M, son constantes positivas que no dependen de la
red & ni de v (z). Atendiéndolo, a base de la desigualdad (46) ha-
llamos gue

oMy [Tyl @ll_gIg1li+ M (lgol + 8D Ibw e +coMz (v, 1)5.

Empleandv ahora la desigualdad e (16) del § 1 para la acotacion
de los productos {l@ [l N1y Iy I got Wy Mhe 1&g [l]#]l, tenemos
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la acotacién
(caMy—e—2Me)[ly < 7 | 91 5+

M
+ e (1gl?+ g |} M2 (u, e,

Al escoger & > 0, por ejemplo, partiendo de la condicién (¢ M, —
_i e — 2Me) = ¢gM,/2, obtendremos la siguiente acotacién aprio-
ristica:

Ny < Ms{ll @I ¢+ 18I+ lg:)+ (v, 1)) (47)

El segundo miembro de la desigualdad (47) contiene, ademés de las
magnitudes conocidas, el cuadrado del producto escalar de la solu-
cién buscada por la unidad. La presencia de este sumando eslé rela-
cionada con la circunstancia de gue la solucién incdgnita se halla
no univocamonte, como ¢n los problemas (1) y (28), sino salvo un
sumando constante arbitrario.

Valgidmonos de la acotacién aprioristica (47) para investigar la
velocidad de convergencia de un esquema en diferencias. Sobre el
segmento [0, I] consideremos un problema

(') = —f (@, k@ u (0) = —g —k@Du ()=—z. (48

Supongamos cumplida la condicién de solubilidad

¢
{ 1@ da+g0+e=0. (49)
0

La prefijacién de la proyoccién de la solucién buscada sobre Ia
unidad
1

fu@as=0 (50)

0

garantiza su unicidad. Sobre la red uniforme © aproximemos el
problema (48), (49) mediante el problema (44), la cual ticne

a(z;)--k(z;—%) . @la) =1 () =1/,
R=(}, g+ & +gu
mientras que la condicién (50) se aproxima por la condicién

(v, 1) = Q- (52)

La condicién (45), en virtud de la férmula (51). se cumple para el
problema que se aproxima y que, por lo tanto, es resoluble.

(51)
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Sometamos al examen la funcién z (z) = y (x) — u (z), donde
y (2) es la solucién del problema (44}, (51), (52) en tanto que u {x)
es la solucién del problema (48) — (50). Para la funcién z (2) obte-
nemos el problema

—(azg)x=Pi(x), TEW®, —aZ =Y (0), ayiz y =" @,
(2, )g=0—(u, 1)g- (53)

Dado que los problemas (44), (31), (52) y (48) — (50) son resolubles,
también es resoluble el problema (53). Teniendo en cuenta la acota-
cién aprioristica (47), para z (x) tenemos

izl S Ms (Il g+ 19 OH2+ 19 (D1 + (2, )5 (54)

Debido a lo demostrado anteriormente P (z) = O (k%) a la vez que
en virtud de (53)

1

(2, 1)z =0—(u, 1);=5 u(z) dz— (u, 1)==0 (h?).

b
Por esta razén, partiendo de (54), hallamos que ||z |l, = O (B%).
Hemos demostrado la convergencia del esquema en diferencias
(44), (51), (52).

4. Primer problema de contorno para una ecuacién unidimen-
sional de cuarto orden. Dirijimonos ahora a los esquemas en diferen-
cias que aproximan los problemas de contorno para la ecuacién
diferencial corriente de cuarto orden. Dada sobre el segmento 0z <
<1 una red uniforme @ con el paso k. Sobre la red @ consideremos
el siguiente problema:

Vrz=0(@)  TEQ, (55)
h h* h3 . v
¥ (0) = wy, yx—‘ﬁ*yxx+“§“yxxx|x=0=“E'm(k)+wa' (56)

h h® ke Tk . e
Bbr st sl =500 — ywy ) =wy
Como se mostrd en el p. 4 del § 6 del cap. IV, el problema (55),
(56) aproxima, con el error O (7%, al problema
wV=g(z), O<a<l, =7
w {0y =1y, v (0) =w, w(l)=wy, w'(l)=wi i)

Investiguemos la cuestion de solubilidad del problema (55),
(56) y hallemos la acotacién aprioristica de su solucién. Multipli-
quemos la ecuacién (55) por'y (z) k y sumemos la correlacion obtenida
segin la red ©:

(Uzzer Wz = (9 ¥)o-



248 CAP. V. APARATO MATEMATICO DE LOS ESQUEMAS

Transformando el primer miembro de acuerdo con la f6rmula de
Green (14) del § 1, tendremos

e Do+ 105,30 —¥sxdvor— Wz ¥ — Uz 4zl = (0 ¥)s-  (58)
Para la transformacién ulterior del primer miembro de la correla-
cibn obtenida hagamos uso de las condiciones de frontera (56).
Como y; = y4 + hyz o, Yn—1 = ¥x — hyz x- entonces,

Uzl — Vsatisht = = Yoo lwmt + Y (Yoo = A i) [x=09
(Y5 =Yz 5l et = Yosgl [xmt — Bz (Usz =+ iligzz) 2=
¥, teniendo en cuenta (50), hallamos que
_'y;my_y;xy;h-: — Yaux, ﬂw0+'j2;'§?§:. {1 R
— i (1) Y (8) + Dp () g == WY, 00
2
[y;x;y—y;uyx]zv-:=y_;;;. Nwi'f‘Ty,";I N
— b (L— ) y (F— B+ ko (I— B 0y — = g ;-
Poniendo estas corrclaciones en (58), hallamos que

(0% Dot 2 (3 o+ vk ) =

=(® y)m+-%~(yx. oy ¥z yw) —hlgBluwe—@l—Ryw]. (39)

Sea y (z) una de las saluclones del problema (55), (56) homogéneo
(=0, wy =w, = uo =wy = U) Entonces, de (’a.]) ge desprende
que (g, Du=20, p,=0 42 y =0. Pero (i, 1) =0 sblo
cuando y (z) = az + b, donde @ y b son ciartas constantes. De
las correlaciones y3,, =0 e 3% 5 = 0 se deduce que ¢ =0, es
decir, y (r) = eonst, z € _J Ya que segtin la suposicion y, = yy = 0,
entonces ¥ (x) =0, 2 € ®. De esta forma, y (z) = 0 es la solucién
finica del problema homogéneo (55), (56), y, por lo tanto, la solucién
del prohlema (55}, (56) existe y es unica para cualesquier ¢ (x),
We, Wy, wu Yy wi que sean.

Hallemos Ia acotacién aprioristica dela solucién dol prob]ema (55}
(56). Representemos su solucién en la forma y (2) == I (z) + y (=),

donde y (z) es la solucién de una ecuacién homogénea con las condi-
ciones heterogéneas de frontera

Yoz =0, €O, Yo=1ws Jo=1w), Uz y=w}, yy=1w. (60)
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e g}(x), la solucién del siguiente problema:

] o o

.!:;IEJ::‘P’ zEw, yﬂﬁyN‘:Gt
o o Kt o B3 Ji -
Y= _%. yx"‘+TyxM‘I=='“ =T(‘P(h‘}+": (yx:_kyxx:)lﬁﬂs

. (61)
" h h2
Vit 3 ¥t 5 Vaslemi=

; .
= — L p(l—k) — 5 (U + hy) =,

Para las funciones de red preestablccidas en la red o, intro-
duzcamos la norma segin la férmula || ¢f; EHUH%‘,%IE]E" vo I -+

2 2
+ilv 5, donde |[vz =121 o= @5 V5o

Para solucionar el problema (61) a partir de la identidad (59)
hallamos que

9130+ - (2, o+ 92, ) =
=@, Do+Vao (5zx—k§mx)o—ljz, N Tt Mz (62)
Acotemos el segundo miembro de esta correlacion. Dado que
(¥ xR xx)o= 2z, (B) — ¥z, (2h),
entonces, aplicando dos veces la desigualdad e (16) del § 1, tendremos
195, 0 (U s = Rlaa) 0 21 U, oz, 4 M. Uiz ol <
Sler e U2,y + o A5 )+ o B, (20)

Supongamos gue & + &, = 2/h e igualemos los coeficientes de
3, (k) e g2, (2h), es decir, hagamos que 1/e; = 1/4e,. Al resolver
este sistema, hallamos que g = 4e, = 8%. Por lo tanto

9 = 2 D = =
[¥xal Y — P s *é_h‘ Yx, 0 +%“k ]H%x (k) +¥3, (2k)].
Anéalogamente se establece la acotacion
-] - - 2 O:: 5 — —
¥z, y U+ Ry | < 5 05 5 BUA, (=105, A —20)]-

Sustituyendo en (62) las acotaciones obtenidas, hallamos que,
cuando A < I/5 (es decir, siendo 2k 55 I — 2h)

191E 0K 1(pr Bal -+ b 1FE, (B)+ T, (2B)+ B2, (1—2h) +
o5
+ 7 (=N 1(9, Dol + 1 TIR e (63)
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Acotemos el primer sumando del segundo miembro empleando la
desigualdad de Cauchy (15) y la desigualdad-epsilon (16) del § 1:

(@ Vol <ellyl+-2=lo 2 (64)

En el § 5 de este capitulo (lema 5) sord demostrado que para las
funciones de red prefijadas en la red o y que se reducen a cero cuando
=0y x=1, es justa la desigualdad

v, IB=Msliv |k, Ms=const>0. (65)

Poniendo la acotacién (65) en la desigualdad (64) y la Giltima, a su
vez, en la acotacién (63), suponiendo, ademis, que e= (2Mg)~?,
obtendremos:

ly 1o < Mo ll @ ll5+ 3 1 1o (66)

Acotemos ahora la golueiéon del problema (60). Efectuando los
céleulos adecuados, hallamos que la solucién del problema (60)
tiene la forma

- s — ;- hwg b (20 1)
¥ (@) =we+ 2Tz 0 T‘(r_:;:_&% "z (l—2)2

Rt = g2 (1—g), w€G. (67)

Acotando f;, (z), tendremos que
I ity < gy {3 (Ll + leonl) 20 (1051 4 112y}

¥ por lo tanto, siendo A<I/5

17 18, 0 <5 3 (ll + lwa)) + 20 (] + [l (68)
Poniendo esta acetacién en (66) y atondiendo la designaldad _(65).
obtendremos la acotacién de la funcién y en la norma W} (w):
{1 YIS+ Mo) Il +

+ 3 LR 3 (lwol + ) + 20 ()] 4 i ).

Acotemos en la norma W3 (®) la funcién y (z}. Partiendo de (67)
hallamos que
NI 1R T (1wol + lwg]) 42 (Jwg] + i)}
Tomando en consideracion esta desigualdad y la (68), obtenemos
17 1B <53 (lwal + L)) -+ 2015 + i)} +
+ {2 (lwol + lwg]) + L (Jawg} + [} ]))%
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No nos queda mas que acotar la funcién y (). la cual es igual a la
suma de las funciones y (z) e y (¢). Como resultado obtenemos la
acotacién aprioristica buscada:
ylE<2yiR+1yR<

L2(1+ Ml @lls+ 242 (|wol A [wi]) + 1 (w5l + [wi)}* 4
+ S (B (Il fw1]) 421 (1| + i)

Hemos obtenido la acotacién de la solucién del problema (55), (56).
De la acotacién aprioristica obtenida, teniendo en cuenta el error
de aproximaci6n (véase el p. 4 del § 6 del cap. I'V) del problema (57)
por el problema (55), (56), se deduce la convergencia de la solucién
del problema (55), (56) con la velocidad O (k%).
5. Modelo discreto de una barra elistica apoyada. Consideremos
el siguiente problema de red:
Y= 042 ZE€O, (69)
) (UJ = Wy, _yxx+kyxxx|x=u =ofly +k’q3 (h).

7
ex b hyeclem = oy — B2 (1= B), Y (D=, (70)

y hallemos para éste la acotacién aprioristica. Presentemos la solu-

cion de este problema en la forma y (z) = _[:r (@) +y (@), z€w
donde y (2) es la solucién del problema

m=0 e,
F(0)=1o, —Yux + MY xxxlvema =0, Y5z +hyzzloi=0,
y(h=u, (71)
en tanto que _r;(a:) se delermina a base de las ecuaciones
Yz = @(%), =€ C:"‘
F(O0) =0, —Yxuthysrelemo = olg=h2g (), (72)
— Vg hyglemt = ohuH R (I—h), Y () =0,
Multipliquemog por y (z) k 1a ecuacién del problema (72) y sumemos

segiin la red w la expresién obtenida. Transformando mediante la
férmula de Green (14) del § 1 la correlacién que acabamos de obtener
¥ teniendo en cuenta las condicionos de frontera (72), hallaremos que

N7, 0= (@ o+ oHods,0+oHayz e (73)
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Acotemos los sumandos que figuran en el segundo miembro de
‘Iia correlaci6én (73). En virtud de la desigualdad de Cauchy {15)
el §1

e, el <@ llo 17 il
Teniendo presente la desigualdad (65), hallamos que (siendo 0 <<o<<1)

Iy [l i+ 1w 1.0 ] .

Al escoger el pardmetro o partlendo de la condicidén de igual-
dad do los coeficientes de [yl e [l712.0, hallamos |ylle<<
LV A+ MMyl yllz v, por consiguients,

K@, Vol SV TIF MMl y il 9 ilo-

En el § 4 de este capitulo (teorema 3) serd mostrado quo para cual-
quier funcién de red v (x) prefijada en una red uniforme w

Nozllewn<MvlZ, M =const > 0. (74)

—g

Haciendo uso de esta desigualdad, hallamos que
[ Hoge, o+ oH iz | < (Ioflo | 1oy ) VI Nyl
De esta desigualdad y de la igualdad (73) se desprende:

1518.05 () L o+ VT (| ol +1 o, D} 113 IE.

En viriud de (65) tenemos

o M L]
191z, 0 =3 Ly IIE-
Sustituyendo esta acotacion en el primer miembro de la desigualdad
anterior, obtenemos la acotacidn aprioristica para la solucién del
problema (72):
2 14+ M 1+ M 7
Ny st e (y/ TEMey o1 L VT (jolly | +] ot )}

Acotemos la solucién del problema (71). Es evidente que

g wy —
Y (@) =wo 2Ty
y por lo tanto

N7 le=0ylo<VIlFNe<V I wo |+ w|)-
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Finalmente,
1y lb<llyllz+N7 1<
<AtMe (1) TEWe gl VIT(| oo+ offs D} +

+VI( wol +| wy))-

Hemos hallado la acotacién de la solucién del problema (69), (70).

Valiéndonos de los resultados del p. 4 del § 6 del cap. IV, nos serd

ficil comprobar que el problema (69), (70) aproxima, con el error

O(h2), al problema sobre laflexi6n de una barra con apoyo articulado,
o sea, al problema

wi¥=gq(z), 0<a<] 75
w(0)=wy, —u (0)=ofly, W' () =ofly, W)=, )
En virtud de este hecho de la acotacidn aprioristica obhtenida se
desprende la convergencia de la solucién del problema (69), (70)
a la solucién del problema (73), siendo la velocidad de convergen-
cia O (h).
6. Simulador discrcto de una barra eléstica con un «extremo
libre» . Acotemos a priori el problema

y-—=rp{z), Z€ o,
!y(o)=0» Ya— zy:c:"' 2( yxxx]x—n-—— (h)n (76}

Yz = oh+HO+ 0 —Uiz y=Q+h[0 (=R +500)],

el cual simula sobre la red w el problema acerca de la flexién de una
barra elastica cuye extremo izquierdo (z = 0) estd fijado rigida-
mente mientras que el extremo derecho se somete a la aceién de una
fuerza aplicada. Presentemos 1a soluei6n del problema (76) en forma

de suma de las dos funciones y (z) e 7 (z), donde j (z) = I_i;-(;;m o 55

© h3 o
~ W rex, o) + 5+ @ (31)] z o la vez que ¥(z)eslasolucién del siguien-
te problema:

e = 9 (%), z€®, (T7)
Y(0) =0, yxo=0,
Vi y=A RO+ (), —p= (78)

=Q+h[q.‘v(l—k)+';7'l’(l)]-
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Multipliquemos por ;;{:c} h la ecuacién (77) y sumemos segun la

red @ esta correlacién. Transformando de acuerdo con la férmula de
Green (14) del § 1 la identidad obtenida y teniendo presente las con-
diciones de frontera (78), después de unas transformaciones tendremos

1) 'z, 0= (¢, V)5 + Q¥ln + ol 4= - )

Acotemos el segundo miembro de esta correlacién. En vitrud de

o
Ja desigualdad de Cauchy | (g, v— {< @ |lol¥ lle. En e § 5
de este capitulo (lema 6) serd mostrado que para cualquier funcién

de red v (z) prefijada en la red © y que verifica las condiciones v, =
=v, =0 es justa la desigualdad

4
oIl < v I, o (80)
asi que ||v|B<CI/(124-19 ||u |2 Por lo tanto,

(P, ¥)z | m

En virtud de la misma desigualdad (80)

[Tl B’"z

> i
51,0 > 1w 1.
Sustituyendo estas acotaciones en la ecuacién (79), hallamos que
4 1‘7+I
lly I <255 [Vmucpnauyuzﬂm;yN|+|o%|Iy il 13
(81)

En el § 4 de este capitulo se va a mostrar (teorema 3) que para cual-

quier funcién de red v (z) prefijada en la red @ es valida la desigual-
dad

WwlE<M lv|2, M =const>>0. (82)
Tomando en consideracién esta desigualdad y la (74), obtendremos
E® o — -
1Q1 lyw |+ o | Wz o | S(M1Q |+ M | of |}yl
A base de esta desigualdad y de la (81) resulta la acotacién
. 12416 [

lyle<25—{ Vlm_ lol+M Q) +M o#]].  (83)
Acotemos ahora la funcién y (z). Es evidenta que

(1< P02 [ | 5 Gxeso—hhmawo) |+ 5 1@ B 1]
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wn

No obstante
ko, 2 ke 1
e [ y:rx.o_hyxx«.ﬂ | =7 [ _ng‘ 1 +3U;.2—y;,3 |

y en virtud de la designaldad (74) B/2 | yax,0— Alxse.0 | <3M 1| lo-
Luego,

iq:fh)l-——lkfpzth)l“z% " gl 2 ~ 11 @ll-
Teniendn en cuenta esta desigualdad, para 1l y |l; obtendremos la

- -]

acotacion ||y |b<S3MP%* | y|l, 4 /2 [} @ |l,. Sustituyendo aqui
la acotacién (83) y empleando la desigualdad del tridngulo paraacotar
la norma y () = y + y, obtendremos || y [l,<M (|| @ {lo + ] o# |+
4+ (@), M = const >0

Como es de costumbre, de esta acotacién aprioristica se desprende
la convergencia do la solucién del problema (76) a la solucién del
correspondiente problema para ecuacidén diferencial, pero en esto
va no detenemos.

7. Simulador discreto de un sistema de dos barras unidas median-
te nna articulacién perfecta. Véamos cémo se investiga un problema

de red cuando existen las condiciones de conjugacién. Sea o =
= {x=ua;|a; =ik, i=0, 1, ..., N, k= 1UN} una red
uniforme con paso &, prefuada sobre el segmento [—I, I]
Designemos a través de @;, el subconjunto de los nodos de la red o
situado sobre el segmento [—I, 0], es decir, @, = {z; | i = —N,
—N 41, ..., 0}, Designaremos mediante @, Diz, Ofsy OF
los subconjuntos de @;;, definibles analogamente a w, u;, etc. (véase
el p. 1 del § 1). Sean Wders Oder, ete., los correspondientes subcon-
juntos de @ situados sobre el segmento [0, I
Sobre la red @ consideremos el siguiente problema:

Vo =0(),  TE€OU Gers (84)

Yozt by =of-—hP@(—k), =0,
— Yuxt Al pg =" hztp {h)l T = 0: (85)
Yaxa— Yzzz= 5+ 3he (0) 4 k’cp;x 0), == 0,

i ke h?
y(—1)=0, yx_?yxx+Tyxxx|x=-I:T@("'E‘}'h‘)a

h2

h h3 (86)
y_;+75';;+"§"- x};;fngz = P (I—h), y()=0.

No ofrece dificultad comprobar que el problema (84) — (86) apro-
xima sobre la red ®, con el error O (4%, el problema acerca de la
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flexion del sistema de dos barras unidas entre si mediante una articu-

lacién perfecta en el punto z = 0 y sujetas rigidamente en los pun-
s t=—lyax=1

wWV=g(x), —l<2z<0, 0<a<l,
(@] |x=0=0, W' (—0)=al", —w"(+0)=0o*, (w"]|s=o=¢, {(87)
w(—l)=w'(—=w)=w(l)=0.

Las correlaciones (85), que aproximan las condiciones de conjugacién
del problema (87) fueron compuestas en el cap. 1V (véanse las fér-
mulas (20) y (19) del § 6, siendo « = P = 0).

Acotemos a priori la soluclon del problema (84) — (86) Multi-
p.llquemos por y (x) k las ecuaciones (84}, sumemos segiin las redes

Wiz ¥ Oder, luego sumemos las correlaciones obtenidas. Transfor-
mando mediante la férmula de red (14) de Green del § 1, obtenemos
la correlacién
My=. IR, (wy,) + Il ¥z fIi, (Oger) = (Ut = digzl=lo—

— (Y™ V — Yt aat + (Yoot — Yotz —

~= (Yxxal "V —Yezlido=(0: W) +(@, ¥)e .
© w
Iz der

Después de transformar el primer miembro de la obtenida identidad
con auxilio de las condiciones de conjugacién (85) y las condiciones
de frontera (86) obtendremos la siguiente identidad energética:
105 Mo 11 U st 5 (43 (— D)+ 3 (1) =
= (@, o+ U (0) Ay (0) + £y (0).  (38)
Acotemos el segundo miembro de esta identidad:
| (@ o+ 0¥ (0)+ o uz (0)+ oAy (0) | <
SHololylo+ 1911y (0) 1417t |z O+ oA | 112(0) | <
<llohllzlo+ @l Ny Tlegy + 1247 117z llgap, + 1 oA | I} 7 lleoe

Utilizando para las acotaciones posteriores la desigualdad & y toman-
do en consideracién las correlaciones (74), (32), obtenemos

1@, ¥Yo + @y (0) 4 oYz (0) + o'y, (0)) <
e +M 41y e, H1 0 e, ) +

e WO+ @12+ [ 124 ] of* 5. (39)
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Acotemos de abajo el primer miembro de la identidad (83).

Suponiendo en el lema 2 del § 5 que #; = 0, %o = 2/k, © = "oz
para la funeién v (z) = y. (2), prefijada sobre la red *;,, hallaremos
la acotacidn:

2 1 1
[F7N “i-““t.zi +y (=02 D yvth= Ta—n ¥ Ity (90)
aiy

Como y(—1I)=0, entonces, haciendo en el lema 2 del § 5 %, =0,
®=wy; vy pasando al limite para x;—-co, nes convencemos de Jo

; ; ) 2 :
justeza de ’lil desigualdad ”y?f||ft-,twj’z)>"i§'“y"l.tﬁl,i' Atendiendo
esla acotacion, a base de la acotacién (90) hallamos que
2 2
s, "i,twj,_) T va(=10 Pﬁm Ny “L(;'iz-,-

Suponiendo que k< [i2, tendremos la acotacion

15 stoge) + 207198 (— DA 15
De esta acotacién so desprende que

W5ty + 2 13 (— D> 1Y Bz, - 1)
Anadlogamente se demuestra la acotacién

19z atogen + = 92 (O =71 10 s, (92)

Regresemos a la identidad energética (88). Teniendo en cuenta
las desigualdades (89), (91) y (92), a base de la identidad (88) obte-
nemos la acotacién

[ —e (0 + M+ 30 |1y g, + 1 Pgiz )<
S I+ T+ ol [ [ o7 [2).

Haciendo aqui, por ejemplo, e =2 [(4 + ) (1 4 M + AN, Ale-
gamos a la acotacion aprioristica de la solucién del problema (84) —

(86):
IiyIif.,,a{;,h,+llyl|‘€v§[;m,--€,-‘” QIR+ 1@ |2+ ol |2 ] =47 %),

2

donde M = const > ().

A basc de 1a oblenida acotacién aprioristica se deduce del modo
habitual la acotacién de la velocidad de convergencia de la solueitn
del problema (84) — (86) a la solucion del problema (87).

1T=0285
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§ 3. Problemas de red para hallar valores propios

Al obtener unas u otras acotaciones relacionadas con la investi-
gacidén de los esquemas en diferencias, surge la necesidad de presen-
tar la funcidn de red en forma de desarrollo por funciones propias del
problema en diferencias adecuado. En este parrafo se van a estudiar
las propiedades fundamentales de los problemas de red elementales
para hallar valores propios. Se considerarin los problemas primero
y segundo para el operador de la segunda razén de diferencias y para
la aproximacién de cinco puntos del operador laplaciano en el rectin-
gulo. Todo el estudio de dicho tema se realiza para el caso de una
red uniforme.

1. Primer problema de contorno de hallar valores propios para
el operador de la segunda razén de diferencias. Como es sabido, la
tarea de hallar las funciones propias y los valores propios del pro-
blema

W@ +m=0 0<z<<I, u{(Q)=u()=0 0
consisto en obtener los valores del parimetro A (que son valores
propios) para los cuales existen soluciones u (z) (que son funciones
propias) no triviales (o sea, diferentes del cero idéntico) del pro-
blema homogéneo (1).

La andloga de red del problema (1) se enuncia del siguiente modo.
Sea dada sobre el segmento (0, Il una red uniforme ® con el paso
h=1/N. Sobre la red ® es preestablecida una aproximacién en dife-
rencias del problema (1)

Vax+ M =0, 2€0, yo=yy=0. @
Se pide hallar los valores del parimetro A (valores propios) para
los ‘euales existen soluciones y (z) (funciones propias) no triviales
del problema (2).

Hallemos la forma de la solucién general del problema (2).
Reescribamos la ecuacién (2) del siguiente modo:

A2
U—2(1—2) vyt =0, =12, .., N=1. (3
Introduzcamos la designacion que sigue:
1—%=cos cth. 4)

Valiéndonos de la designacién (4), podemos reducir la ecuacién
caracteristica (3) a la forma ¢* — 2cos ahg + 1 = 0. Las raices
de esta ecuacién son g, = e'®h, g, = e~i*k, Por consiguiente, Ia
solucién general de la scuacién (2) tieme la forma

Y (z) = Cetor 4= Che—i0x = ¢, sen oz + ¢, COS AT,
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Las constantes ¢, ¥ ¢, se determinan partiendo de las condiciones

de frontera (2):
y{0)=¢ =0, y({l)=g¢senal=0. (5}

Para que se cumpla la segunda de las correlaciones (5) es necesario
que se anule ¢; 6 sen al, Pero ¢; no puede ser igual a cero puesto
que ¢! + ¢f %= 0. Por consecuencia, sen ¢l = 0, o sea, a = kn/l,

kb = =1, 42, ... Por lo tanto, lag soluciones del problema (2)
son las funciones :
m(@)=csen 75, k=1, %2, ... (6)

A base de (4) hallames gue los valores propios del problema (2)
s¢ encuentran entre log valores siguientes:

M=arsen? S, k=l k2, ...

Sefialemos que el nimero cero no puede ser valor propio del pro-
blema (2) ya que a éste le corresponde una solucidn idénticamente
igual a cero. Entre los términos restantes de la sucesién indicada
anteriormente existen sélo (N — 1) términos diferentes entre si, por
ejemplo, Ay, siendo k=1, 2, ..., NV — 1. Estos son valores pro-
pios del problema (2).

Demostremos ahora que las funciones propias py (z), definibles
por la correlacién (6), siendo 2 =1, 2, ..., N — 1, son ortogo-
nales dos a dos. En efecto, sea que al valor propio A, le corresponde
una fucién propia pg (#) a la vez que al valor propio A,,, una funcién
propia Wy, (z). Supongamos que ks=m y 1<k m<N — 1. Ha-
llemos el producto escalar de la correlacién

Wze + A0 =0, z€ 0, (7
por p, (2) y el de la correlacion
Bpze & bl =0, 2€ 0,
por py (%) y sustrayamos el segundo del primero. Nos resulta
0= - Pmle — (Bpze Bade + (M — Ap) (Bay Bmdu-

Aplicando a los dos primeros sumandos del segundo miembro la
primera f6rmula en diferencias de Green (12) del § 1, como resul-
tado tenemos

0=— (3 por + (Bpizr Hor+ (b= RAem) (s )=
: = (A=) (Ba i)~
Ya que, cuando kstm, 1<k, mN — 1, Ay 5= A, entonces,
(B Bm)o = 0.



260 CAP. V. APARATO MATEMATICO DE LOS ESQUEMAS

Por lo tanto las funciones propias son ortogonales. Escojamos la
constante ¢ en (6} de modo que las funciones propias tengan la norma
igual a la unidad. Unos cédlculos obvios muestran que
(s M) = U2,

Haciendo ¢ = V271, hallamos que || py ll, = 1.

Calculemos la razon en diferencias mqulerdﬂ de lag funmones
propias (6), siendo ¢ = V3L
V-— sen {km-a!)—&en (km fx—h);’l)

fun (@)=
= /27 2o G o “‘““*"2‘ =V 7 VI cos (kn(z — Ri2)1]).

Multipliquemos como escalares la ecuacion (7) por u,, (¥} y irans-
formemos la obtenida correlacién con auxilio de la primera [6r-
mula de Green (12) del § 1:

0= (2., Wmo T b (1 Bmdo = — (g Bypzdor i (s P
De agui se desprende que, “giendo k& m
Bz pper =0,
es decir, las razones en diferencias de las funciones propias son orto-

gonales en el sentido del producto escalar (,)as.
Sea f (x) una funcién de red arbitraria prefijada sobre la red o

(o una funcién de red preestablecida sobre la red © y reducible a cero
cuando = 0 y x = ). Desarrollemos f (%) por las funciones pro-
pias {p, (x}}‘f". o sea, ropresentemos f {z) como suma de ]a forma

N-1
fa)=3 fuba(2), (8)

donde f, son log coeficientes de Fourier de la funcién f (z). Multi-
plicando la correlacién (8) como escalar por pp, (), hallamos que
N=1

(f. P-m}m""'" E fr (M omdo = Fm-

Elevemos a) cuadrado el primero y el seguudo miembros de (3)

y mult:phquemos escalarmante por la unidad
N-1 N1

(. 00=((S @ )= D fufmlins o= 3 e
=1 h, m=1 h=i
La correlacién obtenida es una andloga de la igualdad de Parseval.
Investignemos con méas detalle los valores propios %, del pro-
blema (2). Observemos que la funcidn sen kJﬂE crece mondétonamente
al variar & de 1 a N — 1, Consiguientemente, hy << A, cuando
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k < m. Es sabido que, siendo 0 < & < n/2, para la funcién (sen a)/a
son validas las acotaciones

2/n< (sen a)fa1.

Como
[ Am\2 rsen (knh/(2))\2 _ ( kn\% fsena |2
?“"_('1‘) ~Fenh](20) ) —( 7 ) (_'a ) ’ ®
entonces, (2k/1)2<L Ry, (kn/l)* y, en particular,
Ay = hy =4/,

En realidad es justa la acotacién mas precisa de abajo del peimer
valor propio A;. A base de (9) tenemos

dhp _(ﬁ)ﬂ sen 20

da A o3
De aqui se deduce que los valores propios decrecen al aumentar
el paso k, pero como el paso maximo de la red @ sobre el segmento
[0, Il para el problema (2) es h, = li2. entonces

by (he) = BIEChy (RY< (R)-

Hagamos el balance de las noticias que hemos recibido en lo
que se refiere a las funciones propias -y los valores propios del pro-
blema (2). Para acentuar la analogia entre las funciones propias
y los valores propios de los problemas (1) v (2) aducimos paralela-
mente las propiedades de las soluciones del problema (1).

(z—tga)<0, 0<o¢<-§-.

Para el problema (1) | Para el problema (2)
Funciones propias
uy ()= Vﬂfsenkfm, pﬂ{x}=V2_Hsani?i,
Bl B, e k=1,2, ..., N—1 (10)
Valores propios
4 bl
M= (/)2 M= sen®
L . k=1.2, ..o N—1, (11)
(1) L My < (R )2,
by > Ap, siendo k>m hy > Ay, siendo k>m,
A8/ (12)

Ortonormalizaciéon de las funcivnes propias

Up (X)) Upy (@) dz =8y, (s forde =
= St (@) s (2V =8y 1y (13)

ey e



donde &, ,, es el sin}holo

_[&
-={0

8y,

siendo
siendo
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de Kronecker, es decir,

k= m,

k= m.

Derivadas (razones en diferencias) de las funciones propias

kax ¢

ur (z)=1 %V 2/l cos
k=1, 32, ...

=V"_’-V2_”°°SME

= P Anlira (=),

k=12 ..., N—1

Ortogonalidad de las derivadas (razones en diferencias) de las fun-
ciones propias

Ui () U (2) 42 =MaBp, m

i
Complitud del sistema

Para cualquier funcién
f(z)e L2 (0, 1),

H-*"—'J=h§ frun (2),

donde

(Maz Bp)or=
= 2 hbazh =i m

de funciones propias

Para cualquier funcidén de red
f(x) prefijada sobre la red o

N-1

Igualdad de Parseval

1711 o, E)EE frdz= Z fa

k=i

f@= 3 @, (19
donde
fh= (f! !'l'k)nn (15}
k=142, iviy:N—1
I =l = (flf}»
Z i (1e)

h=1

2. Segundo problema de contorno de hallar valores propios para

un operador de diferencia segunda.

Consideremos la anéloga de red del problema

u(z)y+ =0 0<z<l,

u (0)=u' () =0.
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Las condiciones de frontera se aproximarin con el error O (h?).
A saber: X &

V. +M=0, rfo, y,c.o+7?tyo=i-0. yE,N_-z_yN=0' 17

Prestemos la atencién a que en el problema en diferencias (17)
los valores propios se contienen en las condiciones de frontera, aunque
en el problema, que se aproxima, las condiciones de frontera no los
contenian.

Sea f\ el operador de red definible mediante las correlaciones

—2y, z=0,

h
Av={ —vg, zE€a, (18)
%v;, z=1.

Entonces, el problema (17) puede escribirse asi:

"A&y=?ty, zEo.

Las soluciones del problema (17) y las propiedades del mismo se
obtienen del mismo modo que en el caso del problema (2). Por esta
razén no nos detenemos en la obtencién de éstas, sino que aducimos
el resumen de los resultados.

1) Las funciones propias son i

wi (z) =V 27l cos (knz/l), k=1,2, ..., N—1,

o e (19)
o () =V 11, px ()= 1V Tjcos (Nnz/l).
2) Los valores propios son
M=rsen? 5, k=0,1, ..., N, (20)
R LR L (kn/1)2,  k=1,2, ..., N, (21)
A = Mns E>m, (22)
hM=8/3,  Ay=0. (23)
J) La ortonormalizacién de las funciones’propias consiste en que
(5 Bm)g = B, m- (24)

4) Las razones en diferencias de las funciones propias son
(e (@))z= — V7 V2l sen k(2 = 2/2)11) = V Tapiz (),
k=1,2, ..., N—1, (25)
(ny @z =~V %y V17l sen N (g —1/2)/1) =V Fpy ().
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5) La ortogonalidad de las razones en diferencias de las funciones
propias

(s Btpzlor=AnBs. m- (26)

6) Las funciones propias forman una base sobre la red @. Para
cualquier funcién de red f(z) prefijada sobre la red

N
fx)= ;:26 Faln (), (27)
donde
.fh=()‘"| uh);; k=0, 1, ...,!V, (2‘8)

son los coeficientes de Fourier de la funcién f (z).
7) La igualdad de Parseval es
N

W =I/h=(, Ns= hgfi- (29)

3. Problemas dc hallar valores propios para ¢l opcrador de red
laplaciano. Sea dada en el rectdngulo G = {_0 < 50 <la, 2=1,2}

una red uniforme rectangular ® = @; X @z Sea @ = @y X O,

el conjunto do log nodog interiores de esta ted y p = @\ w,el
conjunto de los nodos de frontera de la misma. Consideremos sobre
la red @ el siguiente problema de hallar los valores propios:

AyE—y;‘x‘—y;szky, z€w, y(z)=0, z€y. (30)

Es [cil ver que el problema (30) admite una separacién de las varia-
bles y tiene la solucion
M (2) == g, b, (29 p2, 1, (@2)s A =Rq, 0, A2 0, (31)
k:{kis kﬂ)! kﬂ=1} 2; ey "\7“—-1, Cf»:l, 2!
donde g, i, (£,) se preestablece mediante la correlacién (10),
siendo [/ = I , k = kg, # = 2o en tanto que hg, n, S¢ prefija por
la correlacién (11), siendo I = I, & = ko, b = hg = l4/N,. Las

funciones propias (31) del problema (30) estin ortonormalizadas,
es decir,

(1s (2)) pm (2))o= ; by ; hapg (5, To) P (245 &2} = Op, e

Consideremos sobre la red @ un problema més de hallar valores
propios

Ay=(M+A)y=hy, z€o. (32)
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donde el operador A, sc determina por la correlacién (18), siendo
£ =gy, L =1y, h =hy, ® = ©,. El problema (32) es la analoga
de red del segundo problema de contorno de hallar los valores propios
para el operador bidimensional laplaciano en el rectingulo. Jgual
que el (30}, dicho problema admite la separacién de las variables
y tiene la siguiente soluei6én:

prlz) =po,n, (20 po, a, (22),  Aa=ha,n, Rz 0, (33)
k=(khk2): ka=0» 1! "‘INKI! azir 2:

donde gk, (#,) se da por las correlaciones (19), siendo I = I,
k =k, & = v,, mientras que A, s se prefija por las correlaciones
(20), siendo L =1,, k = ko, B = hy = I,/N,. Las funciones pro-
pias (33) del problema (32) son ortonormalizadas:

(Hn () (z));, = 8y, m-

§ 4. Teoremas de encajamicnto

En el § 2 de este capitulo, al obtener lag acotaciones aprioristi-
cas para las soluciones de los problemas de red sobre un segmento,
tropezamos con la necesidad de comparar las normas diferentes
de una misma funcién. Al comparar las normas, se requerian las
acotaciones de una norma a través de otra con constantes no depen-
dientes de la red. Una situacién andloga surge también al estudiar
problemas de red polidimensionales.

En este parrafo deduciremos una serie de las desigualdades de
esto tipo, que establecen enlace entre ciertas normas de las funciones
de red dadas sobre una red situada en un segmento o en un rectén-
gulo. Se consideraran solo las desigualdades en las cuales las constan-
tes no dependen ni de la misma funcion ni de la red sobre la cual
s¢ da dicha funcién. Las propuestas que afirman estas desigualdades
las llamaremos teorcmas de encajamiento.

. Teoremas de encajamiento para las funciones de red de un
argumento. Estudiaremos las funciones de red dadas en la red
o € [0, !]. En unos teoremas de este punto supondremos que la red
es uniforme mientras que en otros no utilizaremos la suposicidn
acerca de la uniformidad de la red. Recordemos las designaciones
para las normas de funciones de red, las cuales emplearemos ¢n este
punto:

[olle=mix|v(2)|, |lvzlle=méx|vz(2)],
*Ew xR
i - 1/2 12
ol =1vll, g =@ 0% vzl =z v,

12
o llo= (Ures U5 )a
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TEORE4A 1. Pare cualquier funcién de red v (z) dada en una red

no uniforme arbitraric @ y reducible a cero, siendo z = 0 yz=1,
es vdlida lo desigualdad

v lle <My flvz 115 (1)
donde M, = l/4. :

DEMOSTRACION, Para la funcién v (2) son justas las representa-
ciones:

! N
vi= 2 Uz iy, V= = Xr v- Jug.
p Ry R

De aquif, empleando lag desigualdades de Cauchy (15} del § 1, obte-
nemos

viay Q) vk Jhy, (2)
A
N
(- Vi k. 3
Al xl?:’z?ﬂ R )

Multipliquemos la desigualdad (2) por (! — z;) y la desigualdad (3)
por ;. SBumemos las correlaciones obtenidas y dividamos el resul-
tado en I. Entonces, ’

x{l—x 1 -
@<L k<l 26

Como esta desigualdad es \’élidiil para z cualquiera, también seri
justa para aquel z = z, con el que la funcién 2* () alcanza el valor
méximo. El teorema queda demosirado.

OBSERVACION 1. La desigualdad (1) es vélida (con la constante
M, = I} también para las funciones que se anulan cuando z = 0
0z=L

OBSERVACION 2, La desigualdad (1) con M, = l/4 es exacta
en ¢l sentido de que existen una red ® y una funcién v (z) tales para
las cuales (1) se hace igualdad. De ejemplo puede servir la funcién
v (z) = | =z — /2 | sobre cualquier red cuyo punto z = /2 es nodal.

La generalizacién del teorema 1 para el caso de las funciones
de red arbitrarias es el

TEOREMA 2. Para cualquier funcién de red v (z) prefijada sobre
una red no uriforme arbitraria @ es vdlida la desigualdad

v lb<Lelloglf+ (Ve 170) || 2], (4)

donde e es una constanie positive arbitraria.
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DEMOSTRACION. De las correlaciones
i
(v?
h=j+1

i
vi=vi— vi)= R i<}
1=V; hg-‘l-l( jx,h ke > 1

vi=vi+ 2 JE’gkh: iz,

se deduce que para cualesquiera que sean (z, y) € @
v (@) < (@) + (1 (#%z |y Dot

Considerando que z es fijo, multipliquemos esta desigualdad como
escalar por 1:

W (z) <[+ (] @)z [, Dos- (5)
Es féeil ver que (aqui vV =w;)
(vs);=(v+v"")v;.
Teniendo en cuenta la desigualdad de Cauchy (15) del § 1 y la desi-
gualdad e (16) del § 1, resulta que
(2 Do <2 1y vz Das+ (107 ] [75 Dar<
1 5 1
Lellvgli+or [ X vra=hh+ 3 2@k ] =clvdle+ vl
xEW* xEQt

Sustituyendo esta acotacion en (5) v dividiendo por I la correlacién
obtenida, llegamos a la desigualdad (4). El teorema queda demos-
trado.

En la desigualdad afirmada por el teorema 2 en vez de la funcién
puede ponerse su razon en diferencias.

Lema 1, Para cualquier funcién de red v (z) preestablecida sobre

una red w niforme © es vilida la desigualdad
Nezlb<ellvz, lis -+ (1/e +1/2) vz k- ()

DEMOSTRACION. Recurriendo a los razonamientos analogos a los
empleados en la demostracién de la desigualdad (5), obtendremos que

E (@) <oz 1541 (] (D) |y Deo- {7}
Ya que
(Unz)x = (v, "lT v_;} Vo

entonces, en virtud de la desigualﬂad de Cauchy (15) del § 1 y la
desigualdad e (16) del § 1 tenemos

(1 0 |y oL ell vz, I8+ (G0, Do ellvg, B+ Nz
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Poniendo esta designaldad en (7), nos resulta la desigualdad (6).
El lema queda demostrado.
LEMA 2. Para una funcién de red v (z) cualguiera, dada sobre una

red uniforme w es vélida la desigualdad
lozllsLellvg, i+ M (e -+ 1/82) || v|;, (8)

donde ¢ es una constante positiva arbitraria en tanto que M. es une

constante positiva determinada :independiente de ®. Si la funcidn
v (), cuando x = 0 6 z = [, se hace igual a cero, entonces, a la par
de la (8), para ésta es vdlida también una iguaelded mds ezacte

oz elivg, b+ N o1 ©

LEMOSTRACION. Multipliquenios la designaldad
§ = 1 2
(gVO'«UEx-!-"-{—i;;a-'v) 20

por k, sumemos el resultado segin z € © y transformemos la obte-
nida correlacién mediante la férmula de Green (12) del § 1
1 ;
Pallvo 5+ 1o IR—2 11wz 42 (v |t — 0 | x=0) 20.

Biv (0) = v (I) = 0, entonces, liaciendo aqui /2 = e, obtendremos
la desigualdad (8). Mas en el caso general, después de unas opera-
ciones evidentes, hallamos que

1051852 105, I+ e 10 134+ BE (v (0)+ 02 () +
+g7 2O+ D). (10)
Acotemos los sumandos contenidos entre paréntesis. Haciendo en
la desigualdad (4) e = vl y en (G) & = &I, obtenemos que
POy et () <L2]vlle<2 Ve llvz IR +2 (1(p) + VD) I,
vz (0} + 2% () < 2 vz < 2680 || vg, I+ 2 (1/8) + 1/2) || vz 13-

Poniendo ostas acotaciones en (10) y transformando la desigualdad
obtenida, tendremos

B g2 a2 -|- 206 T
”v; |io‘-‘-<.-l 1_2ﬁ—2ﬂ/6‘—'?{((2ﬁ) ”L‘ﬂ: ”o+
w4 e tfigv 41
+wm~r””“ﬁ- (11)
donde @, B, y vy 0 son lag constantes positivas arbitrarias que veri-
tican la condicién

1 — 2B — 2p/6 — y/(2B) > 2 (12)
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Mostremos que estas constantes pueden elegirse de modo que el
cooficiente de || vz |} sca tan pequefio como quiera. Designemos

= /2286 )
C=T——mp—v 3)

y da aqui hallemos 6. Tenemos
b= (t—2Bt—a/2—U/(26) +
+ 1V (T—2B— a2 —vE/(28))2 — 8% > 0.
Supongamos que la expresién subradical es igual a cero. Entonces,
8=V 2. (14)

Pongamos este valor de 8 en la férmula (13) y hallemos de la
misma

t—ai2+V (—a2P -4 G+3 VTV
= — — =
P 4t+3VEV2)

Suponiendo que

§—al2>=0, {15)

de nuevo igualemos a cero la expresién subradical. En tal caso
~VF 1= 16

b=V v, e

e 17

Y=V VYD -

Sefialenos que, al cumplir la condicién (15), las constamtes B, y
y 8, definibles por las correlaciones (16), (17) y (14), también satis-
facen la condicién (12).

Haciendo ahora, por ejemplo, & = { y tomando en considera-
cién las correlaciones (14), (16) y'(17), hallamos que

: __ Vetipy+1B
MG ==z 1—28—208—7/(2) o
e+ (SIV2+VE.)’I'€+§(3'V§FVZ+UEE=
2 (1 WEFVE 1)
4@/ 2+YD 4
GV E+VD? | A+2 @V ILVEE+8BVEVEILY
-2 ; 2 L% s ol LA < M (1 +118).
3 VIV IHVD : :
Poniendo esta acotacién en (10) y designando P*f a través de e.
obtenemos la desigualdad (8). El lema se ha demostrade.
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TEOREMA 3. Para una funéién de red cualquiera v (%) prefijada

en une red uniforme o son vdlidas las desigualdades

Nl el I8 47 (4724 1/3) [ w1, (18)
oz i< el oz, [+ (4724 1/e%) | vl (19)

donde & > 0 es un nimero arbitrario mientras que M, una constante

positiva determinade que no depende de la red  ni de la funcién v{z).

DEMOSTRACION. Primero demostremos la desigualdad (18). Haga-
mos en la desigualdad (4) e = al y en (8) ¢ = §2. Acotemos || v |
en la primera de dichas desigualdades mediante la segunda. Entonces,

V18- 0Bl | vg, I+ [Ma (1 4+-1/) +1 +/alllv ], (20)
Sea que af =1y, p = v/2. Poniendo

v1/3
&=y
tendremos
Ma(14+1/8)+141/a=
143173 1/3 IR V| o
&= ?I.‘:frs [1 b 1:_?:;3 +M ?(1_:?:@)3 ]“QMI (1 4-p—i13).

Haciendo Iy = ¢ y teniendo en cuenta la acotacién obtenida, halla-
mos que a base de (20) se deduce la desigualdad (18).

Demostremos ahora la desigualdad (19). Hagamos en la desigual-
dad (6) e =al y en (8) & = PI*. Acotado de nuevo || vz |2 en la
primera de las desigualdades méncionadas con auxilio de la segunda,
resulta que

Moz le < (@ +Blat-B) llvg, I +4- (1 + 1/e) (1 + 1/B) VIR (21)

Introduzcamos la siguiente designacién:
o+ plat+p=y
y expresemos f a través de a y y:
A A,
b ol ” 1
Haciendo ahora, por ejemplo, o = ¢/2, tendremos la desigualdad
(A} (4 + /) =1+ (2197 RO < 24 (4 4479,

Haciendo uso de esta desigualdad para acotar el coeficiente de || v I3
en (21) y suponiendo que y! = e, obtendremos la desigualdad (19).
El teorema estd demostrado.
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2. Teoremas de encajamiento para las funciones de red de dos
argumentos. En este articulo estudiaremos las funciones de red

preestablecidag en una red rectangular @ = @ X @, situada en un
rectingulo G = {z = (2y, 2;) |0, Lly, & =1, 2. Sea o =
— @y ¥ @, el conjunto de los nodos interiores de la red @
yy= o \_® el conjunto de los nodos de frontera de la misma.

Para las funciones de red prefijadas en la red o introduzcamos
las signientes normas:

lv |l = méx v (x), flolly= 2-’5: Z&qu (),
XEW Wy oy
Ilvg, = 2’51 Zﬁzv' (=) g, = Zﬁlzkw— (z),
Vo= llvg, 11:*4-”!?;2”@ . ||UH{—!1 Vvll:-HTvl';-
Sea
(u, v)p= Eu (z)v(z) T (x),
donde

ku{‘ta}e Tq € O, za=0, Ip; 5#13-
v { (ho (@) + ho (22, 2a=0, L3 &=1, 2,

es la anéloga de red del producto escalar de las trazas de las funciones
u{z) y v{(x) sobre la frontera, en tanto que

ol = (@, w2

Para las funciones do red prefijadas sobre una red uniforme
y reducibles a cero en su frontera 4 introduciremos la norma

”U”z 0 _—2 hlhz( =1=!+yxzis +2? kiz kz x;xa

(22)

gl

TEOREMA 4. Para cualquier funcién v (x) dada sobre una red ©
no uniforme arbitraria es vdlida la desigualdad

vl < el Vel + M () v,

donde e es una constante positiva arbitraria y

Mgy (e) = 2(11..z)+

[ e’

peMosTRACION. Con z, fijo arbitrario para la funcién v (z), en
virtud del teorema 2, es vélida la designaldad

v (0, z) 2 (ly, 2,)<< 2, Z v, (@) 211+ 1/e) _Z vt (x) k
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Multiplicando esta desigualdad por %, (¥,) y sumando segfin @, la
correlacion obtenida, tendremos

220, &) hy 02 (U, @) RylL 264 || vz, 5+ 2 (111 /ey |0 15,
oy

De un modo andlogo se demuestra la desigualdad
D02 (24, 0) By 422 (g, b Bl < 28 Il vg, (2 (/00 /e |0 |
uly

Sumando las dos tltimas desigualdades y haciendo 2g; = &, llega-
mos a la afirmacién de dicho teorema.
TEOREMA 5. Para cualguier funcién de red v (z) prefijada sobre una

red uniforme w y reducible a cero sobre la frontera v, es justa la desi-
gualdad
o fle<Mg i e, o

donde
1 i 21

DEMOSTHACION. Sean p, (x) las funciones propias del operador la-
placianode red sobre una red ®, las cuales salisiacen las condiciones
de frontera de primer género, Desarrollemos la funcién v (x) en
funciones p, (z):

v(@)= Svu (@), b=k, k).

En virtud de (31) del § 3 las funciones p; (z) son acotadas unifor-
memente, y por eso

vt (2)= 3 vain (2))" < 7o (2 10nl)” (23)
.3 : I

Acotemos ¢l cuadrado de 1a suma que figura en el segunde miembro
de la desigualdad (23):

(3 1ol)?= (D tond AR)*< Toith 3437 (24)

donde &, son los valores propios del operador laplaciano de red.
Iimpleando la ortonormalizacion de las funciones propias pg {(z) y la
ortogonalidad de sus razones en diferencias finitas (véanse los pro-
hlemas (30) del § 3 y (2) del § 3), hallamos que

Ni—{ Na-1 :
?_} vili= 3 !E‘ UFi gy (Mg = 2hn, iy + Mg} =
t 2=

o
34205z, 113 Hilvg, JE=2lE o

=|lvz et

xnx



§ 5. ACOTACIONES DE ABAJO PARA. ALGUNOS OPERADORES 273

De aqui y de las correlaciones (24) y (23) se deduce la acotacién
”U||C<M "1’)”2 0 (25)
donde

M_—zl

Acotemos la constante M. Dado que
Ny—1 Na—1

A=A I
E X +k§-t .a.§: e
Ry+ha>2,

entonces, en virtud de las férmulas (31), (11) y (12) del § 3 tenemos
Ni—1 Ng-—-1

gmk(—t-.u—) + 3 3 (gR+y8)'<

11-1 hgeat
—cus" tp+—son‘ ‘E

[+k3>2
i 1312 nlyly {I} = I%}
—[suHm] =5,

[S(J;Em +S

puesto que *)

w2 ni2
sen? ¢ do - g cos? g dp @
(@@ cos g besen? g)° | (adsen® Qb9 cos® g)F  4abd °
1} ]

Con la sustitucién de esta acotacién en la (25) se afirmari el teo-
rema 9.

§ 5. Acotaciones de abajo para algunos operadores

En el § 2 de este capitulo, al estudiar los modelos unidimensio-
nales, en una u otra etapa de investigacién tropezdbamos con la ne-
cesidad de tener acotaciones del tipo

ly, ¥I=ZM ||y I}, M = const >0, (1)

donde [u, v] = (Au, v), o [u, v] = (Ak, v);, a su vez A y A son las
aproximaciones de los cm-respondientes operadores diferenciales y de

*)Véase, por ojemple, la formula 3.642.3 en el libro de Gradshtéin I. S.
y Rizhik 1. M., Tablas de integrales, sumas, series y productos, M., «Nalkas,
1871 (I‘pamm'ema H. C., Penxnx M. M., Tabanna wuTerpa’tos, ¢ymm, PAAOD
u mponapegeunii, M., aHa_wcan, 1974.) i

18-0285
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las condiciones de frontera para éstos. Todos los operadores, estudia-
dos en el § 2, eran autoconjugados en sentido de los productos esca-
lares correspondientes, mientras que para los operadores autocon-
jugados es vélida la acotacién

Amta (v, V)< (A, V),
donde Ami s el valor propio minimo del operador, es décir,
Amtn = min A (4).

De aqui se desprende que la desigualdad (1) establece la acotacidn
de abajo para el valor propi¢ minimo del operador de red corres-
pondiente.

En este parrafo se establecerin las acotaciones (1) para algunes
operadores de red que son validos para funciones de red de uno o dos
argumentos. Para no repetir razonamientos de un mismo tipo, for-
mularemos las afirmaciones a demostrar no en términos de los opera-
dores, sino en términos de las formas cuadraticas [v, v], las cuales
estan relacionadas del modo evidente con los operadores que aco-
tamos.

1. Funciones de red de un argumento. Consideraremos las fun-
ciones de red dadas sobre una red @ situada en un segmento [0, I].

LEMa t (desigualdad de Friedrichs). Para cualquier funcidn de
red v (z) dada en una red uniforme o con pasoh y reducible a cero cuan-
dox=06zx=1, es justa la desigualdad

Bo<lE= M, |0, donde p,=[ZRGHED T2 ()

pEMOSTRACION. En virtud de la férmula en diferencias de Green
(12) del § 1 es vilida la siguiente correlacién:

lozlli= — (g ©)o-

De esla manera, para obtener la desigualdad (2) es suficiente acotar
el operador de la segunda razén en diferencias con las condiciones
de frontera de primer género. En el § 3 fue analizado el correspon-
diente problema de hallar valores propios y fue mostrado, en parti-
cular, que el valor propio minimo de dicho problema es igual a M.
De agui se desprende la desigualdad (2). El lema queda demostrado.

ouseRvacioN 1. La desigualdad (2) con la constante M, es exacta
en el sentido de que llega a ser igualdad, si a titulo de v (z) se toma
la primera funcién propia del problema (2) del § 3.

onservAcion 2. La constante M; en la desigualdad (2) depende
del paso k, no obstante en virtud de la correlacién (12) del § 3 puede
acotarse de abajo mediante una magnitud que no depende de A.
A saber, cuando h<C1'2, tiene lugar la acotacién M, =8/I%



§ 5. ACOTACIONES DE ABAJO PARA ALGUN(QS OPERADORES 275

OBSERVACION 3. La desigualdad (2)! permanece en vigor también
en el caso de una red no uniforme arbitraria, si la constante M, se
pone igual a 8/1* (véase el lema 2).

OBSERVAGION 4. La desigualdad (2) es justa asimismo para las
funciones reducibles a cero s6lo en uno de los extremos, o sea, cuan-
do z = 0 o cvando z = !, pero con la condicién de que la constante
es algo mayor (véase la observacién 2 al lema 2).

OBSERVACION 5. Si v (z) es una funcién de red arbitraria en w,
para ésta la desigualdad (2), por lo comiin, no tiene lugar. De ejemplo
puede servir la funcién v (z) = const, siendo z € @, para la cual el
primer miembro en la desigualdad (2) se reduce a cero. Las analogias
de Ia desigualdad (2) para las funciones arbitrarias se van a estable-
cer en los lemas 2 y 3.

LEMA 2. Para cualquier funcion de red v (z) dada en una red no

uniforme arbitraria o es vdlida la desigualdad
25115+ %002 (0) + %02 (1) = M || v 15, (3)
donde %y y %, son constantes no negativas, cuya suma es positiva, y

_ 8 (otg 434y ~Hlleg, )2
M= To T et i) G+ I ) (4)

Siv(0) = v () =0, la desigualdad (3) toma la forma
&
ezl =121l (5)

Aclaremos la idea de la demostracién en un ejemplo de las fun-
ciones de argumento continuo. Para cualquier funcién lisa » (z)

tiene lugar la identidad
2

v(@)=v(0)+ [ v @ .

0

Elevando al cuadrado esta identidad y acotando el segundo miembro
con auxilio de la desigualdad de Cauchy — Buniakovsky y de la
desigualdad & (16) del § 1, tendremos

v (2) < (14 8 22 (0) + (1 + VVeg) = [ () .
]
Sea zLy<!l. En tal caso

: ¥
v (@) < () (0)+ (1 +1/eq) @ | 072 (8) de.
il
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Integrando esta desigualdad con respecto a  de 0 a y, resulta gue

) % v
§ 2 (@) de <+ 00) w02 (0) + (1 +1/e0) 4 | 2 @) .
0 , 0
Anfélogemente se demuestra la desigualdad
! i
{r@ds<t+e) (= O+ A +17e) L5 [z ae
o 1

Escojamos ahora y € [0, 2} tal que los coeficientes de las integrales
en ambas desigualdades sean iguales. Esto ocurre cuando y = y,,

donde
VIR
Vitije+yIitije,
Sumando las desigualdades sefialadas anteriormente, para este valor

de y, tendremos
1

104e) VITTE,
_!ua(x)dxg AR AR O+
(42) YIF1le
1 2
* Vi 17e + Vitire, i

B e e) o
+F R e | e

DEMOSTRACION DEL LEMA-  Realicemos ahora dicha idea para una
funcién de red v (z) dada en ®. Dado que el punto y = y, puede no
perlenecer a la red @, tenemos que complicar algo los razonamientos.

Para cualguier funcién de red v (x) = v, tiene lugar la identidad

1

V=10 +]‘§‘=‘Jl vz, ,}11.

Vo=

0

Elevando al cuadrado el primero y el segundo miembros de esta

identidad y acotando el segundo miembro mediante la desigualdad

de Cauchy (15) del § 1 y la desigualdad e (16) del § 1, tendremos
i

B (14 20) vl 4 (1 + /o) 1 ;l v, s (6)

Sea zy € w. Entonces, para z;<z,., & base de la correlacién (B)
hallamos que

. B
(1 +eg) 24 (1 4-1/ey) @ 21 vy, e
P
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Multipliquemos esta desigualdad por %i; y sumemos segiin i de 0 &
k — 1. Seialando que

LES h—1 2 Hia

+1" -1 ERThy
Z IJ&}: Z Ty ) - p] 4
j=0 J=i

tendremos
h—1

k
S ot < (1 teg) (o —— ) vit (1 + Ueg) 2P SV ot by (D)
J=0 j=1

Haciendo ahora en la desigualdad (6) { = k, multipliquémosla por
efi,,. donde 0<e<{1, ¥y sumemos a (7):

2 ity - avifip < (14 o) (-Tk—-—-l-shh)l? +

i=0
k
+ (14 Vo) ot BM) 3 0 g (8)
j=1
Hagamos
N=p— 2 ey =2y (1 —) o 25 ©
y seiialemos que, cuando x €  y & € [0, 1], 1 puede tomar cuales-
quiera valores de [0, I]. Es ficil comprobar que
Zp (Tpay -+ 2ehy) = 25 + 25 (— (1 —2) by + ehpey) <P

Tomando en consideracién esta circunstancia, a base de la correla-
cién (8) obtendremos la desigualdad

k—1
> v+ e < (1 +2) (1+mu)-—2 vt A (10)
j=0 Jeai

A partir de la identidad

N
y'=vN-J=§,t?§' i

empleando razonamientos andlogos a los aducidos anteriormente, se
demuestra la desigualdad
N

D) v+ (1—e)vhhin < (1 20) (I —m) ok +
yuh+1

; N
SRCERTUNEC g Y PR (LD
Fe=hd
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Tomando ahora en las designdldades (10} v (11)
L V1F1s,
Y IF e+ V I+ 178
¥ suméndolas, después de unas transformaciones obtenemos

n=

1
el 2 (14 ) 2 0+
2 [y 2 (VIF1je,+ YV TE1je,)"
'(“’]/Hm' 0= —warimaatrie 10k

Nos resta expresar g, v &, a través de %, y %,. Hallaremos estas
expresiones suponiendo que el coeficiente de »* (0) es igual a x,
y el coeficiente de v* (), igual a »,, es decir,

‘/' [ VLT . G NP
11, e SR T

T+17e;, Iy oy
l/ T+1/e, = 22, l=s—1

(12)

donde
Ho=Ingf2, g =1lw,/2,
A Dbase de las féormulas (12) hallamos que
1

—f:—-1-=(-§l'~— )_i. es decir, ?D-=-«%o-+710—(:—:—1)—1.

Poniendo el valor de e;? en la segunda de las ecuaciones (12) y ele-
vando al cuadrado ambos miembros de la igualdad, después de unas
transformaciones resulta la ecuacién para e,

(1 -+ 1/%g) %2/ = Dty - %y 2y 4 1.

De aqui

) -

T e e
Sustituyendo este valor de e, en (13), hallamos que
;-%(:ri'“ﬁ

gty + g7y
Expresemos mediante x, y #; la constante

Wi 2 (Y IF /e + VIt 1/
= (T4-1/gy) {1 -1/gy)

Ep=
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De las formulas (12) se deduce que
P _ _VIitTie+Vitise, i= VIF1je+ VIFie,
£y Vi+1/e, [ Vit1e

y por lo tanto

sz—}rz;n;iflv Eg¥y (15 g0} (14-2y).

Poniendo aqui los valores de &, y e;, hallamos que

M, = 3'[”:1-!—%:'1':1“0"1}‘
BT T Tng) (2 Bey) (g 2wy + Ty} *

La desigualdad (3) queda demostrada.

La desigualdad (5) resulta partiendo de (3), si en la ltima se
toma v (0) = v {}) =0 y en (4) se pasa al limite cuando %, — oo y
%y —oo. El lema queda demostrado.

OBSERVACION 1. Bupongamos que la funcién de red v (z) se anula
en uno de los extremos del segmento [0, I, por ejemplo, cuando
z = 0. Entonces, en la férmula {4) se puede pasar al limite cuando
%o —> 0O

8

a
o+ () 2 Mallvlfy, donde, My=7- (gFpL)". (14)

oBsERVACION 2. Con las mismas suposiciones puede obtenerse
también para || v [|j una acotacién de abajo, expresada por medio
de || v |fj. Con este fin en (14) debe hacerse %, = 0:
2
ez lE=— 1wl (15)
OBSERVACION 3. Si en la desigualdad (3), por ejemplo, %, se toma
igual a cero, la acotacién adguiere la forma

: . 2
gl +x? ()= Milv [, donde M= pt—.  (16)

Lema 3 {desigualdad de Poincaré). Para_cualquier funcién de red
v (x) dada en una red no uniforme arbitraria w es vdlida la desigualdad

oz 18> v 1B — 4 (2, 12 (17)

DEMOSTRACION, Sean ; y x;, dos nodos cualesquiera de la red .
Debido a que, cuando z; << z, se cumple la correlacién

& R
8 S
(Cr—uy)*= (j=§-1 R OUSS @k ) j=%3-i %,
, cuando x; > =z, se cumple la correlacién
y

i
2 : 2
vz, .rhf) S Az —zp) j=;+lvz' _ih’.u

i
i—vpt=( Y
J=R+4

1
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siempre es vilida la desigualdad
(i = v’y — 2 | oz 1.

Multipliquemos esta desigualdad por /; y sumemos segiin i de 0 a
N. Después de unas transformaciones resulta

fTolls+ 2k —2up (v, 1)z< 2 Ilv-II
puesto que
! Tn

N i
S lee—anl b= {lt—apl de= | @—t)dt+ | (t—ap) de=
[i] 0

=0 ay
I [
= —(l—o) o <5

Multi&;licando ahora la dltima desigualdad por 7y, y sumando segin
k de N, hallamos que

2N —2 (0, DA< S-Ilv; 16,

de donde se deduce la desigualdad (17). El lema queda d mostrado.
LeMA 4. Sea la red no uniforme o tal que
_X B(a)=m, (18)
wf{a, 5]
donde la, bl < 0, ll. Entonces, para cualquier funcién de red v (z)
dada en la red @ es justa la desigualdad

Nvzlli+p _ X v*hZ= M|l (19)
oa, b]
- 2mp
donde My =_W v |.l=const>0.

DEMOSTRACION. Cuando ;< gz se cumple la correlacién
3

h
= (vs— ; vz ) <AFe)vk +(1+1/)( D v, 1)<
=T I=t+1

<1 +e) vk +(141/e) |zi—za [[vL I3

Es fécil comprobar que la desigualdad que acabamos de escribir
permanece valida también cuando x = z. Por lo tanto multipli-
quémosla por %; y sumemos segiin i de 0 a NN:

ele<E (1 +e) vk + (1 +1/e) |5l (|2 —at, 1)<
< (1 +e) vk -+ (1 - 1/e) T [z .
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La desigualdad que acabamos de obtener multipliquémosia por Fix
y sumemos segin zy € o [] [a, bl. Resulta

. ]
S RlpiE<i4e) 3 @b+t 5 S Rl
®a, b] e, 2] B[a. b1
Empleando ahora la condicién (18) y tomando e = plm/2, obtenemos

la desigualdad (19). El lema queda demostrado.
LEMA 5. Para cualquier funcién de red v (z) dada en una red

uniforme © con el paso h y reducible a cero cuando z = 0 6§z = I,
es justa la desigualdad

oz, 13> Mallvll,  Mo=[ 2202 ], (20)

DEMOSTRACION. En virtud de la desigualdad (9) del § 4 con cual-
quiera gue sea & >0 es justa la ac:otacién

1
g, 15 == llvg I — o 101,
a la vez que en virtud del lema 1
k(2L 2
llogIlE=M vl donde M1=[M] .

Acotando || v || § en la primera de dichas desigualdades con auxilio
de la segunds, tendremos

oz, 3> (25— ) Nv .

-]

Escojamos e tal que el coeficiente de || v ||} sea méximo: e = 1/(2M,).
Sustituyendo este valor de e en la dltima desigualdad, llegamos a la
(20). El lema estd demostrado.

LeMA 6. Para cualguier funcién de red v (z), dada en una red
uniforme @ el paso k y ruducible a eero cuando z = 0 y cuando
z = h, es valida la desigualdad

Eos. [ = 111

DEMOSTRACION, Teniendo! en cuenta que v (0) = 0, escribamos la
fé6rmula

i i
v =j§ hvg, :=,§ hez Pz g

i{ trapsformémosla mediante la f6rmula (11) del § 1, tomando en
abdltima m=0,n=i,a=1, u=v, v=um

i-1
Vy== T~ —E Zjs, ;.h.
i :

wyd
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Tomando en consideracién que v; (k) = 0, hallamos

d=1
7 — v=_ k.
o i ;Ei x2x. §

Sustituyendo esta correlacién en la anterior, tendremos
i-1
U= 21 (Ii"" I’} v;x' jh'
=

De aqui hallamos gue

Nt §-1 N-i
leli= > h.{z {Ti—agvg, Jk}z—}»%{ Z hizy—2p)z, ;}“-
=z =1 =1

Acotemos las sumas que figuran' en el segundo miembro de la corre-
lacién que acabamos de obtener. Empleando la desigualdad de
Cauchy {15) del § 1, hallamos que para cualquieri = 2, ., ., N —1
se cumple la designaldad

X,

i—1 i-1
';2; (@ —zj)ve, ,.h}z.ggi (m— 22k |log, ;1.

Tomando en consideracién esta acotacidn, a base de la @ltima iden-
tidad resulta la desigualdad
1w R M Moz, 115
donde
N-t -t .
M= 3 h {3 hlai—i + o (zy—z},
J=1 j=i

Los célculos muestran que _
Bt id

de donde se deduce la afirmacidn del lema.
2. Funciones de red de dos 'argumentos. Aqui estudiaremos las

funciones de red dadas en la red rectangular ® = @, X W4 situada
en el rectdngulo
G= {z = (21, 3) | 0Caa<Klay @ = 1, 2.
tumplearemos las designaciones introducidas en el p. 2 del § 4.
LeMa 7 (desigualdad de Friedrichs). Pare cualgquier funcion de
red v (x) indicade sobre una red no uniforme rectangular arbitraria @
y reducible a cero en una frontera y es vilide la desigualdad

[ Vo 3 ==(8/8 +8/1) |v B, (21)
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DEMOSTRACION. Para la funcién v (£) = v (z;, x,), siendo fijo z,,
en virtud de la desigualdad (5) es vadlida la correlacién

PRI INCAP= - T CHENLIEND
acﬁmf . a:lEE_'[
Multiplicando esta desigualdad por h, (z3) ¥ sumando segin z, € E’m
obtendremos
llvg, 1= (89 1 1f

Anélogamente hallamos que
llvg, == (8/13) v s

Sumando las dos tltimas correlaciones, resulta la desigualdad (21).
El lema gqueda demostrado.
vEMA 8 (desigualdad de Poincaré), Para cualquier funcién de red
v (x) prefijada sobre una red no uniforme rectangular arbiiraria o
es justa la desigualdad
LB 4 T 4 3
” Vv “0 Bm"“v ”q I}.La (@4_12} (”! 1)@' {22)

DEMOSTRACION, Sean zy= (z{fv, z{!) y z;=(2§", z{) dos nodos

cualesquiera de la red ®. Para una funcién v(z) cualquiera que
sea es véalida la identidad *)

n
=yt =Isign (iy—J)) X Fvs, motat
ki=my+1

Tiy

+sign (b—i2) |

=my+1 hzvi" suhdh

donde
mg =min {ig, Jah “u=méx{iu, Jaf a=1, 2,

De aqui en virtud de la designaldad-e (16) del § 1 y la desigusldad
de Cauchy (15) del § 1 hallamos que

(@) —o P +6) | z—ys| TR, (@ 22+
ESTUT
A1l jp—pal S bk (g T (28)
LA

——

*) Lst forma la adquiere la siguienta correlacidn, muy evidente para las
funciones de un argumento continuo,

£

lv (z)—o(sr)]‘=[s _.‘M%ﬁ}_agl+:j. 5'“(91; Ea) dﬁg]z

L
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Multipliquemos esta desigualdad por Fy (1) %g (23) By (1) Ba () ¥
sumemos segln z € ® e y € o.'Dado que

P Y=ol Ba< B2, (24)
"aeau
entonces,

AL vl =2, DE<A+e) B2 vz 1 L B

Escogiendo ahora e = ([,/)?, obtenemos la desigualdad (22) He-
mos demostrade el lema.

LEMA 9. Sea © — © un conjunto determinado de los nodos de la
red o, ademds

§ iy =m. (25)
Entonces, para cualquier funcién v (z) dada en la red ©, es vdlida la
desigualdad
WVw 5+ 2 vdhh, =M, v, (26}
=

donde p = const > 0 es constante a la ver que

2m

S
hig [24p (841901 °

DEMOSTRACION. Span & = (z;, Zp) @ y = (y3, yo) dos nndos arbi-
trarios de la red . Para la funcidén » (z) es justa la desigualdad

(@) —v MEZ(1 — &) v* (2) — (e, — 1) * (1),
de donde, basindonos en (23), hallamos que
(1—e) v (D)< (1/e,—1) Vi) + (1 +es) |2y — 44 | }J V‘;l (24, 24} byt
1 o)

+ (4 1) |22~ y3| 2 vk, (01 20} e

Multipliquemos esta desigualdad por %k y sumemos segin z € w.
Atendiendo la acotaci6n (24), obtenemos:

(1= e 1013 Ll (16 — 1) 08 (9) + (1 ) 1oz 124+
+ (14170 BE D0k @z g (27)

oy



§ 5. AGOTACIONES DE ABAJO PARA ALGUNOS OPERADORES 285

Multipliquemos esta desigualdad por: Bfi, y sumemos segln y € o.
Después de unas acotaciones hallemos que
(A —e) DAl |0 16 (e —1) Lila D) vohighy +

w [
S
o) B2 pog, 1o (1 47e0) 1l 18
Tomando ey = (I,/4)*, tendremos la acotacidn

p AN
(Um ) 3 Bl o[BS (1 — 1) yla D vthiyhy + 22 o g,
o @
Escogiendo aqui &, a partir de la condicién (1/e; — 1) = p (i + 5)/2
y teniendo en cuenta la condicibn (25), obtendremos la acotacién
{26). El lema gueda demostrado.
1EMA 10, Sea y < y un conjunto de_ferm-inado de los nodos de la
frontera a la vez que la red no uniforme  es tal que
2 (@)=m, (28)
¥
donde 1 () se preestablece por la correlacidn (22) del § 4. En tal caso
para cualquier funcién v (z) dade en la red @ es justa la desigualdad

Vel +p X vt =Melivll, (29)
¥

donde

My= iic
T L (R Gt

mientras que B es una constante positiva arbitraria. Si, en particular,
v (z) = 0, siendo z € y, entonces, para la funcidn v (%) es vélida la

desigualdad :
IIVFH:EWETHU":— (30)

DEMOSTRACION. Para la funcién v (z) es vélida la desigualdad (27).
A la par con la desigualdad (27) para v () es justa también la desi-
gualdad, que se demuestra analogamente,

(L —e 1D I bl (Vey— 1) 0% (1) +
e B Sl (e g+ U+ 1) Fllv I8 B

Sea y = ¥ ) ¥, donde Y@ es un conjunto y de los nodos situados
sobre la rects T, = 0 6 o = lo. Multipliquemos (27) por &, (y1} ¥
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sumemos el resultado segtin . Tendremos la desigualdad
(1—e) 2 B(y)llvlp<ll (1/eg—1) 3} v2(y)hy+
nEY® neEy™®
+ (&) Bilvg, o+ (1 + 1/eg) Ld3 v, -
Multiplicando ambos miembros de la correlacién (31) por %, (y.) ¥
sumando el resultado, que acabamos de obtener segin y™, llegamos
a la desigualdad

(1—e) I By livB<hl (1/ei—1) X B2 (y)+
I-'nE'\"n IhE’\"“

() Bl (|07, [+ (/e + 1) B v, [
Sumando las dos dltimas desigualdades, hallaremos
(1 —e) DeliviE <l (/e —1) X o3 (2) vt
¥ ¥

(1 ) B3 (b B) vz, 1B+ (1 1/ea) 13 (24 -+ o) o, 1,
Tomando ahora g, = (l4/l;)?, obtenemos
(1—e) DelivIB< i (1/eg—1) 31 v? (z) T (2)+
£ ]
+H+L) LFL)IVlE  (32)
Escogiendo ¢, a partir de la condicién
Ly (Mey — 1) = p (4 + L) (i + 1)
y tomando en consideracién la ‘condicién (28), obtendremos la aco-
tacion (29). .
Supongamos ahora que v (z) = 0, siendo z € y. Entonces, el pri-
mer término del segundo miembro de la desigualdad (32) se elimina.
Puesto que ¢, es un niamero no negativo arbitrario, tomando en tal

caso g; = 0 y teniendo presente. (28), nos resulta la desigualdad (30).
El lema gqueda demostrado.



CAPITULO VI

ACOTACIONES APRIORISTICAS

En el capitulo IV fueron aducidos ejemplos de la construccion de
las aproximaciones en diferencias para una amplia clase de proble-
mas de la Fisica Matemética. Una vez construido el esquema en
diferencias e investigado su error de aproximacion, surge la cuestién
acerca de la acotacién de la velocidad de convergencia de la
solucién del problema de red a la solucién del problema que
ge aproximn. Como ya se ha mencionado, la acotacién de la velo-
cidad de convergencia de un esquemaen diferencias puede deducirse
de la acotacién aprioristica becha para este esquema. El presente
capitulo es el que se dedica a la obtencién de las acotaciones aprio-
risticas para algunos de los esquemas en diferencias finitas construi-
dos en el cap. IV. Las acotaciones aprioristicas que citamos tienen,
en lo fundamental, el cardcter ilustrativo y no abarcan ni mucho me-
nos todos los problemas incluso de la cantidad de los estudiados en
el cap. IV. No obstante los problemas que estudiamos aquf son tipi-
cos en aquel aspecto de que los métodos expuestos de obtencién de
las acotaciones aprioristicas para éstos permiten obtener acotacio-
nes andlogas para una clase de problemas esencialmente mas
amplia. i

En este capitulo se exponen dos: mélodos de obtencién de las
acotaciones aprioristicas: el método de las desigualdades energéticas
y el método a base de la funcién de Green. El tercer método de obten-
cién de las acotaciones aprioristicas, empleado vastamente en la
préactica, se funda sobre el principio del maximo y estd expuesto en
el cap. I1I. Los ejemplos que ilustran la aplicacién del método de las
desigualdades energéticas al obtener las acotaciones aprioristicas
para los modelos unidimensionales de las ecuaciones en diferencias
de segundo y cuarto érdenes, se aducen en el § 2 del cap .V.
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§ 1. Método de las desigualdades energéticas

En este parrafo se expone el método de las desigualdades energé=
ticas de obtencién de las acotaciones aprioristicas para los problemas
en diferenciag. Los problemas que estudiamos se presuponen dados
en una red uniforme rectangular @ = ml X @y Se examinan el
esquema en diferencias que aproxima el primer problema de con-
torno para la ecuacién de segundo orden con derivadas mixtas,los
esquemas en diferencias de cuarto orden de aproximaci6n para la
ecuacion de Poisson y para la ecuacién con derivadas mixtas (los
coeficientes son constantes), los esquemas en diferencias que apro-
ximan el segundo ¥y el tercer problemas de contorno para la ecuacién
de segundo orden que no tiene derivadas mixtas.

1. Introduccién. Introduzcamos dos nuevas normas de funciones
de red, las cuales se van a emplear en este parrafo para obtener aco-
taciones aprioristicas,

| (@, v |
{9, v
ol sup Tpoq,=e ol y =20 o

Las otras normas utilizadas en este parrafo, fueron introducidas en
el § 4 de}l cap. V.

Establezcamos una afirmacién auxiliar, Tiene lugar el

LevMA 1. Para cualguier funcidn de red v (z) dada en una red uni-
forme & = w, X @y es ydlida la desigualdad

oz l! ‘Er”b’" a=1, 2.

DEMOSTRACION. Realicemos la demostracién, por ejemple, para
el caso de & = 1. Segln la definicién

llog, 8= (5, v & g O—v1, v—ploi)

m)m*xm. XDy *

Multiplicando término a término y empleando la desigualdad de
Cauchy, obtendremos que
2 2 4
1oz, Ie< 77 (0% Dtz + 77 O Daoyxs, =77 1016

2. Problema de Dirichlet para una ecuacién autoconjugada de
segundo orden con derivadas inixtas. Analicemos el siguiente pro-
blema. En el recténgulo D = {z = (@), To) |0 < 2q < Iy, =1, 2}
hallar la solucién de la ecuacion

2
L= 3 A {kw@ ) —g@u=—1@), €D, )

«, f=1
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que en la frontera I' del dominio D verifica la condicién
uey=yg(), '=zel. 2

Tendremos presente que para todds z €D = D | T' la matriz
{kap ()} es simétrica, positivamente definida y tiene elementos
acotados, es decir, para todns z€D

T8 2] Fat (%) EalpCe (51482, 3)

cy = const. :> 0. ¢y = const > 0.
Ademdés, supondremos que
q(x) =0, z€D. (4)

Introduzcamos en D una red uniforme rectangular @. Para el opera-
dor L en el cap. IV hemos construido la aproximacion en diferen-
¢ias, la cual utilizaremos al construir el esquema en diferencias para
el problema (1), (2). A saber, sea que

Ay=—9p(z), z€w, y=¢g(@), 2€y (5)
donde

Ay =y (A~ + A% y—dy,
2
Ay= a,§=i (Kap () !f;ﬂ)xn‘

2
Ay= N (ka 2
y=_3 (ke () ¥sy)z ,

¢@)=1(x), d(@)=g(z), aco.

Investiguemos el problema (3).

TroreMA 1, La solucidn del problema (5) existe y es dnica. Para la
solucién del problema (D) con las condiciones de contorno homogéneas
(g == 0) es justa la acotaciér aprioristica

|1y|h-<i[1+8—uw] @l

DEMOSTRACION. Sea v (z) una funcién de red dada sobre la red ®
y v (z) = 0, siendo z € y. Entonces valiéndonos de la férmulas de
adicién por partes (9) del § 1 del cap.’V, hallamos que

: 2
(A0, v)o= Z ((Fas (z) vz ),e Y U)o = — él[k‘za (@) Uiy '-’;“)w.xm,-
De aqui en virtud de la condicién (3) se desprende que

all Vol < — (A7, Vo
19--0285
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Asimismo se deinuestra la desigualdad
allvellh < — (A%, v),.

Agrupando estas desngualdades y tomando en consideracion las con-
diciones (4), resulta que

g Ve i < — (A, v)a. ’ (6)
A base de (6) y en virtud del lema (7) del § 5 del cap. V hallamos que
oI = 2= [ 1+ iy | (A2, . ™)

De aqui se deduce que, si Av = 0 cuando z € w, en tal caso también
v =10 cuando z € w. De esta forma, hemos demostrado que el pro-
blema homogénso (5) tiene 5616 una solucién trivial v (z) = 0, y por
consiguiente la solucién del problema heterogéneo (3) existe con
cualesquiera que sean ¢ y g ¥ esta solucién es Gnica.

Hallemos ahora la acota¢ién aprioristica de la solucion del
problema () a condicién de que g (x) = 0. = € y. Con este {in repre-

sentemos en (7) v = y y tengamos en cucnta que Ay = — ¢. Ten-
dremos

Iy lE< -+ [1+ 5y | @ Ve ®)
Como

e o I <T@l Wy s

entonces, @ base de (8) se deduce la acotacién aprioristica buscada.
El teorema queda demostrado. _

3. Esquemas en diferencias de elevado orden de aproximacion.
Analicemos el problema de Dirichlet para la ecnacién de Poisson en
un recltangulo D:

Au=—f(z), z€D; u=g(@), s€I. (9)

Para la ecuacion (9) en el cap. 1T sobre una red uniforme rectangular
© fue construida una aproximacién en diferencias, la cual tiene el
error G (| & %) en las soluciones lisas de la ecuacién (9). Valiéndonos
de esta aproximacién, construyamos el esquema en diferencias para
ol prohlema (9) del siguiente modo:

. h§+h2
Ny =y A Vst oy 2= —0(2), €0, (10)

y(z)=g(x) cuande z€v7,

donde
i axf | k3 P
=ik 12 d;"‘+1<‘. ox3 *
Para el problema (10) bajo la condieién de que

1/V5<hth,<V'5
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fue demostrada una solubilidad univoca y se obtuvo la acotacién
aprioristica (21) del § 4 del cap. III en la métrica €. Aqui demostra-
remos la solubilidad del problema (10) sin restricciones algunas en
lo que se vefiere a la red .

TEOREMA 2. La solucion del problema,(10) existe en una red uniforme
© cualquiera. Esta solucién es inica 8 cuando g (x) = 0, tiene las
acotaciones aprioristicas:

3 I3l
1y < (1+gaam) 19l (1)
1710 <5 | @l (12)
lylle<Ml@llo, M =const>>0. (13)

pEMOSTRACION: Sea v {z) una funcién de red dada sobre la red ®
e igual a cero en la frontera: v (z) = 0, siendo z € y.
En tal caso

(A0, Vda=(v5, Vot (U5, Vott
= _{b-h' v;')m‘;xm. ('-" ' ');.)mlxm;'l‘

HAR s, o2 p=—l v+ 28

Hyxy? Ry, fu)mfxm

B +.r;3

( FRER u)ﬁ =

o
En virtud del Iema 1

2 - 4 M &
I! ux,;' 'ilm"g-“w ||Iv§,”:‘ ” e " “gTE' !l vz, ":
¥, por consiguiente,
i

(A0, v)o< ~S (| VoI,
Basandose en el lema 7 del § 5 del cap. V, de aqui se desprende que
2 !\112 I
flv < ~ (1+wwm ) (A", v)e. (14)

Por lo tanto, si A'v = 0 cuando = € w, entonces, también v (z) = 0
cuando z € ®, De aqui se deduce que el problema (10) tiene una solu-
cidn vinica, cualesquiera que sean @ y g. La acotacién aprioristica (11)
se sigue de (14) del modo evidente.

Ahora examinemos la correlacién

(A v, Uz XXy = yac x (Uac 1%y = va-t,x. =y I+ Uﬂ‘sxl)w 2 ]
1+}1

+_12_{{ Xy Ty, ux,x;)“.{'-{ x,x.xaxn U;s%)m}z
= llvz, B+ lvz I+ 2 vz z -5 o 1+

+U Vi) (15)

19
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Debido al lema 1 son validds las correlaciones
4
vz z, o+ llvs s IS g os g o Tl ogq, (60

2 2 4 2 2 (16)
vz ez )e+Hllvszs o< 5y lvs,, 6+ vz 5, 16

Poniendo las desigualdades (16) en la correlacién (15), obt;endremos
(A% vz g o 1) i, B 125, 18 42 o5, 1)

Siv = y, basindonos en el esquema (10), tenemos:

¥, I 1 0z, I8+ 20 w2, B 1 0 U300+ Vs o 1<

S ol ¥, 03,0, I
Pero
W¥ze, + Uz 1o =1l Uz, o+ 1 95,0, 320w 2, 15 =1l ¥ 2.0
¥, por consiguiente
e, o<l 0 -

La desigualdad (13) se deduce de la acotacién (12) en virtud del teo-
rema 5 del § 4 del cap. V. El teorema se ha demostrado.
Examinemos el problema de Dirichlet para la ecuacidn de segun-
do orden de coeficientes constantes y con derivada mixta:
&%, 9% $u ;
Lu:dx_?+ﬁ+2ad__:,'l0x3_ —flx), zeD, |e|<1,
u(z)=g(x), x€I.

Siendo | | << 1, la ecuacién {17) se hace eliptica, En el cap. IV
en una red cuadriculada ® can paso h para la ecuacién (17) fue cons-
truido el esquema en diferenicias el cual aproxima dicha ecuacién
en soluciones lisas con el error @ (| 2 |*). Haciendo uso de este es-
quema, planteemos el problema en diferencias, el eual aproxima el
problema {17), del siguiente modo:

ANy=yg, + ¥z, tolyz., +o.:)+
1 -+ 80 2
el

(17)

y;;m;;x; =2 ('I)‘ x E @, (18}

= g, siendo = €7y,
donde

P=1(2) 455 L1,

Investiguemos el problema (18).
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TEOREMA 3. La solucién del problema (18) existe y es iinica. Para
la solucién del problema (18), siendo g = 0, son vdlidas las acotaciones:

i '8 1213
v he<sma=rap (1 +5m ) lolks (19)
3
oz, o < g | @llor (20)
hy lle<M @ lloy M = const>0. (21)

pEMOSTRACION, Transformemos el operador A’. Primeramente
seflalemos que

hzyE,x‘;.or, e yEJ. + LETAS yﬁ;: i yzlxt‘ (22)
Es conveniente transformar el operador A’ de modo que el coefi-
ciente de % Y33, Sed la expresifn
1—3 || + 202 (23)
Teniendo presente la formula (22), escribamos
Ny =Yg+ Vs, F O Wz, T30 T
+ E-*-i_al- (y;lEl + y:,x, - y;ﬂx = yx:;'l} +
n2 .
+(1—3|o|+ 203 yz 2., = Vg, T Vs, T
+i 8 ety n) s ) +
3
I (=320 ¥z oz, =
= (1—-signo) Ay-+ & (1+signa) A'y+
%
+i(t=8lal+ 20z (24)
donde
Ay=yz,. TV, Tolz., Tisa)
A+y = yg:”: ¥ yznxa + a;(y;|;l i y*\:n}‘

Sea v (z) una funcién de red dada en'la red @ y sea que v (z) =0
cuando z € y. En virtud de la condicién de que |« | <C 1 tenemos
(A, V)a= —{U;:, U;.]mfx@.*(b';.- u?i)w.xaﬁ'_

— (U3, U5 )t xot ™% W5, Uz ot wep < —(1 —~la vl (25)

1
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Anglogamente se demuestra gque

(A, WoL—(1 — | | ||V ;. (26)
A la fuerza del lema 1
h? {Uxxx.;\:, Ve =h? {U:,x, xlE,)m'{'xm“gzll V”U:- (27)

Observamos que la funcién (23) es no positiva cuando 0,5 | o | << 1
posmva. cuando 0 < | e | < 0,5, Por lo tanto cuando 0,5<
< | a | << 1a base de las correlaciones (24) — (27) hallamos que

—(A', D)o (1 — Lo )]V I}, (28)
Cuando 0 | << 0,5,
— (A%, Vo> (1—la| LG g p (20)

Agrupando (28) y (29), para tedos | & | << 1 tendremos
2U—1aD I Vol <~ (A%, V). (30)

Partiendo de la desigualdad (30) en virtud del lema 7 del § 5 del
cap. V, hallamos que

wik<—F{(1+ saty) /A~ 12D} @B o). (@)

8i A'v = 0 cuando # € o, centonces de (31) se desprende que v (z) =
= 0 si z € w. De esta manera; hemos demostrado que la solucién del
problema (18) existe y es fGnica. La acotacién aprioristica (19) se
deduce de la desigualdad (31) del modo evidente.

Demostremos la validez de la acotacién aprioristica (20). En
virtud de la condicién |a | << 1 obtenemos

(Vg e, V5, 2005 V7 Do = 0, 2005 vz Dol 103>
9(1“|“|){””§'.x.” Fllvz g IR)- (32)
Del modo anédlogo hallamos que
+Vg. F2wg vz JeZ(T—a]) (v
Agrupando (32) y (33), obtenemos
(va?lxl i L T za'u;.x.' Vi T U‘;;.x’)m =
Z(1—|al)(llvg,, I+ vz ., IE+21 b‘;;;llﬁ)- (34)
Asimismo se demuestra la dasigualdad
F200, 5, Vs, Fl e
> =] o) vz B+I1vs IB+2(v551R). (35)

L

la+1es 5, ). (33)

Faxa

(UE X , x,x
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Sumando las desigualdades (34) y (35) v dividiendo en 2 el resultado,
obtenemos

(A0, 05, 05, Jo > — 1) (g, B4V, I8+ 2oz D). (36)

£yxy
Del modo sumamente andlogo hallamos que

(A, 05 oz Yo — [ @]) (llog, I8+llog, [B+2lvs< D). (37
Luego en virtud del lema 1

h? (v;,:\:,;|x.‘ v;,x, + U;.x,)ﬂ' == _,_hZ( " vE‘x,':E, ":+ " ”E:I',;’“:J 2

= =2(llvz ., B+1vg,, 18+ 2llvg 5 16). (38)

Igual que al demostrar la desigualdad (30), hallamos que

95,0, 16+ 205, I8+ 1105, R 5 Ty (A 05,0, + 05,0 )0 (39)
Haciendo v (z) = y () en (39), obtenemos del modo corriente la
acotacién (20). La acotacién (21) se deduce de la acotacién (20) en
virtud del toorema 5 del § 4 del cap. V.

3. El tercer problema de contorno para una ecuacién autoconju-
gada de segundo orden sin derivadas mixtas dada en un rectdngulo.
Analicemos ¢l problema

j Si Lau=—{(z), <€D, (40)
2 x5y u—g (s), s€T, (41)

donde /@ es el operador de la derivada con respectoala conormal
interior a la frontera T, es deeir,

au H
o [Fe@g. =0,
N
T k@, ta=l, ami, 2,

s es la longitud del arco de la frontera I' medida a partir del punto
con las coordenadas (0, 0} en el sentido antihorario,

Lcuz-%: (ku {x}ai—ua;) — ga{z) 2.

Supondremos que los coeficientes del problema (40), (41) satisfacen
las condiciones

ko (z) 2201 >0, go (020, x (9=0. (42)
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Tomemos

Aoy = (aayiu} —dgl, Te€®g,

*e
Kayz AEHE%[GE‘-"W)U::‘:“(x~u+‘;1§‘huda)HJ. -'"—'u_=0.

|Asy= ";5: [ —Galx, — (”+u +'1§"kada) y] 1 Za=la.
Entonces, la aproximacién en diferencias del problema (40), (41)
pucde escribirse en la forma

donde

A=K +A, O@=9@) +86@{ ¢,

en tanto que 8 {y) es la aniloga de la funcién delta concenirada en la
frontera, esdecir, (v, 6(y)); = (v, 1)y.

TEOREMA 4. Si para una funcién v (x) cualquiera dada en la red o
se cumple uniformemente con respecto a | h | la correlacién

—(Av,v)g=c|lvI}, c=const>>0, (44)

en tal caso existe una solicién unica del problema (43), para la cual es
vilida la acolacion aprioristica

NyIR<M (ol +1121k?), M=const>0. (45)

pemosTRACION. De las correlaciones (43) y (44) se desprende que,

si @ (z) = 0 cuando x € @, también v (z) = 0 cuando z € w. Por lo
tanto la solucién del problema (43) existe y es Gnica,
Multipliquemos por y la aproximacién (43) como escalar

—(Ay, Wz= (D, 1): = (9, ¥)=+ (g, ¥)s- (46)

Por definicién de la norma || + ||, ¥ de la desigualdad & (18) del § 1
del cap. V resulta

I @)z 1<l ol llglh<elly |+ oI, @7

Teniendo en cuenta la desigualdad de Cauchy (15) del § 1 del cap. V
v la desigualdad e (16) del § 1 del cap. V:

. 1 .
(g v)s | <ellylg*+ o NelE™ (48)
A la fuerza del teorema del § 4 del cap. V es justa la acotacidn
HullZ <M, by li. (49)
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Ponicndo las acotaciones (47) — (49) en (46) y tomando en conside-
racién la desigualdad (44) con e =:¢/(2 (1 - M,)), obtendremos la
acotacion (45). El teorema queda déemostrado.

TEOREMA 3. §i

d{irf)=un(§) =0 (50)

¥ pare una funcidn v (x) cuelquiera E}zdicada sobre la red ® se cumple
uniformemente con respecto a |k | la correlacién

— (A, v)==c|| V|, c=const>0, (51)
entonces, al verificarse la condicidén
(@, )y =(¢. 1)z + (g 1)y =0 (52)
la solucién del problema (43) existe. Esta es inica, si
W 1= Q, (53)

donde Q es una constante fija. Para la solucién del problema (43), (50)
es vilida la acotacién aprioristica

NglE<M {412+ (w 1)3, (54)
donde M = const = 0.

pEMosTRAGION. De la apariencia del operador A se desprende que
éste es autoconjugado. s facil comprobar que, al cumplirse las
condiciones (50). el cero es el valor propio de este operador, y a éste
le corresponde una funcién propia, igual a la constante. Por esta
razén de la condicion (52) se desprende la existencia y de la (53),
la unicidad de la solucién del problema (43).

Para obtener la acotacidén aprioristica multipliquemos la apro-

ximaeién (43) como escalar, por y. Tendremos que —(Ay, y); =
= (g, ¥)z + (& ¥)y. Acotemos cl segundo miembro de la identidad

del mismo medo que en el tcorema 4, En tal caso, teniendo en cuenta
la correlacién (51), obtendremos

NV i< e (4 Mo) |y i+ (o l2e+ g 15,

Empleando ahora la desigualdad de Poincaré (véase el lema 8 del
§ 5 del cap. V), siendo ¢ suficiontemente pequefio, obtenemos la
acotacién (54). El teorema queda demostrado.

La acotacién aprioristica (45) del teorema 4 se ha establecido en
la suposicitn de que la correlacion (44) es justa. Esclareceremos aliora
cuales condiciones deben imponerse sobre los coeficientes del prohle-
ma (40), (41) para que se verifique la correlacién (44).

TEOREMA 6 (primera condicién suficiente). Sea que los coeficientes
del problema (40), (41) satisfacen las condiciones (42), y, ademds,

g(z)=e, >0, 2€Dy, (55)
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donde
-50"’{-‘"3= (24, %) | lea S 20K lg =1, 2} = D.

Lntonces, si la red estd escogida de modo que se cumple la condicién
del lema 9 del § 5 del cap. V, en tal caso para una funcién de red v (z)

cualquiera preestablecida sobre la red o se verifica la desigualdad:
—(Av,v)z=c||v|}, c=const>0.
DEMOSTRACION. En virtud de la condicién (55)
(A= 2 drhfiyc, 3 Vihy,
©ND, 61D,
Segiin la construceidn

— (A, v)5 = Z by agt haliy+ 21 X apv-ligky +
@y ©, o
+ (& )5+ (%, %)y (56)

Basindonos en las condiciones (42), deducimos del lema 9del § 5
del cap. V y de la desigualdad anterior que

— (v, v)5 21| VolR+es 3] v2hhycl|vft
@Dy

El teorema queda demostrado,
TEOREMA 7 (segunda condicién suficiente). Supongamos que los
coeficientes del problema (40), (41) satisfacen las condiciones (42) y,

ademds, que
%(s) = e >0, s€T,, (57)

donde T'y S I'. En tal caso, si la red se escoge de tal modo que estd cum-
plida la condicién del lema 10 del § 5 del cap. V, enionces, para una
funcion de red v (z) cualquicra prefijada en la red ® es vdlido que
—(Av, ¥)z=c|jv |, ¢ = const > 0.

LEMOSTRACION., En virtud de'la condicién (57)

(01> 3 wite, 3 v
'i'ﬂ-Fn' 'Pnfo
A base de esta correlacion, de la (56) y del lema 9 del § 5 del cap. V,
en virtud de las condiciones (42), se deduce que
—(Av, v)s=ze |Vl +eq E_ vt ze||vif.
T

El teorema queda demostrado.
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LeMa 2. Al cumplirse las condiciones (42) para una funcién v (z)
cualquiera preestablecida sobre la red @

— @, )5 =4 Vo

Lia demostracién se deduce justamenite de la correlacién (56).

TEOREMA 8. Si se cumplen las condiciones (42) y (55) ¢ (42) y (57),
entonces, la solucidn del problema (43) converge, en el sentido de la
norma de espacio W, a una solucidn suficientemente lisa del problema
(40), (41) con la velocidad O (| k |*), es decir,

My —u lh<M | RIP

La demostracién se deduce inmediatamente de los teoremas 4, 6
y 7 y de la afirmacién de que el etror de aproximacién (que os el
problema (43)) es la magnitud O (| & [9).

Examinemos el problema (40), (41) al cumpliv las condiciones
(42) v (59). Como ya se sefiald, en este caso dicho problema tiene solu-
¢ién no para cualesquiera f y g de lds segundos miembros. Para que
exista la solucién es necesaria la suposicién de que

{ 1@ az+ | g(s)as=0. (58)
D (AN

La solucién dnica en dicho caso puede destacarse mediante la con-
dicidon
S u () dr= @ =const. (59)
D
TEOREMA 9. Si se cumplen las condiciones (42) y (50), entonces, la
solucion del problema (43), (52), (53), cuyo segundo miembro es
© =g (z) +06(eg—{( U7 + (g Dy}/mes D

converge, en sentido de la norma de espacio W}, a una solucion sufi-
cientemente lisa del problema (40), (41), 58) (59) con la velocidad
O(| k|, es decir,

lly—uihéMikI‘-

pemostRACION. Para el error de solucién z == y — u en virtud del
teorema 5 tenemos la acotacién

215D (|1 |20+ 1y I+ (2 DE),

donde 1 es el error de aproximacién de la ecuaci6n a la vez que 1, es
el error de aproximacion de las condiciones de frontera. Dado que
la solucién del problema inicial se supone suficientemente lisa, enton-
ces las funciones ) y v, serén iguales a O | |® en ¢l caso de que la
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perturbacion del segundo miembro
(fl 1)";+(g| 1)1’

sera igual a O (| & |%). Pero esto ya tiene lugar porque (f, 1)= v (g, 1),
son férmulas de cuadratura dé los trapecios, las cuales tienen el
errorde O (] & [*). Teniendo en cuenta la condicion (58), hallamos que

¢ D5+ @ Dy=0(hrP.

Nos falta acotar (z, 1)%. Segiin la definicién y en virtud de las con-
diciones (53) y (59)

(@ 5= Ng—( 5= {ude—(u, 1)5=0(np).
D

puesto que (¥, 1); es la férmula de cuadratura de los trapecios. El
teorema queda demostrado.

4. Primer problema de contorno para un sistema de ecuaciones
de la teoria de elasticidad en un rectingulo. Procederemos & exami-
nar el problema para un sistema de ecuaciones. Sea D el rectingulo
determinado anteriormente y séa I su frontera. Supongamos gue en
el rectdngulo D esta preestablecido el sistema do ecuaciones de equi-
librio de un cuerpo eldstico is6tropo homogéneo

&2 8y %
(M2 T2 +pT,:§_+(a+p) :ar:zr, +F =0,

%1, 9%u,

2
(ot 1) gt G+ (v 20 S8 4+ o =0

(60)

y se pide hallar la solucién de esie sistema, la cual satisface en la
frontera T a las condiciones de frontera homogéneas de primer género

Uy o =u, lp = 0. (61)

Sea @ una red uniforme rectangular en el dominio D = D BT
En el § 4 del cap. IV en una red semejante fue construida la apro-
ximacion de red del sistema (60) y también fue mostrado que su error
es de O (1h |*). El sistema sefialado de ecuaciones de red puede
escribirse en la forma

(o200 2 D+ (1Y 3 )es +
& -":'z' [(7'-92x,)x. + (A'y'zi.)i + (I-]-y2x.}x, iy (lly2;l}§|] + Fi = 0,

L 10 o+ (Mg )z, + (W) (003 )5+
+ (B33 )e,+ (M +21) Yoz )+ F2=0, z€o. (62)
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Puesto que los coeficientes & y p son constantes, entonces, en reali-
dad, por ejemplo,

(;\'yﬁx,)a:. +(py2:,}x, b {"' + I-L} Hox e

sin embargo, la forma de escribir estostérminos empleada en (62),
serd comoda para la investigacidn siguiente. Completando el siste-
ma {62) por la aproximacién de las condiciones de frontera (61):

hly =1 ly = 0, (63)

obtendremos el problema de red (62), (63), el cual aproxima el pro-
blema (60), (61).

Establezcamos la acotacién aprioristica de la solucién del pro-
blema (62), (63). Con este fin multipliquemos la primera de las ecua-
ciones (62) por y, (2} hih,e. la segunda, por y, (z) kyhs, adicionemos
las obtenidas correlaciones con respecto a la red @ y smnemos en
total. Transformemos las expresiones que figuran bajo el signo de
suma, utilizando la primera formula en diferencias de Green (12) del
§ 1 del cap. V y las férmulas para sumar por partes (8) y (4) del mis-
mo parrafo. Con todo esto realizaremos la transformacién de cada
una de las expresiones sélo con respecto a una variable, marcada por
el indice exterior de toma de una razén en diferencisr, Después de
tomar on consideracién las condiciohes de frontera (63) y reagrupar
los sumandos tondremos

EWh = (F]f yl)m + (Far yk}w’ (64)
donde

Wam= 4 {20 1y, I8+l v, 1) +
R (g, + V2% Dopns 5 (s, + Uz Droxot +
B (i V0z)% Datrra,F o (5, 82605 Digrat)  (69)

es la andloga de red de la ecuacién de emergia de deformacidn elis-
tica.

Transformemos las dos dltimas expresiones yue figuran en el
segundo miembro de (65). Elevando al cuadrado y teniendo en
cuenta las condiciones de frontera (63), transformemos la expresién
(Ve yﬂ;a)‘” para o =0, o, f =1, 2 primeramente con auxilio

de la férmula para sumar por partes (8) del § 1 del cap. V con res-
pecto a la variable x,, luego mediante la féemula (9) del mismo
pércafo con respecto a la variable x5, y obtenemos

((yRXH + ya;a)z! 1)@;)‘4‘3& = u yl;, “g + ” yz;, ”E + 2 (yama.’ yﬂ;ﬂ)"’
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Poniendo estas correlaciones en (65) y omitiendo los sumandos que
tienen los cooficientes A/2, hallamos que

Wa24 2 (1yz, 8+ vz, 1)+l vz, 1B+ 2oz, 13+
* {y]‘l' yz;,)‘” + (yj;l' ny,)u‘o-

En virtud de la desigualdad de Cauchy (15) del § 1 del cap: V y la
desigualdad e (16) del mismo pdrrafo

i 1
[(yaga. yﬁxa}mrhﬁ‘g“ Hyl;,":+ T ||y2;' [f3-

Teniendo esto en cuenta, concluimos que
2

W=t 3 Wz, =5 Vo [l +11 Vo [}

a, f=1

La desigualdad que acabamos de demostrar es la andloga de red de
la desigualdad de Korn para el primer problema de contorno. De la
desigualdad de Korn y de la correlacién (64) se deduce que

| (” Vi Hg'f' " Ve |]§)-§| (Fi, 11a I‘H (F21 Ya)o | (66)

Acotemos los sumandos que figuran en el segundo miembro también
con auxitio de la desigualdad de Cauchy y la desigualdad e:

2 2
S 1 Far yadol S, (el ga i+ 1v2 3+ 5 | Fa ).

A base del Iema 7 del § 5 del cap. V
e s 1 e 1< (878 4-878) (Il Vi s + 1 Vi [15)-

De ésta, de la desigualdad precedente y de la desigualdad (66) para
e = p (81} + 8/I}) hallamos que

vy 541l Vya [-< w2 (8725 + 8702) ™ ([ e o+ [| F2 [[5)-

Esta es precisamente la acotacién aprioristica de la cual se deducen
la solubilidad del problema (62), (63) ¥ la convergencia de su solu-
cién a la solucién del problema (60), (61) con la velocidad igual
a0 (|h ). -

5. Problema mixto de contorno para un sislema de ecuaciones
de la teoria de elasticidad en un rectingulo. Para el sistema de ecua-
ciones (60) analicemos un probléma mixto. Sea que en un rectdngulo
D se pido hallar la solucién del sistema de ecuaciones (60) la cual



§ 1. METODO DE LAS DESIGUALDADES ENERGETICAS 303

satisface en la frontera I' las siguientes condiciones de contorno:

uy (2) = uqg () = 0 para z, = l,, 0<2 <) (87)
yopara x =0, =z =1, 0oyl

au au. au au,
p(mtiR)=—f AE+OA+2FE=—f  (68)
para 23 =0, 0oy <lye

Sobre una red rectangular uniforme ® aproximemos el sistema
de scuaciones (60) por el sistema de écuaciones de red (62) en tanto
que las condiciones de frontera (67), por las condiciones de frontera
de red ]

Yr (@) = ys (2) = 0 para z, = by, 2, € &y (69)
Yy para z; = 0, o=l z, € "3-2-

Las condiciones de frontera (68) se aproximan por unas correlaciones
del tipo (18) del § 4 del cap. IV, en cuanto do las cuales en el § 4
del cap. Iy se demostréd que tienen un errorde aproximacién igual
a O(lh:

B a0 )3 (A2 ,3 Do, (zs)e, + (e el =
= ~fi=22 P2, 0),  (70)

Ry g -+ (o 20) P, 4 (W), + (8 15D, (W5, ) =
= ~fam 2 Fa (2, 0)

para z, =0, = € 0.

Investiguemos el problema de red (62), (69), (70) que aproxima
el problema (60), (67), (68) con el error de O ([ 2 |*). Multipliquemos
la primera do las ecuaciones (62) por y, (z) kyh,, la segunda, por
¥a (%) kg, adicionemos conforme a la red © las correlaciones obte-
nidas y sumemos. Después multipliquemos la primera de las condi-
ciones de frontera (70) por y, (z,, 0} &y y 1a segunda, por y, (zy, 0) &y,
adicionemos seglin la red w, y sumemos. Adicionemos ahora esta
correlacién a la obtenida antcriormente y transformemos las expre-
siones que se encuentran bajo los signos de suma empleando el pro-
cedimiento usado en el p. 4 al demostrar la correlacién (64), Tenien-
do en cuenta las condiciones de frontera (69), hallamos que

2 2
2Wi= 2 Fas yali+ 3 3 fale ol (1)

donde W, se determina por la correlacién (65).
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Acotemos do abajo Wy. Yd que las expresiones que entran en
W, v tienen los multiplicadores A/2 son no negativas, entonces,

Wa @0 gz, I8+ 1 9z, 1D+ D), (72)
donde

1
= W+ 95)% Datsorn, +5 (@3, F 92205 Do sat-

Transformemos la expresion de I. Elevando al cuadrado y trans-
formando la expresién (¥, yzx‘)mx +p, Primeramente con auxilio
de la férmula para sumar por partes (9) del § 1 del cap. V con res-

pecto a z,, luego mediante la férmula (8) del mismo parrafo con res-
pecto a la variable z,, hallamos que

(¥ 12,0 y:!x,)+m,x+m, ={(Y1x,, ygxi o, X0 E yayz—i hy.

jaul)

Andlogamente hallamos que

s
(y{;l: yg;l)m‘xﬁ,; = (y1§l| yzx,)a,;xw, = ?_‘:‘)Iyiyﬁx, ,xl:oihl.
Tomando en consideracién las correlaciones obtenidas, tendremos
I= ” yi;, “:+ ” yz;,'-l “3 i (1 120 y-EI,)*m,xm; +
Tt B .
Wiz V2edotpom — 2 p— Yoz e (713)
of

Acotemos los sumandos tercero y cuarto del segundo miembro de
(73) a base de la desigualdad de Cauchy y la desigualdad e parae = o

mientras que el dltimo sumando, con auxilio del teorema del com-

plemento 2 y de la desigualdad e para ¢ = . Como resultado obte-
nemos

I;BH yin b -+ vz IIﬁ —a|l ¥z, ”B '—'1_ I Yox, ||tl =
—Blelymit + (55 ) husmlls |-

~x [allvmlt +(L+m) vt ] @4
Como 720, en tal caso para ¢ € 0, 1] tendremos [ >=al. Aten-

diendo esta desigualdad y (74), a base de la correlacién (72) halla-
mos que

2W, =p { [2—0 (a,+ﬁ(—‘l'" ﬂtz))J”ym o +
+[2—s(—+—- ]Hyz;,ilu +
tolt —Beg vzl +o[ 1—5 (5 +ax) [lvsmlb. (75)



§ 1. METODO DE LAS DESIGUALDADES ENERGETICAS 305

Tomemos para los parimetros e, y o ciertos valores fijos. Eligiendo
luego el pardmetro P a base de la condicién de que p > (1/e, - I,/1l,),
el parametro g, a base de la condicién 0 << g << B! y el parametro
o a partir de la condicién

0<o<min {1, 2[a+p(E+2)]™", 2[L+2]),

ﬂ:g

en el segundo miembro de la desigualdad (75) obtendremos una com-
binacién lineal de las normas de las funciones Yazy % p=1,2

con los coeficientes positivos. Por lo tanto
2Wipzm ([} A4 11 vy |8 (76)

donde m = m (u, &, f, 0, &, &) > 0 La desigualdad (76) se deno-
mina desigualdad de Korn del problema mixto en cuestién.

En virtud del lema 10 del § 5 del cap. V || Vy, I = M0y |
asi que en vez de (76) puede escribirse la desigualdad

WpzzmM, (|| |ﬁ -+ || Hz]ﬁ )-

Teniendo presente esta desigualdad, a base de la correlacién (71)
hallamos la acotacién

2
mMy (vl +Hvel)< 3 { | (Fer vadal +
=1

2 fola k!} . (77)
Wy x =0

Acotemos el segundo miembro de esta desigualdad. En virtud de la
desigualdad de Cauchy, del lema 10 del § 5 del cap. V y de la desi~
gualdad &

[(Fay ya)a|<e]l Felld + H Yalfi -

A continuacién la desigualdad de Cauchy, el teorema 4 del § 4 de
cap. V y la desigualdad & nos conducen ala acotacién

2 fala <ellfa “iz{m} + H v |i.

g
Tomando en consideracién estas acotaciones, hallamos a base dela
desigualdad (77) que
2
ME
( mar —33=8) (it +Ngal)<e D (I Fall 41| fa o)
a=1
HEscogiendo ahara e lo suficientemente grande, obtendremos la

siguiente acotacién aprioristica de la solucién del pmhlama (69).
(69), (70):

” Ht"i +” vl < M, 2 (I Feu "o +"fm"iztm))

a=1

gm0

1/ 20—0285
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De la acotacién obtenida se desprenden la solubilidad del pro-
blema (62), (69), (70) v la convergencia de su solucién a la solucién
del -problema (60), (67), (68) con la velocidad O (| & [).

§ 2. Método de la funcién de Green

Analicemos un problema en diferencias
2

EyEZ Aoy=—D(z), z€o0, (1)
o=t
(d}! 1}E=01 (2}
¥ 1)5=q, 3)

donde

2
?‘: Yxoy Ta= 0!
E“y = Yzalxas Tau€ Og,

2
o’ 73: Hzay Ta= ‘g-

La red @ se supone _que es uniforme. Examinemos las funciones
de Green del operador A. Puesto que para el operador A el cero es
un punto de espectro al cual le corresponde una funcién propia
igual a una constante, concluimos que se trata de la funcién genera-
lizada de Green. Se determina del modo siguiente:

A6z, ) =x—8( 8, 2€a, x= (mesD), )
@ (z, ), 1)z = Q = const. (5)
Empleando célculos obvios, nos convencemos ficilments de que la
solucién del problema (1) — (3) se representa en la forma
p(@)=(G(z, B 9@+ (G (2, ), 2@+ &) . (6)
Baséndonos en (8) podemos escribir que

Hy (@) lle<mix (1[G (2, &) sl @lic NG (2, 8l llglie)+

+%|(y @, Dzl @)

Si las normas de G (z, &), las cuales participan en (7), estin acotadas

uniformemente con respecto a | 4 |, entonces (7) nos da la acotacién
aprioristica de la solucién del problema (1) — (3).

Para acotar dichas normas de la funcién de Green utilizaremos

el desarrollo de ésta por las funciones propias del operador A. Se

puede mostrar que para la funcién G (z, &) que satisface las correla-
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ciones (4), (5) el desarrollo por las fimcion;as propias del operador A
tiene la forma

; :
6 (2, )= Q-+ mz:,;o'**—“{;‘i*—e—’. ®)
donde .

2
[ b2 = 2 k3, ky=0, 1, ..., Na,
=1

mientras que p (%) y Ax se determinan segin las formulas (33), (19),
(20) del § 3 del cap. V.

1emMa 1. Si la proyeccién de la funcién de Green G (x, &) sobre la
unidad satisface la condicidn

Q =28, Iy = miéx (L), &)
en tal caso G (x, ) es no negativa en la red @ y para dicka funeién
son vdlidas las correlaciones

mix[|G (2, D=0, mix||G (2, 8 flis< (20x+T) L+
xEn *Ey

DEMOSTRACION. Sea_ G (z, §; d) == G (z, & d) una funcién de
Green del operador (A—dE) (d = const > 0), a la vez G'™ (z, §; d)
son las iteraciones de ésta, las cuales se determinan por las correla-
ciones '

(—A 4+ dB)"G™(z, &, ) =6(x — 8, m=12, ..., n

Comparemos la funcién G (z, §) con la funcién D) d™ 6™ (z, & d).
. m=1

Dado que los operadores A, (K—dE} y (A—dE)™ tienen un sise
tema comin de funciones propias, entonces

T |
i & d)=@%+w§o-"—;¢~f—;3‘.§—’. m=1, 2, ..., . (10)

A base de (8) y-(10) hallamos que

Gz, B— D) d6™(z, & d)=
me=y - o :

il ol (2) s (B)
=(@—F)n+a EUT:&}_A-"&)“' (1
|

Esta claro que a cuenta de una eleceién adecuada del pardmetro =
siempre se puede asegurar una suma acotada uniformemente con

20%
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respecto a | & | en el segundo miembro de (11). En dicho caso de un
espacio bidimensional es suficiente tomar n igual a Ia unidad. Sea
que esta suma estd acotada en magnitud abzoluta por una constante
M. Entonces, de (11) se deduce que, siendo

Q=1/d + dM/ix = Q (d), (12)
ara la funcién G (z, E) es justa la acotacién de abajo que tiene la
orma

G (z, =GN (z, & d). (13)

Pero, cuando &>0, para el operador (A—dE)es vélido el principio
del miximoy, por consiguiente, en virtud del corclario 1 del teorema 1
del § 3 del cap. 111G (z, &; d) ==0*). Al cumplirse la condicién {12), del
hecho de que la funcién G (z, E) es no negativa se deduce del modo
evidente la acotacién de las normas de ésta sobre la red w. En efecto

méx (|6 (@, )l =méx (G (z, &), )a=Q.

Luego
16 (2, &) o= (6 (@, &), 1)y=
= DS, 1),+0xmesT.  (14)

thl#0
Pero

(e (B)y 1)y=(1ry (Ey) pin, (B2), 1)y =
= 8o,y [hz (0) + e (1)1 7 VT 4 B iy (0) + g (1)) Vs,

donde 8,5 es el simbolo de Kronecker.
Poniendo esta expresién en (14) y teniendo en cuenta las correla-
ciones (33), (19), (21) del § 3 del cap. V, obtendremos:
Ny
G (2, B)lla= 2 pony (1) (ks (0)+um(ls)) g+
hi=1
Na
2 B () (kg (0) 4 tiay (L2) P+
he=t

+QxmesT< 1+z,,}§_‘, A QumesT=20x + - (L+1).  (15)

k=1

*) Debido a que la funcién de Green G (z, §; d) no es nogativa, todas las
iteraciones de ésta tampoco som negativas porque

@ fx, & &) = (6D (., &), 6D (n, & Ao, etc .
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Mostremos ahora que la funcién G (z, E) porser no negativa al cumplirse
1a condicién (12) tampoco es negativa al cumplirsela condicién (9). Con
este fin hallemos la constante M que acota el valor absoluto de la
suma que figura en el segundo miembro de (11). Tomando en consi-
deracién la forma de las funciones py (#) (33) del § 3 del cap. V.
obtenemos

S il l«m S A Gt d), (16)
[hi=0 110

pero ya que en virtud de (33) y (21) del § 3 del cap. V

> (] +4),
entonces,

3 At d) I (W20 D) kM=

[AI=:0 el 0
= (L/2)* [2 S kt— 242 D (R
k=i k=1
+ 3w rar| <o [F-tre | et
R ho=2 Q
5 ¢ d 4 e
+2 i L=t [+ <ni4 an

Poniendo esta acotacién en (16), hallaremos

S+ B (=) pa (8) 4
2 B |<H-

Rlz£0

Hemos hallado la constante M. Para terminarla demostracién ha-
gamos uso de la acotacién obtenida y hallemos para la funcional
Q (d) el minimo con respecto a d. Es ficil comprobar que

min Q (d) = 2.
d>0
El lema 1 queda demostrado.

TeoREMA 1, La solucidn del problema (1) — (3) existe, es dnica y
para ésta es justa la acotacién aprioristica

lyle<2Bbliole+( 4% +7) bl gle+x1 11].
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DEMOSTRACION. La existencia y la unicidad de la solucién del
problema se deduce del teorema 5 del parrafo precedente v la acota-
ci6n aprioristica, del lema 1 y de la desigualdad (7).

Del teorema 1 y de los resultados del pérrafo precedente se des-
prende el

TEOREMA 2. S8t para ky (z) =1, d (x) = x = 0 la solucién del
problema (40), (41), (58), (59) del § 1 es u (2) € C™ (D), entonces, la
solucion del problema (1)—(3), cuyos segundos miembros se caléulan de
acuerde con el teorema 9O § 1, converge uniformemente a la solucién
del problema, que se aprozima, con la velocidad O (I & %), es decir,

Ny —ulle< MR £
donde M es una constante positiva que no depende de | h |.
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APROXIMACION DE UNA CONDICION DE FRONTERA
DE TERCER GENERO EN UNA FRONTERA CURVILINEA
(RED NO ADAPTADA)

En el p. 5del § 3 del cap. IV se construyé la aproximacién de dicha con-
dieién de frontera para la ecuacidén de Poigson en una red construida del modo
especial (que es una red adaptada). En éste examinaremos la aproximacién
de una condicidn de frontora de tercer géneéro para la ecuacién de Poisson en
una frontera curvilinea para el caso mds general, o sea, sobre una red que no es
adapiada. La construccién de la aproximaci6én de red de la condicién de fron-
tera y la apraximauién de red para la ecuacidn en afueras do la frontera se rea-
lizara segun el método de Ritz.

; Sea que en un recinto & con una frontera I' se busca la solucién del pro-
blema

Ause—pla) 2€6 %gux)u_g(z), z€T, )

donde la funcién % {z) =0 l:ara zETyx iz) == 0. El hallazgo de la solucidon
del problema (1) equivale a la biisqueda de la funcién u ()} € W} (6) que mini-
miza la siguiente funcional:

ITw= %_L [(5‘—;)2-4- (f—;’; '2] art %i Kulds—
~ftor@a—{@u@e @
G r

Cubramos el plano Ozz, con una red uniforme rectangular
Q= {z=(zi!V, 289 | slla) =hgig, to=0, 1,42, .. a=1,2).

Dividamos cada una de las casillas rectangulares
Clil=(z=(21, 7)) | *qn' S 7o € 2{at !, a=1,2}

por la diagonal, que forma el &ngulofarctg ky/k, con el efe Ozy, en dos tridngu-
los. Igual que en el p. 2 del § 2 del cap. IV, designemos por G, el minimo
conjunto de los tridngulos sefialados que contiene ¢, al mismo tiempo en
calidad de un subospacio de dimensién finita V del espacio W} (G) t
el espacio de las funciones continuas en Gj y linealos sobre cada uno de los
trifngulos. Sean w =G, N @ la red para &l problema (1), © = & NG el
conjunto de los nodos regulares de la red y y=w\ 0, el conjunto de los nodos
de frontera. Designemos M = {i = g y i) | 24 € ).
La solueién aproximada del pro i ma. (1) se buscard en la forma
wiRy= ) ymsla)  I=Gnia) @)
jeMm
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donde {n;} es la base del subespacio V, cuyos elementos n;(z) se prefijan por
la corrclacion (16) § 2 del cap IV.

Como siempre, pongamos la correlacidn (88 en la funcional (2), diferenciemos
1a obtenida expresion con Tespecto a yy e igualemos el resultado a cero. En defi-
nitiva hallamos el sistema de ecudciones

D) Ajyy=0p, iem, @)
jem
donde los coeficientes del sistema se calculan de acuerdo con la férmula

i dwg dny , Iy dny S
A= S gz dry + 9z Uxy ]d=+ rm‘lﬂ‘”dx' @

mientrag quo los elementos del segundo miembro, seghn la férmula

= i:fﬂfﬂx'i- j gn;ds. (6)
T

Calculemos los coeficientes A{'y los segundos miembros @; para los i que
corresponden a los nodos de {rontera y dy a algunos nodos interiores @ adyacen-
tes a la frontera. Para tener la posibilidad do llevar a cabo los célculos supond-
remos que la frontera es rectilinea en el entorno de un nodo en cuestién. Mds
ailin, supongamos gara precision que en una seceidn, que examinamos, de la
frontera %:} A

Sea que z; € @ ¥ #;, €y donde ¢ = (i + 4, #y). Consideraremos que el
nodo z, se encuentra en el origen de coordenadas, es decir, §) = i, =0, ¥ la
frontera I' en el entorno de este nodo se indica por la ecuacion

T &, -
TR &
donde 0 < 8, 6

< 1.

Caleulemos Yos cooficientes y los segundos miembros de las ecuaciones (4)
para el nodo regular (0, 0} 3{ un nodo de frontera (&, k). Enumeremas los nodos
que nos van a interesar en lo sucesivo, de la manera siguiente: 0 es el nodo con
las coordenadas (0, 0): 1, el nodo (k;, 0); 2, el nodo (0, ky); 3, ol nodo (—hy, 0);
4, ol nodo (0, —k,) v 5, el nodo (h;, h,). Poniendo en la formula 5 las exprosio-
nes do las derivadas dng/dx, de (20) del § 2 del cap. IV y tomando en conside-
rucién que las coordenadas de los puntos de interseccion de la fromtera, prees-
tablecida por la ecuacifn (7), ¢on las rectas z,/hy — zofly =0 ¥ 2/l —
—xohy = F 1 son, respectivamente, )

( 0,6, B 6,0, a ) (_ 0, (1—8,) N (1498,)8, B )
T A R M I R T T A
Y EE L L
B0 0 6,18, °/°
hallamos los coeficientes de las ectaciones.

Para el punto 0
Ax by 8 (1--285) At 8 (1-+28)

Ty GG 0T T Ty BG !
i hy 8,1-20,+26,0,—6,03 by 20,-B,-+20,0,—030
B=—Z e o AT Tm T et

A= — ( Ay AL+ A3+ AY.
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Para el punto &
. hy 670, 2en h, _ 6,08 e 1 2
A=—m are e A" T AW

Poniendo on la férmula (6) las expresiones de 1, (z) de (16) del § 2 del cap. IV,
hallamos

o= | 1@t j g (=)o (@) ds,

GNE[9]
D= S f (v (z) do - s £E) s (x) ds.
GN6 [5] r

3i en el entorno en cuestién del punto 0 las funciones f (z) ¥ g (z) son constan-
tes, entonces,

00 =1ty 13 (O 0y 08,0, 3 +04) +0108 (0y+ 0)—

—2epeg 01+ -+-5 LA (100
hyhy 6103 A TR
L el e

Poniendo los -:oehctentas oblenidos y los segundos miembros que acabamos de

hallar, en of sistema de e 4), obtendremos las siguientes ecuaciones:
['3 1 (14-20s) oy —wy 0y + 20,-1- 20,8, —0,8F yo—us J+
By L2608,  hy 2D, - B} &y
+_'1_ [M +201) ga—ue 9:+291+2319:“"3?94 yn—h J_ -
200, +0,) By 2(6, 19, 1;., Do,

hy 088  ps—ue G0, FS“h_
5 e A T2 00 e

COMPLEMENTO 2

ACOTACION DE LA TRAZA
DEL PRODUCTO DE FUNCIONES DE RED

Al demostrar la andloga de red de la desigualdad de Korn para el caso en
que la funcién-veotor y = {y; (2}, ¥» (x)) se anula sélo en tres lados del rectén-
gulo de red tropezamos con }a necesidad dp saber acotar

5 b +y‘f“’ ¢
P] boz ™
x;Ew?
siendo fijo el valor de x, € wg La acotacion que nos interesa la nos da el
24-0285
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TEOREMA 6. Para un par cua!qukm de las funciones de red u (z) y v(z) que

se prefijan sobre une red uniforme = ©, X W, y seanulan cuando 2,=0y 7, =
= 1;, es viltde la desigualdad

" ol N u(z)+x;‘—’=‘(zl,,

B

<ot It (2 Y13} ™

x{sullog ot () g 18} ) @

c@y S

x €01

donde e; y &; son constantes positivas arbitrarias.

La DEMOSTRACION se ofecifia en tres etapas. En la primera etapa demostre-
mos que la desigualdad (1) se deduca de la dosigualdad andloga para las funcie-
nes de argumento continuo, o sea, de la desigualdad

.’S?‘m uu(u) dhié{ “ :;;:

dv |2 1 1 ) |
” s |ILy 0Dy (P-g go nl,

Luego establezcamos la acotacion

i!Z

ayy ”L.:m

2 172
_ } ")
1z (D)

2 (__ 11 [
LetD) £y “32

sup

LESTES
i
dity

H u(y)——dyl|~% ”“"WI 1o, ;”;”W_I,.-E[o.i,]' )

donde | - I_l 32[ eg cie:ta norma definible a continuacion. Terminemos la
demostracion del t.enrema por obtener para las lunciones W y) ¥ 7 (y) acotaciones
de la forma

4, j_]

Ly (D) ( e | il

7

LDy’

fi:l-"

F @

= duw
sup: || wi(; g | Ml
ug.psa.“ w “"""é*-'w- G ” s
donde e es un nilmero positivo cualiuiera:

Realicemos al ]ﬂan marcndo 1) Sea D= (=i |V ye < las 2=1, 2))
un rectingulo y ©==®, X @,, una red en el rectingulo D, dounde g =

= {rg=lgig|ia="1 1,-..,Ngi Ng=lglhg}, Dividamos ¢l rectingulo D por las

ractas yg=hgig @ Yg —k—i‘-y, + hyiy, donide ig=0, =1, £2,...,en tridngulos rectdngu-

los iguales entresi, cuyos vértices son nbdos de lared @. A base de las fu neioues e
red u (z} y v (), z € ®, construyario$ sus cotnplementos lineales a trozos ()
¢ b ly), 03 decir, tales funciones continuas que son lineales sobre cada uno de
los I;rmng-ttus somlados y comcldﬂn con w () y v (z) cuando y = ¢ g w. Las



COMPLEMENTO 2 15

derivadas do las funciones que construimos dulayg ¥; Gv/dy, lson constentes
s trozos y por esta razon

[ N &
Mg ua=é é (Bm)" v v i, IIE=§ 5 (=) e ®

L 3 (=L
s S AT,
*u

3
el

coincide con la firmula de cnadratura de los trapecios para la integral

l" ~
5 u{y) —d?l;%}ldylt
0

¥y ya gue % dvidy, es lineal a lrozos, entonces, pary y2=:,535

t=11) o o
S| by MU o (5 B0 4, o)
I:wa 0

De aqui se desprende que

@)+ o
" EJ‘I ey A ”m;“g
o€ ]

v (3)
ayy

dyl . (7)

i
<,z

Teniendo en cuenta las correlaciones (5) — (T) concluimos que el teorema cré
demostrado si se estableco Ia desigualdad (2).
2) Demostremos ahora la desigualdad (3). Sea w (%1) una funcién indicada

sobre un segmento [0, 4] ¥ que se anula cyando y, e y; = I;. Designcmos

80 .
kn
2 =5 wp =, -
1|wnwy2[u.:,l é; "

donde wy, son los cockicientes de Fourier de la Funcibn w (y,) en desarrolle

L }w es decir,
Iy | L

goglin el sistems ortonormalizado {V'ZTJ; ':3011

s SO R I
L

!l
o=V T w(ur) sem
1]

Para y, € [0, L] fijo desarrollemos las Tunciones » (y) ¥ 2 (y) eegin el sistema
ortonormalizado indicado: '

a.'w)’]/%— S (g son ST, B w= l/-fr S, & e son S,

Uhe=t =}

21»
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Paniendo cstos desarrollos en el primer miembro de ta desigualdad (3) y hacien
do célculos obvioz, hallamos que

i

o 2 < o
TS gy = S P (e (00 T (1) Ty (0.

Sy

P, g=1

Tomando en consideracién la definicién (8} y la Gltima correlacion, dedu-
cimos que la desigualdad (3) serd establecida si se demuestra que la forma bilineal

A= D) apdpf. )
P, g=1
r=q
donde
s
apg= s f—(—tppra), o, 10y
estd acotada por la constante m/2, es decir,
e z 12
lgmi<g (T 83" an
=1 q=1

__ Demostremos la desigualdad (11). Primeramente examinemosla forma
bilineal B (&, 1), cuyos coeficientds se determinan por las correlaciones

1 —(—t)e*e
bpg= It P =4 bpp=0, 2)

p—g

v demostremos que ésta estd acotada por la constante ;. Con este fin sometamos
al examen la forma bilineal C (E, m) con los coeficientes

= i —(—1)pta
Y P4

asi como también las formas conjugadas B’ {(§, n) v €' (£, n). cuyas umi.riceé
de los coeficientes B° y €’ son conjugadas con las matrices Ee los coeficientes
B y € de las formas B (E, n) v C (£, 1), respectivamente. A hase de las formas
B (E, ), C (5 n) y las conjugadas con éstas construyamos las formas F (&, 4)
y G (&, n), cuyas matrices de los coeficientes F y G son los productos de las ma-
tricos de B por B’ y de € por C’, respectivamente, es decir,

o o
fpg= 2 bonbary gpg= E Cphlah.
k=1 h=1

Es evidente que las matrices £ y & son simétricas y no negativas; F = F',
=¢, F{E 820, G(E 5 =0
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Sea que la forma cuadritica F (E, E) estd acolads por la comstante M?:

oo
FE <M E t3. Entonees,
Bl:ﬁ.‘l])= p=l .
oo L] ljzl oo oo 2 ”2
=3 10 S teate|< (3 ) TS (S owate) '} =
=1 p=i a=1 =1 p=1

(3 w)" rewr<n (3 g Ju)”, o
g=1 p=1 g=1

¢s deeir, del hecho de que la forma cuadratica F (&, E) estd acotada porla cons-
tante M? se desprende que la forma bilineal B (&, %) estd acotada por la cons-
tante M, dpur esta razén es suficiente demostrar que estd acotada la forma
F (}; {Eé % emds, como G (§, §) = 0, entonces, F (§, HH < F(E, O+ GG, B =
= y 5)-

Acotemos la forma cuadritica # (&, §). Al principlo calculemos sus coe-
ficientes:

oo o 1 l -
bop=tytens = 3 Gpu-te= 5 U= 00 [ e g | =
k=1 R 1
-~ e B 1
=1 2 AP Nl o,

Haciendo ia sustitucién de! indice de suma p + %k = &' y omitiendo la tilda,
obtendremos que :

< o A
hpp=2 D) (—(—1M 7 —2{t—(~ 1P p =
R=—oo o ’ .
4
=8_hz’1_(ﬁ-—_‘l)_'_2[i_t__i)”?'

Se sahe® gue
co
1 nd 1 b 5 4 1
2 W=T’ y por lo tanto hpp=mn’ —2[1=—-(— ]p].;é._
h=1

Para p =+ q
Rpg= Z (bphbqh +Cphegr)=
k=1

e
A% ; 1
= % jl=-{—1)pth] 1 —{—1)9*h [____
2 U= OPM =0 |
*) Gradshtéin 1. 8. y Rizhik I. M., Tablas de integrales, sumas, series y

productos (Cpagmreiin H. C., Pasxmx H. M:, Tabnanu gaTerpanos, cymm, pajos
» nponssenemnii, M., «Hayras, 1974, dopuyna 0.234.2) :
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» 1 B g‘ (= DF*R L — (—tyash)
(pP—k) (g—k) _h=tlou (p-+k) (g-+F)
_B==rli ==t 5 Bt —(—1K|
pq Ll P 2

Invostiguemos kpg:

— 5 i l a
i —_ =P [ —(— ]| — e | =
Fromgey 2 M= (—0p Ml — (1) [ e |
h=—o0
oo
( 2 [ i 2 J si p y 4 son pares
G+ 2k—1'  p+2k—1 ] t
T p—q 1 i o ;
i [m_m‘l . si p ¥ g son impares,
“0, 8i p+q es impar.
Estudiemos cada una de las sumas por separado:
o { K §
1 L N\ o 1 i
2 [q+2k—1 p+2k—1J“i‘_‘.'!., 2 [q+2k—1 P og—1 J
Ron A=K

La expresién que fig ra bajo el simbolo lim puede escribirse en la [orma

K K K
1 1 1 1 -
Z [q+2k—1_1a‘+2k--|]=’ZKQ—;—zi—t ‘pr+2';_1=km(m.

h=-K e

Puosto quo p ¥ ¢ son nimeros pares, on cada una de las sumas se puede hacer la
sustitucién del indice de suma: ¢ 4 2i = 2k, p 4 2 = 2k Como resultado
tenemos i

K+q/2 " E+pf2 {
h( ) p— o=
e (K) 2 55— > Tt
hmm K42 Re=—K4p/2
Para | p|, l9| <Ky a<q
H4+pj2 1 K+g/2 L
I (K) = pet 2 fan
WE= 3 st B ne
Jewm— K4-qf2 h=K+i+0/2
—K—-1+g/2 4 K4-p/2 1
ol ZF—1 P =1
he= K4 pf2 h=—K+g/2
K+n/2 -K—1+¢/2

1 1
= 2 moi— 2 e

h=K+1+p/2 fi=—K+pj2
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De aqui hallamos que para p<<g ¥ Ip|. g1 <K

¢ lp—a
| )
3 < sE1=—1p]’

y, por consiguiente, para p << ¢

o
rooq i 7 ;
Lo = lim A% {A)=1.
Z Lego=i 2;«-1J B dFe )

Ana]ug,umente s0 cstublece gue esta suma es igual a coro también cuando p >
> ¢; asimismo ecstablecemos la iguvaldad'a cero de la suma

3 lm—55ml:

=00

De esta forwa, ke = 0 y, por consiguicnte,

H— (=P {1 —(—1)9]

hog= —
s Py
Por lo tanto,
HO(E )=t _ N=(—1)P| [1 —(—17] .
EB=x > B— 3 = Bk
p=1 p.g=1
— ; - 22—!3!4-1
4 2: =% qZ 1) =1 °
Pero
o 2
2_[ sg—h«q-l by Espa | 50
(2p—1) (29— L “2p—1
rg=1 =1
¥, por consigniente,
H@E < S, §.
p=1
Do esta designaldad v de (13) se deduce la acotacion
o0 oo o0 12
u_ 1-—(—1)p*a
|1B(E M) [= Z ——p:q—ﬁpnq é“(z & Em’i') i 114)
P.g=1 p=1 1
g

Antes de pasar a la demostracion de la desigualdad (i1}, sometamos al
examen una forma cuadratica mas:

(5 &)= T'i éﬁ_ (15)
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L4
Dado que ;-L?aj; emPrel d, enlonces,
n £, o, oo 2
=i Pegd -pt "
S{E &) 1‘l_l_g by = j (2 EpeP ) dt 3 0,
Pg=1 0 ‘pe=i

e¢ decir, la forma cuadrdtica § (&, £) no es negativa. Suponiendo en (15) que
& = ¥V plp, nos convencemos do Jue la forma cuadritica

TEB= D) tuknte ‘pq=§g.
pLg==i

tampoco es negativa. Sea n cierto' niwmero entero positive y

o —_—
Thk D= 2 :frqugq- tne =;/‘:: 5 (16)
Pog=1

Segin lo demostrado la forma cuadritica 7, (%, &) no es negativa y, por

. . ry . p )
consiguiente, de su matriz es posible extracr la raiz euadrada T"‘:‘= Uy Sean
upg los elementos de la matriz U/,. Entonces,

n

tpa= | Urpltz, (17

r=1

Examinemos la forma bilincal
T
An )= 3 epgkpmg

Pig=1
Pq

cuyos coeficientes se determinan ];or las correlaciones (10). Cuando n — oo,
csta forma hilineal se convierte en la forma (9), que nos interesa. De (10), (12),
(16} v (17} se desprende que

T

8pq="brgtrq="bpq 2 Urplirgs
r=q

es decir,

n n n
An (&, n)= E 2 bpg {"rpgp) (“rq"lq.] - Z By (“rpE;n ”rqflq); (18)
r=] p,q;—"l r=1
rEq
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n
donde Bn (%p, f,)= Z bpatipbe- En virtud de la acotacién (14) la for-
mg=1 ) )
wa hilineal By, (ep, Pg) tiene una eara igual a n y. por consiguiente,

By f“rpgpn Uy | <

" " r; n
= " Z {urpip)? Z (”rp'rlp)g:l:“z = % E (trp)? (gfi"‘ nh)-
p=1i p=1 p=l
Empleando esta designaldad para acolar el segundo miembro de la correlacién
{18) y teniendo presente (17), ohtendremos que
n T
1 An & IS5 D) D) () E+np)=

=1 r=i
n

n
7t e . gl g
=5 2 e GIENH < 5 mix tpp D) Eptnp)-
=t =1
Pero de (16) se deduce que méx t,p, = 1/2 ¥ por lo tanto
m
[An & < = D) GE+p)-

=t

n mn
Sea que Z = 2 mi=1. En tal caso |dy(§ n)|<n/2. Fonicndo en
p=1

p==1
Mp )

A (E, )

n

§1r'=.5;1r'(2 Ei}st) ﬂpZT}b.’(z

p=ti =1

llegamoes a la signiente designaldad:

n n 1/2
F, T N g 2
|An(§~1'|”g?(2| 5}?2"0‘“) >
p=1 g=1
Pasando al limite en esta desigualdad, cuando n — oo, obtendremos Ia desi-
gualdad (11), de la cual se deduce la acotacién (3).

3) Nos resta demostrar la designaldad (4). Sea o {y) una funciin coinei-
dente o con w (y) o con v (y). En concordancia con la definicion (8)

oo
o 2 et ] kn ?
@ (1, #2) ““",”2[0.11] = }2, wh (ﬂ'g)r_ (19)
=1
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Haeiendo uso del teorema 2 del § 4 del cap. V, es [icil moatrar que
1y g3 12
Jwy, \2 d 1 1 g
it R [ TR difs-
Wk < oy -I(ai"—‘) H?I-(ah-l-!s).jmwa) 2
Poniendo esta acotacién en el segurido miembro de la designaldad (19) y to-

mando gykn/ly = e, ohlenemos que
1% (y1s a) ”%F;"‘z[l}.h] <

<3 {(Eeya 3 (2eete) (22" towa

=1 h=1{
Pero
o« fu a..., 1 J'.z d,_.
LY P 5 ) ) dindy
25(%) Va {ﬂf.-, yrdya,
k=1 0 00
aldemis,
o . 5 iz
1 i %14 ot d
JE (?+_E,kn ) (T) ! wir (Yo} dys
=1

() 3 () [ Foom (ad) [T (22 e

de donde se deduce la de:!lgualrlad (4). El teorema queda demostrado por com-
pleto,



IN'DICACIONES BIBLIOGRAFICAS

Cap. 1, § 1. Otros ejemplos o una expusicidon mas detallada de los cjemplos
expuestos de problemas de la Fisica y Mecdnica, que conducen a las ecuaciones
elipticas, pueden encontrarse en los libros [8}, [12].

Cap. 1, § 2. Conocimientos més detallados acerca de las ecuaciones elipli-
cas y de sus soluciones generalizadas pueden extracrse de los libros [5] y [10].

Cag II, §§ 1, 2. Un material do contenido aflin con una oxposicion mads
dgtnllil al de la teoria de esquemas cn diferencing homogéneos se contiene en la
obra [11]. ;

Cap. 11, § 3. La exposicién detallada del método do Ritz se puede encon-
tear en el libro]7]. Los métodos de construccion de 1ps esquemas on dilerencias
se exponen en los libros |2], [6], [9], [f1).

Cap. TIT. Las aproximaciones en diferencias de la couacidén de Poisson y de
las condiciones de frontera para désta se examinan en los libros {31, [4], [11].
En los mismos libros se aduce también la exposicién del principio del maximo.

Cap. V. Otros teoremas de encajamiento y las acotaciones para otros opera-
dores de red pueden cncontrarse en las pbras (2], [5], [11].

Cap. VI. El método de las desigualdades energéticas, al investigar los
esquemas en diferencias so utiliza ampliamente en las obras [2], [5], [11]. En
el libro [2) se ejerce la investigacion de lod esquemas en diferencias de variacion.
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A NUESTROS LECTORES:

«Mir» edita libros soviéticos tradieidos al espafiol, inglés, fraucés, drabo
y otros idiomas extranjeros. Entre ellos figuran las mejores obras de lasdistin-
tas ramas de la ciencia y la técnica: manuales para los centros de ensofianza
superior y escuelas tecnoligicas; literatura sobre ciencias naturales y médicas,
También se incluyen monografias, libros de divulgacién ecientifica v cioncia
ficeidn. Dirijan sus opiniones a la Editorial «Mirs, 1 Rizhski per., 2, 120820,
Mosed, [—110, GSP, URSS.



Para todos aquellos que desean ampliar sus conocimientos
elementales en Matemdticas y para aquellos que se preparan
para el estudio de las Matemdticas Superiores serdn ttiles las
obras de la serie “Lecciones populares de Matemdticas”.’

En 1980 saldrdn a la luz las signientes denominaciones
de esta serie:

Argunov B., Skorniakov L.

Teoremas de configuraciin
Beskin N.

Divisién del segmento en la razin dada
Fetisov A.
Sobre la demostracion en la geometria
Kostovski A.
Construcciones geomdétrieas mediante un sélo compés
Solodévnikev A.
Sistemas de desigualdades lineales

Vorobiov N.
Nimeros de Fibonacci



El mejor medio de profundizar sus conocimientos en Ma-
temdticas es resolver los problemas del tema correspondiente.

La editorial “MIR" propone a los lectores las siguientes
recopilaciones de problemas:

Faddiéev D., Sominski 1.
PROBLEMAS DE ALGEBRA SUPERIOR

En la primera parte del libro st exponen 980 prohlemas de dlgebra
superior, comprendidos en los 7 capitulos siguientes: ndmeros complejoe,
determinantes, sistemas de ecuaciones lineales, matrices, polinomios y
funciones racionales do una variable, funciones simétricas y dlgebra line-
al. En la segunda parte se dan algunas indicacionos breves para resolver
los problemas mds dificiles.

La tercora parte estd dedicada a las respucstas; en algunos casos s
da el método de solucién. La aparicion de cste libro es fruto de la expe-
riencia adiuirida en las clases impartidas por los autores en la Univer
sidad Estatal de Leningrado y cn el Instituto Pedagégico Herzen.

En 1975 nuestra Editorial publicd la versién espafiola del libro del
profesor A. Kurosch «Curso de algebra, superiors. A pesar’de que la pre-
sentc obra fue hecha indepondientemente del libro del citado autor, al
resolver los problemas conviene consultar la teoria correspondiente en el
eitadn libro.



Gavrilov G., Sapozhenco A.

COLECCION
DE PROBLEMAS DE MATEMATICA DISCRETA

Este libro {uo escrito con el fin de obtener un manual para las clases
dejejercicios pricticos de la asignatura «Matematica discretas. Contiene
problomas dedicados al estudio ‘inicial do los conceptes bdsicos ¥ de las
principales definiciones de la matematica discreta. A la par de esto, tam-
bign se encuentran ¢u 41 problemas mds dificiles, calculados para un lector
que tenga suficiente cultura mavemdtica y una preparacidri especial en
esto terreno, Contiene ocho capitulos en los que se ilustran los temas si-
guientes: funciones de Boole; formas de expresién e astas funciones y sus
propiedades, clases cerradas y plenitud; logicas de K valores; grafos y
redes; olementos de la teoria de la codificacién; autématas finitos; ele-
mentos de la teoria de los algoritmos; elementos de la combinatoria.

Cada pérrafo de cada capftulo comienza haciendo una exposicién
con las principales definiciones y las explicaciones generales del tema
tratado. Después se propone una seric de problemas. Al final del libro
para muchos de los problemas propuestos se dan los resultados y algunas
indicaciones metddicas sobre se resolucién.



