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ПРЕДИСЛОВИЕ

Численное решение дифференциальных уравнений математи
ческой физики методом конечных разностей проводится в два 
этана: 1) разностная аппроксимация дифференциального уравне
ния на сетке—написание разностной схемы, 2) решение на ЭВМ 
разностных уравнений, представляющих собой системы линейных 
алгебраических уравнений высокого порядка специального вида 
(плохая обусловленность, ленточная структура матрицы системы). 
Применение общих методов линейной алгебры для таких систем 
далеко не всегда целесообразно как из-за необходимости хране
ния большого объема информации, так и из-за большого объема 
вычислительной работы, требуемой этими методами. Для решения 
разностных уравнений уже давно разрабатываются специальные 
методы, которые в той или иной степени учитывают специфику 
задачи и позволяют найти решение с затратой меньшего числа 
действий по сравнению с общими методами линейной алгебры.

Данная книга является продолжением книги А. А. Самар
ского и В. Б. Андреева «Разностные методы решения эллипти
ческих уравнений», в которой изучается круг вопросов, связан
ных с разностной аппроксимацией, построением разностных опе
раторов и оценкой скорости сходимости разностных схем для 
типичных краевых задач эллиптического типа.

Здесь мы рассматриваем только методы решения разностных 
уравнений. Книга фактически состоит из двух частей. Первая 
часть (гл. I—IV) посвящена применению прямых методов реше
ния разностных уравнений, вторая часть (гл. V—XV)—теории 
итерационных методов решения сеточных уравнений общего вида 
и их применению к разностным уравнениям. При использовании 
прямых методов существенную роль играет специальный вид 
разностных уравнений. Для решения одномерных трехточечных 
уравнений рассматриваются различные варианты метода прогонки 
(монотонная, немонотонная, циклическая, потоковая прогонка 
и др.).

В главах III и IV излагаются современные экономичные пря
мые методы решения разностных уравнений Пуассона в прямо
угольнике с краевыми условиями различного вида. Это—метод 
полной редукции и метод разделения переменных, использующий 
алгоритм быстрого преобразования Фурье, а также комбини
рованные методы.
8



При изучении итерационных методов используется трактовка 
итерационного метода как операторно-разностной схемы, развитая 
н книгах А. А. Самарского «Введение в теорию разностных схем» 
(1971) и «Теория разностных схем» (1977). Эта концепция позво
ляет излагать теорию итерационных методов как раздел общей 
теории устойчивости операторно-разностных схем, не прибегая 
к предположениям о структуре матрицы системы (см. также 
Л. Л. Самарский и А. В. Гулин «Устойчивость разностных схем» 
(1973)). Запись итерационных схем в канонической форме по
зволяет не только выделить операторы, ответственные за сходи
мость итераций, но и сравнить различные итерационные методы. 
Основное внимание уделяется изучению скорости сходимости 
итераций и выбору оптимальных параметров, при которых ско
рость сходимости максимальна. Наличие оценок скорости сходи
мости, а также исследование характера вычислительной устой
чивости позволяют провести сравнение разных итерационных 
методов в конкретных ситуациях и сделать выбор. Хотя читатель, 
вероятно, знаком с основами теории разностных схем и элемен
тами функционального анализа, однако в главе V приводятся 
используемые в книге сведения об основах математического аппа
рата теории итерационных схем и показано, как разностные аппро
ксимации эллиптических уравнений сводятся к операторным 
уравнениям первого рода Au = f  с операторами А в гильберто
вом пространстве сеточных функций.

В последующих главах исследуются двухслойная итерацион
ная схема с чебышевским набором параметров, при котором имеет 
место вычислительная устойчивость метода; трехслойная схема; 
итерационные методы вариационного типа (методы скорейшего 
спуска, минимальных невязок, минимальных поправок, сопря
женных градиентов и др.); итерационные методы для несамосо
пряженных уравнений и в случае незнакоопределенного и вы
рожденного оператора; методы переменных направлений; «тре
угольные» методы (с алгоритмом обращения треугольной матрицы 
при определении новой итерации) такие, как метод Зейделя, 
метод верхней релаксации и др.; итерационные методы решения 
нелинейных разностных уравнений, решение разностных краевых 
задач для эллиптических уравнений в криволинейных системах 
координат и др.

Особое место в книге занимает предложенный и развитый 
авторами в 1964—1977 гг. универсальный попеременно-треуголь
ный метод, эффективность которого особенно сильно проявляется 
при решении задачи Дирихле для уравнения Пуассона в про
извольной области и задачи Дирихле для уравнения div (k grad и) =  
= — f(x), х = (хJf jc2) с сильно меняющимся коэффициентом k (х).

В книге показано, как переходить от общей теории к кон
кретным задачам, и приведено большое число итерационных ал
горитмов решения разностных уравнений для эллиптических 
уравнений и систем уравнений. Даны оценки числа итераций

9



и проведено сравнение различных методов. Так, в частности, 
показано, что для простейшей задачи прямые методы более эко
номичны, чем метод переменных направлений. Следует подчерк
нуть, что возникающие на практике все более и более сложные 
задачи линейной алгебры требуют как разработки новых методов, 
так и расширения области применимости старых методов. При 
этом происходит переоценка сравнительных характеристик раз
ных методов.

При написании книги авторы использовали материалы лекций, 
читавшихся ими в период 1961 —1977 гг. на механико-матема
тическом факультете и на факультете вычислительной математики 
и кибернетики МГУ, а также материалы опубликованных работ 
авторов.

Авторы пользуются возможностью выразить благодарность 
В. Б. Андрееву, И. В. Фрязинову, М. И. Бакировой, А. Б. Ку- 
черову, И. Г. Капорину за ряд полезных замечаний по мате
риалу книги.

Авторы благодарны Т. Н. Галишниковой, А. А. Голубевой 
и особенно В. М. Марченко за помощь при подготовке рукописи 
к печати.

Москва, декабрь 1977 г*
А. А. Самарский, Е. С. Николаев



ВВЕДЕНИЕ

Применение различных численных методов (разностных, ва
риационно-разностных, проекционно-разностных методов, в том 
числе метода конечных элементов) для решения дифференциаль
ных уравнений приводит к системе линейных алгебраических 
уравнений специального вида—к разностным уравнениям. Эта 
система обладает следующими специфическими чертами: 1) она 
имеет высокий порядок, равный числу узлов сетки; 2) система 
плохо обусловлена (отношение максимального собственного зна
чения матрицы системы к минимальному велико; так, для раз
ностного оператора Лапласа это отношение обратно пропорцио
нально квадрату шага сетки); 3) матрица системы является раз
реженной—в каждой ее строке отлично от нуля несколько эле
ментов, число которых не зависит от числа узлов; 4) ненулевые 
элементы матрицы расположены специальным образом — матрица 
является ленточной.

При аппроксимации на сетке интегральных и интегро-диф- 
ференциальных уравнений мы получаем систему уравнений от
носительно функции, заданной на сетке (сеточной функции). 
Такие уравнения естественно называть сеточными уравнениями:

2  а(х, £) г/(|) =  /(*), *€©,  (1)
£есо

где суммирование проводится по всем узлам сетки со, т. е. по 
дискретному множеству точек. Матрица (а (х, £)) сеточного урав
нения является, в общем случае, заполненной. Если перенумеро
вать узлы сетки, то сеточное уравнение можно записать в виде

N

2  «,7У/= ft, ; =  1 , 2, . . . , # ,  (2)
/=1

где t, / — номера узлов сетки, N —общее число узлов. Обратный 
ход рассуждений очевиден. Таким образом, линейное сеточное 
уравнение есть система линейных алгебраических уравнений и, 
обратно, любую линейную систему алгебраических уравнений 
можно трактовать как линейное сеточное уравнение относительно 
сеточной функции, заданной на некоторой сетке с числом узлов, 
равным порядку системы. Заметим, что вариационные методы 
(Ритца, Галеркина и др.) численного решения дифференциальных
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уравнений приводят обычно к системам с заполненной ма
трицей.

Разностное уравнение есть частный случай сеточного урав
нения, когда матрица (atJ) является разреженной. Так, например,
(2) представляет собой разностное уравнение т-то порядка, если 
в строке номера i имеется лишь m - |-1 отличный от нуля эле
мент а,ц при j - - i ,  t-h 1, . . . .  i + m.

Из сказанного ясно, что решение сеточных и, в частности, 
разностных уравнений является задачей линейной алгебры.

* * *

Для решения задач линейной алгебры существует много раз
личных численных методов, непрерывно ведется работа по их 
усовершенствованию, проводится переоценка методов, разраба
тываются новые методы. В результате оказывается, что значи
тельная часть имеющихся методов имеет право на существование, 
обладает своей областью применимости. Поэтому для решения 
конкретной задачи на ЭВМ существует проблема выбора одного 
метода на множестве допустимых методов решения данной задачи. 
Этот метод должен, очевидно, обладать наилучшими характери
стиками (или, как любят говорить, быть оптимальным методом) 
такими, как минимум времени решения задачи на ЭВМ (или ми
нимум числа арифметических и логических операций при оты
скании решения), вычислительная устойчивость, т. е. устойчи
вость по отношению к ошибкам округления, и др.

Естественно требовать, чтобы любой вычислительный алгоритм 
для ЭВМ позволял в принципе получить решение данной задачи 
с любой наперед заданной точностью е >  0 за конечное число 
действий Q(e). Этому требованию удовлетворяет бесчисленное 
множество алгоритмов, в котором и следует искать алгоритм с 
минимумом Q (е) для любого е >  0. Такой алгоритм называется 
экономичным. Конечно, поиск «оптимального» или «наилучшего» 
метода, как правило, проводится на множестве известных (а не 
всех допустимых) методов, и сам термин «оптимальный алгоритм» 
имеет ограниченный и условный смысл.

* * *

Задача теории численных методов состоит как в отыскании 
наилучших алгоритмов для данного класса задач, так и в уста
новлении иерархии методов. Само понятие наилучшего алгоритма 
зависит от цели вычислений.

Возможны две постановки вопроса о выборе наилучшего 
метода:

а) требуется решить одну конкретную систему уравнений 
Au = f , A = (aiy) — матрица;

б) требуется решить несколько вариантов одной и той же 
задачи, например, уравнения А и =г f  с различными правыми ча
стями if.
12



При многоварйантном расчете можно уменьшить среднее число 
операций Q (г) для одного варианта, если хранить некоторые 
величины, а не вычислять их заново для каждого варианта (на-, 
пример, хранить обратную матрицу).

Отсюда ясно, что выбор алгоритма должен зависеть от типа 
расчета (одновариантного или многовариантного), от возможности 
хранения дополнительной информации в памяти ЭВМ, что в свою 
очередь связано как с типом ЭВМ, так и с порядком системы 
уравнении. При теоретических оценках качества вычислитель
ного алгоритма обычно ограничиваются подсчетом числа ариф
метических операций, которые требуются для отыскания реше
ния с заданной точностью; при этом вопрос о параметрах ЭВМ, 
как правило, не обсуждается.

Бурное развитие в последние годы численных методов реше
ния разностных уравнений, аппроксимирующих дифференциаль
ные уравнения эллиптического типа, и появление новых эконо
мичных алгоритмов привели к необходимости пересмотра пред
ставлений об областях применимости существовавших ранее 
методов.

* # *
Содержание данной книги в значительной степени обуслов

лено необходимостью дать эффективные методы решения раз
ностных уравнений, соответствующих краевым задачам для урав
нений эллиптического типа второго порядка. Классификация 
разностных краевых задач может быть проведена по следующим 
признакам:

1) вид дифференциального оператора L в уравнении

/ Lti — f{x), х = (xlt x2f . .  , Xp)(zG‘t (3)

2) форма области G, в которой ищется решение;
3) тип краевых условий на границе Г области G;
4) сетка со в области G =  G +  T и разностная схема

Лг/ =  — <р(х), х£а>, (4)

т. е. вид разностного оператора А.
Примерами эллиптического оператора второго порядка могут 

быть '

Lu =  Ди =  ̂  — оператор Лапласа,
а=1 “

(5)

(6)
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причем коэффициенты feaP (х) в каждой точке х = (хг, хи . . . ,  хр) 
удовлетворяют условию сильной эллиптичности

Cl 2  £*«*а- 1 i 2  k a f i  ( X )  £<*£3 <  С 2 S  l l ,  C l t  С 2 =  C o n s t >  0 ,  (7 )
a ,3=1 a= 1

где S =  (gL> . . .» 1Р) — произвольный вектор. Если и (х )(^(и1(х)9 
u2(x)t . . . ,  ит (х)) — вектор-функция, то (3) есть система уравне
ний и

2 , , т.

а условие сильной эллиптичности имеет вид
т р т р р т

«1 2  2 ( & ) * <  2  2  2  2 ( Ш а.i = 1 a = 1 i, j = 1 a, 3=1 t=l a=l
clt c2 — const >  0.

* * *

Форма области сильно влияет на свойства матрицы разност
ных уравнений. Мы будем выделять области, для которых урав
нение Lu = 0 с однородными краевыми условиями допускает 
разделение переменных. Так, например, для уравнения Лапласа

$2и d̂LL
в декартовых координатах (х19 х2) Lu = Au = — г -\---- г  методдхх дх2
разделения переменных применим в случае, когда G есть пря
моугольник. Аналогичным свойством обладает и разностная схема 
на прямоугольной сетке, например, схема «крест»; при этом сетка 
может быть неравномерной по каждому направлению.

При сравнении различных численных методов решения систем 
алгебраических уравнений будем использовать в качестве эта
лонной или модельной задачи следующую разностную краевую 
задачу:

уравнение Пуассона, область—квадрат, краевые условия пер
вого рода, сетка — квадратная с шагами hx = h и h2 = h по хх и х29 
разностный оператор А — пятиточечный.

Вторая группа разностных краевых задач соответствует сле
дующим данным: L — оператор с переменными коэффициентами 
вида (6): а) без смешанных производных, б) со смешанными про
изводными, область G =  { 0 ^ x a ^ / a , a = l ,  2} — прямоугольник 
(параллелепипед при р ^ 3).

Третья группа задач—область сложной формы, а L либо опе
ратор Лапласа, либо оператор общего вида; здесь степень слож
ности задачи определяется в первую очередь формой области, 
выбором сетки и разностного оператора в окрестности границы.

Для второй и третьей групп задач разностный оператор обыч
но выбирается так, чтобы сохранить основные свойства (самосо-
14



мряженность, знакоопределенность и др.) исходной задачи и 
удовлетворить требованию аппроксимации с определенным по
рядком относительно шага сетки.

* * *

Для решения разностных эллиптических задач применяются 
прямые и итерационные методы.

Прямые методы применимы в многомерном случае в основном 
для задач первой.группы (L—оператор Лапласа, G — прямоуголь
ник при р =  2 и параллелепипед при р ^ З ,  А— пяти- или девя
титочечная разностная схема при р = 2). Для одномерных задач, 
когда разностное уравнение имеет второй порядок (матрица 
является трехдиагональной), а коэффициенты уравнения могут 
быть переменными, применим метод прогонки, который является 
вариантом метода Гаусса (см. гл. И). Существует ряд вариантов 
метода прогонки: монотонная прогонка, немонотонная прогонка, 
потоковая прогонка, циклическая прогонка и др. (см. гл. II). 
Для двумерных задач первой группы (см. выше) эффективен ме- 

, тод полной редукции (гл. III), метод разделения переменных 
с быстрым преобразованием Фурье, а также комбинация метода 
неполной редукции с быстрым преобразованием Фурье (гл. IV). 
Во всех случаях по одному из направлений методом прогонки 
решается разностное уравнение второго порядка.

Указанные прямые методы в случае разностной задачи Ди
рихле для уравнения Пуассона в прямоугольнике ( 0 ^ х а ^ / а, 
ОС =  1, 2) На сетке СО—•|(̂ 1/l1, l2̂ 2), 1» •••» -Va,
a = l ,  2} требуют Q = 0 (N1JV2\og2N2) арифметических действий, 
где jV2 =  2?, п >  О—целое число.

Прямые методы применимы для весьма специального класса 
задач.

* * *

Разностные эллиптические задачи в случае операторов L об
щего вида или областей сложной формы решаются в основном 
при помощи итерационных методов.

Сеточные уравнения можно трактовать как операторные урав
нения первого рода

Au =  f (8)
с операторами, заданными на пространствах Я  сеточных функций. 
В пространстве Я  вводятся скалярное произведение (,) и 
энергетические нормы \ u \d = V(D u, и), D = D* >  О,D:H—►Я, где 
D—некоторый линейный оператор в Я.

Итерационные методы решения операторного уравнения Au = f  
можно трактовать как операторно-разностные (разностные по 
фиктивному времени или по индексу-номеру итерации) уравне
ния с операторами в гильбертовом пространстве Я . Если новая
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итерация ук+1 вычисляется через т предыдущих итераций 
ук, Ук-1> • • • > Ук-m+it то итерационный метод (схема) называется 
/n + 1 -слойным {т-шаговым). Отсюда видна аналогия итерацион
ных схем с разностными схемами для нестационарных задач. 
Поэтому и теория итерационных методов фактически является 
специальным разделом общей теории устойчивости операторно
разностных схем. Мы ограничиваемся изучением двухслойных 
и в меньшей степени трехслойных схем. Переход к многослой
ным схемам не дает каких-либо преимуществ (как это и следует 
из общей теории устойчивости, см. [10]).

Важную роль играет запись итерационных методов в единой 
(канонической) форме, что позволяет выделить оператор (стаби
лизатор), ответственный за устойчивость и сходимость итераций 
и сравнить различные итерационные методы с единых позиций.

Любой двухслойный (одношаговый) итерационный метод запи
сывается в следующей канонической форме:

=  * =  0 , 1 , . . . ,  */о€Я, (9)

где В: Н —+Н—линейный оператор, имеющий обратный В-1, 
т1( та, . . . —итерационные параметры, k —номер итерации, ук — 
итерационное приближение номера к. В общем случае В = Вк+1 
зависит от k. В общей теории мы предполагаем, что В не за
висит от k.

Параметры и оператор В произвольны, и их следует 
выбрать из условия минимума числа итераций и, при котором 
решение уп уравнения (9) приближает в HD точное решение а 
уравнения Л« =  /  с относительной точностью е >  0:

\Уп— 'и ||о< е ||г /о—«Но- (Ю)
Для излагаемой в книге общей теории итерационных методов 

не требуется никаких предположений о структуре оператора А 
(матрицы (а,у)). Используются лишь свойства общего вида

Л =  Л * > 0 ,  В =  В *>  0, у1В < Л < у 2В, ух >  0. (11)
Операторные неравенства означают, что заданы постоянные у2 
энергетической эквивалентности операторов Л и В или границы 
спектра оператора Л в пространстве Нв (уг—минимальное, у2— 
максимальное собственные значения обобщенной задачи на собст
венные значения: Av = XBv).

* *  *

Решение т1, т2, . . . , т „  указанной выше задачи о min яг0(е)
Tt, Т2> •••* Хп

при заданных уи у2 и фиксированном В в случае D = AB~1A 
выражается через нули полинома Чебышева /г-го порядка (чебы- 
шевский итерационный метод). При этих оптимальных значениях 
rlt т2, гп и заданном произвольном е > 0  для числа

Ю



итераций п, вы
___________ In (2/е)

вычисляемых попо схеме (9), верна оценка

П ^ ш ( ( ч  K D / O - V T ) )
полняется неравенство

\А уп— / | |в - ‘ < е ||А г/0 —

Вычислительная устойчивость чебышевского метода имеет 
место при определенном способе нумерации (упорядочивания) 
нулей чебышевского полинома и параметров х\, tJ, . . . ,  т,*; этот 
способ указан в гл. VI.

При В = Е (Е —единичный оператор) метод (9) называется 
явным, а при В ф Е —неявным. Если параметрхквыбрать постоян
ным, тА =  т0 =  2/(у1 +  у2), k = \ , 2 то получим неявную

Оператор В (стабилизатор) выбирается из условия экономич
ности, т. е. минимума вычислительной работы при решении урав
нения Bv — F с заданной правой частью F, и, как было уже 
сказано, из условия минимума числа итераций п0(е).

Предположим, что мы умеем экономично решать задачу Rv = f  
с затратой QR(z) действий, где

R: Н —+Н, R = R*>  0, < ^ ? < Л < с 2Я, ^  >  0. (12)

Тогда можно положить B = R и найти решение задачи Aa = f 
по схеме (9) с параметрами {т£} при Yi =  ci> Та =  сз 33 ФлС6) ^
ж  у  У c j In (2/е) Qr (е) действий.

Если, например, L —оператор общего вида, G —прямоуголь
ник, то в качестве R можно взять пятиточечный разностный 
оператор Лапласа и решать уравнение Rv = f  прямым методом.

Может оказаться, что уравнение Rv = f  выгодно решать не 
прямым, а итерационным методом, тогда В ф Я  и не выписы
вается в явном виде, а реализуется в результате итерационной 
процедуры.

Известные методы Зейделя и верхней релаксации являются 
неявными и соответствуют треугольным матрицам (операторам) В. 
Сходимость этих методов доказывается на основе общей теории 
разностных схем (см. А. А. С а м а р с к и й ,  Теория разностных 
схем, М., 1977 или А. А. С а м а р с к и й ,  А. В. Г у л и н ,  Устой
чивость разностных схем, М., 1973). Однако для методов Зейделя 
и верхней релаксации оператор В несамосопряжен, и потому 
нельзя воспользоваться чебышевским методом (9) с оптимальным 
набором итерационных параметров т,*, т2, . . . ,  т*п, что позволило 
бы повысить скорость сходимости итераций. Оператор В можно
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сделать самосопряженным, если положить его равным произве
дению сопряженных друг другу операторов:

B =  (£ +  (o ^ )(£  +  to^2), Rl = Rlt (13)
где о  >  0 — параметр. В качестве R t и R2 можно взять опера
торы, имеющие треугольные (нижнюю Rt и верхнюю R 2) матрицы, 
так что R1 + R2=R: И —+Н, R* — R > 0 .  В частности, можно 
положить

#1 +  # 2 =  Л, #S =  £i* (И)
Типичным является предположение

RtRt ^ A ,  S > 0 ,  Д > 0 .  (15)

Выбирая затем (0 =  2/|/бД из условия minn0(e), находим пара
метры у,, у2 и вычисляем параметры {т|}. Определение yk+1 
через уь и / сводится к последовательному решению двух систем 
уравнений с нижней и верхней треугольными матрицами.

Построенный итерационный метод (9) с факторизованным 
оператором В вида (13) назовём попеременно-треугольным мето
дом (ПТМ). ПТМ, очевидно, является универсальным, так как 
представление А в виде суммы R1 + R2 = A, R% = R1 возможно 
всегда. В случае разностной эллиптической задачи построение

р У-
Rx и R2 не представляет труда. Так, например, Rty —> V

"/-У

р Ух 

а- 1
если А у — разностный 2 р -f-1-точечный оператор

р
Лапласа, А у—*-— 2  Ух х > —шаг сетки по направлению Оха.а= 1 06 а
Этот метод является быстросходящимся. Если взять чебышевский 
набор {т%} и учесть (14), (15), то число итераций для ПТМ

*7ir l n T '  1 - | .  (16)

2 I ___В частности, для модельной задачи имеемп ^ п 0 (е)=0,3 In—/ У  h.8 I
Для случая произвольной области и уравнений с перемен

ными коэффициентами целесообразно пользоваться модифициро
ванным попеременно-треугольным методом (МПТМ), полагая

B  =  (S> +  <aRl ) £ > - 1 ( ®  +  < » R J ,  7?; =  # lf <2> = < £ ) * >  О, (17)

где НУ—произвольный оператор. Если вместо (15) выполнены 

R>8H>, R ^ R ^  — НУ, б >  О, Д > 0 ,  (18)

то оценка (16) сохраняет силу.
1 8 -



Здесь заданы б и Д, а выбираются оператор и параметр со 
так, чтобы отношение g =  Yi/Ya было максимальным. На прак
тике в качестве матрицы можно брать диагональную матрицу.

Укажем два примера эффективного применения МПТМ.
1) Задача Дирихле для уравнения Пуассона в двумерной 

области сложной формы; основная решетка в плоскости (х19 х2) 
равномерна с шагом ft, схема пятиточечная. МПТМ при соответ
ствующем выборе ®  требует лишь на 4—5% больше итераций, 
чем для той же задачи в квадрате со стороной, равной диаметру 
области.

2) Для эллиптических уравнений с сильно меняющимися 
коэффициентами (отношение с2/с1 велико) МПТМ с соответствую
щим образом выбранным S) позволяет ослабить зависимость от с2/сг.

На практике, помимо одношаговых (двухслойных) методов (9), 
применяются и двухшаговые (трехслойные) итерационные схемы. 
При оптимальных итерационных параметрах они по числу ите
раций сравнимы с чебышевской схемой с параметрами {т£} при

>0, однако более чувствительны по отношению к ошибкам 
в определении и у2. При условиях (И) целесообразно поль
зоваться чебышевской схемой (9) с параметрами {т£}.

Для решения эллиптических задач весьма важную роль 
сыграл итерационный метод переменных направлений (МПН), 
развивавшийся, начиная с 1955 г., многими авторами. Однако 
он оказался экономичным лишь для очень узкого класса 
задач первой группы, когда выполнены условия Л = Л 1 +  Л2, 
Аа = А*а ^ 0 ,  а = 1 ,  2, А =  А* >  0, А1А2 = А2А1. Если Аг и Л2 
перестановочны, то для МПН можно выбрать оптимальные 
итерационные параметры. Для модельной задачи с такими пара
метрами число итераций п0 (е) = 0  ^ln -i- In , а число дейст

вий Q (г) = 0 ( ^ 1 п  у  In , в то время как для прямых мето

дов Q =  0 ^p-ln  . Прямые методы в этом случае более эконо
мичны, чем МПН. Если А1 и А2 неперестановочны, то МПН 
требует O ^ r l n - j - j  итераций, в то время как для ПТМ доста

точно o (-p = rln  итераций. В случае трехмерных задач, когда
А = А г+ А 2+ А 3 даже в предположении попарной перестановочно
сти А19 Л2, Л3МПН требует больше операций, чем ПТМ. Таким 
образом, МПН в значительной степени утратил свое значение.

* * *

Если оператор А >  0 не является самосопряженным, то не 
удается при помощи схемы (9) с набором параметров и само
сопряженным оператором В =  В* >  0 построить итерационный

19



процесс с той же скоростью сходимости, что и чебышевский 
метод при А — Л* >  0. Все известные методы обладают меньшей 
скоростью сходимости. Здесь рассматривается метод простой 
итерации (гл. VI) с заданием априорной информации двух типов: 

а) заданы параметры у,, у2, входящие в условия (для про
стоты считаем D — В ~Е)

yt (x, х ) ^ ( А х ,  х), (Ах, А х ) < у 2(Ах, х), ух >  0, у2 >  0; (19)

б) заданы три параметра ух, у2, у3, где ух и у2 (при D=B=E)— 
границы симметричной части оператора А:

Y i £ < 4 < y 2£,  ||Ах| |< у 3, ух> 0 ,  у3> 0 ,  (20)

где Л1 =  0,5(Л — Л*) — кососимметричная часть Л.
Выбирая т из условия минимума нормы оператора перехода 

или разрешающего оператора, во всех случаях получаем увели
чение числа итераций по сравнению со случаем Л =  А*.

* * *

Любой двухслойный итерационный метод, построенный на 
основе схемы (9), характеризуется операторами Б и А, энергети
ческим пространством HD, в котором доказывается сходимость 
метода, и набором параметров. Если оператор В фиксирован, 
то основной задачей является отыскание {%k}.

При выборе параметров {тА} используется априорная инфор
мация об операторах схемы. Вид информации определяется свой
ствами операторов А, В и D. Так, для чебышевской схемы при 
D =  AB_1A, когда А и В —самосопряженные операторы, пред
полагается, что заданы постоянные ух, у2 в (11). В общем слу
чае, когда DB~1A самосопряжен в Я, то вместо (11) достаточно 
потребовать, чтобы y1D ^.D B ~ 1A ^ .y 2D, у1 >  0. В несамосопря
женном случае, когда А Ф  А*, а В — В* >  0, используются либо 
два числа уг, у2, либо три числа ух, у2 (входящие в (19)) и у3— 
постоянная, входящая в оценку кососимметричной части опера
тора А. В ряде случаев нахождение постоянных ух, у2 и у3 
с достаточной точностью может оказаться сложной самостоятель
ной задачей, требующей для своего решения специальных алго
ритмов. Если априорная информация может быть получена ценой 
небольших вычислительных затрат или требуются многовариант
ные расчеты для уравнения Au = f  с разными правыми частями, 
то целесообразно найти однажды требуемые числа ух, у2, у3 и 
затем воспользоваться чебышевским методом или ПТМ. Если 
требуется решить лишь одну задачу Au = f  или если задано 
хорошее начальное приближение, а вычисления постоянных ух, у2 
являются трудоемкими,—следует воспользоваться итерационными 
методами вариационного типа.
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Для итерационных методов вариационного типа при вычис
лении параметров {тД не надо знать уа. Эти методы исполь
зуют лишь информацию общего вида

Л =  Л *>  О, (D£-M )* =  D £ -M . (21)

Для определения ук+1 используется та же схема (9), меняется 
лишь формула для Tft+1. Параметр тА+1 находится из условия 
минимума в HD нормы погрешности zk+1 = yk+1— и, т. е. мини
мума функционала I[y] = (D (y— и), у — и). Параметр тй+1 вычис
ляется через ук. Выбирая D = A, получим метод скорейшего 
спуска, а при £> =  Л*Л—метод минимальных невязок и т. д. 
Эти методы имеют ту же скорость сходимости, что и метод простой 
итерации (с точными постоянными у1( у.,). Скорость сходимости 
итераций можно повысить, если отказаться от локальной (поша
говой) минимизации ||zft+1||D и выбирать параметры %k из 
условия минимизации нормы погрешности ||z„|D сразу за п 
шагов, т. е. при переходе от у0 к уп. Такой путь приводит 
к двухпараметрическим (при каждом k) трехслойным итерацион
ным схемам сопряженных направлений (сопряженных градиен
тов, невязок, поправок или погрешностей), которые обладают 
такой же скоростью сходимости, что и чебышевский метод с пара
метрами {т*}, вычисленными по точным значениям у2. Если 
Л= Л* >  0, то можно построить процесс ускорения (дав 1,5—2 раза) 
сходимости двухслойных градиентных методов.

* * *
В общей теории итерационных методов не требуется знания 

конкретной структуры операторов задачи—используется лишь 
минимум информации общего функционального характера отно
сительно операторов, например, условия (11). Выбор оператора 
В схемы (9) подчинен требованиям: 1) обеспечения наиболее 
быстрой сходимости метода (9), 2) экономичности обращения В. 
При построении В можно исходить из некоторого оператора 
#  =  Я* >  0 (регуляризатора), энергетически эквивалентного 
Л =  Л* >  О, В =  5* >  0:

схЖ Л < с 2#,  сх >  0, ух Yi >  0. (22)

Так что Yi =  ciYi> Чъ = съЧг- Для различных Л можно выбрать 
один и тот же регуляризатор R. Наиболее распространен слу
чай факторизованного оператора В, например,

B ^ iE  + uR M E  + aR,), Ях +  Яа =  Я, (23)

R i — R 2 >  0—для ПТМ, (24)
Rl = R i> 0 , R1 = R »> 0, R 1Ri = RiR1—для МПН. (25)
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Чтобы применить теорию, надо найти {\ и параметр со>0 
находится из условия min (уг (со)/у2 (со)). Если уравнение Rw=F 
может быть решено экономичным прямым методом, то полагаем 
B = R (например, в случае когда( R) — разностный оператор 
Лапласа, область — прямоугольник). Оператор В может не выпи
сываться явно, а реализовываться в результате итерационного 
решения уравнения Rw гкУ гк Аук—/ (двухступенчатый метод).

* * *

Для уравнений с пезиакоопределенными, вырожденными и 
комплексными операторами А можно рассматривать те же схемы (9). 
Однако, выбор оптимальных параметров усложняется, а скорость 
сходимости итераций уменьшается. Применение общей теории 
в этих особых случаях требует предварительной «обработки» 
исходной задачи. Оказывается возможным построить модифика
ции как чебышевского метода, так и методов вариационного 
типа.

Если А —линейный вырожденный оператор, т. е. однород
ное уравнение А и = 0 имеет нетривиальное решение, то задача (9) 
при В = Е  и любых хк всегда разрешима. Пусть Я (0)— нулевое 
собственное подпространство оператора Л, Я (1)— ортогональное 
дополнение Я (0) до Я. Любой вектор у £ Н {0) удовлетворяет 
уравнению Ау = 0. Если / ^ Я (1) и у0£Н {1), то и все итерации 
ук£ Н {1). Если выполнены условия

Yi(у, У Х (А у , уХ ъ (У, у), г/€Я(1\  Тх >  0>

то можно пользоваться явной схемой (9) с чебышевскими пара
метрами {т*}, найденными по у2. При этом ук сходится к нор
мальному решению, имеющему минимальную норму.

Если / = / <0) +  / (1) и / (0)=^0, то под обобщенным нормальным 
решением уравнения Au — f будем понимать решение уравнения 
Ли(1)= / (1), Ma )£ # (1), имеющее минимальную норму. Справедлива 
оценка

\Уп— -ч{1)\\<Яп1уо—«(1> Яп = Яп-Л^ + («  — !))

Яп
2р?

1+рГ ’
Рх 1 - V I 

1 + ^ 1 ’ Y2 0». У« € Н{1)>

п — 1

если , Та, . . . ,  —чебышевские параметры, а г* =  — 2  т/« Ско-
/= 1

рость сходимости понижается по сравнению со случаем невырож
денного А с теми же у19 у2. Наряду с указанным модифициро
ванным чебышевским методом возможны также и методы вариа
ционного типа.
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Общая теория позволяет исследовать неявную схему простой 
итерации для случая, когда Я — комплексное гильбертово про
странство, A = A  + qE, А — эрмитов оператор, q = q1Jriqz—ком
плексное число, и выбрать оптимальное значение итерационного 
параметра. Переход к методу переменных направлений также не 
представляет труда.

* * *

Результаты общей теории нетрудно использовать для решения 
разностных уравнений, аппроксимирующих краевые задачи для 
уравнений эллиптического типа. При этом легко формулировать 
общие правила решения разностных задач. Пусть дано разностное 
уравнение Au = f , где А \Н —>Н—разностный оператор, опреде
ленный в пространстве Я сеточных функций, заданных на сет
ке со, Сначала изучаются сбщие свойства оператора А и уста
навливается, например, его самосопряженность и положитель
ность, А — А* >  0, затем строится оператор 5  =  0 и вычис
ляются постоянные у19 у2 и, наконец, находятся п = п0(е) и 
параметры {т£}.

Если речь идет о ПТМ с факторизованным оператором В =  
=  (й) +  со/?1)й )”1 (@> +  со/?2), то надо выбрать матрицу ££> и по
стоянные б, А (см. гл. X), зная б и А, определим со, у19 у2 и т. д.

В книге приведено много примеров применения прямых и 
итерационных методов для решения конкретных разностных урав
нений. В главе XV, в частности, рассматриваются методы реше
ния разностных эллиптических уравнений в криволинейных 
координатах: в цилиндрической (г, г) и в полярной (г, ф) си
стемах координат.

В гл. XIV рассматриваются многомерные задачи, схемы 
для уравнений теории упругости и др.

Важно отметить, что независимо от метода, который будет 
применен для решения данной разностной краевой задачи, ее 
предварительная обработка проводится по одному и тому же 
рецепту: сначала формируется оператор Л, затем он изучается 
как оператор в пространстве Я  сеточных функций. После того 
как «сбор» информации о задаче закончен, принимается решение 
о выборе метода решения задачи с учетом всех обстоятельств, 
в том числе типа машины, наличия стандартных программ и др.



Г Л А В А  I
ПРЯМЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ

В главе изучаются общая теория линейных разностных уравнений, а 
также прямые методы решения уравнений с постоянными коэффициентами, 
дающие решение в замкнутом виде. В § 1 приведены общие понятия о сеточ
ных уравнениях. § 2 посвящен общей теории линейных разностных уравнений 
m-го порядка. В § 3 рассмотрены методы решения уравнений с постоянными 
коэффициентами, а в § 4 эти методы используются для решения уравнений 
второго порядка. Решению сеточных задач на собственные значения для про
стейшего разностного оператора посвящен § 5.

§ 1. Сеточные уравнения. Основные понятия

1. Сетки и сеточные функции. Значительное число задач фи
зики и техники приводят к дифференциальным уравнениям 
в частных производных (уравнениям математической физики). 
Установившиеся процессы различной физической природы опи
сываются уравнениями эллиптического типа.

Точные решения краевых задач для эллиптических уравнений 
удается получить лишь в частных случаях. Поэтому эти задачи 
в основном решают приближенно. Одним из наиболее универ
сальных и эффективных методов, получивших в настоящее время 
широкое распространение для приближенного решения уравнений 
математической физики, является метод конечных разностей или 
метод сеток.

Суть метода состоит в следующем. Область непрерывного из
менения аргументов (например, отрезок, прямоугольник и т. д.) 
заменяется дискретным множеством точек (узлов), которое назы
вается сеткой или решеткой. Вместо функций непрерывного ар
гумента рассматриваются функции дискретного аргумента, опре
деленные в узлах сетки и называемые сеточными функциями. 
Производные, входящие в дифференциальное уравнение и гра
ничные условия, заменяются разностными производными; при 
этом краевая задача для дифференциального уравнения заме
няется системой линейных или нелинейных алгебраических урав
нений (сеточных или разностных уравнений). Такие системы часто 
называют разностными схемами.

Остановимся более подробно на основных понятиях метода 
сеток. Рассмотрим сначала простейшие примеры сеток.
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П р и м ер  1. Сетки в одномерной области. Пусть область 
изменения аргумента х есть отрезок 0 ^  х ^  /. Разобьем этот 
отрезок на N равных частей длины h = l/N  точками x{ = ih, 
i =  0, 1, . . N. Множество этих точек называется равномерной 
сеткой на отрезке [0, /] и обозначается й  =  {xt — ih, i — 0, 1, . . . ,  N, 
hN = l}, а число h—расстояние между точками (узлами) сетки 
й —называется шагом сетки. _

Для выделения части сетки й  мы будем далее использовать 
следующие обозначения:

co =  {x,=  i/z, t '=  1,2,  . . . , N — 1, Nh = l},
со+ =  {xf =  i7t, i=  1, 2, . . N, Nh = l\,
co~ =  {Xj — ih, i =  0, 1, . . . ,  N — 1, Nh = l\,

y = {xo = 0, xN= l}.

Отрезок [0, /] можно разбить на N частей, вводя произвольные 
ТОЧКИ 0 = Х0 <  Хх <  . . .  < 3  <  Xi+1 <  . . . <  XN„x <  XN=  /. В этом 
случае получим сетку <s>—{xh i' =  0, 1, . . . ,  N, х0 =  0, xN= l)
с шагом h i= x (—Х;_х в узле xh i=  1,2,  . . . , N , который зави
сит от номера i узла xh т. е. является сеточной функцией ht =h  (г).

Если Ь{ф111+1 хотя бы для одного номера i, то сетка й на
зывается неравномерной. Если hi — h = llN < то получим построен
ную выше равномерную сетку. Для неравномерной сетки вво
дится средний шаг Ъг = 1Ц}) в узЛе xh Л,- =  0,5 ( Л , - 1

— 1, h0 — 0,5hlt fiN = 0,5hN. На бесконечной прямой 
— оо <  х <  оо можно рассматривать сетки Q — { x ~ a  + ih, i — 0, 
± 1 , ± 2 , . . . }  с началом в любой точке я =  а и шагом h, состоя
щую из бесконечного числа узлов.

П р и м е р  2. Сетка в двумерной области. Пусть область из
менения аргументов х =  (лу, х2) есть прямоугольник G =  {0 ха ^  
<Д а, а  =  1, 2} с границей Г. На отрезках 0 ^  ха ^  /а построим 
равномерные сетки соа с шагами ha:

a 1 = {x1(i)= ih1, i — 0, 1, . . . ,М ,  Л1М =  /1},
©а (/) == 2> / =  0* 1, • • •, М, h2N — 12\.

Множество узлов хи  =  (лу (г), х2 (/)), имеющих координаты на 
плоскости хх (i) и х2 (/), называется сеткой в прямоугольнике G 
и обозначается a> = {xi/ = (ih1, jh2), i = 0 , 1, . . . ,М ,  j =  0, 1, . . .  
. . . ,  N ,h xM = lx,h 2N = l2}.

Сетка со, очевидно, состоит из точек пересечения прямых 
Хх = хх (£) и х2 — х2 (/) • _

Построенная сетка со равномерна по каждому из переменных 
хх и х2. Если хотя бы одна из сеток йа неравномерна, то сетка й 
называется неравномерной. Если hx= ht, то сетка называется 
квадратной, иначе—прямоугольной.

Точки со, принадлежащие Г, называются граничными и их 
объединение образует границу сетки: У =  {х</€Г}.
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Чтобы описать структуру сетки со, удобно использовать запись 
со =  со1х 5 2, т . е. представлять со как топологическое произведе
ние сеток со1 и со2. Используя введенные в примере 1 обозначе
ния со+, со" и со, можно выделить части сетки со в прямоугольнике, 
например:
©J X (Ог- =  {xij — (ihl , jh 2), i -  1, 2, — 1, / =  1,2,  N},
(OiXai = {xij-=(ih1, jh j, i -^0, 1, . . . .  M — 1, / — 0,

Рассмотрим теперь понятие сеточной функции. Пусть со—сетка, 
введенная в одномерной области, а х1 — узлы сетки. Функция 
у=у(Х;) дискретного аргумента х{ называется сеточной функцией, 
определенной на сетке со. Аналогично определяется сеточная 
функция на любой сетке со, введенной в области изменения не
прерывного аргумента. Например, если xif — узел сетки со в дву
мерной области, то y= y(xij). Очевидно, что сеточные функции 
можно рассматривать и как функции целочисленного аргумента, 
являющегося номером узла сетки. Так, можно писать y = y{xi) — 
= y(i)9 y = y(Xij) = y{i, /)• Иногда мы будем использовать для 
обозначения сеточных функций следующую запись: у{х() = у 1, 
у { Х ц ) = У и -

Сеточную функцию у1 можно представить в виде вектора, 
рассматривая значения функции как компоненты вектора У =  
— (Уо< Ук ’ ’ • * Уn)• В этом примере yt задана на сетке H> — {xh 
t = 0 ,  1, N}, содержащей N +  1 узел, а вектор У имеет раз
мерность W+1.  Если (о—сетка в прямоугольнике (co = {xi/ = 
= (ihlt jh2), i =  0, 1, , M, j — 0, 1, . . . ,  Л/)), то сеточной функ
ции ytj, заданной на а», соответствует вектор У= (у00, . . . ,  уМа, 
Уо1 , ■ • ^  Ули, ■ • •. Уъм* • • •. У мм) размерности (М ф 1) (N +  1). Узлы 
сетки со при этом считаются упорядоченными по строкам сетки.

Мы рассмотрели скалярные сеточные функции, т. е. такие 
функции, значениями которых в каждом узле сетки являются 
числа. Приведем теперь примеры векторных сеточных функций, 
значениями которых в узле являются векторы. Если в рассмат
риваемом выше примере обозначить через Y(x2(j)) =  У} вектор, 
компонентами которого являются значения сеточной функции ytj
в узлах xOJ, xxj........ Хщ /-й строки сетки ю: Yf =  (г/0/, уу , . . . ,  умЛ,
/ =  0, 1, то мы получим векторную сеточную функцию г у-,
определенную на сетке со2 =  {х2 (/) = jh 2, . / =  0, 1, . . . ,  N}.

Если функция, заданная на сетке, принимает комплексные 
значения, то такая сеточная функция называется комплексной.

2. Разностные производные и некоторые разностные тождества. 
Пусть задана сетка со. Множество всех сеточных функций, за
данных на со, образует векторное пространство с определенным 
очевидным образом сложением функций и умножением функции 
на число. На пространстве сеточных функций можно определить 
разностные или сеточные операторы. Оператор Л, преобразующий 
сеточную функцию у в сеточную функцию f = Ay, называется 
разностным или сеточным оператором. Множество узлов сетки,
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используемое при написании разностного оператора в узле сетки, 
называется шаблоном этого оператора.

Простейшим разностным оператором является оператор разно
стного дифференцирования сеточной функции, который порождает 
разностные производные. Определим разностные производные.

Пусть й —равномерная сетка с шагом h, введенная на прямой 
— о о < л ; < о о :  й  =  {xi = а +  ih, i =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . . }.  Разностные 
производные первого порядка для сеточной функции *// =  г/(х,-), 
х{ € й определяются формулами

А 1У1 =  ! Я , 1 = - - £ ‘'~ К  А 1У1 =  Ух .1 =  У1* 7 Г * { ( 1)

и называются левой и правой производными соответственно. Исполь
зуется также центральная производная

Л 3г/,- = ys , t =  У' + 1 Г  ' =  °>5  (Л 1 +  Л , )  у{. ( 2 )

Если сетка неравномерна, то для разностных производных пер
вого порядка применяют следующие обозначения:

У 1 ,(  = У/ — У i - l
Ы ’ Ух-1 '~ hU l  ’

У х , i — 0,5(г/j, ,• +  «/*, ,), Й./ =  0,5(А/ +  А/+1).
Из определений (1) и (3) вытекают следующие соотношения:

Ух%1=Ух.м х. (4)

. yj+1—yj
Ух, i

.yj+i  — У l (3)

УхГ, I
Ух, / + 1 »

%i
h i Н Ух, 1> (5)

а также равенства
y i=zVi + i ^i + гУх, i ~ yi-i “Ь /• (6)

Разностные операторы Лх, Л2 и Л3 имеют шаблоны, состоящие 
из двух точек, и используются при аппроксимации первой про
изводной Ьи =  и' функции и = и(х) одного переменного. При этом 
операторы Лх и Л2 аппроксимируют оператор L на гладких функ
циях с погрешностью 0(h), а Л3—с погрешностью О (Я2).

Разностные производные п-го порядка определяются как се
точные функции, получаемые путем вычисления первой разност
ной производной от функции, являющейся разностной производ
ной п— 1-го порядка. Приведем примеры разностных производных 
второго порядка:

У  XX, i : Ух, 1  + ±~Ух , 1 _  1 
h Д2(Vi-i — tyi + yt+i),

Ух х, i :
УX, f +1 i - i .

2h W -ЛУ1-3— 20*+ &+*).

у ;я ,i -  j.( (yx, i+i У х .д -£ ( (Ух,1 Уг h- 0 »
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которые используются при аппроксимации второй производной 
Lu = и" функции и = и(х). В случае равномерной сетки погрешность 
аппроксимации равна О (Л2). Соответствующие разностные опе
раторы имеют трехточечный шаблон.. При аппроксимации четвер
той производной Lu — uiv используется разностная производная
четвертого порядка уЫх, , =1. (yl- i — 4yi_l +  6у{ — 4yi+i + yt+t).
Аналогично при аппроксимации производных п-го порядка исполь
зуются разностные производные n-го порядка.

Не представляет труда определить разностные производные 
от сеточных функций нескольких переменных.

Для преобразования выражений, содержащих разностные про
изводные сеточных функций, нам потребуются формулы разност
ного дифференцирования произведения сеточных функций и фор
мулы суммирования по частям. Эти формулы являются аналогом 
соответствующих формул дифференциального исчисления.

1) Ф о р м у л ы  р а з н о с т н о г о  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  
п р о и з в е д е н и я .  Используя определения разностных произ
водных (3), нетрудно проверить, что имеют место тождества:

(llv)x, i = l&x, Pi—i ^ Px, i ~  Щс, Pi ^ I — Рх, { —

II s: Hi Pt + UPx. i— hiux. Px. i
(uv)x<i = uXi, Pi+i+upx , i pi ~h иi+1VX' j.

=  Ux, Pi Px, i
{uv)Xtl= u i Pi+1 + upS' i =  «2, Pi +  Ui+Px, f-

II H> Pi +  UPx, i +  fiPx, Px, i
Используя (4), (5), последнее тождество можно записать в виде 

(uv)i (= щ. р { +  ui+lVx, i+i- (7)

2) Ф о р м у л ы  с у м м и р о в а н и я  по ч а с т я м .  Умножая(7) 
на ti; и суммируя получаемое соотношение по i от т +  1 до п— 1, 
находим, что

П - 1

2 М 2 ,  Л =  u nv n - ~ u m+iv m+i =
l - m + 1

п ~ \  п - 1

=  2  Д ' + . 2  « .ч ^ д + А н -
i= m + 1 ’ i=m + 1

t
Используя (6), получим соотношение vm+1 = vm +  hm+p Xtm =  
=vm + hm+1v- ш+1, которое подставим в найденное выше равен
ство. В результате будем иметь

П—1 п —1

ИпРп ^ т  + 1 ^т ~  . 2  Их 2  + i + i ^ i  + Vi=m+1 i=m
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Замена индекса суммирования i' — i— 1 во второй сумме правой 
части дает следующую формулу суммирования по частям:

Я - 1

i=m+ 1 х, Ip f i i  = 2  up- .h{ +  unvn— um+lvm.
i=m-h 1

(8)

Используя (6), легко получить из (8) еще одну формулу сум
мирования по частям

П— 1 п ~ \

2  и- Pihi = — 2  ир£ fit + ип. р п— umv„
t= m + 1 ’ i - m

(9)

Из формулы (8) следует, что функция и, должна быть опреде
лена для m + l ^ i ^ n ,  а функция v{—для m sgC t^n . Пусть 
теперь у(—сеточная функция, заданная для Тогда
функция Ui =  у- { определена для m + l Подставляя и{
в (8), получим следующее тождество:

П -  1

'i=m+ 1
2  угх,р & = — . 2  (10)

i - m +  1

Имеет место
Л е м м а  1. Пусть на произвольной неравномерной сетке со =  

= {xh i =  0, 1, . . . ,  N , х0 =  0, xN= 1} задана сеточная функция yh 
обращающаяся в нуль при i = О, i = N. Для этой функции имеет 
место равенство

N  - 1  N

2  ^ , ^ A - = - 2  {y-x<if hi‘

Утверждение леммы 1 очевидным образом следует из тож
дества (10).

С л е д с т в и е .  Если со— равномерная сетка, у0=: Ум = ® и
N - 1 N

У1Ф о, то 12  Уь, ‘Уih =  — 2  у\, ih <  °-
На этом рассмотрение разностных формул мы заканчиваем. 

Некоторые другие формулы будут рассмотрены в гл. V.
Полученные тождества используются не только для преобра

зования разностных выражений. Они часто применяются, напри
мер, при вычислении различного вида конечных сумм и рядов.

П -  1

Приведем пример. Требуется вычислить сумму Sn=  2
t = i

а Ф  1. Введем следующие сеточные функции, заданные на равно

мерной сетке co =  {x(- =  t, i =  0, 1, . . . ,  N, / i= l} :

Vi = i, Ui = (al— an)/(a— 1). (11)
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На указанной сетке формула суммирования по частям (8) для 
любых сеточных функций имеет вид (т =  0)

П — 1 П
2 , «*, Pi = — 2  Ufl- t + UaVn — UjVt.1=1 1=1

Учитывая, что для функций (11) верны соотношения v0 = un = 0. 
v- 1, uXti — a{, отсюда получим

а1— ап _ап (п (а— 1)— а)-|-а
&  а — 1 -  (а -1 )2

Искомая сумма найдена.
3. Сеточные и разностные уравнения. Пусть yt = y ( i) сеточ

ная функция дискретного аргумента i. Значения сеточной функ
ции y(i) в свою очередь образуют дискретное множество. На 
этом множестве можно определять сеточную функцию, прирав
нивая которую нулю получаем уравнение относительно сеточной 
функции y (i)—сеточное уравнение. Специальным случаем сеточ
ного уравнения является разностное уравнение. Именно разност
ные уравнения будут основным объектом исследования в нашей 
книге.

Сеточные уравнения получаются при аппроксимации на сетке 
интегральных и дифференциальных уравнений.

Приведем сначала примеры разностных аппроксимаций обык
новенных дифференциальных уравнений.

Так, дифференциальные уравнения первого порядка j^ ~ f(x ) ,  
х >  0 мы заменяем разностным уравнением первого порядка 
У<+1/Г У' =/(*<)> Xi = ih, t =  0 , 1, . . .  или y{+1=-yi-\-hf{xt), где h —
шаг сетки (о =  {xi — ih,- i — 0, 1, . . . }.  Искомой функцией является 
сеточная функция «/,= «/(0-

При разностной аппроксимации уравнения второго порядка 
^  =  / (л;) мы получаем разностное уравнение второго порядка
У1+1 — 2# /+  </,--! =  Ф,-. Фi = h*fit fi — f{xi), xt = ih. Если аппрокси
мировать на трехтрчечном шаблоне (x,_j, xh х/+1) уравнение 
общего вида (ku')' -\-ги'—qu = f(x), то получим разностное 
уравнение второго порядка с переменными коэффициентами вида 
aiy i-1—ciyi + biyi+1 = — (Pi, i =  0, 1......... где at с,., bit ср,—• задан
ные сеточные функции, a yt—искомая сеточная функция.

Аппроксимация на сетке уравнения четвертого порядка 
(ku")" =  f (х) приводит к разностному уравнению четвертого по
рядка; оно имеет вид

o -TH i- 2 +  a T P i - i  +  c a t  +  biHy i+1 +  b ^ y i+2 =  cp,-.
Для разностной аппроксимации производных и', и", и '"  можно 
пользоваться шаблонами с большим числом узлов. Это приводит 
к разностным уравнениям более высокого порядка.
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Линейное уравнение относительно сеточной функции y(i) 
(функции целочисленного аргумента f)

ао (0*/(0 + ai +  1 )+  • - • -\~ат (i)y(i-\-m) = (12)
где а0(1)фО и ат(1)Ф 0, a f(i) — заданная сеточная функция, 
называется разностным уравнением т-го порядка.

Если (12) не содержит y (i)9 но содержит y(i +  1), то замена 
независимого переменного i ~f 1 на V приводит это уравнение 
к уравнению порядка т — 1.

В этом состоит одно из отличий сеточных уравнений от диф
ференциальных, где замена независимого переменного порядка 
уравнения не меняет.

Пусть F (it у (0, у (* +  1), . . . t y(i + m)) — нелинейная сеточная 
функция. Тогда F (i, y(i), y(i +  1), . . .  9 у (i + m)) = 0 является 
нелинейным разностным уравнением т-го порядка, если F явно 
зависит от y(i) и y(i + m).

Для удобства сравнения с дифференциальными уравнениями 
введем разности (правые) для сеточных функций: A^f. =  ^ .+1—уь 
д а«/,.^д(Лг/,-). •••.  А*+1г/(- =  Л(Д*г/,.), k = l ,  2, . . .

Тогда (12) можно записать в виде
«о (О У (0 +  «1 (О А0/ +  • • • +  ат (О А" Уг =  (12')

где ctm(i) = am(i)=£0 и, кроме того, коэффициент а0 при у0 также 
отличен от нуля.

Разностное уравнение (12') является формальным аналогом 
дифференциального уравнения m-го порядка:

а 0и +  а du 
1 dx +  • • • + « ,

dm~ 1u . dmu , ,  .
1 dx"1- 1 ' а,Л Чх™~ ~ 1 У Х)>

где атфО, ak — ak (x), k = 0, 1, . . . ,  от. Пусть дана сетка ю =  
•={xi = ih, i =  0, 1, . . . }.  Если обозначить

Ух, i =  --—~ L , yxx,i =  (yx) x,c.. ^  =  У х ^ ь
k раз

4 так что y f  =  {y'Kl))x> 1, yx?i — У{i), то y(i + k) выразится
через y(i), у$\ . . . .  */<Г1), например, y(i + 3) = y(i) + 3hyx>i +  
~\~3h уххi i ~г h3yxxx, t-

Тогда уравнение (12) запишется в виде

«оУ (0 + « !  (0 Ух (0 +  • • • + Д л-1«/Г~1> (0 + а,пУТ (0 = / / ,

где ат = атф 0  и ааФ  0. Здесь аналогия с дифференциальным 
уравнением от-го порядка очевидна.

Аналогично определяется разностное уравнение относительно 
сеточной функции yit,i, = y (iu t2) двух дискретных аргументов 
и вообще любого числа аргументов. Например, пятиточечная 
разностная схема «крест» для уравнения Пуассона А и =
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дги , а2м ~f(xl txa) на сетке <o = {xi=(i1h1, i j i2), iv  t'2= 0 ,1 ,. .
дх\ дх! 

имеет вид
У ( h  — 1’ h )  — (tf, 1г)Ч~У (»!+ 1» h )

К
У (й> г‘г— Д)—%У (ч< t2)-f-y (fp tsj-f-l)

hi ■■кllli

и представляет собой разностное уравнение второго порядка по 
каждому из дискретных аргументов i1 и t2.

Сеточное уравнение общего вида получается при аппроксима

ции интегрального уравнения и (х) =  J К {х, s)u(s)ds-\-f (х), 
_  о

О 1, на сетке а> = {x{~ ih , i =  0, 1, N, hN — 1}. Заме
ним интеграл суммой

1 JV
 ̂К (х, s )u (s )d s tth  2  &jK (х , jh) и (jh),

о / = °

где ау.—коэффициент квадратурной формулы, и вместо интеграль
ного уравнения напишем сеточное уравнение

N

Hi= ДссД(*А , jh)yj + fi, i =  0, 1, N,

где суммирование производится по всем узлам сетки со, а неиз
вестной является сеточная функция

Сеточное уравнение можно записать в виде
N

i = 0, 1, . . . ,  N. (13)

Оно содержит все значения у0, уи . . . ,  yN сеточной функции. 
Его можно трактовать как разностное уравнение порядка N, 
равного числу узлов сетки минус единица.

Разностное уравнение (12) т-го порядка является специальным 
видом сеточного уравнения, когда матрица (cf/) имеет отличные 
от нуля элементы лишь на т диагоналях, параллельных главной 1 
диагонали.

В общем случае под i можно понимать не только индекс
1 =  0, 1, . . . ,  но и мультииндекс, т. е. вектор /  =  (i1( ia......... ip)
с целочисленными компонентами ia =  0, 1,2,  . . . ,  а =  1, 2, . . . ,  р, 
причем t'€co, где со—сетка.

Линейное сеточное уравнение имеет вид
y2 i ciJyj = fi, (14)

/  €  СО

где суммирование проводится по всем узлам сетки a ,  f t—задан
ная, у{— искомая сеточные функции.
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Если перенумеровать все узлы сетки, то можно писать «/*=*/(i)> 
где i —номер узла, i =  0, 1, 2, . . . ,  N. Тогда сеточное уравне
ние (14) примет вид (13).

Очевидно, что это система линейных алгебраических урав
нений порядка N+1 с матрицей (cif). Таким образом, любую 
систему линейных алгебраических уравнений можно трактовать 
как сеточное уравнение и обратно.

Если y(i) есть векторная сеточная функция, то говорят о 
сеточном (разностном) векторном уравнении т-го порядка.

Пусть F (», у„, у1г . . . ,  yN)—заданная функция (вообще говоря, 
нелинейная) N + 2 аргументов i, у0, уг, . . . ,  yN. Приравнивая ее 
нулю, получим нелинейное сеточное уравнение F (t, i/0, ylt . . .  
•••> Уя) — ®* i — 0, 1, . . . .  N, решением которого называется 
сеточная функция у (i), обращающая это уравнение в тождество.

Рассмотрим сеточную функцию ¥ (i) =  F (г, г/0, ylt . . . ,  yN),
1 = 0, 1, . . . ,  N. Отсюда видно, что функция F задает некоторый 
сеточный оператор, который переводит сеточную функцию y(i) 
в сеточную функцию ¥  (г)-

Если F —линейная функция, то мы получаем уравнение (14), 
которое, очевидно, можно записать в операторной форме Ay = f, 
где А —линейный оператор с матрицей (су), а у— вектор в про
странстве сеточных функций.

Если коэффициенты ctj не зависят от /, то (14) называют 
сеточным уравнением с постоянными коэффициентами.

Хотя в этой книге основное внимание уделяется численному 
решению разностных уравнений, получающихся при разностной 
аппроксимации дифференциальных уравнений эллиптического 
типа, итерационные методы применимы для любого линейного 
сеточного уравнения, т. е. для любой системы линейных алгеб
раических уравнений. Поэтому излагаемая здесь теория итера
ционных методов носит общий характер. Специфика сеточных 
уравнений в том, что это система высокого порядка, причем 
порядок уравнения увеличивается при сгущении сетки (число
неизвестных равно числу N узлов сетки, N = 0  в р-мерном
случае, h —шаг сетки).

4. Задача Коши и краевые задачи для разностных уравнений.
Приведем некоторые дополнительные примеры разностных урав
нений и остановимся на постановке задач для разностных урав
нений.

Заметим, что простейшими примерами разностных уравнений 
первого порядка являются формулы для членов арифметической 
и геометрической прогрессий:

#/+i =  i// +  d. У{+1 = ЯУь i =  0, 1 , . . .

Решение уравнения первого порядка может быть найдено, 
если задано начальное условие при i = 0 (задача Коши).
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Решение y(i-\-m) разностного уравнения т-го порядка опре
деляется полностью значениями y(i), заданными в т произволь
ных, но расположенных подряд точках f0, t0 +  l, . . . , t 0 +  m— 1. 
В самом деле, так как ат(\)Ф 0, то из (12) находим j / ( t + m ) =  
=bm_1{i)y(i +  m — l)+  . . .  + b0(i)y(i) + <f>(i). Полагая здесь по
следовательно i — i0, t0 +  l, . . . ,  найдем значения y(i) при f ^ t 0. 
Аналогично, выражая из ( 12) y(i) через г/(t + 1 ), . . . ,y ( i - \ -m )  
и полагая последовательно i =  i0 — 1 , i0 — 2, . . . ,  найдем y(i) для 
t ^ t 0— 1. Если в уравнении (12) требуется определить y(i) при 
1 ^ 0, то достаточно задать значение в т узлах (начальные ус
ловия) у(0) = у0, у(1) = у1......... У(т— 1) = ут- 1.

Присоединяя эти условия к уравнению (12), получаем задачу 
Коши или задачу с начальными данными для разностного урав
нения т-го порядка.

Для уравнений первого порядка (m =  1), как мы видели, до
статочно задать одно начальное условие.

Нелинейные разностные уравнения получаются при решении 
нелинейных дифференциальных уравнений. Рассмотрим, например, 
дифференциальное уравнение

■^ =  /(х , и), х >  0, «(°) =  Нч

(задача Коши). Заменяя его схемой Эйлера (явной схемой), по
лучим разностное уравнение первого порядка yi+i=t/i+hf(xi, yt), 
i > 0, y„ = ^i-

Если производную du/dx при x = xt = ih заменить левым раз
ностным отношением, то получим нелинейное относительно у( 
разностное уравнение первого порядка г/,-=  //,•-! + Л/(х,-, у{), i >  0, 
#„ =  1̂ .  Для определения у( надо решить нелинейное уравнение 
Ф i.yi) =  y i—Mi.xi, yt) = y {- 1 .

Рассмотрим теперь пример разностного уравнения второго 
порядка. Пусть требуется вычислить интегралы

cos —cos kcp
COS -if — COS ф d$, /г =  0, 1,2,

Прежде всего заметим, что / 0(ф) =  0> 7 ^ )  =  я. Преобразуем вы
ражение [cos (&+1 ) ф—cos (/г+ 1) ф] -(-[cos (k — 1 ) ф—cos (k — 1 ) ф]= 
=  2 cos &ф cos ф — 2 cos kq> cos ф =  2 (cos /гф — cos /гф) cos ф +  
-(-2(созф—соэф) cos/гф. Используя его, получаем

Я

1к+1 (ф) ^к- i  (ф)= 2  cos ц>1к (ф)+ 2  5 cos /гф г/ф= 2  cos ф/ к (ф), / г > 1 .
о

Таким образом, вычисление интегралов 1к(ф) сводится к решению 
задачи Коши для разностного уравнения второго порядка
1ц+1 (ф)—2с°зф /А(ф)+/*-х(ф)=°» k ^ l ,  / о(ф)=0, / х(ф) = я . (15)
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Рассмотрим еще один пример. Требуется найти решение кра
евой задачи для системы обыкновенных дифференциальных урав
нений первого порядка

^  =  A u + f(x ) ,  0 < х < 1 ,  (16)

Blf= fit при х= 0 , Си =  ц2 при х=1. Здесь и (х) =  (нх (х), м2 (х) , . . .
. . . ,  Ыд{(х))— вектор-функция размерности М, А — А (х)—квад
ратная матрица размером М х М , В и С—прямоугольные матрицы 
размером Mt х  М и М2 х  М соответственно, Мг + М2 = М. Векторы 
/(х ) ,  ра заданы и имеют размерности М, Mt и Ма соот
ветственно.

Вводя на отрезке O s ^ x ^ /  равномерную сетку со =  {х; =  ih, 
1 = 0, 1, . . . ,  N, h = l/N) и определяя на ней сеточную вектор- 
функцию Yi = {y1(i), у2(i). •••,  Ум{0). поставим в соответствие 
задаче (16) простейшую разностную схему

Y i+1- ( E  + hAt)Y t =  Ft, 0 < i < W - l ,
B Y0 = li1, С Yn  = ц2,

где Ft = hf(xj). Это пример линейного векторного разностного 
уравнения первого порядка с Мг условиями при i =  0 и Ма усло
виями при i= N .  Таким образом, для системы разностных урав
нений первого порядка мы имеем краевую задачу.

Для уравнений второго порядка наиболее типичны краевые 
задачи. Рассмотрим, например, первую краевую задачу

j £ — q(x)u = — f(x), 0 < х < 1 ,  и{0) = ^ ,  м(/)= |л2, у (х )> 0. (18)

Выберем сетку со =  {х; =  ih, t =  0, 1, h =  l/N} и поставим
задаче (18) в соответствие разностную краевую задачу

yb ,/— diyi = — <f>i, 0 < i < N ,  y0 = \i1, yN= y 2, (19)

где d( = q (х{), ср,- =  /  (х,-) для гладких q (х), /(х). Эта задача яв
ляется частным случаем краевой задачи для разностного урав
нения второго порядка

—atyi-i+ciyi—biyi+i = <р„ l < t < W — 1, y0 =  Pi> Ум = &2 (20)

при ai — bt = \Ih2, сi = d( +  2/ft2.
Разностную задачу (20) можно записать в виде

d Y = F ,  (21)

где Y =  (уL, уа, . . . ,  Ум— i) неизвестный, F =  ^фх • • •

. . . ,  Флг-а, —известный векторы размерности N — 1,
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^ —-квадратная трехдиагональная матрица вида
C i - b i 0 0 .  . .  .  0 0

С2 —  Ь 2 0 .  . .  .  0 0
0 — а 3 - ь 3 .  . .  .  0 0
•

0 0 0 0 .  . •  •  C N - 3 —  bN -  3
0 0 0 0 .  . •  •— CLN - 2 CN - 2
0 0 0 0 .  . .  .  0 — a . v - i

о
— 2 

C N- 1

(2 2 )

Отсюда видно, что краевая задача для разностного уравнения 
второго порядка (20) представляет собой систему линейных ал
гебраических уравнений специального вида. Если задача Коши 

, для разностного уравнения второго порядка разрешима всегда, 
то первая краевая задача (20) разрешима для любой правой 
части лишь тогда, когда матрица Л системы (21) не вырождена.

Краевые задачи для разностных уравнений т-то порядка 
приводят к системам линейных алгебраических уравнений с ма
трицей, имеющей не более т +  1 ненулевых элементов в каждой 
строке.

При аппроксимации уравнений в частных производных мы 
приходим также к системе разностных или просто алгебраиче
ских уравнений со специальной матрицей. Так как число неиз
вестных в такой системе обычно равно числу узлов сетки, то на 
практике приходится встречаться с системами очень высокого 
порядка (десятки и даже сотни тысяч неизвестных). Другими 
особенностями таких систем являются разреженность матрицы 
и ленточная структура, т. е. специальное расположение ненуле
вых элементов. Эти особенности, с одной стороны, облегчают 
решение указанных задач, а с другой стороны, требуют созда
ния специальных методов решения, которые бы учитывали спе
цифику задачи. Поэтому нет ничего удивительного в том, что 
классические методы линейной алгебры зачастую оказываются 
неэффективными при решении разностных уравнений, и не суще
ствует универсального метода, позволяющего эффективно решать 
любое разностное уравнение.

В настоящее время используются два типа методов решения 
систем линейных алгебраических уравнений: 1 ) прямые методы;
2) итерационные методы или методы последовательных прибли
жений. Как правило, прямые методы ориентированы на решение 
довольно узкого класса сеточных уравнений, но они позволяют 
находить решения с очень малыми затратами вычислительной 
работы. Итерационные методы позволяют решать более сложные 
уравнения и часто в качестве основного этапа алгоритма содер
жат прямые методы решения специальных разностных уравнений. 
Тот факт, что разностные уравнения являются плохо обуслов
ленными, приводит к необходимости разработки быстросходящихся 
итерационных процессов и выделению области эффективности 
каждого метода.
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В ряде случаев, например для линейного уравнения с по
стоянными коэффициентами относительно сеточной функции од
ного аргумента, решение может быть найдено в замкнутом виде. 
Такие методы решения сеточных уравнений будут рассмотрены 
и § 3 данной главы.

§ 2. Общая теория линейных разностных уравнений

1. Свойства решений однородного уравнения. В данном пара
графе будет рассмотрена общая теория линейных разностных 
уравнений т-го порядка с переменными коэффициентами

а т (О У (1 +  т ) +  • • • +  й0 (О У (0  =  //»

где am(i) и a0(t) отличны от нуля для любого t. Займемся сна
чала исследованием однородного уравнения

т

ат (0 y(i + m)+ . . .  +  а0 (/) у (i) =  2  Ч  (О У («+  к) =  0. (1)k = 0
Будем считать, что коэффициенты ak (i), k = 0, 1 , имеют
для всех рассматриваемых значений t конечные значения.

Каждое частное решение уравнения (1) определяется значе
ниями функции у(г) в т произвольных, но расположенных под
ряд точках t0. й + h  . . . . t ' o +m  — 1 .

Т е о р е м а  1 . Если v1(i), vi (i), . . vp (i)— решения уравне
ния (1), то функция

У (0 =  с л  (0 +  c2v2 (0 +  . .  • +  cpvp (0, (2)

где cv с2, . . . .  ср—произвольные постоянные, есть также решение 
уравнения ( 1).

Действительно, в силу условия теоремы имеют место равенства
т

2 а*(0 ^ (i +  fc) =  0, / =  1 , 2 , . . . ,  р. (3)
*=о

Подставим (2) в (1):
т т р
2  Ч  (0  У (i + b)=  2  Ч  (0  2  cpt (i +  k)k = 0 /г=0 /= 1

и поменяем порядок суммирования в правой части равенства. 
Используя (3), получим

т р т

2  ч  (0 у (* +  *) =  2  ct 2  ак (0 vi V + Щ = оJfe=0 t=l fe=0

и, следовательно, функция y(i), определяемая (2), также является 
решением уравнения (1). Теорема доказана.
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Введем обозначение Д* (о1( . . . ,  vp) для определителя
vi (0 >•0* ( i+P—О

>Vp) =
v„ (i) V2 (* +  0 - *,.va(i+p—l) t

vp (i) vp (i +  0 *; ,.vp (t +  p — 1)
Имеет место

Л е м м а  2. Пусть vt (i), va (i), . . . ,  vm (i)—решения уравнения (1). 
Определитель At (vlt . . vm) либо равен нулю тождественно по i, 
либо отличен от нуля для всех допустимых значений i.

Действительно, так как v1(i), . . . ,  vm(i)—решения уравне
ния (1 ), то справедливы следующие равенства:
ао (0 (0 +  «1 (0 »i (* +  1 ) +  • • • + a»-i  (0 ( t+ m — 1 )=

= — am(i)vl (i+rn),
а0 (0 аа (0 + а1 (0 vi (*' +  1 ) +  • • • + ат-1 (l) y2 — 1) =

=  — am(i)va(i+rn),

а0 (0 ая»(0+ а1 (0 ая*(1 +  1) +  • • • + ая»-1 (i)vm (l + m — 1) =
=  — am(i)vm(i+rn).

Решая эту систему относительно< а0 (i) для фиксированного i 
по правилу Крамера, получим

a0 (0 • • • > ®т) ^m (0

(t +  m) 
va (t +  m)

t»i(t’+ l)  . 
t»2(i +  l) .

1)
* * v2 (i +  m — 1)

Vm (< +  «) Vm (i+  0 * •‘ Vm (t +  m —1)
После соответствующей перестановки столбцов определителя пра
вой части полученного равенства будем иметь соотношение 
ао (О А/ (»i. • • •. vm) =  (—1 )тат (О Д1+х (vly Так как а„ (i)
и ат (t) не равны нулю для допустимых значений i, то отсюда 
следует утверждение леммы.

Введем теперь понятие линейно независимых решений урав
нения (1). Сеточные функции vx(i), v2(i), . . . , v m(i) называются 
линейно независимыми решениями уравнения (1), если: 1 ) они 
принимают конечные значения и удовлетворяют уравнению (1);
2) соотношения

СЛ (0 +  ( » ) + • • • +  cmvm (0 =  0 (4)
при любых постоянных сх, с2, . . . ,  ст, одновременно не равных 
нулю, не выполняются хотя бы для одного I.

Для линейно независимых решений справедлива
Л е м м а  3. Если vx(i), va(i), —линейно независимые

решения уравнения ( 1), то определитель Д{(vlt . . vm) отличен 
от нуля для всех допустимых значений i. Обратно, если для ре
шений vt (г), . . . ,  vm (г) уравнения ( 1) определитель Д, (1+  . . . ,  vm) 
отличен от нуля хотя бы для одного значения i,movx (t),. . . ,  vm (i)— 
линейно независимые решения уравнения (1).
38



И силу леммы 2 определитель ДД^, . . . ,  vm) либо равен нулю 
тождественно, либо отличен от нуля для всех /. Пусть v1(i),. . .  
• •• • vm (0 линейно независимые решения уравнения ( 1), и пред
положим, что A,(ti1( . . . , t>m) =  0. Рассмотрим систему алгебраи
ческих уравнений

(£0) т (h) ~  О-
СЛ ( 1’о +  1 ) + C2t,2(l0 +  • • • +  СяЛ г(10 +  1) =  0. (5)

c^i (i0 + m — l) + c2v2 +  m — 1) + . . .  + cmvm (i0 + m — 1)==0.

Так как определитель этой системы A/o(i/lt . . . ,  vm), по предпо
ложению, равен нулю, то существует отличное от нуля решение 
этой системы^, с2, . . . ,  ст. Следовательно, для найденных clt сг, . . .  
. . . ,  ст имеют место равенства (4) при £ =  i0, £0 +  1, . . . ,  £0 + т — 1. 
Покажем теперь, что (4) будет иметь место и для i =  iQ -\-т. Для 
этого, взяв уравнение ( 1) для / =  1 , 2 , . . . , т

т

2  а к Оо) v i i h  +  k )  —  О,k-0

умножим его на ct и просуммируем равенства для / =  1 , 2 , . . т .  
Получим с учетом равенств (5)

т т - 1 т

О = am(i0) 2  (£„ +  « )  +  2  a* (to) 2  З Д ( 10 +  /г) =
/ =  1 k=0 1=1

т

=  «*(*•) 2  сгнД£0+ т ) .i=i

Таким образом, доказана справедливость равенства (4) для i = 
= iB-j~m. Идя таким же образом дальше, получим, что для най
денных выше Сц с2, . . . ,  ст соотношение (4) выполняется для всех 
допустимых t > i „ .  Аналогично доказывается справедливость (4) 
для Следовательно, (4) с ненулевыми сг, с2.........ст выпол
няются для всех t, что противоречит линейной независимости 
v1(i), . . . , v m(i). Поэтому предположение, что определитель 
А{(р1.........vm) тождественно по i равен нулю, неверно.

Докажем теперь вторую часть леммы 3. Пусть определитель 
Д Д ^ .........vrn) для некоторого i — 10 отличен от нуля. Тогда пред
положим, что иД£), н2(г), . . . ,  vm(i)—система линейно зависимых 
решений уравнения (1). Это означает, что найдутся такие постоян
ные с1У с2, . . . ,  ст, одновременно не равные нулю, что соотноше
ние (4) является тождеством по i. Тогда запишем (4) для i — 10, 
£04*1, . . . ,  «o +  fft — 1 в виде системы (5), причем в силу предпо
ложения леммы определитель этой системы А,-0 («ух, , . . ,  vm) отличен 
от нуля. Поэтому все с1( с.,, . . . ,  ст должны равняться нулю. Мы 
пришли к противоречию. Лемма доказана.
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2. Теоремы о решениях линейного уравнения. Сначала дока
жем теорему об общем решении однородного линейного уравне
ния (1).

Т е о р е м а  2. Если (t), v2 (i), . . . ,  vm (i) —линейно независи
мые решения уравнения (1), то общее решение этого уравнения 
имеет вид

У (0 =  W  (0 +  c2v2 (0 +  . . .  +  cmvm (f), (6)

где ct, с2, . . . ,  ст— произвольные постоянные.
Действительно, в силу теоремы 1 функция y{i), определенная 

формулой (6), есть решение уравнения (1). Покажем теперь, что 
все решения уравнения (1 ) содержатся в совокупности функций 
y(i). Действительно, пусть и (г) — произвольное решение уравне
ния (1). Оно вполне определяется задан ем начальных значений 
в т точках: «(£„), M(i0- f l ) ,  . . . , w ( i 0- f /n— 1). Выберем из сово
купности функций вида (6) такую, которая имеет те же началь
ные значения. Для этого достаточно найти такие постоянные 
сх, с2, . . . , с т, чтобы выполнялись т равенств

CjVi (t"0) ~Т" C2V2 (t'o) ^пРт ( Q  ~  М ( Q  >

ClVl (t’o +  1 ) + С2У 2 ( io +  0 +  • • • +  CmVm (*о +  1) =  u (t’o +  1)*

«A  (i„ + m — 1 ) +  c2v2 (t0 +  m — 1) +  . . .  +  cmvm (t0 +  m — 1) =
=  « (t0 +  m— 1 ).

Так как (i), v2 (t), . . . ,  vm (t)—линейно независимые решения (1), 
то в силу леммы 3 определитель этой системы Д,-о (vlt . . . ,  om) 
отличен от нуля. Решив эту систему относительно с1г с2, . . . ,  ст, 
получим функцию y(i), имеющую те же начальные значения, что 
и и (t). Но так как начальные значения определяют однозначно 
решение уравнения ( 1), то y(i) =  u(i). Теорема доказана. 

Рассмотрим теперь решение неоднородного уравнения

ат (О У (i +  /я) +  • • • +  о0 (О У (0 =  /  (0* (7)

Имеет место
Т е о р е м а  3. Общее решение уравнения (7) представляется 

в виде суммы частного его решения и общего решения линейного 
однородного уравнения (1 ).

Действительно, покажем, что любое решение уравнения (7) 
может быть представлено в виде

У (0 =  У (0 +  У (0» (8)

гдe t /( i)—какое-то решение уравнения (7), а у (i) есть общее 
решение однородного уравнения (1 ). Пусть

а»  (0 H i  +  т ) + . . . +  о0 (i) у  (t) =  /  (i). (9)
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Подставляя (8) в (7) и учитывая (9), будем иметь для y(i) урав- 
|и пне ат (i) у (i +  т) +  . . .  +  а^у (i) =  0. Следовательно, у (г) есть 
ог.щсе решение однородного уравнения (1). Теорема доказана.

С л е д с т в и е  1 . Из теорем 2 и 3 вытекает, что общее ре
шение неоднородного уравнения (7) имеет вид

У (0 = У (0 + СЛ  (0 +  • • • +  СЛ» (I), (10)
где у (I)— частное решение уравнения (7), a vx (г), v2 (i).........vm (i) —
линейно независимые решения однородного уравнения (1), сх, . . . ,  ст — 
произвольные постоянные.

С л е д с т в и е  2. Используя лемму 3, следствию 1 можно 
придать иную формулировку: решение уравнения (7) имеет вид
(10), где частные решения vx (t).........vm(i) однородного уравнения
таковы, что A;(vx, . . . ,  v,„) Ф  0 хотя бы для одного значения г.

С л е д с т в и е  3. Если правая часть f(i) уравнения (7) есть 
сумма двух функций / (0 =  /и> (0 +  / <2) (0 > фр частное решение 
уравнения (7) можно представить в виде у (i) = у{1) (i) +  г/,2) (i), 
где y(a)(i) есть частное решение уравнения (7) с правой частью
Г ’(0 . « = 1 . 2 .

3. Метод вариации постоянных. Доказанные выше теоремы 
дают структуру общего решения линейного неоднородного раз
ностного уравнения (7). Рассмотрим теперь следующие вопросы:
1) как построить линейно независимые решения однородного 
уравнения.; 2) как найти частное решение неоднородного урав
нения; 3) каким образом, используя общее решение неоднород
ного уравнения, найти единственное решение уравнения (7), 
удовлетворяющее дополнительным условиям.

Изучим сначала один возможный способ построения линейно 
независимых решений однородного уравнения. Так как частное 
решение линейного уравнения т-го порядка полностью опреде
ляется заданием начальных значений в т точках, например, 
i — i о, t0 +  l, . . . ,  i0 +  m— 1 , то в силу леммы 3 искомые решения 
уравнения (1) можно построить следующим образом. Пусть А — 
невырожденная матрица

ац 012 • ‘ * 01 т

А = a2i 022 • •• а2т

a mi 0/Я2 • •> • а тт

Построим т решений уравнения (1) ^ ( t ) .  Уа(i), . . . .  vm(i), опре
деляемых начальными значениями

Vi(i0 + k — l) = atk, l , k =  1 ,2 .......... т. (11)

Тогда AIo (vlt . . . ,  vm) — det А Ф  0. Следовательно, задача построе
ния искомых функций vx (0 , . . . ,  vm (t) решена.

Рассмотрим теперь вопрос о выделении из семейства решений 
(10) единственного решения. Из (10) следует, что для этого нужно
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задать ровно т условий на функцию y(i), из которых опреде
лятся постоянные с19 с2, . . ст.

В случае задачи Коши, т. е. когда заданы начальные уело- 
вия y(i0) = b1, y{i„ +  l) = b2, . . . ,  y(i0 + m — l) = bm, определение 
постоянных с19 с2, . . . ,  ст осуществляется просто. Из (10) имеем 
систему линейных алгебраических уравнений относительно с1% с2, . . .

»Х (*•) Ci + va (/„) С2 +  . . .  +  vm (t„) ст =  Ьг—у (*„),
0' о + 1 ) С1 +  °2 ( 10+  1 ) с 2+  • • • + ° я  ( * о  +  1 ) с т  =

— ^2--Р (10+ 1 )» (12)

(t'o +  m — 1) q  ч- O, (t„ +  «  — 1) ca +  . . .  +v„ (i0 +  m — 1) =
— bm—y(i0 +  m — 1 ).

Так как определитель этой системы Л/о(о1( . . . ,  vrn) отличен от 
нуля, то эта система иМеет единственное решение сх, сг, . . . ,  ст, 
которое полностью определяет единственное решение неоднород
ного уравнения (7).

В случае краевой задачи, когда т дополнительных условий 
для y(i) заданы не в подряд расположенных точках, мы снова 
придем к системе линейных алгебраических уравнений относи
тельно сх, с2, . . . ,  ст. Но в этом случае решение такой системы 
будет существовать лишь при дополнительных предположениях 
относительно коэффициентов разностного уравнения.

Рассмотрим теперь вопрос о решении уравнений (12). Так 
как в силу (11) матрицей системы (12) является А Т, то, выбирая 
в качестве А единичную матрицу, получим решение системы ( 12) 
в явном виде: сх =  &г—y(i0 + l — 1), / =  1, 2, Очевидно,
что среди частных решений неоднородного уравнения (7) целе
сообразно выбрать такое, для которого у (t0) =  j/(t0 +  1) =  . . .  
• • • =  У ( l o +  m— 1)=  Тогда будем иметь ct =  bt, I =  1, 2, . . . ,  m.

Такому выбору матрицы А соответствуют следующие началь
ные значения для ^ ( t ) ,  • • •. vm(i):

Vi(i0 + l — l) = l, ^(t'o +  fe— 1 ) =  0, f c = l , 2 .........m, k=£l,
1= 1 , 2, . . . ,  m.

Займемся теперь отысканием частных решений неоднородного 
уравнения, если известны m линейно независимых решений одно
родного уравнения. Изложим способ нахождения частного реше
ния вариацией постоянных в общем решении однородного урав
нения.

Ранее было показано, что общее решение однородного урав
нения (1) имеет вид у (i) = cxvx (i) +  . . .  + cmvm (t), где vx (i), . . .

—линейно независимые решения уравнения (1 ), а 
cv  са, ст—произвольные постоянные. Будем теперь считать
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- . . , с т функциями i и поставим задачу выбрать их так, 
чтбы  функция

У (0 =  ct (t) (i) +  . . .  +  ст (i) vm (t) (13)

оказалась частным решением неоднородного уравнения (7). За
метим, что каждая функция сг (i) определяется с точностью до 
постоянной, так как vt (i) — решение однородного уравнения:

am(Ovi ( t+  /и )+  • • • +#0 ( 0 vt (0 — 0,  ̂=  1.2,  . . . ,  т. (14)
Введем следующее обозначение:

т

dk (0 =  2 Iеi (i +  k)—ct (i)] vt (t +  k), k =  0, 1 ..........m.

Подставляя (13) в (7), выполняя тождественные преобразования 
в полученном выражении и учитывая (14), будем иметь

т т т

f(i) =  2  ак (i)y(i +k) =  2  «а (0  2  с, («+  *) Щ (i +  k) =
k — 0 k = 0 1= 1

m m m
=  2  ah (i) dk (t) +  2  4  (0 2  ot (t) vt (t +  k) =

fe =  0 /5 =  0  / = 1
m m Г m

=  2 e* (0 dk (i) +  2 <7 (0 2 ak (0 «г (* +  k)k=o 1=1 Lfe=o
m m

=  2  ak{i)dk(i)=  2  ak (i)dk(t),
k — 0 k= 1

так как d0(i) =  0. Полученное соотношение будет выполняться 
для всех I, если положить

<**(0 =  0. f t= l ,  2..........т — 1, dm(i) = f(i)/am{i). (15)

Итак, задача построения функций c1(i), c2(t), •••,  cm{i) све
дена к определению их из условий (15), которые должны выпол
няться тождественно по i.

Преобразуем систему уравнений (15). Обозначим 62(i) =  
=  c2(i +  l ) —ct (i), 1 = 1, 2, . . . ,  т. Из определения dk(i) полу
чим для As =  1, 2, . . . ,  т:

т

dk (0 —dk-1  (i + 1) =  2  [ci («+  k)—ct (t)] (i +  k) —
m m

' — 2 [ci (< Щ—ct (i -r  1 )] vt (i -\-k)— 2 bt (i) vt (i +  k).

Подставляя сюда (15) и учитывая равенство d0(t') =  0, получим 
систему линейных алгебраических уравнений относительно bt {i)
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для фиксированного i:
&i(i)v1 (i + 1 ) +  &2 (г) и2 (t + 1 ) +  • • • Jrbm{i)vm (i +  1 ) =  0, 
bt (i) vl (i -f  2) +  b2 (i) v2 (i +  2) +  . . .  +  bm (i) vm (i +  2) =  0, (16)

bi (0 (t +  m) +  ba (i) v2 (t +  tri) +  • • • +  bm (0 vm (* +  m)
Определитель системы (16) равен A/+1 (Oj, vt, 
от нуля в силу линейной независимости vlt v2 
система (16) имеет единственное решение
b[(i) = cl ( i + l ) —cl (i) — ( 

где S>(i) =  A/+ l(»i, t>„ . . . .  v j ,  a

s>iM =

n  0

1 \я»+г /  (0 £&/ (0
> e«(0 S ( 0 ’

a m (0  '

. . . ,  vm) и отличен 
. . . ,  vm. Поэтому

/ =  1, (17)

vi-1 (г +  1) 0/+l(* +  l) ••• vm (l’~b 0
vi (i +  2) *.. vi - i (* +  2) y/ + x(<+2) . .. Vm (4-2)

Hi (t +  w— 1) •.. l'2_l (« +  /П-- 1) vt+1(i + m— 1) . .. vm(i + tn—l)
т. e. @>i (i) получается из определителя 3) (i) вычеркиванием 
/-го столбца и последней строки.

Равенства (17) являются разностными уравнениями первого 
порядка относительно функций ct (i), 1= 1, 2, т. Так как 
c2(i) может быть определена с точностью до константы, то из (17) 
найдем явное представление для ct (i):

i- 1
с / л _  V (  п я +i f(i) t — 1 2  тСЛ 1 ) - ZuK i) am(j)3>U) ’ l ~ l >z ...........т •

J — 1О
Подставляя это выражение в (13) и меняя порядок суммирова
ния в получаемом представлении, будем иметь для частного ре
шения y(i) неоднородного уравнения (7) следующую формулу:

y ( i) =  2  Cl (0 М 0  =/=1

где

_  , / ( / ) S ( - i ) e+r®.
i=h L *=i i(i)Vi (»)] /(£>(/) M / ) H

=  S G ( i ,  / ) / ( /) ,
J — 4

(18)

Заметим, что сумма, стоящая в (18), легко вычисляется

2 ( _ i )»+a<z m / K ( 0 =к= 1

411

O i0 + 1 ) (/ +  1) * •> •vm ( /+  1)
yi (j +  2) 2̂ (/ +  2) - • vm (j +  2)

I'i (/ +  m— 1) t)2 (/ +  m— 1).. •Vm u  +  m — 1)
Vi ({) «'a (0 •Vm (0



Эта сумма равна нулю при j = i — 1 , i —2, . . . ,  i —m +  1. Таким 
Образом, частное решение уравнения (7) имеет следующее пред
ставление:

i-m
у (0 — 2

/ = *' о

V1 ( / + 0 Vm ( / + 1 )

M / ' + n t —  i)  • • •
Di (i)

Vm (i  +  rn—  1)
Vm ( 0 / ( / )

M / + 1 )  . . . V1 ( /  И" m ) a m (/)

v m ( i +  О . . . Vm (j  +  m)

» В ДЛЯ i  / q, t’o +  1 > • • • > i 0 + m

(19)

t/(0 =  0.
Для уравнения первого порядка (т— 1) формула (19) при- 

нимает следующий вид:

. у 1 ( / + 1) «х (/> 1 —10
f J L , У&) =  0. (20)

4. Примеры. Рассмотрим некоторые примеры, иллюстрирующие 
применение общей теории. Пусть требуется найти общее реше
ние уравнения первого порядка

«/(t +  l ) —e2,t/(i) =  6 iV a+f. (21)

Найдем сначала решение однородного уравнения
У (t +  1)—e2iy (г) =  0. (22)

Из (22) последовательно получим

2 2  k
l) = e*'y(i) = e2ie*u~1)y ( i— 1) =  . . .  =е k - 1 у ( \) —  el ii+l)y( 1).

Полагая здесь г/ (1) =  1, найдем частное решение vt (i) одно
родного уравнения (22) в виде vt (i) = e‘ и~1}. Следовательно,
общее решение однородного уравнения имеет вид y(i) = ceni~v, 
где с—произвольная постоянная.

Построим теперь частное решение неоднородного уравнения
(21), используя формулу (20). Из (20) получим

(-1
УМ =  2

№ehiJrk
ek (k +  1) 1

i-\
k \

k=u
Так как i0 может быть выбрано произвольным, то, полагая здесь 
t0 =  l, будем иметь y(i) = i ( i — 1) (2t — 1)е‘ Далее,  в силу 
теоремы 3 общее решение уравнения (2 1) записывается в виде

У (») =  У (0 +  У (0 =  [с +  i (i — 1) (2i — 1)] ё  « -« , 
где с — произвольная постоянная. Задача решена.
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Найдем теперь общее решение уравнения второго порядка
а 2 00 У (*+  2) +  at (i) у (/ +  1) -f а0 (i) у (t) =  /  (t). (23)

где i =  0, 1 , 2 ..........
a2(i) = i*— i +  1 , а0 {i) = a2(i +  l) = i* + i +  1 ,
«i (0 =  — «о ( 0— (0 =  — 2 (i2 +  1), (24)
f  (0 =  2‘ (i2—3t +  1) =  2' [2а2 ( i ) - a 0 (t)].

Так как коэффициенты а2 (£) и а0 (i) отличны от нуля, то для 
нахождения общего решения уравнения (23) можно применить 
общую теорию.

Сначала построим линейно независимые решения однородного 
уравнения. Используя (24), его можно записать в следующем 
виде:

«2 (О У V + 2 ) —[а2 (») +  а2 (f + 1 )] у (i +  1) +  а2 (i + 1 ) у (i) =  О
или

а 2 (0 \у (f +  2)— у (i + 1 ) ]—й2 (i + 1 ) [у (i -f- 1)—у (i)] =  0. (25)

Частные решения (i) и v2 (i) однородного уравнения (25) выде
лим следующими условиями: v± (0) =  (1) =  1 , v2 (0) =  0, v2 (1) =  3.
Так как определитель

До (»i. «2) = п  (о) 
*2 (0)

»1 О) 
( 1 )

=  3^=0,

то в силу леммы 3 функции vx (i) и v2 (t) будут линейно незави
симыми решениями уравнения (25).

Найдем явный вид для v± (i) и v2(i). Из (25) сразу следует, 
что ^ ( / ) э 1 . Построим v2 (i). Из (25) последовательно получим

Учитывая начальные значения для v2 (t), отсюда найдем
v2 ( t+  1)—v2 (t) =  3a2 (t) =  3 (t2—t + 1). (26)

Суммируя левую и правую части (26) по i от нуля до k — 1, 
будем иметь

fe-i
v2 (k) =  v2 (0) -f 3 2  (*2— i + 1 )  =  k {k2—ЗА +  5).

;=o

Итак, частные решения однородного уравнения (25) найдены
^ ( ^  =  1 , о2(А) =  А(А2— ЗА+  5), (27)

и общее решение (25) имеет вид у (А) =  с* + c2k (k2—ЗА+ 5 ).
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Построим теперь частное решение неоднородного уравнения
(23)1 Подставляя (24) и (27) в формулу (19), получим

1 -2

? ( 0  =  Х
& = 0

У 2 (0 —V2 {k-\- 1) ^
v2 (k-\-2) — v2 (& +  О

t - 2
v  у* (0—р2 (£ + 1) 

За2 (& + 1) а2 (k)

f(k) ^  
а2(&) ^

[2*+1а2 ( Л ) - 2*а2 (* +  ! ) ] «

г - 2

=  т Х  1>2 (0 —».(* +  ! ) ] [
/г-О L

2  ̂+ 1 
а2 (& +  О

Здесь было использовано равенство (26).
Вычислим полученное выражение. Обозначая

v(k) = vi (i)— v2(k + 1 ), u{k) = - ^ ,

запишем (28) следующим образом:
г- 2

F( o = 4- ^ “ ( f c + o —■и (А)] о (й).
fc=o

Используем теперь формулу суммирования по частям (см. (8) § 1) 
для случая равномерной сетки с шагом h =  1. Это дает

i-i
«у(о=— 4 - 2  u(k)[v(k)— v (k — i)]+

/ k = Q
+  у [ «  (i — l)fl(i — 1) —ы(0)о (— 1 )].

Так как в силу (26), условия у2(0) =  0 и определения функций 
v (6) и и (k) имеем

v (k)— v (k— 1) =  v% (k)— v2 (& +  !) =  — 3a2 (k),
O (t — 1 ) =  Oa (0 — f  a (0 =  0,
» (— 1) =  o2 (*) — ». (0)=t»j (t),

TO
l-l

у  (0  =  X  2* ~ y  ̂  (0  = 2 ' - 1 “ T * + 5 ) .k = 0
Следовательно, частное решение (23) найдено. В силу теоре

мы 3 общее решение неоднородного уравнения второго порядка
(23) имеет вид

У (0 =  ~У (0 +  У (0 =  2‘‘ — 1 — j  i («'2—3i +  5) -f + c2i (га—3t +  5) =*

=  cI +  2'  +  c2t ( i2- 3 t + 5 ) ,  
где 7  ̂=  ^ — 1 , 7a =  £2—у — произвольные постоянные. Задача 
решена.
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§ 3. Решение линейных уравнений с постоянными 
коэффициентами

1. Характеристическое уравнение. Случай простых корней.
Рассмотрим теперь важный класс разностных уравнений—ли
нейные уравнения с постоянными коэффициентами. Для уравне
ний этого класса вопрос о нахождении линейно независимых 
решений соответствующих однородных уравнений может быть 
решен достаточно просто. А к этому, как было показано выше, 
сводится задача решения неоднородного разностного уравнения.

Займемся отысканием линейно независимых решений однород
ного линейного уравнения с постоянными коэффициентами т-то 
порядка

атУ (*’ +  т) +  ат-\У (1" +  М— 1) +  • • • + й 0г/(0 =  0. (1)
Будем искать частные решения (1) в виде v(i) — q‘, где число q 
подлежит определению. Подставляя v(i) вместо y(i) в (1), по
лучим уравнение

ql ( a ^  +  a ^ q 1*-1 +  . . .  +  atq +  а„) =  0.
Так как ищется не равное тождественно нулю решение (1), то, 
сокращая на q‘, получим отсюда уравнение для q:

amelm +  am- iqm- 1+ . . . + a 1q +  a0 = 0. (2)
Уравнение (2) называется характеристическим уравнением для
(1). Корни уравнения (2) qit q2, . . . ,  qm могут быть как прос
тыми, так и кратными. Рассмотрим отдельно каждый возможный 
случай.

Пусть корни простые. Покажем, что функции
(0 =  Йи v2 (0 =  9*. (0 =  qk (3)

являются линейно независимыми решениями уравнения (1).
Действительно, в силу леммы 3 достаточно показать, что 

хотя бы для одного i определитель А,- (рь ............ vm) Ф  0. По
лагая 1 =  0, найдем

До (»1 •. 0 J  *=
1 <71 <?i 
1 <7а <?1

1 Ч т  Ч т

т - 1 1 1 . 1
Я1

т - 1 Я\ Я2 Я т
••• <?2 = Я г q l

2
* Я т

т - 1
• Я т ч ? - 1 ч Г 1 •• Лт - 1  . Я т

и, следовательно, Д0(о1( . . . .  vm) — определитель Вандермонда. 
Он отличен от нуля, так как все qk различны. Таким образом, 
функции (3) действительно являются линейно независимыми ре
шениями (1), и поэтому общее решение однородного уравнения (1) 
может быть записано в виде

У (0 =  M i  +  c2qi +  • • • +  cmqlm, (4)
где cif с2, . . . ,  ст —произвольные постоянные.
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Если корни qi7 q2, . . . ,  qm действительные, то действитель
ное решение у (t) выделяется выбором постоянных сь с2, . . . ,  сп 
действительными числами. Рассмотрим теперь вопрос о выделе
нии действительного решения, если среди корней есть комплексные.

Пусть qn — р (cos ф +  i* sin ф), (i* = ]/~ — 1)—комплексный ко
рень характеристического уравнения (2). Тогда существует со
пряженный к qn корень ^  =  р (соэф— i* sin ф) уравнения (2). 
Рассмотрим часть общего решения (4), образуемую линейной 
комбинацией qln и q{:

у (I) =  cnqln +  csqls =  р'- [(с„ +  cs) cos icp -f  i* (c„— cs) sin icp].
Функция y(i) будет иметь действительные значения, если посто
янные сп и cs будут комплексно сопряженными. Полагая сп — 
=0,5  (с„ — i*cs), cs =  0,5 (c„-H*cs), где с„ и ^ — произвольные
действительные числа, получим у (t) =  р' (сп cos t4p +  cs sin iф).

2. Случай кратных корней. Пусть теперь характеристическое 
уравнение (2) имеет корень qt кратности nit q2—кратности п2 и 
т. д., т. е. qit q2, . . . ,  qs — различные корни кратности пь п2, . . . ,  ns 
соответственно, +  . . .  + n s = m. Построим линейно незави
симые решения однородного уравнения (1). Нам потребуется 

Л е мм а 4. Если qt—корень характеристического уравнения (2), 
имеющий кратность щ, то справедливы равенства

т
2 а ^  =  0, р =  0 , 1 ..........« |— 1. (5)

£ =0

Действительно, так как qt—корень уравнения (2) кратности 
пи то имеют место равенства

т

S f l r f h o ,  (6)
k—0

т
2  k(k— s + l ) a kq$ = 0, s =  1, 2, . . . .  « ,— 1 , (7)

k~0

получаемые из (2) дифференцированием s раз и дополнительным 
умножением результата на qst. Покажем, что равенство (5) экви
валентно (6), (7). Очевидно, что нужно доказать эквивалентность 
только (7) и (5) для р ^  1.

Так как Ps (k) — k (k — 1). . . (6—s + l ) — полином степени s 
от k, то, умножая (5) на соответствующий коэффициент поли
нома Ps (k) для р =  1 , 2 ,  . . . ,  s и складывая получаемые равен
ства, будем иметь соотношения (7).

Покажем теперь, что из (7) следуют равенства (5) для 
р =  1, 2, . . . ,  nt— 1. Используем разложение для kp\

р
k P = ^ k ( k — l ) . . . ( k — s + l ) a s, 1 < p < f e ,  (8)

S= 1

где as = a s (p) будет указано ниже. Умножим s-e равенство (7)
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на a s и просуммируем по s от 1 до р .  В силу (8) получим
Р /  т

0 = 2 3  <М  23 k (k— l ) . . . ( k — s + l ) a kq'fs=l \/г=0
т /  р \  т

=  23 а д п  ' h k ( k —  s + l ) a J =  23 a ^ p Q lk=0 \s=l /  k=0

Осталось обосновать разложение (8). Заметим, что слева и 
справа в (8) стоят полиномы р -й степени от /г. Если положить 
а р — 1, то коэффициенты при старшей степени k  слева и справа 
в (8) будут равны, коэффициенты при младшей степени равны 
нулю. Найдем a f , a 2........... а Р- ь  приравнивая значения полино
мов в р  — 1 различных точках, например, п о л а га я & = 1 ,2 , . . . ,  р — 1. 
Д ля k  =  1 это дает а ± =  1. При k  =  n ,  2 <  /г < ; /? — 1 будем иметь

р П
пр — 23 п ( п — 1 ) . . . ( « — s +  l ) a s =  23 п (п — !)• • • ( « — s - f  l ) a s =s=1 s=1

я- 1
=  n!a„ +  « ! g ( l S ) I -

Отсюда можно найти а„, если а 1( а 2, . . . ,  а „ _ £ уж е определены. 
Таким образом, получаем следующ ую рекуррентную формулу 
для нахождения коэффициентов а п:

а п — ~£\ S i  (n— s)\ ’ ti — 2 , 3 ,  . . . ,  р  1, cti =  1.

Лемма доказана.
Используя лемму 4, найдем т  частных решений однородного  

уравнения (1). Так как справедливо равенство

(/ +  *)"
П

=  23 с& Р р-г, с%=
р=о

п!
р! (п -р )I ’

то, умножая (5) на C g j n~pq{ и суммируя по р  от нуля до п ^ - щ —-1, 
получим, что для любого }  имеют место равенства

23 ak (j +  k)”q1+l =  0, п  =  0, 1, . . . , п ,  — 1.
k = 0

Используя их, легко найдем, что частными решениями однород
ного уравнения (1) являются сеточные функции

o»,+«1+...+»,_1+»+i(/) =  /M.  1, / =  1,2,  (9)
т. е ., если q t— корень характеристического уравнения кратности 
щ ,  то функции

q{, iq\, • • • ,  Г 1' Ч  l  =  U  2,  . . . .  s

суть решения уравнения (1).
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Осталось показать, что функции ^ ( / ) ,  v m ( j ), опреде
ленные в (9), являются линейно независимыми решениями. Д ля  
этого вычислим определитель A 0 (vif . v m) 9 который в данном  
случае имеет вид

1 <71 я \
nk*»• q i **• я ? ' 1

0 <71 2ql . . ,  kqx (m— 1) q ? -1
0 <71 2 *ql . . .  k*q% . . . (m— l)2 q™~1

1 <72 я1
km  q% .. * я Г 1

0 <72 2q\ . i 4 kq% . . . ( m - l ) ? ? - 1

0 Qs 2ns ~ 1q\ . . .  P i - ' q i  . . . ( « -

Он может быть непосредственно получен из определителя Ван
дермонда

W  (Xit Х 2, • • • 9 Хт)

1 *1 x \ m-iu i  X\
1 *2 x t у Г П - 1 i i t Л2

1 x m -  i Xm-1
m-li i » Л/n-l

1 x m
m-l»*»

m - l  m

П  П  (*/—*/)t'= 1 i=i+ 1

следующим образом. Возьмем от W  первую производную по х 2 

и умножим ее на х г . Результат обозначим через W 2 = х 2 .

Д алее вычислим

и т. д., пока не получим W„ . Затем вычислим Wn +2 =  хп +2 ^— - ,
продолжим процесс дифференцирования, вычисляя Wn +3 = 

д (  dWni+2\
= х" ^ Ш ^ Г Л Хп'+а~ д ^ ) ’ пока не П0ЛУЧИМ Г  и т. д. 
В результате получим Wm = Wm(xit х2......... хт). Положим здесь

=  Х2 =  . < . =  X„t =  Qi, Xni + l ~  Х щ + 2 — • • - — X ni + Hi — С/ъ И T. Д.
Легко убедиться в том, что A0(vit v2..........vm) =  Wm, а простые
вычисления дают

^  =  П П  mtqp I I  п (<7, - ч !Г Ч .k=l т= 1 £=1 /=1+1

Отсюда следует, что Д0 (vit . . . ,  vm) Ф  0, так как qj¥=q{ при 
\Ф1,  а поэтому функции у4(/), v2(j), . . . .  t>„(}), построенные 
выше, являются линейно независимыми решениями однородного
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уравнения (I). При этом общее решение уравнения (1) записы
вается в виде

У  ( / )  =  2  §  4 /7"<7/.
1=1 п =О

где с —произвольные постоянные.
3. Примеры. Рассмотрим простейшие примеры нахождения 

общего решения однородного разностного уравнения с постоян
ными коэффициентами.

1. Требуется найти общее решение уравнения
y(i + 2 ) - y ( i  + l ) - 2 y ( i )  = 0. ( 10)

Составляем характеристическое уравнение q2—q—2 =  0 и 
находим его корни qt — 2, q2 = —1. Так как корни простые, то 
общее решение уравнения ( 10) имеет вид

уЦ) = с р  + сл(— \)*.
2 .  Найти общее решение уравнения четвертого порядка

У (I +  4 ) - 2  у (/ +  3) +  3 у (/ +  2) +  2 у (j + l ) - 4 y  (/) =  0. (11)
Характеристическое уравнение qi —2q3 -J- 3q2 +  2q—4 =  0 имеет 

два действительных корня qt =  1 , q„ = —1 и два комплексно сопря

женных корня q3 =  2 ^cos у + i s in- j^ и qi = 2 ^cos у — t s in -^  ,

i = Y —Т* Следовательно, общее решение уравнения (11), прини
мающее действительные значения, имеет вид

y ( j )  =  ci +  c2 (— l y  +  V  (c3c o s - |/  +  c4sin у / . )  .

3. Найти общее решение уравнения четвертого порядка
У (/ +  4 ) - 7 у (/ +  3) + 18у и  +  2 ) -2 0 у (/ + 1 ) +  8у (/) =  0. (12) 

Характеристическое уравнение
?*—7q3 +  \8q2— 20q + 8 = (q— 2)3(q— l) = 0

имеет корень qt = 2 кратности 3 и корень q2— 1 кратности 1 . 
Следовательно, общее решение (12) имеет вид

У ( / )=  ci +  2  ̂(с2 +  caj + с4 j2),
а частными линейно независимыми решениями (12 ) являются 
сеточные функции v1(j) = l, t>2(/) =  2>, vs (}) — j2J, v4 (j) =  j2 2J.

4. Найти общее решение уравнения четвертого порядка
У U +  4) +  8г/ (/' +  2) +16// (/) =  0. (13)

X арактеристическое уравнение q* +  8q2-{-16 =  (17* +  4)2 =  0 
имеет комплексный корень qx = 2 ( cos у + 1 sin у  j кратности 2
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и сопряженный ему корень <72 =  2 ^ c o s y — ts i n - j )  тоже крат
ности 2. Поэтому общее решение уравнения (13), которое при
нимает действительные значения, имеет вид

У (/) =  fa  +  c j)  2/ cos у  / +  (са +  c j ) V  sin у  /.

Рассмотрим еще два примера. В одном примере мы найдем 
решение задачи Коши для неоднородного уравнения первого 
порядка, в другом—краевой задачи для однородного уравнения 
четвертого порядка.

5. Найти решение следующей задачи:
< / ( i + l ) —ay(i) = f(i), i> 0 ,  у(0) = у0, (14)

где a =  const. Характеристическое уравнение q—a = 0 имеет 
единственный корень qx = a. Поэтому общее решение однород
ного уравнения имеет вид y(i)= ca‘\  с = const. Частное решение 
неоднородного уравнения (14) найдем, используя метод вариа
ции постоянной. Формула (20) § 2 дает следующее частное реше
ние уравнения (14):

У(0 =  2  а '" * " 1 / (k) = S  akf { i - k - \ ) .
k= 0  k= 0

В силу теоремы 3 общее решение неоднородного уравнения (14) 
имеет вид

г- i
y(i) = ca{+  2  akf ( i — k — 1 ).

k —0

Полагая здесь t =  0, получим (сумма при этом исчезает) уа — 
=  1/(0) =  с. Таким образом, решение задачи (14) дается формулой

[г- i
У(0=У<>о1 +  2  akf ( i — k — 1 ), 0.

k —0

6. Найдем теперь решение уравнения четвертого порядка 
У (/ +  2)—у (j +  1) +  2у (j)— у ( /— I) +  у (/ +  2) =  0,

2 < / < # —2, (15)

удовлетворяющее следующим краевым условиям:

2у  (2) — г/(1) +  г/{0)=2,
У 0 )—1/ ( 2) + 1/ ( 1 ) — </(0) =  0, 
y {NS ) . . y {N^ 2 )  +  y ( N - l ) - y ( m  = 0, I10'

2 y ( N - 2 ) - y ( N - l )  +  y(N) = 0.

Характеристическое уравнение

f 1 + 2  q * - q +  1 =  (?8- q + 1) (<?* + 1 ) =  0,
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соответствующее (15), имеет простые комплексные корни q1 =» 
=  cos-g- +  tsin-g-, q2 — cos — i sin -g-, =  cos у  + 1 sin у  ,

<74= cos-j — i sin y  , i = Y —1. Следовательно, общее решение
однородного уравнения (15), принимающее действительные зна
чения, имеет вид

У (/) =  cos -j я / -f  с2 sin - j  я / +  са cos — я / +  с4 sin у  я /. (17)

Выделим теперь из общего решения (17) решение, которое 
удовлетворяет краевым условиям (16). Для этого подставим (17) 
в (16) и получим следующую систему для постоянных cv  сг,
с3 и с4:

2лCOS -у ct +  sin^yca 1СО1 =  2,
+  0-с2 +  0-ca +  0.c4 — О,

ИлCOS -у  Ct
. . Мл+ sin -g-^ +  0*£з +  (Ь£4 = o ,

(N—2) л
С05— т ~

. . (N—2)n сх -f sin1— / лЫ . . лЫ\с2 — f cos- у  +  sin — J1 cs~h
, (  лМ . kN\  л +  (̂ COS-̂ — sin -j-Jc4 =  0.

Определитель этой системы равен —2 sin cos и отличен от
нуля, если N четно, но не кратно 3.

В этом случае, учитывая четность N, получим с1 = с2 — О, 
с„ =  с4 = —1. Таким образом, если N  четно и не кратно 3, то 
решение краевой задачи (15), (16) существует и дается формулой

У(/) — — cos у —sinу , 0 < / < Л Л

Если N нечетно или кратно 3, то решение задачи (15), (16) 
либо не существует, либо неединственно. Этот пример иллюст
рирует различие между краевыми задачами, решение которых 
существует не всегда, и задачей Коши, обладающей единствен
ным решением.

§ 4, Уравнения второго порядка с постоянными 
коэффициентами

1. Общее решение однородного уравнения. Настоящий пара
граф посвящен разностным уравнениям второго порядка с постоян
ными коэффициентами

аау (/+■2) +  аху U + l)  +  aty (/) =  /(/) , ай, айФ 0. (1)
Сначала найдем общее решение соответствующего однородного 
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уравнения
а2 У U +  2) +  аху (/ + 1 ) +  аау (/) =  0. (2)

Характеристическое уравнение a2q2 +  «i<7 +  й0 =  0 имеет корни

<h
—fli “j- V fli—4qq(i2

2а~2
—aj —У at—4а0а2 

2а2
Согласно общей теории разностных уравнений с постоянными 

коэффициентами, изложенной в § 3, линейно независимыми реше
ниями уравнения (2) являются функции q  (/) =  q[, v2 (/) =  q{, 
если at Ф  4айа2, и q  (/') =  q[, v2 (/) =  jq[, если а\ =  4а0а2. Для 
дальнейшего нам будет удобно использовать другие линейно 
независимые решения

»х (/)
q ^ l - g  i<t&

?2 —<71 ’ »*(/)
q l — q l
<72—91 ’ (3)

принимающие при / =  0 и / = 1  следующие значения:
ui (0) =  1» q ( l ) = 0 ,  q  (0) =  0, » , ( ! ) = ! .  (4)

Очевидно, нужно только показать, что функции (3) в случае 
al — 4a0a2 являются решениями однородного уравнения. Линей
ная независимость построенных функций (3) следует из условия 
M yi. ^2)ф 0 ,  где

»i) =
vi (0) 
V2 (0) ®«0)1

Переходя к пределу в (3) при q2, стремящемся к q ,  получим 
функции q  (/) =  — (/ — 1) qi, v2 (/) =  jqi'1, которые действительно 
являются решениями однородного уравнения (2). Заметим, что 
функции q  (/) и v2 (/) из (3) принимают действительные значе
ния и в том случае, когда корни q  и q2 комплексны. Это позво
ляет не рассматривать отдельно случай комплексных корней. 
Итак, общее решение однородного уравнения (2) может быть 
записано в виде

7 ( / ) - е д  ш + <*>.<;) ^ i d ^ M + ^ з Ы . ,  (5,

где q  и с2—произвольные постоянные. Заметим, что в силу (4)
будем иметь у (0) =  q , у ( \)  — с2.

Рассмотрим пример. Требуется найти общее решение одно
родного уравнения

y(j +  2) — 2xy (] + 1)+у(}) = 0, (6)
где х —параметр, принимающий любые действительные значе
ния. В этом случае имеем

q ^ x + V x * — 1, qt = j . ,  q2— q1 = —2 V x i — l. (7)

55



Подставляя (7) в (5), получим общее решение уравнения (6) для
любого х  в виде

(, +  у * -  ,0) +
2 у х 2 — 1

. (х+ Ух*=1У—(*+
+  2 У х ^ И У( !)• (8)

В частности, если | x | < l ,  то формула (8) может быть записана 
в виде

у(!) =
sin ( /  — 1)  arccos * „  / q \  

sin arccos x У ' '
sin / arccos x 
sin arccos x y (  1). (9)

(Для получения (9) было использовано тождество х — cos(arccosx)).
Воспользуемся полученным результатом для решения постав

ленной в п. 4 § 1 задачи о вычислении интегралов

Ik
cos &ф—cos &р 
cos ф—cos ф dty, k = 0, 1 ,

Там было, показано, что эта задача сводится к решению задачи 
Коши для уравнения

/ А+1—2cos<p/ft+ / ft_i =  0, / 0 =  0, /j =  я. (10)
Это уравнение есть частный случай (6) с x =  cos<p. Так как 
| х | ^  1, то общее решение уравнения (10) дается формулой (9), т. е.

, ___ sin (k— 1) ф j sinfap ,
sin ф 0 ‘ sinф i#

Подставляя сюда начальные данные для / Л, получим решение 
поставленной задачи

/ Л(ф) =  я sin &р 
sin ф

В качестве второго примера рассмотрим решение краевой 
задачи

# (/ +  ! )—г/ ( / )+*/ ( /— 1 ) =  о, 1 < / < л /  — 1 ,
0 (0) =  1 , 0 (ло =  о. {11)

Уравнение задачи (11) также есть частный случай (6), соответ
ствующий значению х =  1/2. Формула (9) дает следующее общее 
решение уравнения (1 1 ):

У (/) =  ( ci sin (/~ 1)я + с2 sin '-j j  jsin j  .

Постоянные ct и c2 находятся из краевых условий для y(j). 
Если N не кратно 3, то сг =  —1, c2 =  sin-|-я (N— l) j s in ~ n N  и
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решение задачи ( 1 1 ) имеет вид

у (/) =  sin-i- (N — /) n j sin -i- Л/я, 0< ; / ^  N.

Если N  кратно 3, то решение краевой задачи (11) не существует.
2 . Полиномы Чебышева. Вернемся теперь к уравнению (6). 

Сначала рассмотрим следующую задачу Коши:
у(п +  2)— 2ху(п+1) +  у{п)=0,  п >  0, 2.

У(0) =  1 , у{  1 ) =  *.

Заметим, что из ( 12) следует
у (2) =  2ху ( 1) —у (0) =  2х2— 1 ,
^ (3) =  2л:  ̂(2) — */ (1) =  4х3— Зл:,

и вообще у(п) есть полином п-й степени от х. Обозначим этот 
полином Тп (х). Подставляя Тп(х) вместо у(п) в (12), получим 
рекуррентное соотношение, которому удовлетворяет этот полином

^п+а (*-) ==2х7'п+1 (я) Тп(х), п ^ О ,  jg.
Г0(х) =  1, Т1(х) = х, — оо <  х <  оо.

С другой стороны, общее решение уравнения (12) дается фор
мулой (8) для любого х. Подставляя в (8) начальные значения 
для у{п), будем иметь

Тп{х)
(л;+ У ^ ^ 1 )” +  ( * + 1/-^^Л )-

(14)

В частности, если | х | ^ 1 ,  то, полагая здесь x =  cos(arccosx), 
получим

r„(x) =  cos (n arccosx), | х | ^ 1 .

Итак, решение задачи (12) найдено. Решение есть полином Т„(х), 
который для любого х определяется формулой (14) или формулой

I cos(пarccosх), | х | < 1 ,

Тп(х)^ {  j [ ( x + V ^ - i ) n- h ( x + V ^ i ) - nl  \ х \ > и  (15)

Полином Тп (х) называется полиномом Чебышева первого рода сте
пени п.

Рассмотрим теперь другую задачу Коши для уравнения (6)

у(п +  2)— 2ху(п+1) +  у(п) = 0, п ^  0,
0 (0) =  1 , 0 (1) =  2х. 1 j

Очевидно, что и здесь у(п )—полином п-й степени от х. Обозна
чим его через £/„(х). Получим явный вид для £/„(х). Подставляя

67.



начальные значения для у(п) в (8), будем иметь для любого х:

Un{x)
2 х ( х + У х %— \)п—{х +  Ух2— l)"-1

2 Ухг— 1
(*+ У* \ - ( В - 1 ) ■2х(х +  У х ^ 1 ) ~ п

2 Узс^1
(х +  У х ^ ~ i)n+1—(x + y w ^ i ) - (n+x> 

~  2 У х ^ 1
В частности, если | х | ^  1 , то

JJ (дЛ — s*n (п +  1) arccos х 
п ' ' sin arccos х *

• (17)

Полином Un(x) называется полиномом Чебышева второго рода 
степени п и определяется формулами

/  sin (n+  1) arccos x 
sin arccos x 
1

2 У'х2— 1

\ x \ <  1 ,

[(x+ V /’̂ = rT)"+1— { x - \ - Y ¥ ^ \ ) ~ (n+1)], (18)

\X\>\.
Из (16) получим для полиномов Un(x) следующее рекуррентное 
соотношение:

Un+;s(x) = 2xUn+1(x) — Un(x), О, 
U0(x) =  1 , U1(x) = 2х.

Формула (17) позволяет получить вместо (8) следующее пред
ставление для общего решения уравнения (6):

У (я) ~  С1 ^п - 2  {х) ~Ь С2^п - 1  (х)-
Получим еще одно представление для общего решения урав

нения (6). Покажем, что функции v1(n) = Tn(x) и о2(п) =  Un_1 (х) 
являются линейно независимыми решениями однородного урав
нения (6). Действительно, нужно показать лишь их линейную 
независимость. Так как определитель]

К .  в.) = То <*) 
U- iW

TiW
и oW

X
1

отличен от нуля, то утверждение справедливо. Следовательно, 
общее решение уравнения (6) можно представить в виде

у (н) с^Гп (х )  Ч- с2 U„  _ ( {х ) , (2 0 )

где cL и с2—произвольные постоянные, а функции Тп (х) и Un(x) 
для любых х и п определяются формулами (14) и (17).

В заключение приведем некоторые легко проверяемые соот
ношения, выражающие связи между полиномами Чебышева
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Т„{х) и Un(x), а также свойства этих полиномов. Имеют 
место следующие формулы:

Тп(х) = Т . п(х), U-„(x) = - U n- %(x), « >  О, (21)
Т 1п (х) =  Т i (Тп (х)), и 1я- 1  (х) = и {. г (Тп (х)), (22)
Г2п(*) =  2(Г„(*))2- 1 ,  (23)
Тп-г ( х ) - * Т п (х) = (1 -х° )  (х), (24)

Un-i(x)— xUn(x) = — Tn+i(x), (25)
Un+l(x) + Un- i (x) = 2Tl (x)Un(x). (26)

Из (26) при соответствующей замене индексов i и п получим
Un+i-i М  Un-i-i (х) 271,- (х) f/„_x (х), (27)

Un+i (х) “Ь Un-i-t (■*) =  271/+1 (х) Uп „ 1  (х). (28)
Полагая в (26) — (28) i = n, будем иметь

2Tn(x)Un(x) = U2n(x )+ l,  (29)
27'n (■*■) Uп-1 (Х) — ^зп-i  (х)> (30)

2^п + 1 (■*) Un-i (Х) =  U2П (х) (31)
Здесь были учтены равенства (21) и U„(x) =  1, U-i(x) =  0. Если 
положить в (26) п =  0, то получим

2 7 (х) =  U п (х) Un- 2 (х). (32)
3. Общее решение неоднородного уравнения. Построим теперь 

общее решение неоднородного уравнения (1)
оу/ (« +  2) +  агу (п + 1 ) +  а0у (п) =  /  (п). (33)

В силу теоремы 3 общее решение уравнения (33) есть сумма 
у(п)= у(п) + у(п), где у (п) — общее решение однородного урав
нения (2), а у («)—частное решение неоднородного уравнения (33).

Выше было показано, что линейно независимыми решениями 
уравнения (2) являются функции

vi (n) = д*Я1— <h<?2 
<72 — <71 * V* (п) ■■

П П72 ~Яг
Й2 — 7i (34)

а решение (/г) определяется формулой (5):

у(/г) =  с1ц1 ( /О + с л  (я).

Для нахождения частного решения у(п) уравнения (33) вос
пользуемся методом вариации постоянных, изложенным в п. 3 
§ 2. Формула (19) § 2 дает решение у(п) в следующем виде:

п -  1
у(п) =  X

k = n 0

Vi ( k)  t >2 (k)

»«(ft+l) »*(*+2)

Ш
a2 *
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В результате несложных вычислений будем иметь

yip) ■Е/г=л0

n - k - l
Я*

?i

- fc - i m
aa п ф п й, n0 +  l

y(n0) = y(n0 +  \) = 0.

Следовательно, общее решение неоднородного уравнения (33) 
имеет вид

У (n) =  ct
„ п пя*ях — qjq а 

д%— Ях

JI пп Яг—дх 
<72—41 fE n - k - l  n -k - 1g% —Яг

Я2—д±
т
а2 ’ (35)

где ct и сг—произвольные постоянные.
Если решается задача Коши, т. е. ищется решение уравне

ния (33), удовлетворяющее условиям

У(«о) =  Уо. У(п0 + ) = У о  (36)

то из (35) и (36) получим следующее представление для реше
ния этой задачи:

У(п) = Уо
_  „  „ П - П п
ЯъЯх °— ЯхЯ2 0

д2 —  qi Ух
Г1-Пп П-ПпЯг о —  дг о

Яг ~~~ Ях

п — 2

+  £
k ~ n Q

n - k - 1  n - k - l  Я'2 — Ях
Я а  —  Ях

т ,0,2
(37)

Найдем теперь решение первой краевой задачи для разност
ного уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами. 
Будет удобно записывать такую задачу & следующем виде:

aiy ( n + l)  + a1y(n) + a0y (n — l) = — f(n), 1, (38)
# (0)= Ф 1. У(Ю=У2-

Эта запись отличается от (33) сдвигом индекса п, поэтому, 
используя (35), получим следующую формулу для общего реше
ния уравнения (38):

У (я) =  ct 42 — 41 "t

„п Пп „п- k  J l - k
с  4з ~  4i __\  42 ~ 4 i

2 92 —4i 42—4i
т
а» (39)

Определим постоянные сх и с2 из условия, чтобы решение (39) 
принимало при я =  0 и п — N заданные значения «/(0) =  ^  и 
г/(Л^)==р2. Опуская несложные выкладки, получим следующую
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формулу для решения краевой задачи (38):

У(п) = „N nN  —qi
гг-1

[X-i ■
n nqz—qi
N  Й2 - N-qi

f*2 +

+  V  n—qi ")(<?2—<?i) f(k)^.
(Яш-Ч i) (^ -< ? f )

TV- 1
+  у  (q* - q i  l iq Z —qi) ,40v

h  (q2- qi) (q» -q ? )
Заметим, что решение краевой задачи (38) не существует лишь 
в случае, когда q i= q z ,  но qi¥=q2.

Рассмотрим теперь частные случаи использования форму
лы (40). Пусть требуется решить первую краевую задачу для 
уравнения

у (п + 1 )— 2ху(п) + у(п — 1 ) =  — f(n), 1 ,
'/(0) =  Pi. У(Ю = Р2-

Выше были найдены корни qt и q2 соответствующего (41) харак
теристического уравнения

qt = x + V х*— 1 , q2 = x — У х 2— 1 =  1 / ^ .

Подставляя эти значения в (40) и учитывая формулу (17) для 
полинома Un(x), получим решение задачи (41) в следующем 
виде:

У{п) Un - п-  l(x) 
U n - i {x) (X)f(k) +

U n - l ( x )  
U n -  i (x ) 14 +  2  < W i (*)/(*) |. (42)

k—n

Решение существует и дается формулой (42), если выполнено
kjlусловие x=^=cos-jj- , k = l, 2, . . . ,  N — 1.

Вернемся к уравнению (38). Если а0а2 >  0, то решение (40) 
этой задачи может быть записано в более компактной, чем (40), 
форме. Действительно, запишем корни

<7i =  2̂ [ —1ai + V al — 4«о«2 ]. Я 2 =  ^  \ — а1 — У а* — 4ао«2]

характеристического уравнения, соответствующего (38), в сле
дующем виде:

qi = (>(x + V x 2— 1 ), q2 = p (x— У х 2— 1), (43)
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Xf i
Подставим (43) в (40) и учтем формулу (17). Получим решение 
задачи (38) для случая а0а2 >  0 в виде

<h ’ X 2 Y 00̂ 2 " V * *7

и (п) = ILiL—2— л; 
УК) Un - i W p

Un-
Un

Uk-i(x) /(*)] 
p*-1  a0 J

N— 1

r n-i
Пк+ЁL

»-!(*) 1 L  , / у\ /(^)1

где p и л: определены в (44). Решение задачи (38) для случая 
а0а2 >  0 существует, если выполнено условие at +  2 У а0а2 cos ̂ ф О ,  
к =  1, 2, . . . .  N — 1.

Рассмотрим теперь первую краевую задачу для трехточечного 
векторного уравнения с постоянными коэффициентами

Vn- i - C y n+ y n+1 = - F n, 1 < Х Л Г -1  (45)
V0- F 0, Yn  — Fn ,

где Yn и Fn—векторы, а С—квадратная матрица. Легко про
верить, что общее решение неоднородного уравнения (45) имеет вид

/1-1
Y„ = U n- 2 ( | с )  С* +  Un. t (4- с )  С , - £  (/„.*_! ( 4  с )  Fk,

где Ct и С2—произвольные векторы, a U„(X) есть матричный 
полином от матрицы X,  определяемый по рекуррентным форму
лам (19).

Если матрица С такова, что U невырожденная мат
рица, то решение краевой задачи (45) определяется формулой, 
аналогичной формуле (42)

Гп = и„Уг ( 4  С) ( 4  С) [ f . +  2  и к. г ( 4  С) F*] +

Г N~l 1
+  UJU ( 4  с )  Un. t ( 4  с )  | F „ +  2  < W i  ( т  С) F*J • (46)

Ниже будет показано, что к задаче (45) сводится разностная 
задача Дирихле для уравнения Пуассона в прямоугольнике.

В заключение отметим, что условию существования решения 
задачи (45) можно придать следующую формулировку: решение
существует и определяется формулой (46), если числа c o s -^ - ,
fe =  1 , 2 , . . . ,  vV—1 , не являются собственными значениями матри
цы С.



§ 5. Разностные задачи на собственные значения

1. Первая краевая задача на собственные значения. В главе IV 
будет рассмотрен метод разделения переменных, который исполь
зуется для нахождения решений сеточных краевых задач для 
эллиптических уравнений в прямоугольнике. В связи с этим 
возникает необходимость представления искомых сеточных функ
ций в виде разложения по собственным функциям соответствую
щей разностной задачи. В данном параграфе мы рассмотрим 
разностные задачи на собственные значения для простейшего разно
стного оператора второго порядка, заданного на равномерной сетке.

Сформулируем первую краевую задачу. Пусть на отрезке [0, /] 
введена равномерная сетка (o =  {x{ = ih, i = 0, 1 , h N —1}
с шагом h. Требуется найти такие значения параметра А, (соб
ственные значения), при которых существуют нетривиальные 
решения р (х,) (собственные функции) следующей разностной 
задачи:

у-х +  ку =  0, х€<»,  У {0 )= У (1 )= 0 ,  (1)
где

Ухх, I Л 2 y ( i )= y ( x t).

Найдем решение задачи (1). Для этого запишем (1) в виде 
краевой задачи для разностного уравнения второго порядка

г/(/ +  1 ) —2 ( l  — ^ y ( i ) + y ( i - l ) = 0 ,
y(0) = y(N) = 0. (2)

B n .  1 § 4 было показано, что общее решение уравнения (2) 
имеет вид (см. формулу (20) § 4) y(i) = c1T i (z)+c2Ui. i (z), где 
с1 и са — произвольные постоянные, а через z здесь обозначено

z = l — *аА,/2 . (3)

Постоянные ct и с2 определим из граничных условий
уф)  =с* =  0, y ( t i )= c tUN-i(z) =  0. (4)

Здесь и далее мы используем формулы (15) и (18) § 4, опреде
ляющие полиномы Чебышева первого и второго рода, а также 
формулы (21) — (32) из того же параграфа.

Так как ищется нетривиальное решение задачи (1), то с2 Ф  0, 
и из (4) будем иметь условие t/Ar_i (2) =  0, при выполнении ко
торого решение задачи ( 1) имеет вид yi — cJJi^^z).

kjtТак как числа 2ft =  cos-^p,  * = 1 ,  2..........N — 1, суть корни
полинома UN-i{z), то из (3) находим собственные значения за
дачи ( 1)

X* =  ̂ s i n ^  =  ^ s i n ^ ,  * = 1 , 2 ........... N — 1. (5)
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Каждому собственному значению Хк соответствует ненулевое ре
шение задачи ( 1)

У к (0  =  bVt--i (Ч) = cks m ~ -  = ck sin ,

(c2 =  c * s i n - ^ ) .  (6)

Определим скалярное произведение сеточных функций, заданных 
на со, следующим образом:

N - 1

(и, v) =  2  « (0  » (О И  0,5й [« (0) и (0) +  и (JV) о (М)].i = 1
Определим теперь постоянную ск в (6) так, чтобы функции 

yk {i) имели норму, равную единице, т. е. (ук, ук)=  1 .
Несложные выкладки дают ск —1^2/1. Подставляя найденное 

значение для ск в (6), получим собственные функции за
дачи ( 1)

н  (0 = у т sin— = У т sm-r~* (7)
i =  0, 1..........N, k = \, 2............ N — 1.

Итак, задача ( 1) решена и решение дано в (5) и (7).
Перечислим основные свойства собственных функций и соб

ственных значений первой краевой задачи ( 1 ).
1) Собственные функции ортонормированы:

( 1 , k =  m,
(И*. I*») =  о*».. =  j  о, k Ф m.

2) Для любой сеточной функции /(г), заданной во внутрен
них узлах сетки со, т.е. для 1 — 1 , имеет место разложение

N - 1

/ ( 0 = 4 L < P * s i n - T T ,  i=sl>2.......... (8)
k в 1

где
N- 1
2  /  ( о sii = 1

sin kni
N 2, N — 1. (9)

Поясним это утверждение. Пусть_/(1')—произвольная сеточная 
функция, заданная на со (или на со и обращающаяся в нуль 
при i = 0  и i — N). Разложим ее по собственным функциям

ио=2 /*мо = Е
N -  1

■ 2= 1
(10)
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где fk—коэффициент Фурье функции f(i). Умножая (10) ска- 
лярно на и используя ортонормированность собственных
функций, найдем коэффициенты Фурье

N -  1 N -  1

L  =  2  Ml**, ft.) =  (/. ft.) =  Е  f НО s i n Л.
а = 1 £ = 1

Связь полученных формул с (8) — (9) легко устанавливается, 
, VTlесли заметить, что fm = - N ■ ут.

Разложение (8), (9) удобно тем, что для вычисления фурье- 
образа функции /( /)  и для восстановления исходной функции 
по ее образу необходимо вычислять однотипную сумму. Алгоритм 
быстрого вычисления сумм такого вида будет рассмотрен в гла
ве IV.

3) Для собственных значений справедливы неравенства 

J - < l s i n 2^ r =  ^ 1 < X A^ X JV_i =  l c o s 2^ r , 1 < / е < А - 1 .

2. Вторая краевая задача. Рассмотрим теперь вторую краевую 
задачу на собственные значения

У ъ + Ц  = 0,
\ у х +  Ч  =  0. * = 0, — x ^ + k £ /  =  °, х =  /.

Найдем решение задачи (11). Расписывая разностные произ
водные в ( 1 1 ) по точкам, получим задачу

y { i + l ) — 2zy( i )+y( i  — l) =  0, 1 ,
y ( l ) - z y ( 0 )  = 0, y ( N - l ) - z y { N ) = 0 ,

где z =  1 — ЯЛ2/2. Из общего решения уравнения (12) у (t)=c{Tt (z)+  
+ c 2t / i-_1 (z) выделим решение, удовлетворяющее поставленным 
краевым условиям. Используя формулу (24) § 4, будем иметь

у (1)—гу (0) =  схг +  с2— с±г = с2 =  0, са =  0,
а также
y ( N - l ) - z y ( N ) = Ci (7V-, { z ) - z T N (г)) =c t (1- г 2) UN. t (г) =  0. 
Так как схФ 0, то отсюда получим

zft =  cos^ - »  k = 0, 1..........N,

и, следовательно, собственными значениями задачи ( 12) являются

^  =  F2Sin2W = l sin2- ^ »  А==0* 1 .......... ( 13)
При этом каждому %к соответствует ненулевое решение задачи (11) 

*/ft(0 =  cftr f (z*)^cftc o s - ^ ,  0 < { < Л Г .
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Выберем постоянные ck из условия (ук, у,{) = 1, где скалярное 
произведение определено выше. Непосредственные вычисления 
показывают, что

с* =  1/ 2//, 6  =  1 ,  2 ,  . . . ,  N — 1 , ck = V l / l ,  6  =  0 ,  N.
Таким образом, нормированными собственными функциями за
дачи (1 1 ) являются функции

т
Рк (0 = / т

COS

cos •

kn i
~~N~
kni
N

У fcos
cos

knxi
~T~
knxi
~T~

1 ,

k = 0, N,
(14)

определенные на сетке со. Отметим, что собственной функцией, 
соответствующей нулевому собственному значению Х0=^0, явля
ется постоянная \i0(i) = ]/r l/L

Сформулируем свойства собственных функций и собственных 
значений второй краевой задачи ( 1 1 ).

1) Собственные функции ортонормированы: (р/г, iim) = 8km.
2) . Для любой сеточной функции f(i),  заданной на со, имеет 

место разложение
n

/ ( 0 = 4  £  Р*Ф*соз-5С / =  0, 1, . . . .  N, (15)
к~ о

где
N

Фа =  Ц  P / / ( 0 c o s i S r ,  6  =  0 ,  1, . .i~ о
.. N, ( 1 6 )

\ 1, 1 < / < Л / — 1, 

Р ,  ( 0 , 5 ,  i — 0 ,  N. ( 1 7 )

Формулы (15) и (16) суть модификация традиционного раз
ложения /(/) по собственным функциям pft(t)

/ ( 0 =  2  /* М 0 . /* =  (/. I**)* = 0

путем следующей замены:

f n r - ф*.  1 < * < Л / - 1 .fk =  <
j Ф*. 6 = 0 ,  N.

3) Для собственных значений справедливы неравенства
0 =  0 < 6 </ V.

3. Смешанная краевая задача. Рассмотрим теперь задачу на 
собственные значения, когда на одной стороне отрезка [0, / ] за
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дано краевое условие первого рода, а на другой—второго, на
пример:

Ухх -\-ку = 0, х €
у(0) = 0, - 1 у ; + Ц  = 0, x = t. (18)

Такую задачу мы будем называть смешанной краевой задачей.
Найдем решение задачи (18). Соответствующая (18) задача 

для разностного уравнения второго порядка имеет вид
y(i  +  l )— 2zy( i )+y( i  — 1) =  0, 1 1 ,
У(0) =  0, y(N  — 1) — zy(N) = 0,

где z — 1—0,5Mt2. Выделим из общего решения этого уравнения

y ( i ) =c 1T {(z) + c2Ut. i (-e)

решение, удовлетворяющее заданным краевым условиям. Исполь
зуя (25) § 4, получим

У{ 0)=Cf  =  0,
у (N — 1) — zy (N) = с, {UN_ 2 (г) — zUN.  t (г)) =  — сгТN(г) =  0.

Так как с2Ф  0, то отсюда найдем TAr(zk) =  0, где 
(2k_1) я

zk =  cos-—2дГ— > * = 1» 2, N и, следовательно, собствен
ными значениями задачи (18) являются числа

4
:Р ;

(2*—1 )п 
4 N ' h2sin* (2fe—1 )nh 

4/ , ft =  l, 2 , ЛС (19)

Нормированными собственными функциями задачи (18), соответ
ствующими собственным значениям Кк, являются

У*( 0 - / т sin (2fe— 1) щ
2W
F
/ sin (2fe — 1) я*/ 

21 k = l, 2 , iV . (20)

Сформулируем свойства собственных функций и собственных 
значений смешанной краевой задачи (18).

1) Собственные функции ортонормированы: (pft, pm) =  8km.
2) Для любой сеточной функции f(i), заданной на ш+ =

=  {x;= t/i, (или на ы, и обращающейся в нуль
при i = 0) справедливо разложение

N

/ ( 0 = 4  Е  c P f t S i n - f c ^ - ,  * =  1 , 2 ..........N,  (21)
k = l
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где
я

ЧV-  Е Р,•/(0 sin ’ * =1 • 2..... Л, (22)
< = i

а р,- определено в (17).
3) Для собственных значений справедливы неравенства

8 _4 . » я
(2+  у~2 )12 2JV —  ^  %k^ X N — COS'

я
I F K k < N .

Если для уравнения (18) краевое условие первого рода задано 
на правом конце отрезка [0, /], т. е. дана задача

Ухх+^У = 0’ *€©,

j y x +  hy =  0, х = 0; у (/) =  О, (23)

то собственные значения определяются формулой (19), а норми
рованными собственными функциями являются

М О -  / f s i n  =  / Г 5,п ,

4 = 1 ,  2, . . . .  Лг.
Имеет место следующее утверждение. Для любой сеточной функ
ции f  (1),_заданной на со~  =  {л :/  =  i / i ,  *' =  0,1, . . . ,  N — 1 ,  hN = l) 
(или на со и обращающейся в нуль при i = N), справедливо раз
ложение

N

=  E<P*sin  (2̂ )Ш~ , i=  1, 2..........N, (24)
k = l

где
я
Е P iv - , • / ( # - о sin й=>1 , 2 ...........Я, (25)
i = 1

a pt определено в (17).
Отметим, что построенные собственные функции задачи (23) 

также ортонормировании

(Рй. p J  =  Sta-
4. Периодическая краевая задача. Пусть на сетке Q = {X[=ih, 

£в= 0,  ± 1 ,  ± 2, . . . } ,  введенной на прямой — o o < x < o o ,  
ищется нетривиальное периодическое с периодом N  решение сле
дующей задачи на собственные значения:

yxxJr’̂ y~® ,> х ^
y(i  -|- /V) =  у (i), г — 0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . . ,  h = ljN. (26)
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Так как решение периодическое, то его достаточно найти при 
i =  0, 1, . . . ,  N — 1. Расписывая (26) по точкам i =  0,1,  . . . ,  N — 1 
и учитывая, что у (— 1 ) = y {N— 1), у (0) =  у (N), получим сле
дующую задачу:

*/(/ +  1) - 2 ^ ( 0  +  «/0 - 1 ) = 0, 0 < / < Л Г - 1 , .
У (0 )= у(М ), y ( - l )  =  y ( N - l ) ,  V ‘ }

где 2 =  1 —0,56/i2.
Найдем решение задачи (27). Подставим общее решение 

y ( i) = c 1T i (z) +  c2Ul_i (z)

в краевые условия. Учитывая свойства полиномов Чебышева, 
получим следующую систему для определения постоянных ct и с2:

ciU  TN(z)) ciUN_i {z)= 0, „„
Cl (7 V , (z) -  z) +  с, (1 +  Un _2 (г)) =  0.

Эта система имеет ненулевое решение тогда и только тогда, 
когда ее определитель равен нулю. Вычислим его, используя 
для преобразований формулы (25), (29) и (31) § 4. Получим
(1 - T N (z))  (1 +  U n _ 2 (z)) +  ( 7 V ,  (z) - z) * V i (*) =

=  l +  Un - 2 (г) z^ n - i (z) Т’дг(2) +  T V , (г) UN_j (z) —
- T N {z) Un _2 (2) =  2[1 - T N(z)] =  o.

Отсюда следует, что при г — гк, где
2kn

zft =  cos —  >
6 =  0, 1......... N — l, (29)

система (28) имеет ненулевое решение. Таким образом, собствен
ными значениями задачи (26) являются

— ̂  ^  sin2 , 6 =  0, 1..........N — 1. (30)

Получим теперь решение системы (28). Так как имеют место 
равенства

7 V i ( z*) =  z*, 0 < 6 < Л Л — 1,

U N -  2 ( z fc)

U  N - 1 (г к) =

N — 1, 6 =  0, N/2, 
— 1, 6=т̂= 0, N/2,
N, 6 =  0,

— N, 6 =  Л7/2,
O, кфО, N/2,

то, подставляя (29) в (28), найдем следующее решение системы (28):
а) для 6 =  0 и 6 =  N/2 имеем сг =  0, с, =  Ф  0;
б) для 6 =^0, кфЫ!2,  0 <  6 ^ N — 1 , постоянные Ci = cik\  

са =  4*' произвольны, но не равны нулю одновременно. Отсюда
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получим, что функции 

У к (0 — ср  cos , k = 0, N12,

У к (0 =  cife) cos —ф- +  4 ft> sin (31)

являются решениями задачи (27), соответствующими собствен
ному значению Кк. Заметим, что в случае k^=0, N/2 формулы 
(31) определяют в действительности две линейно независимые
функции с )}cos—jy— и 4  s in ..jj—, каждая из которых являет
ся решением задачи (27) и соответствует собственному значе
нию

Построим теперь нормированные собственные функции за
дачи (26). Отметим, что для периодических сеточных функций 
введенное ранее скалярное произведение можно записать сле
дующим образом:

(и, о )- =  2 * » (О v (0 h +  0,5ft [и (0) v (0) +  и (N) v (N )] =*
i = X

=  2  “ (0»(0  h■i = о

Рассмотрим два случая. Пусть сначала iV четное. Из (31) по
лучим, что собственными функциями, соответствующими Я0 и XN/2 
являются

^  (0 =  ] / f  cos Т -  • * =  °, Т -  • (32)

Далее отметим, что из (30) следуют равенства
* 4 . 2 (N—k)n 4 . .

=  Га S in 2 ^ =  2̂ S in

N
я ”

* = 1, 2,

2 б------  ---  /V;JV *»

--- 1 .

Выбирая в качестве собственной функции, соответствующей 
собственному значению %k, функцию

М 0  =  У  Т c o s  ~ д Г  ’ --------- 1

и функцию

V‘N -k (} )=  У  -  s m - д р ,  1 < Й < - 2 ---------1,

соответствующую значению hN_k =  получим вместе с (32) пол
ную систему собственных функций задачи (26). Итак, собствен-
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' ными значениями являются %к, определенные в (30), а собствен
ные функции задачи (26) задаются формулами

/ .ч т /  1 2kni 1 л N
T C 0 S ~ N ~ • k  =  °> ~ Т *

/ *\  ̂ 2k m  « * _.. N  «
Р а ( 0  =  У  J  COS , 1 < ^ < " 2 — 1,

-1 / Л 2-  . 2 ( N  — k ) m  N  1
М 0 = ] /  T s i n  1 ~дГ~—  > - 2 ^ + 1  1

(33)

для случая четного iV.
Отметим основные свойства собственных функций и собствен

ных значений периодической краевой задачи (26).
1) Собственные функции ортонормированы.
2) Любая периодическая с периодом N сеточная функция /(i),  

заданная на сетке Q, может быть представлена в виде

/(0  =
N (  2

2 2km  . 2
2 -  РаФа cos  ~ лГ  "Ь

//-1

/5 =  0
7Г ^  <P*sln

k = N / 2  +  l

2 (N—k) m 
N (34)

где
ЛГ-1

Фа= Ц  Ра/ ( 0 cos -77- »
1 = 0

//-1
V 4 £ / - \  • 2  (N — k ) m  N  

<f k=Z* f ( l) s m ------i=0 Л/ £ ■ + ! < * <  JV— 1 ,

_  1* k ^ 0 ,  N/2,
Рк~   ̂ l / V X  fe =  0, ЛГ/2 .

(35)

(36)

Формулы (34) — (36) следуют из разложения функции /(t) по 
собственным функциям jxA(t):

/ ( 0 =  S3 / > а ( 0 .  /* = ( / .  Р а)А = 0

I У" 2/при замене fk = -i— qk.
3) Для собственных значений справедливы неравенства 

0 =  Я0 ^  Я-а ^  Хдг/2 = ^ - , 0 < £ < J V — 1 .

Рассмотрим теперь случай, когда N нечетное. В этом случае 
собственные значения задачи (26) определяются формулами (30), 
причем ^„ =  0 и имеет место равенство ^ - а =  ^а> & = 1 > 2 , . . . 
• • (N — 1)/2.
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Собственные функции, соответствующие собственным значе
ниям определяются следующими формулами:

й =  0,Но ( 0 =  у  Т '

М 0 =  у  t cosi г
... , / Т  . 2 (N—k) ni ЛЧ-1мо= у  t su1

1 JV— 1 
2 (37)

Л/ 1 .

Собственные функции (37) ортонормированы, а собственные значе- 
ния удовлетворяют неравенствам 0 =  Х0 <  А,Л <  ,

..2
0 < & < i V — 1. Кроме того, любая периодическая с периодом N 
(N—нечетно) сеточная функция /(£), заданная на сетке £2, пред
ставима в виде

(N—1)/2 N - 1
_2_
N

(N-1)/2

S&=0
£/ .ч 2 XT' | 2 • 2 {N — k)ni
Ц 0 = Л Г  2 -  P ^ c o s  —  Т ¥  2 -  <Pfes i n  J v  ■" »k=(N+ l)/2

где
w-1

4 > * = S p*^(0cos^ ,
1 = 0

q v £ / ( 0 S i n i ! t 2 i i ,
1=0

a pft определено выше.



Г Л А В А  I! 

МЕТОД ПРОГОНКИ

В этой главе изучаются различные варианты прямого метода решения 
сеточных уравнений — метода прогонки. Рассматривается применение метода 
для решения как скалярных, так и векторных уравнений.

В § 1 построен и исследован метод прогонки для скалярных трехточечных 
уравнений. § 2 посвящен различным вариантам метода прогонки, здесь рас
смотрены потоковая, циклическая и немонотонная прогонки. В § 3 рассмот
рены монотонная и немонотонная прогонки для пятиточечных скалярных 
уравнений. В § 4 построены алгоритмы матричной прогонки для двух- и трех
точечных векторных уравнений, метод ортогональной прогонки для двухточеч
ных уравнений.

§ 1. Метод прогонки для трехточечных уравнений

1. Алгоритм метода. В главе I были изложены методы решения 
разностных уравнений с постоянными коэффициентами. Настоя
щая глава посвящена построению прямых методов решения кра
евых задач для трех- и пятиточечных разностных уравнений 
с переменными коэффициентами, а также трехточечных векторных 
уравнений. Здесь будут изучены различные варианты метода про
гонки, который представляет собой метод исключения Гаусса, 
примененный к специальным системам линейных алгебраиче
ских уравнений и учитывающий ленточную структуру матрицы 
системы.

Рассмотрение метода прогонки начнем со случая скалярных 
уравнений. Пусть требуется найти решение следующей системы 
трехточечных уравнений:

c0y0— b0y i= h ,
— + cdti— biffi+i =  fi,
—аиУы- 1 +  cNyN — fN,

или в векторном виде

d Y = F ,
где Y  =  (г/0, уи . . . .  yN)—вектор неизвестных,F = ( f 0, f i t . . . .  fN) —

1 = 0,
1 , ( 1)

i  — N,

(2)
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вектор правых частей, a Л — квадратная (N + \ ) x ( N +  1) матрица
Co — bo 0 0 . . 0 0 0 0

— CLi Cl -- h 0 . . 0 0 0 0
0 — <*2 c2 -— b2 ., . . 0 0 0 , 0

0 0 0 0 ,. . . —-a^v-2 CAr- 2 — fr.V-2 0
0 0 0 0 ,. . . 0 —  aN - 1 c^v-i --- ;̂V -  1
0 0 0 0 . . . 0 0 — aN CN

с действительными или комплексными коэффициентами.
Системы вида (1 ) возникают при трехточечной аппроксимации 

краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений 
второго порядка с постоянными и переменными коэффициентами, 
а также при реализации разностных схем для уравнений в част
ных производных. В последнем случае обычно требуется решить 
не единичную задачу ( 1), а серию задач с различными правыми 
частями, причем число задач в серии может равняться несколь
ким десяткам и сотням при числе неизвестных в каждой задаче 
N &  100. Поэтому необходимо разработать экономичные методы 
решения задач вида ( 1), число действий для которых пропорци
онально числу неизвестных. Для системы (1) таким методом яв
ляется метод прогонки.

Возможность построения экономичного метода заключена 
в специфике системы (1). Соответствующая (1 ) матрица Л принад
лежит к классу разреженных матриц—из (N + 1)2 элементов ненуле
выми являются не более 3N +  1 элементов. Кроме того, она имеет 
ленточную структуру (является трехдиагональной матрицей). 
Такое регулярное расположение ненулевых элементов матрицы Л 
позволяет получить очень простые расчетные формулы для вычис
ления решения.

Переходим к построению алгоритма решения системы (1). Напом
ним последовательность действий, которые осуществляются в ме
тоде исключения Гаусса. На первом шаге из всех уравнений систе
мы ( 1 ) для i — 1, 2 , . . . ,  N исключается при помощи первого уравне
ния (1 ) неизвестное yQi затем из преобразованных уравнений для i =  
=  2,3,  . . . ,  N при помощи уравнения, соответствующего i =  1 /иск
лючается неизвестное уг и т. д. В результате получим одно урав
нение относительно yN. На этом прямой ход метода заканчивается. 
На обратном ходе для i = N — 1 , N —2, . . . ,  0 находится yt че
рез уже найденные yi+i, yi+i9 . . . 9 yN n преобразованные пра
вые части.

Следуя идее метода Гаусса, проведем исключение неизвестных 
в (1). Введем обозначения, полагая =  /0/со* и запи
шем (1 ) в следующем виде:

У0 i ~  0,
— W t- i  + c a i— biyi+i = f i, 1 , (Г)
—аыУы- i +  cnUn  = fN> i = N.
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Возьмем первые два уравнения системы (Г)
Уо— '“l0f = Pl.  й ! */о + Cii/l b1tj2= f i .

Умножим первое уравнение на а± и сложим со вторым уравне
нием. Будем иметь (сг—а1а1)у 1—blyi = f i -\-a$i или после деле
ния на ct —

° У / а  =  Р  2»
_ bf

Ci—aiai ’
\ — /i ~b aiPl 
2 Ci—сад*

Все остальные уравнения системы (Г) у0 не содержат, поэтому 
на этом первый шаг процесса исключения заканчивается. В резуль
тате получим новую «укороченную» систему

Hi  Ы2 У2 —  Рг> I —
— ̂ iyi-i + ciy i- b iyi+:L = f i9 2 < * < Л Г — 1 , (3)
— aNyN-iJr cNyN~ In* i = N ,

которая не содержит неизвестное у0 и имеет аналогичную (Г)" 
структуру. Если эта система будет решена, то неизвестное уо 
найдется по формуле y0= a 1y1 + $i- К системе (3) можно снова 
применить описанный способ исключения неизвестных. На вто
ром шаге будет исключено неизвестное yi9 на третьем у2 и т. д. 
В результате l-то шага получим систему для неизвестных yl9 yl+i9. . .
. . . ,  yN

У 1 a t + i y i + i  —  Рг+i»  i  =  l 9
— a i V i - i  +  C i V i — b i y i + 1  =  f i9 — 1 ,  ( 4 )

— а м У м - 1 +  cn Vn  —  ! n > i  =  N 9

и формулы для нахождения yt с номерами i ^ .1 — 1

Vi ^  a / + lf// + l P/ + l> i — l l 2 , •••> 0. (5)
Коэффициенты и очевидно, находятся по формулам

a _ bj p _ /j ~b fl/Pi ;   1 9 _bQ o  /0
1 + 1  Cj — di<Xi 9 '  i+1 C[ — a t- a / *  *  > • • • »  1 c 0  » P i  c 0

Полагая в (4) l — N — 1, получим систему для yN и yN-i
yN- 1 —  aNyN =  Рдг> —  амУ N— 1 +  cnVn  — fm

из которой найдем ^  =  р^+1> yN-i = aNyN+$N-
Объединяя эти равенства с (5) (l = N — 1), получим оконча

тельные формулы для нахождения неизвестных
У1 ^ i + lVi+i “Ь Р/ + 1» i ^  2, . . ., 0,
yN==$N+1>

где а,- и р,- находятся по рекуррентным формулам
b i

i  =  l ,  2, . . А Г - - l , 1 IS
*

u /+ 1 С[ —  Я/Ot/ ’ Co

Р* + 1
_ // +  a/Pi

Cji “ CLjCL̂
t =  1, 2, N , Pi

_/ 0

Co

(6)

(7)

(8)

75



Итак, формулы (6)—(8) описывают метод Гаусса, который в^три^ 
менении к системе (1) получил специальное название—метод 
прогонки. Коэффициенты а,- и (3; называют прогоночными коэффи
циентами, формулы (7), (8) описывают прямой ход прогонки, а 
(6)— обратный ход. Так как значения у{ находятся здесь после
довательно при переходе от t +  1 к t, то формулы (6)—(8) назы
вают иногда формулами правой прогонки.

Элементарный подсчет арифметических действий в (6)—(8) 
показывает, что реализация метода прогонки по этим формулам 
требует выполнения 3N умножений, 2Л7 -f-1 делений и 3N сложе
ний и вычитаний. Если не делать различия между арифметиче
скими операциями, то общее их число для метода прогонки есть 
Q = 8 N + l .  Из этого числа 3N— 2 операции затрачиваются на 
вычисление а,- и 5N + 3 операций на вычисление р,- и г/,-.

Заметим, что коэффициенты а (. не зависят от правой части 
системы (1), а определяются только коэффициентами разностных 
уравнений a,-, bh ct. Поэтому, если требуется решить серию задач 
(1 ) с различными правыми частями, но с одной и той же матри
цей Л , то прогоночные коэффициенты а,- вычисляются только при 
решении первой задачи из серии. Для каждой последующей 
задачи определяются только коэффициенты (3,- и решение yh при
чем используются найденные ранее а(. Таким образом, на реше
ние только первой из серии задач тратится число арифметических 
действий Q = 8N 1 , на решение каждой следующей задачи будет 
затрачиваться уже только 5jV +  3 операции.

В заключение укажем порядок счета по формулам метода 
прогонки. Начиная с аг и pif по формулам (7) и (8) определяются 
и запоминаются прогоночные коэффициенты at и р,.. Затем по 
формулам (6) находится решение у{.

2. Метод встречных прогонок. Выше были получены формулы 
правой прогонки для решения системы (1). Аналогично выводятся 
формулы левой прогонки:

h  ■
at

i =  N — \ , N - 2, . . . . 1»
_

Ci— bi l i + i  ’ CN '

4и  г
/  i Ьщ i +1 i =  N — 1, N - 2, . . . , 4 n

— I k
ci /̂5 i + i* cN  ’

Vi+x ^  ^>i+\Ui rl/ + i> II 0 N - 1, У o'-=  4o-

(9)

( 10)

(И)

Здесь значения у{ находятся последовательно при возрастании 
индекса i (слева направо).

Иногда оказывается удобным комбинировать правую и левую 
прогонки, получая так называемый метод встречных прогонок. 
Этот метод целесообразно применять, если надо найти только 
одно неизвестное, например ут (0 < т < Л Г )  или группу идущих 
подряд неизвестных. Получим формулы метода встречных прого
нок. Пусть 1 N и по формулам (7)—(10) найдены аг, а2, . ..
• • • » ®и>> Pi* Ра* • • • * Рот И iff— 1» • • • * im> l̂w* Лл’-l» • • • > Лот* 
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Выпишем формулы (6), (И) для обратного хода правой и левой 
прогонок для i = m — 1. Ьудем иметь систему

Ут—1 атУ/л ' Рт’ Ут \тУт—1 Н- 
из которой найдем ут:

Ув, 1 \п№т
Используя найденное ут, по формулам (6) для i =  m— 1, 

т — 2 , О найдем последовательно ym_lt ут_2, у0, а по
формулам (11) для i = m, т + 1 , N вычислим остальные 
У т + l '  У т + 2 > •••> Уы-

Итак, формулы метода встречных прогонок имеют вид:

&i+l
bj

Сi ' ctiCti * =  1 » 2 , . . m — 1 , «1 = — , 1 c0 ’

Р/+1 С[—a/a/ * f =  i, 2, . . . ,  m — 1 , P l - f .co
£ . ai II - 1 , 1 fYl t aN

Ч/

Ci-bil; + 1>
fi-t'bWi + i

. . . , /Я,

/77II - 1 , N — 2, . П —  f*ci bfei + 1 • • »

(12)

для вычисления прогоночных коэффициентов и
У1 = “ /+10м-1 +  Р/+1» i = m — 1, т —2, О,
У/+1 =  1 /+1У/ +  Л«+1. * =  т ,  «  +  1 , . . . .  ЛГ— 1 ,

(13)

У в, 1 —1 т«в.
для определения решения.

Очевидно, что число действий, затрачиваемое на нахождение 
решения задачи (1) по методу встречных прогонок, такое же, как 
и для левой или правой прогонок, т. е. Q&8N.  Заметим, что 
для частного случая постоянных коэффициентов aj = bf =  1 , =  с
для х=1 ,  2, . . . ,  N — 1 и b o = aN = 0 число действий может быть 
уменьшено, если N —нечетное число, следующим образом. Пусть 
N = 2М— 1. Доложим в формулах (12), (13) метода встречных 
прогонок т — М.  Тогда £дг_/+1 =  а,., t — 1» 2, . . . .  М. Следова
тельно, прогоночный коэффициент находить не нужно, и фор- 
*»''лы метода встречных прогонок будут иметь вид

«/+1
1

c—a,• ’ i = i, 2, . • • ) M — 1, «X =  0,

Pj+l — (//+Pf)a i+i* i = i, 2, . • • » M — 1, Pi «II

4/ =  ( f i  +  Л1+1) a N - i + 1» i = N-- 1 , N- —2, . . . , M, Лаг

II

Vt =  a ,‘+ii/i+l +  Р/+1» i =■ M - 1 , M - 2 ,  . . . , 0,
yt+1 M > M +  1,.........N■ - 1 ,»

где Ум =  (%  + « л У /(1  — «м).
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3. Обоснование метода прогонки. Выше были получены фор
мулы метода прогонки без каких-либо предположений относи
тельно коэффициентов системы (1). Остановимся здесь на вопросе 
о том, каким требованиям должны удовлетворять эти коэффи
циенты, чтобы метод мог быть применен и позволял получить 
решение задачи с достаточной точностью.

Поясним ситуацию. Так как расчетные формулы (6)—(8) ме
тода прогонки содержат операции деления, то нужно гарантиро
вать необращение знаменателя —а(а( в (7), (8) в нуль. Будем 
говорить, что алгоритм метода правой прогонки корректен, если 
Ci—а ^1 ф 0  при i = 1, 2, . . . ,  N. Далее решение у( находится 
по рекуррентной формуле (6). Эта формула может порождать на
копление ошибок округления результатов арифметических опера
ций. Действительно, пусть прогоночные коэффициенты а , и Р; 
найдены точно, а при вычислении yN допущена ошибка eN, т. е. 
найдено yN = y^r+BN. Так как решение y t находится по форму
лам (6) У/ =  а /+1у/+1 +  р/+1, i = N — 1, N —2 , . . . ,  О, то погреш
ность г{ = у 1 — у( будет, очевидно, удовлетворять однородному 
уравнению e ~ a /+1el.+1, i = N — 1 , N — 2, . . . ,  О, с заданным eN. 
Отсюда следует, что если все по модулю больше единицы, то 
может произойти сильное увеличение погрешности е0, и, если N 
достаточно велико, то полученное реальное решение у(будет зна
чительно отличаться от искомого решения у{.

Не имея возможности более детально останавливаться на об
суждении вопросов вычислительной устойчивости метода и меха
низма образования неустойчивости, сформулируем требование, 
обычно предъявляемое к алгоритму метода прогонки. Будем тре
бовать, чтобы прогоночные коэффициенты а( не превосходили по 
модулю единицы. Это достаточное условие гарантирует невозра
стание погрешности е,- в рассмотренной выше модельной ситуации. 
Если выполнено условие | | ^  1 , то будем говорить, что алго
ритм правой прогонки устойчив.

Выясним условия корректности и устойчивости алгоритма 
(6)—(8). Следующая лемма содержит достаточные условия кор
ректности и устойчивости алгоритма правой прогонки.

Л е м м а  1. Пусть коэффициенты системы (1) действительны 
и удовлетворяют условиям |£?0| ^ 0, \aN \ ^ § ,  |с0| > 0,
К 1 >°> 16,-1 >  0, t =  l, 2 ..........2V— 1 ,

причем хотя бы в одном из неравенств (14) или (15) выполняется 
строгое неравенство, т. е. матрица Л имеет диагональное пре
обладание. Тогда для алгоритма (6)—(8) метода прогонки имеют 
место неравенства с ^ - а р - Ф 0V |а ^ К  1 , i =  1 , 2 , . . . ,  N, гаран
тирующие корректность и устойчивость метода.

\ ° i \ > \ ai\ +  \bi\> l'=1> 2> •••» N — l, (14)
(15)|C0| ^ | 60|, \CN\z^\aN \>
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Доказательство леммы проведем по индукции. Из условий 
леммы и (7) следует, что

° < l « x l  =  | ^ f < 1- (16)

Покажем, что из неравенства | а ; | ^ 1  ( i ^ N — 1) и условий 
леммы следуют неравенства

С1—а р {ф 0 ,  | а , +1 | < 1 ,  1. (17)
Тогда, учитывая (16), получим, что имеют место неравенства 
|а , . | ^ 1  для i = l ,  2, ..  , N  и с,-—а,■а1фО  для г =  1, 2, . . .  
. . . ,  N — 1. Для завершения доказательства леммы останется до
казать неравенство cN—аы%ыфО. Итак, сначала установим (17). 
Пусть | а ; | 1 , t ^  N — 1. Тогда из (14)

I Ci—ap;  | >  | с, | — М  | а, | >  16, | + 1 а, | (1 — | а, |) >  16, | >  0, (18) 
и, следовательно, с ^ а р ^ ф О .  Далее из (7) и (18) получим

что и требовалось доказать.
Осталось показать, что cN—а ^ ^ ^ Ф 0. Для этого используем 

предположение, что хотя бы в одном из неравенств (14) или (15) 
имеет место строгое неравенство. Здесь возможны несколько слу
чаев. Если J >  | |, то в силу доказанного | ос |̂ ^  1 и, сле
довательно, cN—амаыФ §. Если строгое неравенство достигается 
в (14) для некоторого r0, 1 — 1, то из (18) получим, что
cio—aiaa io | >  16,-J, и, следовательно, имеет место неравенство 
a j„+il <  1 . По индукции далее легко устанавливается неравенство 
a,°| <  1 для i ^  t0 +  1. Следовательно, в этом случае будем 

иметь | а ^ | < 1 ,  и поэтому см—амаыФ 0. Если |с0| > | 60{, то 
неравенство |а , - |< 1  имеет место, начиная с t =  l. Поэтому снова 
получим !<%!< 1 и Сх— ама,хФ 0. Лемма доказана.

З а м е ч а н и е  1. Условия корректности и устойчивости алго
ритма (6)—(8), сформулированные в лемме 1 , являются лишь 
достаточными условиями. Эти условия можно ослабить, разрешив 
некоторым из коэффициентов at или bt обращаться в нуль. Так, 
например, если при некотором — 1 окажется, что
ат = 0, то система ( 1) распадается на две системы:

стУт~Ьтут+1 =  /л, i = m 9
— Я/0/-1 +  ciy i—biy i+1 =  f h т +  1 <  i <  N — 1 , 
—aNyN-i +  cnVn — i — N

для неизвестных утУ ym+u . . . ,  yN и
с0Уо b0y1 — f0, i = 09

— я/У/ - 1 +  c —Ъ{у{+1 = f it 1 <  i <  m —2,
- \Ут -2^ГСт- \У т -1 =  fm-1 “Ь Ьт-\Ут
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для неизвестных у0, ylt . . . ,  ym- t. К каждой из этих систем 
можно применить алгоритм (6)—(8), если для них выполнены 
условия леммы 1. Но в этом случае формулы (6) — (8) можно 
использовать для нахождения решения сразу всей распадающейся 
системы ( 1), причем алгоритм будет корректен и устойчив.

З а м е ч а н и е  2. Условия леммы 1 обеспечивают коррект
ность и устойчивость алгоритмов левой и встречных прогонок. 
Эти условия сохраняются й для случая системы ( 1 ) с комплекс
ными коэффициентами ah bt и ci.

Покажем теперь, что при выполнении условий леммы 1 си
стема ( 1 ) имеет единственное решение -ури любой правой части. 
Действительно, учитывая соотношения (7), непосредственным 
перемножением матриц можно показать, что матрица Л системы 
(1) представляется в виде произведения двух треугольных матриц 
L и U

л = ш .

^ 0 0 0 0 • • • 0 0 0 0
— f l i A i 0 0 • • » 0 0 0 0

0 — Л 3 0 . . . 0 0 0 0
0 с) —  а3 А з » • * 0 0 0 0
•

0
*

0
•
0

§
0

• i 1 •
А д г - з

•
0 0 0

0 0 0 0 i . .  — aN - 2 0 0
0 0 0 0 » . . 0 ~ a N ~ i 0
0 0 0 0 * i • 0 0 ~ a N А л '

I —  <Xi 0 0  . . .  0 0 0
0 I — а 2 0  . . .  0 0 0
0 0 1 —  а 3 • . .  0 0 0

и = = . « . • • . .  . . .

0 0 0 0  . . .  1 - 0
0 0 0 0  . . .  0 1 “ a iV
0 0 0 0  . . .  0 0 1

и Д 1 =*С1 —afLh t = l ,  2, Так как

N
det Л =  det L • det U = с0 Ц  A/t

с = I

а в силу леммы 1 с0 Ф  0 и А,, ф  0 для t =  1,2,  . . . ,  N, то det Л Ф  0. 
Поэтому система (1) в случае выполнения условий леммы 1 имеет 
единственное решение, и это решение может быть найдено по 
методу прогонки (6)—(8).

4. Примеры применений метода прогонки. Рассмотрим некото
рые примеры применения изложенного выше метода прогонки.
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П р и м е р  1. Первая краевая задача. Пусть требуется решить 
следующую задачу:

(k(x:)и' (x))' — q(x)u(x) = — f{x), 0 < х < / ,
и (0) =  рц ы(/) =  р2, k ( x ) ^ c 1> 0 ,  <7( х ) > 0. '

На отрезке О ^ х ; ^ /  построим произвольную неравномерную 
сетку ш =  {л:;£[0, /], t =  0, 1 , N,  хо =  0, xN=l )  с шагами 
hi = xi— x i. и i = l , 2, . . . , N  и заменим (19) следующей разност
ной задачей:

(аУх)х, г— djtji =  — ф,-, 1 1 ,
г/о =  М-1 . Vn = V  *. 1 ’

где di = q(xt), ф,- =  /(х (-), а для а{ используем простейшую аппрок
симацию коэффициента k(x): at = k (х,-—0,5h£). Расписывая раз
ностную производную, входящую в (20), по точкам

yi+i—yi
+ i

■а{ yi—yj-i
hi ,

где %i =  0,5 (hi + hi+1)—средний шаг в точке xt, получим, что 
задача (20) записывается в виде системы

С0у0 ВоУх r— fq , i =  0,
- А м - г  + С м - В м + ^ Ь ,  l < t < t f - l ,  ( 1*)
— А#Ум-1~{-СмУм = fa, i — N.

Здесь

В0 — An 0, Со Ср/ 1, h  Ш.> fw И“2> ft Ф/»

А — а‘ В-
A i~%ihi’ ‘

ai+i
hihi+1

C i^ A i  + Bi + di, l < i < W — 1 .
(21)

В силу построения разностной схемы (20) для коэффициентов 
а( и dt выполнены следующие условия: а ^ с х > 0, d ^ 0. Поэтому 
из (2 1 ) следует, что для ( 1") условия леммы 1 выполнены, и эта 
задача может быть решена методом прогонки.

П р и м е р  2. Т ретья краевая задача. Рассмотрим теперь слу
чай краевых условий третьего рода:

(k (х) и' {х)У— q (х) u(x) — — f  (х), 0 <  х <  /,
k(0)u'(0) = K1u(0)— щ, (22)

— k (/) и' (I) =  х2м (/)—р2.

Будем считать выполненными следующие условия: k (х) ^  q  >  0, 
q { x ) ^  0, 0, х2^ 0, причем, если ^(х) =  0, то Xi +  xjj^O .
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На введенной выше неравномерной сетке задача (22) аппрок
симируется следующей разностной схемой:

(аУ1)х, t— dtVi=  —ф<> 1 < 1 <  N — 1 .

■^aiyx,o = {do + j ^ ^ i )  Уо— (фо +  ^М т) , t =  0, (23)

~ J ^ axy*N = {d* + i K* ) y * ~ { v N  + j^Vz) , i = N,

где коэффициенты ait dt и ф,- выбраны указанным в примере 1 
способом. Расписывая вторую разностную производную (ау-)~ 
по точкам, а также первые производные

,,  _ y i + i — Vi
У х hi+1 ’ Ух>‘~  iH ’

сведем (23) к виду (1"), где

Вл 2ai л _  2 aN

! аГ  Alf~ W
CN— AN-\-dN-\-'N

A,.= %ih{’

■N~

Bi
hN

g|4l
hfii+i

C0 — B0 +  d0 +
2 2 

fo ==(Po +  ^ H ' i »  /W == Флг +  ^ И ^

+  +  / /~Фм — 1 .

Легко проверить, что и в этом случае условия леммы 1 также 
выполнены.

П р и м е р  3. Разностные схемы для уравнения теплопровод
ности. Рассмотрим первую краевую задачу для уравнения теп
лопроводности:

д а ____д2и
dt дх2 9 0 < х < 1 ,  t >  0,

и (0, 0 = ы 0 , ч(1, 0 =  М 0 >
и(х, 0) =  ы0(х).

(24)

На плоскости (х , t) введем сетку со = {(xiy /„), x{ — ih, t =  0, 
1 , . . N, h = l/N, tn = nr, n — 0, 1 . . . }  с шагом h по простран
ству и т по времени. Аппроксимируем (24) разностной схемой

^ , , = ^ + ( 1 - 0)4 ,,

й = М С |) .  id —. . t o ) ,  п —о, 1 .........

где о —вещественный параметр, y1 = y(xh tn),

Уж, (У1+1~2У1 + У{-1). Уи i =  7  (y i^—yt)- (26)

Известно (см., например, [9]), что схема (25) имеет аппрок
симацию 0(т +  /г2) при любом о, 0 (т2 +  й2) при а =  0,5 и аппрок
симацию О(т2 +  №) при а = 1 / 2 —й2/( 12т). Условие устойчивости
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схемы (25) по начальным данным имеет вид
о > 1 / 2 —/г2/(4т). (27)

Обратимся теперь к методу решения уравнений (25) относи
тельно у?+1. Считая уi уже известным, запишем (25) в следую
щем виде:

Уо+1 ~  На (̂ ra + i)> У ^ 1 ^  Щ (̂ ra + i)>

где Ф?” ^ У? +  ("5"— l j  У- если ст =̂= 0. Используя (26), све
дем  эту схему к виду (Г),  где B0 = AN = 0, С0= С ^ = 1 ,  /0=

=  M'l + + =  ^ 1 =  Д2 > ^/  =  ^ / + 5 /  +  — , // =  ф?,
— 1 . Найдем условия, при которых построенную си

стему (Г') можно будет решать методом прогонки. Из леммы 1 
следует, что должно быть выполнено условие 12//i2 + 1 /(сгт) | ^  
^ 2 / / t2. Решая это неравенство, найдем достаточное ^условие 
применимости прогонки — h2/(4т). Сравнивая это неравенство 
с (27), получим, что если для схемы (25) выполнено условие 
устойчивости (27), то для нахождения решения на верхнем слое 
можно использовать метод прогонки.

П р и м е р  4. Нестационарное уравнение Шредингера. Рас-
ттт • ди д2исмотрим нестационарное уравнение Шредингера l "§7 ==,gj2 >

0 < * < / ,  £ > 0, и(0, t) = u (l , t) — 0, и (0, х) = и0(х), i = Y — 1 .
Для этого уравнения, так же как и для уравнения тепло

проводности (24), можно построить двухслойную схему с весами

iyt k = ay1+1 + ( 1  — о)уИ , 1 ,
Ux x , k  14  ^ х х , к 9 ^ ^  9 (28 )

У*=У% = 0, y°k = u0(xk),

где параметр a = o0 + ia1 может принимать значения в комплекс
ной плоскости. Схема (28) имеет погрешность аппроксимации 
0(x + h2) при любом а, при а =  0,5 она равна 0 ( t2-f/i2) и при 
а=1/2  — h2i/( 12т) погрешность аппроксимации равна 0 (t2 +  /i4). 
Условие устойчивости по начальным данным имеет вид

a0 =  R ecr>0,5. (29)
Схема (28) обычным образом сводится к системе (чГ), и условия 
леммы 1 принимают следующий вид: \2/h2 + i / (ox) \ ^2/h2. Решая 
это неравенство, получим, что метод прогонки нахождения ре
шения схемы (28) на верхнем слое при выполнении условия 
a ^ I m a ^ —h2/(4т) будет корректен.

Таким образом, для рассматриваемого примера условие при
менимости метода прогонки не совпадает с условием устойчиво
сти самой разностной схемы по начальным данным.
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§ 2. Варианты метода прогонки
1 . Потоковый вариант метода прогонки. Рассмотрим вариант 

метода прогонки, применяемый при решении разностных задач 
с сильно меняющимися коэффициентами. Примерами таких за
дач являются задачи гидродинамики с теплопроводностью и 
магнитной гидродинамики, где коэффициенты теплопроводности, 
электропроводности зависят от термодинамических параметров 
среды. В случае тепловых задач могут иметь место адиабатиче
ские участки, где теплопроводность отсутствует, а также изо
термические участки, где теплопроводность бесконечно велика. 
В магнитных задачах—соответственно идеально проводящие и 
неэлектропроводные участки.

Часто в таких задачах, помимо самого решения, требуется 
найти еще и поток тепла (тепловая задача). При решении раз
ностных уравнений второго порядка, к которым сводятся раз
ностные схемы для этих задач, по формулам обычной прогонки 
часто происходит значительная потеря точности. Последующее 
использование численного дифференцирования для вычисления 
потока приводит к неудовлетворительному результату. Изба
виться от этого недостатка удается путем перехода к так назы
ваемому потоковому варианту метода прогонки. Формулы для 
этого варианта прогонки можно получить в результате преобра
зования формул обычной прогонки.

Итак, рассмотрим разностную краевую задачу

Формулы правой прогонки (см. (6)—(8) § 1) для задачи (1) 
с учетом (2) принимают вид

Введем новую неизвестную сеточную функцию (поток) по 
формуле

+  Я,-+!#<•+1 =  fb 1 <  i <  N — 1
О)У о ^ii/i “  Ма» Vn 2̂Un - i И'г*

где

Щ ~ — а1(У1—У{-1)> i — U 2, N, (7)
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(8)

'И перепишем ( 1) в виде
wi+1— wl + dlyi = f i, 1 1 ,
Уа ^«/i —Hi. j “  0>

—и^дг +  адК!— х , ) ^ —a ^ , ,  i =  W.

Из (7) найдем

0/ =  0/+i +  j7 T “»/+!• 1‘ =  °. !. •••» ЛГ— 1 ,**1 + 1

и подставим это выражение в (4). В результате найдем соотно
шение, связывающее yt+1 и

гг»,-+1 4-й;+1 (1 a i+i)y i + i ~ a/+iP/+i* t =  0, 1, 1.

Вводя обозначения

сс£ =  #^(1 с£г*), P(= ®j*P/i J “ l> 2 , * • •, ЛГ,
перепишем это соотношение в виде

' о’/ +  а ^ /  =  Р/, / =  1, 2, iV. (9)

Заметим, что уравнения (8), (9) образуют алгебраическую 
систему, содержащую 2Л7 -j- 1 уравнение относительно 2Л7 -f- 1 не
известных у0, у1г . . . ,  yN и wt, ш2, . . . ,  wN. Структура этой 
системы такова, что она распадается на две независимые систе
мы для неизвестных у0, уг, . . . ,  yN и wlt w2, . . . ,  wN. Построим 
эти системы.

Выразим из (9) у (: у( =  (Р,—Wi)/a{, г =  1, 2, . . . ,  N и под
ставим в уравнения системы (8) для t = l ,  2......... N.  В резуль
тате получим уравнения

W'ЛГ =
«UN [(Ь

djfo—Uift
а/ +  di

Иг) PiV
i = N — 1, N —2..........1 ,

( 10)
( 1 — X a )  f l . v  " Г  a , y ' / . 2

решая которые последовательно найдем все wt.
Получим теперь уравнения для yt. Для этого выразим wt 

из (9): а>,- =  — ос^ +  р,, t =  1, 2, . . . ,  N и подставим в (8) для 
t = l ,  2, . . . .  ЛС В результате получим уравнения

Si
«<•+!

а/ +  4; г/г+х fi—Pf+l4~Pt
a/+d; ’

(1—к2)

N — 2, • t 1 ,

(П)

для последовательного вычисления yt.



Напишем рекуррентные формулы для определения а( и pt-. 
Используя (5) и (6), найдем

ai+i — ai+1 О ai+1)
Qi+i [g,-(l— afi +  dt]
а ц - i + d i + c i i  ( 1 — a,-)

ai+i (<*i+di) 
ai+1 +  Щ ~t d; ’ (12)

P/+i — ^i+iPi+i

1= 1, 2.........
. ai + i (/i'4~ Pi) 

+  ’

N — l, a 1 =  a 1 ( l —x j ,  
t =  1, 2, . . . ,  W— 1, (13)

Из условий (2), (3) и формул (12) следует, что а ,-^ 0 . Тогда 
коэффициент a,-/(af +  d() в формуле (10) не превосходит едини
цу, что обеспечивает устойчивость алгоритма при вычислении wt. 
Далее, так как из условий и dt > 0 следует, что af+1<
<  a(-+1 +  «,- +  î> то в силу (12) справедливо неравенство a{+i <  
< a i -1 d[. Поэтому коэффициент al+i/(ai -\-dt) в формуле (11) 
всегда меньше единицы, что обеспечивает устойчивость при вы
числении у{. Отметим, что знаменатель в выражениях для wN и 
yN всегда больше нуля.

Итак, алгоритм метода потоковой прогонки описывается 
формулами (10)—(13). Отметим, что указанными рекуррентными 
формулами для а,- и р,-, а также выражениями для yN и wN 
целесообразно пользоваться, если а /+1 < 1 .  Если ai+1^  1, то 
рекомендуется использовать следующие формулы, получаемые 
из (10)—(13) делением числителя и знаменателя дробей на ai+1:

п  ___  ai +  dj о  ____  fj +  pi
1 + 1 1 +  (a i ~г d;)/a;  + 1 ’ l  + i  1 -j- (<Х[-\-(1;)/а;+1 ’

__X$N/ON±jl2_  w (1—Xjj) Рл'—Q-N\x1
UN 1 — X2 ’ N ,1 — X2 4“ X-2aNiaN

Подсчитаем число арифметических действий, которое необхо
димо затратить для реализации (10)—(13). При разумной орга
низации вычислений, когда общие для нескольких формул вы
ражения вычисляются один раз, а общие множители при 
нескольких слагаемых выносятся за скобку, число действий для 
(10)—(13) составляет Q =  21Af+l  операций. Это примерно в 
2 раза больше того числа действий, которое нужно было бы 
затратить, чтобы по формулам обычной прогонки найти реше
ние уj задачи (1), а затем по формуле (7) найти поток wt.

2. Метод циклической прогонки. Рассмотрим теперь следую
щую систему:

— а!У1-1 + с{У!— biyi+i = fi, f =  0, ± 1 , ± 2 , . . . .  (14)

коэффициенты и правая часть которой периодичны с периодом N:

a t ~ a i+N> b i =  bi+N> Ci ~ Ci+N> f i  =  f i+ N-  (15)

К системам типа (14), (15) мы приходим, например, при рас
смотрении трехточечных разностных схем, предназначенных для 
отыскания периодических решений обыкновенных дифференциаль
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ных уравнений второго порядка, а также при приближенном 
решении уравнений с частными производными в цилиндрических 
и сферических координатах.

При выполнении условий (15) решение системы (14), если 
оно существует, тоже будет периодическим с периодом N, т. е.

У i — У i+N- (16)
Поэтому достаточно найти решение yh например, при i =  
= 0 , 1, N — l. В этом случае задачу (14)—(16) можно запи
сать так:

— <кУ*-1 + СвУо— ЬоУ1 =/о.  г =  0,
—а д --1 +с,.г/,.— biyl+1 = f it < ’

Уи = Уо- (18)
Условие (18) мы добавили к системе (17), чтобы из уравнения 
системы для i = N — 1 не исключать yN, заменяя его на у0. Это 
позволяет сохранить единый вид для уравнений (17) при i — 
=  1, 2..........N — 1.

Если ввести векторы неизвестных Y = ( y 0, ух, . . . ,  yN_^  и 
правой части F = ( f 0, Д, . . . ,  Д ^ ) .  то (17), (18) можно запи
сать в векторном виде A Y = F ,  где

Со - b o 0 0 . . .  0 0 — a0
— ч Cl - b i 0 . . .  0 0 0

0 — а2 с2 - ь 2 . . .  0 0 0

0 0 0 0 . . . cN _з —  bN - з 0
0 0 0 0 . . . — aN - 2 CN - 2 " Ь N — 2

~ bN - i 0 0 0 . . .  0 —  a N - i CN - 1

— матрица системы (17), (18). Присутствие отличных от нуля 
коэффициентов ай и bN_1 в (17) не позволяет решать эту систе
му методом прогонки, описанным в § 1. Для нахождения реше
ния системы (17), (18) построим вариант метода прогонки, ко
торый называется методом циклической прогонки.

Решение задачи (17), (18) будем искать в виде линейной 
комбинации сеточных функций и,- и о,-

У1 = и1 + У<Рь 0 (19)
где ы,- есть решение неоднородной трехточечной краевой задачи

— atUt-i + CiUt— biU i+ ^fi, 1 1 ,
и0 =  0, uN=  0 (20)

с однородными краевыми условиями, a vt—решение однородной 
трехточечной краевой задачи

— aivi_1 + civi— bivi+1 =  0, 1 < 1 < У — 1 ,
»о= 1 . VN= 1 1 ’

с неоднородными краевыми условиями.
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Найдем, при каком условии у{ из (19) есть искомое решение. 
Умножая (21) на у0, складывая с (20) и учитывая (19), полу
чим, что уравнения системы (17) для t — 1, 2, . . . ,  N — 1 будут 
выполнены. Из краевых условий для и{ и vt следует, что будет 
выполнено соотношение (18). Таким образом, если у{, опреде
ляемое по формуле (19), будет удовлетворять оставшемуся не
использованным уравнению системы (17) для i = 0, то задача 
будет решена. Подставляя (19) в это уравнение, получим

— W / t - i — ajW/f-!  +  соУо—bQul—Ьйу(р 1 =  / 0. (22)
Таким образом, если выбрать у0 по формуле

__ /о ~Ь г ~f bpUj 
Со — M i 9 (23)

то равенство (22) будет выполнено, и следовательно, решение 
задачи (17), (18) можно найти по формуле (19).

Остановимся теперь на решении систем (20) и (21). Они 
являются частными случаями трехточечных систем уравнений, 
для которых в § 1 был построен метод прогонки. Для (20) и 
(21 ) формулы прогонки принимают следующий вид:

w/ = a f+iMf+i-bP/+i» I==W— 1, N —2, . . . ,  1, uN=  0, /24)
0 / = « / + Л +1 +  Y/+1. i = N — 1. N — 2..........1, vN= \ ,

где прогоночные коэффициенты a f, р,- и yt находятся по следую-
щим формулам:

/у . _  bt i =  1 , 2 , «i =  0, (25)Ci — 9

Pl+l _  / |+  Я/Р/
Ci — diOLi 9 i =  l, 2, . . . .  N, P i= o , (26)

V;+i
_ t =  l, 2 , Vi =  l- (27)Ci— *

Преобразуем (23). Из (24) получим uN. 1= a /l/uN+  
vN- 1 — yN+ aN. Подставим эти выражения в (23) и учтем усло
вия (15), (25) — (27):

_  fN-+-aJvf>N+$Nui _  +
CN  a N ^ N —  ^ N ^ N — bNVi  l —  YAf+i— a-N+iVi

Мы построили алгоритм решения задачи (17), (18), который но
сит название метода циклической прогонки:

0&2 — bilc1> р2 f  lA'ii Тг ai!ci>
„  Ь‘ R fi +  a$i _  am

i+i с,— a,a;* ' ‘+1 с,— a,a,-’ ' ,+1 е, — ацщ'
i = 2, 3, . . . .  N;

UN -  ! =  Рд/, VN _ 1 =  «дг+  yN ,
Uj =  c i j+1Uf+ 1 -\-fii+1, Vi =  a i + l v i + i  +  y i + l ,

i = N - 2 ,  N - 3, . . . ,  1;

У* i - y N+1- aN+lVl> Vt » И Л •

(28)

,, N — l.



Элементарный подсчет показывает, что для его реализации 
требуется 6 (N— 1) умножений, 5N —3 сложений и вычитаний и 
3iV+l  делений. Если не делать различия между арифметичес
кими операциями, то общее их число есть Q =  14W—8.

Исследуем вопрос о применимости и устойчивости алгорит
ма (28). Имеет место

Л е м м а  2. Пусть коэффициенты системы (14), (15) удов
летворяют условиям

Ы > 0 ,  | М > 0 ,  М Ж 1  +  1М. * = 1 . 2 ..........N, (29)
и существует такое l ^ t 0^ iV , что |с/о| >)<*/J  +  I&/J. Тогда

Н— аР чФ О, К | < 1 , | а / |  +  1Т/ 1< 1 » * =  2 , 3, . . . .  N,
1 — Тлг+1—1

Действительно, так как ос,-, ^  и уt есть прогоночные коэф
фициенты метода правой прогонки, примененного к решению 
задач (20) и (21), а в силу (29), условия леммы 1 выполнены, 
то из леммы 1 следует справедливость неравенств

С г-а р {Ф 0, | а , . | < 1 , i =  2 , 3, . . . .  N,
I Ci— api | >  | с{ |— | а, 11а, | >  | bt\ >  0. (30)

Далее, на основании условий леммы 2, 1^ l +  I M ^ k i l  и» 
следовательно, | сс21 + 1 1 ^  !• Отсюда методом индукции полу
чим неравенства

i — 2 , 3, • ) N, (31)
так как

K + i l  +  lYi+i ■ 1»/| +  |д/Пт/1
I | C i - a w  I

^  |а<| +  1&<|— \<Ч I (1 — lv<l) ^  
^  lc, l  —|e , - | | « i l  ^

^  \ai\-\-\bj\ — |g/ | |«f|  
k /|—1 «Г11 otf 1 < 1

и имеет место (30). Заметим, что |с, | >  |а,-| +  | 6/ | для i =  iQ и, 
следовательно, |a,-0+i| +  | Y/0+il <  1- Отсюда следует, что для 
i ^  г0 + 1  имеет место строгое неравенство | а,-1 + 1Т/1 <  1 • Так 
как 1 < t 0< N ,  то |улг+1| <  1 .

Нам осталось показать, что 1—у.лг+1— На осно
вании (28) и (31) получим

I vn - i I ^  I “ л г Н - 1 У л г | ^  1 .

а далее методом индукции докажем неравенства |o ; |s ^ l ,  1 ^  i ^  
— 1, так как в силу (31)

|o/|<l«/+il|Oi+il + IV/+il<K+il + lY/+l K l.



В частности, I ^ K l .  Отсюда, с учетом доказанного неравенства 
laAr+il +  l Yn +i \ <  делаем вывод, что
11 Тлг+i &n +tP i I ^  1 I Yn +i I la iV+i 11̂ 1 I ^

^  1 Yn +i \ > 0 -
Лемма 2 полностью доказана.

В заключение заметим, что от правой части f t зависит про- 
гоночный коэффициент р; и, следовательно, ut и у(. Прогоночные 
коэффициенты а,. и у/? а также не зависят от /, и при реше
нии лишь первой задачи из серии вычисляются и запоминаются. 
Это позволяет вторую и каждую следующую задачу из серии 
решить за Q = 9N—4 действий.

3. Метод прогонки для сложных систем. Продолжим построение вариан
тов метода прогонки для решения систем разностных уравнений с матрицами, 
отличными ст трехдиагональпых. В п. 2 метод циклической прогонки при
менялся для решения систем, матрицы которых содержали вне главных 
диагоналей только два ненулевых элемента. Рассмотрим теперь более общий 
случай.

Пусть требуется решить следующую систему уравнений:
N -  1

СоУо— 2  dj y j — y<>yN=fOf i =  О,
/=1

— ф,Уо — a ty j- i  +  Ciyi—bjyi+1 — $ iy t f= f i ,  l < i < N — 1, (32)
N- 1

— q w o — 2  Sjyj +  cNyN=iN> i= N .
i= i

Система вида (32) возникает при аппроксимации обыкновенных диффе
ренциальных уравнений второго порядка в случае связанных краевых усло
вий, при нахождении решений, удовлетворяющих дополнительным условиям 
интегрального типа, и в ряде других случаев. В частности, в таком виде 
могут быть записаны все рассмотренные выше системы разностных уравнений. 
Например, если в (32) положить

di = b0, фу_1 =  Яо> di = 0, 2 ^ i ^ N  — 2,
ф/ =  A  =  gi = 0, 1 <  i <  N— 1,
Фо —0» q>N=cN = l*  fN=®> 

то мы получим задачу (17), (18).
Если ввести векторы Y=--(y0,~ylf . . . ,  yN ) и F =  (/0, . Ду)> то (32) 

можно записать в векторном виде A Y —F , где
А —

Со —  d1 —  d2 — d3 , 1 1 со — djsr- 2 — dN - i —  Ф 0

гН1э-
■ 

1 Cl ~ А 0 0 0 0 j— 4>i
--- ф2 — а2 с2 —  ь2 0 0 0 \ - b
—  Фз 0 —  а3 с3 0 0 0  |! —  'Фз

“  Ф Л '-з 0 0 0 CN- 3 &N -з 0 1j — Флг- з
— <$N-2 0 0 0 . . .  ajy _  2 CN-2 —A v - 2 Флт- 2
—  Ф.У -1 0 0 0 0 — aN- i CN - 1 : —  6 у ~ 1  —  Ф / / - 3

—  ф N —gi —  §2 —ёз 00131 —8n - 2 —£n - i Cn
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Видно, что матрица Л получена окаймлением трехдиагональной матрицы при 
помощи столбцов и строк со всех четырех сторон. Заметим, что при другом 
упорядочении неизвестных Y*= (у±, у2, . . ум> у 0) система (32) запишет
ся в виде A*Y* — F*y где матрица Л* получается окаймлением той же 
трехдиагональной матрицы, но только при помощи двух столбцов справа и 
двух строк снизу.

Переходим к построению метода решения задачи (32). Решение задачи (32) 
будем искать в виде линейной комбинации трех сеточных функций щ, о/ и до/:

yi =  Ui +  yffli +  yNWi> O ^ i ^ N ,  (33)
где и/, Vi и до/ есть решения следующих трехточечных краевых задач:

— 1 + c m — Ьцч+х= fi, 1, \ (34)ОIIОIIо /
—ЩЩ- i + с м — btvi+i =  Ф/, 

d0 =  1, t>yv=0;
1 1, j (35)

— СЦШ; _ i +  CiWi — biWi + i  =
ДО0= 0 , Wj\r=l.

1, | (36)

Из (33) — (36) видно, что для \ < i < N — 1 уравнения системы (32) вы
полняются. Краевые условия для «/, о/ и до/ обеспечивают превращение (33) 
в тождество при i =  0 и i =  N. Таким образом, если будут решены задачи 
(34) —(36) и найдены у 0 и у х ,  то формула (33) будет определять решение 
исходной задачи (32). Найдем сначала у0 и у ^ .

Значения для у0 и у ^  найдем, используя уравнения системы (32) при 
1 =  0 и i — N. Подставляя в эти уравнения г// из (33), получим систему из 
двух уравнений для у0 и yN:

N - 1 \  /  N - 1 \  N - 1
Со— 2  dJvJ ) уо~ ( ^ 0 +  2  d/ wj ) y N = f o +  2  di uJ>

/  N - 1 \  /  N - 1 \  N - 1
— М Р Л Г +  2 .  gJvJ j  Уо+ i ^ N —  2  8 j W j J y N = f N +  2  8 ju/ ‘

Если детерминант этой системы
/  N - 1 \  /  N - 1 \  /  N - 1

А = ( с 0— 2  di vJ ) [ ^ N~ y S  8jW/J — \V o +  2  dJwi
N - 1

<Pjv+  2

(37)
отличен от нуля, то она имеет единственное решение 

ЛГ|-1 \  /  N - 1

У 0=
/ Щ-1 \  /  N -1 \( “̂ 2 gjwj j y f o + 2j

+(i>0 + 2 , djWj^fN + £

(™+2 2
N - 1 v /  / / - 1

+ ( c« -  2  dJvJ ) ( 2  £/“/
/=i / \  /=i

(38)

(39)

Рассмотрим теперь метод решения вспомогательных задач (34) — (36). 
Так как здесь мы имеем дело с обычными краевыми задачами для трехто-
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чечных уравнений, то можно использовать метод прогонки, описанный в § I* 
Для (34) — (36) формулы алгоритма правой прогонки принимают следующий 
вид:

1 =  ^ — 1, . .. 0, U-M=0,
vi =  a i + ivi+i 4" Vi + i> i = N — 1, . . . .. 0, vN =  0,

i =  1, . . . 0, w n =  1.
где прогоночные коэффициенты оь/, (J/, у/ и б/ определяются по формулам •

a/+i=

i=  1, 2,

Y/+i=

bi о .  +_ _ » Pi+1”"" Л „ *
С /  CL(OLl С/  а / О С /

.... JV—1, а! =  0, Pi =  0,
ф/ +  а/V/ Л . __% +  а/б(-I О/ •(. f —*"     ■ $
С/ —  Я/ОС/ С/ —  Я/ОС/

i = l ,  2, N - 1, v i=  1, 6i =  0,

(41)

Таким образом, для задачи (32) метод прогонки описывается формулами 
(33), (37) — (41).

Рассмотрим теперь вопрос об устойчивости и корректности предложен* 
ного алгоритма. В силу леммы 1 условия

| а/1 > О, |6 / |> 0 ,  \ci\Z2  |я / |  +  |6 / |,  1 (42)

достаточны для устойчивости и корректности метода прогонки (40) — (41) ре
шения вспомогательных задач (34) — (36). Можно показать, что если исходная 
система (32) имеет единственное решение, то детерминант А, определенный 
формулой (37), отличен от нуля. В этом случае формулы (38) и (39) для 
вычисления у 0 и будут корректны. Сформулируем полученный результат 
в виде леммы.

Л е м м а  3. Если система (32) имеет единственное решение и выполнены 
условия (42), то алгоритм (33), (37) —(41) метода прогонки для задачи (32) 
корректен и устойчив.

Заметим, что формулировка простых и в то же время не слишком огра
ничительных достаточных условий разрешимости системы (32) является слож
ной задачей. Приведем пример условий, которые обеспечивают корректность 
и устойчивость предложенного алгоритма. Пусть матрица системы (32) имеет 
диагональное преобладание, т. е. выполнены условия

I Ci | ^  | а/1 +  | bi | +1ф/1 +  | ф/1» 1 —1, (43)
N -  1 N - 1

I со I ^  I Фо I +  2  1^*1» I CN  I ^  I ФN  И " 2  I I» (44)
/= 1 /= 1

К* | > о, |б / | > 0, 1 <  г <  7V — 1, I с0 I > о, \cN \ > 0,

причем, хотя бы в одном из неравенств (43) или (44) выполняется строгое 
неравенство.

Укажем основные этапы доказательства. Сначала доказывается, что имеют 
место неравенства | а/1 + 1 у / |  + 1 б /1 1, 1 < ; i < ; N. Далее доказываются не
равенства | Vi | + 1 Wi | ^  1 для 1 <; i <; Ny причем, если в (43) хотя бы для 
одного i выполняется строгое неравенство, то для всех 1 ^  i <; N верны не
равенства 10 / | +  | о>/| < 1. Далее имеем

W -1  N - 1

со— 2  dJvJ * 1* 1 - 2  ИуИи/ 1^ | * в 1+
/= 1 /=1

N - 1 N - 1 N ~ 1

+  2  и —К 1)М /1^Н Ф о1 +  2  \ wi \ \ dj \ ^  Фо+ 2  wi di  
/=1 /=1 /=1
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и аналогично
N -  1

^ — 2  8JWJ /= 1

ЛГ-1
Флг+ 2  8JVJ ' i= i

причем хотя бы в одном из этих неравенств достигается строгое неравенство. 
Отсюда следует, что детерминант А, определенный в (37), отличен от нуля* 
Устойчивость и корректность метода прогонки для решения вспомогательных 
задач (34) —(36) следуют из (43).

В качестве примера задачи, сводящейся к (32), рассмотрим схему с весами 

»t, i =  <*УI*\ + 0  —1о) у?х K i < N — 1,

Упй—Ук = НУп)> уЪ — у1 = \**(1п)’ t45)
t/i — uo (*,), п =  0, 1, . . . .  1 1,

аппроксимирующую уравнение теплопроводности со связанными (нелокаль
ными) краевыми условиями

ди д2и Л ,
Ж ~ д ^ ’ 0<х<1< t>0>
«(0, t ) - u ( v ( t ) ,  t) =  H (t), 
и (l, t) — u(v(t) , t) =  ll2 (t), u(x , 0) =  « o (4

где функция x = v(t) принимает значения от 0 до /. Отметим, что в схеме (45) 
кривая х — v (t) аппроксимирована ломаной Xk = v ( tn), так что точки (х& tn) 
являются узловыми точками сетки.

Разностная схема (45) записывается в виде системы (32) относительно 
У1 =  у2+1 при следующих значениях коэффициентов и правой части (а Ф 0):

с 0 =  1 ,  /o =  pti  ( ^ я + i ) .  Фо =  0 ,  dj =  0 ,  j ^ k y
C N ~  1, Q k ~  f N ~  1̂ 2 i^n + l)* Ф7V==0>
ф / =  Ф/ =  0, ai — bi — l / / i2, Cj- =  fl/ +  ft/ +  1/(ат),

,=  l ' 2....... * - ' •

Отсюда получим, что требование 12//i2+  1/(стх) \ > 2/h2 обеспечивает вы* 
полнение условий (43), (44). Следовательно, npnjа > — й2/(4т) для нахожде
ния решения схемы (45) на верхнем слое можно использовать описанный 
здесь вариант метода прогонки, который будет устойчив и корректен.

4. Метод немонотонной прогонки. Вернемся снова к методу 
прогонки решения трехточечных уравнений:

с0Уо Ь0у х =  /о 1 t =  0,
—aati-1 +  С1У,— Ь,-у{+1  =  1 =  1, 2, . . . ,  N — 1, (46)
—йлгг/лг_1 +  слгг/лг =  /лг, i = N,

который был построен в § 1. Напомним, что в алгоритме правой 
(левой) прогонки неизвестные у{ находятся последовательно при 
движении в сторону уменьшения (увеличения) индекса i. При 
этом у{ выражается только через соседнее неизвестное. Такая
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структура алгоритма дает основание назвать построенный метод 
методом монотонной прогонки.

Монотонный порядок определения неизвестных у{ на обратном 
ходе метода порожден естественным порядком исключения неиз
вестных из уравнений на прямом ходе. Таким образом, метод 
монотонной прогонки есть метод исключения Гаусса без выбора 
главного элемента, примененный к специальной системе линей
ных алгебраических уравнений (46) с трехдиагональной матрицей. 
Известно, что такой вариант метода исключения Гаусса корректен 
для случая систем уравнений с матрицами, имеющими диаго
нальное преобладание. Для системы (46) это утверждение дока
зано в лемме 1 .

Остановимся на этом более подробно. Напомним, что в § 1, 
п. 1 на l-м шаге процесса исключения неизвестных в системе (46) 
была получена «укороченная» система

(сг—а ^ )  yl— blyl+1 = f, +  Ufa, i - l,
—adfi-i + ca t— btyl+1 = ft, / + 1 1, (47)
— аыУм-1 +  cn \)n — f/f

для неизвестных yt, yt+1, . . . ,  yN. Предполагая, что ct—ala[ от
лично от нуля, мы преобразовывали первое уравнение системы (47) 
к виду

& =  «i+tf»+i +  Pi+i. «*+i =  M C |—а,«г) (48)

и использовали его для исключения yt из уравнения (47) при 
i =  I -f- 1 . Лемма 1 утверждает, что если матрица Л системы (46) 
имеет диагональное преобладание, то справедливо неравенство 
|сг—а[а11 ^ |Ь г |. Следовательно, в первом уравнении системы (47) 
коэффициент при yt по модулю больше коэффициента при yl+i. 
Поэтому выбор главного элемента по строке осуществлять не 
надо, переход к виду (48) корректен и условие устойчивости 
|а г+11 sc; 1 автоматически выполняется.

Если же диагональное преобладание не имеет места, то га
рантировать отличие от нуля величины сг—atа,, равно как и 
неравенство |a 2+ i l ^ l >  невозможно. В этом случае алгоритм 
монотонной прогонки может породить деление на нуль или силь
ную чувствительность к ошибкам округления, и следовательно, 
необходимо модифицировать такой алгоритм. Построение коррект
ного алгоритма метода прогонки для системы (46), имеющей 
единственное решение, базируется на использовании выбора глав
ного элемента по строкам в методе исключения Гаусса. В таком 
алгоритме монотонный порядок определения неизвестных у{ может 
быть нарушен, и поэтому этот метод будем называть методом 
немонотонной прогонки.

Переходим к описанию алгоритма немонотонной прогонки. 
Пусть в результате /-го шага процесса исключения Гаусса с вы
бором главного элемента по строке, примененного к системе (46),
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получена следующая «укороченная» система:
СУтг btyl +1 " »  i ~ l y (49)

Аут  ̂“Ь С1 + 1У1 + 1 bl+iyi + 2~®> i ~  I "Ь 1 > (50)

“ а1 + *У1 + 1 ~\~С1 + 2Уь + 2 ^И-2^+3 = /н-2» t =  / +  2, (51)
— Я#/ - 1 +  С Mi — Ь(у£+1 = f h l +  3 <  i <  iV — 1, (52)

а1яУм- 1 +  =  / аг> i = N, (53)
где m ^ l .  (При / =  0 в (49) — (53) следует положить С = c0f А= а±, 
F = fo> ® =  /i и т о =  0).

Опишем (I +  1)-й шаг процесса исключения. Стратегия выбора 
главного элемента по строке приводит нас к двум случаям: 

а) Если \С \^ \Ь 1\У то уравнение (49) преобразуется к виду
Уть а1+гУ1+1 — Ри-i» a i+iT==bl/Cf р i+1 — F/Cy

причем | o ^ + i | ^ l ,  неизвестное с индексом т1 находится через 
неизвестное с индексом / + 1 .  Далее, при помощи полученного 
уравнения исключается ymi из (50). Это дает следующее урав
нение:

СУт1+1 bi+1yi + 2 i I ~Ь1 » (54)

где обозначено ml + 1 = l + 1 , С = с1+1 —  Аа1+19 F =  Ф + А$1+1. Урав
нение (51) не преобразуется, так как оно не содержит ут 9 но 
переписывается в виде

АуТп1+1 +  Ct+ 2У1 + 2 Ь1+2у£+3=Ф9 i = l- |-2 , (55)

где полагается А = а1 + 2у Ф = [1+2. Объединяя (54) и (55) с (52), 
(53), получим новую «укороченную» систему вида (49)—(53), 
в которой / заменено на / + 1 .  На этом (/+1)-й шаг закан
чивается.

б) Если | С | < 1 ^ 1 , то (49) преобразуется к виду
У1 + 1  а1+1Ут1 =  Рг fi» ai+i — C/biy P/ + i =  Flbty

где снова |а / + 1 | ^ 1 , но на этот раз неизвестное с индексом 
/ + 1  вычисляется через неизвестное с индексом mv Полученное 
уравнение используется для исключения у1+1 из (50) и (51). 
При этом уравнение (50) будет преобразовано к виду (54), где 
mi+i = ти C = Ci+1a,i+1— A, Р = Ф — с1+1$1+1, а уравнение (51) — 
к виду (55), где величины А и Ф переопределяются по формулам 
А =  а1+2а[+1У Ф = [1+2 + а1+2$1 + 1- Уравнения (52), (53) не преоб
разовываются, так как не содержат у1+1. Снова мы получаем 
систему вида (49)—(53). Она отличается от полученной в пер
вом случае коэффициентами С и А и правыми частями F и Ф, 
вычисленными по другим формулам.
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Итак, описан один шаг процесса исключения с выбором глав
ного элемента. Заметим, что если исходная система не вырож
дена, то в уравнении (49) коэффициенты С и bt одновременно 
в нуль обратиться не могут. Это обеспечивает корректность фор
мул для прогоночных коэффициентов al+i и рг+1. Так как все 
вычисляемые а1+1 по модулю не превосходят единицы, то про
цесс вычисления неизвестных //,- на обратном ходе метода будет 
устойчив по отношению к ошибкам округления.

Для предлагаемого алгоритма порядок вычисления неизвест
ных может иметь немонотонный характер. Это требует хранения 
информации о том, какое неизвестное вычисляется через какое, 
уже найденное на предыдущих шагах неизвестное, при помощи 
прогоночных коэффициентов al+i и рг+1. Эту информацию можно 
хранить в виде двух целочисленных множеств индексов 0 и х: 
е -  {е„ I s х =  {х;, 1 так что неизвестные на
ходятся по формулам ym= ai+1yn+Pi+1, m = Qt+1, n = x l+1, i = 
= N — 1, N — 2, . . . ,  0. Множества 0 и x строятся на прямом
ходе метода.

Полностью алгоритм метода немонотонной прогонки можно 
определить следующим образом.

1) Задаются начальные значения для С, A, F и Ф: С =  с0, 
A = ait F = f0, Ф = fi, и формально полагается х0 =  0.

2) Последовательно для t — 0, 1, . . . ,  N — 1 выполняются 
в зависимости от ситуации действия, описанные в пп. а) или б):

а) если | С | > | 6/ |, то a i+1 =  6f/C, $i+1 = F/C, C = ci+1— Аа{+1,
F — Ф +  Лр,-+ j, 0,- + 1 — X; , 'T+l ■

б) если | С | <  | Ь{\, то a i+1=C/bit |3(Ч
: i + l ,  A —ai+2, Ф =  /,ч

i+ia /+i'
J + lP/+X» ®|+1" X/+1 :

-A,
A —^1+2̂ 1+11 *^==/j + 2_b

-F/bt, C = C;

1 переопределение А и Ф в п п .  а)

Р =  ф— cfH 
+  fl/ + 2pf+i-

З а м е ч а н и е .  Для i =  N-  
или б) проводить не нужно.

3) Вычисляется сначала неизвестное уп, где n = xN по фор
муле уп — F/С, а затем последовательно для i =  N  — 1, N —2, . . . ,  0 
вычисляются остальные неизвестные ут =a,-+1i/„ +  P;+i, m = Qi+1,
n —x/+i.

Отметим, что предлагаемый здесь алгоритм переходит в обыч
ный алгоритм правой прогонки, если выполнены условия леммы 1 .

Элементарный подсчет числа арифметических действий для 
алгоритма метода немонотонной прогонки показывает, что в худ
шем случае, когда для любого i вычисления ведутся по фор
мулам п. б), требуется Q =  1 2jV действий. Это в 1,5 раза больше, 
чем в алгоритме монотонной прогонки.

Рассмотрим пример применения' метода немонотонной 
прогонки. Пусть требуется решить следующую разностную 
задачу:

—y t-i ~\~У1—У{+1 — 0» 
У»=  1» Vn  ~  0*

(56)



Задача (56) есть частный случай системы (46), в которой /:0=вЬ  
b„=a„=0,c0 = cN = l , f N = 0, с{ — а{ — b( — 1 , =  0 , 1 < t < A T — 1 .
Если N  не кратно 3, то решение задачи (56) существует и имеет 
вид (см. п. 1 § 4 гл. I)

t/i — sin - у - , (57)

Алгоритмы правой и левой прогонок для (56) некорректны, 
так как при вычислении прогоночных коэффициентов а 8 для 
правой прогонки и |д ,_2 для левой прогонки необходимо будет 
делить на нулевой знаменатель е2—а2а 2 или cN_2—bN_2l,N_i. 
Алгоритм немонотонной прогонки позволяет получить точное 
решение (57). Приведем для иллюстрации (табл. 1) значения 
коэффициентов a,-, pf, а также 0f и к{ для IV = 11 .

Таблица 1

х
0 • 2 3 4 5 6 7 S 9 10 П

щ 0 1 0 — 1 1 0 —1 1 0 —1 1

р/ 1 1 —1 — 1 —1 1 1 1 —1 —1 —1

е,- 0 1 3 2 4 6 5 7 9 8 10
X/ 1 2 2 4 5 5 7 8 8 10 11

У1 1 1 0 —1 —1 0 1 1 0 —1 —1 0

§ 3. Метод прогонки для пятиточечных уравнений'

1 . Алгоритм монотонной прогонки. Выше мы рассмотрели 
различные варианты метода прогонки, который применяется 
для нахождения решения трехточечных разностных уравнений. Как 
было отмечено ранее, такие разностные уравнения возникают при 
аппроксимации краевых задач для обыкновенных дифферен
циальных уравнений второго порядка.

При нахождении решения краевых задач для уравнений бо
лее высокого порядка можно использовать два способа. Первый 
способ состоит в переходе к системе дифференциальных урав
нений первого порядка и построении соответствующей разност
ной схемы. В этом случае мы получим краевую задачу для 
двухточечных векторных уравнений. Методы решения таких раз
ностных задач мы рассмотрим в § 4.

Второй способ заключается в непосредственной аппроксима
ции исходной дифференциальной задачи. В этом случае мы 
приходим к многоточечным разностным уравнениям. Наиболее 
часто встречаются системы пятиточечных уравнений следующего
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вида:
о̂Уо ^0уг -f- в0у2 =  /о » i =  О, (1)

— +  СгУг—d ^  +  ех у3 =  /*, i =  1 , (2)
2 ^iyV — х~Ь~̂ (Уi ~Ь /̂̂ //+2 //» 2, (3)

^ / / - 1 ^ - 3 — ^ ^ - 1 ^ - 2  +  % - i # j v - i  dN^1yN =  fN^19 i= N  1, (4 )  

а1̂УN~~ 2 —  i +  “  /лл* i = N. (5 )

Такого вида системы возникают при аппроксимации краевых 
задач для обыкновенных дифференциальных уравнений четвер
того порядка, а также при реализации разностных схем для 
уравнений в частных производных. Матрица Л системы (1)—(5) 
является пятидиагональной квадратной матрицей размерности 
(N- \ - l ) x (N+l )  и имеет не более 5N — 1 ненулевых элементов.

Для решения системы (1)—(5) используем метод исключения 
Гаусса. Учитывая структуру системы (1)—(5), легко получим, 
что обратный ход метода Гаусса должен осуществляться по 
формулам

Vi =  a/+i»/+i—Р/+10/+* +  ?,•+!, 0 < t < W —2 , (6)
Уи-1 = амУм + Ут i = N — l. (7)

Для реализации (6), (7) необходимо задать yN, а также опре
делить коэффициенты а{, |3;, у,.

Сначала найдем формулы для а0 р,- и у,-. Используя (6), вы
разим «/,•_! и г/,_2 через у( и yi+1. Получим

yi-i = ̂ iyi ~l~Yi> 1 ^7 i N 1, (8)
г/1--2 =  (“ Л -1 —Pf-i)*/,— P,«,--i«//+i +  a,--iY/ +  Y/-i (9)

для 2 ^ i — 1 .
Подставляя (8) и (9) в (3), получим

fa— afii-i-+ ai (apt-i—bt)] yt = fa, + P, (api-r—bi)] y[+1—
—«/&+* +  [/«—aiYi-i—V/ (a p t- i— bi)], 2 ^  i <  N — 2-

Сравнивая это выражение с (6), видим, что если положить

a /+1 =  -^7 [dt + h  (« Л - i —&/)]. Р/+1 =  -57» 

Ym =  -дгС//—Я/7/-1—Т/ (aP i-i— bt)],
(10)

где обозначено Дf =  c(-— +a,-faa, -- i—&,), то уравнения сис
темы (1)—(5) для 2 <  t <  Л / —2 будут удовлетворены.

Рекуррентные соотношения (10) связывают a f+1, р/+1 и у;+1 
с а,-, а,-_1( р,-, рг_1( у,- и у4-_х. Поэтому, если будут заданы <х(, 
Р,- и у,- для t =  1 , 2, то по формулам (10) последовательно можно 
найти коэффициенты а,., р,- и у,- для 1 .
98



Найдем а,-, (5, и yt для t =  l, 2 . Из (1) и формулы (6) для 
i =  0 непосредственно получим

a i — ^о/со* P i"  е0/с() , Yi — fjc a. *- (П)

Далее, подставляя значение (8) при £=1 в (2), получим 
(Ci—V i)  Уг =  &iPi) #2— +  /i +  M V

Следовательно, (2) будет выполнено, если положить
_ di—biftf о Cj _ /i+biYf

2 С! —M i ’ 2 Ci — M i ’ Ci —6i«i ( 12)

Итак, используя (10)—(12), можно найти аг, р, и у,-для ls ^ i 's ^  
N — 1. Осталось определить aN, yN и yN, входящие в фор

мулу (7).
Воспользуемся для этого уравнениями (4) и (5). Подставляя 

(8) и (9) при i = N — 1 в (4) и сравнивая полученное выраже
ние с (7), найдем, что aN и yN определяются по формулам (10) 
для i = N — 1. Найдем теперь yN. Для этого подставим (6) при 
i — N —2 и (7) в уравнение (5). Получим
[сдг—«jvPjv-  1+ccN (aNaN_ г bN)\y^= f^  aNyN„ L yNiaNaN- i—bN)

или
yN — ̂ N+U

где Yjv+j определяется по формуле (10) при i =  N.
Объединяя полученные выше формулы, запишем алгоритм 

правой прогонки для системы (1)—(5) в следующем виде:
1 ) по формулам

a/+i — ■-£7 IA + Pi («,a/-i“A-)]> *— 2, 3, N — 1, (13)

a i = PA),
Ym —flfY/-i—Y/ (йг“ г- ,-&/)], i = 2, 3.........N, (14)

Yi_ h c0 ’ Y2 = -̂ -(/i + ̂ iYi).
P/+i II съ j> 17

‘ 2, Pi — 60/C0> (15)

где
д,.=C{—afi,■ -i+v-iiaPi-i—bi), 2 sO‘sgCW, A1 =  c1— (16)

находятся прогоночные коэффициенты а /( (5, и у,-;
2) неизвестные у; находятся последовательно по формулам

=  a i+i#i'+i- P(+i^i+2"Ь Yi+i> i — N 2, N 3, . . . ,  0,
Уы-г =  aA4/jv+ Ую */jV =  Ya'+i -
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Построенный алгоритм будем также называть алгоритмом мо
нотонной прогонки.

З а м е ч а н и е .  Не представляет труда построить алгоритм 
левой прогонки, а также алгоритм встречных прогонок для 
системы (1)—(5).

Подсчитаем число арифметических действий для алгоритма 
(13)—(17). Для реализации (13)—(17) потребуется: 8N — 5 опе
раций сложения и вычитания, 8N — 5 операций умножения и 
3N операций деления. Если не делать различий между време
нем выполнения арифметических операций на ЭВМ, то общее 
число действий для предложенного алгоритма Q = \ 9 N — 10.

2. Обоснование метода. Построенный выше алгоритм про
гонки (13)—(17) будем называть корректным, если для любого 
2 <  i ^  N будет верно неравенство

Д . =  ci— afii^1 +  aL (<*/«,_!—&,) Ф 0, \  = сг — albl ф  0.
Следующая лемма дает достаточные условия корректности ал
горитма (13)—(17).

Л е м м а  4. Пусть коэффициенты системы (1)—(5) удовлет
воряют условиям

| а , | > 0, | 6, | > 0, 1
I d, | >  0, 1, \е( \> 0 9 2,

и условиям
\c0\ > \ d 0\ + \e0\9 I ci I ^  IК I +  Hi I + 1 e\V

l ^ j v l  ^  I аы\ +  | bN \, | t f j v - l  I ^  I aN- 1 I +  I ^N—1 I +  I ^ V - l ! *  ( 1 8 )

| c z-1 ^  \ &i | +  \ b i  | +  | d (  | + 1 £i  |> 2  ^  i N —  2,

причем хотя бы в одном из неравенств (18) достигается строгое 
неравенство. Тогда алгоритм (13)—(17) корректен и , кроме 
того, имеют место неравенства

1а / Ж Р / К  1 » 1 1 , ( | а  у  К  1 .

Действительно, в силу условий леммы из (13) и (15) по
лучим

Далее, используя полученное неравенство 1 — | а х | ^  | Pj |, найдем

k — \К  || O j | >  | М ( 1 — К  | ) + К |  +  k l  >
^  к  11 Pi I +  Их I+ 1 e\ I ^  I 4i--A PiI + 1  ei i >  o* 

Отсюда и из (13)—(15) следует оценка

| а%, I + ! Р21 M i - M i  H I M
Id  —
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Далее доказательство проведем по индукции. Пусть выпол
нены, неравенства

la/ - i l+ |P /- i |^ b  Ы  +  IP iK 1- о®)
Покажем, что тогда будут справедливы неравенства

Д. == с.— аД..! +  a, { a p t^ — bi) Ф  0, | щ +1 | + 1 Р,+11 <  1.

Действительно, из (18) и (19) получим

1ДЛ > 1С<1—I —K - I K - i l K I —Ы 1М >
>  10/1(1—  |P/-il) +  IM O —  1а»1) —  l« ,-||« /-illa<-| +  K I  +  le/ l>  

^ |f l/ l la /- il +  |6 /||P /|-|a /||a /-i||o /l +  M/l +  |e /l>
Ж 11 «i-i I (1 — I «<• I) + 1 di—bfii\ +  \*i\>

>|o/ll« /-illPzl +  M /-*/M  +  l* / l>
^  И ; + Р / — b() I + 16; j >  0, 2. (20)

Отсюда и из (13), (15) найдем

l a / * i l + I P » - . l "  l ‘, | + p ‘ < ° ^ 2 { ^ Ц ± Ы . < | ,  , - < д г - 2 .

Далее, для i = N — 1 будем иметь вместо (20) оценку 

I д д г - 1  i ^  I a N - 1 11 a N - 211 Рдг- i  I + 1 & л г - 1 11 P ^ - i  I + 1 I >

Кроме того, отсюда получим
I ДЛ^-11 I dfr-i  +  РлГ-1 (aN- i aN~2 &N-1) l>

и, следовательно,

I a jv| — УД~\/~7Г I ^ - 1  “ЬРл -̂ l  (fli\r-ia Ar"83 4,“’̂ - l )  1^1* 

Осталось показать, что &N^ 0 .  Будем иметь
I Д Л'  I ^  1 % 1  —  I a i v |  I P j V - i | —  I 11 1 11 I I a iV 11 I ^

Ч ^ Ч % 1 Ч Ы + 1 ^ 1 ( 1 —l I V i  l) +  l^//l 0 ~ l a//I)—
—  I a N  I I a N --1 I I a N  I ^  I CN I I %  I I b jf  [ +

+  (1 — \a # |) (1 —|P;v-i I) l^ivl +  l ^ l  0  —law|)*
В силу предположений леммы легко получить, что хотя бы 

в одном из неравенств \ c ^ \ ^ \ a N\ + \bN\9 1а# | ^ Ь  достигается 
строгое неравенство. Отсюда следует, что Д^-^О. Лемма до
казана.

З а м е ч а н и е .  Из указанных в лемме 4 оценок [а,*] + | Р / | ^ 1  
следует, что если при вычислении yN допущена погрешность, 
то она не будет расти при счете по формулам (17).

3. Вариант немонотонной прогонки. Приведем теперь алгоритм метода
прогонки, который получается, если искать решение системы (1)—(5) по 
методу Гаусса с выбором главного элемента по строке. Такой алгоритм будет 
корректен при единственном условии невырожденности матрицы А  системы
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(1)—(5). Так как прием построения алгоритма аналогичен рассмотренному 
в п.4 § 2, то мы ограничимся приведением окончательной формы алгоритма.

1 )  Задаются начальные значения: С = с0, D = d0, B — blt Q — clf S = a2, 
T =  b2, R =  0, A — a3, F = f 0y <D =  fl9 G =  /2, Я =  /3 и полагается x0 =  0, r]0 =  1.

2) Последовательно для i — 0, 1, Я—2 в зависимости от ситуации 
выполняются действия, описанные в пп. а), б) или в):

а) если | C | ^ | D |  и | С | ^ | а / | ,  то
(x>i+i = D/Ct Р / + ±  =  а / / £ »  Yi+% — F/Cy 

C = Q — B a / + i ,  D = di+1— B$i+1y F = 0  +  Byi+u
B ~ T — S&i + i, Q = Ci+2— * S P / + i »  Ф ==^  Syi+i* 
S = A — Roii+i, Т  =  Ъ;+3— / ? P / + i »  G =  HArRyi+l*

R === 0 , у4 =  Ц^4-4, H —fi + 4, Л
0/+l =  >C/> ==== *П/* ‘П/ + 1 =  *“Ь2; i

б) если | D | > | C | и \ D\ ^\ e i \ y  to
a * + i = C / D ,  P / + i = — * , - / £ ,  y i+i = — F/Dy 

C—Qai+i—By D =  QPi*+i +  d/+i, ^ =  Ф—Qy/+f»
5  =  T a / + i ~ 5 ,  Q  =  r p / + 1  +  c / + 2 , 0  =  7 , v ; + 1  +  G > 

5 = = Л о с / + 1 — / ? ,  T  ==  Л P *̂̂ ,1 - f ~b(^.3y G =  H  Л у / 4 - х ,

R =  0y A =  ai+iy Я  =  / ,*+ 4 , ^

0 / + i = = r ] n  ^/+1 —  и / »  r h * + i = = l  +  2 ;  /

в) если 1 ei \ > С и | в/1 > | D |, to
a / + S = D A ? / ,  P  1 + 1 =  С/е{у Yi+i =  F/eh 

C = Q — c f /+ i a / + i ,  D =  B — d / + i P / + i »  ^ , =  (I ) +  ^ f + i Y / + i *  

B — T — c / + 2a * + i »  Q = S — С / + 2Р 1 +  1 » 0  =  G — C / + 2Y / + 1 » 
S — A — bi+3ai+i, T = R — 6 / + з Р | ' + 1 *  G = = Я + 6 / + зY^ +  i ,  

^  == + 1 » Л = =  + 4P 1 +  I ’ Я  =  //+4 a / + 4Yi  +  i* 1
0i+l =  * +  2. «/+1 =  Л/» %4i =  ̂  J

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

З а м е ч а н и е .  Для / ^ N—3 вычислений по формулам (22), (24) или (26) 
проводить не нужно, а для i = N —2 не проводятся вычисления по форму
лам (21), (23), (25).

3) Если | С | D| ,  то aN=D/ Cf yN =  F/Cy yN+i =  (<b+ByN)/(Q — BaN)y
QN=KN-iy х^= Л я-1- Если 1^1 > \ c \> T0 aN =C/Dy yN=  —F/D, у я +i =  
=  (ф— QyN)/(QaN— B)> 0A^=rliV-i» 1.

4) Вычисляются неизвестные yn =  yN+iy ym =a ^ y n +  yN> я*==0#, n =  KNy
а затем последовательно для i — N—2, Я —3, . . . ,  О определяются остальные 
неизвестные ут =  Щ+1Уп— P/+i*/fc+Y/+i> *» =  0/+i» n =  Ki+ly k =  r\i + l .

Рассмотрим ’пример применения метода немонотонной прогонки. В п. 3 
§ 3 гл* I была решена следующая разностная краевая задача:

У о—#i +  2#2 =  2, * =  0,
—Уо-\-У±—#2+£/з =  0» i =  \y

У{-2— —у 1+1 ~1“Уi+2=== 0» 2 ^  i ^  Я —2,
УЯ-з—УЯ-а +  УЯ- i —*/Я=0> / =  Я —1,

2уя-2“  #Я-1 +  */Я= *' =  #  •

(27)

Если Я четно и не кратно 3, то система (27) имеет единственное решение
тyi= — cos ---- sin in

~ ;я. (28).

Несложно убедиться в том, что алгоритм монотонной прогонки для систе
мы (27) некорректен—при вычислении прогоночных коэффициентов а2, р2 и 
у2 нужно будет делить на нуль. Алгоритм немонотонной прогонки позволяет
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получить точное решение (28). Приведем для иллюстрации этого алгоритма 
(табл. 2) значения прогоночных коэффициентов а/, Р/ и у/, а также 0/, щ  и 
yi для N =  10.

Т а б л и ц а  2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 1 1 1 1
щ 2 2 ~~ 2 0 0 0

■ ~ т Т 0 1

р,
1 1 1 1 —1 1 2 2 1
2 2 2 3 3

V 1 1 — 1 —2 —2 2

^
 |оо

2
3 0 - 2 1

в/ 2 3 4 0 5 6 7 9 8 1
щ 1 0 1 1 1 1 1 8 1 10
ч/ 0 1 0 5 6 7 8 1 10
У1 — 1 — 1 1 1 —1 - 1 1 1 —1 —1 1

Из таблицы видно, что неизвестные \ц определяются в следующем по
рядке: у 10) уъ ySt у9, у7, у6, уъ, у0, г/4, у3, у2, т. е. в немонотонном порядке.

§ 4. Метод матричной прогонки
1. Системы векторных уравнений* Выше было отмечено, что 

одним из способов решения краевых задач для обыкновенных 
дифференциальных уравнений высокого порядка является сведе
ние к системе уравнений первого порядка с последующей аппрок
симацией этой системы разностной схемой. В результате мы по
лучим двухточечную векторную систему уравнений с краевыми 
условиями первого рода. В общем виде она записывается сле
дующим образом:

P i ^ V i ^ - Q i V t = Fi+i,
Po^o — Fо. QNVN= FN+i, (!)

где V{—вектор неизвестных размерности М, Р!+1 и для 
— 1—квадратные матрицы М х М ,  Р0 и QN—прямо

угольные матрицы соответственно размеров М1х М  и М2 х  М, 
М1 + М2 = М. Вектор Fi+1 для 0 < л  N — 1 имеет размерность М, 
а векторы F0 и FN+1—М1 и М2 соответственно.

Заметим, что другим способом решения указанных дифферен
циальных уравнений является непосредственная аппроксимация 
этих уравнений разностными -схемами. При этом мы получим 
систему многоточечных скалярных уравнений. Методы решения 
трех- и пятиточечных скалярных уравнений были изучены нами 
в § 1—3. Если же аппроксимируется система обыкновенных диф
ференциальных уравнений высокого порядка, то возникает
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система многоточечных векторных уравнений. Однако как скаляр
ные, так и векторные системы многоточечных уравнений могут 
быть сведены к системам вида ( 1). При этом любому методу ре
шения (1) будет соответствовать некоторый метод решения исход
ной многоточечной системы. Идею указанного преобразования по
ясним на примере системы пятиточечных уравнений, рассмотрен
ной в § 3 (см. (1)—(5)). Если обозначить

Yi — (У1+и У о Vi-V 2<*<ЛГ— 1,
Fi+l — (//> 0, 0, 0), 2 < 1 < Л / - 2,

=  /1)» Fn —Un - i > /W)>
то с учетом тождественных соотношений между Г /+1 и Г,- ука
занная система из § 3 запишется в виде

Р i+лУf+i Q iYi^F i+ v  2 ^  i ^  iV 2,
P>Y* = F2, Qn- i Y*-i = Fn, (2)

где
е{ 0  0  0 di — с* bi —  °i
0  1 0  0 1 0 0 0

0  0  1 0 » Q / = 0 1 0 0

0  0  0  1 0 0 —  1 0

2 < i < v V —2,

0 во —do c„|
ex —dt Ci — 1 ’

I! — d x -i' cN- y —бдг- i  алг-хЦ 
8 CN  — bN aN  0 1 '

В данном случае Mt = M2 =  2, M =  4.
Несмотря на то, что многоточечные векторные уравнения можно 

свести к виду (1) и ограничиться построением метода решения 
только системы (1), мы рассмотрим отдельно класс трехточечных 
векторных уравнений. Более того, в п. 3 мы сведем (1) к системе 
трехточечных векторных уравнений и получим метод решения 
системы (1) как вариант метода решения трехточечных уравнений.

Прежде чем описывать общий вид трехточечных уравнений, 
рассмотрим пример. Мы покажем, как разностная задача' для 
простейшего эллиптического уравнения сводится к системе трех
точечных уравнений специального вида.

Пусть на прямоугольной сетке а>= {хц = (ihlt jh2) £ G, O ^ i sgCAf, 
= l2 = Nh2} с границей у, введенной в прямо

угольнике G — {0^Lxa ^ . l a , a — l, 2}, требуется найти решение 
разностной задачи Дирихле для уравнения Пуассона

У7>*,+У7.х,=  -  4>W’ 
У (*) =  *(*)»

х(Е<в» 
*€  V»

У-  ж, = -^г [У V + 1. /)— 2У (*' • I) + У V —1. /)]>

У-,Х1 =  -j-гЫ *. / +  1) ~ 2У (1> /) +  У (*'. i — 1)]. У У ■ /)

(3 )

У (*//)•
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Преобразуем схему (3). Для этого умножим (3) н а  (—Л®) и рас
пишем по точкам разностную производную у^,х,. При 1 —1
будем иметь:

для —2

— y(i ,  j — l) + [2y(i, j)—Щу^1Х, ( t ,  j +  l) =  A!q>(t\ j)\
для i =  1

— y(i ,  j — l ) + ^ 2 y ( i ,  j ) — 2y(i,  / ) ) ]  —  y( i ,  / + 1 )  =

=  h b f ( i ,  f t ;

для i =  M—1

—У (*\ / — i) + 2«/(t, /)— — ь /')— 2y(i. /))j —  +  =

=  Л|ф(1, ;),
где

ф ( i . / ) = ф(1. / ) + 4 - g (  о,/),«1
ф(М—1 , /) =  Ф(М—l , / )  +  -^-g(M , /).

Кроме того, для / =  0, W имеем
*/(b 0) =  g(i ,  0), y(i,  N) = g(i,  N), 1.

Обозначим теперь через К} вектор размерности М—1, ком
понентами которого являются значения сеточной функции у (I, j) 
во внутренних узлах сетки и на /-й строке:

y> =  (i/(l, /), ^ (2 , /), . . . .  у ( M - l ,  ft), 0 < / < А Г ,  
а через fy —вектор размерности М—1

Fj = (Л|ф (1, /), Л!ф (2, /), ..., Д|ф (М—2, /), % (Af—1, /)),
1 < / < У У — 1 ,

*) =  (g О . /). « (2 . /). • • •. 8 (М— 1 . Л). / =  0, ЛГ.
Определим также квадратную матрицу С размером (М—1)х 

X (М— 1) следующим образом:
С Г = ( Л о ( 1 ), Ло(2), . . . .  Axi(М—1)),

V = (o(l), о(2), .... о (М-1)),
где разностный оператор Л есть



Легко видеть, что С есть трехдиагональная матрица вида
2 (1 +  a) — a  0 0 0 0

— a 2 ( 1 + a) — a 0 0 0
0 — a  2 (1 +  a) 0 0 0

0 0 0 . . . .  2 ( 1 + a )  — a 0
0 0 0 . . . .  — a  2 ( 1 + a ) — a
0 0 0 . . . .  0 — a 2 ( 1 + a )

где a = h%lh\, причем С является матрицей с диагональным пре
обладанием, так как | l - f a | > | a | ,  a > 0, и следовательно, не 
вырождена.

Используя введенные обозначения, полученные выше соот
ношения можно записать в виде следующей системы трехточеч
ных векторных уравнений:

— Y j-i +  C Yj— Yj+i = F/t 1 ,
Vo = F9, y n = f n . w

Это и есть искомая трехточечная система специального вида 
с постоянными коэффициентами.

Задача (5) является частным случаем следующей общей за
дачи: найти векторы Ку- (0 <! / <: /У), удовлетворяющие следую
щей системе:

С0У0—5 0K1 =  F0, / =  О,
- A j Yj^  +  Cj Yj - B j Yj^ F j , (6)
— i=N,

где Yj  и Fj— векторы размерности M/t С}—квадратная матрица 
Mj XMj , А} и Bj— прямоугольные матрицы соответственно раз
меров М/ х М / ^1 и Мух М /+1.

К системам вида (6) сводятся разностные схемы для эллип
тических уравнений второго порядка с переменными коэффи
циентами в произвольной области любого числа измерений. 
В двумерном случае, как и в разобранном выше примере, век
тор Yj образуют неизвестные на /-ой строке сетки со, а в случае 
трех измерений—неизвестные на /-м слое сетки со. В последнем 
случае Cj—блочно-трехдиагональные матрицы с трехдиагональ
ными матрицами на главной диагонали.

Для решения системы (6) мы рассмотрим метод матричной 
прогонки, который аналогичен методу прогонки для скалярных 
трехточечных уравнений.

2. Прогонка для трехточечных векторных уравнений. Построим 
метод решения системы трехточечных векторных уравнений (6). 
Эта система родственна системе скалярных трехточечных урав
нений, метод решения которой был изучен нами в § 1. Поэтому 
решение задачи (6) будем искать в виде

Ъ =а/+1У/+1+ $/+и } = N - 1, N- 2..........О, (7)
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где а ,+ — неопределенная пока прямоугольная матрица разме
ров МухМ,-+1, а р/+1 —вектор размерности Му. Из формулы (7) 
и уравнений системы (6) для —1 находятся (как и
в случае обычной прогонки) рекуррентные соотношения для вы
числения матриц ау и векторов Из (7) и уравнений (6) для 
\ — О, N, находятся начальные значения alt рг и YN, позволяю
щие начать счет по рекуррентным соотношениям. Выпишем окон
чательные формулы алгоритма предлагаемого метода, который 
будем называть методом матричной прогонки:

aJ+l =  (C j-A ja jY 'B j, / =  1, 2, . . . .  N - 1, a x =  С?В0, (8)
P/ + i  =  ( C j - A j a j ) - 1 ( F j  +  A j f i j ) ,  / = 1 , 2 ............N ,  P,  =  C ? F 0, (9)

r j  =  a / + l r J+1 +  b + l , j  —  N — 1, N — 2,  . . . ,  0 ,  (10)

Будем говорить, что алгоритм (8)—(10) корректен, если 
матрицы С0 и Cj— Afij  для 1 <;/<СЛГ не вырождены. Прежде 
чем дать определение устойчивости алгоритма (8)—(10), напом
ним некоторые сведения из линейной алгебры.

Пусть А — произвольная прямоугольная т х п  матрица.
Пусть ||х||„ есть норма вектора х в n-мерном пространстве Я„. 

Тогда норма А определяется равенством

И 11 =  supхФ 0
II Ах Ист
IIх Ця

Очевидно, что норма А определяется как самой матрицей Л, 
так и теми векторными нормами, которые введены в й я и Нт .

Для случая евклидовых норм в Я„ и Нт(\х$1 =  2  имеем

[| Л || =  j/p , где р—максимальное по модулю собственное значение 
матрицы А*А.

Из определения нормы следует очевидное соотношение

Далее, пусть заданы матрицы А и В соответственно размеров 
т х п  и n x k .  Вводя в Нт, Нк и Я„ векторные нормы и опре
деляя с их помощью нормы матриц А, В и АВ, получим нера
венства || А В К  | А 11| В Ц.

Будем говорить, что алгоритм устойчив, если выполняется 
оценка ||a,-| | ^  1 для 1 < / ^ Я  (предполагается, что в конечно
мерных пространствах Ям., которым принадлежат векторы Yy, 
введена однотипная норма, например евклидова).

Л е м м а  5. Если Су для O ^L j^ lN —невырожденные матрицы, 
а Ау и B j—ненулевые матрицы для 1 ^ / ^ Я —1 и выполнены 
условия

I I W . I K l ,  I C ^ I K l ,  IC z-M yll+ IIC ^K l, 1 < / < Я - 1 ,
107



причем хотя бы в одном из неравенств имеет место строгое не
равенство, то алгоритм метода матричной прогонки (8)— (10) 
устойчив и корректен.

Приведем, только основной этап, оставляя читателю завер
шение доказательства леммы. Доказательство использует извест
ное утверждение: если для квадратной матрицы S имеет место 
оценка | S | ^ g < l ,  то существует обратная к Е —S матрица, 
причем ||(Д—5)_1К  1 /(1— q).

Предположим теперь, что |ау- | |^  1 . Отсюда и из условий леммы 
будем иметь

ЦС/М/х, |)<  \\CfAj | |<  1 —\Cf-Bj I <  1.
Так как Cj'Ajaj  квадратная матрица, то, следовательно, суще
ствуют обратные к Е —CfM/x, и к С,—А/х, матрицы, причем 
!(Е—C;“Myay)-1||^; llWCj'-Bj I. Отсюда и из (8) сразу получим

Доказательство завершается по индукции.
Применим лемму 5 к системе трехточечных векторных урав

нений (5), полученных из разностной задачи Дирихле для урав
нения Пуассона в прямоугольнике. Система (5) есть частный 
случай (6), где Су =  С, BJ = A) = E, 1 —1, C0 = CN = E,

AN=0, а квадратная матрица С задана в (4). Условия 
леммы 5 для рассматриваемого примера принимают вид||С_1 ||^0 ,5 . 
Для случая евклидовой нормы в силу симметрии С имеем

ЦС-1 1| =  шах IХк (С-1)! =  ^ Г|-я;-(сТТ ■
k

где Хк(С) —собственное значение матрицы С. Из определения С 
получим, что ЯЛ(С) есть собственное значение определенного 
выше оператора Л

Av (о—V  (0 =  (2—-K ) v (0—hlvjlXl (0 =  0,
o(0) =  u(Af) =  0, l < i < M — 1 .

Эта задача сводится заменой =  2 +  Л||лА к рассмотренной 
в п. 1 § 5 гл. I задаче на собственные значения для простей
шего разностного оператора: v- -f  pkv =  0, 1 <  i ^  М — 1, v (Q)= 
=i>(M) =  0. Так как эта задача имеет решение, равное

p ^ - i - s i n ^ X ) ,  k = \ ,  2, . . . .  М - 1 ,

то Я,£== A,ft(C) =  2 +  /*2Pfe>  2. Следовательно, условие ||С” 1 | |^ 0 ,5  
выполнено. Алгоритм (8) — (10) в применении к решению систе
мы (5) корректен и устойчив.

Рассмотрим теперь вопрос об объеме запоминаемой промежуточной ин-. 
формации и об оценке числа арифметических действий для алгоритма 
(8) — (10), считая для простоты, что в системе (6) все матрицы квадратные
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и имеют размер М х М ,  а все векторы Ку и Fj имеют размерность М.  В этом 
случае прогоночные коэффициенты ау будут квадратными матрицами размера 
М х М , а векторы ру будут иметь размерность М.

Для реализации (8) —(10) необходимо хранить все матрицы aу для 
все векторы Ру для и матрицу (CN — ANaдг)-1 ,

используемую для вычисления рдг+1. Векторы ру могут быть расположены 
на месте, отведенном для векторов неизвестных Y j - j. Для хранения же всех 
матриц ау и матрицы (Сдг —Лд/адг)-1 нужно запомнить М 2 ( N 1) элементов 
этих матриц, так как в общем случае матрицы ау являются полными и не
симметричными. Объем дополнительно запоминаемой информации при этом 
в М раз превышает общее число неизвестных в задаче, которое равно М (W-J-1).

Оценим теперь число арифметических действий для алгоритма (8) — (10), 
имея в виду, что для решения серии задач (6) с различными правыми час
тями Fj  прогоночные матрицы ау и матрица (Сдг — А на .#) -1 могут быть 
сосчитаны только один раз, в то время как векторы ру и Ку для каждой 
новой задачи пересчитываются.

В общем случае матрицы Су — Луау являются для любого / полными мат
рицами. Поэтому для их обращения потребуется О (М3) арифметических дей
ствий. Далее, умножение (Су—Луау)-1 на матрицу Bj  потребует не более 
0 ( М 3) операций. Поэтому для вычисления ау + 1 при заданном ау по формуле 
(8) потребуется 0 ( М 3) арифметических действий. Для вычисления всех ау и 
матрицы (Сдг—Лд/адг)-1 потребуется О (M3N) действий.

Если матрица Лу является полной, то на вычисление Py + i при заданном 
Ру и вычисленной (Су — Луау)-1 потребуется: 2М 2 операций умножения и 
2Л42— М операций сложения. Если Лу является диагональной матрицей, то 
это число сокращается — потребуется М2-{-М умножений и 2М2— М сложе
ний. Следовательно, на^вычисление Ру для 2s=^/<;jV-f-l потребуется в общем 
случае 2M2N умножений и (2М 2— М) N сложений. Добавляя сюда операции, 
затрачиваемые на вычисление pi при заданной CJJ"1 (М2 умножений и М 2— М 
сложений), окончательно получим M 2 (2N-\-\) умножений и М 2 (2,V+ 1) — 
— М (N-\~ 1) сложений.

потребуется М а(ЗУУ +  1) операций умножения и M z (3/v -f-1)—М  (TV-f-l) опе
раций сложения. Если не делать различия между этими операциями, то это 
составит Q «  6M2N действий. Именно такое количество арифметических опе
раций нужно затратить, чтобы найти решение каждой новой задачи из серии. 
Для решения единичной задачи вида (6), когда необходимо вычислять и про
гоночные матрицы ау, потребуется Q = 0 (M3N-\-M2N) действий.

Пусть серия состоит из п задач вида (6). Тогда потребуется затратить 
Qn = 0 (M3N)-\-6nM2N действий. При этом общее число неизвестных в серии 
равно пМ (iv-4-l). Отсюда следует, что на нахождение одного неизвестного 

/  М 2 \потребуется q «  О +  6М арифметических операций. Таким образом,
с увеличением п относительное число операций на одно неизвестное умень
шается, однако оно всегда больше 6М. В этом заключается существенное 
отличие метода матричной прогонки от метода скалярной прогонки, где отно
сительное число действий на одно неизвестное есть конечная величина, не 
зависящая от числа неизвестных.

3 . Прогонка для двухточечных векторных уравнений. Рассмот
рим теперь метод решения двухточечных векторных уравнений

где V t—вектор размерности М, P i+i и Qt для — 1
квадратные матрицы М х М ,  Р„ и QN—прямоугольные матрицы

Pl+lV{+1-Q tV i  = Fi+1,
P^Vq — Fq, Qn ^ n ~  ^ n +i>

i+iv i+i ( 11)
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соответственно размеров М , х М  и М2х М ,  М2 + М2 = М. Вектор 
Fi+i для 0 < л — 1 имеет размерность М, a F0 и FN+2—Л4* 
и М2 соответственно.

Сначала сведем систему (11) к виду (6). Для этого предста
вим матрицы, входящие в (1 1 ), следующим образом:

Л  =  |Р 1о1 | - ^ 211.
р  \ P l h \ - P j h  I

t+i Ip Ui I - p r J

Qiv—I

Q i=

( 12)

где P f  и Qf  для 0 < 1 1 <  N — матрицы размеров Mkx M t, k, l — 
=  1, 2. В соответствии с представлением (12) положим

4 :0- o<i<jv’
/"о f  о» FN+i—f  лг+и

где v \  и —векторы размерности Мк, k = l ,  2. Используя (12) 
и (13), запишем систему (11) в следующем виде:

p » ® s - p ; v 0= / i ,
—Q}'v\4-Q fvj+ РЦ&1+1—Р}1^ |+1 = / ) +1, 
-Q l'vh+ Q V v}  +  РПг-оЬг-РПг'Ои = /? « .  
— QnVn +  QnV% =fh+1-

(14)

Введем теперь новые векторы неизвестных, полагая

г* ®о» Fi+i \ i\®i+l
v \

и матрицы

С0 =  Ро1, 5 o =  l l^ 2| 0u 

BNA = |5 l  
1 Q21

|Pw
\рЯ

1 ,

А№+ £ =  | 0М|Л*> Cn + i —

IO221 Q,-1

d   I Pl+i  I 0111 (\< ?  i  ^  b j  9 C   II Ql I Pi+i  [I bJ  1
^ + i - l p S i | 0 * * r  2 > w + i  | |Q f  | p f ^ | ’ ^

где 0м—нулевая матрица размеров Mkx M t, k, 1=1,  2.
В этих обозначениях система (14) будет иметь вид

C 'Y ' - B 'Y ^ F , ,  1 = 0,
- A t Y t - i  +  C tY t-B iY t+ i^ F ,,  1 (15)

+  — Fn +Ь i =  ^V+l-

Итак, система двухточечных векторных уравнений (1 1 ) сведена 
к системе трехточечных векторных уравнений вида (15), метод 
матричной прогонки для которой построен в п. 2. Для (15)
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алгоритм матричной прогонки имеет следующий вид:
а (+1 =  (С,-— i — 1, 2, N, cc1 =  C^1JB0, (16)
P , +1 =  { C t - A p i ) - '  ( F i  +  A f o ) ,  i — 11 2 , . . . . ,  jV +  1, P j =  C ? F 0, (17)

Yi =  a /+i^i+i +  Pi + i> i = N ,N  KjV+i =  pJV+2,
(18)

причем матрицы и aN+x имеют размер M xx M  и M x M 2 соот
ветственно, а а{ для 2 ^ t '^ A ^  являются квадратными матрица
ми размера М хМ . Векторы р,- для 2 < i < i V + l  имеют размер
ность М, а р, и Рлг+2—размерность М х и М2.

Преобразуем формулы (16) — (18). Учитывая структуру мат
риц В;, находим, что матрицы а{ имеют вид

II II II I Л 2 1  II

«i =  IK 2 |0“ li. а ^ 1  =  |Щ г||>  “ / =  | Я ^ Г  - (19)

Подставляя (19) в (16) и учитывая определение матриц А{, Bt 
и Cf, получим формулы для вычисления а}2 и а22

\аГ+11 l Q ^ i - Q / У Г И 1
«Й; р \

1
.г+1 II ,1 Qf-1 ~ а Ы * \ Р Г  

где а\2 = (PI1) ~гPI2. Далее, представляя вектор р,- в виде

Pi — Pi> PiV+а Рл?+2> Р/. - ( P i
Р(

2 < i < t f + l

(20)

(21)

и подставляя это выражение в (17), получим

(  Р?+1
ЧР(+1

Ql* 1
QT-i

1Р }11~1(  f \  +Q?iiP? 
- Q l W i P f l l  \ f i + Q l IiPi1

(22)

P U  =  II Qn — Q ^ n+i II" 1 ( A +x +  Q m +1), (23)

где Р11 =  | |^ 1||-1Л -
Подставим теперь (19) и (21) в (18) и используем введенные 

обозначения для У{. В результате получим следующие формулы 
для вычисления компонент вектора неизвестных:

®/-i =  af+i®г +  Pi+i. i = N, N — 1 , . . . .  1 , ®  ̂=  р^+2, ,
=  Pf+i, i = N, N — 1 ...........0. ^

Итак, алгоритм метода матричной прогонки для системы двух
точечных векторных уравнений (1 1 ) описывается формулами (20),
(22)-(24).

Так как эти формулы являются следствием из алгоритма 
прогонки решения системы (15), к которой мы свели исходную 
систему двухточечных векторных уравнений (1 1 ), то достаточные 
условия корректности и устойчивости полученного алгоритма 
сформулированы в лемме 5, где нужно заменить N  на jV + 1, 
а матрицы С{, А1 и Bi определены выше.
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Используя алгоритм встречных прогонок для системы (15), 
можно построить соответствующий алгоритм для исходной сис
темы двухточечных векторных уравнений (И).

4. Ортогональная прогонка для двухточечных векторных урав
нений. Рассмотрим еще один метод решения системы двухточеч
ных уравнений (1 1 ), известный под названием метода ортого
нальной прогонки. Этот метод содержит обращение матриц Pt 
для 1 ^{^СЛГ и ортогонализацию вспомогательных прямоуголь
ных матриц.

Будем искать решение системы (11) в следующем виде:
Vt = B fi,+  Y„ 0 < i < i V ,  (25)

где В{ для любого I—прямоугольная матрица размера М х  М2, а р, и Y(—векторы размерности М2 и М соответственно.
Определяя Вв и Y0 из условия Р„Вв =  О12, P0Y„ =  F0, где 

О1*—нулевая матрица размера М1х М 2, получим, что V 0 удов
летворяет условию P 0V0 =  F0. Найдем теперь рекуррентные фор
мулы для последовательного построения, исходя из В0 и К0, 
матриц В{ и векторов Yt.

Подставим (25) в (И). Если Р{+1—невырожденные матрицы, 
то будем иметь
5 /+iP«-+i +  Yl+i— P&QtBfii =  Pr+i (Fi+i + QiYi), 0 < i < t f - l ,
или

5 , .+1Р / + 1 +  Y{+i- A l+£ t =  Xt+i, 0  <  l <  N - 1, (2 6 )

где Ai+i = PrAQiBi, X i+i = Pr'1 (Fi+. + QiYt). Матрица A ,+l имеет 
размер M x M 2, а вектор X i+1—размерность M.

Определим Bi+i и Yi+1 следующим образом:
Ai + 1~ Bi + Ŝ i + i> + i ~ ^ /  + i  ^ /+ 1 Ф /+ 1 >  ( ^ )

где Qi+1 и <p/+1—неопределенные пока квадратная матрица 
М2х М2 и  вектор 'размерности М 2. Подставляя (27) в (26), по
лучим соотношение J5/+1 (P/+1—Q/+1pf) =  B/+1q>/+1, которое пре
вращается в тождество, если положить

fi/+iP/ =  P/+i-q>*+1. 0 < / < М - 1 . (28)
Итак, если заданы невырожденные матрицы Qt для 1 ^  i ^  N 
и векторы фу для тех же i, то по формулам (27) можно найти, 
исходя из В0 и Y0, все необходимые матрицы В{ и векторы Y, 
для 1 <  t ^  N.

Осталось определить векторы Из (25) при i = N и систе
мы (1 1 ) получим два соотношения K/V— -® iv P iv +  Y v , QffVff— Fn+1 
с известными BN и YN. Отсюда для найдем уравнение 
QNBt$N=Fff+i— Qn Yn с квадратной матрицей Q„BN размера 
М2х М 2. Это соотношение можно записать в виде (28)

^л м -1 Р лг= Рлм-1 Ф л '+ и  (2 9 )

г д е  рдг+1 — Fn+19 4N+1 Qn N̂* —
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Если матрица Q^ +1 не вырождена, по формулам (28), (29)
последовательно, начиная с Э^+1, найдем все pf для 
Решение системы (11) может быть тогда найдено по формулам (25).

Так как имеется произвол в выборе матриц О,- и векторов (ph 
то приведенные выше формулы описывают скорее принцип по
строения методов решения системы (1 1 ), нежели конкретный 
алгоритм. Выбор определенных Q, и <р,- порождает некоторый 
метод для системы (11). Такие методы мы будем называть по- 
прежнему прогонкой, на прямом ходе которой вычисляются В / 
и Yit а на обратном—р, и решение V{.

Остановимся теперь на одном способе выбора П, и <рг. Так 
как формулы (27) и (28) предполагают обращение матрицы Qf+1, 
то она должна быть достаточно легко обратима.

В рассматриваемом методе ортогональной прогонки матрица 
й,-+1- и вектор ф,-+1 порождаются требованиями: 1) матрица Д1+1 
строится путем ортонормирования столбцов матрицы Л,-+1; 2) век
тор Vi+1 должен быть ортогонален столбцам матрицы Bi+1.

Следствием этих требований являются равенства
B’i+lBl+1 = E>\ B*i+lYi+1 — 0, (29')

где В*+1—транспонированная к В{+1 матрица, а Е22—единичная 
матрица размера М2х М 2.

Найдем сначала выражение для <р,+1. Из (27) и (29') получим 
О =  Bl+1Y =  Bi+1X(+1 Bi+iBi+iWi+i ~  & t+iXi+i <Pi+i- Итак, век
тор <p;+1 определен: <pf+1 =  5<+1AГ;+1.

Построим теперь матрицы Й,+1 и В{+1. Существует несколько 
способов ортонормирования столбцов матрицы Л/+1. Мы рас
смотрим метод Грама—Шмидта.

Пусть матрица Л ;+1 имеет ранг М2. Обозначим через ак и 
bk—k-e столбцы матриц Л/+1 и Bi+1 соответственно, а через 
( , ) —скалярное произведение векторов. В качестве bt возьмем 
нормированный столбец аг

b1 — aja>ll, ®ц — V (йх> (39)
Далее будем искать столбец Ьк в виде

где коэффициенты апк находятся из условия ортогональности 
вектора Ьк векторам Ь1г Ь2, . . . .  Ьк. 1г a wkk—из условия норми
ровки Ьк:

®пк — Фп* ^ 1 , 2 , , . . , k  \,(акк 1 /  (ак, ак) 2  (32)’ га= 1
В силу сделанного предположения о ранге матрицы Л/+1 столбцы 
ак для 1 <^k-^.M2 линейно независимы, и процесс ортонормиро
вания протекает без особенностей.



Из (30)—(32) следует, что матрицы A i+i и Bi+i связаны 
соотношением Л/+1 =  5 /+1й,-+1, где Q,-+1—квадратная верхне
треугольная матрица размера М2х М 2 с элементами а>пк для 
1 < п < М 2, п < & < М 2, определенными в (30) и (32), и со„д =  0 
для k < n .

Итак, формулы (30)—(32) определяют матрицы В1+1 и Й/+1. 
Несложный подсчет показывает, что построение матриц Bi+1 и 
й ;+1 можно осуществить, затратив: ЛШ! +  0,5 (М2— М2) опера
ций умножения, ММ\—М2 операций сложения и вычитания, 
ЛШ 2 операций деления и М2 извлечений квадратного корня. 
Всю указанную процедуру ортонормирования необходимо осу
ществить N  раз на прямом ходе метода прогонки. Это потребует 
О (MNMD арифметических операций и NM2 операций извлечения 
квадратного корня.

Нам осталось указать, как находятся матрица В0 и вектор F0. 
Будем предполагать, что матрицы Pi+1 и для 1
не вырождены. Кроме того, пусть не вырождена матрица PJ1, а 
матрица QN имеет ранг М2.

Построим В0 и F0. Пусть

— прямоугольная матрица размера М х М 2 и вектор размернос
ти М. Так как размерность квадратной единичной матрицы Е22 
есть М2х М 2, то ранг А„ равен М2. Матрица В0 строится, исходя 
из Л0, при помощи процесса ортонормирования (30)—(32), a F0 
выбирается по формуле Y0= X t)—Д,<р0 из условия ортогональ
ности столбцам матрицы В0, что дает <р0 =  В*аХ а. Так как

Таким образом, построенные В0 и F0 удовлетворяют требуемым 
соотношениям: Р 0В0 =  О12 и P0Y0 = F0.

Заметим, что в силу невырожденности Pi+1 и Q{ ранг мат
рицы Л,-+1 совпадает с рангом Кроме того, в силу невырож
денности Й0 ранг В0 совпадает с рангом Л0 и равен М2. Поэтому 
процесс ортонормирования (30) — (32) будет протекать без ослож
нений. Далее, так как ранги матриц QN и BN равны М2, то 
квадратная матрица QN+l = QNBN будет невырожденной, что 
позволит найти вектор Р^.

Таким образом, алгоритм метода ортогональной прогонки имее^ 
следующий вид:

то РоВ0 = 012. Далее имеем
Р0Уо= о Ро̂ оФо ~  РоХо ~  Ро •

(33)
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Матрицы Вi и j £2,- для 0 ^  j ^  7V вычисляются по формулам 
(30) — (32) и запоминаются. Полагается П^ +1 =  QNBN.

2) Yt = X t- B f f lt «рt = W t ,  1 = 0, 1, . . .  N,
X i - P i ' i F i  + Q i- iY ^ ) ,  X . = (  (pJ1)0"lFo ) .  (34)

Вычисляются и запоминаются векторы Yt для и фг*
для Полагается фn +i = Qn ^ n -

3 )  ^ * + i P / = = P i + i  Ф / + 1 >  i =  N ,  N  1 ,  0 ,  Р д г + 1  =  Fn +ь
Vi = +  Yiy 0 (35)

З а м е ч а н и е .  Так как матрицы £2,- для являются
верхнетреугольными матрицами размера М2х М 2, то для нахож
дения р,- по заданным p/+i и ф/+1 требуется О(Щ)  действий.

Для иллюстрации предложенного алгоритма рассмотрим при
мер. Пусть требуется решить следующую трехточечную раз
ностную задачу:

—0/-S +  & —У/+1 =  0. 1
г/о =  1. Ум =  0 .

Эта задача рассматривалась нами ранее в п. 4. § 2, где методом 
немонотонной трехточечной прогонки было найдено ее решение 
для N,  не кратных 3, а именно,

Vt
sin (N— i) я

sin-N  тс 0

Сведем систему (36) к системе двухточечных векторных урав
нений вида ( 1 1 ), полагая

У, 0 < 1 <ЛГ— 1 .

Несложно видеть, что (36) эквивалентна следующей системе:
Vi+i- Q V t  =  0 ,  0 < i < M - 2 ,

PoV0- \ ,  Qn- — 0,

о И
— 1 1 1 

2.

(37)

. Система (37) есть част-где Р 0 =  1|1|0|[, Qat- i =  I|0| 1||, Q
ный случай ( 1 1 ) с М1 =  УИ2 =  1 , М ■

Для решения (37) используем алгоритм ортогональной про
гонки (33) — (35). Для рассматриваемого примера матрицы Bt 
имеют размерность 2x1 ,  й,-— размерность 1x1,  векторы Yt бу
дут иметь размерность 2 , а векторы Р,- и <р,-—размерность 1 .

В табл. 3 приведены матрицы В{ и Q,-, а также векторы 
Yt, <р(- и Р; для N =  11. Применяемый метод ортогональной про
гонки позволяет получить точное решение у{ задачи (36).
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5. Прогонка для трехточечных уравнений с постоянными 
коэффициентами. Обратимся снова к методу матричной прогонки 
для трехточечных уравнений и рассмотрим частный случай та
ких уравнений, а именно:

-  Гу_, + С Г , -  YJ+i =  / >  1 <  / <  N - 1 ,
r* = FQ, Yjy— F/sjt (38)

где С—квадратная матрица размера М х М ,  a Yj и Fy — искомый 
и заданный векторы размерности М.

В п. 1 было показано, что к системе трехточечных уравне
ний вида (38) сводится разностная задача Дирихле для урав
нения Пуассона на прямоугольной сетке, заданной в прямо
угольнике, причем матрица С будет симметричной и трехдиаго
нальной. Далее, в п. 2 § 4 было показано, что метод матричной 
прогонки, имеющий для (38) вид
а/+1 (Р а /) S } 1 > 2, . . . ,  N - 1, a i = 0, (39)
P/+i =  “y+i(^/ +  P/), / = 1 , 2 , . • N - l , Pa = F„ (40)

Yj = *J+1YJ+l + h +1, j = N - 1, N - 2 ,  . . . , ■ 1 , r N = FN, (41)
является корректным и устойчивым. Там же было показано, что 
собственные значения матрицы С больше 2:

/l? ЪттЬч
4  =  M C ) =  2 +  4 ^ s i n 2- ^ - > 2 .  (42)

Напомним, что в случае общих трехточечных векторных 
уравнений для алгоритма матричной прогонки требуется О (MaN) 
арифметических действий для вычисления матриц ссу- и О (M2N) 
действий для вычисления прогоночных векторов р; и решения Yj. 
Для хранения полных и, вообще говоря, несимметричных мат
риц а} необходимо запомнить Mr (vV ~  1) элементов этих матриц. 
Уменьшаются ли эти величины, если методом матричной про
гонки решать специальную трехточечную векторную систему (38) 
с постоянными коэффициентами?

Для рассматриваемого примера все матрицы <х} будут сим
метричными в силу симметрии матрицы С, но хотя С есть трех
диагональная матрица, все матрицы ау, / ^ 2, будут полными. 
Следовательно, можно уменьшить, учитывая симметрию матриц о,-, 
только объем промежуточной запоминаемой информации, но не 
более чем вдвое. Порядок числа арифметических действий по М 
и N не изменится.

Построим теперь модификацию алгоритма (39)—(41), которая 
не требует дополнительной памяти для хранения промежуточной 
информации и реализуется с затратой О (MN2) арифметических 
действий, если решается задача (38) с трехдиагональной мат
рицей С.

Сначала найдем явный вид прогоночных матриц ау для лю
бого /. Для этого, используя (39), выразим через матрицу С.
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З а м е ч а я ,  ч то

аг — 0, сс2 =  С-*, а 3 =  (С2—Е)~гС, (43)
будем искать решение нелинейного разностного уравнения (39) 
в виде

«f =  PA(C)Pj-AC), j >  2 , (44)
где Pj(C) — полином от С степени /. Перепишем (39) в виде 

s а/+1 (С—«,) =  £ , / >  2,
и подставим сюда (44). Получим рекуррентное соотношение 
Pj (C) = CPj . 1(C)—Ру_2(С), / ^ 2 ,  или после сдвига индекса на 
единицу и учета (43)

py+1 ( Q = c p y ( C ) - p / _1 (C), / > 1 ,
Р 0(С) =  £,  Рг (С) = С. (45)

Итак, формулы (45) полностью определяют полином Ру (С) для 
любого / ^  0.

Найдем решение (45). Соответствующий алгебраический по
лином удовлетворяет соотношениям

P/+l(t) = t P j ( t ) -P, - i ( t ) .  i >  i,
p „ ( 0  =  i , Л ( 0  =  *.

которые представляют собой задачу Коши для трехточечного 
разностного уравнения с постоянными коэффициентами. В п. 2
§ 4 гл. I было найдено решение этой задачи Pj(t) = Uj ^ -0 ,  
j ^  0, где Uj(x) —полином Чебышева второго рода степени /

sin ((/+1) arocos х) 
sin arecos х 

sh ((/-[- i) Arch x) 
sh Arch x

|* | <  1 . 

| X | > 1 .

Таким образом, явное выражение для прогоночных матриц «у 
найдено:

а / = ^ ( т ) ^ - ( 4 ) ,  а 1 = ° -  <4 6 >

Это избавляет нас от необходимости проводить вычисления по 
формуле (39) прогоночных матриц ау-, на что требуется основ
ной объем вычислительной работы в алгоритме (39) — (41). Кроме 
того, матрицы ау- нет необходимости запоминать.

Рассмотрим теперь формулы (40) и (41). Они содержат умно
жение матрицы <Ху+1 на векторы Fj +  Р/ и Ку+1. Покажем сей
час,, как можно, не вычисляя ау- по формуле (46), определить 
произведение матрицы <ху- на вектор. Для этого нам потребуется 
лемма 6, которую мы приведем без доказательства.
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Л е м м а  6. Пусть многочлен fn (х) степени п имеет простые 
корни. Отношение многочлена gm (х) степени т к многочлену /„ (х) 
степени п >  т без общих корней может быть представлено 
в виде суммы п элементарных дробей

П

Вт {X) . _ V  Ч Вт (Xt)
fn м  1 / ; (Ч) '

где х(— корни fn(х), a fn(х) — производная полинома fn{x).
Используя лемму 6, найдем разложение на простые дроби

отношения у (х) = - 2. Так как корни U , , { х )  есть

** =  cos-Ы

и ;-Лхн) = ( -  О4’ 1, - ^ W j - А ч) ]

k = \ ,  2, . . . .  / — 1 ,

/ ( - 1)*-»
kjl
T~

sin*

то в силу леммы 6 имеем следующее разложение для ср (л:):
kn

у (*) =
/-1

U j - 2 (X) _  V sin*
/

/
л;—cos Ы  ̂- x (47)

Из (46) и (47) следует еще одно представление для матриц aJt 
которым мы и будем пользоваться

i-i  2sin2-^5-
aft/( c - 2 c o s ^ £ ) - i ,  аА/ = ----- , / > 2 .  (48)

Используя (48), умножение матрицы ау- на вектор К можно 
осуществить по следующему алгоритму: для k = \ ,  2 , . . . .  /— 1 
решаются уравнения

( C_ 2 cos- ^ £ )  Vk = akJY, (49)

где ak/- определено в (48), а результат ауК получается последо
вательным суммированием векторов Vk

« /Г  = 2  Vk.k-1
(50)

Заметим, что в силу (42) матрица С —2 cos ^ - Е  является не- 
J

вырожденной и, кроме того, трехдиагональной, если таковой 
была матрица С. В этом случае каждое из уравнений (49) ре
шается за О(М) арифметических действий методом скалярной

119



трехточечной прогонки, описанным в § 1. Следовательно, на ре
шение всех задач (49), а также на вычисление суммы (50) потре
буется O(Mj) действий. Так как в (40) и (41) умножение мат
рицы а.у на векторы осуществляется для / =  2, 3, N, то 
модифицированный метод матричной прогонки (40), (41) и (49), 
(50) требует 0 (M N 2) арифметических действий.

Итак, построен модифицированный метод матричной прогонки, 
позволяющий найти решение разностной задачи Дирихле для 
уравнения Пуассона в прямоугольнике с затратой О (MNа) ариф
метических действий. Уменьшение числа действий по сравнению 
с исходным алгоритмом (39) — (41) достигнуто за счет учета 
специфики решаемой задачи.

В последующих двух главах мы рассмотрим другие прямые 
методы решения указанной - задачи и ей подобных разностных 
задач, которые будут требовать еще меньшего числа действий, 
чем построенный здесь метод.



Г Л А В А  III

МЕТОД ПОЛНОЙ РЕДУКЦИИ

В данной главе изучается метод решения специальных сеточных эллип
тических уравнений—метод полной редукций. Этот прямой метод позволяет 
найти решение разностной задачи Дирихле для уравнения Пуассона в пря
моугольнике за О (N2 l o g 2W) арифметических действий, где N —число узлов 
сетки по каждому направлению.

В § 1 дана постановка краевых задач для разностных уравнений, для 
решения которых можно использоваГь метод редукции. В § 2 изложен алго
ритм метода для случая первой краевой задачи, а в § 3 рассмотрены при* 
меры применения метода. В § 4 дано обобщение метода на случай общих 
краевых условий.

§ 1 . Краевые задачи для трехточечных векторных уравнений
1. Постановка краевых задач. В главе II для решения трех

точечных скалярных и векторных уравнений были построены 
методы скалярной и матричной прогонок. Метод матричной про
гонки для уравнения с переменными коэффициентами реали
зуется с затратой 0 ( M3N) арифметических действий, где N — 
число уравнений, а М — размерность векторов неизвестных (число 
неизвестных в задаче равно MN).  Для специальных классов 
векторных уравнений, соответствующих, например, разностной 
задаче Дирихле для уравнения Пуассона в прямоугольнике, был 
предложен модифицированный алгоритм метода матричной йро- 
гонки. Этот алгоритм позволяет сократить число действий 
до О (МЛ?ъ).

Данная глава посвящена дальнейшему изучению прямых ме
тодов решения специальных векторных уравнений, к которым 
сводятся разностные схемы для простейших эллиптических уравне
ний. Будет построен метод полной редукции, позволяющий ре
шать основные краевые задачи с затратой 0  (MN loga N) арифме
тических действий. Если не учитывать слабую логарифмическую 
зависимость от N, то число действий для этого метода пропор
ционально числу неизвестных МЛ/. Создание этого метода явля
ется существенным шагом в развитии как прямых, так и итера
ционных методов решения сеточных уравнений.

Сформулируем краевые задачи для трехточечных векторных 
уравнений, решение которых можно найти по методу полной 
редукции. Мы будем рассматривать следующие задачи:
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1) Первая краевая задача. Требуется найти решение уравнения
— Yj-x + CYj— У}+1=  Fj, (1 )

удовлетворяющее заданным значениям при / =  0 и j — N
V0 = F0, Vn = F n . ( 2 )

Здесь Yj—вектор неизвестных номера /, F}—заданная правая 
часть, а С—заданная квадратная матрица.

2 )  Вторая и третья краевые задачи. Ищется решение урав
нения (1), удовлетворяющее следующим краевым условиям 
при / =  0 и j = N:

(C + 2aE)Y0- 2 Y 1 = F0, j =  О,
- 2 Y n _1 +  (C +  2$E)Yn = F n , j = N,

где a ^ O ,  P ^ O . При a  =  p =  0 формулы (3) задают краевые 
условия второго рода. Мы будем также рассматривать комбина
ции краевых условий, например, когда при / =  0 задано крае
вое условие первого рода, а при j — N —третьего или второго 
рода.

3) Периодическая краевая задача. .Требуется найти решение
уравнения — +  — Yj+1 = Ff , которое является периоди
ческим, Yn +j = Y j . Предполагается, что правая часть F} также 
периодична, FN+J = Fj. Эта задача формулируется в следующей 
эквивалентной форме: найти решение уравнения

- Y ^ + C Y j - Y f + ^ F j ,  1 < / < М - 1 ,
- У ^  +  С П — Y ^ F „  Yn = Y0. (4)

К такого рода уравнениям сводятся разностные схемы для эллип
тических уравнений в криволинейных ортогональных системах 
координат: в цилиндрической, полярной и сферической системах.

Помимо основного векторного уравнения (1), содержащего 
одну матрицу С, мы будем рассматривать первую краевую задачу 
для более общего уравнения

- B Y j^  + AYj - B Y j^ F j , 1 < / < М - 1 ,
Уо = У0 .  Yn  =  Fn

с квадратными матрицами А и В. Подобного рода задачи воз
никают при решении разностной задачи Дирихле повышенного 
порядка точности для уравнения Пуассона в прямоугольнике.

Сформулируем требования на матрицы С, Л и В, которые 
обеспечивают возможность применения метода полной редукции 
для решения поставленных задач (1) — (5). Для задач (1) — (4) 
будем предполагать, что для любого вектора Y  справедливо не
равенство (С Yу Y) ^  2  (Y, У), а для задачи (5)—неравенство 
{AY, К) ^ 2 {BY, Y) >  0. Здесь используется обычное скалярное 
произведение векторов.
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2. Первая краевая задача. Изучение метода полной редукции 
начнем с описания сеточных краевых задач для эллиптических 
уравнений, которые могут быть записаны в виде специальных 
векторных уравнений (1) — (5). Пусть на прямоугольной сетке 
© =  {хи  =  (ihlt jh2) g G, 0 <  i <  М, 0 sg: / <  N, ht =  IJM, h2 =  IjN)  
с границей у, введенной в прямоугольнике G =  {0 ^ x a ^ / a , 
а =1,2},  требуется найти решение разностной задачи Дирихле 
для уравнения Пуассона

У~х,хх +  Ух,хг =  — <р (х), х € со, /g\
y{x) = g(x), х £ у .

В § 4 гл. II было показано, что задача (6) может быть за
писана в виде (1), (2), где Yj—вектор размерности М — 1, ком
понентами которого являются значения сеточной функции 
y(i, j) =  у (Xij) во внутренних узлах ;-й строки сетки со:

Yj = {y( \ , i ) , y{2, i ) ,  . . . , y ( M - l , j ) ) ,  О

С—квадратная матрица размерности (М— 1)х(М— 1), которая 
соответствует разностному оператору А, где

Ау = 2 y - h ly - iXi, А1 < л 1 < / 1—К,
У  =  0, х г =  0, 12. ( ^

Правая часть Fj— вектор размерности М — I, определяемый 
следующим образом:

1 ) для /' == 1 , 2, . . . ,  N — 1

Fj =  (1, /), 1̂ф (2, /) ..........Л|ф (М —2, /),Л|ф (Д4— 1, /')), (8)
где

Ф ( 1 ,  /) =  ф (1, j) +  -kg(0,  /).
«1

ф ( Л 4 — I ,  / )  =  ф ( 7 И — 1, j ) - \ - y « g ( М ,  / ) ;til
2) для / =  О, N

F j =  (g(l .  /). g (2. /)......... 1, /))• (9)

Из (7) следует, что для рассматриваемого примера матрица С 
является трехдиагональной симметричной матрицей.

Рассмотрим более сложную разностную задачу, которая также 
записывается в виде уравнений (1 ), (2). Пусть на сетке со тре
буется найти решение разностного уравнения Пуассона

У х ^ + У х л ^  —  Ф ( * ) .  * € < * ,  (Ю )
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удовлетворяющее на сторонах хх =  0 и х1 = [1 краевым условиям 
третьего или второго рода

=  Ф. *1 =  0 , (1 1 )

~К[У~х,~̂~Ухгхг ~  777 K+l'J~ с‘)> ( 12)
h2^ x i f^.l.l —h2

и краевым условиям первого рода па сторонах х2 =  0, х2 = 12: 
y(x)=g(x) ,  х2 = 0, 12, 0 ^ .х 1^ .1 1. Для того чтобы поставленная 
задача могла быть записана в виде (1), (2) с матрицей С, не 
зависящей от /, необходимо предположить выполнение условия 
х±1 =  const.

Сведем эту задачу к (1), (2). Для этого умножим ( 10)—(12) 
на (— /г|) и распишем разностную производную у- и по точкам 
для всех / =  1 ,2 .........N — 1. Получим следующие уравнения:

1 ) для г — 0

— У(0, / — 0  +  2 ( l + ^ 7 « - i ) l / ( 0. / ) “ 7ГЙ*,(°’ /) | ~
- У( 0 ,  Л - 1 ) =  % ( 0, /);

2) для i =  1, 2, . . . ,  М — 1
— У{1> / — 0  +  [2г/(г, j ) - h l y - iXi (i, /')]—y(i,  / +  1 ) =  Л|<р (i, /);
3) для i =  M 

—У(ЛГ, / - 1 ) 4 - 2 л!1 + ' ^ " x +i }У(М,  /) +  у-  ̂{М, /)

- у ( М ,  / +  1 ) =  % ( М , / ) .
Обозначим

^  =  0/ (0, / ) ,  г/(1 , /), /)), О < / < Л Г ,
Fy =  (МФ (0, /), %  ( 1 , / ) , . . . ,  Л|ф ( М - 1, /), %  (М, /)), (13)

1 1 ,
F/ =  ( e ( 0 , /), г(1,  / ) , •••> в(Л1, /)), i = N.

В этих обозначениях полученные уравнения записываются 
в виде (1), (2), где квадратная матрица С размерности (УИ +  1)х 
Х(М +  1) соответствует разностному оператору Л:

Лу-

0 Л  , hi \  2h\  Л
2 \ 1 +  кГк - 1) у ~ 1 Г Ух1' *1==0,

2 у ^Ух,х t*

2(1+4х+0 у + ̂ Г̂ ’
(14)

Здесь мы снова имеем дело со случаем, когда С есть трехдиа
гональная матрица. Задание на сторонах ^  =  0, краевых усло
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вий третьего рода (1 1 ), (12) вместо условий первого рода при* 
водит лишь к другому определению оператора Л —вместо (7) мы 
имеем (14). Вид уравнений (1) и краевых условий (2) при этом 
не меняется. Если при хх =  0 вместо условия (11) задано краевое 
условие первого рода y(x) — g (х), а при хх — 1Х по-прежнему зада
но условие (12), тс такая разностная задача также сводится к ( 1),
(2). В этом случае

v f = ( y ( h i ) ,  У(2, /), • • • ,« / (М, /)), 0 < / < М ,
Fy =  (AS(l ,  /), Л|Ф(2, /) .........h!cp(M-l ,  /), h!cp(M, /)),

где <p(l, /) =  ф (1 , /) +  4 - g ( 0, /), cp(M, / ) —значение в соответ-
М

ствующей точке правой части ф из (12), а квадратная матрица С 
соответствует разностному оператору Л, где

( 2У V[i /гх ^  хх <  /i ftj,
Лг/ = (15)

и у — 0 при xt —0.
Если краевое условие первого рода задано при х1 =  /1, а крае

вое условие третьего рода (1 1 ) задано при хг — 0, то в ( 1), (2)
Yj =  (у (0, /), У (1, /), • • ■, У ( М - 1, /)), 0 < / <  М,
/> =  (^1Ф(0, /), /йф(1 , /), . . . .  А |ф (М -2 , /), А!ф ( М - 1 , /)),

1 < / < Л Г  — 1 ,

где ф (М— 1, /) =  ф(М— 1, / ) -f-A-g(M,  /), а матрица С соответ-hi
ствует разностному оператору Л, где

и у = 0 при х, =-
Итак, мы показали, что если по направлению xt заданы крае

вые условия первого рода, а по направлению хг—любые ком
бинации краевых условий первого, второго или третьего рода, 
то разностные схемы для уравнения Пуассона в прямоугольнике 
записываются в виде первой краевой задачи для трехточечных 
векторных уравнений (1), (2). Матрица С определяется при по
мощи разностного оператора Л, который в зависимости от типа 
краевого условия на сторонах хх =  0 и хх = 1х задается форму
лами (7), (14)—(16).

3. Другие краевые задачи для разностных уравнений. Тип
краевых условий для уравнения ( 1 ) полностью определяется 
типом граничных условий для разностного уравнения (10) на
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сторонах прямоугольника х2 =  0 и х2 = 1г. Мы рассмотрели случай, 
когда на этих сторонах были заданы краевые условия первого 
рода.

Рассмотрим теперь другие краевые задачи для уравнения (10), 
которые сводятся к векторным уравнениям ( 1), (3). Пусть на 
прямоугольной сетке со, определенной выше, требуется найти 
решение третьей краевой задачи для разностного уравнения 
Пуассона. Разностная схема имеет следующий вид:

Ух,х2 +  Ух,х, =  —  ^ ( Х ) ,  *€«>, (17)

Ъ У*г +  У* *  = Ъ * -* У ~  ** ** =  0’ (18)

-Т1Ух1~>ГУх2Х2~ Т 1 % + 1У <Р’ Xi~ h >  К ^ Х2 ^ К  2̂»
(19)

У х И ^ У х ,  ~  Ч5’ x2~h> < лГх<  k  hi- (20)

Аппроксимация в уголках сетки имеет специальный вид:

+  =  * i  =  0 ,  х2 — 0 ,  (2 1 )

—Т̂ Ухх ^~Т^УХ*= { l h K+i "^ЛГ4-2) У xi — li>xz — Q, (22)

т ^ ~ т ; У \ = { Ь %- ^ ^ ^ ) у ~ ^ '  Xi=0> х* = 1*' (23>

— 'Т [ У х ~ l h y **=  (лГх+1^'7г7и+а) У ~~<p’ x i  =  h> x * =  l v  (24)

Здесь предполагается, что выполнены условия х±а =  const, а  =  1,2.
Покажем, что задача (17)— (24) сводится к (1), (3). Действи

тельно, обозначая через Y} вектор размерности А1 -f 1
yj = (y(0,j),  y ( \ , j ) ,  •. •, у(М,  /)), 0 < / < М

и определяя правую часть Fj для / = 1 , 2 , . . . ,  N — 1 по форму
лам (13), получим из (17) и (18), как и в предыдущем пункте, 
уравнения ( 1) с матрицей С, соответствующей Л из (14). Осталось 
показать, что условия (19) — (24) могут быть записаны в виде 
краевых условий (3).

Умножим (19), (21) и (22) на (— Щ и распишем входящую 
в них разностную производную у Х2 по точкам. Получим:

1 ) для i =  0

2 [ 0  0)— ЙГУ**(0’ 0)] +
+  2Л2х_2г/(0, 0)— 2 у  (0, 1) =  А?ф(0, 0),
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2) для » =  1,2,  . . М — 1
[2y(i, 0 ) - h l y - iXi(i, 0)] +  2h2x_2y(i,  0)—2y(i,  l) =  /ifcp(t, 0),
3) для i — M

1 +  h*| x +i)y(M, 0) + ^ y-Xi(M, 0)] +

+ 2htn . ty(M,  0)—2y(M, l )=hiy(M,  0).

Если обозначить a =  /i2x_2, то эти  равенства могут быть записаны 
в векторном виде

(С +  2а£) у о—2Y1 — F0, (25)

где F0 — (h\<$ (0, 0), hi<р(1, 0).........Л!ф (М, 0)).
Аналогично из (20), (23) и (24) находится уравнение

—2 Yn „ 1 +  (С +  2р£) Кд, =  Fn ,
где обозначено р =  /г2х +2 и /=’ЛГ=  (/г|ф(0, Л/'), /г|ф(1 , iV), . . .
. . . , / г | ф (М, N)). Итак, разностная схема (17) — (24) сведена 
к задаче ( 1), (3).

Рассмотрим теперь случай задания некоторых комбинаций 
краевых условий на сторонах прямоугольника G. Как было от
мечено выше, задание отличных от (18) краевых условий на 
сторонах хх =  0 и х^ = 1г влияет лишь на определение матрицы С. 
Если при х2 = 0 задано краевое условие первого рода, т. е. 
вместо (19), (2 1 ) и (22) задано y{x) = g(x), х2 =  0, то условие 
(25) должно быть заменено на условие Ya = F0, где Fa — 
— (S (0> 0). • • ё(М,  0)). В этом случае трехточечная векторная 
краевая задача имеет вид

- Y j . i  +  C Y j - Y j ^ F j ,  1 < / < Л Г - 1 ,
Y0 — Ft, (26)

- 2 Y N_i +  (C + 2$E)YN =F„.
К аналогичной системе мы приходим и в случае, когда на сто
роне Л'а =  12 задано краевое условие первого рода, а на стороне 
х2 =  0—краевое условие третьего рода. В этом случае векторная 
краевая задача имеет вид

- Y j . i  + C Y j - Y j ^ F j ,  1 < / < М - 1 ,  (27)
(С + 2аЕ) Y0- 2 Y 1 = F0, YN= FN.

Мы рассмотрели примеры краевых задач для разностного
уравнения Пуассона в прямоугольнике и показали, что им соот
ветствуют векторные краевые задачи ( 1 ), (2) или ( 1), (3), или (26), 
(27) с соответствующей трехдиагональной матрицей С.

К указанным векторным краевым задачам сводятся и разно
стные схемы для более сложных эллиптических уравнений как 
в декартовой, так и в криволинейных ортогональных системах
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координат. Приведем примеры. В декартовой системе это основ
ные краевые задачи для эллиптического уравнения

д ( к  (x j ди
дхх)) +  К (*i) £ | —<7 (*i) u = — f  (х), x€G,

коэффициенты которого зависят только от одной переменной. 
В этом_случае в прямоугольнике G можно вводить прямоугольную 
сетку со с равномерным шагом h2 по направлению ха и произ
вольными неравномерными шагами по направлению хг

В цилиндрической системе координат такими примерами яв
ляются краевые задачи для уравнения Пуассона в конечном 
круговом цилиндре или трубе при наличии осевой симметрии:

1 д I ди\  д3и 
г дг \  дг )  ' дг2 f { r ,  г ) ,

О < г 0< г < / ? ,  О < г < 1 .

В этом случае по направлению г можно вводить произволь
ную неравномерную сетку, а по направлению г—сетку с посто
янным шагом h2.

Если для уравнения Пуассона ставится задача отыскания 
решения на поверхности цилиндра, т. е.

=  — /(ф. г), 0 < ф < 2л, 0 < г < 1 ,

то соответствующая разностная задача сводится к периодической 
векторной краевой задаче (4), причем по направлению г допу
скается произвольная неравномерная сетка.

В полярной системе координат допустимыми являются раз
ностные схемы для уравнения Пуассона в круге, кольце и кру
говом или кольцевом секторах

г д г \ Г д г ) ~^ г2 d<pa" “ (г » € <3.

Для круга и кольца разностная схема сводится к периодической 
задаче (4), а для секторов — к задачам (1), (2) или (1), (3). Здесь 
можно ввести неравномерную сетку по направлению г.

К периодической краевой задаче (4) сводится разностная схема 
для уравнения Пуассона, заданного на поверхности сферы ра
диуса R:

1 д (  . а ди \  . 1 д2и f , дч
flasin0d0 V31110 дв)  +  £ 2sin20dq>2 —

4. Разностная задача Дирихле повышенного порядка точности.
Рассмотрим теперь пример разностной схемы, которая приводится 
к более общему, чем (1), векторному уравнению^ (5). Запишем 
на прямоугольной сетке ш — {х^  =  (ih19 jh2) £ G, 0 ^  i ^  М,
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0 < /< Л Г , h1M==l1, й2ЛГ =  (2} разностную задачу Дирихле для 
уравнения Пуассона повышенного порядка точности

I , ! л?+ а! / л
У хл  +  У х, „  +  12 У-хЛ  =  ® • (28)

y{x) = g{x), х£у .

Решение разностной схемы (28) при соответствующем выборе 
правой части ф (х) сходится со скоростью О (hf +  ft£) к достаточно 
гладкому решению дифференциальной задачи, если ftt и со 
скоростью О (ft6), если h1 = h2—h.

Сведем (28) к краевой задаче для векторного трехточечного 
уравнения

- B Y ^  + A Yj—ВУ/+1 = Fj, 1 <  / <  N - 1,
Yo = F0, Yn = F n .

Для этого нужно умножить (28) на (— ft!), расписать разностную
( . hl+hl \производную [у +  — j j - y-XlXl)-у- Y L по точкам и использовать обоз-*'Х1Х1/ЛГ2ЛГ2

начения
Y j  =  (У 0 .  /)- У  (2- / ) . • • • .  К ( М —  1, /)),
Fy =  (А!ч>(1, /) , Л|Ф(2, /) , . . . , А ! ф ( Л 1 - 2 ,  /) , А |ф ( М - 1 ,  /) ) ,

1 < / < # — !,

ф (1 , /) =  ф ( 1 . / ) + ^ - ( g ( 0. / ) + т ^ & , * , ( 0. / ) ) ,  

ф (л* - 1 , /) =  ф (м  - 1, /) + ^  (*  (м, I ) + (М, /))

И

/V =  (g( l , /) ,  г (2 ,Л .  . . . , * ( A f - l , /)), / =  0,ЛГ.
В этом случае матрицы В и Л соответствуют разностным опера
торам Лг и Л, где

Ay = 2 y - ^ ^ y - iXi, K ^ x ^ ^ — hi,

и у — 0 для ^  =  0 и хг = 1г. Эти матрицы являются трехдиаго
нальными и, как нетрудно проверить, перестановочными.

Краевую задачу (29) можно свести к задаче (1), (2). Для этого 
каждое из уравнений (29) нужно умножить слева на Б -1, если 
существует обратная к В матрица. Найдем достаточное условие
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существования В~г. Очевидно, что обратная к В матрица 
будет существовать, если система линейных алгебраических 
уравнений

B Y —F  (30)
имеет единственное решение для любой правой части F.

В силу определения матрицы В, (30) может быть записано 
в виде разностной схемы

Л1 y = y + - ^ w l yiitxt = f» (31)
. 1/(0) =  У ( / 0  =  0.

В § 1 гл. II было показано, что если для схемы (31) выпол
нены достаточные условия устойчивости метода прогонки, то 
решение уравнения (31) существует и единственно при любой 
правой части /, причем оно может быть найдено методом про
гонки. Расписывая разностную производную yXiXx по точкам, за
пишем (31) в виде скалярных трехточечных уравнений

A iUi - 1  Н~ С $  i В1У1+1 — F  ii 1 , .ggN
У о — 0» Ум ~

где Ai = Bi h!+h!
12 hi

с  = hl+ht 
1 6tii 1 .

Напомним, что для (32) достаточные условия устойчивости 
метода прогонки имеют вид | С{ | ^  | А ( | + 1 Bt |, i=  1, 2, . . . ,  М — 1. 
Из этих условий найдем, что матрица В имеет обратную, если 
шаги сетки со удовлетворяют ограничению /i2^ ] / 2 / ix. При вы
полнении этого условия задача (29) может быть сведена к за
даче (1), (2) с С = В~1А.

§ 2. Метод полной редукции для первой краевой задачи

1 . Процесс нечетно-четного исключения. Переходим теперь 
к описанию метода полной редукции. Начнем с первой краевой 
задачи для трехточечных векторных уравнений

- Y f ^  + C Y j - Y J+1 = Fj,
YQ = Fa, Yn = F n . U

Идея метода полной редукции решения задачи (1) состоит 
в последовательном исключении из уравнений (1) неизвестных 
Yj сначала с нечетными номерами /, затем из оставшихся урав
нений с номерами /, кратными 2, затем 4 и т. д. Каждый шаг 
процесса исключения уменьшает число неизвестных, и если N 
есть степень 2, т. е. N = 2п, то в результате процесса исключе
ния останется одно уравнение, из которого можно найти Yn/2 - 
Обратный ход метода заключается в последовательном нахожде
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нии неизвестных У, сначала с номерами /, кратными N/4, затем 
N/8, N / 16 и т. д.

Очевидно, что метод полной редукции есть модификация 
метода исключения Гаусса, примененного к задаче (1), в кото
ром исключение неизвестных происходит в специальном порядке. 
Напомним, что, в отличие от этого метода, в методе матричной 
прогонки исключение неизвестных происходит в естественном 
порядке.

Итак, пусть N — 2", п >  0. Для удобства введем следующие 
обозначения: С<0) =  С, F f  =  Fj, / =  1,2, . . . ,  N — 1 , используя 
которые запишем (1) в виде
- Y j ^  + C V ' Y j - Y ^ F f ,  1 , JV =  2",

Yo = F0, Yn = F n . ( 1 )

Рассмотрим первый шаг процесса исключения. На этом шаге 
из уравнений системы (Г) для кратных 2 , исключим неизвест
ные Yj с нечетными номерами /. Для этого выпишем три идущие 
подряд уравнения (Г):

-  Yj . t  + C ^ Y j ^ - Y j  =  F f \ ,
- Y j ^  + V ' Y ,  —  YJ+1~  F f \
— Yj + C (0)Jy+1 — Ky+1=  F/+i, / =  2 ,4 ,6 .........N —2.

Умножим второе уравнение слева на С(0) и сложим все три полу
чившиеся уравнения. В результате будем иметь

/ > /= 2 ,  4, 6.........t f - 2 ,
Уо =  /V  ^ iv- (2)

С(1» =  [С(0,]а — 2£,
Ff> =  Fj% +  C ^ F f  +  F'-% / =  2, 4, 6, . . . ,  У - 2.

Система (2) содержит неизвестные Г} только с четными номе
рами /, число неизвестных в (2) равно N/2— 1 , и если эта 
система будет решена, то неизвестные Yj с нечетными номерами 
в силу (Г) могут быть найдены из уравнений

CiV>YJ = F f  + Y , - l + Y J+v  / =  1 , 3, 5, . . . ,  N - \  (3)

с уже известными правыми частями.
Итак, исходная задача (Г) эквивалентна системе (2) и урав

нениям (3), причем по структуре система (2) аналогична исход
ной системе.

На втором шаге процесса исключения из уравнений «укоро
ченной» системы (2) для /, кратных 4, исключаются неизвестные 
с номерами /, кратными 2 , но не кратными 4. По аналогии
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с первым шагом берутся три уравнения системы (2):
- Г /_4 +  С<1>Г/ _1- Г / = F % ,
- Y j . 2 +  C ^ Y / — Yi+i = F f \
— V/ + C (1)Yj+2— Yj+i = Ff+2 , j = 4, 8, 12 , . . .  , N - 4,

второе уравнение умножается на С(1) слева, и все три уравнения 
складываются. В результате получаем систему из N/4— 1 урав
нений, содержащую неизвестные Yj с номерами, кратными 4:

-  Y j ^  + C ^ Y j - Y j ^ F f ,  j  =  4, 8, 12......... N - 4,
F0 =  F0, Yn —Fn \

уравнения C(1>Fy =  ff>4- Y j . t +  YJ+i, / =  2 ,6 , 10, 2 для
нахождения неизвестных с номерами, кратными 2 , но не крат
ными 4, и уравнения (3) для неизвестных с нечетными номерами. 
При этом матрица С<2) и правые части F f } определяются по 
формулам

С<2> =  [С(1)р —2Е,
Ff>=Ffb  +  Cil'Ffi + Ffb,  / =  4 ,8 ,1 2 , . . . , N - 4 .

Этот процесс исключения может быть продолжен. В резуль
тате l-то шага получим редуцированную систему для неизвестных 
с номерами, кратными 21:
— Yj-ii + CU)Yj-— Yj+2i = F f \  / =  2», 2-2*. 3-2г...........N — 21,

F„ =  F0, Yn = F n , (4)

и группы уравнений
C*-»Yj = F f - " +  К / К / + 2*"1,
/ =  2*-1, 3-2*"1, 5-2*"1, . . . , N — 2k~ \  (5)

решая которые последовательно для & =  /, I— 1 , . . . ,  1 , найдем 
оставшиеся неизвестные. Матрицы С(к> и правые части F p  нахо
дятся по рекуррентным формулам

C(ft> =  [C<*-1,]a—2Е,
F t  =  - 1» +  F f+-21 „  (6)

/ =  2*, 2-2*, 3-2*. . . . , N — 2k,

для &= 1 , 2 , . . .
Из (4) следует, что после (п— 1)-го шага исключения (1 — п— 1) 

останется одно уравнение для F 2n-i =  Ynh-
Yj =  Ff~v +  Yi- 2"-* +  Yi+ 2 =  F f - 1' +  F0 +  F№ /=2"~ V 
F„ =  F 0, F * = / >

с известной правой частью. Объединяя это уравнение с (5), 
получим, что все неизвестные находятся последовательно из
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уравнений
C ‘* - » ^  =  F ) ‘ - l > + K / - 1* - 1+ K / + , * - . ,  K e =  F 0, Yn = F n, 
j = 2k~x, 3-2*-1, 5-2*-1, . . . , N — 2k~x, k—ti, n — 1 , . . . ,  1 . (7)

Итак, формулы (6) и (7) полностью описывают метод полной 
редукции. По формулам (6) преобразуются правые части, а из 
уравнений (7) находится решение исходной задачи (1).

Описанный метод мы назовем методом полной редукции, так 
как здесь последовательное уменьшение числа уравнений в системе 
осуществляется до конца, пока не останется одно уравнение 
для Yni%• В методе неполной редукции, который будет рассмот
рен в главе IV, осуществляется лишь частичное понижение 
порядка системы и «укороченная» система решается специальным 
методом.

2. Преобразование правой части и обращение матриц. Вычис
ление правой части F f y по рекуррентным формулам (6) может 
привести к накоплению погрешностей вычислений, если норма 
матрицы С(Л-1) будет больше единицы. Кроме того, матрицы Сш 
являются, вообще говоря, полными матрицами, даже если исход
ная матрица Cw =  С была трехдиагональной. А это существен
ным образом влияет на увеличение объема вычислительной работы 
при вычислении F f } по формулам (6). Для рассмотренных в § 1 
примеров норма матрицы действительно будет значительно пре
вышать единицу, и такой алгоритм метода будет вычислительно 
неустойчив.

Чтобы обойти эту трудность, будем вместо векторов F f y вычис
лять векторы p f \  которые связаны с F f y следующим соотно
шением:

А-1
F f ' ^  П  CU)pf>2k, (8)

/ = О
- 1

причем формально положим Д  СШ = Е , так что p f  == F f y =  Fj.
Найдем рекуррентные соотношения, которым удовлетворяют 

p f \  Для этого подставим (8) в (6). Считая, что Сш—невырож
денная матрица для любого I, из (б) получим

2 п  с ^ р Г = п  V »  Iр ^ и + c ^ p f - »

ИЛИ
2 C«-»pf> +  C*-»p f- l) +P?~..V-.. (9)

Обозначая Sf~1) = 2pf>—p f~ ly, из (9) получим, что p f y могут 
быть последовательно найдены по следующим формулам:

» =pf_~l). i +pf;$->, p f = o,5 (р?-'>+ s f - %
/ =  2*, 2-2*, 3-2*, . . . , N - 2 * ,  f t = l , 2 ,  p f ^ F j .
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Рекуррентные соотношения (10) содержат сложение векторов, 
умножение вектора на число и обращение матриц С(*_1).

Осталось теперь исключить F f ' 1' из уравнений (7). Подстав
ляя (8) в (7), получим

С * -1»К, == 2*-1 IT +  г , - ,*-» +  У]+
у  — F Y  —~F ( " )
/ =  2 * -\ 3-2*-1, . . N — 2k~ \  k = n , n — 1, . . 1 .

Здесь тоже необходимо обращать матрицы С(*-1), но, кроме того, 
в правой части (1 1 ) появилось умножение матрицы на вектор. 
В рассмотренном ниже алгоритме используемый способ обраще
ния матрицы С(А_1) позволяет избежать нежелательной операции 
умножения матрицы на вектор и реализацию ( 1 1 ) свести к обра
щению матриц и сложению векторов.

Рассмотрим теперь вопрос об обращении матриц опре
деляемых по рекуррентным формулам (6)

=  2Е, k = l ,  2, . . . ,  CW = C. (12)
Из (12) следует, что С{к) есть матричный полином степени 2* 
относительно С с единичным коэффициентом при старшей сте
пени. Этот полином через известные полиномы Чебышева выра
жается следующим образом:

С<*>=27а* ( 1 с ) ,  Л =  0, 1, . . . .  (13)

где Тп[х)—полином Чебышева п-й степени первого рода (см. п. 2 
§ 4 гл. 1):

( cos(n arccosx), |я |< Л ,

т " (х) =  (  ^ [ ( д г + К ^ - Г Г + и + К ^ Т ) - "], М > 1 .

Действительно, в силу свойств полинома Тп(х)
Тгп(х) = 2[Тп(х)]*-1, Т1(х) = х,

из (12) очевидным образом следует (13).
Далее, используя соотношение

k- 2
Ц  2Tzi(x) = U2k- i -1(x),

связывающее полиномы Чебышева первого рода с полиномом 
второго рода Un{x), где

' s*n ( ( п  4-1) arccos *) 
sin (arccos л:) ’

r 1 - - [(л; - f  ] / * 2.2 / л 2—1 LV

1 ,

• l)n+l—(x-\-]fx2— l ) -ln + 1)J, |л г |> 1 ,

134



(1 4 )

легко вычислить произведение полиномов С(г>
k _ 2
п  c ^ = v , k - ^  ( 1 с ) .

k- 1
Итак, явное выражение для Сш и Ц  Си> получено.

1 = 0
Для дальнейшего нам потребуется лемма 6 (см. п. 5 § 4 гл. II). 

Согласно лемме 6 любое отношение gm(x)/f„(x) многочленов без 
общих корней в случае п >  т и простых корней fn (х) разла
гается следующим образом на элементарные дроби:

П
ёт (X) _  V  а1 п  __ ёт (Xi)
fn(x) f e x - х Г  Ul~  Гп(хУ 

где xt— корни полинома fn(x).
Используем лемму 6 для разложения отношений 1 /Тп(х) и 

Uп- г (х)/Тп{х) на элементарные дроби. Корни полинома Тп(х) 
известны:

— cos 1= 1 , 2, . .  . ,n,  (15)

и в этих точках полином Un^1 (х) принимает отличные от нуля 
значения

Т1 ^  s in  (n a r c c o s  xj)   (— \)t+1
n - i \ x u  —  s in  ( a r c c o s  xj) . (21 —  1) 9

2 n

1= 1 , 2 , . . ., П.

Поэтому, используя соотношение T!l (x) = nUn_1(x)i из леммы 6 
получим следующие разложения:

1 п ( -
V71 п (х) 2 -
i= i

п
U n - i  М - V
т„ (X) Ы 1 П

/ 14/4.1 • (2/—1)я 

П (X —  xj) 1
(16)

(17)

где хг определено в (15). Необходимые разложения найдены. 
Получим теперь выражения для матриц [С(Л“ 1>]“ 1 и

/ г -2

[С(*“ 1)]“ 1 П  С{1) через матрицу С. Из (13) и (14) с учетом раз-
/ = о

ложений алгебраических полиномов (16), (17) получим
2 / г - 1

g  . ( . . - . ( с - г о в й - Д ” в ) .

Д  С“- g  (С -2 С 0 5 < 2 ^ Ы 1 2 £ )-’ .
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Найденные соотношения позволяют записать в следующем 
виде как формулы (10):

2/г — 1
S f  1) — J J  <zl “hpl+s*"1)»

i=i
p f '  =  0,5 ( p f -1' +  S/ft-1)), (18)
P? =  F/>

2k, 2-2k, 3-2*, . . . ,  N — 2k, k = \ , 2 ........ n — 1,

так и формулы (1 1 ):

2  CTy i [pf-" + aUk_1{Yi- ik-i +  K/+i*-,)],
/=1

j = 2*-\  3-2*-1, 5-2*~\ . . . 9N — 2*"1, 
k =  n, n— 1 , . . . ,  1 ,

где обозначено

a Л  f e - l  ~
(—i)/+i
2*-i sin (21 — l)3i

2 k

(19)

( 20)

Итак, получены преобразованные формулы (18), (19), описы
вающие метод полной редукции решения задачи (1). Эти фор
мулы содержат только операции сложения векторов, умножения 
вектора на число и обращения матриц.

Заметим, что если С—трехдиагональная матрица, то трех
диагональной будет и любая матрица Clyk^1. Задача обращения 
таких матриц была решена в главе II. Далее, если для мат
рицы С выполняется условие (СК, У )^ 2 (К , Y ), то из (20) сле
дует, что матрицы Clyk будут положительно определенными, и, 
следовательно, будут иметь ограниченные обратные. Тогда из 
разложения [С(Л-1)]“ 1 получим, что для любого k ̂  1 матрицы С(*_1) 
не вырождены. Напомним, что это предположение использова
лось при получении формул (10).

§ 3. Алгоритм метода. Полученные выше формулы (18), (19) 
служат основой для первого алгоритма метода. Рассмотрим 
прежде всего, какие промежуточные величины и на каком этапе 
должны вычисляться и запоминаться для последующего исполь
зования.

Анализ формул (19) показывает, что при фиксированном k 
для вычисления Yj используются векторы pf~1} с номерами 
j = 2k~\  3-2*"1, . . . ,  N — 2*-1. Любой вектор p f  с тем же номе
ром /, но меньшим, чем k — 1 , номером /, является вспомога
тельным и запоминается временно. Поэтому определяемые на 
fe-м шаге по (18) векторы p f } могут размещаться на месте p f~x\  
равно как и неизвестные У), вычисляемые по (19). Метод не 
требует дополнительной памяти ЭВМ — все векторы p f ) разме
щаются на том месте, где затем будут размещаться Yj.
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Проиллюстрируем организацию вычислений в рассматривае
мом алгоритме на примере. Пусть N = \6(п = 4). На рис. 1 
показана последовательность вычисления и запоминания векто
ров p f \  Заштрихованный квадрат означает, что для указанного

Рис. 2.

значения индекса k запоминается для последующего использова
ния вектор p f } с соответствующим номером /. Соответственно, 
незаштрихованный квадрат означает, что p f '  является вспомо
гательным и запоминается на указанном месте временно. Стрелки 
указывают, какие векторы / ^ -1) используются при вычисленииp f \  

Б результате прямого хода метода будут запомнены следую
щие векторы p)k):
л(0) л (1) л (0) л (2) л(0) л(1) л(0) л(3) л(0> л (1) л(0) л (2) л (0) л(1) я<0) Pi у P i у Рз у р 4  > Рь у P q у P i у Р ъ у р 9 » А 'Ю  » Pll > Pll у Pis у Р 1 4  > Plb •

О н и  используются для вычисления Y} на обратном ходе метода.
Па рис. 2 показана последовательность вычисления неизвест

н ы х  Yj (символическое обозначение о). Стрелками указано,
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какие Yj, найденные на предыдущих шагах, и какие pf~u (сим
волическое обозначение J )  используются для вычисления Y, 
при заданном k.

Переходим теперь к описанию алгоритма метода полной 
редукции. Прямой ход метода, согласно (18), реализуется сле
дующим образом:

1) Задаются значения для p)0) =  Fy, / = 1 , 2, . . . ,  N — 1 .
2) Для каждого фиксированного k =  1, 2, . . . ,  п— 1 при фик

сированном j = 2к, 2-2к, . . . ,  N —2к сначала вычисляются и запо
минаются векторы

ф —  Р/-гк-х+Р]+йк-х (21)

Затем для / = 1 , 2 , . . . , 2 к~1 решаются уравнения
Сг,*-1®{= а *,*-1Ф- (22)

В результате постепенным накоплением результата на месте 
pf~ l) находится p f 1

p f  =  0,5 (pf-»  +  г»! +  +  . . .  +  v-ik-x). (23)
Обратный ход метода, согласно (19), реализуется следующим 
образом:

1) Задаются значения для У, и Yn '. Y 0 — F0, Yn — Fn.
2) Для каждого фиксированного /г =  п, п— 1, . . . ,  1 при 

фиксированном/ =  2ft_1, 3-2*-1, 5>2*-1, . . . , N —2k~1 вычисляются 
и запоминаются векторы

ф =  Y j -  г к - х  + Y/+  г к - х ,  ф (24)
Затем для / =  1 , 2 , . . . ,  2*-1  решаются уравнения

Сг.й -1®г =  'Ф + аг,й -1Ф- (25)
В результате постепенным накоплением значений на месте 

р ( к - и  находится вектор неизвестных Y /
Y; = v 1 + v i + . . . + v ik-x. (26)

Подсчитаем теперь число арифметических действий, затрачи
ваемых на реализацию описанного алгоритма. Пусть размер
ность вектора неизвестных Y;- есть М, а через q обозначено 
число действий, требуемых для решения уравнения вида (22) 
или (25) при заданной правой части. Будем считать, что вели
чины аи к заранее найдены.

Подсчитаем сначала число действий Qlt затрачиваемых на 
прямом ходе. При фиксированных k и / на вычисление век
тора ф по формулам (21) потребуется М операций. Далее, для 
каждого I на вычисление правой части в (22) и на решение 
уравнения (22) потребуется M + ’q операций. Поэтому на нахож
дение всех v ( потребуется 2к~1 (УИ +  <?) действий. Вычисление 
по формуле (23) осуществляется с затратой 2к~1М-{- М действий.
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11 гак, для вычисления pf> для одного k и j нужно затратить 
М + 2k~1(2M + q) операций.

Далее, при каждом фиксированном k нужно вычислять N/2к— 1 
различных p f \  Следовательно, общее количество действий Qlf 
затрачиваемых на реализацию прямого хода, равно

Qi =  S  [М + (2М + q) 2*-1] ( “  1)  =

= (M +  0,5q)Nn— (M + q)N— M (n— l) + q. (27)
Подсчитаем теперь число действий Q2, затрачиваемых на об

ратном ходе. При фиксированных k и / на вычисление по фор
мулам (24) потребуется М действий, на нахождение всех vt 
в (25) — (2M + °q)2k~1 действий и на вычисление Yj По фор
муле (26) — (2*-1— 1 )М  действий. Так как число различных 
значений /, для которых при фиксированном к проводятся ука
занные вычисления, равно Nj2к, то Q2 равно 

п N
Q2 =  S  Iм  +  (2м  + я) 2*_i +  (2*-1— 1) М] Ть -к = 1

=  (1,5М +  0,5q) Nn. (28)
Складывая (27) и (28) и учитывая, что n =  log2iV, получим 

следующую оценку для числа действий метода полной редукции, 
реализуемого по приведенному выше алгоритму
Q = Q1 + Q, = (2,5M + q)N log2 N - (М +  q) N - M  ( я - 1) + 1  (29)
Из (29) следует, что если q = 0(M),  то Q — О (MN log2 N).

4. Второй алгоритм метода. Главным достоинством построен
ного алгоритма является минимальное требование к памяти 
ЭВМ—он не требует дополнительной памяти для хранения 
вспомогательной информации. Это качество достигается ценой 
некоторого увеличения объема вычислительной работы, которая 
затрачивается на повторное2 вычисление промежуточных вели
чин. Рассмотрим еще один алгоритм метода, который характери
зуется меньшим объемом вычислительной работы, но который 
требует дополнительную память, сравнимую по величине с общим 
числом неизвестных в задаче.

Для построения второго алгоритма вернемся к формулам (6), (7), 
описывающим метод полной редукции:

С(й> =  [С(*-1>]2—2£,
F t  =  Ff:2t , +  С *-»  F f " 1» +  F f - J L  , (6')

/ =  2* ,2 .2* S .2\  2*, k = [ ,  2 ......... п— 1 ,
С*-» Y/ = F f ~ » + Y , -  +  K/+1*-,,

^ 0  —  ^*0 » ( 7 ' )

/ - 2*-1, 5-2k~ \  . . . .  N — 2k~\  k = n, n - 1 .........1 .
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Здесь, как и в первом алгоритме, векторы Fj;) непосредственно 
не вычисляются, а вместо них определяются векторы pf* и q f \  
связанные с F f ’ следующим соотношением:

/ =  2*. 2 -2*, 3-2*,
Ff> = C™pf> + qf>, 

. . , N — 2к, k = 0, 1, ■1 . (30)

Найдем рекуррентные формулы для вычисления векторов и 
Так как вместо одного вектора F f ’ мы ввели два вектора, 

то имеется определенный произвол в определении pf* и qf).  
Выберем pf* и qf* так, чтобы удовлетворить начальному усло
вию Ff*==Fj. Для этого положим

РТ> = 0, qf> = Fj, / - 1 , 2 .........N - 1. (31)

Далее, подставляя (30) в (6'), получим

C«*pf* + qf* = C«~'* [ q f - v + p fS ^ L  + C tk- 1)p f - 1)+ p f - ' , L l] +
+  q f j f L  +  t f - j ! -* , / =  2ft, 2 • 2*. . . . ,  N - 2*, к =  1, 2, . . . ,  n - 1.Лк-l

Выбирая
q f  =  2p<V +  qfs'k-t +

и учитывая, что С(Л) +  2Е = [С<А-1>]2, найдем отсюда

C ^ ' p f )  =  q f - ^ + p f S ^  + C ^ p f - »  +pf~2V-l.

(32)

(33)

Здесь мы снова предполагаем, что С{1) для любого I есть невы
рожденная матрица.

Обозначая Sf~1'*=pf>—pf~u, получим из (31)—(33) следую
щие рекуррентные формулы для вычисления векторов pf* и qf*:

= q f - » + /» } * _ -,+ p % ~ :u
p f > = p f - »  + S f - » ,  

q f ^ 2 p f >  + q f : » . l + q f - 2\ l lt 
q f ^ F j ,  =  0,

j — 2k, 2-2*, 3-2*..........t f - 2 * ,  f t= l ,  2, . .

(34)

n—1.

Осталось исключить F/fc_1> из формулы (7'). Подставляя (30)
в (7') и обозначая —p f~ut получим следующие фор
мулы для вычисления V/.

=  *}»-«+ К/_а* -!+  К/+2а-«,

FB, Yn ~  F,N, (35)
/ =  2*-», 3-2*"1, 5-2A"S 
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Итак, мы получили формулы (34), (35), на которых основы
вается второй алгоритм метода полной редукции. Эти формулы 
содержат операции сложения векторов и обращения матриц С'к~1).

Остановимся теперь на вопросе обращения матриц С<А-1). 
Как было показано выше, матрица С{к) есть полином 2к степени 
относительно исходной матрицы С и определяется по формуле 
(13) через полином Чебышева первого рода Тп(х):

С<*> =  2 7 >  ( | с ) ,

причем коэффициент при старшей степени равен единице. Так 
как корни полинома Т„(х) известны (см. (15)), то Сш можно 
представить в следующем факторизованном виде:

C“ = n ( c - 2 c o s e b ^ £ ) ,  * =  0, 1 , . . .

Используя обозначения (20), матрицу С(к~1) можно записать в 
следующем виде:

Ci,k- 1 — С 2 cos
(2/—1)я  

2* Е. (36)

Факторизация (36) позволяет легко решать уравнения вида 
Qt.k-i) =  (р с заданной правой частью <р. Следующий алгоритм 
дает решение этой задачи путем последовательного обращения 
множителей в (36):

®о =  <Р. 1 =  1 ,2 ..........2к~г,
причем ® =  ©2*-*. Этот алгоритм мы будем использовать для об
ращения матриц С(*-1>.

Опишем теперь второй алгоритм метода полной редукции. 
Прямой ход метода реализуется на основании (34) следующим 
образом:

1) Задаются значения для qf>: qf* = FJt / —1, 2, . . . .  N — 1.
2) Первый шаг для k =  1 осуществляется отдельно по фор

мулам, учитывающим начальные данные pf* =  0. Решаются урав
нения для pf* и вычисляются q f :

ср Г - « Г .  ,37)
q f  = 2 p f  + q?2l +  qf f ,  / =  2, 4, 6..........N - 2.

3) Для каждого фиксированного fe =  2, 3, п — 1 вычис
ляются и запоминаются векторы

V „(Л-1) Jk-l)
/ = 2*« 2 -2*- з -2‘* •••* N ~ 2k- (3g)

Затем при фиксированном 1 = 1, 2, 3, 2к~х для каждого 
/ =  2к, 2-2к, 3-2к, . . . .  N — 2к решаются уравнения

Clti . xv f  =  v af (39)
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с одной и той же матрицей, но разными правыми частями. 
В результате будут найдены векторы v f k~l) (в формулах (34) 
этим векторам соответствуют S f~ ly). Векторы р 1к) и qf'  вычисля
ются по формулам

qf> =  2p f  +  q f z h l A -  q?-tV-„ (40)
/ =  2*. 2-2*, 3-2*, . . . .  N — 2k.

Обратный ход метода реализуется согласно (35):
1) Задаются значения для К0 и YN: Y0 = F0, YN = FN.
2) Для каждого фиксированного к = п, п— 1 , 2 вычисля

ются и запоминаются векторы
V(0)==q(k-1)+  K/_2ft- ,+  Yj + tk-г,
j = 2k~\  3-2*-1, 5-2ft_1, . . . .  N — 2k~K (4 >

Затем при фиксированном 1 = 1, 2, . . . ,  2*-1 для каждого / =  2к~1, 
3-2*”1, 5-2ft_1, N —2*-1  решаются уравнения

Ct, k. 1v f  = v)l-l\  (42)

В результате находятся векторы v f K (в (35) им соответствуют 
векторы t f -1'). Далее вычисляется Yj по формуле 
Y/ = p f - l) + v f k~1>, / =  2*-1, 3-2ft_1, 5-2*-1, . . . .  ЛГ-2*-*. (43)

3) Последний шаг обратного хода для k =  1 осуществляется 
решением уравнения

C Y j ^ q f ' + Y ^ + Y , * ,  / = 1 ,  3, 5, . . . .  N — 1. (44)

З а м е ч а н и е  к а л г о р и т м у .  Все вновь определяемые по 
формулам (37) и (40) векторы p f ) размещаются на месте pf~ly. 
Все векторы v f  в формулах (38), (39), (41), (42), вновь опреде
ляемые по формулам (37), (40) векторы q f \  а также решение Yj 
из (43) и (44) размещаются на месте qf~”. Следовательно, этот 
алгоритм требует память ЭВМ в 1,5 раза больше, чем число 
неизвестных в задаче.

Уменьшение объема вычислительной работы в данном алго
ритме по сравнению с первым алгоритмом основано на том, что 
при решении серий задач (39) и (42) для различных / с одина
ковыми матрицами полный объем работы затрачивается
при решении лишь первой задачи из серии, а при решении каж
дой последующей задачи потребуется уже значительно меньше 
арифметических действий. Приведем число действий для второго 
алгоритма, обозначая, как и раньше через q—число действий, 
затрачиваемых на решение уравнения вида (39) или (42) при 
заданной правой части, а через q—число действий для решения 
того же уравнения, но с другой правой частью (q<.q)■
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Количество действий, затрачиваемых на реализацию прямого 
хода, равно

) +  <?+<?( 2*
—Ж

=  0,5 qNn +  (0,5^— 1,5 q +  4.5Л4) N — m n — (q— 2q +  3 М),
а обратного хода

+ «+(!--О5]2'"} MN
2

=  0,5qNn +  (q— q f  2,5М) N — q-\-q—3M.

Общее число действий для второго алгоритма равно
Q =  Qi +  Q2 =
=  qN log2 N +  (1,59 — 2,5? +  7М) N - 6 M n — 2q +  3? — ЬМ. (45)

Из оценки (45) следует, что если q — 0{M), то q = 0(M)  и 
Q = 0  (MN log2 N), причем здесь коэффициент при главном члене 
MN\og2N меньше, чем в оценке (29), так как q<°q.

Кратко остановимся еще на одной особенности второго алго
ритма. Если в первом алгоритме обращение матриц С(к~1] осу
ществлялось обращением множителей Сик_г и последующим сум
мированием результатов, то во втором алгоритме происходит 
последовательное обращение множителей и результат получается 
после обращения последнего множителя. С точки зрения реаль
ного вычислительного процесса, который учитывает погрешности 
округления, порядок обращения множителей Си во втором 
алгоритме является существенным. С аналогичной ситуацией мы 
встретимся в главе VI при изучении чебышевского итерационного 
метода.

Можно рекомендовать следующий порядок обращения матриц 
Clt Матрице С{к~1] поставим в соответствие вектор 0ал- 1 раз
мерности 2Л“1, компонентами которого являются целые числа от 
1 до 2А“1. Пусть

02&-i == {92л- 1 (1), 02^-i (2), . . . ,  02&-i (2^-1)},

т. е. 1-й элемент вектора 02*-i обозначен через 02̂ -i (/). Число 
02/г-1 (/) определяет очередь обращения матрицы

Вектор 02/г-1 строится рекуррентно. Пусть 02 =  {2, 1}. Тогда 
процесс удвоения размерности вектора описывается следующими 
формулами:

(4г—3) =  Qm (2i 1), Q2m (41-2)  =  0И (21 - 1) + т,
е2/й (4i -1) = е. (20 + т, 02и (4i) = Qm (20, 

i = l ,  2, . . . .  т/2}, т — 2, 4, 8, . . .
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Пример: 01в =  {2 , 10, 14, 6, 8, 16, 12, 4, 3 , 1 1 , 15, 7 , 5, 13,
9, 1} и, следовательно, матрица Св, 1в будет обращаться шестнад
цатой, а матрица С12) 1в—седьмой.

§ 3. Примеры применения метода
1. Разностная задача Дирихле для уравнения Пуассона в 

прямоугольнике. Рассмотрим применение построенного выше ме
тода полной редукции к нахождению решения разностной задачи 
Дирихле для уравнения Пуассона в прямоугольнике. Как было 
показано ранее, разностная задача

У'.Cl*!  ̂ Ух2х2 <р(х), 
y(x) = g(x),

X ^  СО,

х £ у ,
заданная на прямоугольной сетке ш =  {xif =  {lhv jh2),

= h2N = l2}, записывается в виде первой кра
евой задачи для векторных трехточечных уравнений

- Y j ^  +  C Y j - Y j + ^ F j ,  1 < / < Л Г - 1 ,

Y» = F0, Yn — Fn .
Здесь

Y; = (yV,i)> У(2, у Щ ~ \ ,  })), 0< / < Л Г ,
—вектор неизвестных, компонентами которого являются значе
ния сеточной функции у (г, /') на /-й строке сетки,

Fj = (hly(\, /), Л*ф (2, /) ..........А|<р(М—2, /), Л|ф(Л1— 1, /)),
1 < / < Я — 1,

Fj = ( g {  1, /) , g (2, /) , . . . .  g(M — 1, /)), /  =  0, N ,

где

ф ( 1» / ) = ф (1 » /)+-А-я(°» /).All
ф ( Л 4 - 1 ,  /)  =  < р ( М - 1 ,  / )  +  4 - $ ( М ,  / ) .

«1
Квадратная матрица С соответствует разностному оператору Л, 
где

Ау — 2 у — h\y~lXl» hl ^ . x l ^ . l 1 hlt
У == 0 , Ху == 0 , / 2,

так что
С У }  =  ( Л # ( 1 ,  / ') , Л у ( 2 ,  / ') , . . . .  Л * /( М  — 1 , / ) ) .

Задача (1) может быть решена любым из двух приведенных выше 
алгоритмов метода полной редукции. Основным этапом этих 
алгоритмов является решение уравнений вида

C , , t - X = F ,  C , . , _ I = C - 2 c o s f c ! i 2 £  (2)
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с заданной правой частью F. Здесь V —вектор неизвестных, 
У = ( у ( 1), о(2), . . . .  v (M — 1)) размерности М —  1 (для упроще
ния записи индекс у V  и F  опущен).

Напомним, что число действий, затрачиваемых на решение 
задачи ( 1 ) по первому алгоритму, определяется числом действий q, 
требуемых для решения уравнения (2) (см. (29) п. 3 § 2), а по 
второму алгоритму—в основном числом дополнительных дей- 
ствий q, которое требуется затратить на решение уравнения (2), 
Но с другой правой частью (см. (45) п. 4 § 2).

Для рассматриваемого примера приведем способ решения 
уравнения (2) и оценим q и q. Из определения матрицы С сле
дует, что решение уравнения (2) эквивалентно нахождению реше
ния следующей разностной задачи:

2 ( i - c o s H = i i

о (0) =  о (М) =  О,

где f(i) = fi — t-я компонента вектора F. Расписывая разностную 
производную v-  По точкам, запишем (3) в виде обычного трех
точечного разностного уравнения для скалярных неизвестных 
v(i) = v{:

—Vi-i + avi— vt+1 = bf{, l < t < t V f — l,
Л (4)V0 =  VM = 0 ,

A2, 6 =  - j - . Задача (4) являетсяhi
специальным случаем трехточечных краевых задач, методы реше
ния которых были изучены в главе II. Было показано, что 
эффективным методом решения задач вида (4) является метод 
прогонки. Приведем расчетные формулы метода прогонки для 
задачи (4):

а /+1=  1/(а—а,.), t = l ,  2, М — 1, а 1 =  0,
P /+ i= ( & / /  +  P /)« f+ i. *’ =  1 , 2 ,  . . . ,  М  — 1, р! =  0,
»| =  а /+10/+1 +  Р/+1. i = M — 1, М — 2, . . . .  1, vM = 0.

Из этих формул следует, что задача (4), следовательно, и урав
нение (2), при заданных а и b могут быть решены с затратой 
q = 7(M — 1 ) действий. Для решения уравнения (2) с другой 
правой частью F  прогоночные коэффициенты а (. пересчитывать 
не нужно, и поэтому дополнительное число действий q равно 
q = 5(M— 1). Эти действия будут затрачены на вычисление р,- и 
на нахождение решения vt. Отметим, что метод прогонки для 
(4) будет численно устойчив, так как достаточное условие устой
чивости метода к ошибкам округления, имеющее в данном слу
чае вид а 2 , выполнено.

где и = 2 T l+fr ^ 1 — cos 2̂
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Подставляя q в оценку (29) п. 3 § 2 для числа действий 
первого алгоритма, получим, удерживая главные члены, Q(1)«  
«  9,5MN log2 N —8MN. Для второго алгоритма из оценки (45) 
п. 4 § 2 получим следующую оценку для числа действий: Q<2,«  
« 5MN\og2N + 5MN. Итак, для каждого из рассмотренных 
алгоритмов число действий метода полной редукции, применя
емого для решения разностной задачи Дирихле для уравнения 
Пуассона в прямоугольнике, есть величина порядка 0(MN  log2A0, 
причем для второго алгоритма требуется меньше арифметических 
действий. Например, для M = N =  64 получим QU)«  l,4Q(a) и 
для M = N =  128 соответственно Q(1) ж  1,46Q(2).

Мы не будем приводить расчетные формулы для алгоритмов 
решения указанной разностной задачи, так как на векторном 
уровне они подробно описаны в § 2 .

В п. 2 § 1 были приведены примеры других разностных кра
евых задач, которые сводятся к задаче ( 1). Они отличаются от 
рассмотренной задачи Дирихле типом краевых условий на сто
ронах прямоугольника при ^  =  0 и х1 — 11, что приводит к раз
личным матрицам С. Так для задачи (10)—(12) п. 2 § 1 с кра
евыми условиями третьего или второго рода при ^  =  0, урав
нение (2) эквивалентно разностной задаче

2

2

2

( 1 - « 2 = Ц 2 )

( 1+ % * - г - с05

( 1 cos

v~ hl%Xl =  /-
(21 — 1) яЛ 2 h\

) v~  ^  Vx'-I>
\ , ,

2*
(21—1) л 

2*

l < i < M — 1 , 

i — 0, 

i =  M.

Эта задача в обычной трехточечной форме имеет вид

—v ^  + avi— vi+1 = bf(, l < t < M  — 1 ,
(5)

VM =:: %$pM— 1 Н- Н'г»
где
- 2 - 2 ц — Мо „ Мм

1 а +  2/г1%_1 * 2 a +  2/ix>c+i * » l1* а + 2/iiX+i ’

а а и b определены выше.
Так как а > 2  и x ± i > 0 ,  то 0 < х , < 1  и 0 < х 2 <  1 ,  и ме

тод прогонки решения задачи (5) будет также устойчив, а алго
ритмы метода полной редукции и в этом случае будут требовать 
0 (MAnog2A') арифметических действий.

2. Разностная задача Дирихле повышенного порядка точности. 
В п. 4 § 1 разностная задача Дирихле для уравнения Пуассона
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повышенного порядка точности
. , h\ +  h\ / ч

Ух1х1~̂ ~Ух2гс2̂ ~ 12 Ух2хгх2х2 Ф W>
y(x)=g(x) ,  x € v

со,

была сведена к первой краевой задаче для неприведенного трех
точечного векторного уравнения

- В У ^ г +  A Yj— В YJ+1 =  Fjy K i < N - U
Vo = F0 ,  Yn = F n . 1

Квадратные матрицы В и А размерности (М — 1)х(Л1— 1) соот
ветствуют разностным операторам Лх и Л, где

\ У  = У 

Ау = 2у

hU-hl
12

5ht—hl
У£XtXt’

Мх,*,*

К  <лГх<Дх—hit 

h1^ . x 1^ l l —ht

и у = 0 для х, =  0 н хг — 1Х.
Было показано, что если выполнено условие Яа ^  |/'2/г1, то 

уравнения (6) приводятся к стандартному виду

- Г / _х +  СКу- Г у.+1 =  Фу, 1 < / < Л Г - 1 ,
Уо= Фо. ^  =  { )

где С = В- 'А , 0 .  = B - lFf , 1 < / < W — 1 и для /  =  0, ЛГ.
Кроме того, было отмечено, что матрицы А и В перестановочны.

Для решения (7) используем первый алгоритм метода. Так 
как матрицу Cttk_1 можно записать в виде

Cti *_х =  С - 2  c o s f c J ! ^  Е =  B ~ i ( Л - 2  cos ^ = ^ 5 )  ,

то формулы (18), (19) § 2, определяющие первый алгоритм, при
нимают следующий вид:

« ? -> =  2  “ < • ( - 1 - 2  cos 2 ^ 2 а ) - в

p f ) =  0~5(/;f-1> +  S f - 1>),
/ =  2\  2 -2ft, . . . .  W—2ft, 6 = 1 , 2 , . . . .  ft — 1 ,

B p f  =  Fj,
nk — l

Yj =  E  ( л - 2 с о з - ^ ^  fl) " 1 5  [/>?-“ +

F 0 =  F0, ? > = / > ,  ; =  2‘ - i, 3-2‘ ->..........M - i ,
k =  n,  f t — 1 ,  . . . ,  1 .
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Чтобы избежать обращения матриц В при задании р)0) и ум
ножения на матрицу В при вычислении Yj, сделаем заме
ны, полагая р р  = Bpf\  S}k) = BSf\  Тогда с учетом перестано
вочности матриц А и В, а следовательно, и матриц
( А — 2 cos 1 и В, написанные выше формулы примут

вид (черта сверху у р р  и S p  опущена):

Sp-U =  2i > . * - 1  ( л - 2 соз-ё ^ 5 ) " 1 5 ( < ^ _ ,  + / > № о ,
/=1

/>}» =  0,5 (p f - 1' +  Sf ' -1)), / =  2*. 2 .2*, . . . ,  N - 2 \  к -  1 , 2 , . . . ,  л - 1 ,
лф> =  /Г.Pi — г р  

2& —1

/ = 1
Y 0 =  F 0,  Y n  —  F n , /  =  2*- 1,3-2*-1, . . . ,  iV— 2*-1, k  —  n , n — 1 , . . .  , 1.  

Полученные формулы порождают следующие изменения в пер
вом алгоритме: формула (21 ) § 2 заменяется на

ф— 5 (/^*. Д-1+Р/+2*-»)»

а вместо уравнений (22) решаются уравнения

^Л —2 cos Д ^  =  а ^ - 1ф

с вычисленным ф. Аналогично (24) заменяется на 

Ф  =  В (Yj.j t-i  +  Y/+ik-t), Ъ=р)к~1),
а вместо (25) решаются уравнения

^ А —2 cos ̂ ~ р  П В^ Vi =  ф +  «г, fe- 1 ф.

Следовательно, для рассматриваемой задачи основным этапом 
алгоритма является решение уравнений вида

 ̂Л — 2 cos — B'j V = F (8)

с заданной правой частью F. Используя определение матриц Л 
и В при помощи разностных операторов А и Alf получим, что 
(8) эквивалентно нахождению решения следующей разностной 
задачи:

2 [ 1 —cos
(21— 1)я 

2 k

1 , v0 = vm = 0.
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Расписывая это уравнение по точкам, получим первую кра
евую задачу для скалярного трехточечного уравнения

—«,•_! +  avi— vi+! =  bfi, 1 <  i <  М — 1 ,
v0 = vM =  0,

(10)

где

a =  2 [ l + 6 ( l - c o s < ^ ) ] ,

b==__________ 6ft?___________
5ft!—ftf +  (ft?+ ft!) cos Л

Разностная задача (10) может быть решена методом прогонки, 
который будет численно устойчив, если выполнено достаточное 
условие | а | > 2 . Покажем, что для любых и h2 это условие 
выполнено. Действительно, если и таковы, что выполняется 
неравенство

А

ft

22_
21

1  —  C O S
(2/— 1) зх

ok

5 + cos (21 — 1) я ’ 
2 k

(И)

то 0 <  и, следовательно, а >  2 . Заметим, что при равен
стве в (11), коэффициент при в (9) обращается в нуль, и »  
может быть найдено из (9) по явной формуле.

Если (11) не выполнено, то для Ь верна оценка

6 < - б / ( , - см£ Ь ^ ) ,

и, следовательно, а <  — 10. Утверждение доказано.
Итак, для решения разностной задачи Дирихле повышенного 

порядка точности можно применить метод полной редукции с 
оценкой О (MN log2 N) арифметических действий.

§ 4. Метод полной редукции для других краевых задач

1. Вторая краевая задача. Выше был изучен метод полной 
редукции решения первой краевой задачи для трехточечных 
векторных уравнений. Изучение метода для более сложных крае
вых условий начнем с рассмотрения второй краевой задачи. 
Пусть требуется найти решение следующей задачи:

CKe- 2 K 1 = F ,0,
— 'Vj-\JrC Y j— Yj-+1 = F 

- 2 Y n ^ C Y n ^ F n ,

i = o ,
1 1 ,
i = N ,

(i)

где N — 2n, n >  0.
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Процесс последовательного исключения неизвестных в (1) 
осуществляется так же, как и в случае краевых условий пер
вого рода. Именно, для четных / будем иметь уравнения

- Y j^  + C ^ Y j - Y j+ ^ F V ,  / =  2, 4, 6, . . . .  N - 2, (2)

а для нечетных / — уравнения
+ +  / = 1 , 3 , 5 .........  N - 1, (3)

где, как и раньше, используются обозначения

F }0 =  Ffli  +  C(0,F /0) +  F]+i, С(1> =  [С10']2—2Е,
С(0> =  С, Ff'**Fj.

Непреобразованными остались уравнения системы (1) лишь 
для / =  0 и j = N. Исключим из указанных уравнений неизвест
ные Y] с нечетными номерами /. Для этого используем два со
седних уравнения. Выпишем уравнения для j — 0 и / =  1:

С<°> У0—2 =  П 0), — Г0 +  С<°> — К2 =  Ff>.

Умножим первое уравнение слева на С(0>, а второе — на 2, сло
жим получающиеся уравнения и найдем

C">Ye- 2 Y t = F?>, (4)

где / ro1) =  C(0)F{,0> +  2 /:'i0). Аналогично получим уравнение
- 2 Y N. t + C™YN= F $ ,  (5)

где F&, * 2FJJLi +  C№»f 5?).
Объединяя (2), (4) и (5), получим «укороченную» полную 

систему уравнений для неизвестных с четными номерами /, имею
щую аналогичную (1) структуру:

C*'Yt - 2 Y 9= F p ,  / =  О,
- r ,._2 +  C(i>K/ - K , .+2= F } 1\  / =  2, 4, 6.........У - 2 ,
- l ^ - .  +  C ^ K ^ F # » ,  / =  У,

и группу уравнений (3) для неизвестных с нечетными номерами /.
Продолжая описанный процесс исключения неизвестных даль

ше, после п-го шага исключения получим систему для У0 и, YN:

C™Y0— 2YN= F {? \  —2 Y0 + C(n)YN= F (N) (6)

и уравнения для определения остальных неизвестных:

C*-»Yj = F<f-» +  (7)
/ =  2*-‘,3.2*-1, 5-2*-», . . . .  N — 2*~\ k ^ n ,  п — 1, . . . .  1,
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где F t  и Сш определяются рекуррентно для k- 

F t  =  с (*- 1)/ гог~1>+ г / ф - 1,),
/ ?f ) =  +  С »-“ Ку +
/ =  2‘ , 2 -2*, 3-2*, . . . .  ЛГ—2*.

= г р ^ . , + с<*-” * ,£ - 1), 
С<*> =  [(?*-«]*—2£.

1 , 2 .........п :

(8)

Итак, нужно решить систему (6) и затем последовательно из 
уравнений (7) найти все остальные неизвестные.

Здесь, как и во втором алгоритме метода полной редукции, 
применяемого в случае первой краевой задачи, вместо векторов 
F t  будем определять векторы p f  ] и q f \  связанные с F t  соот
ношением

F t  =C(k)p f ) + q f \
/ =  0, 2*. 2-2*, 3-2*, . . . ,  vV—2а, N, k = 0, 1, . . . .  ft. (9)

Из (8) найдем, как и раньше, что /?<•*> и <?<*> для / ^ О ,  Л/'могут 
быть найдены по формулам

Л 4 - 1 ) С № - 1 )  =  д г № - 1 )  _]_ n(k-l)  4 -  я ( * - 1 )  .
1 Ч1 1 -^/-2*-» +

« Г  =  2л}*> +  + < " ,* - .*  (10)
/ =  2*, 2 -2*, . . . .  А7—2*, f t = l ,  2 ..........n — 1 ,

fl}e) =  Fy, /?/0> =  О-

Найдем теперь формулы для /?<*> и #}*) при / =  О, Лг. Подстав
ляя (9) при / =  0 в (8) для получим

Cik)p t  +  <  =  С'*"1» t ^ - 1’ +  2л<Д-V +  л ^ -1»] +  ЭД- \> .

Выбирая 0^ > =  2ло*> +  20(Д~11) и учитывая равенство (12) п. 1 § 2, 
найдем уравнение для p t

C*-x)p t  =  C ^ p t 1' +  Q t'v + Щ г-V-

Итак, векторы p t  и q t  могут быть найдены по следующим 
рекуррентным формулам:

c «*-i>S<ft-i> =  gik-v +  2p t - j ) ,
p t ^ p t ^ + S f - 1',
q t  =  2p t  + 2qfk-W к =  1, 2.........ft, (11)
q? = F0, p?> =  0.
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Формулы для pffi и qffl получаются аналогично:

P№=P%-1) + S n~1}’
^  =  k — i , ‘2 ...........п ,  0 2 )

W = F Nt p W = 0.

Итак, формулы (10) —(12) позволяют полностью найти все не
обходимые нам векторы pW и д^К Осталось исключить F(k) из 
(6) и (7). Подставляя (9) в (7), получим следующие формулы 
для вычисления Yf :

O k - ^ t f - v ^ q y - v + Y / . t k - i + Y j + z k - t ,  
Y ^ p f - ' ^ t f -  о. (13)

/ =  2k~ \  3-2*-1, 5-2*~\ . . . .  N — 2к~1, k = n, и — 1..........1.

Осталось найти К0 и YN из (6). Но прежде заметим, что из (11) 
и ( 12) при k~  n следуют равенства

ЧГ = 2/ С  +  2д%-.\\ g f  =  2\р$ + 2g%z\\
т. е.

ffo0—4КР =  2 ( /С  —р#>). (14)
Далее из (9) и (14) получим, что 

П “-  F<"> =  С<"> Q T - д а  +  =  (С4"' +  2£) ( p w - p f ) .

Учитывая формулу (12) п.1 § 2, окончательно будем иметь:
F r - F M  =  [С‘»-«]* О С -Р # > ). (15)

Воспользуемся полученным соотношением для нахождения У0 и 
Кд, из (6). Вычитая из первого уравнения системы (6) второе, 
учитывая (15) и равенство (12) п.1 § 2, получим, что
(С‘»> +  2Е) (К, -  Уя ) =  ( К, -  Г„) =  F<0">- F<»> =

=  [С<»-‘>]2( Р ^ - Р ^ ) .
Считая, что С4"-1' — невырожденная матрица, отсюда найдем

Yo= Y #+ PF}— Р$-  * (16)
Подставляя найденное К0 во второе уравнение системы (9), по
лучим уравнение для нахождения YN:

Kv =  F f  +  2 (р<»> - д а  =  В<»>/»<«> +  <  +  2< ”,

гдеВ(и)= С (п) — 2£. Следовательно, если обозначить f n)= YN—р $ ,  
то YN можно найти, решая уравнение

В ^  = д ^  + 2рГ, (У>=/»<«>+ *<»>). (17)
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Из (16) получим, что У0 можно найти по формуле
К. =  Р Г  +  * (В\

где t w  найдено выше.
Итак, формулы (10)—(12), (17) и (18) описывают метод пол

ной редукции решения второй краевой задачи для трехточечных 
векторных уравнений ( 1).

З а м е ч а н и е .  Если Y0 задано, т. е. вместо задачи (1) ре
шается задача

- r j - t  + C Y j - Y ^ F , ,  1 < / < Л Г - 1 ,
- 2  YN. t + CYN = F N, j = N, K0 =  F „

то векторы р р  и qik> считать не нужно, a YN, как это следует 
из (6) и (9), находится решением уравнения

С(">^> =  < >  +  2 Г0, (Y „ = Pp  +  tp ) .

Аналогично, если задано Ум, то вычислять векторы р р  и q p  
не нужно, a Y0 определяется из уравнения Cin)t (0n> =  q(9m -f  2 Ym  
Y , = p r + t T .

Для завершения описания метода редукции нужно указать 
способы обращения матриц Сш и ВШ) — С1п)—2Е. Для обраще
ния матриц С4*-1’ используется полученная выше (см. (36) § 2) 
факторизация

С ^ . ^ ^ С - г с о з ^ П Д д .  (19)

Заметим, что при выполнении условия (CF, Y 2 (Y, Y), 
все матрицы Сик^г не вырождены, и, следовательно, не вырож
дена матрица C(ft-1). Остановимся более подробно на вопросе 
обращения матрицы В(п).

Из определения Б (п) и соотношения (12) п .1 § 2 получим
£<«> = с (п)—2Е = 4Е =  (С1и_1) +  2Е) (С(п-1)—2£) =
=  [С(П-г)р[С(п-1) _ 2£] =  . . .  = [c,(n- 2>C(”- s>. . .  С(0)]2 (С11)—2£) =  

=  [С(П- 2>С(Я- 3>. . . с «»]2 [С(0)—2£) (С<0> +  2Е) =

=  [ п  j 2 (С—2£) (С +  2£).

Подставляя сюда (19), найдем следующее представление для 
матрицы:

f I I  П  С ,., J  (С-2Е)(С + 2Е). (20)
L.fe-1  J-i J •

Итак, матрица В{п) факторизована и обращение В{п) может 
быть осуществлено последовательным обращением множителей.
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З а м е ч а н и е  1. Можно получить более компактную запись (20):

З а м е ч а н и е  2. Из (20) следует, что матрица Вш будет 
невырожденной, если выполнено условие (CY, Y) >  2 (Y, Y). Если 
же существует такой вектор К*^=0, для которого CY* = 2Y*, 
то В(п) вырождена и непосредственное применение метода ре
дукции невозможно. Это является следствием вырожденное™ мат
рицы системы (1 ) в рассматриваемом случае. Действительно, в этом 
случае однородная система (1 ) имеет ненулевое решение =  У*, и 
поэтому система (1) разрешима не для любой правой части. Если для 
данной правой части решение существует, то оно не единствен
но, а определяется с точностью до слагаемого У*. Одно из воз
можных решений выделяется на этапе обращения вырожденной 
матрицы ВШ). Указанная ситуация имеет место при решении 
задачи Неймана для уравнения Пуассона в прямоугольнике. 
Более подробно указанные вопросы будут рассмотрены в гла
ве XII,  посвященной решению вырожденных сеточных уравнений.

2. Периодическая задача. Периодические трехточечные вектор
ные задачи возникают при решении разностными методами 
эллиптических уравнений в криволинейных ортогональных сис
темах координат—цилиндрической, полярной и сферической 
системах. В п. 3 § 1 приведены примеры дифференциальных 
задач, разностные схемы для которых могут быть сведены к 
следующей задаче: найти решение уравнений

Задача (21) также может быть решена методом полной ре
дукции. Рассмотрим первый шаг процесса исключения неизве
стных. Как и раньше, из уравнений системы (21) для / =  2, 4, 
6, . . . ,  N —2 исключим при помощи двух соседних уравнений 
неизвестные Yf  с нечетными номерами /. Получим

Осталось исключить и YN_X из уравнения (21) для / =  0. 
Для этого выпишем следующие три уравнения си:темы (21):

умножим второе уравнение.слева на С, сложим все три урав
нения и учтем, что Yn = К0- В результате получим уравнение

— Yo + CY1— Y2 = Flt j = l,
- Y ^  + C Y ' - Y ^ F , ,  7 =  0,

(23)
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где

/™> =  /™> +  c<0> F r +  / 7$ )_1, С(0> =  С, FW =  Fr

Объединяя (22) и (23), получим полную систему для неизвест
ных Yj с четными номерами /, имеющую аналогичную (21 ) 
структуру. Неизвестные У) с нечетными номерами / находятся 
из обычных уравнений

С<°> у ) = F f  + Y / . 1 + Y / + V  j  =  1, 3, 5, . . . ,  N - 1.

Процесс исключения может быть продолжен дальше. После / го 
шага процесса исключения получим систему для неизвестных Yj 
с номерами /, кратными 21:

— У/_2г + C U)Yj-—  Yi+2i = Fjl\  j ~ 2 l, 2-21, Z-21..........N - 2',
- i w + c < » F 0- i v = F j ft, /==o, yn =  k„,

и группу уравнений

с**-1» К, =  ^ - и +  к /- 2. - , +
/ =  2*"1, 3-2*-1, 5-2*“х, . . . ,  N — 2k~ \  k = l, l — 1, 1 ^

для последовательного нахождения остальных неизвестных. 
Правые части F ^  определяются рекуррентно для k = \ ,  2, . . .  
. , n — 1 :

F)k) =  F f ^ l ,  +  С‘*-« F t l) +
/ =  2 \  2-2к, 3-2*..........2*.

F f  =  Fft-V +  Clft_1) F ? -1) +  FuZll-n F ‘-0) =  Fy.
(25)

В результате (n— 1)-го шага процесса исключения получим 
систему относительно У0 и JV-* (YN= Y0):

C{n~1)Y0—2K2n-t =  Fon-1>, ,9R.
— 2 Y0 +  C1" - 1» F2«-. =  F<2r_V.

Решив эту систему, найдем Y0, Y2n-« и Кд,= F0, а остальные 
неизвестные в силу (24) будут найдены как решения уравнений

С'*-” K ,=  F f - 1>+ У/+2*-.,
/  =  2*"1, 3-2*"1, 5-2*-1, . . . ,  N — 2k~ \  6 =  n — 1 , /г—2, . . . .  1 .

Прежде чем решать (26), найдем рекуррентные формулы для 
векторов и связанных с Fj*> следующим соотношением:

F f  = CMpW + q f \  j =  0, 2А, 2-2*, 3-2*, . . . .  N — 2*.
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Используя рекуррентные формулы (25) для F f , получим 

C<A-i)Sf'l) = Я  + Р ^ - г + Р ^ , к - 1 >
Р'р = p f ~ l) + S / k~1\

j k - 1) .(*—i)п (k) — on\*t | пкк-1) ! л'*-1'Qi — Щ  + 4 t_2k-i-TQt+tk-f
j = 2k, 2-2*, 3-2*, . . . .  N — 2*. /г =  1, 2,
qf ^ F j yp T ^ 0, / =  1 , 2 , . . . .  t f - 1 ,

(27)

n— 1 ,

из которых находятся pf* и q\k) для j ф 0 , и формулы

S t v =  q t "  + Р(к2й-\ +Р%~.%х,
P ^ = p t~ v + s ^ ° ,
q'ok) =  2p f\ +  q%~* +  q^Zll-L . 6 = 1, 2........ n - 1,
< = /v  /C=o

(28)

для нахождения /?&*’ и 0(ОА).
Обратимся теперь к решению системы (26). Из (27) и (28) 

для 6 =  п— 1 получим соотношения
q%-V =  2p%~-t +  q$-V  +  qin~n% , 
Я Г 1' =  2< - u +  9(2«-‘*) +  « № -• .

из которых найдем
q T ^ - q in - V  =  2 (p 'r ^ - p i l - V ) .  (29)

Вычтем теперь из первого уравнения системы (26) второе. Полу
чим с учетом (29) и равенства (12) п.1 § 2
(C<»-d +  2£ )(K 0— У2п-,) =  [C(”- a>]2( r 0— У2п-,) =  F 0("-i>— Finn -V =
=  C(n-i, (р « -» _  р <»-V) Ч -С "1’-  q%-V =  [С(П- 2)Р ( p f - V - p ^ - V ) .
Предполагая, что С(”“2) невырожденная матрица, отсюда полу
чим соотношение

к,»-* =  к , - / > г ц + / $ - •  (30)
Подставляя (30) в первое уравнение системы (26), получим

(С(в_1>—2Е) Y0 = F r u—2 (рГ_1>— Z # -! ')  =
=  (С<я" 1)—2£ )pf~ ly + qf~ly + 2pin-V . 

Следовательно, У0 можно найти по формулам
£<*-!> t in- и =  qin-i) _|_2p(,'i-1.), В*»-1» =  С(п_1) —2£,

a K2n-j в силу (30) найдется тогда из соотношения 

K2n-i =  pfn-V +  t in~u.
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Остальные неизвестные найдутся последовательно по формулам 
Г „ = Г 9,
С<*-« f /* "1» =  q f ~ u +  К/-,*-» +  К/+,*-.,

+  (33) 
/ =  2*"S 3-2*-1, 5-2*"1, . . . .  N — 2k~ \  
k = ti— 1, n—2 .........1.

Итак, формулы (27), (28), (31) — (33) описывают метод полной 
редукции решения периодической задачи (21). Для обращения 
матриц С{к~1) и В{п~1) используются факторизации (19), (20), 
причем в (20) нужно только заменить п на п— 1 .

Приведем оценку для числа арифметических действий Q, ко
торые требуются для реализации метода полной редукции в слу
чае периодической задачи. Обозначим, как и раньше, через q 
число действий, затрачиваемых на решение уравненияСг, 
а через q—число дополнительных действий для решения того 
же уравнения, но с другой правой частью F. Оценка дается 
формулой

Q = qN log2 ЛН- (1,5<7—2q + 7M) N —2q -f 2q— 14M.
Сравнение этой оценки с оценкой (45) § 2 , полученной для слу
чая первой краевой задачи, показывает, что затраты на реше
ние периодической задачи практически равны затратам на решение 
первой краевой задачи.

3. Третья краевая задача.
3.1. П р о ц е с с  и с к л ю ч е н и я  н е и з в е с т н ы х .  Рассмотрим 

теперь метод полной редукции решения третьей краевой задачи 
для трехточечных векторных уравнений

(C + 2aE)Y0- 2 Y 1 = F0, / =  0,
— Yj-i-\-C Yj— Yj+1 = Fj, 1 < / < Л 7 - 1 ,  (34)

— 2 F iV_ 1 +  ( C 4 - 2 p £ )  Y n  =  F v, l =  N.

Предполагая, что выполнены условия а ^ О ,  Р ^ О , а * + р 2^ 0 ,  
введем следующие обозначения:

С(0> =  С, С)0> =  С +  2а£ , 0 ” =  С +  2Р£, Ff>=FJt

используя которые запишем (34) в виде
С(0)К0—2У1 = Fo0>, / =  0,

- Y j ^ + C ^ Y j - Y j + ^ F f ,  1 < / < Л 7 - 1 ,  (34')
- 2  YN„1 + Ci°'YN = F%\ j = N.

Пусть N — 2п. Процесс исключения неизвестных для (34') 
осуществляется так же, как и для системы ( 1), которая соответ
ствует случаю СГ =  =  С<°> (а =  р =  0).
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Выпишем редуцированную систему, получаемую в результате 
я-ro шага процесса исключения неизвестных

C{n) K0—2 Кдг =  Fpl), —2 K0 -| - Cim Yn  = F $ \ (6')
и группы уравнений

|Г = /?{*-!) -f- K/_sft-i -f- K/+2fc-«, (35)/ =  2*“1, 3-2A~l, . . . ,  ЛЛ— 2ft_1, k = n, n— 1 , . . . ,  1

для последовательного нахождения неизвестных К). Здесь пра
вые части F/(ft> определяются по рекуррентным формулам:

f f  > =  FfcV-x -4-С '*-1» F f - ^  + Ff+jlr,  (36)
/ =  2*. 2-2*, . . . .  N — 2*, k — l, 2, . . . .  я — I ,

F <fe) =  +  2F&-V, /г =  1, 2.........я, (37)
F ^ ) =  2F^__2V->+C(ft- 1, F ^ _1), fe = l, 2......... я, (38)

а матрицы С[к\  С(ку и С(*> — по формулам:
Сш =  |-с <а- 1)]2_ 2£ ( f t= l ,  2, . . . .  л — 1, Ст = С,
CS*» =  С**-1»Ci*-«—2£, f c = l,  2 , . . . ,  я, С{0) =  С +  2сс£, (39)
C<A> =  C(ft- 1)C f- 1>—2£, /г =  1 , 2 , я, С*°> =  С +  2р£.
Из системы (6') получим уравнения для определения К„ и y n . 
Из (39) можно получить, что C[k), Cih и Сш суть матричные 
полиномы степени 2к относительно одной и той же матрицы С. 
Следовательно, они перестановочны. Поэтому из (6') получим урав
нения

® <я+1» К0 =  F T 1’, СГ Кдг =  Fhn) +  2 К0 (40)
и эквивалентные им уравнения

^ (л+1> К д г =  F a? +1>, C r K o - F r  +  S K ^r, ( 4 0 ')

где обозначено
FS»u = CZa Fg» + 2Fff\ (41)
Fm+» = 2 F r  + C[n>F$\ (42)

® te+1) =  СГСГ  — 4 £  =  C f’C f 1 — 4£. (43)
Итак, для нахождения К0 и Кд, можно воспользоваться урав

нениями (40) или (40'). Будем использовать (40).
Вместо векторов Fjk> будем определять векторы р'р и q f \  

связанные с F\h следующими соотношениями:

Foft) = a V o 't>+ < ,  (44)
£дР = a v  +  ̂ ,  fe =  0, 1.........я, (45)
Fo't+1> =  ® <"+1)Pom> +  q f +1), (46)
Ff> = C il!)p f ) - \-qf\  (47)

/ =  2*. 2 -2*, . . . .  Л7—2*, ft =  0, 1 , 2 .........я — 1 .
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Получим рекуррентные формулы для p f y и q f \  Если }Ф  О, N, 
то из (36), (39) и (47) получим, предполагая, как и раньше, не- 
нырожденность матриц С{к~1), следующие формулы:

=  qf-»  + p fs t\Ls + p f - tl l u
p T — p ?~u+ s f -1>,
q f  =  (48)
/ =  2*, 2-2ft........ N — 2*, * = 1 ,  2, . . . .  n — 1,
q f ^ F j ,  p f ^  0.

Найдем формулы для p (0k) и qf '  при k = 0, 1.........n + 1 .  Под
ставляя (44) и (47) в (37), а (44) —(46) в (41), получим для
k — 1, 2, . . . .  п

c p p p + t f > =
= С* - « (Ci*-1̂ +  q(ok-u +  2/$--V) +  2qf:i~-1t (49)

и для /: =  п +  1
^ ,п+1)К +1> + С +1) =  СГ (C[n)p (0n) + q,0n)+2pW) + 2qfi\ (50) 

Выберем qtf> и q f +X) по формулам

qP  =  2р р  +  2 q % \\  * = 1 , 2 .......... /г,
<7о“+1> =  4р(0п+1) -f 2q$) К 4

и используем вытекающие из (39) и (43) равенства
C f  +  2 Е = С{к~1) C f -1', ^(n+i) -j. 4£ =  Cin)C[n\

Тогда (49) и (50) при условии невырожденности С1к~х) и Q m 
можно записать в виде единого уравнения

C f - v p f  =  Cf-vp?-»  +  q*-» +  2р%--4,
* — 1, 2,  . . . ,  /I —f— 1 •

Объединяя эти уравнения с (51), получим окончательные фор
мулы вычисления pf~> и q'0k>-

C f-1,S ^-1> =  qt~l) +2р% -\\
р <ь = p tk-» +  sjfc-u, /5= 1 , 2 .........я + 1 ,

q(ak) = Ы ь +  , * =  1, 2, . . . ,  n, (52)
q(on+1) = W +1) + 2  q№,
4?> = Ft , р Г = 0 .

Аналогично, используя (45), (47), рекуррентные соотношения (38) 
и (39), получим формулы для вычисления р $  и q

C M # " 1» = q$~v +  2
P % ^ P ^ + s r i\  ,53)
q f  — 2Pn} +  2^V-V*-*» k = l ,  2 , . . . .  n,
q f  =  Fn , p f  = 0 .
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Осталось исключить F)k) из (35) и (40). Подставляя (47) в (35), 
а (45) и (46) в (40), получим следующие формулы для нахожде
ния Yy.

^>(n+1>S$"+1) =  q T 1'* У0 = p T 1'+ S T 1',
C?>S%' = q№+2Y0, VN=pW + S%\

Cik-l>sf-» = qf-i>+  r / - 2* - i +  K/+»*-,, 
Y ^ p f - v  + S f -" ,

j = 2k~ \ 3-2k~l .........N — 2k~ \  k = n, n — 1, . . . ,  1.

(54)
(55)

(56)

Итак, формулы (48), (52)—(56) описывают метод полной редук
ции решения третьей краевой задачи (34).

З а м е ч а н и е  1. Если для нахождения Y0 и YN использо
вать уравнения (40'), то, вводя вместо р Т 1' и q T 1' векторы 
р Т 1' и q T 1', связанные с F T 1' соотношением

F T 1' =  S D ^ 'p T 1' +  q T 1',
получим из (38), (42), (44) и (47) следующие формулы для на
хождения ры' и <7др:

C T 1'S T 1' = Qit 1'+ 2p% -ll-u
p f t ^ p ^ '  + S T 1', k = \, 2 , . . . .  n +  1 ,
q® = 2/$> +  2 ^ 1  V*-«, k =  1, 2, . . . ,  n, (53')
9r 1, =  W 1)+ 2< >,
<$> =  /> .  P», =  0.

Формулы (53') заменяют (53). Так как в этом случае вектор F T 1' 
и, следовательно, векторы р Т 1' и q T 1' вычислять не нужно, то 
формулы (52) заменяются на следующие:

C T ^ S T 1' =  q f- 1' +  2 р%~-К р£> = р Т 1' +  S T 1' ,
qt' =  2p f '  +  2q%--\\ k =  1, 2, . . . ,  n, (52')
<  =  F 0, K » =  0.

Из (35) и (40') получим формулы для нахождения У0 и YN:
fi)ta+i>sfl+i> =  ̂ + 1», КЛ, = р Г 1) +  5 ^ +1), (55')

C r S r  =  < ) +  2K^, K0= K >  +  S r .  (54')

Остальные неизвестные находятся согласно (56). Таким образом, 
формулы (48), (52')—(55') и (56) также можно использовать для 
решения задачи (34).

З а м е ч а н и е  2. Если YN задано, т. е. вместо (34) нужно 
решить краевую задачу

(C + 2aE)Y0- 2 Y 1 = F0, 
- Y ^  + CYj - Y j+ ^ F j , 

Yn = Fn ,

i =  о,
1 < / < J V — 1 , 
i = N ,
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hi метод полной редукции в этом случае описывается форму
лами (48), (52'), (54') и (56). Если же задано К0, т. е. решается 
задача

- K /_1 +  CK/ - F /+1 =  F/ , 1 < / < Л Г - 1 ,
- 2 F iV_1 +  (C +  2 p £ ) r iV= F Ar, i = N, K0 =  F0,

то метод описывается формулами (48), (53), (55) и (56).
3.2. Ф а к т о р и з а ц и я  м а т р и ц .  Из (39) и (43) следует, 

что Cik\  C f’ и С<к) являются матричными полиномами степени 2*, 
а <2>(п+1>—степени 2П+1 относительно матрицы С с коэффициен
том, равным 1 при старшей степени. Имея в виду необходимость 
обращения этих матриц, факторизуем их. Для этого получим 
явное представление для этих полиномов через известные поли
номы и изучим вопрос о нахождении корней указанных поли
номов.

В п. 2 § 2 было показано, что Сш выражаются через поли
ном Чебышева первого рода следующим образом:

С‘*> =  2 7 > ( у С ) ,  * =  0 , 1 , . . .  (57)

Далее, из соотношений (39) найдем
£(&>_Q(k) ~Q(k-D [Qfc-ij__—

k-l k-\
. . .  =  11 C<»[С Г—C(0)] =  2 a П  C«>. (58)

/=о /=0

Так как имеет место равенство

П  Са) = п  2т 21 ( 4  с )= « / ,* _ х ( 4  с ) ,

где Un(x)— полином Чебышева второго рода, то из (58) полу
чим следующее представление для С[к):

Ci*>=27> ( - J -c )+ 2 a t/,*_1 ( у С )  , * =  0, 1, . . .  (59)

Аналогично получим представление для О к>:

C f  =  27>  (у С )  +2р^,*_х (4 -е )  , * =  0 . 1 , . . .  (60)

Далее, подставляя (59) и (60) в (43), будем иметь

<2)<п+1) =  4 [ 7 > ( у С ) ] а—4£ +

+  4 (а + (3)7>  ( у  с )  {/**-,( у С )  + 4 а р  ( | с ) ] \  (61)

Так как имеет место равенство

1 - Г „ (* )  =  ( /„_ ,(* )(!-* * ), (62)
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то из (61) получим

® <-+«=£/,я. 1 ( 1 с )  [(С^ + Щ Е - Щ и . п ^  ( | с )  +

+  4 (а +  р )7 >  ( | с ) ]  .

Итак, представление для Cik\  C[k). C[k) и *2>(Л+1) через известные 
полиномы получено. Так как корни полиномов Чебышева пер
вого и второго рода известны, то из (57) и (62) получим

2 к
с<*> =  I I  ( C - 2 C O S

/= 1 V 2*+!
2 п -  1
Д  ( с —  2 c o s ^ £ )  [(С2 +  4сф£ — 4 £ ) ( /2*_1 ( у  с )  +

+  4 (а  +  р ) 7 > ( у С ) ] .

Поэтому отсюда и из (59), (60) следует, что нам осталось 
найти корни полиномов

Pm(t) = ZTm ( | )  +  2а ^ _ г (4 - ) ,

Q- ( 0  =  27’. ( - | - )  +  2p£/«.1 ( 4 ) ,
т =  2*, fe =  0, 1, . . . .  п— 1,

(63)

которые соответствуют матричным полиномам C[k) и Clfe), и корни 
полинома

Я*» + 1 ( / )= ,( r  +  4 a p - 4 ) t/2n_1 ( | )  +  4 ( а + Р ) Г 2« ( у )  , (64)

который порождает полином @){п+1).
Эта задача может быть решена двумя способами. Первый путь состоит 

в использовании одного из методов приближенного нахождения корней поли
нома, второй путь — в сведении этой задачи к проблеме нахождения всех 
собственных значений некоторых трехдиагональных матриц. Остановимся 
подробнее на втором способе.

Обозначим через 5* (Я) следующий определитель k-vo порядка:
Я +  2а 2 0 0 .. . .  0 0 0 0

1 я 1 0 .. . .  0 0 0 0
0 1 я 1 .. .. 0 0 0 0

0 0 0 0 1 я 1 0
0 0 0 0 0 1 я 1
0 0 0 0 0 0 1 я

и положим Sx(A) =  A. +  2os. Из определения и структуры соответствующей S* (X) 
матрицы найдем рекуррентные соотношения для Sf, (Л):

Sk+1(X)^KSh(%)-Sk-i(K), £=з2,
S2 (Я) =  (X) —2, Si  (Я) — Л“|~ 2ос. (6 5 )
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II пользуя рекуррентные соотношения для полиномов Чебышева (см. п. 2 
I ГЛ. I)

Тп+1  (х) ^ 2хТп (х) T n_f (x) ,  T i ( x ) = x ,  Т 0 (х) =  1,
Un + 1 (х) =  2х:Un ( x ) ~ U n- 1 (*), Ux (х) =  2х, U0 (x) =  1

и соотношения (65), получим представление Sm (X) через полиномы Чебышева:
S m (X)=2Tm Сравнивая это выражение с (63),
находим, что корни полинома Pm (t) совпадают с корнями определителя S m (Я), 
зависящего от X как от параметра.

Задача нахождения корней S m (X) эквивалентна задаче нахождения таких 
значений параметра X, при которых система алгебраических уравнений

y i - i  +  ty i  +  y i+i^ Of  т — 1,
(Я +  2а) Уо~\~ tyi  — 0, i =  0, (66)
Ут =  О

и м е е т  ненулевое решение. Дадим другую запись для (66). Используя обозначе
н и е  для второй разностной производной

Ьх. Г Т { У*< ‘- у-х, i ) = w ^ ~ 2yi+yi- ^
перепишем (66) в следующем виде:

# «  +  W =  °. 1 <  1  <  от —  1,

+  +  M  =  i  =  0, У т  =  О,
(66')

где I  и |1  связаны соотношением X — \ih%—2. Итак, для нахождения кор
ней полинома Cift) достаточно решить задачу (66') для от =  2k, k -~0, 1 ,...

По аналогии с вышеизложенным можно показать, что корни полинома 
Qm (t) находятся из решения задачи

У;х + М  =  °> 1 <  К  m — 1,
2 , 2Р ,

~Тух+~¥у+уу==0’ 1 = пг’ Уо' ■ о ,
(67)

причем соотношение X — \nh? —2 определяет эти корни.
Для нахождения корней полинома # 2„+1 (0> определенного в (64), нужно 

решить следующую задачу на собственные значения:
УхХ+УУ = 0> 1 <  i <  2п— 1,

2 2а .
-Ц»х+-&»+М = 0> , =  0* (68)

~ i y*+ W y+w,=z0, i==2”
а корни найти из равенства X ~\ ih 2—2.

Отметим, что для решения задач (66)—(68) можно использовать извест
ный Q/^-алгоритм решения полной проблемы собственных значений.



Г Л  А В А  IV

МЕТОД РАЗДЕЛЕНИЯ ПЕРЕМЕННЫХ

В главе изучаются варианты метода разделения переменных, который 
применяется для нахождения решения простейших сеточных эллиптических 
уравнений в прямоугольнике. В § 1 излагается алгоритм быстрого дискрет
ного преобразования Фурье действительных и комплексных функций. В § 2 
рассмотрен классический вариант метода разделения переменных, использую
щий алгоритм преобразования Фурье. В § 3 построен комбинированный ме
тод, включающий в себя неполную редукцию и разделение переменных. Рас
смотрено применение этого метода к решению разностных краевых задач для 
уравнения Пуассона второго и четвертого порядков точности.

§ 1. Алгоритм дискретного преобразования Фурье

1. Постановка задачи. Одним из методов отыскания решений 
сеточных многомерных задач, допускающих разделение перемен
ных, является разложение искомого решения в конечную сумму 
Фурье по собственным функциям соответствующих сеточных 
операторов. Эффективность этого метода существенно зависит 
от того, как быстро можно вычислить коэффициенты Фурье за
данной сеточной функции и восстановить искомую функцию по 
заданным коэффициентам Фурье.

Если, например, на сетке сo = {xi = ihy 0 < f < A / \  h N = l }, 
содержащей N  +  1 узел, заданы функция f (i) и система ортонор- 
мированных функций \ik(i)9 k = 0, 1 , . . . ,  N,  а коэффициенты 
Фурье функции f (i) вычисляются по формулам

N

ф* = 2 /(Ом-*(ОК k = o , i , . . . , N ,  (1)
i—О

то для вычисления всех коэффициентов cpft достаточно (N +  1)(М +  2) 
операций умножения и А/г(А/ +  1) операций сложения.

В общем случае произвольной системы функций {р^(0} это 
есть минимально необходимое количество арифметических опе
раций. В ряде специальных случаев, когда ортонормированная 
система функций имеет специальный вид, общее число арифме
тических действий, необходимое для вычисления сумм вида (1), 
может быть значительно сокращено. Мы рассмотрим эти случаи 
и приведем алгоритмы, позволяющие вычислять все коэффициенты 
Фурье и восстанавливать функцию по заданным коэффициентам 
Фурье с затратой 0( N\ nN)  арифметических действий.
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Переходим к описанию отмеченных случаев.
З а д а ч а  1 . Разложение по синусам. Пусть на отрезке 0 ^  х ^  / 

введена равномерная с шагом h сетка ю =  {xj =  jh, 0 ^  N,
hN — l}. Обозначим черезj o  = {xj = jh, — 1} множество
внутренних узлов сетки и.

Пусть на о  задана действительная сеточная функция /( /)  
(или /( / )  задана на (о, причем f(0)=f(N)=0) .

В § 5 гл. I было показано, что функция f(j) может быть 
представлена в виде разложения

/</) =  -§■'S 'v f c s in -^ - .  / =  1 * 2 , . . . .  N — 1 , (2)k— 1

где коэффициенты <pft определяются формулой

Ф*= k = \ , 2 .........N - 1. (3)

Сравнивая (2) и (3), находим, что задачи вычисления коэффи
циентов ф* заданной функции /( /)  и восстановления этой функ
ции по заданным {фй} сводятся к вычислению N — 1 суммы вида

Уь= 2  «/Sin k — l , 2 ..........N — 1. (4)j=l
Формула (4) описывает правило преобразования сеточной 

функции ajy — 1, заданной на сетке со, в сеточную
функцию yjy 1 <  / <  N — 1. Алгебраическая трактовка (4) такова: 
если обозначить через а  = (а1Уа2У . . . уа^- \ )  вектор размерности 
N — 1, то (4) описывает преобразование вектора а  при переходе 
от естественного базиса к базису, образованному системой орто
гональных векторов

г к = (гк{ 1), z*(2), . . . , z k {N— 1)), zk(/) =  s i n - ^ .

З а д а ч а  2. Разложение по сдвинутым синусам. Пусть сеточ
ная функция /(/), принимающая действительные значения, задана 
на множестве со+ =  {ху =  jh, I (или на ю, причем /  (0) =  0).
В § 5 гл. I было показано, что такая функция /( /)  может быть 
представлена в виде

N

/( /)  =  т £ ф » 81п - ^ 2Л?)Л/ , > ! = U 2 , . . . , N ,  (5)
k= 1 -

где коэффициенты фй определяются формулой
N

Фа =  X Р у  /( /)  sin {2k~ ^  щ , k =  l , 2 , . . . , N ,  (6)
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а
_ ( 1 ,  j=£0,N,
~ \  0,5, / =  0, N

Если функция /(/) задана на множестве со” =  {лу =  jh, 0 ^ / 1 }  
(или на со, причем f{N) = 0), то аналогичное (5) и (6) разложе
ние имеет вид

N

=  , j = 1 , 2 .........N, (8)
k= 1

N
< P > = E p * - j f ( ^ - / ) s i n -  (2fe7A))J t/-, * = 1 , 2 .........(9)

;=1
где функция ру определена в (7).

Из (5), (6), (8) и (9) следует, что здесь возникают задачи 
вычисления сумм вида

N

f t = S e / sin — ifr  Я/- .  А = 1 , 2 , . . . .  JV, ( 10)
j=l

N

y j=  L « fes in - (2fê )jc/~ , / =  1 , 2, (10')
k=\

З а д а ч а  3. Разложение no косинусам. Пусть действительная 
сеточная функция / (/) задана на сетке со. Тогда для функции / (/) 
имеет место разложение

N

/( /)  =  l S p * c o s - ^ ,  / =  0, 1 , . .  -, vV. (1 1 )
k —Q

где
N

Ф* =  Е  Ру/(/) cos * =  0, 1, (12)
j=0

а ру определено в (7). Из формул (11) и (12) следует задача 
вычисления сумм вида

N

Ук= H a/ cos- ^ >  * =  0.1.  (13)
3= 0

З а д а ч а  4. Преобразование действительной периодической 
сеточной функции. Пусть на оси — о о < х < о о  задана равно
мерная с шагом h сетка Q =  {лу =  jh, / =  0, ±  1, ±  2, . . . ,  Nh = l\. 
Пусть на сетке Q задана периодическая с периодом N сеточная 
функция

/ ( / ) = / ( / + Л 0 , / = о , ± 1 . . . . .
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принимающая действительные значения. В § 5 гл. I было пока
пано, что функция f (/') для 0 < / < N — 1 представима в виде 
(при четном N)

N/ 2

Z .Lfc=o

})ИЦИ<

Ф* =  

Ф* =

TV/2-1

TV- 1

3 = о 
TV- 1

2k n  j  .
N ‘ ^

— . 2&я/
» j — 0 ,  1 f . • . , ^ - i ,

k=\
(14)

и <pfc определяются формулами

2knj
') cos — , II о H-

* N
• • • » 2 > (15)

2 kn j  
) sin — , ar II to • • • > 2 (16)

а функция рк есть

Р* j  > •
\  о, 5,

]ф 0 ,  N/2,
j =  0, iV/2 .

Формулы (14) — (16) приводят нас к задаче вычисления сумм 
трех видов:

N / 2 N /  2-1

2kn' ' £  й =  0, 1, (17)
;=0

cos- yv /=1
TV- 1

Ун-=  H « /C 0S * =  0 , 1 ......... JV/2,
i=0
TV-1

|/ft= E a/ s i nn r .  * =  1 » 2 .........JV/2 - 1 ,
i=i

(18)

причем в суммах (18) коэффициенты «у одни и те же.
З а д а ч а  5. Преобразование комплексной периодической сеточ

ной функции. Пусть периодическая с периодом N сеточная функ
ция /( /) , заданная на сетке Q, принимает теперь комплексные 
значения. Тогда функция/( / )  для — 1 может быть
представлена в виде

TV—1 2knj

М = 4 Е  <?ke ~ i > 1 = 0, 1 .........N - 1 , i = v~, (19)
k-0

где комплексные коэффициенты ц>к определены формулой
W-1 -2 * я / .

Ф * « £ / ( / ) «  N \  * =  0 , 1 .........N - 1. (20)
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Заметим, что <р0 =  Флг и> кроме того,
■" 1 2kTTj

Ф *-*= £ / ( / ) « “ ' .  * =  0, 1 , . . . , N - 1 .
/ = О

Поэтому вычисление коэффициентов срА и восстановление функ
ции / ( / )  сводятся к вычислению суммы вида

1 2knj
yk= ^ L aje N . Л =  0 . 1 .........JV- 1  (21 )

i=o
с комплексными a,j.

Итак, нам необходимо построить алгоритмы для вычисления 
сумм вида (4), (10), (13), (17), (18) и (21), требующие меньшего 
чем 0 (N 2) количества арифметических действий. Наиболее просто 
конструируются алгоритмы для случая, когда N есть степень 
2 : N = 2n> и мы ограничимся только этим случаем.

2 . Разложение по синусам и сдвинутым синусам. Рассмотрим 
подробно алгоритм вычисления сумм (4), предполагая, что iV =  2". 
В этом случае (4) имеет вид 

2п— 1
% =  L  “Г  sin-S r  » k = 1. 2 .........2" - 1 , (22)

/=1

где введено обозначение =
Идея метода состоит в том, что в сумме (22) члены с общим 

множителем группируются прежде, чем выполняется умножение. 
На первом шаге алгоритма члены сумм (22) группируются 
с индексами / и 2п—/ для / =  1 , 2 , . . . ,  2"’ 1— 1 , причем исполь
зуется равенство

sm ,kK% ~ »  =  ( - 1 )*-*sin . (23)

Для этого запишем (22) в виде трех слагаемых
2И-1-1 _ 2п— 1

Ук= X  2  ar sini ! r + fl$ - i s,n-T/=1 /=2«-М-1
и совершим замену j' = 2n—/ во второй сумме. Учитывая (23), 
получим

2Я“ >-1

Ук= 2  K ,+ ( ~ 1)ft-,< )- / ] sin- ^ ' + 4 0»-»sin-T -  (24)
/=1

Если обозначить

j tZy U2̂ —
/>(!) . _  Л(°) I />(0) U2n-] — aj +  02»-/»
Л(1> _ Л(0)U2«-l =  U2«-?>

/ = 1 , 2 .........
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(25)

то из (24) будем иметь
2/1-1

У » к - £  a$_/sin  
/=i

2n~~i — 1
У>к= £  aYhin

i =  i

(26— 1) я/ 
2*

knj
2n-i »

* = 1 , 2 , . . . ,  2"- *,

*== 1 , 2 , . . 2n~*— 1 . (26)

Итак, в результате первого шага имеем две суммы вида (25) 
и (26), каждая из которых содержит примерно в два раза меньше 
слагаемых, чем исходная сумма (22). Кроме того, суммы вида 
(26) и исходная сумма имеют аналогичную структуру. Поэтому 
к (26) можно применить описанный выше способ группировки 
слагаемых.

На втором шаге, как и выше, при помощи разбиения сум
мы (26) на три слагаемых и учета равенства (23), где п заме
нено на п — 1 , группируются члены суммы (26) с индексами / 
и 2" -1 — / для / =  1,2,  . . . , 2 п-а— 1. В результате второго шага 
вместо (26) получим

2 « — а

У  2 (2k- i)=  £  a*»-»-/ sin-
(2k— 1) я/

/=1 
2Л-2—1

2«- i

У2Ч= £  a f s in - 2̂ - ,
/=1

k =

k = \ , 2 .........2"”2,

1 , 2 , . . . ,  2a~9— 1 ,

(27)

(28)

где

a\2) =  a/1)—a&t-t-i, 
a{V-t-j =  a)1’

CL̂ n-i — и^п-г.
/ = 1 , 2 ,  . . . , 2 » - * - l ,

Таким образом, исходная задача (22) эквивалентна вычисле
нию сумм (25), (27), (28). Формула (28) позволяет вычислить 
ук для k, кратных 4, (27)—для k, кратных 2, но некратных 4 
и формула (25) используется для вычисления ук с нечетным k.

Продолжая процесс преобразования возникающих сумм, По
лучим в результате р-го шага

2 n - s

V* (s) . ( 2 k — \ ) n i
у 2* -Ч2/г-1 )=  Z u  + --- 2n - s  +  \—  »

* =  1 » 2 , . . . .  2n~s, s =  1 , 2, . . p,  (29)
2n ~ P — 1

У 2 Р к =  £  sin -£r=-p , * = 1 , 2 ,  . . . .  2n~P— 1,
/=i
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где р — 1 , 2 , . . п — 1 , а коэффициенты а}р) определяются рекур-
рентно

„ ( р - d- а 2«~я+1-/,
CLtft-p+f-j

Л р) .а % п -р  ■

= а{Г 1) + а%~-%>. /> / =  1, 2, . . 2л"р— 1, (30)
/> = 1 , 2 , . . . .  n — 1 .

Полагая в (29) р = п — 1, найдем 
1

«/г»-! = ' £  a f" 1’ sin-^- =  а?'1',
/= 1 
2 n-J
V '  (s) • (2&— 1) nj(2 “̂1) — <z2rc-s+1 -j Sin 9П- 5  + 1 »
/=1

(31)

fc = l, 2 ..........2”-*

для s =  1 , 2 , . . n — 1 .
Итак, исходная задача (22) сведена к вычислению, (п— 1)-й 

группы сумм (31). Необходимое для этого преобразование коэф
фициентов а)0> описывается формулами (30).

Второй этап алгоритма состоит в преобразовании сумм (31), 
которые после замены для каждого фиксированного s

4 0>(l) =  Z/2*-> (2fc-i), k = l ,  2, . . . , 2" - \
&/°>(l) —а2«-*+, - /> / = 1 , 2 .......... 2n~s,

l — n—s, s =  1 , 2 .......... n — 1 ,
записываются в следующем виде:

21
4 о>о ) = S Т  0 ) sin - (2*7+? я/ * k = 1 . 2 .........2г. (32)

/=»
где / =  1 ,2 .........п— 1. Здесь коэффициенты 6)0) ( 1) и функции
2(/;0, ( 1) зависят от индекса /, но так как мы будем излагать спо
соб вычисления суммы (32) для фиксированного /, то этот индекс 
всюду опущен.

Займемся преобразованием суммы (32). Представим ее в виде 
двух слагаемых, разделив члены с четными и нечетными индек
сами /:

40,(1)= 2 l

+  S  &2/Li (1) sin

Используя равенство 
s in i2t z M t ^ J L  +  sin.

2*+i

/=1

(2k— 1) 2jn

(33)

2  ̂+ 1

2^+1 2Z + 1
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(апишем второе слагаемое в виде двух сумм: 
■>/-»

зх (2k— 1) (2/— 1) 1£  Щ- 1  ( 1) sin
/.~.i

X

+ 1

L  biJLi (1) sin .+  £  ftJJU (1) sin <2fe—1)27 </—1)]  =

X i +
/=i 4

2  c o s  ( 2 ^ 1 1 5  
2  ̂+ i

2/-i

X

2 cos
2 +̂1

6^ , ( 1) siniH*zJ)«.

(34)

Поясним, что во второй сумме, стоящей в квадратных скобках, 
была сделана замена индекса / =  / ' +  1 .

Обозначим
6)1>(l) =  bf/L1 (l) +  ̂ i ( l ) .  / =  1 , 2 ,

^ >(2)=«У(1), / =  1 .2 .........2*->
и подставим (34) в (33). Получим выражение

2l — 1
гТ  (1) =  Е  Ь?  (2) sin ( -- ~ 1)я/ +

J ---------- У 1 Ь(1) ( l ) s i n  (2^ ~ 1) я /  -2£ - l ) j t  ui о ;  ьш ...

/=i

Л <2Л—1) 1. .

справедливое для fe= 1 , 2 , . . . ,  21. Подставляя сюда вместо k 
индекс 2г—/ г + 1 , получим

0 >------S  6i" (2)s in - f c i M -  +
/= 1 ^

+ , ■ (Д - „ / £  У ( 1) « ь - а ^ д . .
у м

Следовательно, если обозначить

4 1’ (s) -  XI b/x> (s) sin ■ Л/"  .
/= 1 2 

1 , 2 , . . . ,  2,_1, s =  1 , 2 ,
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то исходная сумма z(̂ (  1) может быть вычислена по формулам

4 #>( 1 ) = 4 1>( 2 ) + ------
2cos 2J  '

2‘?,_л+10) =  - 4 1,(2) + ------ =  2, . . . .  2‘ - i.
2cos yTi

Итак, первый шаг привели возникновению сумм г̂ 1)(1) и 2^(2), 
каждая из которых содержит в два раза меньше слагаемых, чем 
исходная сумма 2̂ ( 1), но имеет ту же структуру, что и г̂ 0) (1). 
В силу этого описанный выше процесс преобразования исходной 
суммы может быть применен отдельно к суммам 2̂ ( 1) и г̂ 1)(2). 
В результате возникнут суммы г\^ (s), s=  1, 2, 3, 4, сохраняющие 
структуру исходной суммы. Продолжая процесс преобразований, 
на m-м шаге получим суммы

о  1 — т
V 4  (2k—  1) я /

4 m) (s) =  £  ЬГ  (s) sin 2<_т+1 , (35)
/= 1

&= 1 , 2 , . . . ,  2i_m, s =  1 , 2 , . . 2m

для каждого т  =  О, 1 , где коэффициенты (s) опреде
ляются рекуррентно для s =  1 , 2 , . . 2m_1 по формулам

6Г  (2s - 1) =  (s) +  В Д ’ (s),
/ = 1 , 2 ,  . . . , 2 *—- 1 ,  m = l , 2 ,  . . . , / - 1,

b%m(2s— l) =  6(2? - i )+.._1 (s), m =  1 , 2 , . . . , / ,  (36)
bj™ (2s) =  (s), / = 1 , 2 , . . . ,  2l~m,

m =  1 , 2 , . . . ,  /.

При этом суммы m-го шага связаны с суммами, полученными 
на (т — 1)-м шаге, следующими формулами:

4 m~1) (s) = г Г  (2s) + ----- n \2k_ {) 4 m> (2s - 1),
0S 2l~m + 2

x is) =  -  4 m) (2s) + ----- i z i j  4 m) (2s - 1), (37)
2 cos ■------- ;2l-m + 2

/ г=1,2,  . . . ,  2*—f s = l ,  2, . . . ,  2»-», m =  1 , 2, . . . , / .
Полагая в (35) m =  /, получим

4 ,,(s) =  4 , ,(s). s =  1 , 2 , . . . ,  2г. (38)
Итак, суммы г*0’ (1 ) вычисляются следующим образом. Исходя 
из заданных коэффициентов 6)0)(1), 1 ^ / < 2 ', по формулам (36) 
вычисляются в итоге коэффициенты b[l)(s), 1 < s ^ 2 ' .  Они исполь
зуются затем в силу (38) в качестве начальных данных для ре-
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I уррентных соотношений (37). Полагая в (37) последовательно 
т =I, I— 1 .........1 , получим в результате 4 0>(0  и> следовательно,
l/it-Ц 2к-1)-

Таким образом, алгоритм вычисления сумм (22) описывается 
формулами (30), (36), (38).

З а м е ч а н и е .  В рекуррентных соотношениях (37) можно избежать де-
о (2*— 1)ялен и я на 2 cos --------- -— при помощи замены21-т + 2

2r>(s) =  sin(- § = i l i t 4 m> (s).2L ~ /в +1

При этом формулы для вычисления (s) принимают вид

wr ~ l) (S) = 2 cos 4 m> (2sj +  a - r  ( 2 s - 1),

, ( . ! - !  со. - Г  M  Ч- r f»  (2S -1). m
k = l ,  2, . . . ,2 * - “ , s =  1, 2.........2m~1, m=l, l — 1, . . . , 1 ,

причем w[l) (s) =b[l) (s), s = l ,  2, . . . ,  2l и

z(k0) (1) =  sin — 4 0) (1). k =  1, 2.........2*. (40)

Подсчитаем теперь число арифметических действий, которое 
нужно выполнить для реализации алгоритма (30), (36) —(38). 
Будем предполагать, что значения тригонометрических функций 
вычислены заранее.

Элементарный подсчет дает:
1) на реализацию (30) требуется

П-  1

Qx = 2  2 (2п~р— 1 ) =  2 -2"—2 (п +  1 )
Р= 1

операций сложения и вычитания;
2) для фиксированного I на реализацию (36) требуется

— /-1
? 1=  2  (21~ ю — 1) - 2'»-1 =  ( / — 2) 2*-1 +  1

m = 1

операций сложения, а на реализацию (37) требуется
_ i

2  2 - 21 ~ т  - 2т ~1 =  21 - 21~ *  
т=. 1

операций сложения и
i

<?/= 2  2l~m’2m~1 =1-21~* (41)
/71 =1
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операций умножения. Всего же формулы (36) и (37) требуют при 
фиксированном I

0« =  <7i +<7i = ( 3 / - 2 ) - 2 ' - i + 1  (42)

операций сложения и q\ умножений. Для всех 1 = 1,2,  . . . ,  п— 1 
затраты составят

л -  1 п - 1

Q*=  2  <7* =  2  [(3/ -  2). 2 '- Ч -  1] =  4  «2» -  4 .2» +  я +  4
/ = 1  / =1

сложений и
л - 1  

/ = 1

/г- 1
=  2 /2* - » = 4 2“—2» +  1

i=i
умножений.

Таким образом, алгоритм (30), (36) — (38) характеризуется 
следующими оценками числа арифметических операций: Q+ = 
= Q1 + Q2=(3n/2—2)2"—п+2сложений и Q*=(n/2— 1)2"+1 умно
жений. Если не делать различия между операциями сложения и 
умножения, то общее число действий есть

Q =  Qi +  Q2 +  Qs =  (2 log2 N — 3) N — \og2N + 3, N = 2".
Для сравнения приведем оценку числа действий, которое нужно 
выполнить, чтобы вычислить все суммы (22) непосредственным 
суммированием. Будем иметь (2"— I)2 операций умножения и
(2" — 2) (2" — 1) операций сложения, а всего Q — (N— 1)(27V—3). 
Например, для TV =  128 (п=7) получим Q =  1404 операции (из 
них 321 операция умножения) для построенного алгоритма и 
Q =  32131 операция (из них 15873 операции умножения) для 
алгоритма непосредственного суммирования.

Отметим, что использование в алгоритме вместо (37) и (38) 
соотношений (39) и (40) приводит к следующим оценкам числа
действий: =  —2^ 2"— п + 2 сложений и Q* = у 2"— 1
умножений, а всего Q =  (21og2N —2) N — logaW-f-l, N = 2", что 
несколько больше, чем в алгоритме (30), (36) — (38).

Итак, поставленная выше задача 1 решена. Рассмотрим те
перь задачу 2 о разложении по сдвинутым синусам. Предполагая, 
что N = 2", запишем сумму, фигурирующую в задаче 2, в сле
дующем виде:

2 и
Ун= 2

/= 1

(2k—I) я/ 
fSin 2n + 1 1, 2, 2 \ (43)

Сравнивая (43) с (32), находим, что вычисление сумм (43) по 
сдвинутым синусам является вторым этапом изложенного выше
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■ 1лгоритма вычисления сумм (22), если в (32) положить 1 = п. Сле
довательно, если обозначить

40) U) =  */fc. к = 1 , 2 _____2»,
b f { \ ) = aj, /== 1 , 2 , . . . .  2й,

то формулы (36) — (38) при 1 = п описывают алгоритм вычисления 
сумм (43). Полагая в формулах (41) и (42) 1 = п, получим сле
дующие оценки для построенного алгоритма: Q+ =  <7„ =
~ { ^ п — 1 ^ 2 " + 1  операций сложения и Q* =  ц*л — у  2" операций
умножения, а всего Q =  (2 log2N — l ) i V+ l ,  N — 2п. Таким обра
зом, суммы (43) вычисляются примерно с такими же затратами 
арифметических действий, как и суммы (22).

Напомним, что суммы (43) используются для вычисления 
коэффициентов Фурье сеточной функции ah заданной при i =  1, 
2, . . . ,  N. Для восстановления функции по заданным коэффициен
там Фурье необходимо вычислить суммы

У ; = У а к5т т - ^ л1, / =  1 ,2 ......... 2». (43')
k= 1

Используя для ] Ф 2 п соотношение

sin (12k— 1) я/ 
2«Л

2 cos я/
2«+1

sin (6 — 1)я/ 
2 « • s i n ^ ] ,

получим

У г
2 cos щ

2 п + 1

2п 2»

Lfe=i k— i
2«-l

2 c0S2STT fe=l
г  S  ai“ sin ̂ , /  =  1 , 2 ..........2"-*,

где a).0> вычисляются по формуле a*0> =  aft -f  aA+1, =  1 , 2 , . . . ,  2"— 1 . 
Сравнивая полученную сумму с (22), находим, что задача све
лась к решенной ранее задаче 1 .

Для вычисления г/2« получим формулу
2« 2И” 1

г/2» =  2  а*(—l)ft-1=  2  а 2*).
~  k — 1 / г =  1

Здесь суммирование ведется непосредственно.
Для числа операций изложенного алгоритма верна оценка 

Q = 2N log2 N —log2 N .
3. Разложение по косинусам. Рассмотрим теперь алгоритм 

решения задачи 3, состоящей в вычислении сумм (13), при N —2п.
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Имеем

*/* =  £ i a / ,C0SW ’ fc =  0, 1. . . .»2»,  (44)
/=о

где введено обозначение af* = af .
Принцип построения алгоритма совершенно такой же, как и 

при разложении по синусам, и состоит из двух этапов. На пер
вом этапе группируются слагаемые сумм сначала с индексами / 
и 2"—/ для /' =  0, 1 , . . . , 2"-1— 1 , затем с индексами / и 2П-1—/, 
j — 0, 1 , . . . ,  2п~%— 1 и т.д.

В результате р-го шага будем иметь
2n-S-\

V 4 (s) (2fe— 1) n jу а«-»(2* - 1) =  2^  a 2«-J+»-/COS 2в_̂  + 1 »

k = l , 2 .........2n-s, s =  1 , 2 , . . р,  (45)
2п~Р

У%рк — X  a /p>COS2 ^ 7 ' ^ =  1 .........
/'=о

2"

Эти формулы справедливы для р =  1 , 2.........п. Коэффициенты а*/”
определяются рекуррентно

a f '  = af~u +  aipn-p+i
_(Р-1) W2rt-/? + l_y,„(р) ^  — МР-1) ^ " 1><*2 n - p  +  i _ j  — Я/

■Я ~’а2п-Ру

i = 0, 1........2»-я_1, (46)

р =  1 ,  2 ,  . . . ,  /г.

Полагая в (45) s =  p =  n, найдем
р0= а Г  +  < \  */2« =  аЕ,п,- а (Л  ?,«-. =  ai®, (47) 

а остальные ук находятся по формулам
2«-5_ i

(s) (2k—  1) Я/
( 2 k - l )  = =  2 - d  a 2 n ~~s  +  i - /  ^QS ~~2n ^ S +  l  t

y = o
Л =  1 , 2 , . . 2re"5, s =  l ,  2 , . . n— 1 .

Замены для каждого фиксированного s
4 0 , ( l )  =  P 2 * - 4 2 f e - i ) .  *  =  1 ,  2 ,  . . . ,  2n~s,
bf>(l) =  4 !-»+._/, / =  0, 1 , . . . , 2»-*— 1 ,

l = n—s, s = l , 2 , . . . , n — 1

приводят нас к вычислению следующих сумм:
21- 1

4 0, (1) = Е  b f ( l ) c o s ^ - ^ ,  k — \, 2,
/=о J

l.= 1 , 2 , . . . .  п— 1 .

. , 2 * ,
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Второй этап алгоритма состоит в вычислении сумм (48). Как 
и раньше, последовательно разделяя слагаемые с четными и не- 1 
четными индексами /, будем иметь следующие рекуррентные со
отношения:

аГ"1’ (s) =  4m) (2s) +  ------(2k_ l)n 4 т) (2s - 1),
2 C°S 2l-m  + 2 (49)

^ t x _ k + 1 (s) =  г Г  (2s ) --------щ = Л 7H ^  (2s“  !)>
2 cos--------- —2 -̂/Я + 2

f t= 1, 2, . . 2г_я, s = l , 2 ........ 2M~l, tn —1,2 ..........Z

для вычисления
2̂ -/Я_х

* T (s )=  E  Z>r(s) COS (50)
/=0 z

f t=  1 , 2, . . . , 2*-» s =  1 , 2 .........2m

при m = 0, 1, . . . ,  l. Коэффициенты Щт’ (s) также определяются 
рекуррентно для s =  1 , 2 , . . . ,  2я’-1, начиная с bfy (1), поформулам .

Ь1Г  (2s - 1 ) =  (s) +  (s),
/ =  1, 2 .........2*-“ — 1, m =  1 , 2 , . . .» Z— 1,

b™ (2s - 1 ) =  bi”1' 1» (s), m =  1 , 2 .........Z, (51)
(2s) = bif~1) (s),

/ =  0, 1, 2*-'»— 1 , m =  1, 2, . . . ,  Z.

Полагая в (50) m — l, найдем начальные данные для соотноше
ний (49)

z<'>(s) =  6<'>(s), s =  1, 2.........2l. (52)

Таким образом, алгоритм вычисления сумм (44) описывается 
формулами (46), (47), (49), (51) и (52).

Элементарный подсчет числа арифметических действий для 
построенного алгоритма дает: Q + =  (3/2 п —2) 2п + п 2 операций 
сложения и Q* =  (n/2— 1) 2п+ 1  операций умножения, а всего

Q = Q  + +  Q*==(21og2JV-3)/V +  logaiV +  3, N = 2".
Заметим, что, как и в предыдущем алгоритме, здесь в соотношениях (49) 

возможна замена

(т) / \ • ( 2 A j —  1 )  ЗТ (tn) t \
** (*) =  МП g — + 1 т  (S):

при этом из (52) следует Wi>(s) — bo>(s), s =  1,2, . . . ,  2l.
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Рекуррентные формулы для а4т) (.?) имеют вид

wik l~1) (s) =  2 cos a4m> (2s) +  w f 1' (2s— 1),

< - 2 + 1 _ f c + 1  ( s )  =  2 c o s - f g _ ^  ( 2 S — 1 ) .

A = l ,  2, . . . .  2г- « ,  s = l ,  2, . . . , 2 '» - 1, m =  1, 2......... /.

4. Преобразование действительной периодической сеточной 
функции. Задача 4 о преобразовании действительной периодиче
ской сеточной функции состоит в восстановлении функции по 
формулам (17) при заданных коэффициентах Фурье ау и ау и 
в нахождении коэффициентов для заданной функции по форму
лам (18).

Пусть N = 2” и заданы коэффициенты Фурье. Тогда необхо- 
димо вычислить суммы 

2 « - 1  _
Ук= Z t a f c o s ^  +  £  a f  s i n ^ , k = 0, 1, . . 2 " — 1 . (53) 

/=o /=i
Построим соответствующий алгоритм. Для этого заменим в (53) 

индекс k на 2"—к. Учитывая равенства

cos 2 (2”-к)  2knj
2/г LUb 2п 3 Sill 2 (2ге — k) зт/ 

2» = ■ sin 2knj
3

получим, что yk можно вычислить по формулам

Ук = Ук + Ук>
Уъ*-к = ук—ук, * = 1 , 2 .......... (54)

Уо — У о» У%п- 1  =  £/2«-Ь 
где

2м-1
ук = ^  a f  c o s ^ r ,  к = 0, 1 . . . . ,  2 -* , (55)

/ —0
2« - i _ l

?* =  S  * = 1 . 2 .........2 » -1 -1 . (56)
/=1

Итак, вычисление сумм (53) сводится к вычислению сумм (55) 
и (56) и последующему использованию формул (54).

Сравнивая формулы (55) и (56) с формулами (44) и (22), на
ходим, что суммы (55) и (56) можно вычислить по алгоритмам 
пп. 2 и 3, заменив в них п на я -  1 .

Подсчитаем теперь число арифметических операций, необхо
димых для вычисления сумм (53) указанным способом. Из оценок 
числа операций, найденных для алгоритма п. 2 , получим, что 
суммы (56) вычисляются с затратой Q+ — (3«/4—7/4) 2”— п +  3 опе
раций сложения и Q% = (nj4—3/4)2” -f 1 операций умножения.
178



Оценки алгоритма п. 3 дают для сумм (55) следующие значения: 
Q+ — (Зтг/4—7/4)2" + и +  1 операций сложения и Q* =  («/4—3/4) х 
х2" +  1 операций умножения. Добавляя сюда Q+=  2"—2 опера
ций сложения, затрачиваемых на реализацию (54), получим для 
построенного алгоритма Q+ =  (3n/2—5/2) 2 "+  2 операций сложе
ния и Q^ — (n/2—3/2) 2 "+  2 операций умножения, а всего Q =  
=  (2 log2 Л7 — 4) Л7 +  4, N = 2п.

Обратимся теперь к вычислению коэффициентов Фурье дей
ствительной периодической сеточной функции. Задача состоит 
в нахождении сумм

2»-1

Ук = Е аТ  cos-^r>1 — п
/е =  0, 1 , 9л-1• • • >  ̂ » (57)

~Ук =

/ — и
2«- 1

£ = 1 , 2 , . . . , 2- 1 - 1 , (58)
/=1

где a f ’—заданная функция.
Алгоритм вычисления (57) и (58) родствен алгоритмам пп. 2 

и 3, но отличается некоторыми деталями. Здесь на первом этапе 
группируются члены сумм (57) и (58) сначала с индексами / и 
2 " -1 +  ; для / =  0, 1 , . . . , 2" - 1— 1 , затем с индексами / и 2"-а +  / 
для / =  0, 1, . . . ,  2"-2— 1 и т. д. Приведем более подробно пер
вый шаг процесса последовательной группировки слагаемых на 
примере суммы (57). Преобразование суммы (58) осуществляется 
аналогично.

Итак, представим (57) в следующем виде:

Ук
2П~‘- 1

= Е/=о
a f  cos ̂  -

2п— 1
■ Еf=2"-1

(0)COS
2kn]
~2*“

и совершим во второй сумме замену, полагая j = 2n~1 + j'. Это 
дает

Уь= Е
/=о

1 [ а } ° 4 ( - l)‘ a $ - i +/] c o s ^ ,  Aj =  0, 1, . . . .  2"

Обозначая
a/(1) =  a/0) +  a(“£_i

а<2п-1+/ =  а/( 0 )

2“
, ( ° )

+ /» / =  0, 1 .........— 1 , (59)

получим вместо (57) следующие суммы:
2п~1~1

Уък-г 2 „(1) , пп„(2й—1)я /  
^ 2;,“ 1+yC0S 2” “I * к = \ ,  2 , . . . .  2"

/=о
2«-i 1

Е ai1)cos^rrr> k = 0, 1 , . . . .  2"-*.
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Аналогично вместо (58) получим суммы

г”" 1-!
“ _  V  д<1> , г!п (2А- ! ) « /  / ._ 1

/=1
2п~1-\

2 , . . . Ort-2

(61)
2 , . . . .. 2"- 2— 1 ,

/=1

где a fy определены в (59). На этом первый шаг закончен. На 
втором шаге описанным способом преобразуются суммы (60) 
и (61). В результате р-го шага будем иметь

У25'"1 (2fe-i) ^  a2n~*+j
/=о

(s) (2&— 1) я/
J . / C O S - ----------2n~s 9

й = 1 , 2 , s = l f 2 ,
2п~ Р- 1

2£я/
=  2 - a fc o s ^ T p ,  k = 0, 1 , . . . .

/=о

(62)

где р =  1 , 2, . . . ,  п— 1 и

Рг* 1 (2ft—1)
2n ~ s — 1

2
Js) sin (2Jfe— 1) я /

2«-5

й = 1 , 2 , 2«~*
2п ~Р —

УгРк =  X  
/=1

sin 2£я/
2 п ~Р

~l, s=  1 , 2 , . . р,

, k = l ,  2, . . . .  2 " -* -*—  1,

(63)

где р =  1, 2, . . . .  /г — 2. Коэффициенты а}*” находятся рекуррентно 
по формулам

а
аТ  ~  fl/p_1> +  а(2п~-р+р

(Р) — п Ф-1) п {р~ 1)2«-P+i — aJ — а2 П-Р + П

j  =  0, 1......... 2п~р—  1,

р =  1 , 2 , . . . ,  п. (64)

Полагая в (62) р = п — 1 и s = р = п— 1 , получим

г/0 =  а Г 1> +  а Г 1, =  «Г ,
y2n-i = 4 n-1)—fl4n_1) =  flx”, 
у %п-* = ар~1\

(65)
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(66)

из (63) при р — п — 2 найдем

у2п- 2  =  ai"-2>—а(3п~2) =  й|'1_1>.

Остальные ук и ук находятся по формулам

2n ~ s — 1

У ^ ~ х (2fe—1) ~  2 -1  a 2n - s + j COs  2"в->  »
l=o

2n ~ * - l
-  „ , V 4 (s) • (2£— 1) nj
y^- ' i2 fc-D= 2 -  a2”~*+/sln ~ 2»-'1 •»

1=1
Л - 1 ,  2, . . . .  2»-*-1, s =  1, 2......... n — 2.

(2fe— 1) nj

Совершим здесь замены для фиксированного s:

4 0>( l ) = ^ - l  (,*_!), Zj®(l)=y,*-1 (,*_!),

Л - 1 . 2 ,  . . . , 2 * - * - S  &Г(1) =  «$- '+/ .  / =  0, 1, . . . .  2»—— 1. 
I —п —s, s = l ,  2 , . . . .  n— 2 .

Это приводит нас к вычислению сумм

4 0>( 1) =  2 > Г ( 1) с о з ^ - 1 )я / ,

<67>
4 0, ( 1 ) =  £ ^ > ( l ) s i n ^ = I L H ,

Л - 1 ,  2 ..........21~х, / =  2 , 3, . . . .  п — 1.

На втором этапе алгоритма вычисляются суммы (67). Здесь, 
как и в алгоритме п. 2 , эти суммы преобразуются путем раз
деления слагаемых с четными и нечетными индексами / и ис
пользования равенств

„■п (2 6 -1 ) (2/—2) я  cin (2k— 1) 2/я
2*-я»+1 2г-я,+1

= 2 cos-gb-?-) n sin <2/ —»)«

( 2 * - l ) W - 2 ) ,  g t - l j a f t .
21-т+Х 1 2 i-w + l

(2^ - 1) я _ .  (2£— 1) (2/ — 1) л
2 l - m  +  X• 2 cos cos2l-m + l
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для т =  1, 2, . . .  Это дает следующие рекуррентные формулы: 

4 m_1) ( S )  =  4 т) (2s) + ----- -(14  я 4 т> ( 2 s - 1),
2 cos -

zi"r »-*+i (s) =  4m) (2s)-

4m~1) (s) =  4 m> (2s)

2 -̂/л+з,
1

2 cos (2k— 1) я
■— iti 4* 1

1
2 cos

i (s) == —zkn) (2s) +

(2/e— 1) я 
21-m+x 

1
2 cos (2k— 1) я

4 m) (2s— 1),

4 m,(2s — 1),

4 OT) (2s— 1 ),

— 1

4 m> (s) =  £  & r(s) cos-(̂ Ь 12 я / >
/=0

4 m) (s) =  S  ^/m>(s) sin -2̂  ' ^ я / ,
/=i z

f t= l ,  2 , . . . .  г '- » - 1, s =  l, 2 , . . . .  2®

(68)

2l-m + \
k = l ,  2 , . . . .  2* -" -1, s =  1, 2 , . . . ,  2®-1, m =  1, 2, . . . .  / — 1
для последовательного вычисления сумм

(69)

при т — 0, 1 , . . . ,  I— 1 .
Коэффициенты b)m) (s) тайнее определяются рекуррентно для 

s =  1 , 2 , . . . .  2га_1, начиная с заданных b f  {1), по формулам
ЬГ  (2s - 1) =  ЩЗ'  (s) +  (4- / =  1 > 2 ..........2/-m— 1 ,
ы  (2s - 1) =  (s)-6<7_-i>+1_1 (s), (70)

6yw(2s) =  6g,- 1, (s), /==0, 1 , . . . , 2 l~m — 1 ,
s = l ,  2 , . . . .  2“ -1, m = l ,  2 , . . . ,  / — 1 .

Полагая в (69) m = l— 1, получим начальные значения для со
отношений (68)

4 -1, (s) =  ̂ - 1, (s), 4 '- 1>(s) =  6iJ- 1>(s), s =  1 , 2 , . . . ,  2l~\{7\)
Итак, алгоритм одновременного вычисления сумм (57) и (58) 

описывается формулами (64)—(66), (68), (70) и (71). Заметим, 
что, как и в алгоритмах пп.2 и 3, здесь в соотношениях (68) 
возможны замены

4 т> (4 =  sin(2̂ ~ " - ^ OT> (s),

4 т) (s) =  sin n 4 m) (s),

которые позволяют избежать деления на 2 cos^ ~ ^  я .1 2l~m + 1
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Элементарный подсчет числа арифметических операций для 
построенного алгоритма дает: Q+=3n. /2-2 '1— 1 операций сложе
ния и Q̂ . =  (rt/2—3/2)2" +  2 операций умножения, а всего 
Q =  (2 loga N —3/2) iV +  1, N  =  2".

Таким образом, вычисление коэффициентов Фурье и восста
новление действительной периодической сеточной функции по 
предложенному алгоритму требуют О(ЛПпА) арифметических 
действий.

5. Преобразование комплексной периодической сеточной функ
ции. Рассмотрим теперь задачу 5 о вычислении коэффициентов 
Фурье и восстановлении комплексной периодической сеточной 
функции. В п. 1 было показано, что эта задача сводится к вы
числению сумм (21), которые в случае N =  2" имеют вид

2 » _ 1  2 k n j _ l

У н = Ц а ? е 2Л , k — 0, 1, . . . ,  2"— 1, (72)
1=о

где af'} — комплексные числа.
Алгоритм для вычисления сумм (72) строится так же, как 

и алгоритм рычисления коэффициентов Фурье действительной 
периодической функции. На первом этапе группируются члены 
сумм (72) сначала с индексами / и 2п~1 + j для / =  0, 1, . . .  
. . . .  2"- 1— 1 , затем с индексами / и 2"~a +  j для / =  0, 1 , . . .  
. . . ,  2"“ 2— 1 и т. д. Учитывая равенство елк‘ = (— 1)*, получим 
в результате р-ro шага следующие суммы:

2 n ~ s - l  (2 fe — 1) я / {

V ' (s) 2 a ~ s
УъХ~1( 2fe —1) =* 2-t a2n~S+je »/=0

k =  1 , 2 , . . . ,  2«-*, s =  l, 2, . . . .  p, (73)
2 n ~ P - l  _2knj _ .

y2pk =* л  d p e %n~S , k =  0, 1, . . . ,  2n~P— 1,
i=о

где коэффициенты a f y находятся по рекуррентным формулам (64). 
Полагая в (73) s =  p =  n, будем иметь

Уо=а(от, Р2»-1 =  а Г , (74)
а остальные ук находятся по формулам

2 n ~ s -  1 (2fe- 1) я/ t
v i  /s) 2n~s

У ^ " 1 ( 2 f e - l )  ^  a 2 n - * + j e  9/ = 0
£ = 1 , 2 , s =  1 , 2 , и— 1 .

Совершим здесь для фиксированного / замены, полагая 
^  y 2s’-1(2k-i)j k = l 9 2, 2п 5, 

b f4 l )  = al$ - * +l, / =  0, 1 , . . . .  2» - ' - 1 ,
/ =  п —s, s =  1 , 2, . . . .  п — 1 ,
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f c= l ,  2..........2l (75)

перейдем к вычислению сумм
2«_i (2ft-

4 0 ,( 1 ) =  2  :
/=о

и ,

для /== 1 , 2, . . я — 1 .
Второй этап алгоритма, заключающийся в вычислении сумм 

(75), строится, как и ранее, путем разделения слагаемых с чет
ными и нечетными индексами / при использовании равенств

( 2 f e  — 1 )  ( 2 / - 2 )  Я  

л  + 3,б
(2Дг — 1) 2/я

— Й2 + 1 =  2 cos (2k—1) я
2l-m + i

( 2 f e — 1 )  ( 2 / - 1 )  Я  
п/ — д + 1

б

Будем иметь рекуррентные формулы

4m_u (s) =  4 m> (2s) 4- ------(2)г_ , )  п- г Г  (2s - 1),
0S 2^~т + 1

# - ’*» <»> “  (2») p b l R  " i " (2»— :D.2 cos-------- -—2l-m + l
k = l ,  2, . . . ,  2l~m, s =  1 , 2 , 2“ -1, m =  1 , 2 ,

(76)

/ - 1
для вычисления сумм

Z (km) I’(s) =  X  6}m> (s) e 2

k =  1 , 2 , . . . .  2г- “ , s =  l, 2,

(2fe— 1) я /
l — m

(77)
2*

при m = 0, 1, I — 1. Коэффициенты b\m вычисляются no
рекуррентным формулам (70). Осталось указать начальные зна
чения для (76). Полагая в (77) т = 1— 1, получим

4 /-1) (s) =  ^ - l>(S) +  i6r> (s ) ,
4 '-i>(s) =  b(a‘-v(s) — ib[l-»(s), s =  1 , 2 , . . . .  2*-*.

Итак, алгоритм вычисления сумм (72) описывается формулами 
(64), (70), (74), (76) и (78). Отметим, что построенный алгоритм 
не содержит (за исключением простейшей формулы (78)) опера
ций умножения комплексных чисел. Поэтому в приведенных 
формулах легко выделить действительную и мнимую части вычис
ляемых величин. Это удобно для реализации алгоритма на ЭВМ, 
не имеющей комплексной арифметики. Далее, в соотношениях 
(76) может оказаться полезной замена

4 m) (s) =  sin (2k—I) л
2l~m 4 m) (s).

Подсчитаем теперь число арифметических операций для по
строенного алгоритма. Получим Q+ =  (Зп/2— 1/2)2" операций сло-
184



жения комплексных чисел и Q*~(n/2—3/2) 2" операций умноже
ния комплексного числа на действительное число. Если выразить 
эти значения в терминах числа операций над действительными 
числами, то получим Q+ = (3n— 1) 2" действительных операций 
сложения и Q* = (n—3)2" действительных операций умножения, 
а всего Q = (4 log2 N —4) iV, N = 2" операций над действитель
ными числами. Эта оценка в два раза превосходит полученную 
в п. 4 оценку для случая действительной периодической сеточ
ной функции, что является естественным, поскольку в рассмат
риваемом комплексном случае обрабатывается в два раза больше 
действительных чисел.

На этом мы заканчиваем рассмотрение алгоритмов быстрого 
дискретного преобразования Фурье и переходим к использова
нию их для решения сеточных эллиптических уравнений.

1. Разностные задачи на собственные значения для оператора 
Лапласа в прямоугольнике. В § 5 гл. I были рассмотрены крае
вые задачи на собственные значения для оператора второй раз
ностной производной, заданного на равномерной сетке на отрезке. 
В двумерном случае аналогами этих задач являются задачи на 
собственные значения для разностного оператора Лапласа, задан
ного на равномерной прямоугольной сетке в прямоугольнике. 
Воспользуемся методом разделения переменных для отыскания 
собственных значений %k и собственных функций pfe(i, /) разност
ного оператора Лапласа

Пусть в прямоугольнике G =  {0^A:a ^ / a ,  a  =  1, 2} задана пря
моугольная равномерная сетка со с шагами hx и h2: со =  {х =

(о обозначим, как обычно, внутренние, а через у — граничные 
узлы сетки со.

Простейшая задача на собственные значения для оператора 
Лапласа в случае условий Дирихле ставится так: найти такие 
значения параметра Я, при которых существуют нетривиаль
ные решения у(х) следующей задачи:

Будем искать собственную функцию /) задачи (1) соответ
ствующую собственному значению Ял, в виде

§ 2. Решение разностных задач методом Фурье

Л =  Л1 +  Л2, К у  = у- , а = 1 , 2 .хаха

А у { х )  +  Х у ( х )  =  О, 

У {х)  — О,

Хбй>»
х £ у . (1)

I** ^  /) =  №  (0 ^  (/)» * =  fo . £.)• (2)185



Подставим в (1) вместо y(x;j)=y(i , j) функцию p ft(i, j). Так 
как

Ахy(i,  /) =  4 -[« /(1' +  1. i )~2y( i ,  j) + y ( i— l, /)],II1
то оператор Лх действует лишь на сеточную функцию, зависящую 
от аргумента i. Аналогично оператор Л2 действует на функцию, 
зависящую от аргумента /. Поэтому после подстановки (2) в (1) 
будем иметь

pi? (/) A r f  ( 0 + pi? (0 A2pi? ( / ) + ( 0  pi? ( ! )= 0  (3)

для 1 ^  i ^  iVx — 1 , 1 ^  ^  yV2— 1 , а также

pi? (0) =  p i? W  =  о, pi? (0) =  pi? (л у  =  0.

Из (3) находим, что

Л1м£У (о Aapj? (/) .
pi? (о pi? (/) *'

(4)

(5)

Так как левая часть не зависит от /, то не зависит от / и правая 
часть. С другой стороны, так как правая часть не зависит от 
то не зависит от i и левая часть. Тем самым, и левая и правая 
части в (5) есть постоянные. Положим

Aipj? (0
pi? (0

4 ? ,
л 2,'4? (/)
pi? (/)

л (2)'Aba » = 4 ? + 4 ? (6)

и добавим сюда краевые условия (4). В результате получим одно
мерные сеточные задачи на собственные значения

A # i?  +  4 ?  p i? = о ,  K K ^ - i ,

Pi? (0) =  pi? ( ^ ) = 0

A # i2? +  4 ? p i?  =  0, 1 <  / <  N - 1,
pi?(0) =  p i? (A 2) =  0.

Решения задач (7) и (8) были нами найдены ранее в

М“> = sin ka п
2N7 ■sirr kg nhg

2 la
ka = \ ,  2 ,

pi? (0 =  1 / 7 7  sin

,, <2)
P*:

§ 5 гл. I: 

, Na- \ ,
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Итак, собственные функции и собственные значения разностного 
оператора Лапласа Л для случая граничных условий Дирихле 
найдены

И* (*, /) =  И*1,’ (0 №  (/) =  sin(*), k̂ Jlj
~ W  ' W

0 < t < i V 1( 0 < / < W 2, (9)

a  = 1 21.

где ktx — ij 2, • • •, ij ® i , 2*
Отметим основные свойства найденных собственных функций 

и собственных значений (9). Введем скалярное произведение се
точных функций, заданных на сетке со, следующим образом:

(U, V) =  2 _  U (X) V (X) <Х) %2 (х2),
X  €(0

Если обозначить
(и, v)- =  ]£_u(x)v(x)tia (xa), а — 1, 2 , ( 10)

“ *а « «>а

где

©1 “  (0 = ^ 1» 9 ^  i , ©2 “  {^(У) ~  2» 9 Л72},

то, очевидно, что co =  C()1 x ©2 и xlJ = (xl (i), х2(/)), кроме того, 
(и, v) = ((u, о)-,  1 )^2 =  ((ы, 0)5,. 1 )5,. (И)

Напомним, что в § 5 гл. I было отмечено, что сеточные функ
ции и (АЙ>(/) ортонормированы в смысле скалярного про
изведения (10), т. е.

(и*а> — Sfta>
ka — та,
&а ^=/71а.

Поэтому отсюда и из (11) следует ортонормированность заданной 
формулами (9) системы собственных функций pft(t, /):

(И*> Ия) &k,m |  о, k ^ m ,  k = (k1, k i), т = (т1У т 2).

Так как число собственных функций pft(t, /) =  pAlfta(i, /) равно 
(jVx— l)(Afg— 1) и совпадает с числом внутренних’узлов сетки 
<а, то-любую сеточную функцию /  (t, /), заданную на со (или на
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© и обращающуюся в нуль на у), можно представлять в следую
щем виде:

Hi, ft, = 1 = i / ]2\
1 , 1 < / < Л Г а— 1 ,

где коэффициенты Фурье fkiki определяются следующим образом:

/й =  /*Л  =  (/. Pft) =  2  2  /(*, /) |4i’ (О |*Й’ (/) К К >i= 1 /=
*Х=1, 2, . . . .  Л ^ - 1 ,  fc2= l ,  2, . . . .  N2— 1

Для собственных значений справедлива оценка

(13)

=  ^11} +  М2) ^  — Xkt +  Kka ^  +  kwl-X =  Я;'max»
где

^ ■ = „ ? 1 i s i n ’ ^ - > 8 ( i + T ) > 0 -

(■ ^ + ж ) -
=  V l

e £ i Й
— <  4

Рассмотрим теперь пример более сложной задачи на собствен
ные значения для разностного оператора Лапласа. Пусть на сто
ронах прямоугольника при хг = 0 и х1 = 11 по-прежнему заданы 
условия Дирихле, а при х2 = 0 и х2 = 12— условия Неймана, т. е. 
поставлена следующая задача на собственные значения:

Ау (х) +  Ху (х) = О, х € (ог х  со2, 
у (л;) =  0, хх =  0, л;х =  1Х.

Здесь Л =  Лх +  Л2, оператор Лх определен ранее, а
2_
h2

К у -

U ■ Ух,> хг — °*

^  хгхг 9 

2
Л2 ’

/l2< X 2^ / 2-- ft2,

•̂ 2 2̂*

(14)

(15)

Используя определение операторов Л2 и Ла, задачу (14) можно 
записать в следующем виде:

%л  +  ^ л + ^ ==0* х€<й>

+  +  ^  =  0)

Я*л—Т Е -Я Е .+ ^  =  0’ =
> A x ^ X j ^ / x —hl9

у {Of х2) —У {l 1 * ^ 2} ^  09 0 x2
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Решение задачи (14) находится методом разделения перемен
ных. Подставляя в (14) вместо у сеточную функцию (i, /) из (2), 
получим для P4V (0 задачу (7), а для (4? (/) будем иметь сле
дующую краевую задачу:

л ^ Ч - я Г Л Ч ^ о ,  0 < / < Л Г 2

или в силу (15)

Ш г . *  +  4 2аУЙ> =  0, 1 <  у <  N3- 1 ,

УЙО*, +  ^ЙУЙ* =  °> / =  о, (16)

— +* йуй)=о, i=N t.

Задача (16) также была решена нами ранее в § 5 гл. I. 
Решение имеет вид

Я12) =

РЙ’Ш =

4 . О
hi 2N2 hi '

/
Y  i,cosktfij

n 2

Y  77cosk2Kj
N2

sin2^ ,  К = 0, 1......... Na,
2 k

, l < f t 2< t f 2- l ,  

, ka — 0, Na.

(17)

Итак, решение задачи (14), (15) найдено:

р*Ч  / ) = i4V (О РЙ' (Л. о <  i <  ч .  0<  / <  лг2, 
Я ^ Я ^ + Я ^ ,  0 < fes< t f a,

где Я*,1/  и рЧ  (t) определены выше, а Я*.2) и pi2) (/) определены 
в (17).

Аналогично решаются задачи на собственные значения для 
разностного оператора Лапласа в прямоугольнике и в случае 
других комбинаций краевых условий на сторонах прямоуголь
ника G. Метод разделения переменных позволяет свести их к одно
мерным задачам, решения которых получены в § 5 гл. I. Обобщение 
на многомерный случай очевидно. Напомним, что аналитическое 
решение соответствующих одномерных задач в виде синусов и 
косинусов было получено в § 5 гл. I лишь для краевых условий 
первого и второго рода, их комбинаций, а также для случая 
периодической краевой задачи. Поэтому, если на сторонах прямо
угольника (на гранях прямоугольного параллепипеда в трехмер
ном случае) заданы перечисленные краевые условия, то собствен
ные функции разностного оператора Лапласа представляются 
в виде произведения синусов и косинусов.
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2. Уравнение Пуассона в прямоугольнике. Разложение в двой
ной ряд. Рассмотрим теперь метод разделения переменных при
менительно к решению разностной задачи Дирихле для уравнения 
Пуассона на равномерной сетке в прямоугольнике:

Лг/= — ф(я), х£в), y{x) = g(x),
Л =  Л1 +  Л2, Аау = у~аХа, а =  1, 2. (18)

Сначала сведем задачу (18) к задаче с однородным граничным 
условием путем изменения правой части уравнения в пригранич
ных узлах. Стандартный прием такого преобразования состоит 
в перенесении известных величин в правую часть уравнения, 
записанного в приграничном узле. Например, если x = (hlt h2) geo, 
то уравнение Пуассона в этой точке записывается в следующем 
виде:

4 - |> (0. h j —2y(hlt h2)+y(2hlt h2)] +  
h

+  ~}r[y(hi. 0) —2y(Alf h2)+ y(h t, 2/ta)] =  — cp^, fta).
/12

Т ак 'как  y (0, h2) = g(0, h2), y(hlt 0) = g(h1, 0), то перенося эти 
величины из левой в правую часть уравнения, будем иметь

4 - [ - 2 У К  h2) + y(2hit ht)] + ± [ - 2 y ( h lt ht) + y(hlt 2/г2)] =
til Л2

=  — ^ )  +  4 -g (0 , h2)+-^-g(hi,  0)].П2

Проведя подобное преобразование для каждой приграничной 
точки, получим разностные уравнения, не содержащие значений 
у(х) на у в левой части. Правые части уравнений для пригра
ничных узлов отличаются от правой части ф(х). Если обозначить 
через f(x) построенную правую часть, то она определяется 
формулами

/(х) =  ф(х) +  4-ф1 (х) +  4 - ф,(*), *€<о, (19)tlx rtg

где

{8(0, л:2), х  ̂— hi, f 8 (%i> 9), x2 = h2,
0, 2h1^ .x 1^ l 1 —  2h1, фа( х ) = |  0, 2/i2< x2< / 2—2А2,

g(ll> х2), хг =  /а, (. g (х±, /2), х2 — 12.

Левая часть преобразованных уравнений отличается для пригра- 
ничных узлов от записи разностного оператора Лапласа. Однако
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('ели положить у(х) = и (х), х£<», и(х )— 0, х£т> то уравнения 
ьо всех узлах сетки со будут записываться одинаково:

А и — — f(x), х(Есо, и(х) =  0, х € у .  (20)
Так как и(х) совпадает с у(х) для х£со, то достаточно найти 
решение задачи (20).

Найдем решение задачи (20). Так как функция и (х) обра
щается в нуль на у, то в силу сказанного выше она может быть 
представлена в виде разложения по собственным функциям pA(i, j) 
оператора Лапласа

« (I, / )=  2  2  (i) (/). (2 1)
k x = 1 k2 = 1

что справедливо для 0 ^  i ^  Nlt 0 ^  j ^  А2. Далее, сеточная 
функция f(x), заданная на со, также допускает представление

для 1 ^  t ^  Л̂х— 1, 1 ^  ^  N2— 1, где коэффициенты Фурье fkika 
определены в (13). Так как р* (t, /) =  pi1,' (t) р*®’ (/) есть собственная 
функция оператора Лапласа, соответствующая собственному зна
чению %к, т. е.

Лр^ +  =  0, х£(о,
то после подстановки (2 1) и (22) в уравнение (20) будем иметь

12 , 1 , (UV +  U f) ukikip*V (i) p ^  (/) =

= -  /  (i, / ) = -  1 fMA } (0 №  (/) -

1 < i< N i  — 1 . 1 < j < N 2 — 1 .

kt = l k2 = l

Используя ортонормированность собственных функций /), 
отсюда получим следующие равенства:

4 Х)+Я(2) • 1 < ^ < ^ — 1 , 1 < £ 2< /V 2— 1 .

Подставляя это выражение в (21), получим для решения задачи 
(20) следующее представление:

лг, -  1JV,-1

«(*. /)= £  £
= 1 /га = 1

/ fei&a
u> (0 (/).11

(23)
0 <  i <  Ax, 0 <  / <  A2.

Итак, формулы (13) и (23) дают решение задачи (20). Проана
лизируем их с вычислительной точки зрения. При вычислении
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решения и (t , /) по формулам (13) и (20), где (i, /) =  (i) (/)
и ч  =  а£ )+ я,Й) определены в (9), целесообразно ввести три вспо
могательные величины: <pfa(t), фМа и мйа(0- Тогда вычислитель
ный процесс можно организовать следующим образом:

Л̂2-1 у .«2̂ 7
< M l) =  2 *  / ( l > / ) sin /y2 » (24)

1 , 1 — 1 ,
A ', - 1 .

ф*а =  £  <Pfa(0sm ^  , 
i = 1 1 (25)

1 , l< f e 2< W 2— 1 ,
Nj -1

“ *-(‘) = Л .  4 v + 4 :>  « .  • (26)
1 , l < f c 2< jV 3— 1 ,

M(l > f t  ~  n 1n 2 “ *,(0 s i n i v 7 >
*2=1 (27)

К К ^ а- 1 , 1 — 1 .

Подсчитаем число арифметических действий для алгоритма
(24)—(27), предполагая, что величины (Я ^ -f заданы, а
суммы (24)—(27) вычисляются с использованием алгоритма быст
рого преобразования Фурье, изложенного в п. 2 § 1. Для того 
чтобы применить указанный алгоритм, нужно предположить, что 

и N2 есть степени 2: N1 — 2", N2 = 2m.
Напомним, что суммы вида

2 » - 1

Ук= S  aj  t А =1 ,  2, . . . .
/ = i

вычисляются с затратой Q+ =  (3/2«.—2)2"—ц +  2 операций сло
жения и вычитания и Q* =  (n/2 — 1) 2п +  1 операций умножения, 
если используется алгоритм из п. 2 § 1 .

Элементарный подсчет дает следующие затраты арифметиче
ских действий для вычисления решения u(i, /) по формулам
(24)—(27):
Q+ =  ( а д - Л \ - Л У  [3 loga ( а д )  -  8] +  (Nt +  2) log2 N2 +

+ (N2 + 2)\og2N1- 8
операций сложения и вычитания и
Q, =  ( Л ^ —Л^— ЛГ2) [log, (iVjJV,)—2] +  log2JV2 +  JVX log2 Л/2 —2 
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операций умножения. Если не делать различия между арифме* 
тическими операциями, то при N1 — N2~ N  =  2" общее число 
действий для алгоритма (24)—(27) составит

Q = (N*— 1,5Л0 (8 log2 N — 10) +  5ЛГ +  4 log2 А7— 10.

Итак, описанный метод решения задачи (20) может быть реа
лизован с затратой О (N2 log2 W) арифметических действий. Такого 
типа оценку для числа действий имеет и рассмотренный в главе III 
метод полной редукции. Сравнение этих оценок показывает, что 
данный алгоритм метода разделения переменных требует при
мерно в 1,5 раз больше действий, чем метод полной редукции.

Отметим, что можно построить алгоритм, аналогичный пред
ложенному выше, и для случая, когда на сторонах прямоуголь
ника задается любая комбинация из краевых условий первого 
или второго рода и условий периодичности, при которых разност
ная задача не вырождена. Необходимо лишь подставить в (13) 
и (23) соответствующие собственные функции и собственные зна
чения, согласовать с типом краевых условий пределы суммиро
вания и использовать соответствующий алгоритм быстрого пре
образования Фурье из § 1 для вычисления возникающих при 
этом сумм. Оценка числа действий будет такого же вида, как и 
для рассмотренного Выше случая задачи Дирихле.

Мы описали простейший вариант метода разделения перемен
ных. Если же требуется решить более общую разностную краевую 
задачу, например уравнение Пуассона в полярной или цилиндри
ческой системах координат с краевыми условиями, допускающими 
разделение переменных, то снова можно использовать разложе
ния (21) и (22). Но в этом случае по крайней мере одна из соб
ственных функций pi1,* (i) или p!V (/) отлична от синуса или коси
нуса. Это не позволяет воспользоваться алгоритмом быстрого 
преобразования Фурье при вычислении всех необходимых сумм. 
Поэтому для таких задач число арифметических действий будет 
того же порядка, что и в случае непосредственного вычисления 
сумм без учета вида собственных функций pi1* (t) и т. е.
0 (N 3).

Следовательно, необходимо модифицировать построенный 
метод, чтобы в случае, когда хотя бы одна из функций pi1* '̂) 
или pj£*(/) есть синус или косинус, число арифметических дей
ствий оставалось величиной порядка О (N2 log2 N). Разумеется, 
что рассмотренные в этом пункте задачи могут быть решены и 
модифицированным методом, и, как окажется ниже, с меньшим 
числом арифметических действий. Этот метод— разложения вод
нократный ряд—будет построен в п. 3. С вычислительной точки 
зрения он отличается от построенного здесь метода тем, что две 
суммы из (24)—(27) не вычисляются, а вместо них решается 
серия краевых задач для трехточечных разностных уравнений.
7 А. А. Самарский, Е. С. Николаев ,193



3, Разложение в однократный ряд. Вернемся к задаче (20): 
Аи = — f(x), jc ^ со, и(х) — 0, х £ у ,
Л =  Л1 +  Л2, Ааи = и- , а = 1 ,  2. ( ^

Будем рассматривать искомую функцию u{xi})  = u(i, /) и 
заданную f(i, /) при фиксированном i, 0 как сеточные 
функции аргумента /. Так как u(i, /') обращается в нуль при 
/ =  0 и / =  ЛГ2, a /( t ,  /) задана для — 1 , то они мо
гут быть представлены в виде сумм по собственным функциям 
p |f  (/) разностного оператора Л2:

u{i, /) =  2  Ub.V) AV ()')> 0 < / < Л / „  0 (29)kz — 1

f( i ,  / ) =  S M O p ^VO'). (30)k2~l
где

p 8 ’ ( /)=  / 1  sin
k2 nj

fe2=  1, 2, . . N2— 1. (31) 

ства

(32)

;V2 ’ ""2 '

Подставим выражения (29) и (30) в (28) и учтем равенства

+  4V piV = 0, К  / <  ЛГа - 1 ,
p i:) (0) = p i : ) ( ^ 2) = o .

В результате получим

" з 1 [ \ и кг (о -  л а ч  (о + (о к ,>  а ) = о
&2= 1

для — 1 , l < / < ; / V 2— 1 , а также и*, (0) =  ut, (М2) =  0,
fe,= l, 2 , . . . .  W2— 1 .

Отсюда, в силу ортогональности системы собственных функ
ций |4 а) (/), получим серию краевых задач для определения функ
ций и*,(/), кг= \ ,  2 , . . . .  ЛГ2— 1 :

AiUk„ (i)— %k]uk% (t) =  — Д2 (г),
uk, (0) =  Hft, (Afx) =  0.

Собственные значения задачи (32) известны
ĵ (2) _  4 _ о А2я

1 < < < Л Г Х— 1 ,

Л2 Sina 2.У2 . fe2 =  1 , 2 , . . Na— 1 ,

(33)

(34)

а коэффициенты Фурье /ft, (г) для каждого 1 — 1 вы
числяются по формулам

М 0  =  (Л Л ,  =  * 2 \ / ( ‘ . / ) рЙ>(/). K * 2<JV 2- i . (35)
/=1

Итак, найденные формулы (29), (31) и (33)—(35) полностью 
описывают метод решения задачи (20). По формулам (35) на-
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ходятся для 1 1 функции Д 2(0 ,  затем для l < f e 2< W 2— 1
решаются задачи (33) для определения функций Uk2(i), а по 
формулам (29) вычисляется искомое решение u(i, /).

Рассмотрим теперь алгоритм, реализующий указанный метод. 
Вместо Uki (i) и /*2 (i) удобно ввести новые вспомогательные 
функции Vkt (i) и Ф*г(/) по формулам

fk2(i) = - }9 т - Ф /а о .  (36)

Подставим (31) и (36) в (29), (33) и (35), учтем, что h2N2 = l2, 
и распишем разностный оператор Л, по точкам. В результате 
получим

N2-1
< М 0 =  X  / 0'. /) sin 

/= 1
М / l < f e 8< t f 2- U
i v r  ’ ! < * < # ! — 1 , /  (37)

о*, ( i — 1) +  (.2 +  w*, (t)—%г(1’~Ь 1) =̂ icp*;2(i),
— 1 , vk2(0) = vki(N1) = 0, 1 < fe2< W

/• -4 2 " v 1 / *\ • *»"/ 1 < / < y V 2— 1
«(t. /)= -д Г  2 - o*.(0 sm -----  -

2 fc.= 1 N. 1 1 (39)

где XkJ определено в (34).
Суммы (37) и (39), очевидно, следует вычислять, используя 

алгоритм быстрого дискретного преобразования Фурье, который 
изложен в п.2 § 1. Для решения трехточечных краевых за
дач (38) целесообразно использовать алгоритм прогонки, по
строенный в § 1 гл. II. Для задачи (38) алгоритм прогонки 
описывается формулами

а‘-+1 = -7~ ~ 6Г ’ 1 , а 1 =  0,
P m  =  [% U 0 + P ,\K -+ i. 1 1, Pj =  0, (40)

о*Л0 = а /+1о*Л» +  1) +  Р/+1. 1, vka(N1) = 0,

где Ck2 = 2 + h 2A l ) и fet =  l, 2 , . . . .  J V .- l .
Сравним формулы (37), (39) и (40) с полученными ранее 

(24)—(27) для метода разложения в двойной ряд. Здесь вместо 
вычисления двух сумм (25) и (26) мы решаем серию краевых 
задач (38) методом прогонки (40). Поэтому на вычисление 
сумм (37) и (39) будет затрачиваться арифметических действий 
примерно в два раза меньше, чем для алгоритма (24)—(27). 
Дополнительные затраты на решение задач (38) составят, оче
видно, O iN flz) действий, что не повлияет на главный член 
в оценке числа арифметических действий алгоритма (37), (39), 
(40). Приведем точные оценки для числа действий для это
го алгоритма. Имеем (для N2 =  2га) Q± =  [(3 \og2N2— 1)W2 — 
— 2 log2 A72 +  1J (A7t — 1) операций сложения и вычитания, Q. =  
---f(loga Л7а -+-2) Л7а—2](Nt — 1) операций умножения и Q/ =
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=  (Nj — l)(JVa— 1) операций деления, а всего при N1= N 2=^N=2n 
число операций равно

Q =  (W*_ 1 ,5М) (4 log, IV +  2) -  ЛГ +  2 loga N +  2.
Мы рассмотрели метод разложения в однократный ряд на 

примере разностной задачи Дирихле для уравнения Пуассона. 
Существенным моментом является то, что собственные функции 
разностного оператора Л2 допускают использование алгоритма 
быстрого преобразования Фурье для вычисления соответствующих 
сумм. Такая возможность будет иметь место и для случая, когда 
на сторонах х2 = 0 и х2 =  12 прямоугольника G заданы вместо 
краевых условий первого рода условия второго рода или ком
бинация условий первого и второго рода, а также для случая 
периодических условий.

Рассмотрим для примера следующую краевую задачу для 
уравнения Пуассона:

+  =  -ф (*)>  * € ю,
и(х) =  0, хг =  0, llt 0 ^ .х 2^ .1 2,

uxlXi +  T ^ Ux̂ ~ ^ ^ > ~ T ^ S - A x ) ,  *2 =  0, (41)

их л - - ^ иТ = - ^ ( х) -Т Г 8 ^ Л х ) , x2 = t2,
К  <  *1 <  l2— hv

.Схема (41) есть разностная аппроксимация для задачи
д*и
дх\

даи
— ф(*)> * 6  G,

и(х) = 0, хг — 0, /х, 0 < х а < / а,
^ -  = - g _ 2(x), х2 — 0,

ди
дх2 — ё+2 (*)• ' 2̂ * 0 ^  *2

Запишем задачу (41) в другом виде, вводя обозначения:
2 Л 
л 7 “*г’ ^  =  0>

Лам =  ■ и х гХ ,  » ^ 2  ^  * 2  ^  ^2 ^ 2 »’ 2 ‘

Д2 §-2iX)> Х2 — 
ф2 (̂ 0 =  ' 2̂ *̂2 2̂ 2̂»

^ ■ ?  + 2 W> 2̂ =  2̂»

/  (*) =  Ф М  +  Ф2 (*). =  м-
для h1^ :x1^ :l1— h19 0 < х 3< / 2.
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, В новых обозначениях задача (41) запишется в виде
Ли —(Л1 +  Л2)ы =  /(^)> h^, 0 х2̂ / 2, ....
и(х) =  0, хг~ 0 ,  /,, 0 '  '

Разлагая и (i , /) и /  (£, /) в суммы по собственным функциям 
оператора Л2, будем иметь

u(i, /) =  2  *M l')Mft!'(/). 0 < /< Л Г 2>2̂ = 0

/(», /) =  2  fb № iV U ).  о < / < л г „/г, =0

(43)

где

riV0)  =
М /  t. П  AT

-2 C0S iV2 ’ ^2—0. ^ 2»
/ _2_ „  М /

h-cos- ■, l< f e 2<^V2- l

есть собственная функция оператора Л2, соответствующая соб 
ственному значению

sin8^ .  *2 =  0, 1 , . . . .  JVt. (44)

Коэффициент Фурье /*„(/) для каждого — 1 вычис
ляется по формулам

/)(4 :> (/)+ о,5/12[/(*\ 0 )p ^ (0 )+ /( i ,  ^ 2)р ^ )(а д

Подставляя (43) в (42), получим для рассматриваемой за
дачи (42) следующий аналог формул (37)—(39):

N2
Ф*,(*) =  £ р / / ( 1'. /') c o s - ^ - .

/=0 2 
0 < /? 2< iV 2, l s ^ i s ^ — 1 ,

- o * . ( i - l ) - f  (2 +  ftMV) щ2 ( i)-» * , (t + 1 ) =  Afo, (t),
%!(0) =  ̂ a(^i) =  0, 0 < fe2< iV a,

« ( ■ /) = ' ( 0  cos »/г2 = 0
0 < / < J V it 1 ,

где ^  определено в (44), a

/  0,5, / =  0, iV3,
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Приведем оценку числа действий для построенного алго
ритма при N1= N a= N = 2n: Q±=[(3 log2 N2— l)N 2 + 2 log2 N2 +  7] x  
X(A^x— 1) операций сложения и вычитания, Q*=[(log2iV2-f-2)M2+  
+  1 0 ] ^ ! — 1) операций умножения и Qt ~ {N 2+ l) (N 1— 1) опе
раций деления, а всего

Q =  (ЛГ2- - ^ - )  (4 log2iV + 2) +  17N—2 log2 N - 18.

Далее, так как в методе разложения в однократный ряд соб
ственные функции разностного оператора Aj; не используются и 
единственное требование к состоит в возможности разделять 
переменные, то в качестве Лх можно взять более общий, чем 
мы рассмотрели, оператор. Если ограничиться эллиптическими 
уравнениями второго порядка, то наиболее общему случаю вы
бора оператора Лх соответствует разностная аппроксимация для 
дифференциального оператора

L *u i ki (Xi)S)+r {Xi) % k ~ q '{Xi)

коэффициенты которого зависят лишь от xt . Краевые же условия 
на сторонах хг =  0 и xt = l2 прямоугольника G могут быть любой 
комбинацией краевых условий первого, второго или третьего 
рода (коэффициенты в краевом условии третьего рода должны 
быть константами). Это позволяет решать краевые задачи для 
уравнения Пуассона в цилиндрической, сферической и полярной 
системах координат.

§ 3. Метод неполной редукции

1 . Комбинация методов Фурье и редукции. Построенный в п. 3 
§ 2 метод разложения в однократный ряд позволил ограничиться 
вычислением только двух сумм Фурье с затратой О (NtN2 log2 N2) 
действий и решением серии трехточечных краевых задач за 
О (Ы±Ы2) действий. Очевидно, дальнейшее усовершенствование 
метода разделения переменных возможно на пути уменьшения 
числа слагаемых в вычисляемых суммах при сохранении возмож
ности использовать алгоритм быстрого преобразования Фурье.

Мы достигнем этой цели, комбинируя метод разложения 
в однократный ряд с изученным в главе III методом редукции. 
Построим сначала такой комбинированный метод для простейшей 
задачи Дирихле

Лы =  — f(x), х£сл, и(х) =  0, х € у ,
Л =  Л 1 Н-Л2, Ааи = и- , а = 1 , 2  Wла ла

на прямоугольной сетке со.
Для упрощения описания метода перейдем от точечной (ска

лярной) записи задачи (I) к векторной.
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Введем вектор неизвестных Uj следующим образом: 
U j= {u{\,i), и (2, /), . . и (N х— 1, /)), О < /< Л Г 2, 

и определим вектор правых частей Fj формулой
Fj =  №  (1. /')> Щ (2. /) .........h\f ( N , - 1 , /» , 1 <  / <  ЛГ2- 1 .

Тогда разностную задачу ( 1) можно записать (см. гл. III, 
§ 1) в виде следующей системы векторных уравнений:

U0 =  Un, =  0 ,  W

где квадратная трехдиагональная матрица С определяется ра
венствами

CUj =  ((2Я-Л5Л,) и ( 1 ,  (2 E -h tA 1) и (Мг- 1, /)),
Л1М =  uxiXl> и (°> /) =  « (Л̂ 1 , /) =  0.

Пусть iV2 есть степень 2: N3 — 2m. Напомним, что первый шаг 
процесса исключения в методе полной редукции состоит (см. гл. III, 
§ 2) в выделении из (2) «укороченной» системы для неизвестных 
Uj с четными номерами /

- U j . t +  C ^ U j-U /+t = F f \  / =  2 ,4 ,6 ..........Nt- 2 , п
U0 = Un, = 0 w

и уравнений
С£7у =  I 7,  +  С Гу., +  Uj + i , / =  1 , 3 , 5 , . . . ,  Nt - 1 (4)

для определения неизвестных с нечетными номерами /. Здесь 
обозначено

F f ^ F j ^  + CFj + F j^ ,  / =  2 ,4 ,6 .........N2—2, (5)
Сш = [С]й— 2Е. (6)

Займемся системой (3). Введем обозначения
У/ =  И  1 . / ) .  у (2 , / ) ,  . . . , 0 ( ^ — 1 ,/) ) ,
Фу = (Л|ф (1, /), Л£ф (2, /), ..., АяФ (Âi— 1, /))

и положим
Vj = Uv; 0 < / < ^ 2/2, <Dy =  F # ,  1 < / < Л у 2 - 1 ,

о (0, /) =  о(А/1, /) =  О, 0 < / < Л у 2 .

Эти обозначения позволяют записать систему (3) в виде

- V j - i + C b ' V j - V j  + ̂ V ; ,
v a = v A l= 0 ,

где 2M2 = N2 и в силу (5)

Ф/ —'Fij-i+ CFij +  Fi/+l,

j 2 , •• •, А4а 1 , 

/==1,2, . . . ,  Л 4.-1 . (8)
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Заметим теперь, что сеточная функция v(i, /) определена для 
О ^  i 5̂  Ni и 0 ^  ^  М2 и обращается в нуль при / =  0 и / =  М2. 
Функция ср(г, /) определена для l ^ t 's ^ A ^ — 1 и 1 ^ / ^ Л 1 2— 1. 
Поэтому эти функции можно представить в виде однократных 
рядов Фурье

Af2-1
V (j> I) =  ^ 2  y ki (0 (/). 0 < г < л ^ ,  0 < / < М 2,

M2-  1

ф (». / ) =  2  zfta (о niV (/),
/?2= 1

1 < £ < Л ^ — 1 , 1 < / < M 2— 1 ,
где функции

ИЙ* (/'): 4 = s i n ^ l
V h  M*

*, =  1 , 2 , . . . , M 2- 1 (10)

образуют ортонормированную систему на сетке со в смысле ска
лярного произведения

ЛГ2-1
(и, v)=  2  u(j)v(j) h2.

/= 1
Коэффициенты Фурье гЛа(/) функции cp(t,/) находятся по фор
мулам

м2-1
z*2 (0 = (ф. иЙ9 = 2  /12ф (t, /) ni*1 (/),  ̂̂

1 < /е 2<  М2— 1 , 1 1 .

Из (9) получим для векторов Vj и Фу следующие разложения:
Afs- t

V j=  2  V k A ' (/)• о < / < м 2,/г 2= 1

1 ,
М, -1

Ф ,=  2 , h i z ^ i U i ) ,
ki= 1

( 12)

где

П .- О М О .  У*.(2). . . . . ^ * , ( ^ - 1)),
^ * ,=  (г*,0 ). 2*.(2)-------^ ( Л / , - 1)).

Подставим (12) в (7) и учтем равенства

№  ( / - ! )  +  ИЙ’ (У +  1) =  2 cos^ (/), 1 <  fe2 <  Mt - 1 .

Получим
М2-  1 М2-1
2  ( c (l)- 2  cos k£  Е) (/) =  £  ASZfcfiiV (/), *

*,=1 v • * • k,= l
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некуда в силу ортонормированности системы ( 10) будем иметь 

(c<‘> - 2 c o s | f £ )  Yk = h\Z ki> 1 < А 2< Л 4 ,- 1 .  (13)

Используем соотношение (6) и получим 

Cll)— 2 c o s ~ £  =  [C]*—2 ( h - cos~ )  £  =

= { с - 2™ т Е ) { с+ 2с о вт Е ) -

Так как матрица С(1)—2 cos-—  Е факторизована, то для реше
ния уравнения (13) можно использовать алгоритм

( C - 2 c o s ^ - E ) w k̂ h l Z ki,
/  kn  \  (1 4 )[C +  2 c o s - ^ .E ) v l l= W k), l< f e 2< M 2- l ,

где вспомогательный вектор W kj имеет компоненты wki (i):
W*. =  («»*,( 1), а»*,(2), ш ^ - 1)),

(0) =  wki (Щ) =  0.

Необходимые формулы получены. Переходя в (4), (8) и (14) от 
векторной записи к скалярной и используя соотношение и (i,2j) =  = v (i, /), вытекающее из определения Vj, получим следующие 
формулы для построенного метода:

ф(». j) = f(i> 2; — 1) +  2 / (i, 2}) +  f(i, 2 /+  1)—hlAJ(i, 2/), (15) 
1 < /< А Г , /2 - 1 ,  l ^ ^ - l ,  /(0 , 2j) = f(N x, 2j) =  0

для вычисления функции <p (t, /); уравнения

2 ( 1 ~ cos щ )  (0 —Л1А,оу*а (0 =  AJzfc (i),
1 1 ,

°V.(0) =  ®*,(tfi) =  0>
2 ( 1 +  cos ^  ( 0— (0 =  шАа (i), (16)

1 — 1 ,
^ ( 0) =  У *.(^) =  0

для определения ykl(i) при £2 =  1 , 2 , 1 и уравнения

2u(i, 2/ — 1)—hW u{i, 2/ — 1) =
=  /il/(t, 2/ — l) +  «(t, 2/ — 2) +  w(i, 2/), (17)

1, и(0, 2 j— \) = u{Nl, 2 /— 1) =  0
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для нахождения решения при / =  1,2, . . М2. Для коэффициен
тов Фурье 2fta(t) имеем формулу (11), а из (9) получим

мг- 1
« (I, 2/) =  2  Уь> (0 ИЙ’ O'). 1 <  j <  М , - 1 , 1 <  / <  Л ^ - 1 . (18)k2— 1

Итак, формулы (10), (11), (15) — (18) полностью описывают метод 
решения задачи (1 ), который является комбинацией методов 
разложения в однократный ряд Фурье и редукции.

Переходим теперь к построению алгоритма метода. В форму
лах (9), (16) и (18) сделаем_замену укг (/) =  ayki (/), wkt (/) =  awki (/), 
zki(i) = azki(i), где а = 2 У l jN 2, а в полученных формулах знак 
тильду опустим. Эта замена позволяет избавиться от нормирую
щего множителя 2IV /2, стоящего при собственной функции |4 ^ (j) 
в суммах (11) и (18). Далее, задачи (16) и (17) будем решать 
методом прогонки. Легко убедиться в том, что здесь условия 
корректности и устойчивости обычного метода прогонки вы
полнены. Отметим особенность задач (17). Так как коэффици
енты уравнения (17) не зависят от /, то прогоночные коэффи
циенты at следует вычислить один раз при решении задачи (17) 
для /= 1  и далее использовать при решении уравнений (17) для 
остальных /.

Приведем сводку расчетных формул. Сначала вычисляются

Ф (С /) =  /(*, 2/ — 1)4- /( / ,  2 j+ l)  + 2 [ l  +-§-)/(<•, 2/ ) -

— # [ / ( * ' — 1. 2/ )  +  / ( t  +  l ,  2 / ) ] ,
fti

1 < / < М 2— 1, 1 < / < Л ^ — 1, (19)

где /(0 , 2/) =  /(M 1( 2/) =  0. Значения ф (г, /) можно разместить 
на месте f  (i, 2/). Суммы

мг- 1
г * , ( 0 = Ё  Ф ( с / ) з ш ^ ,  l < f e 2 < M 3- l  (20)

для l < t ^ j V x— 1 вычисляются по алгоритму быстрого дискрет
ного преобразования Фурье, и zk2(i) размещается на месте <р(/, k2). 
Методом прогонки

ai +1 1 /(СА, ai) > Pi +1 (0 ~Г Pi] ai +1 >
/ = 1 , 2 ,  . . . ,  —  1 ,  a 1 =  p i  =  0 ,

“ ,ftJ (l’ ) = a i + l ay* a (i + 1 ) + p < + l ’ i = l N 1 ~ 1 > 2 ................ 1 .  ( 2 1 )

ю * , ( ^ )  =  0 ,  c * ,  =  2  +  2 | ~  2 § c o shi Nш
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решается первое из уравнений (16), и аналогично по формулам

a <+i =  3 ~ V  P,+i = [ ‘S r “'* ^ )  +  P/ a,'+i’
i = 1 . 2 , Л\ — 1 , =  рх =  О,

У*, (0 =«/+!&,(» + О +Р/+1. t  =  N i —  1, ^ 2— 1........1, (22)

i) =  °> ck, =  2 +  2 -jjj- +  2 -jjj- cos ^

решается второе из уравнений (16). Здесь вычисления прово
дятся последовательно для k2 =  1, 2, . . М2— 1 и результаты 
wk2(i) и У k, (0 размещаются последовательно на месте zka(i).

Для вычисления сумм

мг- 1
(1>21) = Ж 2  У*, (0 sin

Л .= 1

kyjlj
Ж Г 1 1 < / < М 2- 1 ,  (23)

для 1 ^  i N l — 1 снова используем алгоритм быстрого преобра
зования Фурье. Задачи (17) решаются методом прогонки с уче
том отмеченной особенности этих уравнений:

а,.+х=  1 /(с—a (), i =  1 , 2 , . . ЛГХ— 1 , а 1 =  0,

Р/+1 =  hlf («> +  (». 2/ —:2) +  и (г, 2/)) +P ,J а ,

i = 1 . 2 ........... ЛГХ — 1, рх =  0,
u(i, 2/ — 1) =  а ,+1и (i +  1 , 2/ — 1) + P i+1,

« =  ^ - 1 , А7, —2 , . . . .  1 , M(tfl f 2/ - 1) =  0,
с =  2(1+А!/й5)

+ 1»
(24)

для 1 ^ js ^L M 2. Решение u(i, j) размещается на месте f(i, /), 
и, следовательно, алгоритм не требует дополнительной памяти 
для промежуточной информации.

Подсчитаем число арифметических действий для алгоритма 
(19) — (24). Для вычисления по формулам (19), (21), (22) и (24) 
требуется Q± =  (6,5A^2—9) (Ыг— 1) операций сложения и вычи
тания, Q% = (6N2—8)(N1— 1) операций умножения и Q, — 
= (N2— 1)(Л^!— 1) операций деления. Для вычисления сумм (20) 
и (23) потребуется

Q± =  [ ( 4  log2 N2- 4 )  N - 2  log2 N2 +  6] (Nt - 1)

операций сложения и вычитания и

Q* =  [ ( j i o g 2iVa- 1 ) лг2+ 1 ] (tfx- i )
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операций умножения. Всего же алгоритм (19) — (24) требует при
Nt = N2 = N = 2"

Q = (IV2 —2N) (2 log2 N + 9 ) —2N +  2 log2 N +  11 (25)
арифметических операций.

Для сравнения приведем число операций метода разложения 
в однократный ряд (см. п. 3 § 2):

Q = (̂ N* — (4 log2N +  2) — N +  2 log2 N + 2, (26)

метода разложения в двойной ряд (см. п.2 § 2):

Q =  (jV2— | w )  (8 log2lV -10) +  51V +  4 log2N - 10, (27)

а также число операций для второго алгоритма метода полной 
редукции (см. гл. III, § 2, п. 4):

Q = ( IV2 N ) (5 log2 N +  5) +  N + 6 log2 N +  5. (28)

Если сравнить в оценках (25) —(28) константы при главном 
члене IV2 log2 N, то получим, что комбинированный метод требует 
примерно в 4 раза меньше арифметических операций, чем метод 
разложения в двойной ряд. Этот вывод верен при больших N. 
Для получения реальных соотношений между рассматриваемыми 
методами при допустимых N приведем таблицу, содержащую 
значения Q для этих методов.

Т а б л и ц а  4

"^^О ценка

N
(25) (26) (27) (28)

32 18 383 21496 29 510 28 541
64 83 601 104 950 152 334 138 537

128 371 515 485 708 745 582 643 921

Итак, комбинация методов Фурье и редукции позволяет 
уменьшить число операций по сравнению с исходным методом 
разложения в однократный ряд. Обобщим этот комбинированный 
метод, включив в него I шагов исключения метода редукции 
перед выполнением разложения в однократный ряд. Тогда метод 
из п. 3 § 2 можно трактовать как частный случай такого обоб
щенного метода с 1 = 0, а построенный в этом пункте метод 
соответствует 1=1. Метод полной редукции можно рассматривать 
как метод с / =  log2 lV2.

Данные табл. 4 показывают, что существует оптимальный 
с точки зрения затрат арифметических операций обобщенный ме
тод с 1 <  /<  log2 N2. Анализ оценок для числа действий в методе, 
содержащем I шагов редукции, дает оптимальное значение I = 1 
или 1 = 2. При этом незначительное преимущество в числе дей-
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етвий метода для / =  2 может быть утрачено из-за возросшей 
сложности алгоритма.

2. Решение краевых задач для уравнения Пуассона в прямо
угольнике, Рассмотрим теперь применение построенного в п. 1 
метода к нахождению решения краевых задач для уравнения 
Пуассона в прямоугольнике. Пусть в области 6  =  {0 ха ^ / а , 
а  = 1 , 2} требуется найти решение уравнения

дгу
dxf

d2v
дх% ф (-0 > * €  G, (29)

удовлетворяющее следующим краевым условиям на границе Г 
прямоугольника G:

дх)
^ S -i  (^2)>

дх\ ^ + 1 (^2)» ^  î> 0 ^  Х2 ^  /2>

■§Z=-e-Ax1), х2=о, (зо)
dv

^+a(^i)> Х2— 1г, 0 ^ Х х ^ / х,

где х +1 > 0, х_х> 0, х+! +  x ij >  0.
Будем предполагать, что в условиях (30) х_х и х+1—постоян

ные. При этом предположении переменные в задаче (29), (30) 
разделяются. _

На прямоугольной сетке a = {xij = (ih1, jh2)£G , O ^ i  Nlt 
0 < / < А 2, haN£ = la, a  =  1, 2} задаче (29) —(30) соответствует 
разностная схема

Ли =  (Л1 +  Л2)ы =  — /(х), х^со, (31)
где /  (х) =  ф (х) +  <рх (х) +  фа (*),

£ ( “*, — *-!«). *1 =  0,
Лхп =  •'j h1^ x 1^ l 1 hlt

| ( —“J,—и+1«)> =

Л„м =

**.,> *2 — 0,
« г - ,  h2s^X2^ l 2— К

'/г, MV  ^ 2 — *2 *

а функции фа (х) определяются соотношением

фа (х) =

-r-g ’- a (^ ) .  * а = 0,
а

0, Ла < х а < /а  — ha, р =  3— а, а = 1 , 2 ,

~7Г~§+<х (•'“р)» ~  1&ш"а
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В главе III было показано, что схема (31) в векторном виде 
имеет следующую запись:

С£/0- 2  Oi =  F „
- U j^  + CUj - U j^ F j , 1 < / < Л Г 2- 1 ,  (32)

2 ^ , - 1  'I CUNi = Fдга,
где

U} =  (и (0, /), и ( 1 , /) .........и (Ыг, /)),
Fj =  №  (0, /), Щ  (1 , /), . . . ,  h\f (Nlt /)), 

C U f^ W E -h lA J u iO ,  /), . . . .  (2 E -h \k 1)u{N 1, /)), 0 < / < i V 2.
Векторная система (32) отличается от рассмотренной ранее 

системы (2) краевыми условиями и определением матрицы С. 
Тем не менее построить аналог метода п. 1 для задачи (32) не 
представляет труда. Поскольку вывод основных формул для 
этого метода лишь в деталях отличается от приведенного в п. 2 , 
то мы ограничимся сводкой главных промежуточных и оконча
тельных формул. Для метода полной редукции необходимые 
формулы описаны в § 4 гл. III.

Итак, для векторов Vf =  U2j, 0 ^  ^  М2, где 2М2 =  N2, после 
шага, исключения будем иметь задачу

_2V Ф ,
' - ^ _ Д с “ >У}-У )+1 =  Ф, 1 < / < М 2- 1 ,  (33)

- 2  УМ̂ + С ^ У М =ФМ2,

где правая часть Фу == Fff, 0 ^  ^  М2 определяется по формулам 
( CF. +  2F,, j = О,

Фу =  |  F2/. 1 +  CF2f +  F 2/+1, 1 < / < М 2— 1 ,
I +  j = M2.

Для векторов V) и Фу имеем разложения

Коэффициенты Фурье векторов и Ф/  в силу (33) связаны со
отношением

( с “ > -2  cos ijg- Е ) П , =  AJZ*, 0 < кг <  Ма,

206



а компоненты вектора Z *2 выражаются через компоненты вектора 
Фу следующим образом:

М 2- 1

*а, (0 =  2  К<9 (г, /') (/') +  0,5/j.j [ф (t, 0)р£> (0) +

+  Ф(1, УИ2)рй>(М2)], 0

Неизвестные Uj с нечетными номерами /', как и раньше, опреде
ляются из уравнений (4).

В полученных формулах осталось перейти к скалярной запи-
— k̂ Tl]

си и к ненормированной собственной функции р42) (/) =  cos -.
В результате получим следующие формулы для метода реше

ния задачи (31): для каждого вычисляются
( 2 [/(г, 0) +  /(/ ,  1 ) ] - h lA J ( i ,  0), / =  0,
I f ( i ,  2 / —  1) +  /  ( t, 2 / +  l )  +  2 / ( i ,  2/) ,

ф(г>/) =  ] 1 < / < M 2- 1 ,
I 2 [ / (t, t f2) +  f (i, i ^ - l ) ] - / * 2̂ ,  Лд, j — Mit

решаются уравнения

4 s i n 2 (0—Л5Лхве»*я(0 =  Л1гАа (г), 0< г‘<

4 cos2 Ш1 (0 — У** (0 =  “'а, (О I 0 <  t <  

для 0 < /г 2< Л 42, где
мг

*а, (0 =  X  РуФ (h i) cos ^  ,
/=о 2

0 < /г 2< М 2, 0 < 1 < Л д

Решение u(t, /) задачи (31) определяется по формулам
мг .

/ /?2 И]
«(*'. 2/) =  2-1 Ра̂ а, (О cos ~Щ~ » о <  / <  М2, О <  I <

А4=0 2

и из уравнений
2«(t, 2 /— 1)— /г2Л1м(/, 2 /— 1) =

=  /t!/(t, 2/ — l ) - f ы(t, 2/ —2) - f  ц ({, 2/),
1 < / < М 2,

Здесь использованы обозначения

|  1 , 1 < / < Л 4 2- 1 ,
Р/ \  0,5, / =  0, М2, Ма =  0,5Лд
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а оператор A f определен выше. Для нахождения w k2( i), y^9 (i) и 
u (i, 2/ — 1 ) здесь мы имеем трехточечные уравнения* с краевыми 
условиями третьего рода, которые решаются методом прогонки.

Заметим, что приведенные формулы нисколько не изменяются, 
если сетка по направлению хг будет неравномерной. Изменится 
лишь вид оператора А г—это будет разностный аналог второй 
производной и краевых условий третьего рода на неравномерной 
сетке.

Вообще следует отметить, что можно построить соответствую
щий вариант метода разделения переменных с оценкой числа 
действий 0 (N 2log2N) во всех, за исключением одного, случаях, 
в которых можно использовать метод полной редукции. Исклю
чение составляет тот случай, в котором по направлению исклю
чения неизвестных задано краевое условие третьего рода хотя бы 
на одной из сторон прямоугольника.

3. Разностная задача Дирихле повышенного порядка точности 
в прямоугольнике. Рассмотрим еще один пример применения ме
тода разделения переменных. Пусть на прямоугольной сетке со 
требуется найти решение разностной задачи Дирихле повышен
ного порядка точности для уравнения Пуассона

Au = ^A1 +  A2 + - ! ^ ~ A 1A2SJu  = — f(x), х£(й, ^

и (х) =  0, х € у ,  
где Ааи =  и- , , а  =  1 , 2.

ха х (х

Краевое условие задано однородным для простоты—задача с не
однородным краевым условием сводится к (34) путем поправки 
правой части уравнения в приграничных узлах.

В п. 4 § 1 гл. III была получена векторная запись задачи (34) 
в следующем виде:

AU j-BU j+1 =  Fj, К  / <  Nt- 1,
U0 =  UN, =  0, (35>

где
Uj = (u( 1, /), и (2, /), «(Л^— 1, /)), 0 < / < М 3,
F ; = № ( \ ,  /), Щ  (2, /), . . . .  Щ ( М - 1, /)), 1,

а матрицы В и А определяются соотношениями

B U j ^ i ^ E + ^ ^ - A ^ j u i l ,  /), . . .

. . . ,  ( jЕ +  A ,) u iN i— l, ;)) ,

Аи} = { ( 2 Е - Щ ^ А ^ и { \ ,  /), . . .

.... / ) ) .

Матрицы А и В перестановочны, т. е. АВ = ВА.
2D8



Построим комбинированный метод разделения переменных для 
задачи (34). Сначала совершим первый шаг исключения метода 
редукции для системы (35). Дадим независимое от изложения 
главы Ш  описание этого шага. Выпишем три подряд идущих 
уравнения системы (35) для j — 2, 4, 6, . . . ,  Na—2:

- B U / . t +  AU/. 1- B U j  =  FJ. i ,
—  BUj-i +  AUj— BUj+i =  Fj,
—BUj +  AUj+f— BUJ+a — Fj+1,

умножим слева первое и третье уравнения на В, а среднее—на 
А, и сложим их. В силу перестановочности Л и В получим

—В2£/у_2 +  (Л2 —2В2) Uj-B*U,+i = В}(1),
/ =  2, 4, 6, . . . ,  Na—2,

Uo =  UNi =  0,

где F /1’ =  В (Fy.j +  F/+1) +  AFJt / =  2, 4, 6, . . . ,  Na — 2. Обозна
чая, как обычно, Vj =  Uaj, 0 <  / <  М 2, Фу =  F $, 1 <  / <  М а — 1 , 
где 27И2 =  Na, запишем эту систему в виде
—Bi V)_I +  M * -2 B » )V ) -B i V)+I =  <D/ , 1 < / < М 2- 1 ,  (36)

v0=vMt=o,
при этом

ф/ =  В (F2/_f +  F2/+i) +  Л/-,,-, 1 <  / <  М2- 1 . (37)
Остальные неизвестные векторы находятся из уравнений

AUV- X =  F2/-_! +  В ((71У, 2 + 1/2/), 1 <  / <  Л4Г (38)

«Укороченную» систему (36) будем, как и раньше, решать ме
тодом Фурье. Подставим разложения (12) в (36), где р42) (/) опре
делены (10). В результате для коэффициентов Фурье Yki и Z ki 
векторов!/) и Фу получим соотношение

(Л 2- 4 с о з 2| £ в 2) Yu = hlZka, Ю 2< М 2- 1 , (39)

являющееся аналогом соотношения (13), причем компоненты век
торов Z k% и Фу связаны формулой (11). Для решения уравнения 
(39) можно использовать алгоритм

( ^ - 2 c o s ^ s ) ^ , = 4 Z e„

( A + 2cosm - ,B } r > ~ w ‘.’ 1 .

Итак, метод решения задачи (34) в векторной форме описы
вается формулами (37), (11), (40), (12) и (38). Переходя к ска- 
лярной записи и к ненормированной собственной функции р£2> (/)=
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=  sin при помощи замены из п. 1 , получим следующие фор
мулы:

Ф ( * .  D  =  ( £ + T ^ A i ) [ M  2 +  2 j + l )  +  2f(i ,  2 / ) ] -

2j),  1 < / < M 2- 1 , (41)
/ (0, j) = 0,

для вычисления <p(f, /); уравнения

4 sin* ж  Wk> (J ~ ~ k sin2 ж ' Ч г 1)  w = h*zk> (О,

(42)
1 , ю*1 (0) =  ю*,(^1) =  0

для вычисления wki (г) и

4 cos2^ T ^  ( t ) - ^ l ^ — ^-cos2 Лхг/А, (0 =  H)fa(t), (43)

yki (0) =  г/Аа (W2) =  0

для вычисления г/Ла(0 > которые решаются при 1 < £ 2< М 2— 1 , 
где

AI.-1

2fa(f) =  2  <Р(1‘* /) sin4 ^ r  ’ l < k* < M2 ~ h  (44)

Решение u(i, j) задачи (34) определяется по формулам
A f 2 - t

« 0 ' . 2 / )  =  Г  2  Л . ( O s i n ^ 7 . 1 < / < A f a— 1 ,  1 < *  < ^ - 1 , ( 4 5 )
&2 — 1

и из уравнений

2и(Л 2/ - 1 ) - ^ ^ А 1И(1, 2/ - l )  =  A*/(t, 2/ - 1) +

+  ( д + % ^ Л 1) [ Ы(/, 2/ —2) +  и (/, 2/)],

— 1, (46)
и(0, 2/— l) = u(JV1( 2/— 1) = 0, 1</<Л42.

Нам осталось показать, что трехточечные уравнения (42), 
(43) и (46) разрешимы. Тогда для нахождения решения можно 
воспользоваться методом обычной прогонки или методом немо
нотонной прогонки.

Достаточно показать, что для l ^ f e 2^ M 2— 1 собственные 
значения разностного оператора
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отличны от нуля. Действительно, при l ^ k 2^ N j 2 — I опера
тор h\5i совпадает с оператором задачи (42), а при k2 =  NJ2 — 
с оператором задачи (46). Если NJ2 + 1  ^  k2 ^  Nt— 1 , то опе
ратор h\5l имеет вид

иъав 4cin2^2fL  h- ( 1  ^ l+ ^a  4 . а k2n \  .п2л — 4 sin 2Л,а л2^1 12 Sin 2N2) Ai'

Замена k2 = N2—k2 дает

h\5i =  4 cos2 k,2.Tl
2Nl hll 1 h\ +  hl 

12 2Щ
где \ ^ .k 2^ .N 2/2— 1, t . e. в этом случае оператор h\5l совпа
дает с оператором задачи (43).

Найдем теперь собственные значения оператора сЯ. для фик
сированного значения k2. Так как собственными значениями 
оператора Л, в случае краевых условий первого рода являются 
(см. § 5 гл. I)

г*1» =  _i_sin2 k'n 
Aftl hi Sm 2Ni K = \, 2, . . . ,  Nt— 1,

то собственные значения X оператора 51 есть

4 ,*а =  4 ?  +  4 ? - - ^ ^ 4 ? 4 2,\ \ < k 1^ N 1- \ ,  l< f e 2< iV 2- l .

Так как имеют место следующие оценки для собственных зна
чений Х£> и XJg>:

0 < 4 „  < 4 - .  « = 1 , 2 ,П(х
то легко получим для любых kt и k2

‘ 4 , * ,= 4V (1 - %  4 ? ) + К  ( 1 - #  4 ? ) >  4  (4? +  4 2>) >  о,

что и требовалось доказать.
Несложно найти, что для задачи (42) достаточное условие 

применимости метода обычной прогонки имеет вид

1 2h\— hl
3ht

sm k2K2 о
2N2 (47)

и, очевидно, выполнено для любого k2. Для задачи (43) анало
гичное условие имеет вид

1 2h\— ht 
3 hi COS

k2 Л
2Ж > 0

и то же выполнено для всех k2. Задаче (46) соответствует усло
вие (47) с k2 = 0,5N2. Следовательно, задачи (42), (43) и (46) 
можно решить методом обычной прогонки.
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Г Л А В А  V

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АППАРАТ ТЕОРИЙ 
ИТЕРАЦИОННЫХ МЕТОДОВ

Настоящая глава содержит сведения и основные понятия теории итера
ционных методов, которые излагаются в последующих главах. В § 1 изло
жены простейшие понятия функционального анализа, приведены основные 
свойства линейных и нелинейных операторов в гильбертовом пространстве, 
а также некоторые теоремы о разрешимости операторных уравнений. В § 2 
проводится систематическая трактовка разностных схем как операторных 
уравнений в абстрактном пространстве и указываются свойства соответ
ствующих операторов. В § 3 даны основные определения и понятия теории 
итерационных процессов, рассмотрен канонический вид итерационных схем, 
даны понятия сходимости и числа итераций.

§ 1. Некоторые сведения из функционального анализа

1 . Линейные пространства. В предыдущих главах были изу
чены основные прямые методы решения простейших разностных 
уравнений. Построенные методы характеризуются тем, что с их 
помощью принципиально возможно, проделав конечное число 
действий, получить точное решение разностной задачи. При этом, 
естественно, предполагается, что входная информация задана 
точно и все вычисления проводятся без округления.

Эффективность этих методов достаточно высокая, что дости
гается учетом структуры матрицы решаемой системы. Требова
ние выполнения специальных свойств матрицы сужает область 
применимости этих методов, ограничивая ее простейшими зада
чами.

Для решения сложных и, в частности, нелинейных разно
стных задач наибольшее распространение получили итерацион
ные методы. Суть итерационных методов состоит в построении 
тем или иным способом сходящейся к решению последователь
ности приближений, начиная с некоторого начального прибли
жения. При этом за приближенное решение задачи принимают 
решение, полученное после конечного числа итераций.

Универсальность итерационных методов заключается прежде 
всего в том, что они позволяют решать не одну конкретную 
задачу, а класс задач, обладающих определенными свойствами. 
Эти свойства определяются не структурой сеточных уравнений, 
а общими функциональными свойствами. Поскольку в большин-
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стве итерационных методов конкретная структура уравнений 
не используется, то теорию итерационных методов можно строить 
с единой точки зрения, рассматривая в качестве исходного объ
екта исследований операторное уравнение первого рода

Аи =  /,

где А — оператор, f —заданный, а и — искомый элементы неко
торого пространства Я.

Прежде чем переходить к построению и исследованию итера
ционных методов, дадим краткий перечень сведений из функ
ционального анализа (без доказательств).

Линейным пространством над полем К  действительных или 
комплексных чисел называется множество Я, для элементов 
которого определены операции сложения элементов и умножения 
элемента на число из поля /С, причем выполняются следующие 
аксиомы (х, у , г —элементы из Я Д  и р — числа из /С)-

1) обе операции не выводят из Я;
2) х + у = у + х9 x + (y + z) = (x + y) + z (коммутативность и 

ассоциативность сложения);
3) К (рх) =  (Яр) х (ассоциативность умножения);
4) +  =  +  (Х +  [х)л; =  Хл: +  рл: (дистрибутивность

умножения относительно сложения);
5) существует однозначно определенный элемент 0 такой, что 

х-\-0 = х для любого х£ Н \
6) для каждого х £ Н  существует однозначно определенный 

элемент (— х)£ Н  такой, что х-\-(— х) =  0;
7) 1 - х — х.
В зависимости от того, на какие числа, вещественные или 

комплексные, допускается умножение элементов Я, мы получаем 
вещественное или комплексное линейное пространство.

В линейных пространствах можно ввести понятие линейной 
зависимости и линейной независимости элементов. Элементы 
х19 х29 .. . 9хп линейного пространства Я  называются линейно неза
висимыми, если из равенства

+  h2x2 +  . . .  -f knxn = 0 (1)

следует, что Хг = Х2= . . .  = Л И =  0. Если, наоборот, найдутся не 
все равные нулю Я2, . . . ,  Хп такие, что имеет место (1 ), то 
элементы х1% х2, . . . ,  хп называются линейно зависимыми.

Пространство Я  называется п-мерным, если в Я  существуют 
п линейно независимых элементов, а всякий ( м + 1 )-й элемент 
линейно зависим.

Непустое замкнутое множество Нг элементов линейного прост
ранства Я называется подпространством, если вместе с элемен
тами хг, хй, . . . ,  хп множество Нх содержит любую линейную 
комбинацию Я1*1 +  Л1*2+  . . .  + К хп этих элементов.
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Сумма конечного числа подпространств Я 1? Я 2, . . . ,  Нп есть 
множество элементов вида

х = хг +  х2+ . . . + х п, Xi€H;, 1 =  1 , 2 , . . п. (2)
Пусть Я х, Н2, . . . ,  Я „—подпространства, принадлежащие ли
нейному пространству Я. Если каждый элемент х £  Я однознач
но представим в виде (2), то говорят, что Я  есть прямая сумма 
подпространств Ни Я 2, . . . ,  Я„, а выражение (2) называется 
разложением элемента х по элементам из Нг, Я 2, . . . ,  Нп. 

Будем иметь в этом случае
Я =  Я 10 Я 20 . . . 0 Я „ .

Нетрудно показать, что если Я  =  Я 10 Я 2, то Н1 и Я 2 имеют 
общим лишь нулевой элемент пространства. Обратно, если любой 
элемент л:£Н  может быть представлен в виде x = xt + x2, х1$Н 1, 
х2€ Я 2 и Я 1 ПЯ2 =  0, то Я =  Я г0 Я 2.

Линейное пространство Я называется нормированным, если 
для каждого элемента х £ Я  определено вещественное число || х ||, 
называемое нормой, которое удовлетворяет условиям:

1 ) хЦ^О, причем ||л:|| ===== 0, если х =  0;
2) |х  +г/||< ||х[|-Н М 1 (неравенство треугольника);
3) Хх || =  | Я11| х ||, X— число.
Последовательность {хп\ элементов линейного нормирован

ного пространства Я  называется сходящейся к элементу х £ Я, 
если ||х —х „ |—>0 при п —>оо. Если ||х„—хт\—*-0 при п, т —+оо, 
то последовательность {хп\ называется фундаментальной.

Линейное нормированное пространство Я  называется полным, 
если всякая фундаментальная последовательность {хп\ из этого 
пространства сходится к некоторому элементу х £ Н . Полные 
линейные нормированные пространства называются банаховыми 
пространствами. Всякое конечномерное линейное нормированное 
пространство полно. Подпространства нормированного простран
ства нормированы естественным образом.

Одно и то же линейное пространство можно нормировать 
бесконечным множеством способов. Пусть в линейном простран
стве двумя различными способами введены нормы Цх^ и ||х||2. 
Если существуют такие постоянные 0 <. т ^ .М , что для любого 
х £ Я  верны неравенства

то нормы называются эквивалентными. Отметим, что в конечно
мерном пространстве любые две нормы эквивалентны.

Если в линейном пространстве введены две эквивалентные 
нормы, то из сходимости некоторой последовательности {хп} в 
одной норме следует сходимость и в другой.

Пусть Я —линейное вещественное (комплексное) пространство, 
и пусть любым двум элементам х, у из Я  сопоставлено вещест
венное (комплексное) число (я, у) такое, что:
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1) (х> У)~(У> х) (симметрия);
2) (х + у, г) = (х, г) + (у, г) (дистрибутивность);
3) {%х, у) = Х(х, у) (однородность);
4) (х, х ) ^ 0  для любого х £ Н ,  причем (х, х) =  0 тогда и 

только тогда, когда х =  0.
Число (х, у) называется скалярным произведением элементов 

х и у. Черта сверху означает переход к комплексно сопряжен
ному числу.

Линейное нормированное пространство Я, в котором норма 
порождена скалярным произведением \x \ = V {х, х), называется 
унитарным пространством Я. Полное унитарное пространство 
называется гильбертовым. Конечномерное унитарное простран
ство является полным.

Для скалярного произведения справедливо неравенство Ко
ши— Буняковского \(х, у)\ ^fx||||</||. Элементы х и у  унитарного 
пространства называются взаимно ортогональными, если (х, у) =  0. 
Элемент х £ Н  называется ортогональным подпространству Нх 
пространства Я, если х ортогонален любому элементу у £ Нх. 
Множество Я 2 всех элементов х 6 Я, ортогональных подпростран
ству Нх пространства Я, называется ортогональным дополнением 
подпространства Нх. Заметим, что ортогональное дополнение 
само является подпространством пространства Я.

Пусть Нх—произвольное подпространство пространства Я , 
а Я 2—ортогональное дополнение. Тогда Я есть прямая сумма 
Я х и Я 2, Я =  Я х0 Я 2. Следовательно, каждый элемент х £ Я  
представляется единственным образом в виде х = х1 + х2, ха С Яа, 
а = 1 , 2 , причем (хх, х2) = 0.

Система хх, х2, . . . ,  хп, . . .  элементов пространства Я назы
вается ортогональной системой, если (хт, хп) — Ьтп, т ,п = 1,2, . . . ,  
где Ьтп—символ Кронекера, равный единице при т = п и нулю 
при т ф п .

Если не существует элемента х £ Я, отличного от нулевого 
и ортогонального всем элементам ортонормированной системы

оо
{хп}, то эта система называется полной. Ряд Фурье 2  ckxk> гДеk — 1
ck = (x, xk), k — \, 2 , . . . ,  построенный для любого х £ Н  по 
полной ортонормированной системе {х„}, сходится к этому эле
менту, и для любого х £ Я  имеет место равенство

ЦхЦ2 =  (х, х) =  S  с%.
k— 1

2. Операторы в линейных нормированных пространствах.
Пусть X и Y —линейные нормированные пространства. Говорят, 
что на множестве ££>аХ задан оператор А со значениями в Y  
(оператор, действующий из SD в К), если каждому элементу 
х g 3) поставлен в соответствие элемент у = A x £ Y .  Множество
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называется областью определения оператора А и обозначается 
через YD (А). Совокупность всех элементов y £ Y ,  представимых 
в виде у = А х  (х£&> (Л)), называется областью значений опера
тора А и обозначается \тА. Если S)(A) = X, iт А с Х ,  т. е. 
оператор А отображает X  в себя, то говорят, что А —оператор 
в X. Если £D(A) = X , imA = X, т. е. оператор А отображает X  
на себя, то говорят, что А —оператор на X.

Оператор А называется линейным, если S) (Л)— линейное мно
гообразие в X  и для любых xlf x2££D (А)

A -f- ̂ 2̂ 2) ==: Axi Л- Я2Лх2э
где и %г—числа из поля К.

Линейный оператор А называется ограниченным, если суще
ствует такая постоянная М >  0, что для любых х £ 3 )  (Л)

\А хЪ ^М 1 хЪ , (3)
где || • ||х норма в X, || ■ ||2—норма в Y. Произвольный нелинейный 
оператор Л называется ограниченным на YD (Л), если

sup I Лх||2 <  оо.
Х€ 1) (А)

Для линейного оператора Л наименьшая из постоянных М, 
удовлетворяющих условию (3), называется нормой оператора и 
обозначается ||Л||. Из определения нормы следует, что

|| Л ||=  sup ||Лх||2 ИЛИ |[ ЛII =  SUP II Ах ||8
l l * l l i = l  Х ф О  || *1),; '

Отметим, что в конечномерном пространстве любой линейный опе
ратор ограничен. Пусть Л — произвольный оператор, действую
щий из X  в Y- Оператор Л называется непрерывным в точке 
х £ X, если из условия ||х„—-х||г—»-0 (хп € X) следует, что || Лд:„ — 
—  Ах ||2 —► 0 при п —>- оо . Линейный ограниченный оператор непре
рывен.

Произвольный оператор Л удовлетворяет условию Липшица 
с постоянной q, если

\A x t — Л *2[|2<< 7||д:1— х2\\у, х1У х2£@)(А). (4)

Любой линейный ограниченный оператор Л удовлетворяет усло
вию Липшица (4) с <7 =  [| Л [|.

Пусть Л — произвольный оператор, действующий из X  в Y. 
Линейный ограниченный оператор Л' (х) называется производной 
Гато оператора А в точке х пространства X, если для любого

Пт
<->о

А  (х+  tz) — A x  - А'(х) z =  0 .
2

При этом область значений оператора Л ' принадлежит Y.
Если оператор Л имеет производную Гато в каждой точке 

пространства X, то для любых хг, х2£ Х  справедливо неравен
2 1 6



ство (4), где а =  sup || А'(х, +  t (х2—хЛ) ||. Если Л — линейный опе-
о< t < 1

ратор, то А' — А.
Всевозможные линейные ограниченные операторы, действующие 

из X  в Y, образуют линейное нормированное пространство, 
так как норма || Л || оператора Л удовлетворяет всем аксиомам 
нормы. Рассмотрим множество линейных ограниченных операто
ров, действующих из X  в X. На этом множестве можно вве
сти произведение АВ операторов Л и В следующим образом: 
(АВ)х = А (Вх). Очевидно, что АВ—линейный ограниченный опе
ратор: ||Л В ||< ||Л ||||В ||.

Если (АВ) х=(ВА) х для всех х € X, то операторы Л и В называ
ются перестановочными или коммутативными-, в этом случае пи
шут АВ — ВА.

В связи с решением уравнений вида Ах = у вводится понятие 
обратного оператора Л-1. Пусть Л —оператор из X  на Y. Если 
каждому у € Y  соответствует только один х £ Х ,  для которого 
Ах =  у, то этим соответствием определяется оператор Л -1, назы
ваемый обратным для Л и имеющий область определения Y, а 
область значений X.

Для любых х £ Х  и y € Y  имеем тождества Л -1  (Ах) — х, 
A(A~xy) = y. Нетрудно показать, что если Л линеен, то и Л -1 
(если он существует; также линеен.

Л е м м а  1. Д ля того чтобы линейный оператор А , отобража
ющий X  на Y, имел обратный, необходимо и достаточноt чтобы 
Ах =  0 только при х = 0.

Т е о р е м а  1. Пусть А —линейный оператор из X  на Y. 
Для того чтобы обратный оператор А~1 существовал и был огра
ниченным (как оператор из Y на X), необходимо и достаточно, 
чтобы существовала такая постоянная б >  0, что для всех х £ Х

|| Ах 1 > Ц х\]и

При этом справедлива оценка || Л_1| | ^  1/6. Здесь || • ^ —норма 
в X , а || • ||а— норма в Y.

Иными словами, для существования обратного оператора Л -1 
необходимо и достаточно, чтобы однородное уравнение Лх =  0 
имело только тривиальное решение.

Пусть Л и В линейные ограниченные операторы, действующие 
в X  и имеющие обратные. Тогда (АВ)~Х =  В - 1Л -1.

Если оператор Л обратим, то имеют смысл степени Л* с лю
быми (а не только неотрицательными) целыми показателями. 
Именно, по определению Л “* =  (Л-1)*, k — l, 2, . . .  Степени од
ного и того же оператора коммутируют.

Введем понятие ядра линейного оператора Л. Ядром линей
ного оператора А называется множество всех тех элементов х 
пространства X, для которых Ах =  0. Ядро линейного оператора Л 
обозначается символом ker А.
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Условие кег А — 0 является необходимым и достаточным для 
того, чтобы оператор А имел обратный.

Подпространство Х х пространства X  называется инвариантным 
подпространством оператора А, действующего в X, если А не 
выводит элементы из Х г, т. е. А х £ Х х, если х £ Х х.

Если подпространство Х х инвариантно относительно обра
тимого оператора А, то оно инвариантно относительно опера
тора Л-1.

Примерами инвариантных подпространств оператора А могут 
служить кег Л и йпЛ. Заметим, что если операторы Л и Б ком
мутируют, то подпространства кег Б и ini Б инвариантны отно
сительно оператора Л.

Число

Р(Л) =  Нш У \ Щ
k  —►  со

называется спектральным радиусом линейного оператора А. Оно 
не зависит от определения нормы, причем р (Л) =  inf jj Л j | .

11 • u „
Для любого линейного ограниченного оператора Л справед

ливы неравенства
р(Л )< (|Л ||, Р ( Л ) < * / ] И \  & =  2, 3, . . .

Л е м м а  2. Для того чтобы |Л||==р(Л), необходимо и доста
точно, чтобы ||Л*|| =  ||A f ,  k =  2 , 3, . . .

Отметим еще одно свойство спектрального радиуса. Если опе
раторы Л и В коммутируют, то

р (ЛВ) <  Р (Л) р (Б), Р (Л +  В) <  р (Л) +  р (Б).
3. Операторы в гильбертовом пространстве. Пусть линейный 

ограниченный оператор А действует в унитарном пространстве Я. 
Согласно общему определению нормы оператора имеем

|| Л ||=  sup || Ля || =  sup л /
1 11 IIX n i l 1 11 хен V (X, X)

и, следовательно, для любого х £ Н  верно неравенство

(Ах, Л х )^ [|Л  ||2 (я, х).

Используя неравенство Коши — Буняковского, отсюда получим

I(Ах, х )К ||Л *Ш И <1|Л |1(* , X). (5)

Далее б у д е м  р а с с м а т р и в а т ь  т о л ь к о  о г р а н и ч е н н ы е  
о п е р а т о р ы .

Оператор Л* называется сопряженным оператору Л, если для 
любых х, у выполнено тождество

(Ах, у) = (х, А*у).
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Для любого линейного ограниченного оператора А с областью 
определения @>(А) = Н существует, причем единственный, опе
ратор А* с областью определения £D(A*) = Н. Оператор А* 
линеен и ограничен, || Л* || =  || А ||.

Приведем основные свойства операции сопряжения: (А*)* = А, 
(А +  В)* = A* -f В*, (АВ)* =  В*А*, СКА)* — %А*. Если операторы 
Л и В коммутируют, то коммутируют и сопряженные операторы 
А* и В*. Если А имеет обратный, то (Л-1)* =  (Л*)-1, т. е. опе
раций взятия обратного оператора и сопряжения перестановочны.

Л е м м а  3. Пусть А — линейный оператор в Н . Пространство 
Н представимо в виде прямых сумм ортогональных подпространств

Я =  кегЛ 0ш Л *, Я =  кегЛ*0 1 шЛ.
Действительно, пусть Нх—ортогональное дополнение im Л* до 

пространства Н, т. е.
Н =  Нг 0  im Л*, (хх, х2) — 0, хх € Нх, х% € im Л*.

Покажем, что Нх =  ker Л . Пусть х х £ ker Л, тогда для любого х € Я  
имеем А*х € im Л* и

(хх, А*х) — (Ахх, д:) =  0.
Следовательно, хх ортогонально im Л*, и поэтому хх g П1. С дру
гой стороны, пусть хх£ Н х (следовательно, хх ортогонален im Л*). 
Тогда для любого х £ Н

0 =  (д:1, А*х) — (Ахх, х).

Так как х —любой элемент Н, то Ахх = 0 и, следовательно, 
хх£кегА . Первое утверждение леммы доказано. Аналогично до
казывается и второе.

Линейный оператор Л называется самосопряженным в Н, 
если Л =  Л*. Для самосопряженного оператора (Ах, у) =  (л:, Ау) 
для всех х, у £ Н .

Оператор Л называется нормальным, если он коммутирует со 
своим сопряженным, А*А — АА*, и кососимметричным, если 
А* — —Л. Самосопряженные и кососимметричные операторы нор
мальны.

Известно, что если Л и В — самосопряженные операторы, то 
оператор АВ является самосопряженным тогда и только тогда, 
когда Л и В перестановочны.

Если Л —линейный оператор, то Л*Л и ЛЛ* самосопряжен
ные операторы, причем || Л*Л || =  || ЛЛ*|| =  || Л ||2 и

ker А*А =  ker Л, im А*А — im Л*, 
ker Л Л* =  ker Л*, im Л Л* =  im Л.

Любой оператор Л можно представить в виде суммы самосоп
ряженного Л0 и кососимметричного Ах операторов

Л =  Л0 + Л 1(
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где Л„ =  0 ,5 (А +  Л*), А1 = 0,5(А— А*). Если Я —вещественное 
пространство, то отсюда вытекают равенства

{Ах, х) =  (Л0х, х), (Лхх, х) =  0.
В комплексном пространстве Я  имеет место декартово пред

ставление оператора А:
А =  Л0 -f- iAv

где /40 =  Re А  =  - ( А - \ -  A*) ,  A t — Im А  =  ~  {А —  А*)— самосопря
женные в Я  операторы. При этом для любых х £ Я  справедливы 
тождества

Re(^x, х) =  (Л0х, х), 1т(Ах, х) — (А1х, х).

Если А —самосопряженный в Я  оператор, то имеет место 
формула

|Л ||=  sup-
х Ф 0

[ (Ах, х) | 
(*> х) х £ Н .

Л е м м а  4 .Если А —самосопряженный ограниченный в Н опе
ратор, то при любом целом п >  0 верно равенство || Ап [| == || А Ц".

Лемма 4 остается справедливой и для нормального оператора.
Из лемм 2 и 4 следует, что для нормального (в частности, 

для самосопряженного) оператора А имеет место равенство 
Р И )  =  и  11-

Л е м м а  5. Пусть в линейном пространстве Я  двумя спосо
бами введено скалярное произведение элементов х и у. (х, y)L и 
(х, у)2. Если оператор А самосопряжен в смысле каждого скаляр
ного произведения, то || A ||t =  || Л |j2 =  р (Л).

Спектральный радиус дает оценку снизу для любой нормы 
оператора. Введем числовой радиус оператора, позволяющий 
получить двусторонние оценки для нормы.

Числовой радиус оператора А, действующего в комплексном 
пространстве Я , определим следующим образом:

р(Л)  =  sup | (Ах, х)|, х ^ Я .
11*11=1

Для любого линейного ограниченного оператора А справедливы 
неравенства: р ,(Л )||Л ||^ р  и х  и  и. р ( Л ) ^ 1/2 и, кроме того, 
р(Л") <;[р(Л)]л для любого натурального п. Если оператор А 
самосопряжен, то р (Л) =  | А ||. Отметим еще ряд интересных свойств 
числового радиуса. Так, например, р (Л*) =  р (А), р (Л*Л) =  || Л ||2. 
Кроме того, р (А) р (А), где р (Л)—введенный ранее спектраль
ный радиус оператора.

Линейный оператор Л, действующий в гильбертовом прост
ранстве Я, называется положительным (А >  0), если (Ах, х) >  0 
для всех х £ Я ,  кроме х =  0. В случае комплексного простран
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ства Я  определение положительности вводится только для само
сопряженных операторов, так как из положительности оператора 
в этом случае уже следует его самосопряженность.

Аналогично вводится определение неотрицательности опера
тора А (для всех х £ Я  (Ах, х) ^  0) и положительной определен
ности (для всех х £ Я  (Ах, х ) ^ 8  (х, х), где 6 > 0).

Нелинейный оператор Л, действующий в Я, называется моно
тонным, если

(Ах— Ау, х —у ) ^ 0 ,  х, у £ Н ,  
строю монотонным, если

(Ах— Ау, х — у) >  0, х , у £ Н ,  х ф у ,
и сильно монотонным, если для всех х, у £Н  имеет место нера
венство

(Ах— Ay, x — y ) - ^ b \ x — y f ,  б > 0.

Т е о р е м а  2. Пусть нелинейный оператор А имеет непре
рывную в каждой точке х £ Н производную Гато. Тогда оператор А 
сильно монотонен на Я  в том и только в том случае, когда 
существует такое б >  0, что

(А' (х)у, у )> 6 (у, у), у £ Н .
Пусть А —неотрицательный линейный оператор. Число (Ах, х) 

назовем энергией оператора. Будем сравнивать операторы А и В 
по энергии. Если ((А — В)х, х ) ^ 0  для всех х £ Н ,  то будем 
писать А ^  В.

Если существуют такие постоянные у2 ^  уг >  0, что для ли
нейных операторов А я В верны неравенства А <: у2В,
то такие операторы будем называть энергетически эквивалентны
ми (эн. эк.), я Ух я у2—постоянными энергетической эквива
лентности операторов А я В. Пусть

6 =  inf (Ах, х) я A =  sup (Ах, х).
11*11=1 ii*ii=i

Числа б и А называются границами оператора А (самосопряжен
ного в случае комплексного Я). Очевидно, что верны неравенства

б (х, х) ^  (Ах, х) < 1 А (х, х), х С Я
или

6Е ^  А ^  АЕ,

где Е —тождественный оператор, Ех — х.
Нетрудно убедиться в том, что введенное на множестве ли

нейных операторов, действующих в Я, отношение неравенства 
обладает следующими свойствами:

1 ) из А ^ В  и C~^D следует А +  С ^ В  +  £>»
2) из А ^ О  и Я ^ О  следует Я А ^О ,
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3) из Д > В  и В ^ С  следует А ^ С ,
4) если А >  0 и А~х существует, то А_1 > 0.
Далее очевидно, что А* А и А А*—неотрицательные операто

ры для любого линейного оператора А. Эти операторы будут 
положительны, если А —положительный оператор.

Т е о р е м а  3. Произведение АВ двух перестановочных неотри
цательных операторов А и В, один из которых самосопряжен, 
есть также неотрицательный оператор.

Для любого самосопряженного неотрицательного оператора А 
имеет место обобщенное неравенство Коши—Буняковского

I (Ах, # ) |< } /(А х , х) У {Ау, у), х, у £ Н .
Пусть D—самосопряженный положительный оператор, дейст

вующий в Н. Тогда можно ввести энергетическое простран
ство Яд, состоящее из элементов Я , со скалярным произведе
нием (х, y)D — {Dx, у) и нормой

IMI d — V ( D x , х ).

Отметим, что если D —самосопряженный положительно опреде
ленный и ограниченный в Я  оператор, то для любого х £ Н  в 
силу неравенства Коши—Буняковского справедливы оценки 

б(х, x)^.{D x, x )< !||D x |||x ||< ; Д(х, х), Д =  ||£)||, 8 > 0 .
Эти неравенства можно записать в виде

1/б | |х К « х ||д < К А [ |х || ,
откуда следует, что обычная норма [| - Ц и энергетическая норма 
I • I о эквивалентны.

Заметим, что унитарное энергетическое пространство Яд можно 
построить, исходя из несамосопряженного положительного опера
тора D. Для этого скалярное произведение в Яд определим 
следующим образом:

(х, */Ь =  Фо*> У)> где Z>o =  0,5 (D + D*).
Приведем ряд лемм, содержащих основные неравенства, не

обходимые нам для дальнейшего.
Л е м м а  6. Пусть для линейного оператора выполнено условие 

А ^ Ь Е ,  б >  0. Тогда для любого х £ Я  имеет место неравенство
{Ах, Ах) ^  б {Ах, х).

Если для неотрицательного самосопряженного оператора вы
полнено условие A то для любого х £ Я  имеет место не
равенство

{Ах, Ах) ^  А (Ах, х).
Л е м м а  7. Из условия {Ах, Ах) ^  А (Ах, х), х £ Я ,  А > 0  

для неотрицательного оператора А следует неравенство
А < Д £ ,
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а из условия (Ах, Ах) ^<5 (Ах, х), 8 >  О, для неотрицательного 
самосопряженного оператора А следует неравенство

А ^ Ь Е .

С л е д с т в и е  1. Из лемм 6 и 7 вытекает, что для самосо
пряженного положительно определенного оператора А неравенства

8£ < Л < Д £ ,  8 > 0 ,

и
б (Ах, х) (Ах, Ах) ^  А (Ах, х), б >  О, 

эквивалентны.
С л е д с т в и е  2. Из (5) и леммы 6 следует оценка (Ах, Ах)

^  || Л || (Ах, х), х £ Н,  для неотрицательного самосопряженного в 
Н оператора А.

Л е м м а  8. Пусть А — положительный ограниченный в Н само
сопряженный оператор А >  О, ||Лх||<; А||х||. Тогда обратный
оператор А~г является положительно определенным А~1' ^ Е .

Л е м м а  9. Пусть А и В —самосопряженные положительно 
определенные в Н операторы. Тогда неравенства

ЧхВ <  А <  у2В, Y2> T i > °
и

у1А - 1^ В ~ 1^ у 2А - 1, у2> у г > 0

эквивалентны.
Л е м м а  10 . Если А —положительно определенный оператор 

А ^ 6 Е , 6 > 0 ,  то существует обратный оператор А~1 и
и - 1 к  1/6.

Доказательство следует из неравенства

б||* 112< (Л*, * х | | л * 1 ||*||, б >  о

и из теоремы 1 .
З а м е ч а н и е .  Если Л — положительный оператор, то Л -1 

существует. В случае комплексного пространства Н для суще
ствования оператора А~1 достаточно положительности действи
тельной составляющей Л0 =  0,5 (Л +  Л*) или положительности
мнимой составляющей А1 = — (А-ГА*) оператора Л.

4. Функции от ограниченного оператора. В теории итерацион
ных методов нам придется иметь дело с функциями от оператора. 
Пусть Л —ограниченный линейный оператор, действующий в 
нормированном пространстве X.  Если /(Я)— целая аналитическая

со
функция переменного Я, разлагающаяся в ряд 2  я*Я*> то можноk-0
определить функцию f(A ) от оператора А с помощью формулы
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/  (Л ) =  2  akAk. Оператор /(Л) будет также линейным и ограни-
fe = о

ченным. В качестве примера приведем экспоненциальную функ-
со

цию оператора еА— Введенное определение функции от
k=on'

оператора можно распространить на более широкий класс 
функций и построить операторное исчисление для ограниченных 
операторов. Мы дадим более общее определение лишь для само
сопряженных ограниченных операторов в гильбертовом про
странстве.

Пусть б и Д— нижняя и верхняя границы самосопряженно
го в Я оператора А. Пусть f(X) — непрерывная на отрезке 
[б, А] функция. Оператор }(А) называется функцией самосопря
женного оператора А.

Соответствие между функциями вещественной переменной 
и функциями от оператора обладает следующими свойствами:

1 ) Если /(M  =  a /x(M +  P/i(M. то f ( A )= a f 1(A) + $ft (A).
2) Если /(М  =  Л(М/ . (М,  то f (A) = ft (A)ft (A).
3) Из АВ = В А следует /  (Л) В — Bf  (Л) для любого ограни

ченного линейного оператора В.
4) Если М М < / ( М < М М  Для всех [б, А], то /Х( Л ) ^

< / ( Л ) < м л ) .
5) | / И ) | <  шах | /(Я)| .

Ь ^  “К ■С А
6) /  (Л) — [/ (Л) ]*, где черта над функцией означает переход 

к комплексно сопряженной функции. Если f (X)—вещественная 
функция, то отсюда следует, что оператор /  (Л) самосопряжен в Я.

Из свойства 4) следует, что если /  (Я) ^  0 на [б, А], то /  (Л) — 
неотрицательный оператор.

Важным примером функции от оператора является корень 
квадратный из оператора. Оператор В называется квадратным 
корнем из оператора Л, если В2 = А.

Т е о р е м а  4. Существует единственный неотрицательный 
самосопряженный квадратный корень из любого неотрицатель
ного самосопряженного оператора А, перестановочный со всяким 
оператором, перестановочным с А.

Квадратный корень из оператора Л будем обозначать А 1!*. 
Отметим следующее свойство: ||Л [ |= |Л 1/2||2, если Л =  Л* ^  0.

Т е о р е м а  5. Если А —самосопряженный положительно опре
деленный оператор, А — А*~^ЬЕ, б >  0, то существует ограни
ченный самосопряженный оператор Л -а/2, |[ Л~1/21| ^  l /У б. 

Доказательство следует из неравенства
б(х, х )^ (Л х , х) = (Аг̂ х ,  А 1/2х) =  ||Л 1/2х [|2 

и из теоремы 1 .
5. Операторы в конечномерном пространстве. Рассмотрим 

n-мерное унитарное пространство Я. Пусть элементы х1г х2.........х„
т



образуют op топор м н рован и ый базис в Я. По определению ко
нечномерного пространства любой элемент л- £ Я можно един
ственным образом представить в виде линейной комбинации

X =  СЛ +  с2х2 +  . . . +  СпХп. (6)
Из ортонормированности системы х1г х2, . . . ,  хп следует, что 
ск = (х, хк).

Таким образом, каждому элементу х £ Н  можно поставить 
в соответствие вектор с — (сг, с2, . . . ,  сп), компонентами кото
рого являются коэффициенты ск из разложения (6).

Пусть Л —линейный оператор, заданный на Я. В базисе 
хх, х2, . . . ,  хп ему соответствует матрица Л — (аш) размера 
п х п ,  где а/к — (Ахк, х(). Обратно, всякая матрица Л размера 
п х п  определяет линейный оператор в Я. При этом элементу Ах

/  п п П \
ставится в соответствие вектор ( ^ а 1кск, % а 2кск, . . . ,  ^ а пкск ) ,

\ft = I 1 kszl J
т. е. вектор Лс.

Если оператор А самосопряжен в Я, то соответствующая 
ему матрица Л симметрична в любом ортонормированием базисе. 
Отметим, что в неортонормированном базисе самосопряженному 
оператору А соответствует несимметричная матрица.

Остановимся на свойствах собственных значений и собственных 
элементов линейного оператора Л. Число к называется соб
ственным значением оператора Л, если уравнение

А х ~ к х  (7)

имеет ненулевые решения. Элемент хфО,  удовлетворяющий (7), 
называется собственным элементом оператора А, соответст
вующим собственному значению к. Иначе, собственные значения 
оператора Л —это те значения к, для которых кег(Л — кЕ) Ф  0; 
собственные элементы, соответствующие собственному значе
нию к , —это отличные от нуля элементы подпространства 
кег (А — кЕ). Само это подпространство называется собственным 
подпространством, соответствующим собственному значению к.

Множество о (Л) собственных значений оператора Л называется 
спектром оператора А.

1 . Самосопряженный оператор Л имеет п ортонормированных 
собственных элементов xv хг, . . . ,  хп. Соответствующие собствен
ные значения кк, k — l, 2, . . . ,  п вещественны. Если все соб
ственные значения различны, то Л называется оператором с про
стым спектром.

2. Для самосопряженного оператора Л имеют место равенства
||Л|| =  р ( Л ) =  шах |Х*|,

К  к < п

где р(Л )—спектральный радиус оператора А. Эти равенства 
сохраняются и для нормального оператора Л.
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3. Если Л =  Л*> 0, то все собственные значения оператора Л 
неотрицательны. При этом для любого х £ Я

б(х ,-,v )< (Ах, х ) ^ Л ( х ,  х),
где 0 ^ 6  =  min?^,  Л =  т а хХА. Для самосопряженного опера-

к  k

тора Л отношением Релея называют выражение (Ах, х)1(х, х).
Наибольшее и наименьшее собственные значения оператора Л 

определяются с помощью отношения Релея следующим образом:

6 =  min
Х ф  0

(Ах, х) 
(х, х) 9 А =  шах

х ф  О

(Ах, х) 
(*» х) *

4. Будем обозначать через X ( А )  собственные значения опера
тора А .  Пусть f ( A ) —функция от самосопряженного оператора А .  
Тогда X ( f  ( А ) )  =  f  (X ( А ) )  (теорема об отображении спектров).

5. Если самосопряженные операторы А  и В  перестановочны, 
А  =  А*> В  =  В * ,  А В  =  В А , то они имеют общую систему соб
ственных элементов. При этом операторы А В  и А  +  В  имеют 
ту же систему собственных элементов, что и операторы А  и 5, 
и собственные значения

X (АВ) =  X (А) X (В), X (А -f В) =  X (А) +  X (В).
6. Произвольный элемент х £ Н  можно разложить цо соб

ственным элементам самосопряженного оператора А

2  скхь, ск = (х, хк), причем ||х
&= 1 k=i

Число К называется собственным значением оператора А относи
тельно оператора В, если уравнение

Ах = %Вх (8)

имеет ненулевые решения. Элемент хфО,  удовлетворяющий урав
нению (8), называется собственным элементом оператора А отно
сительно оператора В, соответствующим числу X.

7. Если операторы Л и В самосопряжены в Я, а оператор В, 
кроме того, положительно определен, то существует п соб
ственных элементов хх, х2, . . . ,  хп, ортонормированных в энерге
тическом пространстве Нв \(хк, X ; ) B = 8ki, k, i — l, 2, . . . , п .  
Соответствующие собственные значения вещественны и имеют 
место неравенства

уг(Вх, х Х ( Л х ,  х ) ^ . у 2(Вх, х),
где

Yj =  min?tA =  min
k х Ф  0

(Ах, х) 
(Вх, х) •

у2 =  шах Хк — тах
k х ф  0

(Ах, х) 
(Вх, х) *
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Следовательно, постоянные эн. эк. самосопряженных операторов 
А и В в случае положительно определенного оператора В сов
падают с минимальным и максимальным собственными значениями 
обобщенной задачи (8).

6. Разрешимость операторных уравнений. Пусть требуется 
найти решение операторного уравнения первого рода

Au=^f, (9)
где А — линейный ограниченный оператор в гильбертовом про
странстве Я, f —заданный, а и — искомый элементы Я. Будем 
предполагать, что Н к о н е ч н о м е р н о .  Нас будет интересовать 
вопрос о разрешимости уравнения (9). Имеет место

Т е о р е м а  6. Для того чтобы уравнение (9) было разрешимо 
при любой правой части /, необходимо и достаточно, чтобы 
соответствующее однородное уравнение Аи=- 0 имело только три
виальное решение и = 0. При этом решение уравнения (9) един
ственно.

Доказательство теоремы основано на лемме 1. . . .
Формулировке теоремы можно придать иной вид: уравнение 

(9). однозначно разрешимо при любой Я  тогда и только тогда, 
когда кегЛ —0 (см. п. 2).

Если кег Л=^=0, то уравнение разрешимо лишь при дополни
тельном ограничении на /. Напомним, что в силу леммы 3 про
странство Я есть прямая сумма ортогональных подпространств: 
Я =  кег Л © im  Л*, Я ^ к е г  Л*@нп Л.

Т е о р е м а  7. Для разрешимости неоднородного уравнения (9) 
необходимо а достаточно, чтобы правая часть f была ортого
нальна подпространству кег Л*. В этом случае решение не един
ственно и определяется с точностью до произвольного элемента, 
принадлежащего кег Л:

и = и-\-иу и g кег Л, Au = f , u£imA*.
Пусть / ортогонально кег Л*. Нормальным решением уравнения 

(9) называется решение, имеющее минимальную норму.
Л е м м а  11. Нормальное решение единственно и принадлежит 

подпространству im Л* (т.е. ортогонально кег Л).
Действительно, пусть и = и + и, u£ker  A, u£ im A*.  Тогда 

I и ||2 =  (и, и) == |! и ||2 -\~!] и I2 ^  || и |2, так как и — произвольный эле
мент подпространства кег Л. Следовательно, норма ||и|| будет 
минимальной, если u = u£imA*.

Пусть условие ортогональности /  подпространству кег Л* 
не выполнено. Тогда решение уравнения (9) в классическом 
смысле не существует. Пусть

/ =  /+ 7 .  /€кегЛ*,  / С ш Л .
Обобщенным решением уравнения (9) называется элемент и£Н ,  
для которого Au = f ; обобщенное решение доставляет минимум
8* 2 2 7



функционалу ||Л« —/||. Действительно, так как (Лы— 
для любого и(~Н, то

I л  « -  Л М И  « -  Л М />  >  II / f ,
причем равенство достигается, если и—обобщенное решение.

Обобщенное решение определяется с точностью до произ
вольного элемента из подпространства кегЛ. Назовем обобщен
ным нормальным решением уравнения (9) обобщенное решение, 
имеющее минимальную норму. Нормальное решение единственно 
и принадлежит im Л*.

Введенное здесь понятие нормального решения, очевидно, 
полностью согласуется с данным выше. Отметим, что если суще
ствует классическое нормальное решение, то оно совпадает с 
обобщенным нормальным решением.

Рассмотрим теперь уравнение (9) с произвольным нелинейным 
оператором Л, действующим в гильбертовом пространстве Я . 
В этом случае для доказательства существования и единствен
ности решения уравнения (9) часто используют принцип сжа
тых отображений С. Банаха.

Т е о р е м а  8. Пусть в гильбертовом пространстве Н задан 
оператор В, отображающий замкнутое множество Т простран
ства Н в себя. Пусть, кроме того, оператор В является равно
мерно сжимающим, т. е. удовлетворяет условию Липшица

\Вх— Вг/К<Л|*-~у\\, х, у £ Т ,
где у <  1 и не зависит от х и у. Тогда существует одна и только 
одна точка х* g Т такая, что х*=*Вх*.

Точка х, называется неподвижной точкой оператора В.
С л е д с т в и е  1. Если оператор В имеет производную Гато 

в Н, которая удовлетворяет условию || В' (jc) || ̂  q <  1 для любого 
х £ Н ,  то уравнение х = Вх имеет в Н единственное решение.

С л е д с т в и е  2. Пусть оператор С отображает замкнутое 
множество Т в себя и коммутирует с оператором В, удовлет
воряющим условиям принципа сжатых отображений. Тогда непод
вижная точка оператора В является неподвижной точкой (воз
можно неединственной) оператора С. В частности, если неко
торая итерация Вп оператора В удовлетворяет принципу сжа
тых отображений, то неподвижная точка оператора Вп является 
неподвижной точкой (единственной) и оператора В.

Вернемся теперь к решению уравнения (9) с нелинейным 
оператором Л. Имеет место

Т е о р е м а  9. Пусть оператор А имеет в каждой точке 
х £ Н  производную Гато А' (х) и существует хфО такое, что 
для всех х(£Н выполнена оценка ЦД—тЛ' (х) |{ ^  <7 <  1. Тогда 
уравнение (9) имеет в Н единственное решение.

Действительно, уравнение (9) можно записать в следующем 
виде:

и —и — тЛм +  т/, т= ^ 0. (19)
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Определим оператор В: В х ~ х —тЛх +  т/. Очевидно, что опера
тор В имеет производную Гато, равную В'(х) = Е —тЛ'(лг). 
В силу условий теоремы имеем || В' (*) || ^  q <  1 для любого х € Н. 
Поэтому из следствия 1 теоремы 8 вытекает существование и 
единственность решения уравнения ( 10) и, следовательно, урав
нения (9). Теорема доказана.

Отметим, что в главе VI будут рассмотрены некоторые спо
собы получения оценок для норм линейных операторов вида 
Е —тС, где т —число.

Принципом сжатых отображений не исчерпываются все слу
чаи, когда решение нелинейного уравнения существует. При 
доказательстве разрешимости операторного уравнения (9) можно 
использовать один из вариантов теоремы о неподвижной точке— 
принцип Браудера.

Т е о р е м а  10. Пусть в конечномерном гильбертовом про
странстве Н непрерывный монотонный (строго монотонный) 
оператор В удовлетворяет условию

(Вху х ) ^ 0 для | |* | |~ p > 0 .

Тогда уравнение В х~  0 имеет в шаре | |* | |^ р  по крайней мере 
одно (соответственно единственное) решение

Воспользуемся этой теоремой и сформулируем условия, при 
выполнении которых операторное уравнение (9) однозначно раз
решимо при любой правой части /.

Т е о р е м а  11. Пусть в конечномерном гильбертовом про
странстве Н задано уравнение (9) с непрерывным и сильно моно
тонным оператором Л,

(Ах— Ау, х —у ) ^ Ь \ х — у\\\ 8 > 0 ,  *, у £ Н .

Тогда в шаре | | а |К у | |  Л0—/ |  уравнение (9) имеет единственное 
решение.

Действительно, запишем уравнение (4) в следующем виде: 
Ви = Аи—/ =  0.

Видно, что оператор В непрерывный и сильно монотонный. Исполь
зуя условие теоремы и неравенство Коши — Буняковского, по
лучим
(Вх, х) = (Ах—/, х) = (Ах— А0, х —0) — (/—Л0, х ) ^

> Ц х Г - и - А 0 Ц х 1  = ( Ь \ х 1 - \ А 0 - т х 1

Отсюда следует, что на сфере ||л;| =  -^-||Л0—/[] оператор В удов
летворяет условию (Вх, х ) ^ 0 .  Поэтому в силу теоремы 10 
уравнение Ви =  0 (а вместе с ним и уравнение (9)) имеет един
ственное решение в указанном шаре. Теорема 11 доказана.
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С л е д с т в и е  1. Если оператор А имеет в Н производную 
Гато, являющуюся положительно определенным в Н оператором, 
то условия теоремы 11 выполнены.

Действительно, так как в конечномерном пространстве ли
нейный оператор ограничен, то производная Гато является 
непрерывным ограниченным и положительно определенным в Н 
оператором. Из теоремы 2 следует, что А —сильно монотонный 
оператор. Кроме того, из ограниченности производной Гато вы
текает, что оператор А удовлетворяет условию Липшица и по
этому непрерывен.

§ 2. Разностные схемы как операторные уравнения

1. Примеры пространств сеточных функций. В § 1 гл. I были 
введены основные понятия теории разностных схем: сетки, сеточ
ные уравнения, сеточные функции, разностные производные и 
т. д. Теория формулирует общие принципы и правила построения 
разностных схем заданного качества. Характерной чертой этой 
теории является возможность сопоставить каждому дифферен
циальному уравнению целый класс разностных схем с требу
емыми свойствами. При построении общей теории естественно 
освободиться от конкретной структуры и явного вида разностных 
уравнений. Это приводит к определению разностных схем как 
операторных уравнений с операторами, действующими в неко
тором функциональном пространстве, а именно, в пространстве 
сеточных функций.

Под пространством сеточных функций понимается множество 
функций, заданных на некоторой сетке. Так как каждой сеточ
ной функции можно поставить в соответствие вектор, координа
тами которого являются значения сеточной функции в узлах 
сетки, то операции сложения функций и умножения функции 
на число определяются так же, как и для векторов.

Пространство сеточных функций линейно, и если сетка содер
жит конечное число узлов, то пространство конечномерно. Раз
мерность его равна числу узлов сетки.

В пространстве сеточных функций можно ввести скалярное 
произведение функций, превратив это пространство в гильбертово. 
Различные пространства сеточных функций могут отличаться 
одно от другого выбором сетки и нормировкой. Приведем неко
торые примеры.

П р и м е р  1. Пусть на отрезке О ^ .х ^ .1  введена равномер
ная сетка (д = \ x ~ i h ,  hN = l} с шагом h . Через со,
со+ и со“ обозначим следующие части сетки со:

со =  о), I ^ . i ^ N — 1},
со+ =  {х/бо), 1

=  {я, € со, O ^ . i ^ . N — 1},
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На множестве Н сеточных функций, заданных на со и при
нимающих вещественные значения, определим скалярное произ
ведение и норму следующим образом:

N -  1
(и, v) = (u, v)-=  2  UiV{h +  0,5h(u0va +  uNvN),

_____  <•=! (1)
II и  II =  ] / ’( « ,  и) ,  U{ — U (Xf) ,  V{ =  V(Xi ) .

Если и{ и vt рассматривать как значения на сетке со функций 
и(х) и v(x) непрерывного аргумента л;£[0, /], то скалярное 
произведение (1) представляет собой квадратурную формулу тра

пеций для интеграла  ̂ u(x)v(x)dx.  Если сеточные функции за- 
о

даны на со, со+ или со” , то скалярное произведение веществен
ных сеточных функций определяется соответственно по формулам

N -  1
(и, и )=  2  upih, и , p g t f  (ш),

i=i 
N -  1

(и, v)=  2  ц^/Я +  0,5/Шдг^, и , v £ H ( со+),
t = i 

N - 1
(и, V) =  2  u,uf/i-HO,5/iM0u0, и, v£H((i)~).i— 1

Легко проверить, что введенные скалярные произведения удов
летворяют всем аксиомам скалярного произведения, и поэтому 
построенные пространства являются гильбертовыми.

П р и м е р  2. Пусть теперь на отрезке 0 ^ л ; / введена
произвольная неравномерная сетка

“  =  {*/€[0, xi = xi-i +  1 =  0, xN — l). (2)

Напомним определение среднего шага fit в узле xt\
Д, =  0,5(hi + hl+1), 1, A, =  0,5ft1( ^ = 0 , 5 V  (3)

Отметим, что равномерная сетка есть частный случай неравно
мерной сетки (2) при hj =  h. При этом имеем %( = h, 1 i ^  N — 1, 
Дд =  "tipf — 0,5 h .

Обозначим, как и выше, через со, со+ и со- соответствую
щие части сетки ю. По аналогии с примером 1 определим в ве
щественных пространствах сеточных функций, заданных на
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указанных сетках, скалярное произведение по формулам:
N

(и, v) =  2  up A *i = 0 u, v £ H ( m), (4)
N -  1

(w, v ) ~  2  u p fijt «, v £ H ( со), (5)
N

{u, t>)= 2 ‘ up{%{>
N -  1

(«, t»)= 2  up A ,t=0

ы, о€Я(со+),

и, v£H(a~) .

Построенные пространства сеточных функций являются гильбер- 
товыми и имеют конечную размерность, равную числу узлов 
соответствующей сетки.

Введенные скалярные произведения удобно записать в виде 
(ы, v) =  2  и (*/) v (х,-) %(.Kt), и, v £ H  (Q),

где под Q понимается либо со, либо со, со+ или со~. Помимо 
указанных скалярных произведений часто встречаются суммы 
вида

N  N - 1

(и, о)со+ =  2  up fa , (и, »)»- =  2  И ^Л '+I. (6)
1=1 i=0

которые можно использовать в качестве скалярных произведений 
в пространствах Я(со+) и Я(ы~).  Видно, что для скалярного 
произведения (4) в пространстве Я  (со) верно равенство

(и, v) =  0,5 [(и, +  («, г»)а-], ы, о 6 Я (ю).
П р и м е р  3. Пусть в прямоугольнике G =  { 0 ^ x a ^ / a, 

a = l , 2} введена произвольная прямоугольная неравномерная 
сетка ю =  са1 Хй>2, где

м а  “  {ха (ia) £  [ 0 ,  / о ] »  ха (la) =  Ха (ta
ха ( 0 )  =  0 ,  Ха ( Я < х )  =  1а}> « —  1 ,  2 .

Пусть ha (ia), 0 <  ia ^  Na—средний шаг в узле ха (ia) по на
правлению ха:

A  (l'a) =  0,5 [fla (ia)-\-ha (te +  1)], 1 ^  ta ^  Na— 1,
£a (0) =  0,5fta (l), ^a(Aia) =  0,5ha (Na), a =  1, 2.

В пространстве Я  (О), сеточных функций, заданных на Q, где 
Q—любая часть сетки со, скалярное произведение определим по 
формуле

(и. v) =  X  и <*/)v (*<) h A . xi =  (Xx (h). xz (h)) ■xJTQ
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В частности, если сетка равномерна по каждому направлению, 
h a (ia) == /ia, a =  1 , 2 , и сеточные функции заданы на со (во внут
ренних узлах сетки со), то введенное скалярное произведение 
записывается в виде

Nx-  1 N 2- l

(и, и )=  2  2  «(b> b ) y (*i. *2) ЛЛ> и, v^H{a>).ix = 1 i2-  1

Мы ограничимся здесь приведенными примерами, другие более 
сложные примеры будут рассмотрены в последующих главах 
при изучении конкретных разностных задач.

%. Некоторые разностные тождества. Переходим теперь к вы
воду основных формул, при помощи которых преобразуются 
выражения, содержащие сеточные функции. Мы приведем эти 
формулы для случая, когда сеточные функции заданы на нерав
номерной сетке, определенной в (2).

Напомним определение основных разностных производных 
сеточной функции:

+IIн _  y i + 1 - y t
Ух, i " hi h u t  ’ У *-

II V i + i —yi
h  '1 Ухх, i Ухх, i ~ i

~ 1-н?
II

yi—yi-i
~  h

В п. 2 § 1 гл. I были получены две формулы суммирования 
по частям:

/2-1

2  Û Vfii =  — 2  UiVx,chi + UnVn — “m+lVm,
i=m+1 ’ i-m + 1

2  ux, Pihi =  — 2  uiv£,fii +i = /n + 1 i=m

(7)

(8)

Подставляя в эти формулы соотношения

h iUx, i =  ̂ i Ux, P ^ i Ux, i =  h i + l>

после несложных преобразований получим формулы
п -  1

“г , М г  =
/2-1

2 — 2  мл . f i i  + i “f"
i=tn+ 1 i—m

п — 1 п
x<fii +  unvn— um+1vm,2  «* , P i h i +1 = -  2£=m + 1 t=m+ 1

п /2- 1
2 Ых , М '  = -  2 А+1 +  ВД,—« А -

£=т+ 1 i=m

(9)

( 10)

(И)

Подставим в формулы (7), (9), (11) т =  0 и n = N  и учтем 
определение (5) для скалярного произведения в Я  (со), а также
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(7')
(9')

(П')

обозначение (6). Получим тождества
(Ux , v) = — (u, 0-)ю+ +  и ^ л г - « Л .

(«£. V) =  — (И. О*)®- +  UN-lVN— «о»о.
(йх> У)со+ =  (Ы> С'л)<в— “Н UNVN w0y0

для сеточных функций ы,- и у,-, заданных на сетке со. Если в (7') 
положить Ui = a{y- . для 1 ^ л г ^ А ,  то получим первую разност
ную формулу Грина

((«*/*);> v) =  ~  + «д#?. Л - ЙЛ / » '  (12)
Аналогично, полагая в (9) и( =  а1ух< { для 0 <  i ^  Я — 1 , получим 

(te&)£. v) = — (ayx, и*)а>- -f NvlV—a0yX'0v0.

Если из (12) вычесть равенство

((У. (ЙУ7 ) ;)=  - И 7 >  Vx)a+ + aN°x, ыУы—<Ч>х. оУо>

то получим вторую разностную формулу Грина

{(аУх)х> v) — (y> {m l)x) = aN{y-xv— v-xy)N— .аг {у/>— \vxy \ .  (13)

Отметим, что для функций y t и vt, обращающихся в нуль при 
1 =  0 и i = N (Уо^Уя — ®) vo = vjv=0),  формула (12) имеет вид

((аУх)х> и) = - ( аУ~х> ^)ш +*

а вторая формула Грина (13)—вид

((аУх)х> У) =  (У- (avx)x)-
В общем случае произвольных сеточных функций, заданных 

на со, формулы (12) и (13) можно записать в виде
(Ay, v) = — (ayx , vx)щ+, (Ay,v) — {y,Av) = 0, (14)

где разностный оператор Л, отображающий Я  (со) на Я  (со), опре
деляется следующим образом:

4- Ух, 0>П' о
(аУх)ц>

i =  0,

1 1 ,

i — N.

Здесь скалярное произведение в Я  (со) задано формулой (4). 
Отметим, что равенство (14) выражает самосопряженность опе
ратора Л в пространстве Я  (со).
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Мы рассмотрели случай, когда сеточные функции принимают на сетке 
вещественные значения. Если они принимают на со комплексные значения, 
то вводится комплексное гильбертово пространство Н (со) со скалярным про
изведением

N  _  _
(ы, v) =  и , v £ H  (0 ), (15)

i = О
где Vi—число, комплексно сопряженное и,\ Аналогично определяется ска
лярное произведение в Н (0 )

N -  1
(и, и )=  2  и, v £ H  (0 ), (16)

1=1

а также в Н (0 +) и Н (0 “ ). При этом формулы суммирования по частям (7'), 
(9'), (1Г) принимают вид

( V  и) =  “" (“’ +
(И-. 0) =  —(и,

(ы-. 0)^+= - - (“» vx)a-.+UNVN — 

а разностные формулы Грина—вид:

°) =  - № -  ^ a + + aA 'W * ~ ai^ 1’’
( № ) ?  " ) - ( * ’ (да1 )г )“

=  ((а—а) у-, v - j ^  +  ^ay-v— a y v - ^ — (atyXt9v9— ,â yavXi 0).

Здесь использовано обозначение (16).
Используя введенный выше оператор Л и обозначение (15) для ска

лярного произведения в # ( 0 ), вторую разностную формулу Грина можно 
записать в виде

(Ay, v) — (у, Ли) =  ((а—а) у-,  »-)щ+.

Отсюда следует, что в комплексном гильбертовом пространстве Н (0 ) опера
тор Л самосопряжен, если все а* вещественны.

Соотношения, аналогичные первой и второй разностным фор
мулам Грина (12), (13), имеют место и для разностного опера
тора (ау~х)х£- Приведем, например, аналог формулы (12)
N - 2 N - 1

2  {ау-хя)тх, I v f ii =  2  tvTx f i t +

+  -  [(<ЭДй), 0— •

3. Границы простейших разностных операторов. При изуче
нии свойств разностных операторов нам понадобятся неравен
ства, дающие оценки для границ операторов и для постоянных 
энергетической эквивалентности двух операторов, действующих 
в пространстве сеточных функций Н.
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Рассмотрим сначала разностные операторы, заданные на мно
жестве сеточных функций одного аргумента, определенные на 
равномерной сетке го =  {xt =*ih <£[0, /], hN = l}. Ниже
будут использованы обозначения

N - 1 N
(и, V) =  2  uPih +  0,5h (ugv0 + un vn), (и, о)а+ =  2  Uflih.

i = 1 i= 1

Имеет место
Л е м м а  12. Для всякой функции yi = y(x i)1 заданной на рав

номерной сетке со и обращающейся в нуль при i = 0 и i = N, 
справедливы неравенства

Ь  (у, У) <  G 4  !)•+ <  V2 (У, у), (17)

где

7i —/,2Sln 2.V^/a’ y»~h*C0S 2N ̂  h? ’
Действительно, пусть uA (i)— ортонормированная собственная 

функция задачи

М О) =  М Л 0 =  о. (1в)
В п. 1 § 5 гл. I было отмечено, что сеточная функция у{, удов
летворяющая условиям леммы, может быть представлена в виде 
суммы

JV-1
Vt =  2  (0. ck =  (у> (**)• (19)k— 1

Из (18) и (19) найдем
N - 1 N- X

у-хх, I =  23 ch f =  — 23 (0. 1 <  i <  N — 1.k—1 . / 2 = 1

Используя ортонормированность собственных функций по
лучим

(У, У )=  2 4 ,  ~ ( У ХХ> У )=  2  V I-  (20)

В силу первой разностной формулы Грина (12) будем иметь

~(УЪ > У) =  (У1> !)«+• (21)

Собственные значения Кк задачи (18) были найдены в п. 1 § 5 
гл. I:

« 4 . . knh
h = W S m -2T = w sm ■ — 2N ! \N — 1,
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причем

Y1 =  minXA =  X1 =  p s in 2^ ,

?2 =  max %k -  Xv_, =  I  cos2 ~ .

Отсюда и из (20), (21) следуют оценки (17) леммы 12.
З а м е ч а н и е  1 . Оценки (17) точны в том смысле, что они 

переходят в равенства, если в качестве г/(- взять цД/) и pAr_1 (t). 
Отметим, что у! =  8//2, если h = l/2, т. е. при N — 2. При N — 4 
имеем Yi =  32/(/2 (2 V 2)) >  8//2.

З а м е ч а н и е  2. Если y t обращается в нуль лишь при t =  0 
или i — N, то в (17) имеем

8 4 ,  я . 4Yi =  т» Sin2 гг, =5=--------- г=~ , уй =  -г* COS2 ТлГ <  т ; .•1 Л2 4N ^  /г ( 2 ] /2 )  Г2 Л2 4jV Л2

Если же у,-—произвольная на © сеточная функция, то в (17) 
имеем Yi —0 и Y2 =  4//г2. Для доказательства этих утверждений 
следует рассмотреть вместо задачи (18) соответствующую задачу 
на собственные значения, изученную в § 5 гл. I.

Неравенства (17) можно записать в виде

Yi (У, У) <  (— Лу, у) <  Ya (У, У). (22)

если ввести разностный оператор А по формуле Ау{ — у-х г,
1 ^  i А — 1 , на функциях г/,-, удовлетворяющих условиям 
Уо =  */лг =  0- Если сеточная функция у( обращается в нуль лишь 
на одном конце сетки со, то оператор А следует определить по 
формулам

A f/i^
y-XJ, i < ; < A - i ,
2

у- t'*=A, если рв*  0,
(23)

или

Л ^  =
2 • л

“fa У х , г» * 0 ,

Ухх< 1 <  А — 1, если уЛ, =  0.

Учитывая, что в каждом из этих случаев из первой разност
ной формулы Грина следуют равенства (Ау, у) =  {у\, 1 )а+, полу
чим неравенства (22), где Yi и у2 указаны в замечании 2 , а у( 
обращается в нуль на соответствующем конце сетки ©.
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Если уi—произвольная сеточная функция, то оператор 
следует определить так:

(

Л<//= ■

2_
h Ух,  0>

2_
h Ух, N ’

i — О, 

i — N.

А

В этом случае также верны неравенства (22) и

(— Ау, у) = - ( у - х, y) + yZNyN— yx, Qy0 = (y-x, 1)и+.

Постоянные Yi и у3 указаны в замечании 2 .
Итак, мы нашли границы для простейших разностных опе

раторов. Покажем теперь, что для всех введенных в этом пункте 
операторов Л справедливо неравенство

|(— Ли, п ) К ( — Ли, и)1/2-(— Ли, у)1/2. (24)
Идею получения неравенства (24) проиллюстрируем на примере 
оператора Ау~у~х. Введем пространство Я (о>) сеточных функ
ций, заданных на со, со скалярным произведением (u, у) —

N -  1

— 2 i uivih, и, у ^ Я ( ю). Разностному оператору Л в простран-
i — 1

стве Я  (to) соответствует линейный оператор А, определяемый 
равенством

Ayi = — A°yit 1 1,

где г/£Я(<а), у ,=  у,- для — 1 и у  ̂— у ^^О .  Оператор А
отображает Я  (со) на Я(<а).

В силу равенства (и, у) =  (и, у), имеем (Аи, v) — — (Ли, у), 
где и0 =  Цдг =  0, у0 =  уДг =  0. Из (22) следует, что (Аи, и ) ^ у х(и, и), 

>  0. Таким образом, оператор А положительно определен 
в Я  (со).

Докажем, что он самосопряжен в Я  (со). Действительно, из 
второй разностной формулы Грина (13) будем иметь

(Аи, у) =  — (Ли, Ь) = - ( и - х , у) =  — (и, b-x) = (u, Av).

Так как для неотрицательного самосопряженного оператора 
справедливо обобщенное неравенство Коши— Буняковского 
| (Ли, у ) |^ (Л и ,  и)1/2 (Ли, у)1/2 , то отсюда получим

((— Л и , у ) | ^ ( — Аи, и)1/2(— Av, у)1/2,

что и требовалось доказать.
4. Оценки снизу для некоторых разностных операторов.

В лемме 12 фактически найдены постоянные энергетической 
эквивалентности единичного оператора Е и оператора А, кото
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рый соответствует разностному оператору — Ау —— у-х на функ
циях, обращающихся в нуль на концах сетки «, т. е. и у2 
из йеравенств угЕ ^  А ^  угЕ.

Получим теперь неравенство, связывающее операторы А и D, 
где Dy{ =  р(у{, 1 ^  i ^  N — 1 и р; > 0 .  Для этого нам необхо
димо определить разностную функцию Грина оператора Л.

Пусть на сетке to, введенной выше, требуется найти решение 
разностной задачи

у0= % = 0-
(25)

Сеточную функцию Gik, которая при фиксированном k =  1,2,  
. . . ,  N — 1 удовлетворяет условиям

AGik = 0-x t t «= —
. Gok = Gm ~O y 

где 8ik—символ Кронекера:
с _( 1 > i ===

1 0, i -ф~ kt

назовем функцией Грина разностного оператора Л.
Приведем основные свойства функции Грина:
1) функция Грина симметрична, Gik — Gki и, кроме того, Gih 

как функция k при фиксированном i =  l, 2, . . . ,  N — 1 удов
летворяет условиям

AGrt =  Gjr>tt =  - | 6rt,
Gio = GiN = 0.

2) функция Грина положительна, Gik>  0 при i, k ^ O ,  iV.
3) для любой сеточной функции у(у удовлетворяющей усло

виям =  0, верно представление
А '  -  1

iJi = — 2  GikAykh, (26)
k —  1

так что решение задачи (25) представимо в виде 

Vi= 2  Gikfkh,k- 1

Это утверждение доказывается при помощи второй разностной 
формулы Грина (13) и свойства 1).

Л е м м а  13. Пусть р , *^0— сеточная функция, заданная на 
со и не равная тождественно нулю. Для всякой сеточной функ
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ции уi, заданной на © и удовлетворяющей условиям уа =  yN=* О, 
верна оценка

чЛру, уХ { у% 1)в+,
где 1 /Yj =  шах vh a v( есть решение краевой задачи 

1

Ло* — Pi- 1 ,
Уо =  ^ = =0-

(27)

(28)

Действительно, пусть y0 = yN^ 0 .  Используя (26), получим
N -  1 N-  1 fN-  1

(РУ. У)= 2  Р =  — 2  Р/У|А( 2  GikAykh): =t«l i=s 1 \Л=1 у
iV~ 1 /iV-1 ^

=  — 2  S  Piyfiikh ) =  — (Лг/, ю),fee? 1 г = 1

где обозначено wk =  У  Рtyfin/i, 0 <; <  iV. Применяя неравен-
i  =  1

ство (24), отсюда найдем
(рг/, г/) <  (— Лг/, у)»/»(— Лш, го)1/3 

или в силу (2 1 )

(р#> #)2 <(*/!> 1)ф+(— Лго, го). 

Воспользуемся свойством 1 ) функции Грина Gih. Получим
N - 1 ЛГ-1

— Awk = — 2  hptytAGlk =  2  Pdf А* =  P**f*

(29)

t= 1
и, следовательно,

iV-i /ЛГ-1 t f - 1  N~l
(— Aw, ш )= 2  W * (  2  hptVfii*) — 2  2  а1ку{ук,к— 1 \  1*3=1 /  1=1 /г=1

где обозначено aik = h2pj(>kG;k, 1 ^ t ,  if^LN — 1. Используя нера
венство 2у{ук yi -f у\, а также симметрию и положительность 
функции Грина Gik, отсюда найдем

N - l  JV-1 N - 1 N - 1

(— Лш, го)<  2  0.% а 2  аи,+ 2  °»ЭД 2  fl*i =1=1 &=1 =1 1=1
W- 1 JV-1 W~1 /ЛГ-1 \

*= 2  у! 2  aik =  2  p ^ ft ( 2 . piAV1 •i=l ■” 1г=1 i= l ' " \  fe= l

В силу свойства 3) решение задачи (28) записывается в виде

N -  1
ог =  2 p *G «A >0. X X N — 1.к - 1
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Следовательно,
N - \

(— Aw, w) =  2  Piijhih <  max v, (py, £/) =  -f (py, y).
1 rl

Отсюда и из (29) следует оценка (27) леммы.
З а м е ч а н и е  1 . Можно показать, что функция t>,= 

=  0,5xt (l—xt), где xt — ih£[0,  £], есть решение задачи (28) при 
р,- =  1 . Отсюда следует оценка

Yx (У> У) <  ( у Ь  1) • +  • Yx =  8 /£а, У ^ У н -  0 . (3 0 )

З а м е ч а н и е  2 . Лемма 13 обобщается на случай, когда yt 
обращается в нуль лишь на одном конце сетки со. Например, 
если у0 — 0, то в (27) имеем 1/уг =  max vt, где решение

1 <  г <  N
задачи Лу(= * - р /( 1 Л/, о0= 0  с разностным оператором Л,
определенным в (23).

Л е м м а  14. Пусть р , - ^ 0, d ^ O  заданы на со, а функция 
а ^ с i > 0  задана на со+. Для всякой функции yh заданной на 
со и удовлетворяющей условиям у0 = у ^ ~  0, верна оценка

Yx (РУ, У) <  (щ\> 0 « +  + №> =  птах vtt

где vt— решение краевой задачи
Лу,- =  (aVx)x, i— — — р^ 1 < £ < М — 1 , 0, — t ^ —O.

З а м е ч а н и е  1. Если yt обращается в нуль лишь на одном 
конце сетки со, например yN = 0, то верна оценка

Yx(р£Л у)<(ау\>  1)и+ +  (dy, У) +  *оУ\> (31)

где 1 /Yi= птах »,•, а функция у,- есть решение задачи
0 < £ < Л Г - 1

Л у ,- =  —  р,., £ <  Л£— 1, %  =  0 ,

j^y __ f "д" (а1Ух, ° о̂Уо) Ф>Уъ> £ — 0, (32)
1 / d-iPit 1 ^  £ ^  Л£ 1 , х0^=0 .

З а м е ч а н и е  2. Для произвольной сеточной функции y t, 
заданной на Ш, можно получить оценку

Yx (РУ> У) <  (ау\, 1 ) м + +  (dy, у) +  *0у \+  (38)

где х0 >  0, >  0, Хо +  *х +  (d, 1 ) >  0 , а сеточные функции р ,>  0,
d ; ^  0 заданы на со. Здесь 1 /7! =  шах где vt—решение

* о <  i <  N

241



краевой задачи
Ли, = — р(-, 0 <  i <  N,

( 2
~̂ (®1Ух,о хо У») d0y0, 1=0,

Лу/ = № * ) * , — dMt*
I X  (аЛ'У;, N +  к1#лг) — ̂ *ыУN' i — N.

(34)

Доказательство леммы 14 и замечаний 1 и 2 проводится так 
же, как и леммы 13. Здесь используется функция Грина ука
занных разностных операторов Л, которая удовлетворяет пере
численным выше свойствам 1)— 4).

Л е м м а  15. Для сеточной функции yh обращающейся в нуль 
при i =  N, верна оценка

^ < t h ( e / )  [е(г/, y) + \ ( y l ,  l ) e + ] , е > 0. (35)

Аналогичная оценка

y% ^th(e l )  [е(у, у) + \ ( у \ .  l ) „  + ] ,  е > 0,

верна для случая, когда у„ _0. Для произвольной сеточной функ
ции у {, заданной на сетке <о, имеет место оценка

y l+ y% < el ; [е (У» у)+ Т  ( Л  1 )со+]. 8 > о .  (36)

Сначала докажем справедливость оценки (35). Для этого воспользуемся 
замечанием 1 к лемме 14. Положим в (32) я/з= 1/е, d/£=e, и0 =  0 и p0 = 2/h, 
р/ =  0, 1 <  I <  iV — 1. Тогда из (31) получим оценку

y l  <  max” о «£«лг
где Vi—решение следующей вспомогательной задачи:

A v i = — v-  . —  evi =  0, 1,
0  АЛ, I

2 2 
AV(, = ehVx>°~еу° =  — Г  ’ у̂ = 0-

(37)

Запишем (37) по точкам
01- 1—2avi + Vi+i = 0, 1 1,

Vi—avQ=:—eh, 0, (38)

где a =  1 +  0,5s2/i2^  1.
Мы получили краевую задачу для разностного уравнения второго порядка 

с постоянными коэффициентами.
Используя общую теорию, развитую в п. 1 § 4 гл. I, а также свойства 

полиномов Чебышева (см. п. 2 там же), найдем, что функция
eh Удг-, - !  («) 

' ТдКа) 0 <  i <  Д \
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является решением задачи (38). Здесь 

Тп (а) =  ch (п Arch а ) , Un (а) =
sh ((я 4-1) Arch а) 

sh (Arch а)

• полиномы Чебышева степени п первого и второго рода* 
Так как а  ̂  1, то

maxО < I < yv-i
Итак, получена оценка

|a |S a l.

Tn ( a)

y l < v 0 [ e (у, у ) +-J- l ) e + ]

для сеточной функции у 1У удовлетворяющей условию у м =  0. Эта оценка 
точна в том смысле, что она переходит в равенство, если в качестве у( взять
ФУН КЦИ Ю  V{.

Оценим теперь v0 сверху для любого h. Если обозначить ch2z =  a, то 
2 ^ 0  и

eh~  2sh2, N — l/h = el/(2shz),
Tn  (a )—-ch 2Nz — chw  (z),

sh 2Nz sh w (z)

Поэтому
Un -  i (a ) sh2 z 2 s h z c h z 1

_  sh w  ( г )
0 ch z ch w (z) *

Так как при фиксированном е
d w_el (sh z—z ch z)
dz ~~ sh2 z 

TO
dw

w (z) —el z 
shz*

(39)

< 0,

. c h z -т----- shzshojchaydv0_____ dz___________
dz ch2 z ch2 w ;o,

Следовательно, у0 максимально при z =  0. Это дает оценку v0^ t h ( e l ) .  
Неравенство (35) доказано.

Пусть теперь *// — произвольная сеточная функция. Из замечания' 2 
к лемме 14 при a / s s l / e ,  cf/s==e, k0 = Ki =  09 р0 =  р^=2//г, р/ =  0 для 
1 <; i N — 1 получим оценку

y l+ y%  <  max ^  Vi [в  (у, tf) +  4  (у - ,  1 ) и+' ] .  ,

где ^-—решение краевой задачи

T Vx*.t~ Ёи‘~°> 1 <  N— 1,
(40)

eh Vx‘ °" ■еу„= —- - T h v*,N- * v» = - T
Решением задачи (40) является функция 

eh [7V -/(q ) +  r f (q)] 
(а2— 1) (/дг- i  (а)

где а  определено выше.
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О тсюда находи м , что

шах Vi^=v0 = V N - еЛ (Ч  TN (а))
o<t<iv ' " (а2 —1) 6/дг_1 (а)*

Оценим это выражение сверху для любого h. Используя (39), получим

(41)

1 , и / ч ch w (z) ch -jr- w (z) 1 +  ch w (z) 2 w  2 w--!------ — = ----------------< --------- ‘--ch z sh w (2) c h z s h - j w ( z )  s h - -w( z )
(p(z).

Так как
_ 1 dw

dz ““ sh2 Qtbw ~дГ> 0 *

то функция ф (г) максимальна при максимальном z =  z0, которое находится 
из соотношения ch2z0=̂  1 +  гЧ2/8 (h ^ l / 2 ) .  Из (39) получим, что a>(Zo) =  4z0. 
Следовательно,

f ch2z0 _  1 + в 2/2/8_____ 8 +  е2/2
ф w  sh 2г0 ]/'е2/а /8 + е4г4/64 el У 16+ е2/2 *

Оценка (36) получена.

Леммы 13 и 14 без затруднения обобщаются на случай про. 
извольной неравномерной сетки ш. В этом случае для скалярных 
произведений используются обозначения (4), (6), а разностные 
операторы Л заменяются соответствующими операторами на 
неравномерной сетке.

Л е м м а  16. Пусть р ,-^  0, df ^ 0  заданы на произвольной 
неравномерной сетке to, р, # 0  и а( >  с, >  0 задано на <в+. Пусть 
хо^ 0, — произвольные числа и выполнено условие х0 +  Xj-f-
+(d, 1 ) >0 .  Для любой сеточной функции у0 заданной наш,  
справедливо неравенство (33), где ,1/у1=  max vt, a vt—решение

О < » < N

задачи A v ^ - ^ - p {, Q ^ i ^ A f .  Здесь оператор А определяется 
формулами

Ау( -  <
^ (^1У Ху О Xul/o) "—Of

W * .  r*-d,yt, l < i < t f - l ,

^  (%!/;, AT +  х1Ум)—^Ум> 1 = N.

(42)

Лемма 16 доказывается так же, как и предыдущие леммы. 
З а м е ч а н и е  1 . Если а (= 1 , d, =  0, р ,= = 1 , то неравен

ство (33) принимает вид

Yi (У. 1/) <  ( й .  1 )»+ +  (43)

где
______ 8(х04 xi +  fapKi)* .

' 1  I + i x 0)  ( 2  - j -  / х х )  ( 2 х 0 - j “ 2 x i  +  / k 0K i )
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Если, кроме того, У(,~У^ = ^, то неравенство (43) переходит 
в неравенство (30). Если у( обращается в нуль лишь на одном 
конце, например при i = N, то, полагая в (43) yN =  0 и пере
ходя к пределу при xt —►<», получим оценку

Y i G / >  у ) ^  { у х ' 1 ) ( В + + х о ! / о » Y i =  ; S ( 2 + / > g a  '

З а м е ч а н и е  2 . Из определения (42) разностного опера
тора Л и первой разностной формулы Грина следует, что

(— Ау, у) =  (ау\, 1 ) e+ +  (dy, у) +  к0у1 +  х ^ .

Поэтому неравенство (33) леммы 16 может быть записано в виде
Ti(РУ ,  у ) < — ( ^ у > У)-

Перейдем к выводу оценки (43). Найдем решение задачи Av/ =  — р/, 
O ^ i ^ N ,  при указанных в замечании 1 предположениях. Имеем разност
ную краевую задачу

£ *’ \ < K N

vx, o =  X£oyo К i =  o,
n  =  *xVN — %n , i — N.

(44)

(45)
(46)

^Умножим уравнение (44) на &/, просуммируем по i от /  до 1 и учтем 
краевое условие (46). Получим
N- 1 N -  1

.А,*= У  (и- . —У- Л =  о-
X X ,  I  I  1 + 1 I /*=/ /

ЛГ- 1
= — = — 2  hi — Xj — 0,5Лу —/ + Адг. 

’ 1 £*/
Отсюда следует, что

у- .==/—Xit;jv+0,5/iy—xj, (47)

Полагая в (47) /= 1  и учитывая равенства fiQ~Q,5hlt v- l = v Xi 0~ K QvQ— fiQt 
получим соотношение между и0

ио0о +  *10лг— (48)
Умножая (47) на hj и суммируя по / от 1 до /, найдем

i J  i
2  v- h ="vi ~ vo - ( l ~ W n ) 2 hJ ~  2  (Xj — 0,5h/)hj,

/ =i  x-‘ / = i /=i
Так как hj =  x j — X j - lf *y —0,5й;- =  0,5 (лгу +  дгу-_ x)* то 

f i i
2  */ =  */> 2 (xj -0,5hj )hj  =  0,5 2 (* /-* /-x ) =  0 ,54-
/=1 /=1 /*1

Таким образом, имеем 

Vi =»£>$+Xi {t—Xitî v)—0,5*f =
=  y0+  (l —х^дг)2—0,5(*/— / + x xtw)e* 0 <  t <  W. (49)
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Полагая здесь i~N,  найдем второе соотношение для vQ и идг
vN ~ vaJr l  (*--XiU;v) —0,5/2. (50)

Из (48), (50) получим

J_№ + toi)__  __  / (2 -|-Ы0)
0 2 (к0 -J- щ  -j- к 0щ1) ^  2 (x0-f-Xi-j“^o^iO

Так как 0 ^ 1 —^вддг < /, то из (49), (51) найдем, что

(51)

max у0 +  0,5 (/—Х !^ )2 =
о < i < лг

/ (2 +  /к0) (2 +  /хх) (2tt0+ 2xi +  fK0xx)
8 (я0+ « 1+ В Д 2

Отсюда и из леммы 16 следует оценка (43). Если Уо~У]У—®> то, полагая 
в (33) f l /=  1, 0, р / ^ 1  и переходя в (43) к пределу при х0—  ̂00 и
Хх—>■ оо t получим оценку (30) с yi =  8//2.

5. Оценки сверху для разностных операторов. Получим теперь 
оценки сверху для некоторых разностных операторов.

Л е м м а  17. Для произвольной сеточной функции узаданной  
на неравномерной сетке со, справедлива оценка

(ayl, 1)со + < У г(У> У), 
где

(52)

72==шах 4 CL\ 4ajv
hi ’ h% ’

шах
К  £ <  W - l  Л/ \  ,li lli +1

Если сетка равномерна, то 
4у2 = ~ т а х  \ax,aN, max .

п L 1 J J

Если y0 = yN — 0, mo y2=  max т ' f l T  +  r ^ V  
Действительно, имеем

(ad.
i= 1

N N-  1 N

=  g f » ? + g | t i

Используя неравенство 2yiyi_1 ^ y \  + у*_1} получим при а,- >  0, что

jV-1

(ад , ! ) . . <  2  •!?•!* +  £ £ “ !< !-1=1 /~п +i=0

= +cfc* **+1 ' !г №+тЙЙ А
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N

Так как &о =  0,5hlt j ^ = 0 ,5 hN и (у, у) = 2  f̂ iU* то отсюда сле-
t = о

дует оценка (52) с указанным значением для у2. Лемма 17 до
казана.

Л е м м а  18. Пусть а{ >  0, bt > 0 , а а 0 и аг — неотрицательны, 
причем (bt l) - f  a0-f а 1 ^=0. Для произвольной сеточной функции 
yh заданной на неравномерной сетке со, справедлива оценка

(ау\. !)©+ +  % , г/) +  Оо'/о +  ̂ г/л '<Т 2(г/. «/), (53)

где у2 = у2+(1  + у 2) max определено в лемме (17), a v—ре-
(KKN

шение краевой задачи

(avx)x, i — у/ =  — Ьь 1 ,

N

о v 0 —  к  г у i  —  0 ,П0
— vN = — bN— -jp-, i =  tf.tbN

(54)

Действительно, из леммы 16 при р д л я  l < f < i V — 1 , 
Po = b0+O0/Il09 P j v = ^ + ai / ^  и хо =  х1 ==0» d ,-= l получим 
оценку

№/, у ) + 0о0о +  <*10*==(РУ. У Х  max V;[(ayly 1)ш+ +  (у, у)],.0 < i < Л'

где у,-— решение вспомогательной задачи (54). Используя лем
му 17, будем иметь

{ауъ 1 )о)+ +  фу, у) +  о0у\+  огу2м <  (1 +  с) (<афХУ 1 )©+ +
+ с(у, # X [ y2 +  (1+Y2) c](*/, У)> с==: тах  У/-

0<*<ДГ
Лемма 18 доказана.

6. Разностные схемы как операторные уравнения в абстрактных 
пространствах. После "замены производных, входящих в диффе
ренциальное уравнение и краевые условия, разностными отно
шениями на некоторой сетке со мы получаем разностную схему. 
Разностные уравнения, связывая искомые значения сеточной 
функции в узлах со, образуют систему алгебраических уравне
ний. Эта система линейная, если исходная задача была линейной.

Разностная схема определяется разностным оператором, за
дающим структуру разностных уравнений в узлах сетки, где 
ищется искомое решение, и краевыми условиями в граничных 
узлах. Разностный оператор действует в пространстве сеточных 
функций, заданных на со.
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Рассмотрим пример. Пусть на отрезке О ^ х ^ .1  требуется 
найти решение задачи

и" — — ф (х), 0 < л : < / ,
и' (0) =  х0« (0)—pj, м(/) =  р„ и0> 0 .  (55)

На равномерной сетке со =  {х/ — ih, / =  О, 1, Я, hlV~t} за
даче (55) поставим в соответствие разностную схему

A y 0 =  - j ( y x,o — ХоУо) = — ('Po +  l 'P i )  . (56)

У N == 1̂ 2*

Разностный оператор Л определен на (Л -̂f 1)-мерном множе
стве сеточных функций, заданных на <о, и отображает его на 
Я-мерное множество функций, заданных на со- =  (я,-£ со, t =  О, 
1, . . . ,  Я — 1}. Видно, что область определения и область зна
чений оператора Л не совпадают.

Рассмотрим теперь пространство Я(со- ) сеточных функций, 
заданных на со*. Скалярное произведение в Я(со") определим, 
как в примере 1 из п .1 § 2 :

N - 1

(а, п = ) tijVjh + O.bhu^, и, и£Я(со- ).

Определим теперь линейный оператор А следующим образом: 
Ayt = — Ayi, 0 <  i <  Я — 1, где у £ Н (  со"), «/,• =  */,• для
О <  i Я  — 1 я yN = 0. Используя это определение, дадим подроб
ную запись оператора А:

A y i = '

/J (Ух, О о̂Уо)> I
- к . , -  1 « ; « л г - 2 , (57)

 ̂ р"(2с/л7-1—yN-z)> i — N 1 .

Оператор А отображает Я  (со- ) на Я  (со- ) и является линейным.
Преобразуем разностную схему (2). Учитывая условие yN= p 2, 

запишем (56) в виде

—  J  (Ух.  о—  'ХоУо) =  /о =  (<Ро + J  H i) .

— y ic x .i^ f i^ V i’ 2, (58)

•р"(2Vn -1—Уя-z) — fff-i — ^Фл7-1+ Д2 И2) •
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Сравнивая (57.) и (58), найдем, что разностная схема (56) 
записывается в виде операторного уравнения первого рода

%  =  /, (59)
где у —искомый, / —заданный элементы пространства Я  (со- ), 
а А —оператор, действующий в Я(ю~), определен выше. 

Укажем основные свойства оператора А.
Оператор А самосопряжен в Я  (<»“ ), т. е.

(Аи, v) = (u, Av), и, v^H(a>~).
Действительно, (Аи, v) =  — (Аи, о), причем uN—Vp, — Q. Поль» 

зуясь второй разностной формулой Грина (13), получим
N -  1

(Ли, ») =  2  u-xx, tVih +  (ux, x0H0) J 0 =
i= 1 

N -  1

=  2  upiXtih + ( u ? — v-u)N— $J>-bJi)b +
N - 1

+  (uxv— Ko’uv)0=  2  u,-ob  ,Л +(0ЯИ—х0о и \* (и ,  Ли).i= 1
Утверждение доказано.

Оператор А положительно определен, т. е.
(Аи, и ) ' ^ у 1(и, и), u £ H ( i о- ),

где ?! =  >  (24_/х”)2 >  -jt >  Q. Это утверждение следует из заме
чаний 1 и 2 к лемме 16. Оператор А в силу леммы 10 имеет 
ограниченный обратный оператор А~х. Поэтому решение уравне
ния (59) существует и единственно.

Для оператора А имеет место оценка сверху
(Ли, и), « € # ( ©■) ,

где Та =  753г(1 + }<о 4 )  1 так как Улгв 0 и
(Ау, у) =  (у\, 1)и+ +  Ио#о.

У)> (&  l U < W -
Последнее неравенство следует из леммы 17.

В качестве второго примера рассмотрим на неравномерной сетке
© =  {*/ 6 [0, /], xt =  j -f  ht, 1 ^  N, х0 =  0, xN — /} разност
ную схему

Ау( = (ау-)£ .—dtyt =  — 1,

А уа = ̂ ~  (axyXt 0—х0г/0)— =  — (фо +  ~jr H i ) . ‘ *  0, (60)

Аум~  )г“ (ал#ь, лг +  х1#лг)—dNyN = — +  i = N.
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Схема (60) аппроксимирует третью краевую задачу для уравне
ния с переменными коэффициентами

(ku'Y — qu = — ф (х), 0 <  х <  /, 
ku' = K0u — р1? х = 0,

— ku' = кхи — р2, х — 1
при соответствующем выборе коэффициентов at и dh например 
при ai = k(xi— 0 ^h i) и di = q(xi).

Если в пространстве Я(со“) сеточных функций, заданных 
на со, со скалярным произведением

N

(и, и )=  2  upfii, й0 =  0,5/i1( hN=0,5hN,
i- 0

определим оператор А = — Л и сеточную функцию =
1 , /„ =  <Po +  !V&o. fN=4>N+^Ajv< т0 разностная

схема (60) запишется в виде операторного уравнения (59)._ 
Самосопряженность оператора Л, отображающего Я (со) на 

Я (со), следует из второй разностной формулы Грина.
Если выполнены условия ai ' ^ c 1> 0, d f ^  0, х0^ 0 ,  0,

Ko +  Ki +  (d, 1 ) > 0, то оператор А положительно определен 
в Я (со), и верна оценка (Ли, и ) ^ у 1 (и, и), 1/Ух— шах

о < t < JV
где У/ — решение задачи Ли,.™— 1, Заметим, что по
ложительность vi следует из принципа максимума, справедли
вого для оператора Л при указанных условиях.

Если dt =  0, то грубую оценку для ух можно получить сле
дующим образом. Из первой разностной формулы Грина получим

(Ау, у) — (— Ay, у) = (ау\, 1),»+ +  и0#о +  *!*/?•
В силу условий 0, отсюда найдем

{Ау, У)>с1[{у\, 1 )и + +  К0г/о +
гдес 1х0 =  и0, Так как х0 +  ><1 > 0, то из замечания 1
к лемме 16 получим оценку

(у\, 0  о)+ +  ЩУо +  ^  7х {у, у)>
ГДе -  __ _______ 8 (Щ+Кг + ЫрКг)21_______

I (2 Ы0) (2-{-Ы1) (2x0 +  2>c1-f IkqKi)

Подставляя сюда х0 и кх, найдем, что (Ли, и ) ' ^ у х(и> и), где
V V =  ________________8Ci (ClXQ +  glXi +  ^оХт)2__________________

™ 1 ”  I (2с3 +  / х0) (2сх +  Ых) (2схх 0 И 2с3хх -f /х0х3)
Для оператора Л имеет место оценка сверху (Ли, и ) ^ у 2(и, и), 
где у2 определено в лемме 18, так как

(Ay, у) = (ау\, ])a+ + (dy\ 1) + к0уЪ+
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В рассматриваемом примере оператор А и разностный опера
тор Л определены в одном и том же пространстве сеточных 
функций Я  (со) и отличаются лишь знаком. В отличие от пер
вого примера, правые части разностной схемы (60) и оператор
ного уравнения (59) совпадают.

Мы ограничились здесь простейшими примерами. В следую
щем пункте разностные схемы, аппроксимирующие эллиптиче
ские краевые задачи в пространстве нескольких измерений, ана
логичным способом будут сводиться к операторным уравнениям 
в соответствующих конечномерных гильбертовых пространствах 
сеточных функций. Будут также изучены основные свойства 
таких операторов.

Из приведенных примеров видно, что разностные схемы можно 
трактовать как операторные уравнения с операторами в линей
ном нормированном конечномерном пространстве. Для этих 
операторов характерно то, что они отображают все пространство 
в себя.

7. Разностные схемы для эллиптических уравнений с посто
янными коэффициентами. Пусть G =  { 0 ^ x a ^ / a, a  =  1, 2}— пря
моугольник, (o = {xi/ = (ih19 jh2)€G,  0 < / < i V 2,
/iaiVa ==/a ; a = l ,  2}—сетка в G, у — множество граничных узлов 
сетки со. Сетка равномерна по каждому направлению ха с ша
гом ha. Обозначим через со множество внутренних узлов сетки. 
Введем пространство сеточных функций Н = Н (со), заданных 
на со. Определим в Н скалярное произведение

N t -  1 JVa- l

(u , v ) =  2  2  и (г, /) v (г, /)/гД .-
г= 1 /= 1

Рассмотрим разностную задачу Дирихле для уравнения Пуассона 
на сетке со

2

Лг/= 2  К у  = — <р(*), *€(■>, /АП
06 = 1 (Ы )

У(х) = ё(х). Х€У>

где -̂аУ — Ухаха, а = \ ,  2.
Разностную схему (61) можно записать в виде операторного 

уравнения (59). Для этого определим оператор А пэ формуле 
Ау--=- — А.у, х£(о, где у £ Н,  у £ Н  и у(х) = у(х) для х € со. Здесь 
Н —множество сеточных функций, заданных на ш и обращаю
щихся в нуль на у. Правая часть /  уравнения (59) отличается 
от правой части <р разностной схемы (61) лишь в приграничных 
узлах

/= Ф  +  Ф1Д  +  ф2/Л!,
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где

{S (0» х2), х  ̂— hlt 
О, 2 lt —2hlt

g (̂ i* -̂ 2)* *̂1 == 1% ’̂ 1»
{ g(*i, 0), x2 — h2,

О, 2/г2< х 2< / 2—2A2,

g (Xj , /2)» 2̂ ^2*

Исследуем свойства оператора Л, действующего из Я  (со) в Я  (to).
1 . Оператор Л самосопряжен:

(Ли, о) =  (и, Ли), и, о 6 Я  (to). (62)
Для доказательства учтем, что

Ws-l JV, - 1
(Л ^, t») =  (—AjU, о) =  — S  А, S  («Л1«),7 “

/=1 1=1
N9- 1 Л^-1

~  — S  К  2  h ^ u h & ij^  — iu, Л1о)=(и, Аго),
/=1 £=1

так как разностный оператор At в силу второй разностной 
формулы Грина на сетке a>i = {x1(i) = ih1, 0 ^ . i ^ . N v —
удовлетворяет равенству

Л?,^1 # о N t - l

2  ht (oAjHjj-y == 2  Aj (Wj AiV)i/ 
г=1  t=i

и, кроме того, мощно менять порядок суммирования по i и /.
Аналогично находим, что (Л2и, о) =  (и, Л2о). Отсюда следу

ет (62).
2 . Оператор Л положительно определен, и для него справед

ливы оценки
6£ < Л < Д £ ,  6 >  0, (63)

где

» - 2

2 2

± sin2 _ iL >  V  А.2 5Ш 2ЛГа ^  Л -Л  &  а= 1 "* 06 а=1 *“
Заметим, что б и Д являются минимальным и максимальным 
собственными значениями разностного оператора Лапласа А (см. 
п. 1 , § 2 гл. IV).

Это утверждение доказывается так же, как и лемма 12. Та
ким образом, мы установили, что в Я  =  Я(со)

А = А \  8£ < Л < А Е ,  6 > 0.
Если на части у0 сеточной границы у задано краевое условие 
первого рода y(x) — g(x), х £ у 0, а на остальной части—краевые
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условия второго или третьего рода, то оператор А определяется 
описанным выше методом, причем Я —множество функций, обра
щающихся в нуль лишь на у0, а Я =  Я(<о0)— пространство се
точных функций, заданных на (о0 =  ю и ( у \у 0)- Например, пусть 
Vo =  {*,•/€«, г =  О, 0 < / < Я а}, а на y\Y o заданы краевые усло
вия второго рода. Тогда разностная схема записывается в виде

Здесь

= (Дх +  Да) У —— ср(х),
*/(*) = £(*).

2
ht У*> ’ ха — 0,

Ух2х2> 2̂ ^  ^2 ^  2̂ ' ^2*
к2У\' II м. ^  хх ^  Z,

А гу = -

а оператор Лх задается формулами

^ hx^^xx^ . l x hx,

l Ух. Xj /х, 0 ^  xa £a.

Скалярное произведение в пространстве Я =  Я  (ш0) определяется 
по формуле

N, V,
(и, B ) = 2 S  u(i,i~ 1 / = 0

/> (£ , /) к  (}) К  (/),

где
Ах, 1 < £ < A j — 1, 
0,5/ij, i ~  Я,,
/ta, 1 1 ,
0,5/ia, / =  0, Я а.

Можно показать, что оператор Л =  +  Л2, соответствующий
разностному оператору Л, самосопряжен в Я, и для него верны
оценки (63) с Д =  Д1 +  Да, 8Х =  - 4 - sin* -Л г-, At =  4 -Xtil 4iV1 %
xcos2 , ба =  0, Да =  -^-. Здесь 8а и Да—минимальное и
максимальное собственные значения разностного оператора Ла, 
а — 1 , 2.

Заметим, что операторы Ах и А2 являются перестановочными 
как для первой, так и для второй краевых задач. Поэтому, в силу 
общей теории (см. п. 5 § 1 гл. V), собственные значения рпе- 
ратора А являются суммой собственных значений операторов Аг 
и Ла: М Л Н М Л Л -Ш Л ,) .
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8. Уравнения с переменными коэффициентами и со смешан
ными производными. Рассмотрим задачу Дирихле для эллипти
ческого уравнения с переменными коэффициентами в прямоуголь
нике G — {0 ^  ха sg; а  =  1 , 2}:

=  - ? ( * ) «  =  -  ф ( х ) ,  * € G ,  ( б 5 )

u(x) = g(x), х£Т,

где ka (x) и q (х)—достаточно гладкие функции, удовлетворяющие 
условиям 0 < c 1 ^ fe 0.(A:)s^c2, 0 ^ d l ^ . q ( x ) ^ d 2. Обозначим че
рез ш =  ю +  7 сетку с шагами и h2, введенную в п. 7.

Задаче (65) поставим в соответствие разностную задачу Ди
рихле на сетке 55:

Ау =  +  А2) у —dy =  — <р (х), xgco,
y(x) = g(x), х £ у ,  '  '

где Аау — (аауха)ха, а =  1, 2, а аа (х) и d(x) выбираются, напри-
мер, так:

а̂  (х ,̂ ■̂2) ( 1̂ -0,5/Cj, х2),
а, (xlt х2) =  k2 (xlt х2 0,5/ij), d(x) = q (x).

Тогда коэффициенты разностной схемы удовлетворяют условиям 
О <  сг <  аа (х )<  с2, 0 < d 1 < d < d 2. (67)

Обозначим через Я  =  Я (со) пространство сеточных функций, вве
денное в предыдущем пункте, а через Я  — множество сеточных 
функций, обращающихся в нуль на у.

Запишем разностную схему (66) в виде операторного уравне
ния (59), где оператор А определим обычным образом: Ау —— А у , 
где у £ Н,  у £ Н  и у{х) = у{х) для х^со.

Обозначим через 91 — 91х +  Э12, где 9iay — Ухаха> а  =  1, 2, раз
ностный оператор Лапласа и определим соответствующий ему 
в Я  оператор R: Ry = — 9ty, у £ Н,  у £ Н  и у(х) = у(х) длях^со.

Л е м м а  19. Оператор А самосопряжен в Н , и для него верны 
оценки

(сх -f djA)  (Ru , и) <  (Аи, и) <1 (с2 +  djb)  (Ru , и), (68)
(Cj6 +  dj) (и, и) <  {Аи, и) <  (с2A -f d2) {и, и), (69)

где 5 и А определены в (64).
В самом деле, из условий (67) и оценок, полученных в пре

дыдущем пункте
ЬЕ <  АЕ, ‘ (70)
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следует, что для любого и £ Н  верны неравенства

Ru , u )^ .d t (u, u)^.(du, и). (71)

Далее, первая разностная формула Грина дает
Л'г-1 N,

(Аги, и) =  — (А °и, и) =  2  2
/= 1 Г =1
iV2- l

(/?!«, и) — — (5?xu, и) =  2  2  {Щ)иКК'

В силу (67) отсюда получим неравенства
Cj(/?!«, ы)<  (А ^, ы ) < с 2(i?xM, ы).

Аналогично найдем, что
ci { R 2u > « Х ( А 2ы, м) < с2(/?2«, и).

Отсюда и из (70) вытекают неравенства

<̂ 6 (и, ц ) < с , ( # и ,  ы)<( ( А 1 Ч-А2)ы, м ) < с 2(/?ы, ы Х с 2Д(ы, «),
складывая которые с неравенствами (71) будем иметь (68) и (69).

Самосопряженность оператора А доказывается по аналогии 
с предыдущим пунктом.

Отметим, что в неравенствах (68) указаны постоянные энер
гетической эквивалентности операторов R и А, причем, так как 
d ^  0 и 6^8/11 + 8/11, то  эти операторы эквивалентны с постоян
ными, не зависящими от числа узлов сетки.

Рассмотрим теперь задачу Дирихле для эллиптического урав
нения, содержащего смешанные производные

=  = _ Ч > ^ ’ х ^ '  (72)
u(x) = g(x), х ^ Г .

Предполагается, что выполнены условия эллиптичности

ci 2  й  <  2  Кь (х) SaEp <  с2 2  и ,  х е о ,  (73)а=1 а ,0=1 а=1
где 0, a |==(g1, | 2) — произвольный вектор.

На прямоугольной сетке со задаче (72) можно поставить в со
ответствие разностную схему

2

Лг/ =  0,5 2  [ ( ^ y x J x a+ (ka^yxpka] = — <р(х), х£(о,а, Э‘= 1
y(x) = g(x), х £ у .  (74)

Запишем (74) в виде операторного уравнения (59), определяя
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оператор А обычным образом: А у ~  — Ау, где у £ Н  (©), у £ Н  и 
у(х )=у(х )  для При этом правая часть f отличается от
правой части ф уравнения (74) лишь в приграничных узлах. Для 
нахождения явного вида /  следует записать разностное уравне
ние в приграничном узле, воспользоваться краевым условием и 
перенести в правую часть уравнения известные значения у(х) 
на у.

Покажем теперь, что при выполнении условия симметрии 
k12 (х) =  kn (х) оператор А самосопряжен в пространстве Н = Н (ш), 
определенном выше. Для этого запишем оператор Л в виде сумм» 
A =  (Al +  Ai)/2, где

Лв У  =  ( к а а У х а  +  ^ а 0 х ^ ) х а  +  ( ^ а а У х а  +  k a 0 x ^ x a ,

р =  3—а, а  =  1, 2.
Используя формулы суммирования по частям (7') и (9'), получим 
для любых и, Ь$Й

N t - l  Ni
и) — 2  2  -f- Ojj,-j h j t ^

/ = 1 i = 1

2  2  [ i^ n ^ X y  "f" ^ 12^/= l 1=0
Учитывая, что ^  и vx равны нулю соответственно при / =  Л2 
и / =  0, полученное равенство можно записать в виде

N2 Ni в ш ,
(A,U, о) =  — ^  2  [(fei iu5t +  k n u ~x) V x ^ i j K K —

N z - \ N t - \

2  ̂ 2 q [(^hu»i ~t~ (75)

Аналогично найдем
N t

(Aji, V) = — 2  2  + kn“x) kjijhAi « 1 /= 1
N t - \ N z - \

.2  2  [(k%iux2 "Ь ^ а]*7^1^2* (7®)

Складывая (75) и (76), получаем
Nt N* / 2  e o

(Ли, v) = — 0,5 2̂  2  1̂̂ 2 2   ̂ ttxapXp
Nt-lNt-l  / 2

*—0,5 2  2  ( 2  &a[5 ttxQp.i = 0 / = 0 \a, P=1 //
(77)

Отсюда следует, что при условии k12 =  £21 выполняется равенство
(Ли, и) =  (и, Л#).



В ейлу равенства (Au,v) —— (Ли, о) оператор А самосопря
жен в Н.

Найдем границы оператора А. Подставим в (77) вместо v се
точную функцию и, учтем условия эллиптичности (73) и условие 
и(х) =  0 для x g y . Получим

где М—разностный оператор Лапласа. Аналогично найдем

Учитывая оценку (70), получаем следующие неравенства для опе
ратора А:

где 6 и А определены в (64). Следовательно, оператор А, соот
ветствующий разностному эллиптическому оператору со смешан
ными производными, и оператор R, соответствующий разностному 
оператору Лапласа, энергетически эквивалентны с постоянными 
сх и с2, не зависящими от числа узлов сетки. Оператор А имеет 
границы с̂ б =  0(1) и caA =  0 ( l/ / t2)(ft2 =  /i24-/i|), и если число 
узлов сетки велико, то оператор А плохо обусловлен.

Отметим, что неравенства (78) остаются верными и в случае, 
когда для аппроксимации дифференциального оператора L исполь
зуются разностные операторы

—(Ли, и )^ .с 2(—51и, и).

сг (Ru , и) (Аи , и) г^са (Ru , и),
схб (и, и) ^  (Аи, и )^ .с 2А (и, и),

(78)

или
2

Лг/ —  ~2 \_{̂ ааУха)ха “Ь (&аа*/*а)*а] ~f*

+  4  S  [(^ар!/*р)*а +  (,Ьа£Ухр)ха +  Ф а^Ух^х^  +  (&арУх^)ха]-
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§ 3. Основные понятия теории итерационных методов

1. Метод установления.. Выше было показано, что разностные 
схемы для эллиптических уравнений естественным образом за
писываются в виде операторного уравнения первого рода

с оператором Л, действующим в гильбертовом пространстве Я 
конечной размерности. Линейным эллиптическим уравнениям со
ответствуют линейные операторы Л, а квазилинейным—нелиней
ные операторы Л.

Теория итерационных методов для операторного уравнения (1) 
может быть изложена как один из разделов общей теории устой
чивости разностных схем. Итерационные схемы можно трактовать 
как методы установления для соответствующего нестационарного 
уравнения. Поясним это на примере уравнения с самосопряжен
ным положительно определенным и ограниченным оператором Л, 
Л =  Л * > 6 £ , б >  0.

Пусть v = v (/) абстрактная функция t со значениями в Я, т. е. 
v(t) при каждом фиксированном t есть элемент пространства Я. 
Рассмотрим абстрактную задачу Коши:

Покажем, что l i m  | | и ( / )  — и [[ =  0 ,  где и — решение уравнения (1),
т. е. решение v (i) нестационарного уравнения (2) с ростом t стре
мится к решению и стационарного (не зависящего от /) уравне
ния (1) {имеет место «установление» или «выход на стационарный 
режим»). Для погрешности z(t) = v(t) — и имеем однородное урав
нение

Умножая это уравнение скалярно на г: » 2) +  (Лг, г) =  0 и

Au = f 0 )

^ -  + Av = f, t >  0, у (0) =  у„6 Я . (2)

-^- +  Лг =  0, t >  0, г(0) =  у(0) — и.

учитывая, что

получим
4 « г (/)Р +  2 б |г (О Г < 0 .

После умножения этого неравенства на еш  >  0 имеем

А еш ,|2 ( 0 |р< 0 ,

откуда следует e26<||z(0 ||2<I||z(0)||2 или
||o(tf)—« ! < е _6<|у (0) — иI—>-0 при t —>-оо.

258



Таким образом, решая уравнение (2) с любым щ $Н , мы при 
достаточно большом t получаем приближенное решение исход
ного уравнения (1) с любой заданной точностью. Такой метод 
получения решения называют методом установления. Анало
гичным свойством затухания начальных данных обладают и раз
ностные аналоги уравнения (2).

2. Итерационные схемы. Остановимся сначала на общей ха
рактеристике понятия итерационной схемы. Пусть требуется 
найти решение уравнения (1). Будем сначала предполагать, 
что А —линейный оператор, заданный в Я.

В любом итерационном методе решения уравнения (1) исходят 
из некоторого начального приближения у0£Н  и последовательно
определяют приближенные решения ylt у2..........ук, yk+i,
где k —номер итерации. Приближение ук+1 выражается через 
известные предыдущие приближения по рекуррентной формуле

Ук+i =  ^к (Уо> Уг< •••> Ук) I
где Fk—некоторая функция, зависящая, вообще говоря, от опе
ратора А, правой части /, номера итерации k.

Говорят, что итерационный метод имеет порядок т, если 
•каждое последующее приближение зависит лишь от т преды
дущих, т. е.

Ук+i  =  F k  (У к -т  + 1> У к -т + 2 > • •> Ук)-

Итерационные схемы высокого порядка при своей реализации 
требуют запоминания большого объема промежуточной инфор
мации и поэтому на практике обычно ограничиваются значе
ниями т — 1 или т — 2.

От выбора функции Fk зависит структура итерационной схемы. 
Если функция линейная, то итерационный метод тоже назы
вается линейным. Если Fk не зависит от номера итерации k, 
то итерационный метод называется стационарным.

Рассмотрим общий вид линейной итерационной схемы пер
вого порядка. Любая такая схема, в соответствии с определе
нием, может быть записана в виде

Ук+i ~  ^к+гУк тА-и Фа+1> & =  0, 1, ...»  (3)

где S k—линейные операторы, заданные на Я, хк—некоторые 
числовые параметры.

Обычно к итерационным схемам предъявляется естественное 
требование: решение и =  Л _1/ € Я  уравнения (1) для любого f 
должно быть неподвижной точкой процесса последовательных 
приближений (3), т. е.

A ^ f  = Sk+1A ^ f + т*+1ф*+1. (4)
Отсюда следует, что если положить

5/5+1 =  «£ T ' k + i B k h A ,  Ф*+1 ~  B k + i f *  (5)
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где Bk+i—линейный обратимый оператор, действующий в И, 
то условие (4) будет выполнено. Подставляя (5) в (3), получим 
в результате несложных преобразований

в ^ Укч1~Ук +  АУк= / '  * = 0 , 1 ..........У Л Н . (6)

Сохраняя терминологию теории разностных схем (см. А. А. С а
м а р с к и й ,  Теория разностных схем, 1977, гл. V), назовем (6) 
каноническим видом двухслойной итерационной схемы. Итак, 
любой линейный итерационный процесс первого порядка может 
быть записан в виде (6). Если Вк+1 =  Е, то итерационная схема 
называется явной, так как в этом случае приближение ук+1 на
ходится по явной формуле

Ук+1~Ук ^к+1(АУк /)» k =  0, 1, ...
Если Вк хотя бы для одного k отлично от единичного опера
тора, то схема называется неявной. Числа хк называются ите
рационными параметрами. Если хк+1 зависит от итерационного 
приближения ук, то итерационный процесс будет нелинейным. 
Очевидно, что в стационарном итерационном процессе опера
торы Вк и параметры хк (точнее, Вк/хк+1) не должны зависеть' 
от номера итераций k.

Отметим, что схему (6) можно трактовать как неявную двух
слойную схему для нестационарного уравнения

B ( t ) ^ - + A v  =  f, t > 0 , v { 0 )  =  y0,

более общего, чем рассмотренное выше уравнение (2). При этом 
параметр можно рассматривать как шаг по фиктивному 
времени.

Различие между итерационными схемами и схемами для не
стационарных задач вида (2) заключается в следующем:

1) при любых Bk+i и тй+1 решение и исходного уравнения (1) 
удовлетворяет (6);

2) выбор параметров хк+1 и операторов Вк+1 следует под
чинить лишь требованиям сходимости итераций и минимума 
арифметических действий, необходимых для нахож дения реше
ния уравнения (1) с заданной точностью (для нестационарных 
задач выбор шага подчинен прежде всего требованию аппрок
симации).

Выше предполагалось, что оператор А линеен. Очевидно, 
схема (6) может быть использована для нахождения прибли
женного решения уравнения (1) и в случае нелинейного опе
ратора А. При этом обычно оператор Вк+1 выбирается линейным.

Двухслойные итерационные схемы (6) являются наиболее 
употребительными. Однако при решении уравнения (1) исполь
зуют и трехслойные схемы, которые описывают итерационные
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процессы второго порядка. Наиболее исследованными являются 
трехслойные схемы «стандартного» типа. Они записываются в виде

Вк-иУк+1 =  ак+1 (В*+1 т*+1^) Ук “Ь (1 aft+l) Вк+1Ук-1 ~baft+lTA+l/
(7)

для &=1,  2, . . .  Здесь используются две последовательности 
итерационных параметров {тА} и {ak\. Для реализации схемы (7) 
необходимо, помимо начального приближения у0, задать еще 
приближение уг. Обычно оно находится по у0 с использованием 
двухслойной схемы (6), т. е.

ВхУх =  (Вх— дЛ ) у0 +  V ,  у0 € Я. (8)
Можно показать, что для (7), (8) решение и уравнения (1) 
является неподвижной точкой.

Если Вк^ Е  для всех f t= l ,  2 то схема (7) называется 
явной:

«/*+г “  aA+ 1 (£  ~ Т*+И) У к +  (1 —'»*+i) г/ft-x +  «а+ Л +i Л
В противном случае схема (7) неявная.

3. Сходимость и число итераций. Основное отличие итера
ционных методов от прямых заключается в том, что итерацион
ные методы дают точное решение уравнения (1) лишь как пре
дел последовательности итерационных приближений {yk} при 
k —>-00. Исключение составляют методы «конечных» итераций, 
к которым относятся методы сопряженных направлений, теоре
тически позволяющие найти точное решение при любом началь
ном приближении за конечное число действий, если А —линейный 
оператор в конечномерном пространстве.

Для характеристики отклонения итерационного приближе
ния yk от точного решения и задачи (1) вводится погрешность 
zk = yk—и . Итерационный процесс называется сходящимся в энер
гетическом пространстве Яд, если ||zft||D—*0 при k —>00. Здесь 
HD— пространство, порожденное самосопряженным положительно 
определенным в Я  оператором D.

Смысл введения энергетического пространства HD заклю
чается в следующем. Как мы знаем, последовательность эле
ментов Я, сходящаяся в одной норме, сходится и в эквива
лентной норме. Поэтому при исследовании конкретной итера
ционной схемы удобно выбрать такое энергетическое пространство 
Яд, в котором операторы итерационной схемы А и Bk обладали 
бы заданными свойствами, например были самосопряжены и 
положительно определены.

Одной из важных количественных характеристик итерацион
ного метода является число итераций. Обычно задается неко
торая точность е >  0, с которой надо найти приближенное ре
шение уравнения (1). Если ||ц||д =  0(1), то требуется, чтобы 
выполнялось условие

Цуи- « 1 1 о < е "Р" (9 )
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Здесь п0(е)—минимальное число итераций, гарантирующее за
данную точность е. Это число зависит от того, какое взято 
начальное приближение. Условием (9) можно пользоваться для 
определения момента окончания итераций, если указанная норма 
может быть эффективно вычислена в процессе итераций. Напри
мер, если оператор А невырожден и положительно определен, 
то, выбирая в качестве D оператор А*А, получим из (9)

!&.—« 1 о = И у „—/Н < «.
так как

(У„—и, У » — и)о =  ( А * А (Уп— и), Уп~ «) =
= (Ауп— Аи, Ауп—Аи) =  IАуп—/||*.

Для сравнения качества различных методов в общем случае 
используется число итераций, определяемое из условия

\Уп— «11о<е||г/0 — и Цо при и > л 0(е). (10)

Это число указывает, сколько итераций достаточно выполнить, 
чтобы при любом начальном приближении у0 норма начальной 
погрешности в HD была уменьшена в 1/е раз. Условие (10) 
также можно использовать в качестве критерия для окончания 
процесса итераций.

Уравнению (1) можно поставить в соответствие большое число 
итерационных схем (6) или (7), (8) с любыми Bk и тЛ, ak. Между 
тем при решении конкретной задачи возникает проблема выбора 
одной схемы. С точки зрения вычислительной математики наи
более важным является построение таких итерационных мето
дов, которые позволяют получить решение (1) с заданной точ
ностью за минимальное машинное время. Это требование эко
номичности метода является естественным. При теоретических 
оценках качества метода оно часто заменяется требованием 
минимума числа арифметических действий Q (е), достаточных 
для получения решения с заданной точностью.

п

Общий объем вычислений Q (е) равен Q(e )=  2  где <7*—k— 1
число действий для вычисления итерации номера k, а п—число 
итераций, п ^ п 0(е). Задача построения итерационного метода 
ставится так (для двухслойной схемы (6)): оператор А фикси
рован, а параметры {тк, fe = l, 2, . . . ,  п} и операторы нужно 
выбрать из условия минимума Q (е).

В такой общей постановке эта задача вряд ли имеет реше
ние. Обычно набор операторов Вк задается априори, и если 
число действий, необходимое для обращения оператора Вк, не 
зависит от k, то qk =  q и Q(e) = qn0(e). В этом случае задача 
о минимуме Q (е) сводится к задаче выбора итерационных па
раметров хк из условия минимума числа итераций л0 (е).
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Чтобы установить иерархию методов, надо сравнить их по 
каким-либо характеристикам. Иногда используются асимптоти
ческие оценки для числа действий или для числа итераций при 
стремлении числа неизвестных в разностной схеме к бесконеч
ности. Однако существует фактическое ограничение на число 
неизвестных при решении эллиптических многомерных уравне
ний методом сеток. Так, например, для трехмерного уравнения 
Пуассона среднее число узлов по каждому переменному Af^lOO 
приводит нас к системе линейных алгебраических уравнений 
с Л1 =  10е неизвестными. Вряд ли целесообразно увеличение 
числа узлов. Поэтому надо сравнивать методы прежде всего 
на реальных сетках.

4. Классификация итерационных методов. Итерационные ме
тоды характеризуются структурой итерационной схемы, энер
гетическим пространством HD, в котором исследуется сходи
мость метода, типом итерационного метода, условием окончания 
процесса итераций, а также алгоритмом реализации одного 
итерационного шага.

Мы будем рассматривать только двухслойные и трехслойные 
итерационные схемы, явные и неявные, для которых условием 
окончания процесса итераций будет условие

\\Уп— и  Id ^  8II — и Но» е >  0.
В общей теории итерационных методов рассматриваются ме

тоды двух типов: использующие априорную информацию об 
операторах итерационной схемы и не использующие (методы 
вариационного типа). В первом случае итерационные пара
метры тк для схемы (6) и хк, ак для схемы (7), (8) выбираются 
из условия минимума либо нормы разрешающего оператора 
(оператора, связывающего начальное и конечное приближения), 
либо нормы оператора перехода от итерации к итерации. При 
этом итерационные параметры выбираются так, чтобы обеспе
чить наивысшую скорость сходимости при самом плохом началь
ном приближении. В методах этого типа качество начального 
приближения не используется.

В методах вариационного типа итерационные параметры вы
бираются из условия минимума некоторых функционалов, свя
занных с исходным уравнением. Например, в качестве функцио
нала берется энергетическая норма погрешности k-й итерации. 
В этом случае итерационные параметры зависят от предыдущих 
итерационных приближений и обладают свойством учитывать 
качество начального приближения.

В общей теории итерационных методов мы отказываемся от 
изучения конкретной структуры операторов итерационной схе
мы—теория использует минимум информации общего функцио
нального характера относительно операторов. Это позволяет 
достичь главной цели — указать общие принципы конструиро
вания оптимальных итерационных методов в зависимости от
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характера и вида априорной информации о задаче, а также от 
тех требований, которые предъявляются к способу решения этой 
задачи. Эти дополнительные требования могут, например, со
стоять в том, что нужно построить метод оптимальный не 
на одной задаче, а на серии задач с одним и тем же оператором А, 
но с различными правыми частями.

Несомненно, что учет структуры оператора решаемой задачи 
позволяет построить специальные итерационные методы, которые 
обладают более высокой скоростью сходимости, чем методы из 
общей теории. Это достигается особым выбором операторов Вк 
и итерационных параметров. Специальные методы имеют узкую 
область применения.

Остановимся теперь на роли операторов Bk. Для неявных 
итерационнных схем выбор операторов Вк должен быть подчи
нен двум требованиям: обеспечению наиболее быстрой сходи
мости метода и требованию простоты и экономичности обра
щения этих операторов. Эти требования противоречивы. Действи
тельно, если в схеме (6) взять Вг = А и ^ = 1 ,  то при любом 
начальном приближении решение уравнения (1) может быть 
получено за одну итерацию. В этом случае скорость сходимости 
максимальна, однако обращение такого оператора В1 эквива
лентно решению исходной задачи.

Оказывается, и это будет показано ниже, что нет необхо
димости выбирать оператор Вк равным оператору А. Достаточно, 
чтобы были близки энергии этих операторов. Это требование 
открывает возможность выбирать из класса операторов В, близ
ких по энергии к оператору А, легко обратимые операторы.

В настоящее время наиболее часто используется следующий 
подход при построении неявных итерационных методов. Оператор 
Вк+1 задается либо конструктивно в явном виде, либо итера
ционное приближение ук+1 находится в результате некоторой 
вспомогательной вычислительной процедуры, которую можно 
трактовать как неявное обращение оператора Вк+1.

В первом случае оператор Вк+1 обычно выбирают в виде 
произведения некоторого числа легко обратимых операторов 
так, чтобы оператор Вк+1 в некотором смысле был близок к опе
ратору А. При этом операторы, входящие в произведение, сами 
могут зависеть от параметров, которые можно рассматривать 
как дополнительные итерационные параметры. Например, если 
Вй= ( £  +  соАЛ1)(£  +  (ойЛ2), где Аа—операторы, то <ак— числа, 
являющиеся параметрами. В этом случае переменность опера
тора Вк проявляется лишь в зависимости указанных пара
метров <ак от номера итерации k. При такой конструкции опе
ратора Вк обеспечивается единообразие вычислительного процесса 
нахождения приближенного решения на каждой итерации.

Остановимся на двух алгоритмах нахождения нового при
ближения ук+1 в случае, когда оператор Вк+1 имеет фактори
зованный вид. Пусть Bk+i =  Вк+1Вк+1. . .  Врк+1 и ук+1 находится
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по двухслойной итерационной схеме (6). В первом алгоритме 
решается последовательность уравнений

Blk+1v1 = Fk+1, B%+1va = va- \  а  =  2, 3, . . . .  р, (11)
где Fk+i = Вк+1ук—тА+1 (Аук—/). Видно, что yk+i = vP. Каждое 
из уравнений (П) должно легко решаться. Алгоритм не требует 
запоминания промежуточной информации, будучи полученной, 
она тут же используется. Недостаток алгоритма заключается 
в необходимости вычислять элемент Вк+1ук, что может оказаться 
сложной процедурой.

Второй алгоритм имеет вид схемы с поправкой:

Ук+1 = Ук— 'Ск+1иР> (12)
Bk+iV1 =  Аук—/, 5 “+1 о“ =  о“- \  ос =  2, 3.........р.

В этом случае требуется дополнительно запоминать предыдущее 
итерационное приближение ук и хранить его до тех пор, пока 
не будет найдена поправка vp.

Во втором способе построения неявного итерационного ме
тода исходят, например, из схемы для поправки (12), а по
правку vp находят как приближенное решение вспомогательного 
уравнения

Як+1° = гк, гк = Ауъ— f. (13)
Пусть (13) решается при помощи какой-либо двухслойной ите
рационной схемы. Тогда погрешность zm = vm— v удовлетворяет 
однородному уравнению

zm+1 = Sm+1zm, т =  0, 1, . . . .  р — 1, г° =  о°—о,

где Sm+1—оператор перехода от т-й к (т +  1)'й итерации. Отсюда 
найдем

z P ^ v P - v ^ S p S p - i . . .  5 ,2 "  = Tp {xfi- v ) ,  Тр=  П  Sm,
m =  1

где Тр—разрешающий оператор. Подставляя сюда v — Rklirk и 
выбирая и° =  0, получим

vp = (Е—Тр) Ruhrк или vP = Bkh rk, (14)

где через Вк+1 обозначен оператор R k+1(E—Тр)~ъ.
Подставим (14) в (12) и найдем, что ук+1 удовлетворяет двух

слойной схеме (6) с указанным оператором Вк+1. Если норма 
оператора Тр мала, то оператор Вк+1 «близок» к оператору R k+i. 
Поэтому в качестве оператора R k+1 естественно выбирать близ
кий к А оператор.



Г Л А В А  VI

ДВУХСЛОЙНЫЕ ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ

В главе рассматриваются двухслойные итерационные методы решения 
операторного уравнения Аи — f. Итерационные параметры выбираются с ис
пользованием априорной информации об операторах итерационной схемы. 
В § 1 ставится задача о выборе параметров для двухслойной схемы. В §§ 2 и 3 
эта задача решается для самосопряженного случая. Здесь построены чебы- 
шевский метод и метод простой итерации. В § 4 изучено несколько способов 
выбора итерационного параметра в несамосопряженном случае в зависимости 
от объема априорной информации. В § 5 рассмотрены некоторые примеры 
применения построенных методов для решения сеточных уравнений.

§ 1. Постановка задачи о выборе итерационных 
параметров

1. Исходное семейство итерационных схем. В главе V было 
показано, что разностные краевые задачи для эллиптических 
уравнений представляют собой специальные системы алгебраиче
ских уравнений, которые можно трактовать как операторные 
уравнения первого рода

в вещественном гильбертовом пространстве Я . В некоторых 
частных случаях такие системы могут быть эффективно решены 
прямыми методами, изученными в главах I—IV. В общем случае 
одним из приближенных методов решения сеточных эллиптиче
ских уравнений является метод итераций. Изучение итерацион
ных методов начнем с простейших двухслойных методов—чебы- 
шевского метода и метода простой итерации.

Для приближенного решения уравнения (1) с линейным не
вырожденным оператором А, заданным в Я, рассмотрим неявную 
двухслойную итерационную схему

с произвольным начальным приближением у0€ Я .  Здесь {хк) — 
последовательность итерационных параметров, а В — произволь
ный линейный невырожденный оператор, действующий в Я. 
Вопрос о наилучшем выборе оператора В будет изучен отдельно,

Au — f ( 1)

(2)
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здесь же только отметим, что оператор В должен быть легко 
обратимым.

Сходимость итерационной схемы (2) будем исследовать в  энер
гетическом пространстве HD, порождаемом произвольным само
сопряженным положительно определенным в Н оператором D.

Так как оператор В не фиксирован, то (2) порождает се
мейство итерационных схем, которое будем называть исходным 
семейством.

В главе V было показано, что для изучения сходимости ите
рационного метода необходимо исследовать поведение нормы 
в HD погрешности zk = yk— и при *оо,гдег/А—итерационное 
приближение, получаемое по схеме (2), а и— решение уравнения 
(1). Итерационный метод сходится в HD, если норма погреш
ности гк в HD стремится к нулю, когда k стремится в беско
нечность.

Так как скорость сходимости зависит от выбора итерацион
ных параметров хк, то их следует выбирать так, чтобы скорость 
сходимости была максимальной.

2. Задача для погрешности. Исследуем сначала сходимость 
двухслойных итерационных схем (2). Для этого получим урав
нение, которому удовлетворяет погрешность гк.

Подставляя yk — zk-\-u для /г =  0, 1, . . .  в (2) и учитывая 
уравнение (1), найдем

B *b±LZZ3 .. +  AZk =  о, ft =  0> 1.......... z0= y 0- u ,
lk + l

т. е. погрешность гк удовлетворяет однородному уравнению. 
Разрешая это уравнение относительно zk+1:

Ч+1 = (Е —%к+1В~1А)Ч
и полагая zk — D~xi2xk, перейдем к уравнению для эквивалент
ной погрешности хк, которое будет содержать один оператор. 
Уравнение для хк будет иметь вид

x k + i  =  B k + i x k< B k + i ~ E  k  =  0 ,  1...........  (3)

где C = D1̂ B~1AD~1/2. В силу сделанной замены справедливо 
равенство

1 M = « £ 1/2z* IN |zJ d,

поэтому задача исследования сходимости итерационного метода 
(2) в HD сводится к изучению числовой последовательности 
||я*||, k = l ,  2, . . . ,  где хк определено в (3).

Найдем решение уравнения (3). Из (3) получим



Отсюда вытекает следующая оценка для нормы погрешности zk 
в HD.

II Z k  IId  =  II X k  II ^  II о IIIIХ 0 II =  II Т /t, о III 20 Но- (4)

Оператор 0 называется разрешающим оператором для k-н 
итерации, a Sk —оператором перехода от (k— 1)-й итерации к fe-й 
итерации.

Из оценки (4) следует, что итерационный метод (2) сходится 
в HD, если норма разрешающего оператора Тк% 0 стремится к нулю, 
когда к стремится к бесконечности.

Таким образом, задача исследования сходимости итерационной 
схемы (2) в HD сведена к изучению поведения нормы разре
шающего оператора Тк% 0 в пространстве Я в зависимости от 
номера итерации к.

Разрешающий оператор Тк% 0 определяется оператором С и 
итерационными параметрами т*, т2, . . . ,  тк.

Считая оператор С фиксированным, поставим задачу вы
брать параметры {tJ  так, чтобы итерационный метод сходился. 
Среди сходящихся итерационных методов оптимальным методом 
будет, очевидно, тот, параметры %к которого обеспечивают до
стижение заданной точности е >  О за минимальное число ите
раций. Этому требованию в силу оценки (4) можно придать 
следующую эквивалентную форму: для заданного п построить 
набор итерационных параметров тх, т2, . . . ,  т„, для которого 
норма оператора Тп% 0 была бы минимальной.

3. Самосопряженный случай. Дадим теперь строгую поста
новку задачи о наилучшем выборе итерационных параметров 
для двухслойной схемы (2). Эта задача будет иметь решение 
при определенных предположениях относительно операторов Л, 
В и D. Сформулируем эти предположения.

1) Будем предполагать, что операторы Л, В и D таковы, 
что оператор DB~1A самосопряжен в Я. Если это предполо
жение выполнено, то будем гозорить, что рассматривается само
сопряженный случай.

2) Пусть заданы уг и у2—постоянные энергетической экви
валентности операторов D и DB~lA t т. е. постоянные из не
равенств

y,D <  y2D, Vl >  D B-'A  =  {DB~'A)\ (5)

Второе предположение определяет тип априорной информации 
об операторах итерационной схемы; эта информация исполь
зуется при построении формул для итерационных параметров в 
самосопряженном случае. Простейший пример, для которого 
предположение о самосопряженности оператора DB~lA выпол
няется, следующий: Л =  Л*, D = B = E , т. е. рассматривается 
явная схема в исходном пространстве Я для уравнения (1) с 
самосопряженным оператором Л. В этом случае априорная ин
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формация состоит в задании границ оператора А. Более сложные 
примеры выбора оператора D будут рассмотрены ниже.

Итак, пусть выполнены условия (5). Из (5) следует, что опе- 
> ратор С — D~1/2 (рВ~гА) £)-1/2 самосопряжен в Я , а у, и у2— 

его границы, т. е.
угЕ ^ С ^ у 2Е, Vi >  О, C =  C* =  D -1/2(D 5-M )D -1/2. (6)

Действительно, полагая в неравенствах
y^D x, x )^ (D B ~ 1Ax, x ) ^ .y 2(Dx, х)

x = D~li>2y, получим неравенства (6). Таким образом, сделанные 
выше предположения относительно операторов А, В и D экви
валентны условиям (6).

Сформулируем теперь задачу об оптимальном выборе итера
ционных параметров для схемы (2). Из определения разреша
ющего оператора „ и условий (6) следует, что оператор 
Tkt „ = Tk<0 (С) самосопряжен в Я  и норма операторного поли
нома Тп<0\С) оценивается следующим образом:

II т п sCI max
Yi < t < Уг

I I  (1 - V )  •k= 1
Из оценки (4) следует, что в самосопряженном случае итера

ционные параметры тх, т2, . . . ,  т„ должны быть выбраны так,
П

чтобы максимум модуля полинома Pn(t)=  Ц  (1—тkt), постро-
k  =  1

енного по этим параметрам, на отрезке [уг, у2] был минималь
ным, т. е. нужно найти параметры из условия

min max
{Т/г} Vi <*<Y2

П  (1 - V )
k =  1

=  max 1ЛД01-
Vi < t < Va

Тогда для погрешности метода (2) будет верна оценка ||г „ ||о ^  
< 0*1*0Но. где

Яп= max |Р „ (0 |.
V! < t < Ya

Сформулированная выше задача является классической зада
чей минимакса. В § 2 будет приведено решение этой задачи и 
будет построен набор итерационных параметров т1( т2, . . . ,  т„. 
Итерационный метод с этим набором параметров называется 
чебышевским методом. В литературе этот метод называют также 
методом Ричардсона.

§ 2. Чебышевский двухслойный метод

1. Построение набора итерационных параметров. В § 1 было 
показано, что построение оптимального набора итерационных 
параметров тг, т2, . . . .  т„ сводится к нахождению полинома
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п
Pn(t) вида Pn{t)=  П  (1—rkt), максимум модуля которого на

k = 1
отрезке [ух, у2] минимален.

Решим эту задачу. Так как вид полинома определяется усло
вием нормировки Рп (0) =  1, то указанная задача формулируется 
следующим образом: среди всех полиномов степени п, прини
мающих в точке  ̂=  0 значение 1, найти полином, наименее 
уклоняющийся от нуля на отрезке [у2, у2], не содержащем точку 0.

Решение этой задачи было получено русским математиком 
В. А. Марковым в 1892 г. и приведено в дополнении. Искомый 
полином Pn(t) имеет вид

Р , ( 0 = ? Л ( Ь ^ ) ,  — ! р (1)
" V Ро )

где Тп(х) — полином Чебышева первого рода степени п,
( cos(narccosx), | х | ^ 1 ,

Рп(х) — |  ch (n Arch х), | х | ^  1,

2Ра  ,  2 n _ _ L z I  п 1 -Т ^ Г  « I j iРо 1+ |  . Pi 1+1/~ |>S 72-Яп- 1 I ~2п
1 + Р 1 V 1 - I - V 2 (2)

При этом max \Pn(t)\ = qn. Отсюда следует оценка для
Yi <  t <  V2

нормы- погрешности гп в Hd'
||2и|Ь<<7„||20||о, (3)

где qn определено в (2).
Получим формулы для итерационных параметров. Так как 

полиномы, стоящие в левой и правой частях (I), принимают 
при t — 0 одно и то же значение, равное 1, то тождество в (1) 
будет иметь место лишь в том случае, когда множества корней
полиномов Pn(t) и Тп f совпадают. Полином Pn(t) имеет
корни 1/тй, k = \ ,  2, . . . ,  п, а полином Тп(х) имеет корни, рав
ные —cos , i = l , 2 ,  . . . ,  п. Если обозначить через
множество корней полинома Чебышева Тп(х):

Ша = { - c o s ^ i -я , i = l ,  2, . . . .  я}, (4)

то получим следующую формулу для итерационных параметров:

4  = VU+PoPfc).  k = l ,  2, . . . .  п. (5)

Здесь означает, что в качестве должны выбираться
последовательно все элементы множества 9Л„.

Из полученной формулы для параметров хк видно, что для 
вычисления итерационных параметров требуется задать число
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итераций п. Поэтому оценим число итераций. Обычно в качестве 
условия окончания процесса итераций берется неравенство

1г»1!о<е||г0||о
и числом итераций называют наименьшее целое п, для которого 
это неравенство выполняется.

Из (3) следует, что для рассматриваемого метода число ите
раций находится из неравенства <7„ ^ е .  Используя (2), решим 
это неравенство. Получим

п > ц 0(е), Ц0(е) =  1п(-7 +  | / ' р —  1)/ In^r*

Обычно используют более простую формулу для п0 (е)

я > я 0(е), n0(e) =  l n |- /  ln ^ - .  (6)

После того как найдено требуемое число итераций п , по фор
мулам (5) можно построить набор итерационных параметров. 

Итак, для неявной двухслойной схемы

в У±2-»* + Ауъ = и  /г =  0,1..........г/0€ Я ,  (7)*‘k + 1
доказана

Т е о р е м а  1. Пусть выполнены условия 
y j )  ^  DB~1A ^  y2D, >  0, D = D *>  0. (8)

Тогда чебышевский итерационный процесс (7), (4), (5), (2) сходится 
в HD и для погрешности гп имеет место оценка (3). Для числа 
итераций справедлива оценка (6).

Из полученных оценок следует, что в самосопряженном слу
чае скорость сходимости чебышевского метода зависит от отно
шения g =  Vx/Ya, причем скорость сходимости будет тем выше, 
чем больше

2. О неулучшаемости априорной оценки. Покажем теперь, что 
на классе произвольных начальных приближений у0 оценка для 
погрешности чебышевского метода, полученная в теореме 1, 
является неулучшаемой в случае конечномерного пространства Н. 
Достаточно указать такое начальное приближение у0, при кото
ром для нормы эквивалентной погрешности xk будет иметь место 
равенство 1*Я|| =  <7П||*0[|- Мы найдем начальную погрешность х09 
которая обеспечивает выполнение этого равенства, а начальное 
приближение у0 в силу связи между погрешностью zk и xk9 
Zb^D ^^X fr  определится тогда по формуле у0 = и + D~1/2x0.

Найдем искомое х0. Пусть Н —конечномерное пространство 
(H = HN). Так как оператор С самосопряжен в Я, то существует 
полная система собственных функций v19 v21 . . . ,  vN оператора С. 
Обозначим через %k собственное значение оператора С, соответ
ствующее собственной функции vk. Пусть собственные значения
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упорядочены ^  ^  • • • ^  Тогда в качестве границ опе
ратора С можно взять Yi =  ^i и y2 = hN.

В качестве начальной погрешности х0 возьмем собственную 
функцию Oj. Из уравнения для погрешности хк:

Xk+i~(E %k> k — 0, 1, •••,  x0 = Vi
и равенства Cvk =  Xkvk последовательно получим 

*i —  (Е л:0 =  (1 TjYj) =  (1 t'jYj) х 0, 

х2 — (Е т2С) хг — (1 ^iYi )(Е х2 С) х0 — (1 TjYj) (1 T2Vx) -̂ о*

X» =  П  (1 — t*Yi) *о =  Рп (Yi) (*#)•k =  1

Подставляя в (1) f =  Yi и учитывая равенство 1—T0Yi =  p0, 
вычислим Pn(y1) = q„T„(l) = qn и, следовательно,

*„ =  <7Л. ll*J =  <?J*oll> 
что и требовалось доказать.

Итак, показано, что полученная в теореме 1 априорная оценка 
неулучшаема на классе произвольных начальных приближений.

3. Примеры выбора оператора Z). Приведем некоторые при
меры выбора оператора D. Напомним, что чебышевский метод 
рассматривается в предположении самосопряженности оператора 

Ниже будут указаны требования на операторы А и S, 
при которых это предположение выполняется для выбранного 
оператора D . Для каждого конкретного выбора оператора D 
будут приведены неравенства, задающие априорную информацию 
об операторах итерационной схемы. Эта информация исполь
зуется для построения набора итерационных параметров в чебы- 
шевском методе.

Р а с с м о т р и м  п е р в ы й  п р и м е р .  Пусть операторы А и 
В самосопряжены и положительно определены в Н . Тогда в ка
честве оператора D можно взять один из следующих операторов: 
А или Я. Если, кроме того, оператор В ограничен в Я, то 
можно взять D= АВ~1А. При этом априорная информация сво
дится к заданию постоянных энергетической эквивалентности 
операторов А и В:

у ^ ^ А ^ у ^ В ,  Y i > ° .  в >  0-  (9)

Действительно, нужно показать, что выполнены следующие 
условия: выбранный оператор D самосопряжен и положительно 
определен в Я, оператор DB~lA самосопряжен в Я, а нера
венства (8) и (9) эквивалентны.

Самосопряженность операторов D и DB~lA для всех рас
сматриваемых случаев следует из самосопряженности операторов 
А и В. Для случая, когда D = A или D = B, положительная 
определенность D вытекает из положительной определенности
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операторов Л и 5 . Покажем теперь, что оператор D = АВ~1А 
также положительно определен в Н.

Действительно, пусть выполнены сформулированные выше 
условия на операторы А и В: А = А * ^ а Е ,  5  =  5 * ^ 0 5 ,
||B x |K  Л!||х||, а, | 3>0 ,  М < о о .  Из этих условий и лемм 6 и 8
из § 1 гл. V получим, что В~1'^ -—Е и (Ах, Ах) ^  а (Ах, х) ^
^ а?(х, х). Отсюда найдем для энергии оператора D оценку 
снизу
(Dx, x) = (AB~lAx, х) = (В~1Ах, Ax)~&t

> ъ (А х .  Ах) > £ - ( х , х), т .е . D > ^ - E .

Следовательно, положительная определенность оператора D =  
= АВ~1А доказана.

Покажем теперь, что неравенства (8) и (9) эквивалентны 
для рассматриваемого примера. Действительно, пусть выполнены 
неравенства (9):

Yi (5л;, х) <  (Ах, х) <  у2 (Вх, х), ух >  0. (10)
Е с л и  D =  5 ,  то 0 5 -1Л =  Л, и следовательно, неравенства 

(10) и (8) совпадают. Пусть теперь D =  Л 5 -1Л. В этом случае 
DB~1A — АВ~1АВ~1А и, полагая в (10) х = В~гАу, получим

у1(АВ~1Ау, у) (АВ~1Ау, В~1А у ) ^ у 2(АВ~1Ау, у)
или

Yi (Dy, у) <  (DB~1Ay, у) <  у2 (Dy, у),
т. е. получим неравенства (8). Обратный переход от (8) к (10) 
очевиден.

Пусть D = A, тогда D5~M  =  Л 5~1Л. Из леммы 9 § 1 гл. V 
следует, что для самосопряженных и положительно определен
ных операторов А и В неравенства (10) и неравенства

ух (Д_1х, х) <  (В~гх, х) <  у2 (А~хх, х), Vi >  0

эквивалентны. Полагая здесь х — Ау, получим неравенства (8). 
Обратный переход очевиден.

Это неравенство позволяет сразу доказать положительную 
определенность D:

(Dx, х) ^  ауу (х, х).

В самом деле, (Dx, х) = (В~1Ах, А х ) '^ у 1(А~1Ах, Ах)= 
= уг (Ах, х ) ^ у га(х, х).

В т о р о й  п р и м е р .  Пусть операторы Л и 5  самосопряжены, 
положительно определены в Я  и перестановочны: А =  А* >  0, 
5  =  5* >  0, Л 5 =  5Л. Если в качестве оператора D взять опе
ратор Л2, то априорная информация может быть задана в виде 
неравенств (9).
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Действительно, самосопряженность и положительная опреде
ленность оператора D следуют из самосопряженности и невы
рожденности оператора А. Далее, D 5 -1A — А (АБ-1) А, а так 
как операторы А и В перестановочны, то перестановочны и опе
раторы А и Б -1. Отсюда и из самосопряженности операторов А 
и В следует самосопряженность оператора DB~1A.

Неравенства (8) в данном случае имеют вид
уг(Ах, А х )^ (А В _1Ах, Ах) ^  у2 (Ах, Ах), уг >  0.

Полагая здесь х — А~1В1/2у и используя перестановочность корня 
из оператора В с оператором А, найдем

Vi (Яг/. у)< (А у , у ) < у 2фу, у),
т. е. получим неравенство (9). Обратный переход от (9) к (8) 
очевиден.

Р а с с м о т р и м  е ще  о д и н  п р и м е р .  Пусть А и В —про
извольные невырожденные операторы, удовлетворяющие условию

В* А =  А* В. (11)
Если в качестве D выбрать оператор А*А, то априорная инфор
мация может быть задана в виде неравенств

у±{Вх;, В х )^ (А х , Вх) ^  у2 (Вх, Вх), ух >  0. (12)
Самосопряженность оператора D очевидна, а положительная 
определенность следует из невырожденности оператора А. Так 
как оператор В невырожден, то условия (11) могут быть запи
саны в виде условий АВ-1 =  (В*)-1А*, которые выражают само
сопряженность оператора A S-1. Отсюда получим, что оператор 
DB~XA = А*АВ~1А самосопряжен в Н. Далее, полагая в (12) 
х =  В_1А«/, получим

у1(Ау, А у )^ (А В ~ 1Ау, А у ) ^ у 2(Ау, Ау)
или

Vi Ф у, У) <  ф В ~1Ау, у) <  у2 (Dy, у).
Таким образом, из неравенств (12) следуют неравенства (8). 
Обратный переход от (8) к (12) очевиден.

В заключение отметим, что для случая самосопряженных 
положительно определенных и ограниченных в Н операторов А 
и В чебышевский итерационный метод сходится в HD, где 
D = A, В или АВ~1А (а если, кроме того, А и Б перестановочны, 
то и для Б  =  А2), с одинаковой скоростью, определяемой отно
шением постоянных уг и у2 из неравенств (9).

Особо отметим случаи Ь  =  АБ_1А и D = А*А. При таком вы
боре оператора D норма погрешности в HD может быть вычис
лена в процессе итераций. Действительно, для D =  АБ_1А по
лучим

||г„||Ь = Ф г„, ztt) = (B~1Azn, Azn) = {B~'rn, rn) =  {wn, rn),
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а для D  =  А*А:

К1|Ь =  (Л2П, Azn) = {rn, Гп),

где rn = Azn = Ауп — Аи = Ayn— f ~  невязка n -й итераций, а 
—поправка. Эти величины можно найти в процессе

итераций.
4. О вычислительной устойчивости метода. При изучении схо

димости чебышевского метода предполагалось, что вычислитель
ный процесс является идеальным, т. е. вычисления ведутся с 
бесконечным числом знаков. В реальном вычислительном про
цессе все вычисления осуществляются с конечным числом знаков, 
и на каждом этапе счета появляются ошибки округления. 
Ошибки округления результатов арифметических операций поро
ждают вычислительную погрешность метода.

В итерационных методах вычислительная погрешность метода 
образуется из погрешностей, допускаемых на каждой итерации. 
Если число итераций достаточно велико, а итерационный метод 
обладает свойством накапливать погрешности округления каж
дого итерационного шага, то вычислительная погрешность такого 
метода может оказаться настолько большой, что произойдет пол
ная потеря точности и итерационное приближение уп будет сильно 
отличаться от искомого решения. Поэтому для итерационных 
методов важно изучить механизм возникновения вычислительной 
погрешности и найти те этапы алгоритма, на которых происхо
дит рост вычислительной погрешности метода. В ряде случаев 
некоторые изменения в процессе вычислений позволяют сущест
венно уменьшить рост вычислительной погрешности и сделать 
метод пригодным для практического использования.

Другая особенность реального вычислительного процесса 
связана с наличием на ЭВМ «машинного нуля» и «машинной 
бесконечности». Эти понятия характеризуют допустимый поря
док чисел, которые могут быть представлены в ЭВМ. Например, 
в ЭВМ БЭСМ-6 в режиме однократной точности могут быть 
представлены действительные числа, абсолютная величина кото
рых принадлежит диапазону от 10~19 до 1019. Это и есть гра
ницы для «машинного нуля» и «машинной бесконечности». Если 
в результате вычислений на ЭВМ появляется величина, не при
надлежащая этому интервалу, то вычисления прекращаются и 
происходит так называемый «аварийный останов» (авост). Поэтому 
требование «безавостности» итерационного процесса является 
естественным.

Итак, итерационные методы должны быть «безавостными» и 
устойчивыми по отношению к ошибкам округления.

В п. 1 § 2 был построен чебышевский двухслойный метод. 
В теореме 1 доказано, что если выполнить п итераций с пара
метрами xk = x0/(l +  р#*), k = l ,  2, . . . ,  п, то для по
грешности гп будет справедлива оценка В
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качестве \ik выбираются последовательно все элементы множест
ва 9ЛЯ, причем порядок выбора произвольный.

Изучим вычислительную устойчивость чебышевского метода. 
Будем для определенности считать, что \ik есть fe-й элемент мно
жества Тогда различные упорядочения множества будут 
порождать различные последовательности {\ik} и, следовательно, 
различные последовательности итерационных параметров {т*}.

С точки зрения идеального вычислительного процесса все 
последовательности чебышевских итерационных параметров экви
валентны, т. е. каждая последовательность должна обеспечивать 
получение одного и того же приближения уп и, следовательно, 
одной точности после выполнения п итераций. Наличие ошибок 
округления в реальном вычислительном процессе приводит к 
неэквивалентности последовательностей итерационных пара
метров.

Проиллюстрируем это утверждение на примере. Пусть на 
сетке = {xi = ih, O ^ i ^ N ,  h=^l/N\ требуется найти решение 
следующей разностной задачи:

t y  = yjx— dy = — ф(*). 
г/(0) =  0, #(1) =  1, d =  c o n s t> 0 .

В § 2 гл. V было показано, что разностная задача может быть 
сведена к операторному уравнению

Ay = f, (13)

оператор А в котором определяется следующим образом: 
А у = — Ау, где у £ Н , у£ Н , у(х) = у(х) для Здесь Я —
множество сеточных функций, заданных на со и обращающихся 
в нуль при х =  0 и х — 1, а Я —пространство сеточных функций,
заданных на со, со скалярным произведением (и, v)= 2  и (х) у (x)h.

*6 0)
Правая часть /  уравнения (13) отличается от правой части <р 
разностной схемы лишь в приграничных узлах сетки: f(x) — (p(x), 
/i < * < 1— 2/i, f(l— h) =  «p(l— h) + l/h \

Для приближенного решения уравнения (13) рассмотрим 
явный чебышевский метод

y*+'~¥*. +  Ayk = f, £ =  0 ,1 ..........у0£Н . (14)
*>k +  l

Так как операторы А и В = Е самосопряжены в Я, то из рас
смотренных в п. 3 § 2 примеров следует, что в качестве априор
ной информации для чебышевского метода (14) достаточно задать 
границы оператора А: угЕ ^ . А ^ . у 2Е, у, >  0, если в качестве 
оператора D взять оператор В — Е. Очевидно, что у1 и у2 сов
падают с минимальным и максимальным собственными значениями
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разностного оператора Л, т. е.
4 . й Tih . , 4 „ nh , ,Yi =  p s m 2 —  + d, v2 =  pCos2 — +

Итерационные параметры xk вычисляются по формулам

*a =  V ( 1 + P ô ) .  Р*€9Л„, * =  1 ,2 .........п,
*e =  2/(Yi +  Y,), Ро =  (V2 — Yi)/(Yi +  Yi)- (15)

Рассматривались три последовательности итерационных пара
метров, определяемые следующими упорядочениями 

1) «прямая» последовательность
=::: (У2 > • • • » & п }  > И'А; • • • ,

2) «обратная» последовательность

=  == ^и-1» • • • > î}» е. [х̂  =  сгп_^+1, k — 1,2, • • ., /zj

3) «чередующаяся» последовательность

9 Я „  =  9И п3, =  К ,  <*2. ® я - 1 .  • • • } .  т - е - Р * * - 1  =  0 * .

Ргй =  ®n—А+1’ * =  1» 2, • . •, П/2.

Здесь обозначено crft = — cos2k~ 1 я .
Вычисления проводились следующим образом: задавалось 

число итераций и и по схеме (14), (15) для каждой последова
тельности итерационных параметров проводилось п итераций. 
Реальная точность, которая достигалась после выполнения п ите
раций, определялась по формуле

р  _ _  \\Уп— и\\
реал_ N o - и II •

Для сравнения вычислялось значение qn, где

Чп
2р 1

1 +  рГ ’ Pi 1 -  V J  
1+ V T ’

определяющее теоретическую точность метода, когда число ите
раций равно п. Во всех расчетах начальное приближение у0 
бралось равным нулю на со. Точное решение разностной задачи 
у(х) — х соответствует правой части ср (х) =  dx. Коэффициент d 
выбирался так, чтобы ^  было равно 0,1:

4 1 40Yi =  0,l, Ya =  0,l+g»cosJiA , j  = jpCosnh +  1.

Результаты вычислений для N =  10 приведены в табл. 5. В этой 
таблице, помимо указанных последовательностей параметров, 
приведены результаты для оптимального упорядочения множе
ства 21Ц, которое будет описано ниже.
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Т а б л и ц а  5

п Ч
8реал

«в* т™ шп

16 8 ,79 .Ю -1 8,14-10-1 8,14-10-1 8,14-10-1 8,14.10-!
24 7,58-10-1 9,62-10-1 7,11-10” 1 7,11-10-1 7,11-Ю -!
32 6,30-ю - 1 3,38 -103 3,55-102 5,63.10-1 5,63-10-1
40 5,09-10-1 3,07-107 2,44.10е 5,03.10-! 4,85.10-1
48 4,04-Ю -1 авост 3,46-1010 2,47-10° 3,64-10-1
56 3.17.10-1 — 1,02.1016 2,29 .102 3 , 1 0 . 1 0 - 1
64 2,47-10-1 — авост 1,87-104 2,23.10-1
72 1,92-Ю -1 — — 1,73-10е 1,72.10-1
80 1,49-10 -1 — — авост 1,44-10-1

256 4,97’ i6 - 4 — — — 4,80* 10~4

512 1 ,2 3 'io -7 — — — 1 , 1 5 ’io - 7

Проведенные расчеты показывают, что для реального вычи
слительного процесса рассмотренные последовательности итера
ционных параметров действительно не являются эквивалентными. 
Расчеты продемонстрировали две характерные особенности реаль
ного вычислительного процесса: возможность «авоста», вызывае
мого ростом промежуточных итерационных решений, и возмож
ность потери окончательной точности в безавостной ситуации, 
вызываемой накоплением погрешностей округления.

Причиной такой вычислительной неустойчивости метода для 
некоторых последовательностей итерационных параметров яв
ляется тот факт, что норма оператора перехода от итерации 
к итерации Sk = E —ткС для некоторых значений k больше 
единицы.

Действительно, так как S —самосопряженный в Н оператор, 
то ||S*|| =  sup |(SfcAr, *)|. Используя границы у19 у2 оператора С

11*11=1
Ъ >  о,

найдем
(1 - х ку2) Е <  Е - х кС < (1  -  тлУг)Е.

Подставим сюда хк из (15) и учтем равенства 1— p0 =  W 1, 
1 + р 0 =  т0у2. Получим

РоП Pfe) р  <̂  
1+poM-ft ^

<'*' РО П ~Ь Ц&) 
^  1+PoPfc

и, следовательно,

ы =
Ро (1 + P f e )  1

1 +  PoPk *
Po(l-Pfe) 

1+РоР/г 9
р * < 0 .
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Отсюда следует, что ||5А| >  1 при <  —(1 — р0)/(2р0). Так как
то

i t  2 az 1 jt у  ̂ л
— cos — C0S~ W ~ n== C0S2 ^ ’ k — \ ,2 .........tl,

и, следовательно, для большого числа номеров к норма ||S*|]>1 
(число таких номеров к примерно равно п/2). Поэтому, если 
использовать подряд слишком много параметров xkf для которых 
норма оператора Sk больше единицы, то может произойти на
копление вычислительной погрешности и рост итерационных 
приближений, что служит причиной вычислительной неустойчи
вости метода.

Теорема 1 фактически выражает устойчивость итерационной 
схемы по начальным данным. В случае реального вычислитель
ного процесса необходимо исследовать устойчивость итерацион
ной схемы и по правой части, поскольку ошибки округления 
можно трактовать как возмущение правой части итерационной 
схемы на каждой итерации.

Если учесть погрешность округления, то вместо однородного 
уравнения для эквивалентной погрешности хк получим неодно
родное уравнение

%k+i ~  ̂ k +i ^k  ~Ь ̂ fc+iT̂  + i» k —  Oy 1, . . .  (16)
Здесь xk = D1f2(yk— u)t где ук— реальное итерационное прибли
жение. п

Решая уравнение (16), найдем хп = Тп> 0х0 +  2  где
П

Тп , == П  Sh Т п,п = Е- Отсюда получим следующую оценку: 
*=/+1

Ta,A U A + % * j\T n,A  max/=i 1 <  /  <  п
(17)

Оценка нормы оператора Тп>0 не зависит от упорядочения 
множества 9К„, и для любой последовательности чебышевских

П
параметров хк имеем 1|7\*,о1^<7и- Оценка для 2  xj \T n,j\  зави
сит от упорядочения множества Из (17) следует, что мно
жество должно быть упорядочено так, чтобы указанная 
сумма принимала минимальное значение.

Следующая лемма указывает минимально возможное значение 
этой суммы.

Л е м м а  1. Если и у2— точные границы оператора Су то 
для любого упорядочения множества имеет место оценка

/ =  1
I

l — q 
У1
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Действительно, из определения оператора T ntj  получим

TjTn,j — (Tn<j- I l 'cJTn,J = ( E - T n, <>)C-K
/= i

Так как

||(£-7„,0)С-Ч] I 2 т/ тп< j I ^  2  Ту \T„tj ||,
1/=1 II 7 = 1

то достаточно оценить норму оператора (Е —Т„^)С~г. Этот 
оператор самосопряжен в Я , и если у, и у2—границы опера
тора С, то

НЕ— Т’„ ,о)С -1|| <  шах
Yi < t < У 2

\ —Чп
Yi

Таким образом, показано, что для любого х £ Н  имеет место 
оценка

J ( £ - r n, 0) C - ^ K - b ^ [ |A : I .  (18)

Так как уг есть точная граница самосопряженного оператора С, 
то уг совпадает с минимальным собственным значением опера
тора С. Подставляя в (18) вместо х собственную функцию, 
соответствующую минимальному собственному значению опера
тора С, получим, что в (18) достигается равенство. Следовательно, 
получена оценка \\(E— Tnt 0) С-1 || =  (1 — <7/z)/Yi- Лемма доказана.

5. Построение оптимальной последовательности итерацион
ных параметров*).

5.1. С л у ч а й  п  = 2р . Порядок использования итерационных 
параметров rk в чебышевском методе существенно влияет на схо
димость метода. Поэтому возникает задача построения наилуч- 
шей последовательности итерационных параметров, обеспечива
ющей минимальное влияние вычислительной погрешности метода. 
Так как последовательность параметров определяется упорядо
чением множества то необходимо построить оптимальное 
упорядочение множества 3№я.

Приведем решение этой задачи. Пусть сначала число итераций 
есть степень 2: п  = 2 р . Обозначим через 0W множество, состоя
щее из m целых чисел:

0« = {0im)> 0г ,  • • • . 0П -

*) Способ упорядочения итерационных параметров дан по работам: см. 
Е. С. Николаев, А. А. Самарский (ЖВМ и МФ, 12, № 4, 1972) для любого 
п и [8] для п =  2Р.
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- Исходя из множества =  {1}, построим множество 02р по
следующему правилу. Пусть множество 0OT построено. Тогда 
множество 62т определим по формулам

%т =  {0Йт> =  4т - 0 Г , 033  =  в Г , i =  1,2, . . . ,  т},
т = \,  2, 4, . . . , 2*-» .  (19)

Нетрудно убедиться, что множество 02* состоит из нечетных 
чисел от 1 до 2ft+1 — 1.

Используя построенное множество 02р , упорядочим множество 
9Кар следующим образом:

SDK =  cos pi, Р/ =  -£-0}в>. 1 — 1 > 2, л } ,  п =  2р. (20)

Это и есть искомое упорядочение множества Шп в случае, когда 
п = 2р. Для соответствующей этому упорядочению последова
тельности итерационных параметров доказана оценка

Сравнивая эту оценку с оценкой леммы 1, убеждаемся, что по
строенное упорядочение множества 3JK действительно обеспечи
вает минимальное влияние вычислительной погрешности на схо
димость чебышевского метода.

Приведем некоторые примеры построения множества 0_.
1) л =  8.

0г =  {1}, 02 — {1. 3}, 04 =  {1, 7,3, 5},
0, =  {1, 15, 7, 9, 3, 13, 5, 11}.

Множество 0„ построено. По формуле (20) упорядочивается 
множество 3JIJ.

2) /1=16.
Используя найденное выше множество 08, построим по формулам 
(19) множество 01в:

01в =  {1, 31, 15, 17, 7, 25, 9, 23, 3, 29, 13, 19, 5, 27, 11, 21}.
3) /г =  32.

032 =  {1, 63, 31, 33, 15, 49, 17, 47, 7, 57, 25, 39, 9, 55, 23, 41, 3, 61, 
29, 35, 13, 51, 19, 45, 5, 59, 27, 37, 11, 53, 21, 43}. 

Из формул (19) следует простое правило перехода от мно
жества 0т к множеству 02И1: 0г1-х =  0}т> и сумма двух соседних 
чисел равна 4т:

083 +  02"° =  4т , г =  1, 2,

Аналогичное правило перехода применяется и в общем слу
чае, к рассмотрению которого мы переходим.

5.2. О б щ и й  с л у ч а й .  Пусть число итераций п есть любое 
целое число. Опишем процесс построения множества 0„. Эле
ментарными этапами этого процесса являются переходы от
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множества 9„ к множеству 02от и от множества 02т к множеству 
02м+1, где т — произвольное целое число.

Сформулируем правила перехода от множества к множеству.
1) Переход от 02т к 02от+1 состоит в добавлении к элементам

множества 02от нечетного числа 2 т 1.
2) Переход от Вт к 02„ осуществляется следующим образом. 

Если за этим переходом следует переход от 02от к Вш или пе
реход от Qm к 02„ есть последний шаг в процессе построения 
множества 0П, то используются формулы, приведенные выше:

0 П  =  0 Г '\ Щ- 1  +  0$т> =  4 т , 1 =  1 ,2 ........т .  (21)
Если за переходом от Qm к 02т следует переход от 02т к 02я>+1, 
то используются формулы

Щт1 =  е г - +  Шт) =  4 т  +  2, i =  1, 2, . . . ,  га. (22)
Используя эти правила и чередуя должным образом переходы 

от множества с четным числом элементов к множеству с нечет
ным числом элементов и от множества из т элементов к мно
жеству из 2т элементов, можно, исходя из 01 =  {1|, построить 
множество 0„ для любого п.

Приведем некоторые примеры.
1) п=15 .  В этом случае переход от 04 к 0„ осуществляется 

по следующей цепочке:
0j —> 02 —> 03 0в —> 0, —у 0и 015.

Согласно изложенным правилам переходы от 0j к 02, от 0„ к 0О 
и от 0, к 014 осуществляются по формулам (22), а при переходе 
от 02 к 03, от 0в к 07 и от 014 к 016 нужно добавить соответ
ствующее нечетное число к исходному множеству. Это дает:

01 =  {1}. е. =  {1,5}, е, =  {1,5,3}.
е, =  {1, 13, 5 ,9 , 3 ,  11}, 0, =  {1, 13 , 5 ,9 , 3 ,  11,7},

014 =  {1, 29, 13, 17, 5, 25, 9, 21, 3, 27, 11, 19, 7, 23},
015 =  {1, 29, 13, 17, 5, 25, 9, 21, 3, 27, 11, 19, 7, 23, 15}.

Множество SDKs упорядочивается по формуле (20).
2) п — 25. Этому случаю соответствует цепочка

0 1 — *• 0 2 0 3 — *• 0 в — *■ 0 12 — ^ 0 24 — ^ 0 25>

и переходы от 0j к 02 и от 012 к 024 выполняются по форму
лам (22), переходы от 03 к 0в и от 06 к 012 — по формулам (21), 
переходы от 0, к 03 и от 024 к 025 осуществляются добавлением 
нечетного числа. Получим
0i =  {l}, 02 =  11. 5}, 03 =  {1,5,3}, 0, =  {1, 11 , 5 ,7 , 3 ,9} ,

012 =  {1, 23, 11, 13, 5, 19, 7, 17, 3, 21, 9, 15},
024={1, 49, 23,27, 11,39, 13 ,37 ,5 , 45, 19,31,7,  43, 17,

33, 3, 47, 21, 29, 9, 41, 15, 35},
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0аб =  {1, 49, 23, 27, 11, 39, 13, 37, 5, 45, 19, 31, 7, 43, 17,
33, 3, 47, 21, 29, 9, 41, 15, 35, 25}.

Изложенная выше процедура построения множества 0„ для 
произвольного п может быть формализована. Для этого пред
ставим га в виде разложения по степеням 2 с целыми показа
телями к/.

га =  2** +  2*» +  . . . +2**,  1, / =  2 , 3 ......... s.

Образуем следующие величины:

, 7 =  1, 2......... s,
' 1 = 1

и положим /г5+1 =  2я +  1. По формулам (23) строим множе
ство 0И :1

S  =  {0ГУ> =  0Гу-1>. ®»уУ> =  ЛУ, i ■= 1, 2, . . . ,  га,— 1}, (23)

для /= 1  выбираем 0Х =  {1}- Затем по формуле (24) строятся 
множества

е2т =  {№Г =  4т — 0}™>, о н  =  Q}"1’, I =  1, 2, . . . ,  т} (24)

для m — tij, 2га,-, 4п}, . . . ,  [(га/+1 — 1)/4], где [а]—целая часть а. 
Если [(«у+1— 1)/4] <  га,-, то вычисления по формуле (24) не про
водятся, выполняется переход к следующему этапу. Если j = s, 
то необходимое множество 0„ уже построено. Иначе полагаем 
/п =  (га,+1— 1)/2 и строим множество

%т = {Щт) = *т + 2— 0j»*>, е д  =  0 Г , 1= 1, 2, . . . .  /и}. (25)

Затем j увеличивается на единицу и процесс повторяется, начи
ная с формулы (23). В результате будет построено множество 0„. 
Множество упорядочивается согласно формуле (20).

Для случая п = 2р алгоритм (23) — (25) упрощается и пере
ходит в алгоритм, описываемый формулой (19). Действительно, 
для п — 2р получим s =  1, k  ̂— p, ^ = 1 ,  ns+1~2P+1— 1. Следо
вательно, в алгоритме (23) — (25) } принимает единственное зна
чение, равное единице, и вычисления ведутся по формуле (24) 
для т =  1, 2, 4, . . . ,  2р~х.

Проиллюстрируем качество построенного здесь упорядочения 
множества на примере, рассмотренном в п. 4 § 2. Задаваемое 
число итераций га изменялось от 16 до 512 с шагом 8. Для каж
дого га реальная точность, достигнутая после выполнения га ите
раций, не превосходила теоретическую точность qn (q512 =  
== 1,23 • 10-?), и процесс был «безавостным» (см. табл. 5).
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§ 3. Метод простой итерации

1. Выбор итерационного параметра. В § 2 была решена задача 
о построении оптимального набора итерационных параметров хк 
для двухслойной схемы

B yk+Xl ~ yk +  Ayk = f, k = 0, 1, . . . .  у0£Нlk+l
в предположении, что оператор DB_1A самосопряжен в Н и за
даны Vi и у ,—постоянные энергетической эквивалентности опе
раторов D и DB~1A:

y f i ^ D B - ' A ^ D ,  v i > 0 .  (1)
Получим теперь решение этой задачи при дополнительном огра
ничении т* =  т, т. е. в предположении, что итерационные пара
метры хк не зависят от номера итерации к. Эта задача возникает 
при нахождении итерационного параметра т для стационарной 
двухслойной схемы

B yk+i~- Vk- +  Ayk =  f, к =  0 , 1 , . . .  (2)

Напомним формулировку указанной выше задачи: среди поли-
п

номов степени п вида —П О —т/0 найти полином, наиме-
/= 1

нее уклоняющийся от нуля на отрезке [у19 у2]. В силу сделан
ного ограничения полином Pn(t) имеет вид

Pn{t) = { \ - x t ) \

Поэтому поставленная выше задача эквивалентна следующей: 
среди полиномов первой степени, принимающих в точке £ =  0 
значение единица, найти полином наименее уклоняющийся от 
нуля на отрезке [yt , у2].

Эта задача является частным случаем рассмотренной в § 2 
задачи. В данном случае п=  1, и из результатов п. 1 § 2 сле
дует, что искомый полином имеет вид

2

Vi +  Та ’ Ро: 1 -5  
' 1 + 6  1 Та

где

Qi — 2Р1
1+Pf Ро> Pi

I - V i
H - VT *

Здесь ^ ( x ) —полином Чебышева первого рода. Так как Т1(х) = х, 
то полином Qx(t) имеет вид

Qi(0 —  ̂ max | Qi ify | — Qx ~  Po>
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поэтому
p n( 0 “ ( i - V ) " .

Таким образом, оптимальное значение параметра т для схемы 
(2) найдено:

t =  t0 =  2/(v1H-Y1). (3)
Так как норма разрешающего оператора Тп<0 для схемы (2) 
(см. п. 3 § 1) оценивается следующим образом:

l l ^ . o l K  max | Р „ ( 0 | ,

то при т =  т0 получим оценку || Тп< 01| ^  р”. Отсюда следует оцен
ка для погрешности г„ в Я „:

1 |гХ < р о ||2 0|1о- (4)
Итерационный метод (2), (3) называется методом простой ите
рации.

Итак, доказана
Т е о р е м а  2. Пусть самосопряженный оператор DВ "1 А удов

летворяет условиям (1). Метод простой итерации (2), (3) схо
дится в HD, и для погрешности имеет место оценка (4). Для 
числа итераций верна оценка п ^ п 0(&), где п0 (е) =  1пе/1пр0.

З а м е ч а н и е .  Как и для чебышевского метода, априорная 
оценка погрешности для метода простой итерации является не- 
улучшаемой в случае конечномерного пространства.

Сравним число итераций для чебышевского метода и метода 
простой итерации. Из теоремы 1 в случае малых £ имеем следующую 
оценку для числа итераций чебышевского метода:

п ^ п ,  (е), п0(е) =  -5------«  —7= In —.
0 4 7 04 7 In рх 2 Y \  8

Из теоремы 2 получим оценку для числа итераций метода прос
той итерации

п > п 0(г), М е) =  ^ » щ 1 п 4 -

Из этих оценок следует, что для £<^1 число итераций чебы
шевского метода существенно меньше числа итераций метода 
простой итерации. Например, для £ =  0,01 число итераций для 
метода простой итерации примерно в 10 раз больше, чем для 
чебышевского метода.

2. Оценка нормы оператора перехода. В п. 1 § 3 была иссле
дована скорость сходимости метода простой итерации. При этом 
метод простой итерации рассматривался как частный случай 
чебышевского метода. Из методических соображений будет по
лезно изучить сходимость метода простой итерации независимо 
от чебышевского метода.
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Итак, пусть для нахождения приближенного решения урав
нения

Au = f
используется двухслойная схема (2)

* = о , 1 . . . . ,  Уое н .  (5)

Для изучения сходимости схемы (5) перейдем к задаче для эк
вивалентной погрешности xh = D'/'Zk\

xk+ i~Sxk, /г =  0, 1, . . S — E —тС, (6)

где С = Используя (6), найдем явное выражение
для хп через х0: xn = Snx0, из которого следует оценка для нормы 
погрешности гп в HD

II г п Id  =  II х п II ^  II IIII * 01 =  II IIII г о Id  • ( 7 )

Будем предполагать, что оператор DB-*A самосопряжен в Н 
и заданы постоянные уг и у2 в неравенствах (1). При этих 
предположениях оператор С, а вместе с ним и оператор S, 
самосопряжены в Н и у2 и у2 —границы оператора С:

у1£ < С < у 2Д, У! >0 ,  С = С*. (8)

В силу самосопряженности оператора S имеет место равенство 
IS" 1 =  | 5 1". Поэтому из оценки (7) следует, что итерационный 
параметр т нужно выбирать из условия минимума по т нормы 
оператора перехода 5 = Е —тС.

Имеет место
Л е м м а  2. Пусть S = E —тС и выполнены условия (8). Норма 

оператора S минимальна при т =  т0 =  2/(у1 +  у2), и имеет место 
оценка

| | S | H | £ - t0C|| =  Po, р0 =  (1- £ ) / ( ! + £ ) ,  £ =  у1/у2.
Действительно, так как S самосопряженный в Н оператор, 

то из определения нормы получим

|| S ||=  sup
х Ф  0

1 (Sx,  х)  1 
(X, х) =  sup

х Ф  0

! т  (Сх,  х)  
( х , х ) max |1—xt\.

Так как ф ( ^ ) = 1 — —линейная функция, то максимальное по 
модулю значение ф(^) на отрезке [у*, у2] может достигаться 
лишь на концах отрезка. Непосредственные вычисления дают

5S || =  max (| 1— тух|, 11—ту2|) =
<Pi(T) =  1 —  т Уг, 0 < т < т 0 , 

,Ф2(т) =  ту2— 1, т0< т ,

где т0 указано в лемме. Так как функция Ц)1 (т) убывает на 
отрезке [0, т0], а ф2(т) возрастает п р и т > т 0, то минимум нормы
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оператора S достигается при т =  т0 и равен р0 =  1 — =  т07а— 1 =  
=(1 — 1)/(1 + i ) ,  i  =  Vi/Y2- Лемма доказана.

Из леммы 2 и оценки (7) следует, что при т =  т0 для погреш
ности итерационной схемы (5) верна оценка

l ZnllD<Po Iloilo-
Таким образом, получено еще одно доказательство сформу

лированной выше теоремы 2 о сходимости метода простой ите
рации. Примеры выбора оператора £), для которого выполнено 
условие самосопряженности оператора DB~1A i рассмотрены в 
п. 3 § 2.

§ 4. Несамосопряженный случай. Метод простой итерации

1. Постановка задачи. В §§ 2, 3 были построены двухслой
ные итерационные методы для приближенного решения линей
ного операторного уравнения

Au = f  (1)

с невырожденным оператором Л, заданным в вещественном гиль
бертовом пространстве Н. Предполагалось, что операторы Л, В 
и D таковы, что оператор DB~XA самосопряжен в Я, и заданы 
постоянные энергетической эквивалентности уг и у2 операторов 
D и D S”M, причем у± >  0.

При этих предположениях задача оптимального выбора ите
рационных параметров была решена и были построены чебышев- 
ский метод и метод простой итерации. В п. 3 § 2 были рас
смотрены некоторые примеры выбора оператора D и найдены 
условия самосопряженности оператора DB~XA для каждого конк
ретного выбора оператора D.

Очевидно, что если заданы операторы Л и В, то не всегда 
можно указать такой оператор D, для которого оператор DB~XA 
будет самосопряжен в Н . Следовательно, необходимо изучить 
итерационные методы и в несамосопряженном случае.

В данном параграфе изучается метод простой итерации для 
несамосопряженного случая. Будут рассмотрены некоторые спо
собы выбора итерационного параметра в зависимости от объема 
априорной информации об операторах итерационной схемы.

Итак, пусть оператор DB~XA несамосопряжен в Н. Для при
ближенного решения уравнения (1) рассмотрим неявную двух
слойную итерационную схему

В Ук+1- ^  + Аук = Г, * =  0 , 1 . . . . ,  0, 6 Я. (2)

Для исследования сходимости схемы (2), как обычно, перей
дем к задаче для эквивалентной погрешности xk = D1/zzk

xk+ i~Sxk, fe =  0, 1, . . . ,  S = E —тС, (3)
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где С = D'/‘B~1AD~1t*. В силу сделанных выше предположений, 
оператор С несамосопряжен в Н. Из сделанной замены и урав
нения (3) получим

x« = S”xtt II хп I =  II zn |Id II Sn И [| х01 =  1 Sn 11 z0 Id. (4)
Следовательно, итерационный параметр т должен быть выбран 
из условия минимума по т нормы разрешающего оператора Sn.

2. Минимизация нормы оператора перехода.
2.1. П е р в ы й  с л у ч а й .  Получим оценку для нормы опе

ратора S". Так как для любого оператора имеет место оценка 
|S« ||< |'|S j|n, то первый способ выбора параметра т состоит в 
нахождении параметра т из условия минимума нормы опе
ратора перехода S. Получим два типа оценок нормы оператора S 
в зависимости от объема априорной информации относительно 
оператора С.

В первом случае предполагается, что априорная информа
ция состоит в задании постоянных Yi и у2 из неравенств

ух (х, х) <  (Сх, х), (Сх, Сх) <  у2 (Сх, х), Yi >  (5)
Если С —С*, то ?! и у2—границы оператора С.

Л е м м а  3. Пусть в неравенствах (5) заданы Yi и Тг> тогда 
для нормы оператора S — E —тС при т =  1/у2 справедлива оценка

| |S ||< p , p =  y l= T , 6 =  Yi/T,.
Действительно, используя (5), получим 

| Sx |р =  || х —тСх |р =  (х, х)—2т (Сх, х) +  т2 (Сх, Сх) <
^  (х, х)—2т (Сх, х) +  t2y2 (Сх, х) — | х |р—т (2—ту2) (Сх, х).

Отсюда следует, что если выполнено условие т (2 —ту2) >  0, т. е. 
О <  т <  2/у2, то  норма оператора S будет меньше единицы. Пусть 
это условие выполнено, тогда, используя (5), получим

II Sx |Р <  [ 1 — TYi (2—ту2)] 1 х |p

и, следовательно,

i S |P =  sup <  1 —TYi (2—ту2).

Функция ф(т) =  1—тух(2 — ту2) в точке т = 1 / у 2 имеет минимум, 
равный ф(1/у2) =  1—| ,  где g =  Yi/Ts- Поэтому для указанного 
значения параметра т для нормы оператора S справедлива оценка 
lIS fl^ lA  — I- Лемма доказана.

Подставляя в (5) оператор C = D~'!* (DB~1A) получим,
что неравенства (5) эквивалентны следующим неравенствам:
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Подставляя в (4) оценку для нормы оператора S, полученную 
в лемме 3, найдем

Iloilo <  Р" II го Id. Р = К 1  — £• (7)
Т е о р е м а  3. Пусть уг и у2— постоянные из неравенств (6). 

Метод простой итерации (2) при значении итерационного па
раметра х = \ / у 2 сходится в HD, и для погрешности гп имеет 
место оценка (7). Для числа итераций верна оценка п ^ п 0(е),
где л0(е) =  1п е/1пр, р =  V 1 — £, S =  Yi/Ya-

Приведем примеры выбора оператора D и конкретный вид 
неравенств (6). В табл. 6 приведены: предположения относительно 
операторов А и В, указан оператор D и вид неравенств (6). При 
получении конкретного вида неравенств (6) мы исходим как из 
самих неравенств (6), так и из эквивалентных им неравенств
y1(DA~1Bx, A~1B x )^ (D A ~ 1Bx, х), (Dx, x ) ^ y 2(DB~1 Ах, х), (8) 
получающихся из (6) при помощи замены х — А~1Ву.

Т а б л и ц а  6

А и В D Неравенства

1) А =  А* >  0, Лили В*А~1В ух(Вх, А~гВх) ^(Вх,  х), 
(Ах, х) < :  у2 (Вх, х)

В ф  В* >  0 А2 или В*В Ух(Вх, Вх)^(Ах, Вх), 
(Ах, Ах) С  y2 (Ах, Вх)

2) А ф А* >  0, Вили А*В-1 А y i  (Вх, х)<£̂  (Ах, х),
(Ах, В - 1 Ах) ^  у2 (Ах, х)

В =  В* >  0 В2 илщ А*А ух (Вх, Вх) ^  (Ах, Вх), 
(Ах, Ах) С  у2 (Ах, Вх)

3) А ф А* >  0, 
Вф В* >  0

А*А или В*В уг (Вх, В х ( А х ,  Вх), 
(Ах, Ах) ^  уч (Ах, Вх)

4) А=А*,  В =  В*, 
АВфВА .

А2 или В2 ух (Вх, В х ( А х ,  Вх), 
(Ах, Ах) < ;  у2 (Ах, Вх)

Отметим неравенства
ух (Вх, Вх) ^  (Ах, Вх), (Ах, Ах) ^  у2 (Ах, Вх), ух >  0.

Если эти условия выполнены, то для рассмотренных в табл. 6 
частных случаев в качестве оператора D можно взять либо опе
ратор А2, если А =  А*, либо оператор А*А. При таком выборе 
оператора D норма погрешности гп в HD может быть вычислена 
в процессе итераций

II гп ЦЬ =  (Dzn, гп) = (Az„, Azn) =  || г„ Ц», г„ =  Ауп—/.
10 А. А. Самарский, Б. С. Николаев 2 8 9



Вернемся к оценке нормы оператора S. Если оператор С 
самосопряжен в Я, то в силу (5) он положительно определен, 
и следовательно, существует корень квадратный из оператора С. 
Полагая во втором из неравенств (5) x^=C~^zy y получим, что 
неравенства (5) эквивалентны неравенствам

УгЕ < у 2Я, Y i > ° .

Из леммы 2 при этих предположениях вытекает следующая 
оценка для нормы оператора S: | |S | |^ p 0, р0 —(1— £)/(1+£)> 
I  =  V ilVf

Сравнивая эту оценку с полученной в лемме 3, убеждаемся, 
что оценка леммы 3 является грубой и не переходит в оценку 
леммы 2, когда оператор С является самосопряженным в Я.

2.2. В т о р о й  с л у ч а й .  Получим теперь другую оценку для 
нормы оператора перехода S, которая будет переходить в оцен
ку леммы 2, когда С является самосопряженным в Я операто
ром. Для этого увеличим объем априорной информации относи
тельно оператора С, предполагая, что заданы три числа у19 
Y2 и Уз*

y i E < C ^ y tE, I C J C yj, -Vj >  0, y3> 0 ,  (9)

где С*! =  0,5 (С—С*) — несамосопряженная часть оператора С.
Имеет место
Л е м м а  4. Пусть е неравенствах (9) заданы уг, у2 и у3. 

Тогда для нормы оператора S = E — тС т =  т0 =  т0(1—хр0) 
справедлива оценка

| | 5 [ | < Р о ,  Ро =  ( 1 - £ ) / ( ! +  Е),  ( 9 ' )
где

т =  L _  Уз г  > -*  Vi
0 Ух +  У з’ х  | / ^ У 2  +  у1 ’ S И - *  У з'

Приведем доказательство леммы 4. Пусть 0 —произвольное число из ин
тервала (0, 1). Представим оператор S в следующем виде:

S =  E — тС =  [6£ — тС0] +  [(1 —0) Е —xCi],

тде С0 =  0,5 (С +  С*) — самосопряженная часть оператора С. Используя нера
венство треугольника, получим оценку для нормы оператора S:

|| S || <  || 0Я — тСо У + 1| (1 — 0) Я —тСх [!. (10)

Оценим отдельно норму каждого оператора. Из (9) и равенства (CQx, х)=  
=0,5 (Сх, л;)+  0,5 (С*х, х) =  (Слг, х) получим, что уг и у2 — границы самосо
пряженного оператора С0:

у1Е ^ С 0^ у 2Е, ух > 0.

По аналогии с леммой 2 получим следующую оценку для нормы опера 
тора QE—тС0:

||0£—тС0||<тах (|0—Т7 !|, 10— () = /  0 %У1’ ° < ^ < ет0’
\ т 2̂ 0> т ̂  0т0.
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Оценим норму оператора (1 — 0) Е —тС\. Так как (Ctf, дг) =  0, то для 
всех х £ Н  получим

|| ((1 _ е) Е -х С г)  *||2 =  (1 - 0 ) 2|«  |12 +  т2 II Сгх ||2 <  ((1 - 0 ) 2+ т 2|| Ci ||2) || *||2. 
Отсюда и из (9) следует оценка ||(1—0) Е —tC i | | < [ ( 1 —6)2+ т 2уз]‘/г. Под

ставляя полученные оценки в (10), будем иметь

Р | |<
фх (0, т) =  0 — т у ! - |- | / (1— 0)2 +  т2у | ,
фз (0. Х ) = т у 4— 0 +  j / ( l  — 0)* +  i 4y! .

O ^ ts^ to0,
т ^ т о0.

Выберем теперь параметры т и 0 из условия минимума оценки для нормы 
оператора S. Заметим, что функция ф2 (0, т) монотонно возрастает по т. 
Поэтому для минимизации нормы оператора S достаточно рассмотреть область 
О ^ т С т о0, 0 < 0 < 1. В этой области || S /|<  ф2 (0, т).

Исследуем функцию фх(0, т). Эта функция монотонно возрастает по 0, 
следовательно, минимум достигается при т =  то0. При этом значении пара
метра т будем иметь
||5 ||< ф (0 )= ф 1  (9. хо0) =

= 0  (1 -  То Vi) +  1 -  0)2+ то vie2= еро+ l / ( l - 0 ) 2+ T 2vi02.

Итак, нужно показать, что min ф (0) =  р0- Найдем минимум функции ф(0).о < 0 < 1
Сделаем замену переменной, полагая

0 =  (1 -х )/(1  +а*) ,х£(-а*,  1),а2 =  4у1.
Функция ф (0) запишется в виде

9 ( в ) - » и _ 7 ^ ( ^ ^ ^ 7 Тй г , ) + тА г . (И,

Отсюда видно, что достаточно найти минимум функции 

v (х)— У х 2 +  а2 —  р0х/ У 1-J- а2

в области —а2 < х < 1. Вычисляя производные функции v (х)

V' (X) -- Р о
У х 2 +  а2 У \ + а 2

V" (ЛГ) =
(х2 +  а2)2Ч8/2

> 0,

находим, что уравнение v' (х) = 0 дает точку минимума функции v(x). Решая 
уравнение

Y 11 +  а2 ро
найдем искомую точку минимума функции v (л;):

(12)

х0 =  ар0/ | /  1 +  а2 — Р4 С (0. 1), 0о =  (1 -* о )/(1 + « 2). 
Подставляя (12) в (11), найдем минимальное значение функции ф (0):

ф (0О)= / х\ -\~а2
1 + а 2 +Ро

1 — ЛГ0 =  ЛГ0 
1 +  я2 Ро

(13)

Осталось выразить х0 и 0О через известные величины. Используя обозна
чения леммы 4, получим

10*

1— ро =  Т2оф1уг, Х0 =  Х07 зРо/У 1— Pj5 +  T2Y| =  *Po- (14)
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Из (12) найдем

*  =  4  С1 Ро)/(Ро хо)’ l + a2 = P t(l - xl ) / ( P l - xl).
Поэтому

f i n  = Lz*Sn P ° ~ * °  Р о  ( 1  — X » )

0 0 1-|-а 2 0 PoO+^o) l+ ^P o
(15)

Подставим (14) и (15) в (13): 

Ро (1— х2)Ф(0о)=х- .к  +  р0 _ ( 1 - Ь * ) - Е ( 1 - и )  1 - 6  г
1+Ро3̂ 1+Ро5* U + *0 +  5(1—*0 1+ 5 Ро- (16)

Найдем теперь выражение для параметра т =  то0о. Сравнивая (15) и (16), 
получим

0оРо== Ро *̂- (17)
С другой стороны, из (16) можно выразить р0 через р0 и и:

Ро=(Ро —И )/0—ЙРо)- 
Подставляя р0 в (17), находим

0О= 1  —ир0> т = т 0 (1— хр0).
Лемма доказана.

Неравенства (9) могут быть записаны в следующем виде:
Yi (х , х ) <  (Сх, х) <  у2 (х, х), (Сгх, Сгх) <  у! (х, х) у, >  0.

Подставляя сюда С =  D - 1 /2 (DB~1A) D~1/2 и Сг =  0,5D~lf2 X 
X(DB~1A — (DB~1A)*) £)_1/2, получим неравенства

y f t ^ D B - ' A  < y 2D, У ! > 0,
DB~1A — (DB~1A)* DB~1A ~ (D B ~ 1A)* \  ^  2/Г1 ч (18)[D~*-----------%-------- '-X, ---------- ^------- - * J < Y l(Dx, х).

Подставляя в (4) оценку (9') для нормы оператора S, найдем

llzJD< p ;? lk ||D. (19)
Т е о р е м а  4. Пусть у1( у2 и у3 — постоянные в неравенст

вах (18). Метод простой итерации (2) при значении итера
ционного параметра т =  т0 =  т0(1—ир0) сходится в HD, и для 
погрешности гп имеет место оценка (19). Для числа итераций 
верна оценка п ^ п 0(г), где п0 (е) =  Ine/lnр0,

т 2 „ = i n l  t =  п - Ys
0 V i+ V s ’ Po 1 +  6 ’ § 1 + x  y2 - V y i y t  +  y l ‘

З а м е ч а н и е .  Так как число итераций определяется вели
чиной которую можно записать в виде

1 =  ( V  Yi/v* +  (Y3/Y2)2— Т з/Т з)2.

то оператор В следует выбрать так, чтобы отношение E =  Yi/Y2 
было максимальным, а у3/у2 минимальным.
2 9 2



Приведем примеры выбора оператора D. Если в качестве D 
выбрать оператор А*А или В*В, то неравенства (18) можно 
записать в виде

Ух(Вх, 5х )^ (Л л :, В х )^ .у 2(Вх, Вх),
10,504В -1—(£*)-* Л*) | | < 73. (20)

Действительно, для случая D — B*B это утверждение оче
видно, а если D = A*A, то в (18) нужно сделать замену х = А~1Ву 
и получить неравенства (20).

Если оператор В является самосопряженным положительно 
определенным и ограниченным в Я , то в качестве оператора D 
можно взять оператор В или А*В~гА. В этом случае неравен
ства (18) эквивалентны следующим неравенствам:

у1В < Л < у 2В, Ух >  0,
(B-MjX, Л ^ Х у К В х , х ),  Лх =  0 ,5(Л —Л*). к '

Действительно, для D = B неравенства (18) и (21) совпадают, 
а для D = А*В~гА неравенства (2 1) следуют из неравенств (18) 
после замены х = А~г By в (18).

3. Минимизация нормы разрешающего оператора.
3.1. П е р в ы й  с л у ч а й .  В п. 2 § 4 были получены оценки для нормы 

оператора S n, основанные на неравенстве || Sn | | с | |  S \\п. Рассмотрим теперь 
другой способ получения оценки для ||SW||. Этот способ основан на оценке 
числового радиуса оператора.

Напомним (см. § 1 гл. V), что числовым радиусом оператора Т , дейст
вующего в комплексном гильбертовом пространстве Я, называется величина

р (Т )=  sup | (Гг, г) |, г £ Я .
II гЦ=1

Для линейного ограниченного оператора Г числовой радиус удовлетворяет 
неравенствам

И (Л  IIТ II <  р (Г) <  IIГII, р (Г") <  [р (Г)]*, (22)
где п— натуральное число, а р (Г) ^  1/2.

Используя понятие числового радиуса оператора, получим две оценки 
для нормы оператора Sn в зависимости от типа априорной информации отно
сительно оператора С.

Рассмотрим случай, когда априорная информация задана в виде постоян
ных ух, у2 и у3:

Y i £ < C < y 2£, II Ci* II < Y s II *11» y i > 0 , x ^ H t (23)

Комплексное пространство Я определим следующим образом: оно состоит 
из элементов вида z =  x-\-iy, где х , у £ Н . Скалярное произведение в Я 
определяется формулой

(z, w) =  (я, u) +  i (у, и) — i (.х, v) +  (y, v),
z = x +  £y, w^=u-{-iv.

Линейный оператор С, заданный на Я, определим на Я  следующим образом: 
Cz =  Cx +  iCy.
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В силу свойств (22) для любого целого п верна оценка

l|Sn|l<iT ^ ) p(S”)< 2 [p  (S?1B>
поэтому достаточно оценить числовой радиус оператора 5.

Имеет место
Л е м м а  5. Пусть в неравенствах (23) заданы уи у2 и у$. Тогда для 

нормы оператора S =  E — тС в Н при т =  гшп(т0, кт0) справедлива оценка

f 1—х(1 —Ре), 0 < 1, „ Yi (Ti +  ъ )
\  1 — (2 — 1/х) (1— Ро), х > 1 ,  2 (yi +  Ys)

Ч  — 2 / ( Y i  +  Y 2> .  Р о =  ( 1  —  6 ) / ( H - i ) .  S  =  Y i / Y * -

Для доказательства леммы представим оператор С в виде суммы С =  
=  C0 +  Ci, Со =  0,5 (С +  С*), Ci =  0,5(C—С55). Оценим числовой радиус опе
ратора S =  E —тС. Для любого z £ t f  получим

(Sz, z) =  (z, z) —т (C0z, z) — t (CiZ, z).

В силу самосопряженности оператора С0 скалярное произведение (C0z, z) 
есть действительное число. Так как С1 — — СГ, то (Схг, z)—мнимое число. 
Поэтому

| (Sz, z) |2=  [(z, z)—т (C0z, z ) ] 2 +  t2 | (CTz, z) I2. (24)

Из неравенств (23) получим
Yi(z. г ) < ( С 0г, г ) < 7 а(г. г), Ц С ,г |К Y»il2И- (25)

Пусть ||г ||= 1 . Из (25) найдем

| (г, г)—г (С0г, г) | < max (| 1 — тут |, 11 —туг I) =  |  T o f^ ’

| (С,г, г) | < ||C ]Z  ЦП z ] |<  у3. ‘

Подставляя эти оценки в (24), получим

рг (S )=  Sup | (Sz, z) 
IIZ 11=1

J <Pi (T) =  ( l— TVi)2 +  T2vl, 
l q>2 (1) =  (1— Ту-2)2Н-Т2уз.

0=< т ^ т 0,
T ^T 0.

Выберем параметр т из условия минимума оценки для числового радиуса 
оператора S. Так как функция ф2 (т) возрастает по т при т ^ т 0:

VaT) =  2 [T (vI +  Y! ) - Y3] ^ 2 l l f c V i l ± ^ |  > о,
Yi т  У2

то минимум р (S) по т следует искать в области т ^ т 0, где для р (S) выпол
няется оценка р2 (S) <pi (т).

Исследуем функцию фх(т). Так как

<Pi (т) =  2 ( у®+ уз) > О,
то, приравнивая производную

ф1 W =  2 [т ( 1>1 +  vl) — Yi]
нулю, найдем точку экстремума функции <рх (т)

т =  тх = Yi
2 | 2

yi +  y*
=  т0%.
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При х ^ Т !  функция c p i ( x )  убывает, а при т^гХх—возрастает. Поэтому мини
мальное значение фх (т) достигается в точке т=Хх, если Х х ^т0, и в точке 
х =  Тр, если Т х^х0. Итак, оптимальное значение параметрах найдено х =  
=  min(x0, х0и). При этом

min р2х
ф1 (̂о)| 
ф1 (Тх),

1,
0^ % ^  U

Вычислим фх (х0) и фх (Хх). Из определения к  и равенства 1—т0ух =  р0 по
лучим

Далее,

ToYi
2 2 I 2 2 *Toyi +  То уз

xS vl= TsXi— i —х2 y! =  ^ - ( i - P o ) ’к %

(Pi (x0) =  (I— ToYi)2 + x§y! =  Po +  (1 —  p0)/x— (l— Po)a=  1 —  (2— 1/и) (1— p„), 

(Pi (tx) =  (1-TlVi)a 4 li yl =  1 -  2xlYl 4- Ti (VI +  Vs) =
=  1 — TxYx =  1 — XToYi =  1 —tt (1 — Po).

Итак, числовой радиус оценен. Оценка леммы следует из неравенства 
|| S7* ||С 2  [р (S)]n. Лемма доказана.

Используя лемму 5, получим оценку для нормы погрешности гп:
II zn IId 2рл || Zq И#. (26)

Т е о р е м а  5. Пусть у/, У2 и Уз— постоянные в неравенствах (18). Метод 
простой итерации (2) при значении итерационного параметра T=m in (х0, кт0) 
сходится в HD, и для погрешности гп имеет место оценка (26). Для числа 
итераций верна оценка п ^ п 0(е), где п0 (е) =  1п (0,5е)/1п р, а к и р определены 
в лемме 5.

Примеры выбора оператора D и конкретный вид неравенств (18) .приве
дены в п. 2.2.

3.2. В т о р о й  с л у ч а й .  Используя понятие числового радиуса опера
тора, получим еще одну оценку для нормы оператора S n. Будем предпола
гать, что априорная информация задана в виде постоянных у/, у2 и у3 в не
равенствах

угЕ <  С <  у2£ , (CiXy Сгх) <  у3 (Сх, х), у/ >  0* (27)
Имеет место

Л е м м а  6. Пусть в неравенствах (27) заданы у/, у2 и ys. Тогда для 
нормы оператора S =  E — %C в Н при x = m in (x j, кто) справедлива оценка

II Н <  2р«ж 

где

Р2 =
1_(^2__LViz^Po

I Г  к )  1+ р*’

~2 ^  ̂  ̂  1»

s i,
, У1 +  У2 +  Уз 

2 (Ух +  Уз) *

х0 ~2/(ух +  у2 +  Уз)» Ро — (  ̂— £)/0 +  £)» 5 =  Yi/Y2-

Действительно, представляя оператор С в виде С =  С0 +  Сх, где С0 ■ 
= 0,5(С +  С*) и Сх —0,5 (С —С*), получим

|(S z , z) |2 =  [(z, z )—х (C0z, z)]2 +  x21 (Cxz, г) |2.

Из неравенства Коши—Буняковского и из условий леммы найдем 
| (Cxz, z) (Cxz, Cxz) (z, z ) < y3 (CQzt z ) (z, z).
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Так как для любого z £ H  имеют место неравенства
V i  (*> z )  <  ( С 0 г ,  г) <  у2 (г, z ) ,  у *  >  ° »

то из трех предыдущих соотношений получим следующую оценку для число
вого радиуса оператора S:

p2 (S )<  max <р(0> где ф ( 0 =  (1—т 0 2 +  т2у3г.
Yl<*<Ya

Исследуем функцию ф (t). Эта функция может принимать максимальное зна
чение только на концах отрезка [ух, у2]. Поэтому

p2 (S) < i  <Pi (т) =  (1— TVi)2 +  T2YxV3. 0< t«S То.
" "  l  ф 2 ( х ) =  ( 1 — r v 2 ) a - ) - T 27 2 V 3 .  х ^ т о -

Выберем параметр т из условия минимума оценки для р (S). Так как функ
ция <ра (т) возрастает по т при

Я* (т) = 2Т2 [т (ь  +  V»)- 1  ] ^ 2V2 > о.

то минимум р (S) следует искать в области т < ;т а, где для р (5) выполняется 
оценка р2 (S ) ^  <рх (т).

Функция фх (т) при т =  тх=  1/(у1 +  у3) =  хто достигает минимального зна
чения* причем при т ^ т х функция фх (т) убывает, а при т ^ т х—возрастает. 
Поэтому минимальное значение фх (т) на отрезке [0, То] достигается в точке 
т = т х, если и  в точке т =  То, если тх^т<*.

Итак* найдено оптимальное значение параметра т:

т = ? = т т ( т о ,  х т о ) -

При этом

min р2 ( S ) < l  V i M ,  * S s l .
т I < P l ( T j ) ,  x s t l .

Вычислим фх ( tJ) и  Ф1 (тх). Несложные вычисления дают то =  (2 — 1 /и)/уа, 
у3= 1 /(х т0) — ух. Используя эти соотношения, получим
Ф1 (го) =  0  —'TqVi )2 +  ('Го)2 Y1Y3 ~  1 —2тоух +  ^oYi/^ =

=  1 — (2—  1 /х)2 ух/у2 =  1 — (2—  1/х)2 (!— р0)/(1 +  Ро).
Далее

ф1 Си) = 0 — тJхух)2 + ( tJ)2 х2уху3 = 1 — тJxy 1 =
=  1 -  ( 2 х -  1) vi/V* =  1 —(2х—1) (1 — р0)/(1  +Ро).

Итак, числовой радиус оценен. Оценка леммы следует из неравенства 
US'* [ |< 2 [р (S)]". Лемма доказана.

Подставляя в неравенства (27) C = D ~ 1/2 (DB~1A) D ~x^  и Cx=0,5D“ 1̂ 2X 
X(D B~1A — {DBmmlA)*) D " 1̂ 2, получим неравенства

y1D < sDB~1A < s y2D, yx > 0, 
^ D_, D B -1A — (D B -1A)* x D B -'A  — jD B-'A)* x̂ j <  у з  ( O f l - M x ,  x).

(28)

Т е о р е м а  &. Пусть ух, ya м уз— постоянные в неравенствах (28). Ме
тод простой итерации (2) при значении итерационного параметра т =



=  min ( tJ, xtJ) сходит ся в и для  погреш ност и гп имеет  место оценка  
(26). Д л я  числа ит ераций  верна оценка п ^ п 0 (г ) , где

n0 (е) =  In 0,5e/In р, 
а х, р и т* определены в лемме 6.

Приведем вид неравенств (28) для некоторых примеров выбора опера
тора D. Если в качестве оператора D  взять оператор А*А  или В *В , то 
неравенства (28) можно записать в следующем виде:

Yi (Вх , Вх) <  (Axt Вх) <  Y2 (Вх> Вх)> Yi >
И 0,5 (ЛВ-*—(Д*)-М*) д:||2<  уз (Л**, В ^ х ) .

Действительно, неравенства (29) следуют непосредственно из (28) после 
подстановки D — B*B в (29). Для случая Ь =  Л*Л в (2в) достаточно сделать 
замену х = А ~ 1В у.

Если оператор В  самосопряжен положительно определен в Я и ограни
чен, то в качестве оператора D  можно взять операторы В  или A * B ^ XA .  
В зтом случае неравенства (28) будут иметь вид

Yi£ < 4 < y2£> Yi > Р» /от
( В -  1А 1х , А гх) <  уз (Л*, х ) ,  Лх =  0,5 (Л —Л*). ^

Отметим, что в случае Я =  Л*В“ 1Л неравенства (30) следуют из (28) 
после указанной выше замены.

4. Метод симметризации уравнения. При решении уравнения 
Au = f с несамосопряженным оператором А используют хорошо 
известный прием симметризации уравнения. Вместо исходного 
уравнения рассматривается симметризованное уравнение

Au = f, А = А*А, f  = A*f, (31)
которое получается из исходного уравнения умножением слева 
на сопряженный к А оператор. В алгебре такое преобразова
ние уравнения называется первой трансформацией Гаусса.

Для приближенного решения уравнения (31) рассмотрим 
неявную двухслойную схему

B yk^ . + Ayk = l  fe =  0, 1, (32)

с самосопряженным положительно определенным оператором В. 
В качестве оператора D выберем операторы В или А = А*А. 
В этом случае оператор DB~1A самосопряжен в Н, поэтому 
итерационные параметры хк могут быть выбраны по формулам 
чебышевского метода, исследованного в § 2 . Априорная инфор
мация для этого метода в случае указанных операторов D имеет 
вид постоянных энергетической эквивалентности операторов В 
и А = А*А

Yi В <  А* А <  у2В, Yi >  О-

Оценка скорости сходимости чебышевского метода (32) и фор
мулы для итерационных параметров даны в теореме 1 .
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§ 5. Примеры применения итерационных методов

1. Разностная задача Дирихле для уравнения Пуассона в пря
моугольнике. Для иллюстрации применения построенных в этой 
главе двухслойных итерационных методов рассмотрим решение 
разностной задачи Дирихле для линейных эллиптических урав
нений второго порядка. Разностную задачу будем трактовать 
как операторное уравнение

Au = f (1)
в конечномерном пространстве сеточных функций. Будут рас
смотрены явный и неявный чебышевский методы, а также метод 
простой итерации.

Рассмотрение примеров начнем с задачи Дирихле для уравне
ния Пуассона в прямоугольнике. Пусть в прямоугольнике G =  
= { 0 ^ .х а ^.1а, а = 1 ,  2} с границей Г требуется найти решение 
уравнения Пуассона

I «  =  - j r + T T  =  - / ( * ) ,  *  =  ( * i . * . ) €  G ,  (2 )ОХ1 ОХ2

принимающее на границе Г заданные значения
u(x) = g(x), х € Г .  (3)

Соответствующая (2), (3) разностная задача Дирихле на прямо
угольной сетке
a = {xiJ = (ihl , jh2) £G, ( ) < * < # ! ,  0 < / < Я 2, ha= la/Na,a= l,2}  

имеет вид
2

Лг/= 2  у- =  — Ф(х), *€«>, y(x) = g(x), * € ? ,  (4)
а= 1 а а

где у =  {х; /СГ} — граница сетки со, а

+  D + V(i— !- /))-

У;1Х,=-^(УУ>  / + 1)—2y(t,  /) +  i/(f, / — 1)),

«/(i. j )  =  y ( x i/)-

В § 2 гл. V было показано, что разностная задача (4) может 
быть сведена к операторному уравнению (1), для которого опе
ратор А определяется следующим образом: А у = — Ау, где 
у € Н , у £ Н  и у(х) = у(х) для х£(о.  Здесь Н —множество сеточ
ных функций, заданных на со и обращающихся в нуль на у, 
а Я — пространство сеточных функций, заданных на со, со ска
лярным произведением (ы, ц )=  2  u{x)v(x)h1h%. Правая часть /

*6 0)
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уравнения (1) отличается от правой части ф разностного урав
нения (4) лишь в приграничных узлах: t

f(x) = (f (х) +  (х)/1г\ +  ф2 (x)/h\,
( §$> x  ̂— h ,̂ 

ф1 ( х ) = |  0, 2h1^ x 1^ l 1— 2hi,
§ (̂ 1» -̂ г)» X-i —

{§ (^Тt 9)» -̂ 2 == 2̂ *
0, 2ha ^  x2 ^  /2 2hit

§ (Xj , 2̂) > 2̂ === 2̂ 2̂ *

Итак, разностная краевая задача (4) сведена к операторному 
уравнению ( 1) в конечномерном гильбертовом пространстве Н.

Для приближенного решения уравнения (1) рассмотрим я в 
ны й ч е б ы ш е в с к и й  м е т о д  {В = Е):

B yk+' - yk +  A y h =  f, fe =  0, 1, . . . „ 0, е я ,  (5)
т &+1

Т* =  Г Щ Г А* pA€ ^  =  { - c o s f c i ^ ,  i =  l,  2........n } ,  (6)
k — 1 , 2 .........n,

д ^ п 0(е), n0 (e) =  In (0,5e)/ln pt . (7)
В § 2 гл. V было показано, что определенный здесь опера

тор А является самосопряженным в Н  и его границы и у2 
совпадают с минимальным и максимальным собственными зна
чениями разностного оператора А, т. е.

угЕ <  А <  ytE, уг >  0, (8)где

Ti =  Z - 4 " sini
а = 1 я «

nha
“3 7 Чг- у?а=1 л«

■ COS 2/а (9)

Операторы А и В = Е самосопряжены и положительно опре
делены в Н. Поэтому из рассмотренных в п. 3 § 2 примеров 
следует, что у1г у2 из (8) являются постоянными для чебышев- 
ского метода (5) — (7), если в качестве D выбран один из опе
раторов Е, А или Аа. Тогда в формулах (6), (7)

Vi +  Va Ро:
1-1

' 1+ 6* Pi =
1 -  V I  
1+ V i ’

t

где yt и у2 определены в (9).
Так как yl = 0 (1), а у2= 0  (1/йх+1//г1), то £ = 0 ( |/ i |a), где |f t |a =  

— hl + h%. Следовательно, для рассматриваемого примера асимп
тотическая оценка числа итераций п0 (е) имеет вид

«О(е) о  ( | л J 1п 8 ) •
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В частном случае, когда G есть квадрат со стороной I ( l ^ l ^ l )  
и сетка со квадратная (h1 = h2 = h = llN)f имеем

/г2
*о — 4 >

п h
Ж У 2 :

8 о nh
И ? C0S 21 !  =  tg  2- ^ r ,

nh
Ро —  ÔS J

21 
1 —  sin nh

Pi =
cos ■nh

»0(в )* -я г 1 п - |» 0 ,3 2 Л П п .|. (10)

Таким образом, число итераций п пропорционально числу узлов N 
по одному направлению. Отметим, что число неизвестных в за
даче (4) равно M = (N — I)2, т. е. число итераций пропорцио
нально квадратному корню из числа неизвестных.

Итерационную операторную схему (5) при В — Е можно за
писать, используя определение оператора А и правой части f, 
в виде следующей разностной схемы:

У*+1 - 0* +  т*+1 (ЛУ* +  ф). */Jv =  £> * = 0, 1 , . . .

Подставляя сюда (4), получим расчетные формулы 

Ук+1 (*. /) =  ( 1 — ̂ )  У к (*. /) +
+  Tft+1 Г +  »Ы1> + ф  {i>/}J ,

: / ’sa /v2'

Начальное приближение у0 есть произвольная сеточная функция 
на о , принимающая на границе у заданные значения у0 (x)=g(x) 
для х€у-

Оценим число арифметических действий Q (е), которое необ
ходимо затратить, чтобы получить приближенное решение раз
ностной задачи (4) с точностью е по чебышевскому методу (5)— (7).

Считая заданными итерационные параметры хк, получим, что 
для вычисления ук+1 в одном узле сетки © потребуется девять 
арифметических операций. Так как число внутренних узлов 
сетки ю равно М =  (Nt — 1) (Л72 — 1), то на реализацию одного 
итерационного шага потребуется Q0̂ 9 N tN2 действий. Поэтому 
Q (е) = nQ0«  9nN1N2, где п — число итераций.

Для рассмотренного выше частного случая число итераций п 
определено в (10), и следовательно, для этого примера получим

Q(e)&2,9N31п(2/е).

Для решения уравнения (1) рассмотрим теперь м е т о д  п р о 
с т о й  и т е р а ц и и .  Итерационная схема метода простой итера-
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дни имеет вид (5), а итерационные параметры хк и число итера
ций п определяются по формулам теоремы 2 :

Т1 +  Т2 п я0 (е) In 8
1пр0 Ро 1 -1

1+1 6 =
Vi

(П )

где и у2 заданы в (9). Из (9) и (11) получим асимптотическую 
по к оценку числа итераций для метода простой итерации
пй (е) =  О ("щ г  ln y ) • Для рассмотренного выше частного слу
чая найдем

«о(е) « 5 = 1П7 « 0, 2 iV2 l n l ,  ( 12)

т. е. число итераций для метода простой итерации пропорцио
нально квадрату числа узлов N по одному направлению (или 
пропорционально числу неизвестных в уравнении).

Сравнивая оценки для числа итераций чебышевского метода 
(10) и метода простой итерации (12), получим, что метод про
стой итерации требует значительно большего числа итераций, 
чем чебышевский метод. Для сравнения этих методов на реаль
ных сетках приведем точное значение числа итераций для ука
занного частного случая в зависимости от числа узлов N по 
одному направлению для е =  10-4 (первым указано число итера
ций для чебышевского метода):

N = 32 /1 =  101 п = 1909
N =  64 п = 202 п = 7642
N = 1 2 8  п = 404 п = 30577.

Приведем расчетные формулы метода простой итерации для 
рассматриваемого частного случая:

Ук+i(C /) =  "4 [*/*(* +  !> /)+#*(*’ — 1» /)+f/fe(C / +  !)+*/*(*, / — 1)]+

+ — ф (*. /)•

Очень сильная зависимость числа итераций метода простой ите
рации от числа узлов сетки N является причиной того, что 
в настоящее время этот метод почти не используется для реше
ния сеточных эллиптических уравнений.

2. Разностная задача Дирихле для уравнения Пуассона в про
извольной области. Пусть в произвольной ограниченной области 
G с границей Г требуется найти решение уравнения Пуассона

£« =  | j j r + - f j  =  - / (*), * =  (*1 , * ,)€G , (13)

принимающее на границе Г заданные значения

(14)
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Для простоты рассмотрим случай, когда пересечение обла
сти G с прямой, проходящей через точку x£G  и параллельной 
оси координат, состоит из одного интервала.

Покроем плоскость решеткой, образованной пересечением пря
мых, параллельных осям координат и проведенных на одинако
вом расстоянии h друг от друга.

Точки решетки xiJy принадлежащие G, назовем узлами сетки 
со =  [xij € G}. Через Аа (*/у.) обозначим интервал, образующийся 
при пересечении G с прямой, проведенной через точку х/у£со 
параллельно оси координат 0ха, а = 1 ,  2. Концы этого интер
вала назовем граничными узлами по направлению ха. Множество 
всех граничных узлов по направлению ха обозначим через уа , 
а через y =  YiUY2 обозначим границу сеточной области. Мно
жества внутренних и граничных узлов образуют сетку со =  со U у 
в области G.

Рассмотрим один из интервалов Да . Множество узлов Ху goo, 
лежащих на этом интервале, обозначим через соа (*р), (3 =  3— а, 
а  =  1, 2. Через o)J(xp) обозначим множество, состоящее из узлов 
юа (*|з) и правого конца интервала Да . Определим бэа (хр) как 
множество, состоящее из узлов соа (хр) и концов интервала Да . 
Обозначим через и x \ j1(x̂  узлы, ближайшие к точке
xij € «а (л;р) соответственно справа и слева и принадлежащие 
©а (*з)‘

Шагами ha {xtj) сетки со в точке x(j £ со будем называть рас
стояние между узлами xtj и Отметим, что если все
четыре соседних к xif узла принадлежат со, то шаги ha
равны основному шагу решетки h. В приграничных узлах h a ^ h .  
Между шагами ha и hй имеет место соотношение

Задаче (13), (14) поставим в соответствие на сетке со раз
ностную краевую задачу

h* (* //)=  й; Ц +1«>).

2

A t/=  2  г/т J =  — ф(х), *£со, y(x) = g(x), х £ у ,  (15)а =) ® а

где
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Разностная задача (15) сводится к операторному уравнению (1) 
и оператор А определяется таким же образом, как и в п. 1. 
Скалярное произведение в Я задается следующим образом:

(и, v) — 2  u(x)v(x)h2.
хеоу

Введем некоторые обозначения, которыми будем пользоваться 
в дальнейшем. Определим для сеточных функций, заданных 
на со, скалярные произведения по формулам:

(и, °)<оа =  2  u(x)v(x)h,
(*р)

(«. и)<о+ =  2  u(x)v (х) h* (х),
s <  (*р)

(“ . v)a = ((« , 0)ш+, 1 )в#, Р — 3 а , 0 = 1 , 2 .

Используя эти обозначения, скалярное произведение в Я  
можно записать в виде

(и, v) = ((U, v)ai, l)e>2=((M, v)<a2> 1)ш1. (16)

Из определения оператора А получим, что 

(Аи , v) — — (Аи, v ) —

=  - ( ( « з д -  «К* * ) « , - ( ( “Г,5,.о)®,. !)«,•

а так как в силу разностных формул Грина имеет место равен
ство (см. п. 3 § 2 гл. V)

( \ V  ^)®а (Uxa ^ ¥ а ) йа ’

то отсюда вытекают равенства
(Аи, и) =  (^, Av),

2

(Ли, и )=  S ( t t | a> l )a , u (tH , (17)

Первое из этих равенств доказывает самосопряженность в Н 
оператора А.

Для приближенного решения уравнения (1) рассмотрим н е
я в н ы й  ч е б ы ш е в с к и й  м е т о д

B yk* l~ ¥± +  Ayu = f> * =  0. 1 , . . . ,  Уо€Н,
l k + l

где в качестве оператора В возьмем легко обратимый диаго
нальный оператор

By = (bl + bt)y, ba (x) = +  а==1’ 2> <18)
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Поясним выбор оператора В. Если трактовать уравнение (1) 
как систему линейных алгебраических уравнений с матрицей Л, 
соответствующей оператору А, то матрица 93, соответствующая 
оператору В, есть диагональная часть матрицы Л.

Так как операторы А и В являются самосопряженными и по
ложительно определенными в Н, то ух и у2, входящие в усло
вия (6), (7), являются постоянными энергетической эквивалент
ности операторов А и В:

ytB <  А <  у2В, ух >  О,
если в качестве D выбран один из операторов Л, Вили ЛВ“*Л.

Найдем оценки для уг и у2. Сначала покажем, что имеет 
место равенство

Yi +  Ya^S. (19)
Действительно, пусть и(х)—произвольная сеточная функция 

из Н. Рассмотрим функцию v(x), которую определим следую
щим образом:

»(% ) =  (— :l)i+J u(xtJ), x if £ со.
Вычислим значение разностного оператора Аи в точке 

Получим

Ao(i, / ) = 2 т
1 /  V

hi

а= 1

* °” 1а \
V —  V  а  \ __

ha Jx=xif
®+1а ° 0 • - 1а\и а  —  и  и — и а  А

ha ha J x = x .j
- 2 ( - \ ) ^ ( b 1(xiJ)+ b 2(xiJ))u(xiJ).

Следовательно,

Av(i, j) = — Av(i, j) = (— l)(+J(2B— A)u(i, /).

Далее, так как

Yi — min \A“' , (Av, v) = 2(Bu, u) — (Au, u), (Bv, v) =  (Bu, u),
иф 0 \DU* u>

T O

y2 =  max
v  ф  0

(Av, v) 
(Bv, v) 2 —min

и  Ф  0

(Au, u) 
(Bu, и ) 2 — Yi-

Утверждение доказано.
Используя соотношение (19), получим, что в формулах (6)

Т0 =  2/(Yj +  Y*) =  1 - Ро =  (Y2—Yi)/(Y2 +  Yi) =  1 — Yi •
Следовательно, для вычисления итерационных параметров тк 
достаточно найти оценку для yv Из леммы 13 § 2 гл. V полу
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чим, что для любой сеточной функции у £ Н  имеет место нера
венство

(Ьау, у)(оа <  «а (у\ , 1)ш+. а  =  1 , 2 , (20)

где иа =  ха (*р) =  шах va (х), a va(x) есть решение следую-

щей трехточечной краевой задачи:

vx х =  Ьа (х), Яа £ (Da (Яр),
а а (21)

( х )  =  0, Х а  €  Те-
Разделив неравенство (20) на иа и суммируя по юр, получим

0 «£* 1)»р“ ( ^  О.» « = 1, 2.
Складывая эти неравенства, найдем

(22)
\ а =1 “ /  а=1

Из (17), (18) и (22) следует, что в качестве ух можно взять 
величину

2 b« (*)1
Vl Тб 2 (*) +  Ъ* W “ ? ха ( Х э) *

(23)

Осталось вычислить ха. Для этого найдем решение задачи (21).
Пусть концы интервала Да, на котором расположены узлы 

сетки (оа (хр), есть 1а (хр) и La (xp). В силу построения решетки 
на плоскости шаги отличны от h лишь для приграничных 
узлов (см. рис. 3).

/ +
Л
i *IjL

ft

(xf i) La fejs)
Рис. 3.

Поэтому на сетке (оа (хр) разностная производная и
правая часть уравнения (2 1) записываются в виде

1 jr y+1a --V V —-0- 1» >\ uV-ха ха h\ч A ha )1 » —

Vxха ха
1
h2 (v + la -—2v +  v - la ), ii

1 jfv+la --V v —
vxха х ос h ^ h ) i —

JL
h2
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Непосредственная проверка показывает, что сеточная функция

(*) =  -& [ { Х а -1 « ) (и -Х а +  - )  +  Л2- (/la)2]
для xa €®a(*e) есть решение задачи (21). Так как 

еа (*) < - ^ ( x a- l a)(La- x a) +  1 ,

то

*« =  шах va (х) s^-jp ( La~ la )  + 1 .  (24)
*<*s«>a(*p) 4 '

Подставляя (18) и (24) в (23), найдем оценку для уг.
Грубую оценку для у1 можно получить следующим образом. 

Пусть рассматриваемая область G вписана в квадрат со сторо
ной I. Тогда La — la ^ l  для любого а и, следовательно,
^ / 2/(4/г2) + 1 , а —1,2. Подставляя эту оценку в (23), получим 
уг^  4ft2/(/2 +  4/i2), т. е. yx^ 4 / i2//2. Так как у2 = 2— Yi» то £ ^  
=  Yi/Та ^  2/г2//2. Следовательно, из оценки (7) для числа итера
ций получим

п0 (е)«  ^  1 п |«  0,35 IV In 1 ,  (25)

где N есть максимальное число узлов по каждому направлению.
Итак, для рассмотренного здесь неявного чебышевского ме

тода число итераций зависит только от основного шага сетки h 
и не зависит от неравномерных шагов в приграничных узлах. 
Сравнивая оценку (25) с полученной ранее оценкой (10), нахо
дим, что число итераций для случая произвольной области G, 
вписанной в квадрат со стороной /, такое же, как и для случая, 
когда область G есть указанный квадрат.

Приведем расчетные формулы для чебышевского итерацион
ного метода решения разностной задачи Дирихле для уравне
ния Пуассона в произвольной области G:

Ук+ 1  (Хц) =  (1 — т*+1) ук (% ) +
I Tfe+i [ 1 ( y + l1 | «Г*1 I y +U ,

bl (xij) + bi (xij) [ ц  t  * r  t  4  '

x{j €£0, yk (x) = g(x), x £  y.

Заметим, что в главе X для рассматриваемой задачи будет 
построен другой неявный чебышевский метод (попеременно-тре
угольный итерационный метод), для которого число арифмети
ческих действий, затрачиваемых на реализацию одного итера
ционного шага, несколько больше, чем для рассмотренного здесь 
метода, а число итераций значительно меньше, что и обеспечи
вает эффективность указанного метода.
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3. Разностная задача Дирихле для эллиптического уравнения 
с переменными коэффициентами.

3.1. Я в н ы й  ч е б ы ш е в с к и й  м е т од .  Рассмотрим задачу 
Дирихле для эллиптического уравнения второго_порядка с пере
менными коэффициентами в прямоугольнике G =  {0 л:а ̂ / а, 
а = 1 , 2}:

Z,M== /(*)> х €°>

u(x)=g(x),  х € Г .

Ha прямоугольной сетке

со =  {х,7 =  (i/il t //i2)€G,  0 < / < N2,
ha — lJ N a, а = 1 ,  2}

дифференциальной задаче (26) соответствует разностная задача
2

Л г / =  Д  ( М * ) % а ) * а — 'd ( x ) y = —  ф ( х ) ,  * € о > ,  ^

#(*) =  £(*)> *€ т -
Если коэффициенты ka (x), q (х) и f(x) являются достаточно глад
кими функциями, то коэффициенты аа (х), d (х) и <p(x) разностной 
схемы (27) можно, например, определить следующим образом:

«1 (х,у) кг ((i — 0,5) hlt jh2), а2 (xtj)  = k2 (ihlt ( /—0, 5) h2),
d {xu) =  q (xif), Ф lx;,) =  /  (хи).

Будем предполагать, что коэффициенты разностной схемы (27) 
удовлетворяют условиям

0 < C 1 < f l 01(x)<C J, Х£(й,
0 ^ d 1^ d ( x ) ^  d2, x £ ( d , a = l , 2 . (28)

Эти условия обеспечивают существование и единственность реше
ния задачи (27).

Разностная схема (27) сводится к операторному уравнению (1) 
обычным образом: Ау — —Ау, где у £ Н , °у€.Н, а Н —простран
ство сеточных функций, заданных на со, со скалярным произве
дением

(и, о )=  У  u(x)v(x)hlh2,X € (О
правая часть /  уравнения (1 ) отличается от правой части <р 
схемы (27) лишь в приграничных узлах.

Для приближенного решения уравнения (1) применим явный 
чебышевский метод (5) — (7)(В = Е). В § 2 гл. V было показано, 
что определенный здесь оператор А является самосопряженным 
в Н. Поэтому априорная информация для чебышевского метода
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имеет вид постоянных yt и у2 из неравенств угЕ ^ А ^ . у 2Е, 
V! >  0, если в качестве D выбран один из операторов Е, А 
или А3. Найдем эти постоянные. Для этого введем оператор Л, 
соответствующий разностному оператору А, где А̂ / =  #- 
и определим следующие скалярные произведения для сеточных

функций, заданных на ю:
(и, v)aa=  2  u(x)v(x)ha, (и, о)ш+ =  2  u(x)v(x)ha,

ха е  ха е  ю  J

(и, v)a~((u, 1)сор, Р =  3 —а, а — 1 , 2 .
Здесь
С0а = =  i ^ ^ A Qg  1 1 , ( 0 а  === " ih&i 1 ^  t A .

Введенные здесь скалярные произведения являются аналогом 
скалярных произведений, определенных в п. 2 .

Из определения операторов А и Л и разностных формул 
Грина (см. п. 2 § 2 гл. V) получим

(Лн, U)— (Ли, и) =  ((о^Иад, u)ai , 1 )со2 ((и2Ы*2*2> ^)м8> 1 )(£!!■"f~
2

+  (с(и, и )=  2  > О  +(^И, И), (29)а=1 \ а / ®
о о о 2  о

(Ли,  и) — — (Ам, и )=  2  Я - .  о  > и $Н, й ^ Й .
а= 1 V а 'а

Учитывая неравенства (28), отсюда получим операторные 
неравенства вида

с^А -f- d^E ^  4̂ с2 A -f- d2E. (30)

В п. 1 § 5 было показано, что оператор А имеет границы

4  зт h„

w sin2i rпа
• v*' 4 о nhaY .=  L - ^ c o s * 1 r - ,

a=l 06
т. е. имеют место неравенства

(31)
Из (30) и (31) найдем, что оператор А имеет границы yi = c1y1+dli 
У2 ~  С2У2 ~Ъ ^2*

Итак, постоянные ух и у2 найдены. Используя их, вычислим 
по формулам (6) итерационные параметры тА, а по формулам (7) 
найдем оценку для числа итераций п.

Так как |  =  у1/у2 =  0 (|/* |2), то £ =  y j y 2 = О (| h |2) и для числа 
итераций рассматриваемого метода имеет место следующая асимп
тотическая оценка:
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а константа в оценке зависит от экстремальных характеристик 
коэффициентов аа (х) и d(x)> т. е. от са и da, а  =  1 , 2.

В частном случае, когда область G есть квадрат со стороной 
l( t1==l2 = l)9 сетка со квадратная (h1 = h2 = h = l/N) и d = О, 
получим

Yi:
8cf Sin' , nh

~w ’ ?• =
8  Ca■ COS4 nh

21
nh
1Г

и, следовательно,

« . и *  / f i 1" ! ® 0’32 / f " 1" ! -

Сравнивая полученную здесь оценку для числа итераций явного 
чебышевского метода решения разностного уравнения (27) с пе
ременными коэффициентами с оценкой (10), находим, что для 
рассматриваемого примера число итераций в V c jc t раз больше 
числа итераций для случая постоянных коэффициентов.

Приведем расчетные формулы для явного чебышевского ме
тода (5) — (7), используемого для решения разностного уравне
ния (27). Эти формулы имеют вид:

Уи+Л». /) =

=  «*+i(*. /)& (*. /) +  f*+i { ^ [ f l i ( i + l ,  l)yk ( l+ l ,  /) +

+  ai (l> 1)Ук (‘— / ) ] + 'p '[ fls (*> / +  (l> / +  1 ) +
n 2

+  «2(i. i)yk {i. / — !)] +  ф(С /)}.
1 , 1 ,

где обозначено

a *+i(*'. /) =  
=  1 —Tft+i

Qi (t ~Ь 1 > /) - j- fli (t > /) 
h\

+  у)!

а начальное приближение г/0 есть произвольная на ю сеточная 
функция, принимающая на у заданные значения: y(x)= g(x)  
для х £ у .

3.2. Н е я в н ы й  ч е б ы ш е в с к и й  м е т о д .  Для приближен
ного решения построенного в предыдущем пункте уравнения (1 ), 
соответствующего разностной схеме (27), рассмотрим теперь 
простейший неявный чебышевский метод (5)— (7). В качестве 
оператора В, как и в п. 2, снова возьмем диагональную часть 
оператора А

b(i,j) Ч

В у = by,

/)+ « 1  (*> /) / +  1 ) +  й2(£> /) j  +

+ d {i , j) .  (32)
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Так как операторы Л и В самосопряжены в Я  и положи
тельно определены, то априорная информация для неявного че- 
бышевского метода (5)— (7) имеет вид постоянных энергетичес
кой эквивалентности операторов y ^ ^ L A ^ y ^ B ,  у 1 > 0 ,  если 
в качестве D выбран один из операторов А, В или АВ-1А.

Найдем постоянные ух и  у 2 .  Точно так же, как и в п. 2, 
доказывается, что имеет место равенство ух +  уа =  2. Поэтому 
в формулах (6) для итерационных параметров тк имеем т0 =
=  2/(Y i  +  V») =  1. Ро =  (Y*— Yi)/(Yt +  Yi) =  1 —  Yi-

Оценим Из леммы 14 § 2 гл. V следует, что для любой
сеточной функции у £ Н  имеет место неравенство

(by, y)rna <  «« [ ( а«У;а> 1 ) в+ +  4  (dy, у )Ша]  , а  =  1, 2, (33)

где ка = ха (хр ) = ш а х и “ (х), a va (x) есть решение следующей 

трехточечной краевой задачи:

х 2 ^  ^  ^ С*')» h<X, :̂Xâ :l<X (34)
о“ (х) =  0, xa = 0 , la, Лр, р =  3 —а, а — 1,2.

Из неравенств (33) делением на ка и последующим суммиро
ванием по сор получим

( J ^ ° y > y ) < ( a*yla’ 1 ) + т ( 4 .  У)> « = 1 , 2 .

Складывая эти неравенства и учитывая (29), получим

(  L  1ЬУ’ У )  ^  £  ( а“М*’ 1) +№> У) = (Ау, У).
\а =1 / а=1

Следовательно, в качестве можно взять

Yi: min
X< z( O a

min —т—г
л:, € 0)2 У'1 (■*«) m in ^T T i2 \Xl)

(35)

Итак, для нахождения Yi нужно решить уравнения (34), 
найти ха (хр) и по формуле (35) вычислить ух. Постоянная уа 
находится по формуле уа =  2 — ух.

Получим оценку для числа итераций рассматриваемого неяв
ного чебышевского метода. Из теории разностных схем следует, 
что разностная схема (34) устойчива по правой части в равно
мерной метрике, т. е. существует такая постоянная М, не зави
сящая от шагов сетки /гх и h2, что для решения уравнения (34) 
имеет место оценка

max (х )<  М ф \  \)Ц2 .
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а
ЧТО

ха ~  max va (x) = 0

и, следовательно, y1 = 0(h?) и у2 =  0(1). Поэтому % — yJy2 = 
= 0(h2), а для числа итераций имеет место такая же асимпто
тическая по h оценка, как и для явного метода

В чем же преимущество неявного итерационного метода по срав
нению с рассмотренным выше явным чебышевским методом? Ответ 
на этот вопрос дает следующая теорема, которую мы приведем 
без доказательства.

Т е о р е м а  7*К Для итерационной схемы (5)—(7) с операто
ром А, соответствующим разностной схеме (27), наилучшим 
в классе диагональных операторов В (от. е. для которого отноше
ние |  максимально) является оператор, определенный форму
лами (32).

Из теоремы 7 следует, что если в качестве оператора В вы
брать диагональную часть оператора А, то отношение g — ух/У2 
постоянных энергетической эквивалентности ух и у2 операторов А 
и В будет максимальным и, следовательно, число итераций 
п —минимальным.

Проиллюстрируем преимущество неявного метода на следую
щем модельном примере. Пусть разностная схема (27) задана на 
квадратной сетке в единичном квадрате hl —h2= h = \ lN ,  /2=  1.

Коэффициенты аг (х), а2(х) и d (х) выберем следующим об
разом:

При этом в неравенствах (28) имеем сх= 1 , с2=1+ 0,5с, дг=й2—0. 
Меняя параметр с, мы будем получать коэффициенты разностной 
схемы (27) с различными экстремальными характеристиками.

Для явного метода было показано, что число итераций за
висит от отношения с2/с1. Для неявного метода число итераций 
зависит не от максимального и минимального значений коэффи
циентов аа (х), а от некоторых интегральных характеристик этих 
коэффициентов.

В табл. 7 приведено число итераций для явного и неявного 
методов в зависимости от отношения с2/сх и от числа узлов N

*) Эта теорема есть частный случай более общей теоремы, доказанной 
в работе: G. F o r s y t h e ,  Е. G. S t r a u s ,  On best conditioned matrices, Proc. 
Amer. Math. Soc. 6 (1955), 340—345.

a1 (x) =  1 + c [(x x—0,5)2 +  (x2—0,5)2], 
a2 (x)= 1 -f c[0,5—(xx—0,5)a— (x2— 0,5)2], 
d(x) =  0, c >  0.
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по одному направлению. Расчеты проведены для е =  10~4. Для 
случая, когда параметр с=О, т. е. аа (л;) =  1 , и рассматривается 
уравнение Пуассона, число итераций для явного и неявного 
метода одинаково и приведено в п. 1 .

Из таблицы следует, что для рассматриваемого примера число 
итераций для неявного метода значительно меньше, чем для 
явного метода. Зависимость числа итераций от отношения с2/сг 
более слабая для неявного метода, чем для явного.

Т а б л и ц а  7
с2 1

смсоII*

N = 64 N = 1 2 8

Сх неявный явный неявный явный неявный ЯЪНЫЙ

2 123 143 246 286 494 571
8 149 286 305 571 616 1142

32 175 571 365 1142 749 2283
128 192 1141 409 2283 856 4565
512 202 2281 436 4565 926 9130

В заключение приведем расчетные формулы для неявного 
чебышевского метода:

У*+1 (*. У) =  (1 —Tft+i) Ун(*’ У) +
+  {-Jg-1>1 (*' +  1. У) У к (I +  1. У) +  (i, /) у* (i— 1, /)]+

+  -jjrleAi> i +  \ ) y k {i, j  +  l ) + a 2{i, j ) y k (i,  / +  l)] +  <p(i, / ) |  .

1 1 < / < Л Г 2— 1 ,

где b(i,j) определено в (32), а начальное приближение у0 есть 
произвольная на ю сеточная функция, принимающая на границе 
у заданные значения: y9(x) — g(x), х ^у .

Из сравнения расчетных формул для явного и неявного чебы- 
шевских методов следует, что число арифметических действий для 
вычисления ук+1 по заданному ук для обоих методов практически 
одинаково. Так как число итераций для неявного метода значи
тельно меньше, чем для явного, то следует отдать предпочтение 
неявному методу.

4. Разностная задача Дирихле для эллиптического уравнения со 
смешанной производной. В прямоугольнике G =  { 0 ^ x a^ / a , a =  1,2} 
с границей Г требуется решить задачу Дирихле для эллипти
ческого уравнения со смешанными производными

2

а, 0=1
и (х) — g (х), X ^ Г.

x£G ,
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Предполагается, что выполнены условия симметрии

1̂2 С*') ~  2̂1 С*')» % ^ G, (36)
и эллиптичности

2 2 2

q > 0 ,  (37)

где |==(|i, £2)— произвольный вектор. 
На прямоугольной сетке

со~{Xij = (ihly jh2)£G, 0 ^ i ^ Nlf О^С/ ^ ,N,2»
ha = ta/Na, <х = 1 , 2}

дифференциальной задаче соответствует разностная задача Ди
рихле

где у — граница сетки со.
В § 2 гл. V было показано, что разностная задача (38) сво

дится^ операторному уравнению (1) обычным образом: А у= —Ау , 
где # £ Я ,  у £ Н  и у (х) = у (х) для х£со. Здесь Я —множество 
сеточных функций, заданных на со и обращающихся в нуль на у, 
а Я — пространство сеточных функций, заданных на со, со ска
лярным произведением

Там же было показано, что при выполнении условия (36) по
строенный оператор А самосопряжен в Я и, если выполнены 
условия (37), имеет границы уг и у2, равные

Для приближенного решения уравнения (1), соответствую
щего разностной схеме (38), рассмотрим явный чебышевский 
метод (5)—(7) (В = Е). Так как операторы А и В самосопряжены 
и положительно определены в Я, то априорная информация 
имеет вид постоянных уг и у2 в неравенствах (40), и метод схо
дится в Яд, где D = A, В или ЛЯ“М.

Из (39) получим

2

(ц, v) =  2  U (х) v ( Ф А -

т. е.
7 ,5  <  Л < у 2£. (40)

*•
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Следовательно, для рассматриваемого примера асимптотиче
ская по h оценка числа итераций п0 (е) имеет вид

В частном случае, когда G есть квадрат со стороной I и сетка со 
квадратная (h1 = h2 = h = l/N), получим

т. е. число итераций так же пропорционально числу узлов N 
по одному направлению, как и в случае уравнения без смешан
ных производных.

На этом мы закончим рассмотрение примеров применения 
двухслойных итерационных методов к решению эллиптических 
уравнений. Более сложные примеры будут рассмотрены в гла-

2 +0̂2 
21 9 S “  с2 g  21 9

о,з2 /з; w in  4 .
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Г Л А В А  VI I

ТРЕХСЛОЙНЫЕ ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ

В главе изучаются трехслойные итерационные методы решения оператор
ного уравнения Au — f. Итерационные параметры выбираются с учетом априор
ной информации об операторах схемы. В § 1 дается оценка скорости сходи
мости для трехслойных схем стандартного типа. В §§ 2, 3 рассмотрены 
полуитерационный метод Чебышева и стационарный трехслойный метод. § 4 по
священ исследованию устойчивости двухслойных и трехслойных методов отно
сительно возмущения априорных данных.

§ 1. Оценка скорости сходимости

1. Исходное семейство итерационных схем. В главе VI для 
нахождения приближенного решения линейного операторного 
уравнения

Au = f  (1)
с невырожденным оператором Л, действующим в вещественном 
гильбертовом пространстве Я, были построены двухслойные 
итерационные методы. В этих методах двухслойная схема свя
зывает два итерационных приближения yk+1 и yk.

В данной главе будут изучены трехслойные итерационные 
схемы. Трехслойная итерационная схема для уравнения (1)свя
зывает три итерационных приближения yk+1, yk и yk- lt так что 
Ук+i определяется через ук и ук_г. Для реализации трехслойной 
схемы должны быть заданы два начальных приближения у0 и уг. 
Обычно при произвольном у0 приближение ух находится по двух
слойной схеме.

Ограничимся изучением трехслойных схем стандартного типа. 
Неявная стандартная трехслойная итерационная схема имеет 
вид

ВУк+1 = аИ+ЛВ — Ъ+1А)Ук+ ( 1— +
By1 = ( B - x 1A)y0+ x1f, k = \ ,  2..........у0€ Я , (2)

где у0— произвольное начальное приближение, В —линейный 
невырожденный оператор, действующий в Я , ak и хк—итерацион
ные параметры. Формулами (2) определяется исходное семейство 
трехслойных итерационных схем.
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Нахождение нового приближения ук+1 можно трактовать сле
дующим образом. Пусть у —промежуточное итерационное при
ближение, которое находится по неявной двухслойной схеме

ВЯ=М±. + Аук = /.
Tft+i ак 1

Тогда из (2) следует, что yk+i есть линейная комбинация при
ближений у и г/А_!

&ft+i =  a A+i£ +  U —'

Таким образом, приближение ук+1 есть линейная экстраполяция 
по приближениям у и г/А_х.

Если положить в (2) ak == 1, то трехслойная схема (2) перей
дет в двухслойную схему, сходимость которой была изучена 
в главе VI. Поэтому введение итерационных параметров ак поз
воляет рассчитывать на то, что сходимость схемы (2) будет не 
хуже сходимости двухслойной схемы.

Отметим, что, в отличие от двухслойной итерационной схемы, 
реализация трехслойной схемы требует запоминания не одного, 
а двух итерационных приближений ук и ук- г.

2 . Оценка нормы погрешности. Займемся теперь исследованием 
сходимости трехслойной схемы (2) в энергетическом простран
стве HD, порождаемом самосопряженным и положительно опре
деленным в Н оператором D. Для этого изучим поведение нормы 
в HD погрешности гк = ук—и при k —э-оо.

Подставляя yk = zk + u для k = 0, 1, . . .  в (2) и учитывая 
уравнение (1), найдем уравнение для погрешности гк:

Вгк+1 = ак+1(В— т*+1Л )2* +  (1— ak+1) Bzk. lt f t = l ,  2..........
Bz1 = (В—T j ^ 4 )  z0, z0 =  yg u.

Разрешим это уравнение относительно zk+1 и, полагая zk =  
= D~1/2xk, перейдем к уравнению для эквивалентной погрешно
сти хк. Уравнение для хк будет иметь следующий вид:

хк+1 =ай+1'̂ *+1Л'Л_Ь 0 (xk + l)xk-l> k = l , 2 ....  _
xt =SjX0, Sk = E — xkC, '  '

где C = D1/*B~1A D -1f3.
В силу сделанной замены zk — D~1/2хк справедливо равенство 

[ |x j =  || zk\D, и, следовательно, сходимость схемы (2) в HD будет 
иметь место, если ||xft||—>-0 при k —*оо.

Изучим поведение нормы хк в Н при/г—*оо. Для этого най
дем явный вид решения уравнения (9). Используя формулы (9),
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последовательно получим
ATj =  {Е TjC) — Р ̂  (С) Xq ,
х2 = a a(E— TiC)x1 +  ( l — ai)x0 = [at (E— TtC)Pi (C) +

+  ( ! —«,) Е]х0=Р,(С)х  о,

^*+1 — ak+l(E 'tjs+iC) Рк (С) X0 +  (1 a fe+i) ^ft-i (С) хо—1
=  Eji+i (С) х0

и т. д.
Следовательно, решение уравнения (9) для любого k имеет вид 

xk = Ph(C)x0, k — 0, 1, . . . .  (4)
где Рк(С)—операторный полином степени k относительно опера
тора С. В силу произвольности х0, соответствующий алгебраи
ческий полином Pk (t) удовлетворяет следующим рекуррентным 
соотношениям:

Р fc + 1 ( 0  = а й + 1 О  T6 + l 0  Eft (t) +  (1 a A + l )  Pk-1  ( 0 *

Pi(t)  = 1 - V ,  p 0( t ) ^  1, * = 1 ,  2, . . .  (b)
Из (5) следует, что полином Pk(t) для любого k удовлетво

ряет условию нормировки Р й(0) = 1 .
Оценим теперь норму хк. Из (4) получим

IIч II= IIр к(С)хоIKUРк (С)IIМ. * = о ,  1, . . .
или, в силу сделанной замены zk = D~1/2xk,

«2, b < f l / ,*(C)i|zoi!D. (6)
Итак, оценка нормы погрешности гк получена. Из (6) следует, 

что метод будет обладать наибольшей скоростью сходимости, 
если норма полинома Рк(С) будет стремиться к нулю при k —* оо 
наиболее быстро. Так как полином Рк{С) есть функция итера
ционных параметров r t , т2, . . . ,  тк и а 2, а 3, . . . ,  а к, то эти пара
метры должны быть выбраны из условия минимума нормы 
операторного полинома Рк(С). Другими словами, нужно по
строить полином степени k, нормированный условием Рк(0) = Е, 
который имеет минимальную норму.

В главе VI при изучении чебышевского двухслойного метода 
эта задача была решена в предположении, что оператор DB~*A 
самосопряжен в Я  и заданы постоянные энергетической эквива
лентности Yi и у2 самосопряженных операторов D и £>£~1Л:

у y2D, Yj >  О, DB~1A = (DB~1A)*. (7)

При построении трехслойных итерационных методов будем 
рассматривать только самосопряженный случай, т. е. будем пред
полагать, что выполнены условия (7).

Пусть выполнены условия (7). Укажем оптимальный опера
тор Рк(С) и получим априорную оценку для погрешности гк.
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Так как C — D1̂ B ~ 1AD-i^  = b - l^(D B~1A)D~1fi , то из (7) 
следует, что оператор С самосопряжен в Н, a и уа—его гра
ницы:

ТхЕ < С ^ у 2Е, Yi >  О, С =  С*. (8)
Тогда в силу (8) для нормы оператора Рк(С) справедлива 

оценка
|Р А( С ) К  max |Р й(/)|.

Yi<*<V а
Следовательно, оптимальный полином Pk(t) выделяется сле

дующим условием: максимум модуля этого полинома на отрезке 
[Yi, y21 минимален. Из § 2 гл. VI следует, что при условии 
нормировки Рк (0) =  1 искомый полином имеет вид

^ < 0  =  ? . А ( Ц Л £ ) , (9)

где Th(x) — полином Чебышева 1-го рода степени k :

■ 2
0 —Y1 +  V2 ’

„  , , ( cos(&arccosx),
=  { ch(£Archx),

Ро= 1 + 1 ’ = Pi

И < 1 ,  
\ Х \ > 1 ,  _  

I - V l
I + V l

При этом имеет место оценка
||P ft(C)|]< max \Pk (t)\ = qk,

Vl<^<V2
k= o ,  1 ,

Подставляя эту оценку в (6), получим

N 1 о <  <7* Ik  Но-
Таким образом, скорость сходимости трехслойного итерацион

ного метода (2), параметры тк и ак которого выбираются из 
условия минимума нормы разрешающего оператора, равна 
скорости сходимости чебышевского двухслойного итерационного 
метода.

Формулы (9) дают решение задачи о построении наиболее 
быстро сходящегося трехслойного итерационного метода. В § 2 
будут получены формулы для итерационных параметров тк и ак 
этого метода, который называется полуитерационным методом 
Чебышева.

§ 2. Полуитерационный метод Чебышева

1 . Формулы для итерационных параметров. Найдем теперь 
формулы для итерационных параметров ак и хк полуитера- 
ционного метода Чебышева. В § 1, используя трехслойную
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итерационную схему метода
Byk+1 = ak+1(B— rk+1A)yk +  (l — a*+i)By* - 1 +  a*+iT)k+x/ > 

B y ^ - i B — 'xlA)ya + x1f, £ = 1 , 2 ,  . . . ,  y0£H,
мы получили уравнение для эквивалентной погрешности

xb+i~ak+i(E xk+iC) xk О ak+i)xk-i> k = l ,  2,
*! =  (£ —%LC)xQ. ■ '

Было показано, что для любого k решение этого уравнения 
имеет вид

x k — P k ( C ) x oj k — 0 , 1 , . . .» (3)

а оптимальный полином Pk(C) определяется формулами
I —  T0t \  1

Рк (0 — ЯкТк Ро Як
2рг

i + p f
(4)

Для того чтобы получить формулы для итерационных пара
метров ак и хкУ найдем рекуррентные соотношения, которым удов
летворяет полином Pk{t).

Известно, что для любого х полиномы Чебышева первого 
рода Т к(х) удовлетворяют следующим рекуррентным соотноше
ниям (см. § 4 гл. I):

Тк+1(х) = 2хТк(х) — Тк_1(х),
Т i (х) = х, Т0(х)=  1.

k =  1 , 2,
(5)

Используя (4) и (5), получим
f * + i ( 0 _ _ o  Рк (1) Pk- i ( t )  b _ _  i

Як + i \  P o  )  Як Qk-i  ’
= T»0/Po. Л>(*)/<7о=1-

2,

Из определения (4) и соотношений (5) следует

• l/?*+i =  2/(р09*) — 1/9*-и ?i =  Po. 9о =  1 -

(6)
(7)

(8)

Отсюда найдем
4k+jQk-l~^Qk+l/(PoQk) 1» k = l ,  2, . . .  (9)

Подставляя (8), (9) в (6) и (7), получим рекуррентные формулы 
для полиномов Pk(t)'-

t I T 111 ■ -  v р >~<(> +  ( '  ■- k - 2Г ) р *-* (')•
P i (0 =  i - V ,  Р 0(0 ^ 1 . * = 1 , 2 , . . .

X

Отсюда и из (3) следуют рекуррентные соотношения для
2 Як-ri (ц „ п\ лг | 1 2 f̂e+i

к

k  +  i 

X,
Ро
(Е-

Як
- т 0С)

(£— г 0С)хк-{- 1
Ро Як Хь- v  Л = 1 , 2 ,
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Сравнивая эти формулы с (2), получим
«ft+i =  29fc+1/(p09ft), TJks T 0 =  2/(v1 +  v1), k = \ ,  2, . . .  (10)

Итак, формулы для итерационных параметров %к и ак полу
чены. Преобразуем формулу для параметров ак. Для этого вычис
лим, используя (8), выражение

1_  4 Л ____1 \ _ _ i . f i __Ро 9й N _
«А«й+1 Щ Ч «А+ l /  “ ft Ч 2 <7й + 1/

_  Г 1 _До. f  2 Як \
«й L 2 V Ро Чк- i j

Отсюда получим a ft+1 =  4/(4—p§aft), k = \ ,  2, . . .  Полагая в (10) 
k = 0 и учитывая (8), найдем, что а х =  2 .

Итак, доказана
Т е о р е м а  1. Пусть выполнены условия

y1Z ? < D 5 - M < Y 2̂ > Y, > 0 ,  D B -1A = (DB~1A)*.
Полу итерационный метод Чебышева (2) с итерационными пара
метрами

Tft =  2/(Vx +  Y2), a ft+i =  4/(4—Ро“А), * =  1, 2, . . . ,  aj =  2, (11)

сходится в HDi и для погрешности гк справедлива оценка

12й11п<<7й|20|о .

_ ^Ро Як _п2
“ а *  < 7 й - 1 - Р о ‘

Для числа итераций п имеет место оценка п ^ п 0(е), где

I n  0 , 5 е ______ 1 - 1  1 - У Т  „ ______ 2 P i  s _ Y i
.(«) = In Pi

n 1 - 6  
P o - l +  6 ’ Pi: </a:

1+Pi » 72

З а м е ч а н и е .  Сравнение полуитерационного метода Чебы
шева с чебышевским двухслойным методом показывает, что для 
этих методов имеет место одна и та же оценка 
если выполнено п итераций. Однако для двухслойного метода 
эта оценка верна лишь после выполнения всех итераций, в то 
время как для трехслойного метода такого вида оценка имеет 
место для любых промежуточных итераций. В отличие от двух
слойного метода в трехслойном методе нормы погрешностей на 
промежуточных итерациях монотонно убывают, и это обеспечи
вает вычислительную устойчивость трехслойного метода.

2. Примеры выбора оператора D. Приведем теперь примеры 
выбора оператора £> и требования, налагаемые на операторы А 
и В , для которых условия теоремы 1 будут выполнены.

В п. 3 § 2 гл. VI были рассмотрены некоторые случаи выбора 
оператора D в зависимости от свойств операторов А и В. Приве
дем эти результаты.

1 ) Если операторы А и В самосопряжены и положительно 
определены в Я, то в качестве D можно выбрать один из сле-
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дующих операторов: А, В или АВ~1А. При этом априорная 
информация может быть задана в виде

У х В < Л < у 2В, Ух >  0. (12)
2) Если операторы Л и В самосопряжены положительно 

определены и перестановочны Л = Л * > 0 ,  В =  В *>  0, АВ = ВА, 
то в качестве D можно взять оператор А*А. В этом случае 
априорная информация имеет вид неравенств (12).

3) Если А и В — невырожденные операторы, удовлетворяющие 
условию В*А =  А*В> то в качестве D можно также взять опера
тор А*А. В этом случае априорная информация задается в виде 
неравенств

Ух (Вх, В х)^ .(А х, B x )^ .y i (Bx, Вх), у2 >  0.
При выполнении этих предположений для трехслойного по- 

луитерационного метода Чебышева верна теорема 1.
3. Алгоритм метода. Рассмотрим вопрос о реализации трех

слойной схемы (1). Алгоритм метода может быть описан следую
щим образом:

1) по значению параметра ак и заданным приближениям yk-i 
и ук находим ак+1 и тА+1 по формулам (11) и вычисляем

4  = B(ak+Jy k + ( \ — ak+1)yk_1)— ak+1’Ck+1(Ayk— f).
Вычисленное ср может быть размещено на месте ук- г, которое 
для дальнейших итераций уже не нужно;

2) для нахождения нового приближения ук+1 решаем уравне
ние Вук+х =  ф. Приближение уг находится из уравнения Вуг — ф, 
где ф =  Ву0—тг (Ау0—/). Такой алгоритм решения может быть 
рекомендован в случае, когда требуется экономить память ЭВМ.

Если на вычисление значения оператора В требуется большое 
количество арифметических действий, а ограничений на память 
нет, то целесообразно воспользоваться следующим алгоритмом:

1) -По заданному ук вычисляется невязка гк = Аук—/;
2) решается уравнение для поправки wk: Bwk—rk,
3) по заданному ак вычисляется ак+1 по формуле (11) и новое 

приближение находится по формуле

Ук+1 = ак+1Ук +  {1— 'ак+1)Ук-1—
где хк+1 определяется по формуле (11).

Описанный алгоритм не содержит вычисления значения опе
ратора В, но требует дополнительную память для хранения rh 
и wk.

§ 3. Стационарный трехслойный метод

1. Выбор итерационных параметров. Вернемся теперь к фор
мулам для итерационных параметров ак и хк полуитерационного 
метода Чебышева. В § 1 были получены следующие выражения
11 А. А. Самарский, Е. С. Николаев 321



для ock+1 и тЛ+1:
a k + i ==^,Qk + il(PoQk)t x k =  то ^  2/(Vi ”1“ 7г)> ft =  l, 2, (1)

где

йк: 2pi
„-ftPi

P i: 1 - / 6
1 + / 6

Ро:
1 - 6
1+ 6 ’ 72

(2)

Значение итерационного параметра хк не зависит от номера 
итерации k, в то время как параметр ак изменяется, начиная 
с а х — 2. Найдем предельное значение для ак, когда k стремится 
к бесконечности. Из (1), (2) получим

«*+i =  2P l( l+ p f ) / ( p 0( l+ p ! ft+2)).
Так как Pl <  1 и Po =  <7i =  2Pl/(l + Pf), то a  =  lim aA=  1+ Pf, и

k-> со

при достаточно больших k имеем ак да а. Поэтому естественно 
изучить стационарный итерационный трехслойный метод

Byk+1= a (B —xA)yk + ( l — a)Byk. 1 +  ccxf, А = 1 ,2 ,
Вух = (B —xA)y0 +  xf, у0£Н

с постоянными (стационарными) параметрами
2 . 1-VTa = l + P i ,  т =  т0:

71+72 P i‘
1 +  V T 72

(4)
где уг и у2—постоянные энергетической эквивалентности само
сопряженных операторов D и DB~1A:

V1D < D 5 - M < v2D, Vi > 0 , D B-'A  =  {DB-'A)*. (5)
2. Оценка скорости сходимости. Для получения оценки ско

рости сходимости стационарного трехслойного метода перейдем 
от (3) к схеме для эквивалентной погрешности xk — D'l»zk:

— сс(В тС)хА +  (1 ос)х к —I» ^ = 1, 2, . . . »
*! =  (£ —тС)х0> C =  D,/2B -M D -,/2.

Отсюда следует, что хк для любого /г^ О  выражается через х0 
следующим образом:

хк = р к(С)х о, (6)

где соответствующий Р А(С) алгебраический полином Рк (t) опре
деляется рекуррентными соотношениями

Л*+1(0 =  « ( 1- т/ ) / >*(0  +  (1- « ) ^ * - 1(0 , * = 1 .2 .........
Л ( 0  =  1 - т Л  Л , ( 0  =  1 .

Из (6) следует оценка для нормы погрешности zk в HD:

1** Id = II **  II <  II Рк (С) 11 * „ 1 =  IРк (С) I ||г0 |Ь- (8)
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Поэтому необходимо оценить норму операторного полинома Рк (С) 
для случая, когда параметры а и т выбраны по формулам (4). 
Из условий (5) следует, что С—самосопряженный в Н оператор, 
a Yj и у2—его границы, следовательно,

||Р*(С)|К max | Р* (01.
Vt < t < V?

Оценим максимум модуля полинома Pk(t) на отрезке [у^ уа]. 
Для этого выразим полином Pk (t) через полиномы Чебышева. 
Нам будет удобнее рассматривать Pk(t) не на отрезке [уг, уа], 
а на стандартном отрезке [— 1,1]. Полагая

_  1— Ро* 
То Y1 +  Y2 Ро — 1-1  

1 +  1 ’ 6 - ? .Y»

отобразим отрезок [у,,, у2] на [— 1, 1]. Тогда

=  * € Г ~  1,1],
шах |Я А( 0 |=  max |Q*(x)|.

V t  <  * <  Г а  I x | <  1

Учитывая выбор параметров а и т согласно (4), из (7) получим 
следующие рекуррентные соотношения для полиномов Qh(x):

Qk+i (х) 2prvQA (x) piQ*-! (*), k — 1, 2, . 
Qt (X) =  Po t̂ Qo (X) 1 •

Отсюда при помощи замены

<?* =  PiRk (х) (9)

легко получим стандартное рекуррентное соотношение 
R k+1(x) = 2xRk{x) — Rk„l (x)9 Л = 1 , 2,

R 1 (^) ^  Po*/Pi> Ro (^) ===  ̂•
Этому соотношению удовлетворяют полином Чебышева первого 
рода Тк(х) с начальными условиями Тк(х)==х, Т 0(х) =̂= 1 и по
лином Чебышева второго рода Uk(х):

и к(х)

sin ((fe -f 1) arccos x) , . ^  .
sin (arccos *) ’ * * * ^

sh( (£+1) Arch x) , . ^ >1
sh (Archx) * I I х

с начальными условиями U1(x) = 2x, U0(x) =  1. Используя ука
занные свойства полиномов Тк(х) и Uк(х) и равенство р0 = q1 = 
= 2p1/( l+ p i) ,  из (10) найдем выражение для полинома Rk(x) 
через полиномы Чебышева

Я* (*) =  T Z J -  т* М  +  т г г  и * (*>> к > ° -1 +  р! 1+Рх
И * 3 2 3



Далее, используя известные оценки
шах \T k(x)\ = Tk (l) =  1,

1* к  1
max \U k{x)\ = Uk(l) = k + \ ,

|ж\< г
получим

шах |Я*(*)| =  / г » 0 ) = 1 + * ( 1 - р ! ) / ( 1 + Р П .1*10
Отсюда, учитывая сделанные выше замены, найдем следующую 
оценку для нормы операторного полинома Рк(С):

1 р ,  ( С ) К  Р{ (1 +  *  (1 -  pi)/(i +  pi)). ' (И)
Подставляя (11) в (8), получим оценку для нормы погрешности 
гк в HD:

II ч \\d  <  Чк  I ч П о »  ч = р х  (■ 1 +  f t  ( 1 — р ! ) / ( 1 +  p i ) )  .

причем 9fc—>0 при k —► оо и qk+1< q k- Итак, доказана
Т е о р е м а  2. Стационарный трехслойный итерационный ме

тод (3) — (5) сходится в HD, и для погрешности гк справедлива 
оценка

1 ч  По <  II2» По. ян= pi (1 + *  (1—pi)/( i + pi)). 
З а м е ч а н и е .  Можно показать, что lim qk/qk — lim <7ft/po =  0,

k —► OO k 00

где <7ft определено в теореме 1. Поэтому стационарный трехслой
ный метод сходится быстрее метода простой итерации, но мед
леннее чебышевского двухслойного метода и полуитерационного 
метода Чебышева.

§ 4. Устойчивость двухслойных и трехслойных методов 
по априорным данным

1. Постановка задачи. Для приближенного решения опера
торного уравнения Au = f  в главе VI были изучены двухслой
ные методы простой итерации и чебышевский метод, а в §§ 2, 3 
гл. VII построены полуитерационный метод Чебышева и трех
слойный стационарный метод.

Напомним, что для вычисления итерационных параметров 
в этих методах используется определенная априорная информа
ция об операторах итерационной схемы. В случае самосопря
женного оператора DB~1A эта информация имеет вид постоян
ных энергетической эквивалентности уг и у2 операторов D и 
DB~lA:

уг (Ох, x)^ .(D B ~ 1Ax, x ) ^ .y t (Dx, х), >  0. (1)
В ряде случаев постоянные Vi и у2 могут быть найдены точно, 

т. е. существуют такие элементы х £ Н ,  для которых в (1) до-
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стигается равенство. В других случаях для нахождения yt и у2 
используются вспомогательные процессы и эти постоянные нахо
дятся приближенно.

Использование неточной априорной информации приводит 
к уменьшению скорости сходимости, а в некоторых случаях и 
к расходимости метода. Целью настоящего параграфа является 
изучение влияния неточного задания априорной информации на 
скорость сходимости перечисленных выше итерационных методов.

Ограничимся рассмотрением самосопряженного случая, т. е. 
предположим, что оператор DB-1A самосопряжен в Н. Пусть 
вместо точных значений и у2 в неравенствах (1) заданы неко
торые приближенные значения уг и у2. Рассмотрим двухслойные 
и трехслойные методы, итерационные параметры для которых 
будем выбирать по заданным ух и у2. Напомним формулы для 
итерационных параметров.

Для двухслойной схемы

B y±+L-yi + Ayk = f, fe =  0, 1.........  (2)
та+1

параметры метода простой итерации определяются по формуле 

тй =  т0 =  2/(у, +  у2). k = l ,  2, . . . .  (3)
а параметры чебышевского метода строятся по формуле

— т0/(1-J-роРй), Ра € k = \, 2, . . . , п ,
p0 =  ( l - f ) / ( l + f ) ,  I == Vx/Тз-

Для трехслойной итерационной схемы 
Вук+1=сск+1 (В— хк+1А) ук +  ( 1 — а й+1) B y r ^ + a ^ x ^ J ,

* = 1 , 2 .........  (5)
Вух — (В—хгА) y^A-xJ

параметры полуитерационного метода Чебышева определяются 
по формулам

т* =  т0, <%к+1 — 4/(4—Ро« а), k = \ ,  2 .......... аг =  2, (6)

а параметры стационарного трехслойного метода задаются фор
мулами

т , ^ т 0, ак =  1 +  Ра, * = 1 ,  2, . . . .  Р1 =  ( 1 - К 1 ) / ( 1 + / | ) . ( 7 )

Из общей теории итерационных методов, изложенной выше, 
следует, что для погрешности гк = ук— и рассматриваемых мето
дов справедливы оценки:

1) для метода простой итерации

K I d < (  max 1 1 - V D "  Iloilo; (8)
<  t <  v,

ЗЯ5



2) для чебышевского двухслойного метода и полуитерацион- 
ного метода Чебышева

Un\\D<Qn max
Yi <  t <  Y*

1— T pt

Po
|2„io, (9)

где <7„ =  2p?/(l-f pfn);
3) для стационарного трехслойного метода

|Z„lb<P? max-----  I i i ~ 2 л П
Yi<*<Y*l l + P i

2p! rp f i —V  
-  p«

1 p i  J J  ^   ̂ V

Po1+PX "
k lb - ( io )

Здесь Tn{x) и (/„(x)—полиномы Чебышева первого и второго 
рода, и у2—точные значения постоянных из (1).

Приведенные оценки определяют скорость сходимости рас
сматриваемых методов в случае, когда итерационные параметры 
вычисляются по неточной априорной информации.

2. Оценки скорости сходимости методов. Оценим теперь мак
симумы модулей полиномов, входящих в оценки (8)—(10). Для 
этого сделаем в (8) — (10) замену, полагая х =  (1—т0 t ) / p 0 , и обо
значим а =  (1—т0у2)/р0, Ь =  (1—ТвуО/ро. Тогда оценки (8) — (10) 
будут иметь вид

I z J o ^ P o f  max M y ilz J b ,\a<.v<b )
I*Jb<<7« max |T „(x )|||z0||D,

a <  x  <  b (П )

|z „ lb < P i max
a <  x  <  b

- ^ - т п{ х ) + ^ Ц - и м
1+pl 1+pl c0 II£>•

Рассмотрим сначала случай, когда уг и у2 являются прибли
жениями для уг и у2 соответственно снизу и сверху, т. ё.

Yx<Yx<Ya<Ya- (12)

В этом случае, как легко проверить, будут выполняться не
равенства — l ^ a ^ b ^ l .  Из (П) получим, что скорость схо
димости метода простой итерации будет определяться величиной 
p̂ J, чебышевского двухслойного метода и' полуитерационного ме
тода Чебышева — величиной qn, а стационарного трехслойного 
метода—величиной р " (1 + п (1 —pf)/(l -j-р?))- Итерационные ме
тоды будут сходиться, но скорость сходимости уменьшится.

Рассмотрим пример, для которого выполняются условия (12). Пусть 

Yx=Yi (!—«). Ya =  Ya> 0 < а < 1 .
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В этом случае а =  — 1, Ъ < 1. Поэтому для погрешности рассматриваемых 
методов из (11) получим следующие оценки:

II Zn lb <  Ро II Z o  lb» 
l|zjz)<<7nl|z0|b>
II Z n lb ^ P l О  + Я  0  — P l) / 0  + Pl)) II z0 lb*

Из соответствующих формул для числа итераций получим, что для метода 
простой итерации в случае неточного задания число итераций увеличи
вается примерно в 1/(1—а) раз по сравнению с точным заданием ylf в то 
время как для чебышевского двухслойного метода и полуитерационного ме
тода Чебышева число итераций увеличивается лишь в 1/}^1— а раз.

Пусть теперь условия (12) не выполнены. В этом случае max (| а |, | b |) > 1. 
Введем следующие обозначения:

4 r = m a x  (| а |, |Ь |) , 
Ро

Используя эти обозначения, а также соотношение между полиномами Чебы
шева первого и второго рода

и п to = (T’n+i to -  0 1/2 /(г! to - 1)1/2. I * I Ss i,
получим

шах |* |  
а < х  < b ро

шах | Т„(х)\ =  Т п
fl < X < &

шах
а <  х < b

\U n (*)\ =  Un 1 - р Г (п+1> _ п + 1
pT ( i - p12) "  рГ

Подставляя эти оценки в (И), найдем

|z„lb* I z0 lb*

IЫ Ь <  -% 1*»Ь
Яп

II z „ |b <  (pi/рГ)” (1 + « ( 1 —р!)/(1 + P i)) II г0 lb-

(13)

(14)

(15)

Заметим, что если Я —-конечномерное пространство, то можно указать 
такое ^'начальное приближение у 0, для которого в оценках (13), (14) будут 
достигаться равенства.

Найдем теперь условие, при выполнении которого можно гарантировать 
сходимость рассматриваемых итерационных методов, построенных по неточной 
априорной информации. Так как отношение qntqh стремится к нулю при 
п -► оо лишь при условии р! > рх, а это условие эквивалентно требованию 
Ро > р0, то из (13) — (15) следует, что итерационные методы будут сходиться, 
если выполняется неравенство

Ро <  Ро*- (16)

Используя определения ро, а и Ь, получим, что (16) будет иметь место, если 
11— ToYil < 1, | 1 — Т0Т2 I < 1-
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Yi +  72>72- (17)
Итак, если выполнено условие (17), то итерационные методы, построен

ные по неточной априорной информации, будут сходиться. Из сказанного 
выше следует, что в случае конечномерного пространства Н условие (17) 
является и необходимым для сходимости методов.

Оценим теперь реальное число итераций, достаточных для 
достижения заданной точности е. Будем, как и раньше, через п 
обозначать число итераций для случая точного задания априор
ной информации, через п обозначим теоретическое число ите
раций, вычисленное по формулам соответствующих теорем по 
неточной априорной информации, а через п* обозначим реальное 
число итераций, которое достаточно для достижения точности е. 
Из формул (13) — (15) следует, что реальное число итераций п* 
должно определяться из условий:

1) для метода простой итерации из условия p?^epo";
2) для чебышевского двухслойного метода и полуитерацион- 

ного метода Чебышева из условия qn^&qn.
Легко убедиться в том, что имеют место неравенства п * ^ п ,  

п* ^  /г, причем число итераций п может быть больше или меньше п. 
Так как единственной количественной характеристикой итера
ционного метода, которая может быть заранее вычислена, явля
ется теоретическое число итераций п, то с точки зрения реали
зации методов Бажно оценить, во сколько раз реальное число 
итераций п* будет больше п. Для теоретического сравнения 
качества итерационных методов нужно оценить отношение п*/п.

Р еш ая эти неравенства* найдем

Получим требуемые оценки для одного примера. Пусть и у2 — прибли
жения для ух и Y2 соответственно сверху и снизу

Y i  =  ( l + a ) Y i ,  Ya =  ( 1 — a) 72 »  a ^ O .  ( 1 8 )

Из условия (17) и естественного требования Yi^ ? 2  получим, что методы 
будут сходиться, если выполнено условие

a < min (Е/(1 —Б), (1-Е)/(1 +  Е)), 6 =  Yi/Y2-
Для рассматриваемого примера будут иметь место неравенства n * ^ s n ^ i i .  
Действительно, из (18) получим

Y*
1 +  « 
1—а 1 ^ 5

и, следовательно,

ро< ро= ( 1 - 8 ) / ( 1 + 6 ) .  p i < p i = 0 - V D / 0  +  V D .

Отсюда следует, что п ^ п .  Оценим теперь величины, входящие в неравенст
ва (13) — (14). Так как

t = 2 /(yi +  y»)=To/(1— «Ро) < т0, t0 =  2/(Yi +  Y2).
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то

, l/po= m ax (| я |,  |6 |)  =  |a |= ( T 0Ya — l)/Po- 

Опуская несложные выкладки, получим 

1 — !_ГРо—а
Ро — 1 +  1 1—ар0*

Ро*
Ро

P l:

1 + а
Ро—а

1-
(1—Ро)= 1-— ToYz —1 =  1-

j - V l _____________________
l +  K l  1_ар0 +  1 /" (1 -а 2)(1 +  ро)’

■ 0 - 0
1— ар0

(1-Ро).

Pi
(1 + а )  /  S +  / 1  - а »- ~ ~  [ 1 - ( 1  + а )  |]

Pi

=  1-

0 + « )  V 1 + V »-«2
( i+ « ) / 1 + / т и г р - “ _  j / s . [1—(i-ьсх) и

( i -p i )=

0 + / 1)

1 — а + ( 1 + а )  1  +  2  У ( 1 — а 2 )  1
О-P i)-

-Ро ’

Рассмотрим сначала метод простой итерации. Из теоремы 2 § 3 гл. VI и из 
(13) получим для числа итераций п*, п и п  метода простой итерации сле
дующие оценки:

In 8 In (1 /е) -  In 8 In (1/8)п =  —л-----  :-------  , п =  -------  ~ ---------
In Ро 1—Ро In ро 1-

n*= In 8 __ 1п(1/в) ^
In ( ро/Ро) 1—Ро/Ро

Подставляя сюда полученные выше выражения, найдем
1 +  а  п* 1—ар о— -------------- , — — гИ ———————————

п
п* 
п 1—г О - 6 )i - f  ( i - l )

Если а^с£ , где с < 1, то отсюда получим

п*жп/( 1—с), п*&п/( 1—с).

Итак, если a то реальное число итераций п* для мето
да простой итерации в 1/(1 —с) раз больше теоретического числа 
итераций п, которое вычисляется по неточной априорной инфор
мации.

Рассмотрим теперь чебышевский метод и полуитерационный 
метод Чебышева. Из определения qn и q*n получим

1+ рГп ^  2(pl/Pi)"
Чп р Г  ' 1 + р !п ^ i+ ( p ' i / P iT n '

Поэтому для числа итераций п* найдем следующую оценку:
in (Q,5s) _  in (2/е)

at
ln (p i/p i)  1— Pl/Pl
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Далее, из теоремы 1 § 2 гл. VI и теоремы 1 § 2 гл. VII получим 
оценки для п и п :

„ _ In (0,5е) _  In (2/е) ~ _  In (0,5е) _  In (2/е)Т1 — —;------  ------  « TL — 1 —— =— •
In Pi 1-Pi ]n Pi 1— Pi

Подставляя сюда полученные выше выражения для отношения- 
pjp l и предполагая, что а « с | ,  найдем

п */п «  1/(1 — Vc), п*/пш  1 /(1 —]/~с).
Таким образом, если осжс\, где с < 1 ,  то реальное число 

итераций п* для чебышевского метода и пол у итерационного 
метода Чебышева примерно в 1/(1—Vс) раз больше теоретиче
ского числа итераций п, вычисленного по неточной априорной 
информации.



Г Л А В А  VIII

ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ ВАРИАЦИОННОГО ТИПА

В главе рассматриваются двухслойные и трехслойные итерационные 
методы вариационного типа. Для реализации этих методов не требуется ни
какой априорной информации об операторах итерационной схемы. В §§ 1, 2 
изучаются двухслойные градиентные методы, в §§ 3, 4—трехслойные методы 
сопряженных направлений. Ускорению сходимости двухслойных методов 
в самосопряженном случае посвящен § 5.

§ 1. Двухслойные градиентные методы

1. Постановка задачи о выборе итерационных параметров.
Для нахождения приближенного решения линейного оператор
ного уравнения

A u =  f  (1)
с невырожденным оператором А ,  заданным в вещественном гиль
бертовом пространстве Н ,  рассмотрим неявную двухслойную 
итерационную схему

в Ук̂ ~ у*  +  Л у ь =  [, к =  0. 1..........  (2)

с произвольным начальным приближением у0^ Н  и невырожден
ным оператором В.

Итерационная схема (2) изучалась нами ранее в главе VI, 
где были построены наборы итерационных параметров {т*} и 
даны оценки скорости сходимости соответствующих итерацион
ных методов (чебышевского метода и метода простой итерации);

Любой двухслойный итерационный метод, построенный на 
основе схемы (2), характеризуется операторами Л и В ,  энерге
тическим пространством H D, в котором доказывается сходимость 
метода, и набором итерационных параметров хк. Основным во
просом теории итерационных методов является вопрос об опти
мальном выборе параметров хк.

В главе VI были построены итерационные методы, пара
метры хк в которых выбирались из условия минимума в H D 
либо нормы оператора перехода от итерации к итерации, либо 
нормы разрешающего оператора. Отличительной чертой пост
роенных на таком принципе итерационных методов является
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использование для вычисления параметров хк определенной ап
риорной информации об операторах итерационной схемы.

Вид требуемой априорной информации определяется свой
ствами операторов А, В и D. Так, в случае, когда оператор 
DB~1A самосопряжен в пространстве Я, эта информация озна
чает задание постоянных энергетической эквивалентности опе
раторов D и DB-1A, т.е. постоянных Yi и у2 из неравенств

у1Я < £ > £ ~ 1Л < у 2Я, Y i> 0, (3)

или границ оператора DB~XA в HD.
В несамосопряженном случае используются либо два числа 

Yx и y2 из неравенств
Y 1D ^.D B ~ 1A, (DB~1Ax, B~1A x )^ .y 2(DB~1Ax, х), Yi >  0, (4)

либо три числа—Yi> Y2 и Ya> гДе Yi и Y2—постоянные из не
равенств (3), a Ye — постоянная либо из неравенства

|10,5(ЯВ-1Л - Л * ( 5 * ) - 1Я)х||^_1 < Тз ф х , х), (5)

либо из неравенства

||0 ,5(D £-M  — Л*(Я*)_1 £>)*!1д-х^з (D B-'Ax, х). (6)

В ряде случаев нахождение постоянных Yi» Y2 и Y3 с доста
точной точностью может оказаться сложной самостоятельной 
задачей, требующей для своего решения использования специ
альных вычислительных методов. Если априорная информация 
может быть получена ценою небольших вычислительных затрат 
или если требуется решить серию задач ( 1) с различными правыми 
частями, то целесообразно найти однажды необходимую априор
ную информацию и затем воспользоваться итерационными мето
дами, построенными в главе VI. Такой путь можно рекомендо
вать, если дополнительное время, затрачиваемое на получение 
априорной информации, существенно меньше времени решения 
всей серии задач (1 ).

В тех случаях, когда требуется решить лишь одну задачу (1), 
или когда задано хорошее начальное приближение, а вычисле
ние постоянных Yx* Y2 и Ys является трудоемким процессом, 
следует воспользоваться итерационными методами вариационного 
типа, к рассмотрению которых мы переходим.

В двухслойных итерационных методах вариационного типа 
для вычисления параметров хк не требуется никакой априорной 
информации сб операторах схемы (2) (кроме условий общего 
вида А =  Л* >  О, (DB~1A)* = DB-1A и т. д.), и построение этих 
методов основано на следующем принципе. Если задано прибли
жение ук, а ук+1 находится по схеме (2), то итерационный па
раметр хк+1 выбирается из условия минимума в HD нормы по
грешности гк+1 = ук+1— и, где « —решение уравнения (1).
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Название методов связано с тем, что последовательность ук, 
построенная по формуле (2), в которой параметры хк выбираются 
из указанного выше условия, является минимизирующей после
довательностью для квадратичного функционала

Этот функционал в силу положительной определенности опера
тора D ограничен снизу и достигает минимума, равного нулю, 
на решении уравнения (1), т. е. при у=  и. Выбор параметра хк+1 из 
указанного условия обеспечивает локальную минимизацию функ
ционала I (у) при переходе от ук к г/*+1, т. е. за один итерацион
ный шаг. В случае явной схемы (В = Е ) переход от ук к ук+л 
осуществляется по формуле

Отметим, что для самосопряженного положительно опре
деленного оператора А переход от ук к ук+1 происходит по 
направлению —гк, которое совпадает с направлением антигра
диента для функционала (А (у— и), у —и) в точке ук. Известно, 
что по направлению антиградиента происходит наибольшее 
убывание значения функционала. Поэтому такие методы назы
вают иногда методами градиентного спуска или просто градиен
тными методами. Мы сохраним это название и для неявных 
двухслойных методов вариационного типа.

Нашей ближайшей задачей является нахождение параметра 
тк+1 из условия минимума в HD нормы погрешности zk+l =  
= Ун+1 — и-

2. Формула для итерационных параметров. Найдем теперь 
формулу для вычисления итерационного параметра хк+1, пред
полагая, что оператор А не вырожден. Выпишем сначала урав
нение для погрешности zk = yk— и> & =  1, . . .  Подставляя
yk=^zk + u в схему (2), получим

zft+l =  (£  — 6 =  0, •••> го~Уо — и.
Замена zk = D~1̂ хк позволяет перейти к уравнению, содер

жащему только один оператор

Используя равенство ||zft||0 =  ||xft||, поставленную выше задачу 
о выборе параметра хк+1 можно сформулировать следующим 
образом: выбрать параметр тА+1 из условия минимума нормы 
xk+1 в пространстве Н.

Решим эту задачу. Вычислим норму хЛ+1:

I (y) = (D(y— u), у — и).

Ун+г = Ун—*к+хГ» rk = Ayk— f.

(7)
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Так как оператор А не вырожден, то не вырожден и оператор С. 
Поэтому для любого хк имеем (Схк, Схк) >  0, и минимум нормы 
хк+1 достигается при

_  , Хк)
^ +1~ ( С х к,С хк) • 

Подставляя (9) в (8), получим

K + i H pa+i K II.
где

p!+i — 1
(Схк, xkf

(Схк, Схк) (хк, хк) •

(9)

( 10)

(П)

Итак, формула (9) определяет оптимальное значение итера
ционного параметра хк+1. Подставляя в (9) хк = Ох>ггк, получим

l*+i"
(DB~1Azk, zk)

' (DB~1Azk, B ~ 1Azk) fc =  0, 1,

Учитывая, что Azk = Ayk— Au = Ayk—f = rk—невязка, a B~1rk— 
=wk—поправка, формулу для параметра т*+1 можно записать 
в следующем виде:

Tft+i
(Dwk, гк) 
(Dwk, wk) , /2 =  0, 1, . ( 12)

а итерационную схему (2) — в виде явной формулы для вычи
сления ук+1:

Ук+1 =  У к - Ч + 1 ® к >  * =  ° .  1. • • •  (13)
Алгоритм, реализующий построенный метод, можно описать 

следующим образом:
1) по заданному ук вычисляется невязка гк = Аук—/,
2) решается уравнение для поправки Bwk = rk,
3) по формуле (12) вычисляется параметр хк+1,
4) по формуле (13) находится новое приближение yk+i.
Формулы (12) еще не пригодны для вычислений, так как

наряду с известными в процессе итераций величинами гк и wk 
содержат неизвестную погрешность zk. В § 2, выбирая конкрет
ный оператор D, мы получим формулы для параметров ть, ко
торые будут содержать только известные величины. А сейчас 
мы переходим к получению оценки скорости сходимости постро
енного итерационного метода.

3. Оценка скорости сходимости. Оценим теперь скорость схо
димости двухслойных градиентных методов. Так как итерацион
ный параметр хк+1 выбирается из условия минимума в HD нормы 
погрешности zk+1, которое эквивалентно условию минимума в Н 
нормы хк+1, то из (7) получим
I хк+! 1 =  min II Sk+1xk I <  min | Sk+1Ц || хк || =

xk+i
=  min 1Е —тС 11 хк II =  р II хк Ц, р =  m in || Е — тС ||.

% X
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Сравнивая эту оценку с равенством (10), находим
рА< р < 1 ,  f t = l ,  2, . . .  (14)

Из (10), (14) следует оценка ||xft+1|K p ||x ft||, а в силу сделан
ной замены xk = D 'l2zk, отсюда вытекает оценка для нормы по
грешности г„ в энергетическом пространстве HD:

1|2„||о<Рл||г01о, p =  m in ||£ —тС||. (15)

Если выполнено условие р <  1, то двухслойный градиентный 
метод сходится в HD. Из оценки (15) следует, что для умень
шения нормы в HD начальной погрешности в 1/е раз достаточно 
выполнить п ^ п 0(е) итераций, где

n0(e) =  lne/lnp . (16)
Итак, скорость сходимости двухслойного градиентного метода 

определяется величиной р. Напомним, что в главе VI при изу
чении метода простой итерации при различных предположениях 
относительно оператора С были получены оценки для р. Вели
чина р определяет скорость сходимости метода простой итерации. 
Поэтому из полученной здесь оценки (15) следует, что любой 
двухслойный градиентный метод сходится не медленнее соответ
ствующего метода простой итерации.

Приведем оценки для р, полученные в §§ 3, 4 главы VI при 
различных предположениях относительно операторов А, В и D.

1. Если оператор DB~1A самосопряжен в Я, a Yi и  у2 — 
постоянные из неравенств (3), то

р =  (1- £ ) / ( !  +  !), 6 =  Y i/Y .. (17)
2. Пусть оператор DB~1A несамосопряжен в Я; 
а) если выполнены условия (4), то

Р =  К  1 —  5, 6 =  Yi/YiI

б) если выполнены условия (3), (5), то
—1 t _ l — x Yi

1 +  i* S - l + x Ya’
Vs

V  V 1 V 2 + y i

(18)

(19)

Итак, доказана
Т е о р е м а  1. Если для схемы (2) метод простой итерации 

сходится, то сходится двухслойный градиентный метод (2), (12). 
При этом для погрешности гп справедлива оценка

12п11о^РП| 2о||о»
где р определено в (17), если оператор DB-1A самосопряжен в Н 
и выполнены условия (3), р определено в (18), если для несамосо
пряженного оператора DB~XA выполнены условия (4), и в (19), 
если выполнены условия (3), (15). Оценка для числа итераций 
дана в (16).
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З а м е ч а н и е .  Если уравнение (1) рассматривается в комп
лексном гильбертовом пространстве, то итерационный параметр 
хк+1 должен быть выбран по формуле /

...Re (Ршь гк)
k+1 (Dwk, wk) ’ k — 0, 1, . . .

Теорема 1 сохраняет силу, только условия (3), (4) должны 
быть заменены на неравенства

yx(Dx, x ) ^ R e(DB~1Ax, x ) ^ .y a(Dx, x), 
yx(Dx, x ) ^ R e(DB~1Ax, x),

(DB~1Ax, B~1A x ) ^ y 2Re(DB~1Ax, x),
где R ez—действительная часть комплексного числа z.

4. Неулучшаемость оценки в самосопряженном случае. Пока
жем, что на классе произвольных начальных приближений у, в 
случае самосопряженного оператора DB_1A в конечномерном 
пространстве Н априорная оценка погрешности итерационного 
метода (2), (12), полученная в теореме 1, является неулучшае- 
мой. Для этого достаточно указать такое начальное приближе
ние х,, при котором для решения уравнения (7) имеет место 
равенство ||*fc+1j| =  p |x ft||, где р определено в (17).

Найдем искомое начальное приближение х0. Пусть Я —ко
нечномерное пространство (H — HN). Так как оператор DB~lA 
самосопряжен в Н, то оператор C =  D -1/2 (Я 5-1Л) D -1''2 также 
самосопряжен в Я. Следовательно, существует полная система 
собственных функций г^, р2, . . . , v N оператора С. Обозначим 
через ЯА собственное значение оператора С, соответствующее 
собственной функции vk, так что Cvk = Xkvk, k — \, 2, . . . ,  N. 
Пусть Я2 \|V- Так как неравенства (3) эквивалентны
неравенствам

угЕ ^ С ^ у у Е ,  у ! > 0 ,
то в (3) в качестве Yi и у2 можно взять ^  и %N. При этом р, 
определенное в (17), можно записать в следующем виде: 
р =  (Ядг—^ i) / ( ^ + ^ '1). Выберем начальное приближение

x, = V~hivi + V K v N. (20)
Тогда Схо =  %У  Ял, +  ЯдУ  Я! vN. Используя ортонормирован- 
ность системы собственных функций vlt v2, . . . ,  vN, получим

(Х,, X,) — Ядг,
(Схо, х,) — 2Я1Ядг,

(Сх,, Сх,) =  Я1ЯЛГ(Яг +  Яд,).

Подставляя эти значения в (9), (11), получим т1 =  2/(Я14-Ял,), 
Pi =  ( ^ —^ j) / ( ^  +  ^i) =  P- Из (10) следует равенство | | 1 =  Р|л:01], 
а из (7) найдем хк.

*! =  р (V %  vx— V K  vn) .
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Дальнейшие вычисления дают

С х г —  Р ( x j /  ^1 vn )>

( »  ^l) ~  P (■̂'0 > *o) I
{CX]t JCj) ~  p (Cxqj x0),

(Cxlt CXj) =  p2 (Cx0, Cx0).
Поэтому

— _ (Cxi , ^i) _ (Cxq, x$)
2 ~  (Cxlt CXl) — (Cxo, Cxo)

_2 t _____ (Cjci, x-i)* _,   {Cxо, -Ур)“
Ps— (C-̂ bCxj) (*b *i) ~  (С̂ 0,Сл0) (*0,*o) P?-P*.

Следовательно, ||*t || =  p||jCi||. Кроме того, x2 — x1—т2Сдс1 =  р*^0, 
т. e. x2 пропорционально x0. Отсюда сразу следует, чтот3 =  т2 =  Tlf 
р3 =  р и х3 = р2хх. Поэтому для любого k:

тк =  2/(К  +  м .  Pft =  Р =  (^N—^х)/(^дг+ ^ l)»
l l * f t + i l i = p K I I -

Утверждение доказано.
Итак, мы показали, что если начальное приближение выбрано 

по формуле (20), то в двухслойном градиентном методе все па
раметры rk одинаковы и совпадают с параметром метода простой 
итерации (см. § 3 гл. VI), погрешности через одну итерацию 
пропорциональны, а скорость сходимости самая медленная.

Отметим, что такая медленная сходимость метода имеет место 
лишь для специального «плохого» начального приближения. 
В случае же «хорошего» начального приближения скорость схо
димости метода может быть значительно большей. Более деталь
ное изучение характера изменения скорости сходимости метода 
будет проведено в следующем пункте, а здесь мы рассмотрим 
один пример, иллюстрирующий приведенное выше замечание.

Покажем, что если в качестве начального приближения х$ 
взять любую собственную функцию vm, то двухслойный градиент
ный метод сойдется за одну итерацию.

Действительно, пусть = vm, Тогда несложные вычисления 
дают

С Х 0 =  (СХ09 Х0) =  (Х0, Xq),
{Cxq, Cxq) == (%0, x0), x1=z \f ikm9 Pi ~  0, t.

t . e. ^  =  0 или y1 — и.
Это качественно новое свойство двухслойных градиентных 

методов—возможность увеличивать скорость сходимости в случае, 
когда задано «хорошее» начальнсе приближение,—отличает эти 
методы от рассмотренных в главе VI двухслойных итерационных 
методов, жестко ориентированных на самое плохое начальное 
приближение.
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5. Асимптотическое свойство градиентных методов в самосо
пряженном случае. Рассмотрим теперь асимптотическое свойство 
двухслойных градиентных методов, которым они обладают в слу
чае самосопряженного оператора DB~1A. Это свойство заклю
чается в том, что последовательность {pft}, определенная в (11), 
является возрастающей. Так как величина рк определяет скорость 
убывания нормы погрешности при переходе от ft к (ft-f-l)-ft ите
рации, то наличие указанного свойства приводит к уменьшению 
скорости убывания нормы погрешностей zn для больших п по 
сравнению с началом процесса итераций. Причем для достаточно 
больших п скорость сходимости градиентных методов становится 
практически такой же, как и для метода простой итерации.

Будет показано, что для больших номеров итераций погреш
ности, рассматриваемые через одну итерацию, становятся почти 
пропорциональными. Используя этот факт, мы построим прибли
женный метод нахождения постоянных ух и у2 для неравенств (3), 
а в § 5 построим процесс ускорения сходимости двухслойных 
градиентных методов.

Итак, пусть оператор DB~XA, а вместе с ним и оператор С 
самосопряжены в Я. Покажем, что последовательность {pft} яв
ляется возрастающей. Из (10) следуют равенства

II xk+z I= Pfc+2 II хк+11> II xk+l II = Pa+i II хк !•
Вычислим норму разности xft+2—-pft+2pft+1xft:

ll-̂ft+a Pk+$Pk+ixk IP = ll-̂A+all2 ^Pk+zPk+i (,xk+a> "Ь+ Pl+2pl+i IIIP = 2 (||+ 212 P* + aPiH- 1 ( % + 2  > **))• (21)
Вычислим отдельно скалярное произведение (хк+2, хк). Из 

уравнения (7) найдем
х к + 2  ~  xk + i xk + f i xk+v хк ~  xk+iA~xk + 1Cxk. ( 2 2 )

Умножая последнее равенство скалярно на Схк и учитывая (9), 
получим

[ С , хк) =  (хк  ̂j , С хк) -f- хк+1 (Схк, Схк) =  {хк+1, Схк) -f- (Схк, хк).
Следовательно, для любого ft имеет место равенство

ixji+i> Схк) = ®’ (23)

а в силу самосопряженности оператора С—равенство (Cxk+i, хк)=0. 
Из (22) и (23) получим

( % к + 2 »  % к )  “  i ^ k + l  ^ к + i ^ X k + u  % k )  = = :  С ^ Л + 1 >  % к)  ^

~ ( хк +1» Хк + 1 “Ь rk + i^ xk) ^  1-̂ ft+l !*•

Подставляя полученное равенство в (21), найдем

\ хк+г— Рк+зРк+1ХкII2 =  2 ( l - g ^ ) l l ^ +2ir. (24)
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Из (24) следует, что либо pft+2 >  P*+i, либо pft+1== pft+2 =  р и 
хк+2 — Pixk- В последнем случае, очевидно, что для всех п~^к  
будут выполняться равенства

р„+1 =  р, х„+2 =  РХ» (25)
т. е. последовательность рк выходит на предельное значение.

Итак, показано, что последовательность \рк) действительно 
является возрастающей. В п. 3 этого параграфа было показано, 
что эта последоватательность ограничена сверху и, следовательно, 
имеет предел. Поэтому для достаточно больших номеров k бу
дет иметь место приближенное равенство рк+1да рй+2 и, следова
тельно, хк+2даPft+2pft+1xfc, т. е. погрешности будут почти про
порциональны через одну итерацию.

Рассмотрим, что следует из выхода последовательности рк 
на предельное значение. В этом случае выполняются равенства
(25), т. е. хп+2 = р*хп. Пусть пространство Я  конечномерно, а 
vlt v2, . . . ,  vN—система собственных функций оператора С. Раз
ложим хп по собственным функциям

*„ =  2  < ^ к. (26) k= 1
Из уравнения (7) получим 
x„+t = (Е— т„+2С) (Е—т„+1С) хп =

=  2  (1 — хп+2%к) (1 —т„+1Ай) а£Ьк.к— 1
Так как х„+2 = р2хп, то это означает, что для всех номеров k, 
для которых ар'фО, должно выполняться равенство

(1— т„+2Ч )(1 — т„+А ) =  р2.
Отсюда следует, что в разложении (26) присутствуют собственные 
функции, соответствующие только двум различным (каждое из 
которых может быть кратным) собственным значениям. Пусть 
это будут Af и Ау. Тогда А, и Af есть корни уравнения

( 1 - т „ +2А )(1 -т „ +1А) =  рз. (27)

Зная тп+1, ти+2 и р, из этого уравнения можно найти собствен
ные значения Af и А

Не останавливаясь на деталях, отметим, что если в разло
жении начальной погрешности х0 присутствуют собственные 
функции, соответствующие минимальному собственному значе
нию At оператора С и максимальному— %N, то в случае выхода 
на предельное значение последовательности рй в разложении (26) 
останутся только эти собственные функции. Поэтому, решая 
уравнение (27), мы найдем А* и Адг.

Выход Последовательности {рй{ на предельное значение При 
конечном п является исключительным случаем. В общем же
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случае можно лишь утверждать, что при достаточно большом п
Рн+1 ^  Pn+ г ^  ^  Р д + гР я+ г^ /г

Наличие приближенного равенства позволяет рассчитывать 
на то, что для достаточно большого п корни уравнения

(1— тп+2^)(1— *„+!&) =  р„+,рв+1 (28)
будут являться хорошими приближениями для и %N, а сле
довательно, и для Yi и у, из неравенств (3).

Опишем этот метод нахождения приближенных значений для 
Yj и у%. По итерационной схеме (2) с / =  0 проводится п + 2 
итерации с параметрами тА+1, определенными в (12). Так как 
при /  =  О решение уравнения (1) есть нуль (м =  0), то zk — yk и, 
следовательно, pft+1 можно найти по формуле

n _ l l zft+xlb_ll'/ft+illo
Р к + 1 ~  II za lb “  У  к lb •

Вычислив тп+1, т„+г, р„+1 и р„+2, решают уравнение (28). 
Корни этого уравнения являются приближениями для Yi сверху 
и для у2 снизу.

В § 5 будет приведен пример, иллюстрирующий предложен
ный метод нахождения Yi и у2.

§ 2. Примеры двухслойных градиентных методов

1. Метод скорейшего спуска. В § 1 были изучены общие свой
ства двухслойных итерационных методов вариационного типа, 
используемых для нахождения приближенного решения линей
ного операторного уравнения

Лм =  /  (1)

с невырожденным оператором А. Итерационные приближения 
вычисляются по двухслойной схеме

B ^ ~ yk- + Ayk^ f ,  * =  0,1 (2)

а итерационные параметры находятся по формуле
(Рюк, г к) 

k+l (Dwk ,wk) ’ * =  0, 1, (3)

где wk — B~1rk—поправка, гк — Аук—/ —невязка, а гк — ук— и — 
погрешность. Выбор параметра хк+1 по формуле (3) обеспечивает 
минимум нормы погрешности zk+1 в HD при переходе от ук к ук+1.

Рассмотрим теперь частные случаи двухслойных градиентных 
методов. Каждый конкретный метод определяется выбором опе
ратора D и имеет свою область применимости. Оператор D 
будет выбираться так, чтобы в формулу (3) для итерационного 
параметра тА+1 входили только известные в процессе итераций 
величины.
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Рассмотрение примеров начнем с метода скорейшего спуска. 
Этот метод можно применять лишь в случае самосопряженного 
и положительно определенного оператора А,

Пусть оператор А самосопряжен и положительно определен: 
в Я. Метод скорейшего спуска характеризуется следующим вы
бором оператора D: D — A. Оператор 5  должен быть положи
тельно определен в Я. Учитывая соотношения Azk — Ayk— f = rk 
и А =  А*, из (3) получим формулу для итерационного параметра 
тй+1 в неявном методе скорейшего спуска

_ (/>, wk)
TA+i — (Awk, wk) * k — 0, 1, . . .

Для случая явной двухслойной схемы (2) (В = Е) получим wk =  
=B~1rk = rk, и формула для Tft+1 принимает вид

,  _ (гк. г к)
ft+1 (Агк, гк) > fc =  0, 1,

В методе скорейшего спуска минимизируется норма погреш
ности zk+l в энергетическом пространстве НА: || гЛ|д =  (Azk, zk)V*. 
Условия сходимости метода сформулированы в теореме 1, из 
которой следуют оценки

II *« IL <  Р" II20 «л. П0(г) =  In e/ln р.
Значение величины р определяется свойствами операторов А 

и В и объемом априорной информации относительно их. Заме
тим, что требование самосопряженности оператора £>5-1Д =  
— АВ~гА для данного метода эквивалентно требованию самосо
пряженности оператора В. Поэтому

1) если 5  =  5* и выполнены условия (3) § 1 или эквивалентные 
им условия (см. гл. VI, § 2, п. 3)

ухВ <  А <  у2В, >  О,

Т О

р =  (1 — £)/(! +  !), 5 =  Yi/t ,;

2) если Вф В*  и выполнены условия (4) § 1 или эквивалентные 
им условия (см. гл. VI, § 4, п. 2)

Yi (Вх, А-'Вх) (Вх, х), (Ах, х) <  у2 (Вх , х), >  О,

то

p = V r 1—6. £ =  y1/Yi -
Отметим, что если В —В*, то метод скорейшего спуска обла

дает асимптотическим свойством.
2. Метод минимальных невязок. Этот метод можно применять 

в случае любого несамосопряженного невырожденного опера
тора Л. Положительная определенность каждого в отдельности
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операторов А и В не предполагается, требуется лишь положи
тельная определенность оператора В*А. Метод минимальных не
вязок определяется следующим выбором оператора D: D — A*A.

Формула (3) для итерационного параметра тА+1 в методе мини
мальных невязок имеет вид

_ (Awk, rk)
A+i (Awk, Awk ’ k =  0 ,  1 ,

В случае явной схемы (2) (В = Е) требуется положительная 
определенность оператора А, а формула для тА+1 имеет вид

т _  {Ark, rk) 
*+1 {Ark, Ark) » k =  0, 1 . . . ,

Название метода связано с тем, что в нем минимизируется 
норма невязки. Действительно, для указанного оператора D имеем

IIЧ |Ь =  (Dzk, zk) =  (A*Azk, zk) =  I Azh f  =  || rk f .
Следовательно, для рассматриваемого метода норма погрешности 
в HD равна норме невязки, которую можно вычислить в про
цессе итераций и использовать для контроля окончания итераций.

Из теоремы 1 следуют оценки сходимости метода
II Ч II <  Р" IIЧ |1, п >  n0 (е) =  In е/1пр.

Оператор DB~XA = А*АВ~гА будет самосопряжен в Н, если 
самосопряжен оператор АВ-1, что эквивалентно требованию са
мосопряженности оператора В*А. Если это требование выполнено, 
то из условий (3) § 1, которые в данном случае имеют вид

Vi (^У, Ау) <  (АВ-'Ау, Ау) <  у2 (Ау, Ау), >  0, 
или после замены у = А~гВх

(Вх, Вх) ^  (Ах, Вх) ^  у2 (Вх, Вх), >  0, (4)
и теоремы 1 следует, что

Р =  (1— Щ 1 +  1), 6 =  Yx/T.-
Отметим, что условие Yl >  0 будет выполнено, если выпол

нено указанное выше требование положительной определенности 
оператора В* А. Условия самосопряженности и положительной 
определенности оператора В*А будут выполнены, например, при 
следующих предположениях: А = А*>  0, 5  =  В *>  0, АВ = В А .

В этом случае неравенства (4) эквивалентны более простым. 
Действительно, полагая в (4) х ^ В ~ х1ъу и используя переста
новочность операторов А и В, получим

71£ < Л < Т2В, Yl> 0 .  (5)
Условия самосопряженности и положительной определенности 

оператора В*А будут автоматически выполняться и в том случае, 
когда оператор В имеет вид В ^ (А * )-ХВ^  где В0— самосопря
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женный и положительно определенный оператор. В этом случае 
вместо неравенств (5) нужно использовать неравенства

V A  <  ЛМ <  у2В0, Yi >  0» (6)
а в формуле для параметра хк+1 поправку wk можно находить 
из уравнения B0wk = А*гк.

Если оператор В*А несамосопряжен в Я , то из условий (4) 
§ 1 или эквивалентных им условий

у г ( В х , В х ) ^  (Ах, Вх), (Ах, Ах) ^  Y2 (-Ах, &х)> Vi >  О

и теоремы 1 следует, что р =  K l —£, i  =  V1/V2*
3. Метод минимальных поправок. Этот метод можно приме

нять для решения уравнения (1) с несамосопряженным, но по
ложительно определенным оператором А. Требуется, чтобы опе
ратор В был самосопряженным положительно определенным и 
ограниченным оператором. Метод минимальных поправок опре
деляется следующим выбором оператора D: D = А*В~1А.

Формула (3) для итерационного параметра xk+i в методе ми
нимальных поправок имеет вид

_  (Awk , wk)
*+* (B~lAwk, Awk) • k = 0, 1, . .

В случае явной схемы (2) (В = Е) методы минимальных по
правок и минимальных невязок совпадают.

В методе минимальных поправок минимизируется норма по
правки в Нв . Действительно, для выбранного оператора D по
лучаем

1 zk ||Ь =  (Dzk, zk) =  (A*B~'Azk, zk) =  (wk, rk) =  (Bwk, wk) =  || wk |fs .
Норма поправки в Нв может быть вычислена в процессе ите

раций и использована для контроля окончания итераций.
Из теоремы 1 следуют оценки сходимости метода

II wn Из <  Р" IK Is. п >  «о (е) =  In е/ln р.
Оператор DB~lA =  А*В~1АВ~1А самосопряжен в Я  одновре

менно с оператором А. Поэтому:
1) если А =  А* и выполнены условия (3) § 1 или эквивалент

ные им условия (см. гл. VI, § 2, п. 3)
ytB <  А <  у%В, Yi >  0» 

то

p = ( i - i ) / ( i  +  i), i = Vi/y2;

2) если А Ф  Л* и выполнены условия (4) § 1 или эквивалентные 
им условия (см. гл. VI, § 4, п. 2)

угВ ^  А, (Ах, В~*Ах) <  у2 (Ах, *)» Yi >  0.
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то

P =  K l —i. I  —Yi/Ya-
Отметим, что по сравнению с методами скорейшего спуска и 

минимальных невязок в методе минимальных поправок требуется 
не один раз обращать оператор В, а дважды, сначала для вы
числения поправки wk, а затем для вычисления В~1Ахюк.

Отметим также, что если А =  А*, то метод минимальных по
правок обладает асимптотическим свойством.

4. Метод минимальных погрешностей. Этот метод можно при
менять, как и метод минимальных невязок, в случае любого 
несамосопряженного и невырожденного оператора А. Метод ми
нимальных погрешностей определяется следующим выбором опе
раторов В и D:

В = (А*)~1В„ Я =  Яв,

где Ва—самосопряженный положительно определенный в Я  опе
ратор.

Подставляя в формулу (3) для итерационного параметра тк+1 
выбранный оператор D и учитывая, что wk — В~1гк = В^А*гк, 
получим формулу для тА+1 в методе минимальных погрешностей

( г к , Г к )

XM ~ ( A w k, rk)> k = 0, 1,

Поправка wk находится из уравнения B6wk — А*гк.
В случае явной схемы (В0 = Е) формула для хк+1 имеет вид

т -  ('*■ гк)
*+! (А*гк, А*гк)» k = 0, 1,

В методе минимальных погрешностей минимизируется норма 
погрешности в Я До. Для этого метода оператор DB~1A =  А*А 
является самосопряженным в Я , а условия (3) § 1 принимают вид 
неравенств (6). Из теоремы 1 следует оценка сходимости метода

II г Л в , <  Р и,1 г о к >  п >  п о (е) =  !п  е/ l n р ,

где р =  (1 — Щ 1 +  5), I == Yx/Ya. а Yi и у2 определены в (6).
Метод минимальных погрешностей всегда обладает асимпто

тическим свойством.
5. Пример применения двухслойных методов. Для иллюстра

ции применения построенных двухслойных градиентных методов 
рассмотрим решение модельной задачи явным методом скорей
шего спуска. В качестве примера возьмем разностную задачу 
Дирихле для уравнения Пуассона на квадратной сетке со =  {л;/у— 
=(ih, jh)y 0 ^ j ^ N f h — l/N} в единичном квадрате

Л ы Р- u\y =g. (7)
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Введем пространство Я , состоящее из сеточных функций, задан
ных на со, со скалярным произведением (и, v)=  2  u(x)v(x)h*.

Х £ ( й

Оператор Л на Я  определим следующим образом: А у= —Ли, 
у € Я, где v (х) =  у (х) для х 6 со и v |т =  0. Задачу (7) запишем 
в виде операторного уравнения

Au = f, (8)
где f  отличается от <р лишь в приграничных узлах

/ = ф + |Ы - |1 .
(g (0 , х2), Xi = h, ( g(xlt 0), x2 =  ft,

Ф1 =  |о ,  2 h ^ .x 1^ . l — 2h, ф2 =  |  0, 2/i x2 1 —2/г,

Оператор А является самосопряженным и положительно опре
деленным в Я. Поэтому для решения уравнения (8) можно при
менить метод скорейшего спуска. Явная итерационная схема 
имеет вид

yk+i—IJk 
Т'й-Ы \-Ayk = f  или ук + 1  = Ук—T*+ir** * =  0 , 1 , . ,

а итерационные параметры хк находятся по формуле
_ __ (rfe> г к)
ft+i~  (Агк, гк) ’ rk= A yk— f, * =  0,1,

Приведем расчетные формулы и подсчитаем число арифмети
ческих действий, затрачиваемых на одну итерацию.

Учитывая определение оператора А и правой части / ,  рас
четные формулы можно записать в следующем виде:

1) rk (xi/) = - { y k)-iX- { y k)-iX— (f(xij), 1 < / ,  / < Я — 1,
Уь U = #

2) (гл, г*) = 2  2  rk(xu ) h \
N -  \ N  -  \

(Агл, Гк) =  -  s  2  rk (хи) [{rkyXtXl +  (rk)-XtX,]h\ r*|y =  0,

_ (r k> r k) .
Tft+1~  (Ark, rk) ’

3) 0*+i (*//) =  y*(xv )—т*+1г*(г/у), l < i ,  / < Я — 1.
Начальное приближение г/0 есть произвольная сеточная функ

ция в со, принимающая на у заданные значения г/0|? = g.
Подсчитаем число арифметических действий. Если вычисление 

разностных производных проводить по формуле
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то для вычисления rk потребуется 6(N — I)2 сложений и 2 (N— I)2 
умножений и делений. Для вычисления (rk, гЛ)— (N — I)2 сло
жений и (N — I)2 умножений, (Агк, rk) — 6(N — I)2 сложений и 
2 (N— I)2 умножений, ук+1 — (N— I)2 сложений и (N — I)2 умно
жений. Всего потребуется \4(N  — I)2 сложений и 6(N  — I)2 ум
ножений и делений. Ровно половина от этого общего числа 
действий требуется для вычисления скалярных произведений, 
т. е. для вычисления итерационного параметра тй+1. Следова
тельно, один шаг метода скорейшего спуска примерно вдвое 
более трудоемок по сравнению с шагом метода простой итерации 
или чебышевского метода, где параметры тА+1 известны априори. 
Для неявных методов это различие будет меньшим, так как для 
вычисления скалярных произведений потребуется такое же число 
действий, как и для явного метода, а к общему числу действий 
добавятся арифметические операции, затрачиваемые на обраще
ние оператора В.

Подсчитаем теперь общее число арифметических действий 
Q (е), которое нужно выполнить, чтобы получить относительную 
точность е. Для этого нужно оценить число итераций п0(е). 
В п. 1 была получена следующая оценка:

п0 (е)
In е 
1пр ’

1 - 1  
1 + |:

где ^  и v, в случае явной схемы есть границы оператора А: 
уХЕ ^  А ^  у2Е.

Для рассматриваемого примера yt и у2 совпадают с мини
мальным б и максимальным А собственными значениями раз
ностного оператора Лапласа Л. Известно, что

о 8 . „ nh а 8 , nhб 2̂ sin (у , А тз cos (у <Л2

Поэтому

Р =  l^qr{== 1 — 2sina
nh 6_

А =tg« nh
~Tf

и, следовательно, если h<^ 1, то

«о (е)
2 In —е
я2/г2 0,2 Л/2 I n - .е

Если считать эквивалентными операции сложения, умножения 
и деления, то на одну итерацию затрачивается примерно 20N* 
действий. Поэтому для общего числа арифметических операций
будет справедлива оценка Q (е) «  4iV4ln-^>
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§ 3. Трехслойные методы сопряженных направлений

1. Постановка задачи о выборе итерационных параметров. 
Оценка скорости сходимости. Для нахождения приближенного 
решения линейного операторного уравнения

Au = f  (1)

с невырожденным оператором А в § 1 мы рассмотрели двухслой
ные итерационные методы вариационного типа. Итерационная 
схема для этих методов имеет вид

-  +  Л ^  =  /, fe =  0, 1, . . . , у 0£Н , (2)+1

а итерационные параметры xk+1 выбираются из условия мини
мума нормы погрешности zk+1 в энергетическом пространстве HD. 
Напомним, что на последовательности yk> построенной По фор
муле (2), осуществляется пошаговая минимизация функционала 
I(y) = (D(y—и), у — и)у минимум которого достигается на реше
нии уравнения (1), т. е. при у = и.

Такая стратегия локальной минимизации, однако, не является 
оптимальной, так как в конечном счете нас интересует глобаль
ный минимум функционала I (у), и, если задано некоторое зна
чение этого функционала, достичь искомого минимума мы должны 
за минимальное число итераций. Локальная же минимизация на 
каждом итерационном шаге приводит к решению этой задачи 
не самым коротким путем.

Естественно попытаться выбрать параметры %к из условия 
минимума нормы погрешности гп в HD сразу за п шагов, т. е. 
при переходе от у0 к уп. С аналогичной ситуацией мы уже встре
чались в главе VI при изучении чебышевского метода и метода 
простой итерации. Оказалось, что более быстро сходится тот 
метод, итерационные параметры для которого выбираются из 
условия минимума нормы разрешающего оператора, а не опера
тора перехода от итерации к итерации. Это свойство имеет 
место и для итерационных методов вариационного типа. Будет 
показано, что рассматриваемые в этом параграфе итерационные 
методы, параметры тк для которых выбираются из указанного 
выше условия, сходятся значительно быстрее, чем двухслойные 
градиентные методы. Более того, в случае конечномерного про
странства Я  эти методы являются методами конечных итераций 
при любом начальном приближении, т. е. точное решение урав
нения (1) может быть получено за конечное число итераций.

Переходим к построению метода сопряженных направлений. 
Будем предполагать, что оператор DB~1A самосопряжен и по
ложительно определен в Я . Выполним по схеме (2) п итераций. 
Переходя от задачи для погрешности гк = ук— и к задаче для
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xk —  D x' 2zkt получим, как и раньше,
xk+i = S k+1xk, f t= 0 , 1, 1,
Sk = E — хкС, С =

Отсюда найдем
п

(3)

Разрешающий оператор Тп представляет собой операторный 
полином степени п относительно оператора С с коэффициентами, 
зависящими от параметров т2, . . . ,  т„

В силу равенства ||л:п|| =  ||г„||/) поставленная выше задача о 
выборе итерационных параметров хк формулируется следующим 
образом: среди всех полиномов вида (4) выбрать тот, для кото
рого норма х„ = Рп(С)х0 минимальна, другими словами—выбрать 
коэффициенты a f \  а2П), полинома Рп(С) из условия ми
нимума нормы хп в Я.

Эта задача будет решена в следующем пункте, а сначала 
получим оценку скорости сходимости метода сопряженных на
правлений, построенного на основе сформулированного выше 
принципа выбора параметров. Эту оценку получим, используя 
априорную информацию об операторах схемы в виде yt и у2— 
постоянных энергетической эквивалентности самосопряженных 
операторов D и DB~XA:

y ^ ^ D B ^ A ^ y f i ,  Ух >  0, D B-'A  = (DB~lA )\  (5)

Пусть Р„(С) является искомым полиномом. Тогда из (3), (4) 
сЯёдует оценка для хп:

где минимум ищется среди полиномов Qn(C), нормированных 
в силу (4) условием Qn(0) = E.

Оценим минимум нормы полинома Qn(C). Из (5) следует, что 
оператор С = D~1/2 (DB~1A) D~1/2 самосопряжен в Я , а ух и у2 — 
его границы: С = С*, ytE ̂ .С  ̂ у 2Е, Ух >  0. Поэтому имеет место 
оценка

Из результатов § 2 гл. VI следует, что задачу о построении 
нормированного условием (0) =  1 полинома,.максимум модуля
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/= 1
(4)

D*J =  II Рп (С) х011 =  min II Qn (С) *01|< min || Q„ (С) || |] х01|, 
{«»} {«*}
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которого на отрезке [vlt Va] минимален, решает йолином Чебы
шева 1-го рода, для которого

шах | <?„(*)! =  7».Yi < t < у 2 Я п
2р?

1 + р Г
Pi 1-У1

4 - V 1 ' 1= Vi
Ya‘

Следовательно, для хп имеет место оценка || хп li ^  Яп||х0 II- 
Итак, доказана
Т е о р е м а  2. Если выполнены условия (5), то итерационный 

метод сопряженных направлений сходится в HD, и для погреш
ности гп при любом п справедлива оценка I! 2„ \\д^Яп | г0 ||д. При 
этом оценка для числа итераций имеет вид

п >  «о (е) =  In (0,5e)/ln ри 
где рх — (1 — V ~ i) l( l+ V T ), t  =  yjy»-

2. Формулы для итерационных параметров. Трехслойная ите
рационная схема. Переходим теперь к построению полинома 
Рп(С). Используя (3) и (4), вычислим норму хп\
Iхп1* = (Рп(С)хи, Рп(С)х0) =

— II х о II* +  2 2 а'Г (О'х0, х0) +  2  2  ор>ар (С 'х „  С % ) .i=i /=1г=1
Норма х„ есть функция параметров ар , аР, . . . ,  ар . При

равнивая частные производные от ||jc„f по ар
П

а р  (С'х0> С,’х0) + 2(С'х„, х9), / 1,2,  . . ., /7,

нулю, получим систему линейных алгебраических уравнений

2 ар  (CJ'x0, С% ) +  (С'*0, *0) =  0, / = * 1 , 2 , . . . , » .  (6)
i- 1

Для самосопряженного и положительно определенного в Я  опе
ратора С система (6) дает условия минимума нормы х„ в Я.

Итак, задача построения оптимального полинома Рп (С) в прин
ципе решена. Коэффициенты полинома ар , ар , . . . ,  а р  найдем, 
решая систему (6). Но сначала построим формулы для вычисле
ния итерационного приближения уп. Первый путь состоит в ис
пользовании итерационной схемы (2). Однако для этого потре
буется найти корни полинома Pn(t) и затем в качестве тл взять 
обратные к корням значения. Такой способ не является эконо
мичным.

Второй путь заключается в использовании для вычисления уп 
коэффициентов полинома. Из (3), (4) и замены xk — D1̂ zk, где 
гк = ук—и, получим

У п— и = D~1/2Pn(C)D1/2 ( у ,-и ) . (7)
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Используя (4) и равенство D -'^ C W 1/2 = (В~1АУ, найдем

D -2'2Pn (С) D1'2 =  Е +  S  <> (В-М )Л

Подставляя это равенство в (7), получим

yn= y o + ii  а р (В -'А У (у 0- и )  = у0+  ( 5 -М ) '-% 0, (8)
/= 1 /= 1

где оу0— поправка, w ^ B - 'A  (у0 — u) = B~1r0, r0 = AyB—f.
Этот путь также является не оптимальным. Для каждого 

нового я приходится заново решать систему (6).
Сейчас мы покажем, что последовательность ylt у2, . . . ,  ук, . . . ,  

Построенная согласно (6), (8) для я== 1, 2, . . . .  может быть най
дена по следующей трехслойной схеме:

Byk+i = a,k+i(B —хк+1А)ук + (1 — a ft+1)5</*-i +  a*+iTs+i/>
* = 1 , 2 , . . . ,  (9) 

Byi =  (5 —тгА)у„ -1-тJ , ув € Н.
Для этого нужно указать набор параметров {тй} и {ак}, при 

котором норма эквивалентной погрешности х-к была бы мини
мальной для любого k. Действительно, из уравнения для по
грешности хк в случае схемы (9)

xk+i = ak+i(E— rft+1C )x * + ( l— * = 1 , 2 ..........
х1 = (Е— т1С)хв, ' ’

получим, что хк — Рк(С)хв, где полином Рк(С) имеет вид (4) 
(я =  *). Поэтому, если параметры {тй} и {ak\ в (9) будут выбраны 
так, чтобы для любого я = 1 ,  2, . . .  выполнялись условия (6), 
то построенные согласно (9) итерационные приближения уп будут 
совпадать с приближениями, построенными по формулам (6), (8) 
для любого я.

Построим искомый набор параметров {т*} и {ак}. Для этого 
нам потребуется

Л е м м а .  Необходимыми и достаточными условиями мини
мума нормы хп в Н для любого п >  1 являются условия

(Cxj, хп) = 0, /  =  0 , 1 .........п — 1. (11)
Действительно, из (4), (6) следует, что условия (6), являю

щиеся условиями минимума нормы хп, эквивалентны следующим:
(C'x0, х„) = 0, /=--=1,2, . . . ,  я, (12)

для любого я =  1, 2, . . .  Отсюда получим для / < ! я — 1
/+1

(Сх0> хп) +  2  a'i-i (Clx0, хп) =  (Cxj, хп) =  0,
1 =  2

т. е. условия (11) необходимы.
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Докажем теперь достаточность условий (11). Пусть выпол
нены условия (11). Покажем, что тогда выполнены и условия (12). 
Из (11) при / =  0 получаем, что равенства (12) верны для / =  1. 
Справедливость (12) для / ^ 2  докажем по индукции. Пусть для 
/ jgc/s условия (12) уже выполнены, т. е. (&х0, хп)=0, / =  1, 2, . . . ,  k. 
Покажем, что они выполнены и при / =  k - f 1, если выполнены 
условия (11).

Действительно,' из (11) при j  =  k получим 

О =  (Схк, xtt) =  {CPk (С) х„, хп) =
k

=  (Схе, х „ ) + 2  <  (C '+% , *„) =  <#> (С*+% , *„).
/= 1

Следовательно, (С*+% , х„) =  0. Лемма доказана.
Воспользуемся теперь леммой для построения набора пара

метров {тА} и {aft} для схемы (9). Для сокращения выкладок 
будем считать, что ух в схеме (9) находится по общей формуле (9) 
при ах — 1.

Рассмотрим схему (10). Так как хх находится по двухслойной 
схеме, то из § 1 следует выбор оптимального параметра по 
формуле

_  (Схо, *„)
1 (Сх0,Сх0) ‘

Построение параметров т2, т3, . . .  и a 2, а 3, . . .  будем осуще
ствлять постепенно. Пусть итерационные параметры Tlt т2, . . . ,  
тк и а 1( а 2, ..  ., ак уже выбраны оптимальным образом. Так как 
эти параметры определяют приближения ух, г/2, . . . ,  ук, то из 
леммы следует, что выполнены условия

(Сду, х , )  =  0, /  =  0, 1, . . . ,  i —  1, i =  l, 2, . . . ,  k. (13)

Выберем теперь параметры тй+1 и ак+1, определяющие при
ближение ук+1. Из леммы следует, что норма хк+1 будет мини
мальна, если выполнены условия

(Cxj, x ^ + j )  =  0 ,  j  — 0 ,  1, . . . ,  k.  (14)

Из этих условий найдем параметры тк+1 и a ft+1. Покажем 
сначала, что из (13) следует выполнение условий (14) для / ^  k —2, 
а затем из оставшихся двух условий (14) для j = k — 1 и j = k 
получим формулы для xft+1 и ак+1.

Итак, пусть j ^ k —2. Из (10) и (13) найдем
Сх;) = ак+1(хк, Сх/)—ак+1тк+1(Схк, Сху) +

+  (1 ak+i) ixk-i’ Cxj)=- ак+1%к+х(Схк, Cxj).

Покажем, что (Схк, Сх;) =  0 для j ^ k —2. Действительно, из (10)
351



при к =  / получим

Сх, 1

т/+ 1 т/ + 1а; + 1[*/+i О а / +1) */- Л> / > 0 .  (15)

Используя самосопряженность оператора С и условия (13), от
сюда получим для j ^ k — 2
(Схк, CXj) =

=  ^ ~ ( ^ Л’/ >  л :а )  т ; + 1 а /  +  1 + 1  ’  * * )  О  a y + i )  ( C x / - i .  ^ й) ]  =  0 .

Следовательно, (л:й+1, Сл:,) =  О для / < / г —2.
Найдем теперь xft+x и а Л+1. Полагая в (14) / =  /г—-1 и j = k, 

получим из (10) и (13)
0==(Cxft_1, *ft+i) —
~  a ft+iTfe+i C *fc-i)+0 a ft+i) (^xk-i> xk-'d< (16)
0 =  {Схк, a'a+i) =  ak+i [(Сл'А, хк) хк+1 (Схк, Cxk)J.

Из второго уравнения сразу найдем параметр тА+1:
_  (Схк, x k)

*+1~(Слг*, С**)' (17)

Из первого уравнения исключим выражение (СхА, СхЛ_х). Для 
этого положим в (15) j = k — 1 и умножим скалярно левую и 
правую части (15) на Схк.

Учитывая самосопряженность оператора С из условия (13), 
получим

(Схк, Cxk_j) =  —  (Ca\ ;_ j , хк) Ttfxk x>t̂  хкак ^ Хк~2’ xk)~

==~ ^ Г к С̂хк’ Хк)•
Подставляя это выражение в (16), получим

gft+iTft+i (Cx.k, хк) 
а кхк (CxH- lt x u-i) ( I - « ft+1) =  0.

Из этого равенства найдем рекуррентную формулу для 
метра ак+1:

„ — (\ т*+* (Схк' **> 1 V 1
*+1 V (С**_ь  хк. г) ак )  '

пара-

08)

Итак, предполагая, что итерационные параметры тг, т2, . . . ,т к 
и а 1( а 2, . <хк были уже выбраны ранее, мы получим фор
мулы для параметров тл+х и а й+1. Так как a x =  1 и тх=  ,(̂CATq, C^g)
то формулы (17), (18) определяют параметры тй+1 и a ft+1 для 
любого k.

Подставляя хк =  D4’Zk в (17) и (18) и учитывая, что 
С =  D~'^(DB~1A) £?-'/« и =  B~4k = wk,
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получим следующие формулы для итерационных параметров тА+1 
и а*+1:

_  (Dwk, zh) 
ft+1 (Dwk, wh) ’ k = 0, 1, . .

/ 1 Zft) 1 \ -1
V (Dwk„lt 2 ft_ x) a fty/ »
Й = 1, 2, . .  ., « ! =  1.

(19)

(20)

Итак, метод сопряженных направлений описывается трех
слойной схемой (9), итерационные параметры тй+1 и a ft+1 для 
которой выбираются по формулам (19), (20). Для этого метода 
справедлива доказанная ранее теорема 2.

Из формул (19), (20) следует, что итерационные параметры 
t*+i в методе сопряженных направлений и в двухслойных гра
диентных методах выбираются по одним и тем же формулам, 
а для вычисления параметров ak+i никаких дополнительных 
скалярных произведений считать не нужно. Поэтому на вычис
ление итерационных параметров в двухслойных и трехслойных 
методах вариационного типа затрачивается практически одина
ковое число арифметических операций. В то же время из тео
рем 1 и 2 следует, что методы сопряженных направлений схо
дятся существенно быстрее, чем градиентные методы.

Покажем теперь, что если Н —конечномерное пространство 
(H = HN), то методы сопряженных направлений сходятся за 
конечное число итераций, не превышающее размерность прост
ранства. Действительно, из леммы следует, что для эквивалент
ных погрешностей хк метода сопряженных направлений должны 
выполняться равенства {CxJy х„) =  (xj, х„)с =  0, / =  0, 1, 
Следовательно, система векторов х0, х1У . . . , х „  для любого п  
должна быть ортогональной системой в Нс. А так как в HN 
нельзя построить больше чем N ортогональных векторов, то 
отсюда следует, что х ^ = 0  и zN= y N—и — 0. Таким образом, 
на классе произвольных начальных приближений у0 методы 
сопряженных направлений сходятся за N итераций к точному 
решению уравнения (1).

Для специальных начальных приближений уд эти методы 
сходятся за меньшее число итераций. Действительно, пусть у0 
таково, что в разложении х„ по собственным функциям опера
тора С присутствуют N0< N функций, т. е. х0 принадлежит 
инвариантному относительно оператора С подпространству #jv„. 
Тогда очевидно, что и все хк (Е #w 0. Поэтому в этом случае 
итерационный процесс сойдется за N0 итераций.

Из сказанного выше не следует, что оценка сходимости метода, 
полученная в теореме 2, является очень грубой и равенство
11 гп II d — Яп II го II о никогда не достигается. Можно построить при
мер уравнения (1) и указать для любого п <  N такое началь
ное приближение у0, что указанное равенство будет выполняться.
12 А. А. Самарский, Е. С. Николаев 353



3. Варианты расчетных формул. Приведем теперь некоторые способы реа
лизации трехслойных методов сопряженных направлений. Из (9), (19) и (20) 
получим следующий алгоритм:

1) по заданному у 0 вычисляется невязка г 0— А у 0—/;
2) решается уравнение для поправки Bw0~ r 0)
3) вычисляется параметр по формуле (19);
4) приближение у 1 находится по формуле У\ = у 0—t i ^ 0.
Далее для £ = 1 ,2 ,  . . .  последовательно выполняются следующие дей

ствия:
5) вычисляется невязка г к — А у к —/ и решается уравнение для поправки 

Bwk =  rk;
6) по формулам (19), (20) вычисляются параметры т^+i и ак+1>
7) приближение yu+i находится по формуле

Ук+i — ак+-ьУк~\- (1 —«л+i) уь-1—с
Таким образом, в описанном алгоритме для нахождения ук+г использу

ются ук - ъ  Ук, и  wk> которые необходимо запоминать. Ниже будет указан 
вид формул (19) и (20) для некоторых конкретных выборов оператора D. 
Здесь мы ограничимся замечанием, что в эти формулы, помимо хранимой 
величины wk, может входить невязка гк, которую мы не запоминаем. Для ее 
вычисления можно воспользоваться либо равенством rk =  Bwk, если вычис
ление значения Bwk не является трудоемким процессом, либо определением 
невязки гь — Ауъ— /.

На практике встречаются и другие алгоритмы реализации метода сопря
женных направлений. Приведем один из них. Для этого будем трактовать 
схему (9) как схему с поправкой. Из (9) получим

Ук+1~Ук—ak+isk> sk+i — wk+iJrbk+isk> k ~ 0 , 1, . . . ,  s0 — wQ, (21)

где — fk — Ayu — /> а параметры ак + 1 и Ьк связаны с а*+1 и %k+i
следующими формулами:

a k + i ~ a f c + i T f c + i >  b k ~  ( а / г + 1  0  (Х0 к И (Х‘к + 11:к + 1) »

Получим выражения для bк и ак + 1. Из (19), (20) найдем

Ьк=  (Dwk, zk)/(Dwk- lt гк- г), k = l ,  2, . . ,  (22)
Для ак + 1 из этих же формул легко получить рекуррентные соотношения, 
однако можно найти явное выражение для

( С хк, х к) (Dwk, г к)
и+1~  {Рк, Рк) ~  (D*k. **> ’

k — 0, 1, г*» (23)

Формулы (21), (22) и (23) описывают второй алгоритм метода сопряженных 
направлений. Здесь вычисления проводятся в следующем порядке:

1) по заданному у0 вычисляется невязка г0 =  Ау0 — /, решается урав
нение Bw0 =  r0 для поправки wQ и полагается s0 — w0\

2) по формуле (23) находится параметр аг и вычисляется yi =  y0 — aiS0. 
Далее для k — 1, 2, . . .  последовательно выполняются действия:

3) вычисляется невязка rk — Ayk — f и решается уравнение для поправ- 
ки Bwk =  rk;

4) по формуле (22) вычисляется параметр Ък и находится sk по формуле 
$к =  wk —J- bfcSfc—i;

5) по формуле (23) определяется параметр ak+i и приближение у к + 1 вы
числяется по формуле

yk+i —  У к &k + isk•
Отметим, что в приведенном алгоритме необходимо хранить y ki wk и sk, 

т. е. такой же объем промежуточной информации, как и в первом алгоритме.
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§ 4. Примеры трехслойных методов

1. Частные случаи методов сопряженных направлений. В § 3
были построены трехслойные итерационные методы сопряжен
ных направлений, используемые для решения линейного урав
нения

Au = f. (1)

Итерационные приближения вычисляются до трехслрйной схеме 
Вук+! =  «*+! (В хк+1А) ук +  (1 —ак+1) Вуь. г + а й+1тk+1f,

к = 1 , 2 .........  (2)
Вух — (В—xtA) Уо + xJ,  г/0€ Я ,

а итерационные параметры a fe+1 и тл+1

Tf, L 1 -- (PteiA, г к)

a

ft+i (Dteift, ш*) ’
Tft+i ( Dwk , г к)

k = 0 ,  l , . . . ,

*!+l =  l T* (Daij.j, «ft

находятся по формулам

(3)
k =  l, 2, . . . ,  a t =  l,

где wk = B~1rk— поправка, rk = Ayk— f —невязка, zk = yk—« — 
погрешность.

Выбор параметров ak и rk по формулам (3) обеспечивает 
в случае самосопряженного и положительно определенного опе
ратора DB~lA минимум для любого п нормы погрешности гп 
в HD при переходе от уа к уп.

Рассмотрим теперь частные случаи методов сопряженных 
направлений, определяемые выбором оператора D. В § 2 были 
рассмотрены четыре примера двухслойных градиентных методов. 
Каждому из этих двуслойных методов соответствует определен
ный трехслойный метод сопряженных направлений. Мы пере
числим эти методы с указанием условий на операторы А и В, 
которые обеспечивают самосопряженность оператора DB~XA. 
Для этих методов имеет место теорема 2, а вид неравенств, 
которые определяют постоянные у! и у2, будет указан в описа
нии соответствующего метода.

I) Метод сопряженных градиентов.
Оператор D : D = A.
Условия: у ^ ^ А ^ у ^ В ,  Y i > 0 ,  Л =  Л * >  О, Д =  5 * >  0.
Формулы для итерационных параметров:

_ (гк. и>к) „ _ ( л  tk+l (гь wk) I
ft+1 ~ ( A w k, w k) ’ н  Ч  (гк-1, щ - i )  ч )  *

2) Метод сопряженных невязок.
Оператор D : D=A*A.
Условия: Yx (Вх, Вх) <  {Ах, Вх) ^  у2 (£*> Вх), ух >  0,

В*А=А*В.
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Если выполнены предположения А =  А* >  О, В — В* >  О,
АВ = ВА, то условия имеют вид

Ух>0.
Формулы для итерационных параметров:

_  (Awk, гк) Tfr+i (Awk, гк) 1 \ - t
*+1 ~ ( A w k,A w k) '  K*+1 И  тк (Awk- U rk. t) ‘ a k j  *

3) Метод сопряженных поправок.
Оператор D: D = АВ~гА.
Условия: у ^ ^ А ^ У ъ В ,  ух >  О, Л =  Л * > 0 ,  В =  5 * >  0.
Формулы для итерационных параметров:

(Awk, wk) / ,  Tfe+i (Awк, wk) 1 \ - i
A+1 ( В - 1 Awk, Awk) '  6+1 V %k (Awk- lt ®A_i) ‘ «ft )

4) Метод сопряженных погрешностей.
Оператор D: D = B0.
Условия: B = (A*)~1B„, у Д < Л * А < у Д ,  B0 — В*0>  0.
Формулы для итерационных параметров:

_ _ (г к. г к) „ /1 тА+1 (rfe, />) 1 \ - i
*+1 (Awk, r k) '  k+1 \ l Tk (rk- i ,  r k- i )  “ f t /

2. Локально оптимальные трехслойные методы. Вернемся 
теперь к рассмотренному в § 3 способу построения итерацион
ных параметров ак+1 и хк+1 для трехслойной схемы метода 
сопряженных направлений. Напомним, что параметры ак+1 и 
тй+1 были выбраны из условий (Cxk- lt xft+1) =  0 и (Схк, xA+t)= 0  
в предположении, что итерационные приближения уг, у2, . . . , у к 
обеспечивают выполнение условий

(Cxj, xt) — 0, / =  0, 1, . . . ,  i — 1, i =  l , 2 ,  . . . , к .  (4)

Для идеального вычислительного процесса условия (4) выпол
нены, поэтому выбор параметров a ft+1 и тА+1 по полученным 
в § 3 формулам действительно обеспечивает минимум нормы 
погрешности zk+1 в HD при переходе от у0 к ук+1. В реальном 
вычислительном. процессе, который учитывает наличие ошибок 
округления, итерационные приближения ylt у2, . . . ,  ук будут 
вычислены неточно, и, следовательно, условия (4) не будут 
выполняться. В ряде случаев это может привести к уменьше
нию скорости сходимости метода, а иногда и к его расходи
мости.

Построим сейчас одну модификацию метода сопряженных 
направлений, не обладающую указанным недостатком. Для при
ближенного решения уравнения Au = f  рассмотрим трехслойную 
итерационную схему

в Уь+ 1  = a *+i (В— т6+1Л) у к +  (1 — а 4+1) Вук^  + а * +1тk+1f, (5)
* = 1 ,  2, . . .
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с произвольными приближениями у0 и Считая ук и ук-±
заданными, выберем параметры fta +1 и тй+1 из условия мини
мума нормы погрешности 2ft+1 в HD, т. е. из условия локальной 
оптимизации за один шаг по трехслойной схеме.

Эту задачу решим при единственном предположении о поло
жительной определенности оператора DB~1A. Для этого перей
дем к уравнению для эквивалентной погрешности x k = D'/*zk:
хк+1 = ак+1(Е—тА+1С)хА +  (1— a 4+1)x*_lt С = D1i*B~1A D -1Ik (6)
Для сокращения выкладок введем обозначения

1 —«&+! =  «. хк+1ак+1 = Ь (7)
и перепишем (6) в следующем виде:

хк+х = хк— а{хк— хк^ ) — ЬСхк. (8)
Задача ставится так: выбрать а и Ь из условия минимума нормы 
хк+1 в Н. Вычислим норму хА+1. Из (8) получим

II 2 =  ll х к II 2 +  l * *  —  х к - 1 1! 2 +  b21 Схк I 2
— 2а (хк, X*— —2b (Схк, xk)+2ab (Схк, хк—хк- г).

Приравнивая частные производные по а и & нулю, получим 
систему относительно параметров а и b

II хк xk-l II2 а 4" (Схк> хк xk-i) Ь ~  (хк’ хк Хк-1)> /д \
(Схк, х к— хк_1)а + \\Схк\\Ч = (Схк, х к). v ’

Определитель системы равен Ц хк—хк_11|21| Схк ||2—(Схк, хк—хк- г)2 
и в силу неравенства Коши— Буняковского обращается в нуль 
лишь тогда, когда хк—хк_г пропорционально Схк: хк—хк_г— 
=dCxk. В этом случае уравнения системы пропорциональны, 
и она сводится к одному уравнению

(b +  ad)\\Cxk\\* = (Cxk, x k). (10)
Так как при этом (8) имеет вид хк+1 = хк— (b + ad)Cxk, то, пола
гая в (10) а = 0, получим из (7), (10)

a * + i = l .
(Схк , х к) 

 ̂+1 (Схк , Схк) ( Н )

Если определитель не равен нулю, то, решая систему (9), получим

а = 

Ь =

_____ II С х к Л 2 (Х к , Х к X k —i )  (С х к , Хк)  (С х к , Х к X k — i )

Wxk— X k - i V W C x k r  —  i C x f r X k  —  X k - i ) 2

{Схк , Хк) /1 __ \ г (С х к > Xк — 1 )
(Cxk , C x k) { l  ] +  (Схк , С х к) а -

Отсюда, используя обозначения (7), найдем формулы для пара
метров ак+1 и тй+1:

^  __(Схк, хк- -xk—i) (С х к> xk-i) ( xk —i> х к x k —i) ( С х к ) С х к)
(Схк , С х к) ( хк x k —i,  х к x k —i)' •(С хк, х к х к —i)2

_  ( С Х к %  Х к )  . 1 <%к +  1 (Схк, X k - j )  ,   ,  о

4+ 1  “  (Схк, Схк) "Г a*+i (Схк, Схк) ’ R ~  ’ ‘

( 12)
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Полученные ранее формулы (11) можно рассматривать как 
частный случай общих формул (12), полагая а А+1 =  1, если 
знаменатель в выражении для a ft+1 обращается в нуль.

Формулы (12) сложнее формул для параметров ак+1 и тА+1 
метода сопряженных направлений, полученных в § 3. Здесь 
требуется вычислять дополнительные скалярные произведения. 
Однако построенный здесь итерационный процесс (5), (12) менее 
подвержен влиянию ошибок округления, погрешности, допущен
ные на предыдущих шагах, затухают.

Связь между локально оптимальными трехслойными методами 
и методами сопряженных направлений устанавливает

Т е о р е м а  3. Если для метода (5), (12) начальное прибли- 
жение уг выбрано следующим образом:

В г / 1 =  ( 5 - т 1 Л ) 1 / о  +  т 1/ ,  =  ( 1 3 )

то в случае самосопряженного оператора DB~XA метод (5), (12) 
совпадает с методом сопряженных направлений.

Доказательство проведем по индукции. Из условия теоремы 
следует, что приближения уг, полученные здесь и в методе сопря
женных направлений, совпадают. Пусть совпадают приближения 
у19 У2> • • •. Ук- Докажем, что yk+li построенное по формулам 
(5), (12), совпадает с приближением yk+1 метода сопряженных 
направлений.

Из сделанных предположений следует, что итерационные 
параметры тх, т2, и a 2, а3, обоих методов также
совпадают. Если будет показано, что совпадают и параметры 
тЛ+1 и ak+i в этих методах, то утверждение теоремы 3 будет 
доказано.

Так как ylf у2, . . . ,  yk—итерационные приближения метода 
сопряженных направлений, то в силу леммы выполнены условия

(Cxjt х-) =  0, / =  0, 1, . . . ,  i — 1, i=  1 , 2 , . . . , * .  (14)

Подставляя (14) с j = k — 1 и i = k в (12) и используя само
сопряженность оператора С, получим

(Xk—it %k {Cxk> Cxfc) (Cxki Xk) /i c\
(Cxh, х/г) г— II Слг* || 8 ||**— Xft-x | |2 ’ T*+1 - ( C x k, C x k) '

Итак, параметры Tft+i локально оптимального метода и метода 
сопряженных направлений совпадают. Осталось показать, что 
совпадают параметры ак+1.

Из (6) и (13) получим
хк Хк-1—(ак 1) (•''/г-1 хк-г) ^k^kP^k-i' ’ .(16)
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Из (16) следует, что разность хк—xk_1 есть линейная ком
бинация Сха, Cxlt . . . ,  Схк_1 и имеет следующий вид:

к - 2

хк xk - \ — а Л ^ * - 1  k~^2, (17)
Хг —  Xv =  —  TjCXq,

где коэффициенты Ру выражаются через тХ) т2, тй_л и 
a^,as, ак_1. Умножая левую и правую части (17) скалярно 
на лгА_х и xft—хА_х и учитывая (14), получим

(**-i> *a- i)= -—а Л ( с *й-1>
Il хк хк-11Г =  a ftTft 1) •

(18)

Подставляя (18) в выражение (15) для a ft+1 и учитывая формулу 
для параметра тА+х, получим

CCftTft (CXft-t, Хд,,!) (Схк, Схк) _
а-кХк (Схк~ 1 , xk—i) (Схк, Cxfc) {Схк, х к

_!  j _____ Tfc+i (Схк, хк) ' ——^ ~*
_  V 1 к(Схк- 1 , x k- i)  ■ а к )

что совпадает с формулой для параметра ак, , в методе сопря
женных направлений. Теорема доказана.

Подставляя xk = D1<2zk и С = D~1!2 (DB~lA)D~1/i в (12), полу
чим следующий вид формул для параметров a ft+l и тА+х:

_  ( Dwk , zk —  Zfe-i) (D w k, z k - i )  —  ( D z f i - 1 , y k — y k - i ) ( D w k, w k)
*+1 фи»*, ( D ( z k —  Zft.j), i/fe—y n - i ) —  (Dwk , 2ft—г*_х)2 ’ , jq.

_  ( D w k , z j ) . 1—«ft + i (£>a>ft, Zfe-x) ' '
ft+1 (£>иуа, ^  aft+1 (D w k ,

Если ввести обозначения для скалярных произведений 
ak = (Dwk, z*), bk = (Dwk, гА_х), ск = (Dzk, yh— yk. J ,  
d k  = (D Zk-i> У к— У к- i ) ,  ek = (Dwk, wk),

то формулы (19) перепишутся в виде
_  (ак— Ьк) Ьк— йкек

ft+1 (Ck~- dk)ek— (ak— bky2 *
_ ak , 1—«ft+1 bk
4+ 1 ~  ek a  fc+i e* ’

«1 =  1,

Приведем выражения для ак, bk, ск, dk и ек для конкретных вы
боров оператора D:

1) D = A, А = А*.
ak = (wk, гк), Ьк =  (wk, r ft_x), ck = (rk, —г/*-х), 
dk = (rk- х, yk— yk-i), ек — (Awk, wk).

2) D = A*A.
ak — (Awk, rk), bk =  (Awkt r*_x), cA =  (rA, rA—rA_x), 
dk = (rk-i, rA—rA_x), ek = (Awk, Awk).
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3) D = A*B~1A, B = В*.
ak = (Awk, wk), bk = {Awk, wk^ ) ,  ck=(wk, rk— r*_x), 
d * = K - x .  rk— rk- t), ek = (B~1Awk, Awk).

§ 5. Ускорение сходимости двухслойных методов 
в самосопряженном случае

1. Алгоритм процесса ускорения. В п. 5 § 1 было установлено, 
что в случае самосопряженного оператора DB~XA двухслойные 
градиентные методы обладают асимптотическим свойством. Оно 
проявляется в том, что для больших номеров итераций скорость 
сходимости метода существенно понижается по сравнению с на
чалом итераций. Было также показано, что для больших но
меров итераций погрешности, рассматриваемые через одну итера
цию, становятся почти пропорциональными.

Используя это свойство, построим сейчас процесс ускорения 
сходимости двухслойных градиентных методов.

Для решения уравнения
Au = f  (1)

рассмотрим двухслойный градиентный итерационный метод

В Ук+1 — Ук 
Tfc+1 

(Dwk,
V Ay k =  U
2ft)

lft+1" (Dwk, wk)

k  —  0 ,  1, . . . ,  y 0 €  H ,  

k =  0 , 1 , . . .

(2)

(3)

Пусть оператор DB~XA самосопряжен в Я. Тогда итераци
онный метод обладает асимптотическим свойством, и при до
статочно большом номере итераций k имеет место приближенное 
равенство

zk+2x p 2zk, гк = ук и. (4)

Рассмотрим сначала случай, когда в (4) выполняется строгое 
равенство, т. е. гк+2 = р*гк. Построим по найденным уже при
ближениям ук и ук+2 новое приближение по формуле

у = аук+2 + (1 — а)ук, а — 1/(1 —р2). (5)

Для погрешности z = y — и получим

z =  azk+2 +  (1 —а) гк =  (ар2 +  1 — а) гн = [1 — а  (1 —р2)] гк =  0.

Следовательно, в случае выполнения строгого равенства (4) ли
нейная комбинация (5) приближений ук и ук+2 дает точное реше
ние уравнения (1).

Как было отмечено в § 1, выполнение точного равенства в (4) 
является исключительным случаем, имеющим место лишь для 
специального начального приближения. В общем случае имеет 
место приближенное равенство (4), а приведенные выше рас
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суждения позволяют надеяться, что некоторая линейная комби
нация ук и yk+2 будет давать хорошее приближение к решению 
исходной задачи.

Найдем наилучшую среди таких линейных комбинаций. Пусть 
ук, Уь+г и Ук+2 — итерационные приближения, полученные по 

' формулам (2), (3). Будем искать новое приближение у по формуле
*/ =  °% + 2  +  ( 1 — а̂)ук. (6 )

Поставим задачу выбрать параметр а так, чтобы норма по
грешности г —у —и в HD была минимальной.

Сначала, используя схему (2), исключим из (6) ук+2. Получим
В у к+2 ^  (-® Хк+2А) Ук+ i ~Ь 

и после подстановки ук+2 в (6) будем иметь
Ву = а (В— хк+2А) ук+1 +  (1— а) Byk + axk+2f, (7)

где ук+1 находится по двухслойной схеме
Byk+1 = {B— rk+1A)yk +  xk+1f. (8)

Если считать, что ук—заданное начальное приближение, то 
схема (7), (8) совпадает со схемой метода сопряженных направ
лений, причем параметры хк+1 и хк+2 совпадают с такими же 
параметрами метода сопряженных направлений. Из теории этого 
метода следует (п. 1 § 4, формула (3)), что оптимальное значе
ние параметра а определяется формулой

а = ------------ --------------- г .  (9)
j ____T f t + 2  ( Р Ш / г  +  i .  Z f t  +  l )  '

Tft+i (Dwk, гк)

. Итак, поставленная задача о наилучшем выборе параметра а  
решена. Формулы (6), (9) определяют ускоряющую процедуру.

Заметим, что для нахождения у можно пользоваться не фор
мулой (6), а вычислять у по следующей двухслойной схеме:

Вук+1 = (В— x_k+1A )yk + xk+j, ^
В у = (В — xk+tA)yk+1 +  xk+if,

где тА+1 и r fe+2 —корни уравнения
т2—« (т*+1 +  та+2) т +  ахк+1тк+2 =  0.

В качестве хк+1 следует взять минимальный корень.
Использование (10) вместо (6) позволяет не увеличивать объем 

запоминаемой промежуточной информации.
2. Оценка эффективности. Оценим теперь эффективность спо

соба ускорения. Прежде чем вычислять норму погрешности 
г — у — и в HD, преобразуем выражение (9) для а.

Замена zk = D~1̂ x k в (9) дает

а = (■ c = D1/2B~1AD~112Xk + 1 v̂ Xfty %k) J ( П )
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(Cxk, XkY
(Cx/i, Cxfc) || xк ||‘ (12)

Из (10) и (11) § 1 имеем

ll- ŝ+iII= P f c + i !!> pl+i=  i

Из формулы (9) § 1 получим
т _ *k)

к+1~  (Схк,С хк) •

Используя (12) и (13), найдем
Хк+2 + f̂t + l)
Хк + 1 {.Схк1 Хк)

i - p!+2
! - P  1+1 pl+l*

Подставляя это выражение в (11), получим

а 1 — Pl+l
^ S pL i +  PI-k PU '

(13)

(14)

Вычислим теперь норму погрешности г = у — и в HD. Из (6) по
лучим

z =  «2a+2 +  ( 1— а) г к.

Отсюда для эквивалентной погрешности zk = Dx>%xk и x = D1/2z 
будем иметь х — ахк+г-\-(\—о£)хк. Вычислим норму х в Н. По
лучим

||x |2 =  a 2||xft+2||a +  2 a ( l —а) (хк+2, хк) + { \— a )2||xfc|2.
Из доказанного в п. 5 § 1 равенства (хк+2, x^  = \xk+1f  следует 

IMP =  а 2 |М +212 +  2а (1 —а) [| хк+1 Ц2 +  (1 —а)21| л;й||2.
Подставляя сюда выражение (14) для а и используя (12), по
лучим

X Г == р!+2- -р|+1
P|+i О ^ P k + i Н Р&+1 Pfe+2) Kk + 2 II < 1 * к +  2 У (15)

Так как pk+1< 9 M < 9 <  1, то
1 —  2 р | +1 - f  р | + 1  р | + 2  ^  ( 1  —  р 2 ) 2 ,

следовательно, для нормы х имеет место оценка
11 %k + 2 Ц2
( 1 - Р 2) 2 *

В силу асимптотического свойства для достаточно больших 
номеров k имеем Pk+i & Рн+2 > поэтому эффект ускоряющей про
цедуры будет значителен.

Отметим, что хотя эффективное ускорение сходимости имеет 
место для больших номеров итераций k , этим способом 
можно пользоваться и для любого номера итераций. Рекомен
дуется время от времени прерывать процесс итераций, прово-
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димый по двухслойной схеме (2), (3), и вычислять новое при
ближение по предлагаемому способу. Процесс итераций можно 
закончить на вычислении такого приближения, если для най
денного у.к+2 будет выполняться неравенство

______ Pfe+2 Pfe+1______
pi+i( i-2 p |+1+Pi+1Pi+a) 2*+.Hb<e»||z0|b.

Действительно, в этом случае получим в силу (15) ||у —ыЦд^ 
<бЦг/о — «||о, т. е. требуемая точность г будет достигнута.

3. Пример. Для иллюстрации эффективности предлагаемого 
способа ускорения сходимости двухслойных градиентных методов 
рассмотрим решение модельной задачи неявным методом скорей
шего спуска. В качестве примера возьмем разностную задачу 
Дирихле для уравнения Лапласа на квадратной сетке <» =  
=  {xtJ — (ih, jh), 0 < i < i V ,  h =  UN} в единичном квад
рате

Au = A1u-\-A2u = 0, х£а>, w|v = 0 ,
A au = u- , a — \, 2.*axa

Введем пространство Я , состоящее из сеточных функций, 
заданных на со, со скалярным произведением

(и, у )=  2  u ( x ) v ( x ) h 2.
х е (о

Оператор А определим следующим образом: Л =  Л1 +  Л2, Ла# =  
=  —Aav , г/£Я,  где v(x) = y(x) для х£(д и и |7 =  0.

Задачу (16) запишем в виде операторного уравнения
Au = f y / =  0. (17)

В качестве оператора В выберем следующий факторизованный 
оператор: В = (£ +  0 Л1) (£ +  соЛ2), со >  0, где со — итерационный 
параметр.

Так как операторы Ах и Л2 самосопряжены и перестановочны 
в Я, то операторы А и В являются самосопряженными в Я. 
Кроме того, легко показать, что операторы Л и В являются 
положительно определенными в Я. Следовательно, для решения 
уравнения (17) можно использовать неявный метод скорейшего 
спуска

В Ук+1 — Ук 
Tfc + l ■Ayk = f t т,к  + 1

(а>ъ гк) 
(Awк, wk) k = 0, 1, ( 18)

В этом методе D — A и DB~1A = AB_1A. Так как оператор 
DB-1A самосопряжен в Я, то для рассматриваемого метода имеет 
место асимптотическое свойство. Из теории метода скорейшего 
спуска (см. п. 1 § 2) следует, что скорость сходимости метода 
в данном случае определяется отношением £ =  Yi/Y*» гДе Yi и
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у2— постоянные энергетической эквивалентности операторов А 
н В: угВ ^ А ^ у 2В, Yi >  0.

Поэтому итерационный параметр со выбирается из условия 
максимальности В § 2 гл. XI будет показано, что оптималь
ное значение со определяется по формуле 

1
СО =  -  7—  ,

у  6А

при этом
_  26 _ ..................  __ _

T i _ ( l + 1 ^ ) 2 ’ Тг_ (И У^)2 ’ 1+11 ’ Ч _ А ‘
Для рассматриваемого примера

^ _ h2 л% 2 sin nh _ 2 sin nh t „и
^  2 sin nh * h2 1 +  sin nh * /i2 1 -j- sin зхЛ ’ ® ^

Приведем результаты расчетов, когда начальное приближение 
у0 выбиралось равным у0 (я) =  е<х* ~ *2) для х£со, y0|v= 0 .  Тре
буемая точность е бралась равной 10~4, N  =  40.

В табл. 8 для некоторых номеров итераций k приводятся: 
\ zA dI \zq\d —  относительная точность fe-й итерации, pk =  
=  \ zA dI\ z&-i Id—величина, характеризующая уменьшение нормы 
погрешности при переходе от (k — 1)-й итерации к /г-й итерации, 
y[k) и y(2k) — приближения для уг и у21 которые находятся как 
корни квадратного уравнения

(1 —^аТ) (! — =  PfoP*-x» * =  2 , 3 ,  . . . ,
и итерационные параметры rk.

я 4 . „ nh л 4 «nhО =  -Го- Sin2 , А =  ТГ COS2-~- /г2 2 * /г2 2 »

(А 4 6) V v. 2 г^п

Т а б л и ц а  8

k II zk IId / INId *>k vf> x k

1 3 ,6 1 0 - ! 0,36203 5,392-10-3
2 2 ,310-1 0,63810 77,31858 236,1883 7,809-10“ 3
3 1 ,8 1 0 - ’ 0,76998 40,59796 232,1435 6,911-10-3
4 1,410-1 0,81178 26,87824 233,4976 8,644*10-3

26 3 ,9 -10-3 0,85175 18,27141 230,5962 8,876-10"3
27 3,4.10-* 0,85178 18,26983 230,6607 7,338-10-3
28 2 ,9 -10-3 0,85183 18,27026 230,7191 8,872-10 " 3
29 2 ,4 -10-3 0,85186 18,26895 230,7771 7,335*10~3

46 1.6-10-4 0,85226 18,26677 231,4121 8,845* 10-"3
47 1.4-10-4 0,85227 18,26632 231,4375 7,318-10-3
48 1,2-10-4 0,85229 18,26664 231,4612 8,843-10-3
49 9,9-10-6 0,85230 18,26623 231,4849 7,317-10“ 3
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Заданная точность е была достигнута после выполнения 4<Г 
итераций по схеме (18). Для е =  10~4 теоретическое число ите
раций равно 59. Приведенные в таблице значения для pk хорошо 
иллюстрируют асимптотическое свойство метода. Видно, что с ро
стом номера итераций происходит замедление скорости сходимо
сти метода. Точность 4-10"3 была достигнута за 26 итераций, а 
на увеличение точности еще в 40 раз потребовалось провести 
дополнительно 23 итерации. Величина монотонно возрастает 
и для /г =  26 имеем pft+1 — р ^ ^ З - Ю -5. Итерационные параметры 
хк и xk+2 становятся почти равными.

Для сравнения приближенных значений y[k) и yik) с точными 
приведем уг и у2:

Vi =  18,26556, у2 =  232,8036.
После выполнения 49 итераций уг было найдено с точностью 
0,004%, а у2 — с точностью 0,6%.

Для ускорения сходимости метода была применена описанная 
в п. 1 процедура ускорения. По приближениям у2в и у28, най
денным по схеме (18), было построено по формулам (6), (9) новое 
приближение у . Заданная точность в =  10~4 была достигнута. 
Применение построенного в этом параграфе способа ускорения 
сходимости двухслойных градиентных методов позволило умень
шить число требуемых итераций для рассматриваемого примера 
приблизительно в 1,8 раза.



Г Л А В А  IX

ТРЕУГОЛЬНЫЕ ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ

В главе изучаются неявные двухслойные итерационные методы, опера
тору В в которых соответствуют треугольные матрицы. В § 1 рассматривается 
метод Зейделя, для которого формулируются достаточные условия сходимости. 
В § 2 исследуется метод верхней релаксации. Здесь дан выбор итерационного 
параметра и получена оценка для спектрального радиуса оператора перехода. 
В § 3 рассмотрена общая итерационная схема треугольных методов, указан 
выбор итерационного параметра и доказана сходимость метода в норме

§ 1. Метод Зейделя

1. Итерационная схема метода. В предыдущих главах была 
изложена общая теория двухслойных и трехслойных итерацион
ных методов, применяемых для нахождения приближенного ре
шения линейного операторного уравнения первого рода

Au = f. (1)
Эта теория указывает выбор итерационных параметров и дает 
оценку для числа итераций соответствующих методов, причем 
теория использует минимум информации общего характера отно
сительно операторов итерационной схемы. Отказ от изучения 
конкретной структуры операторов итерационной схемы позволяет 
развивать теорию с единой точки зрения и конструировать неяв
ные итерационные методы, оптимальные на классе операторов В .

В общей теории итерационных методов было показано, что 
эффективность метода существенным образом зависит от выбора 
оператора Я. От выбора оператора В зависят как число итера
ций, которое нужно выполнить для достижения заданной точно
сти е, так и число арифметических действий, требующихся на 
реализацию одного итерационного шага. Каждая из этих величин 
в отдельности не может служить критерием эффективности ите
рационного метода. Поясним это утверждение. Пусть операторы 
А и В самосопряжены и положительно определены в Я. Из теории 
итерационных методов следует, что если в качестве оператора D 
взять один из операторов Л, В или АВ~гА, то число итераций 
для рассмотренных в гл. VI—VIII итерационных методов (чебы- 
шевского, простой итерации, методов вариационного типа и т. д.) 
определяется отношением % = Ух/у2, где уг и у2 — постоянные энер
гетической эквивалентности операторов А и В: ухВ ^  А ^  у2В.
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Поэтому, если выбрать В = А , то получим максимально воз
можное значение £ = 1 ,  и итерационцые методы дадут точное 
решение уравнения (1) за одну итерацию при любом начальном 
приближении. Следовательно, указанный выбор оператора В 
минимизирует число итераций. Однако для реализации этого 
единственного итерационного шага.требуется обратить оператор 
В у т. е. оператор А. Очевидно, что при этом число арифметиче
ских действий будет максимальным.

С другой стороны, для явных схем с В = Е требуется мини
мальное число арифметических действий на одну итерацию, но 
при этом число итераций становится слишком большим.

Итак, возникает задача оптимального выбора оператора В из 
условия минимизации общего объема вычислительной работы, 
которая должна бытывыполнена для получения решения с задан
ной точностью.

Естественно, что в такой общей постановке эта задача не 
может быть решена. В настоящее время развитие итерационных 
методов идет по пути конструирования легко обратимых опера
торов By среди которых выбирают операторы с наилучшим отно
шением y j y 2. К легко обратимым или экономичным операторам 
обычно относят такие операторы, обращение которых осущест
вляется за число арифметических действий, пропорциональное 
или почти пропорциональное числу неизвестных. Примерами 
таких операторов являются операторы, которым соответствуют 
диагональная, трехдиагональная, треугольные матрицы, а также 
их произведения. В качестве более сложного примера приведем 
разностный оператор Лапласа в прямоугольнике, который, как 
было показано в главе IV, можно обратить прямыми методами 
с малыми затратами арифметических операций.

Следует отметить, что использование в качестве оператора В 
диагональных операторов позволяет уменьшить число итераций 
по сравнению со случаем явной итерационной схемы. Однако 
асимптотический порядок зависимости числа итераций от числа 
неизвестных задачи остается таким же, как и для явной схемы. 
Более перспективным направлением является использование тре
угольных операторов В.

В настоящей главе и главе X будут рассмотрены универсаль
ные двухслойные неявные итерационные методы, оператору В 
в которых соответствуют треугольные матрицы (треугольные ме
тоды) или произведение треугольных матриц (попеременно-тре
угольный метод).

Рассмотрение этих методов начнем с простейшего—с метода 
Зейделя.

Рассмотрим систему линейных алгебраических уравнений (1) 
или в развернутом виде

м
у̂ у == / i> t = 1 • • • »  Ai*
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В данном случае мы имеем дело с уравнением (1), заданным 
в конечномерном пространстве Н = НМ.

Итерационный метод Зейделя в предположении, что диаго
нальные элементы матрицы A==(aij) отличны от нуля (аи фО), 
записывается в следующем виде:

i м
J2 i atJy?+v +  l J[l+ iai/yf> = ft, i = l , 2 , . . . , M ,  (2)

где y)k) — /-я компонента итерационного приближения номера ft. 
В качестве начального приближения выбирается произвольный 
вектор.

Определение (&+1)-й итерации начинаем с i=  1:
м

яп*Л*+1,= — S  aijy f }+ А-/ = 2

Так как аи Ф  0, то отсюда найдем у(к+1). Для i — 2 получим
м

=  — апу[к+1> — 2  a2jy f  + f2.
/= з

Пусть уже найдены y[k+1), yik+1\  . . ytX1'- Тогда ylk+1) находится 
из уравнения

t - 1 м
« п '^ +1) =  -  2  сщуТ " -  2  a t jy f  + fi- (3)

/ = 1  j = i + 1

Из формулы (3) видно, что алгоритм метода Зейделя является 
чрезвычайно простым. Найденное по формуле (3) значение у1к+и 
размещается на месте y f \

Оценим число арифметических действий, которое требуется 
для реализации одного итерационного шага. Если все atJ не 
равны нулю, то вычисления по формуле (3) требуют М — 1 опе
раций сложения, М — 1 операций умножения и одного деления. 
Поэтому реализация одного итерационного шага осуществляется 
за 2Ж2—М арифметических действий.

Если в каждой строке матрицы А отлично от нуля лишь т 
элементов, а именно эта ситуация имеет место для сеточных 
эллиптических уравнений, то на реализацию итерационного шага 
потребуется 2тМ —М действий, т. е. число действий, пропор
циональное числу неизвестных М.

Запишем теперь итерационный метод Зейделя (2) в матричной 
форме. Для этого представим матрицу А в виде суммы диаго
нальной, нижней треугольной и верхней треугольной матриц

A = 3) +  L + U, (4)
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где
0 0  2 # 1 3  * •  • # Ш

# 2 1 0 0 0 # 2 3 а2м
# 3 1 # 3 2  0 « «
. • ,  £ /  = • 4

. • • i

. . 0 aM -  iM
O f l l l aM2 . . .  ам м - 1 0 0 0

#п о
# 22

2D =

О амм

Обозначим через ук=--(у[к\  у% \  . . . ,  Ум) —вектор £-го итераци
онного приближения.

Пользуясь этими обозначениями, запишем метод Зейделя 
в виде

(@>-\-Ь)ук+1~{-иук — !, k = 0, 1, . . .
Приведем эту итерационную схему к каноническому виду двух
слойных схем

(&> -\-L)(yk+i—у&) + Аук~  f, k = 0, 1, . . . ,  у0£Н ,  (5)
Сравнив (5) с каноническим видом

B Uk+* - yk + Ayk = f > fc =  0, 1, . . . .  у0 € Я,1
находим, что B = @) + L, т*н=1. Схема (5) неявная, оператор В 
является треугольной матрицей и, следовательно, несамосопря
жен в Н.

Мы рассмотрели так называемый точечный или скалярный 
метод Зейделя, предполагая, что элементы atj матрицы А есть 
числа. Аналогично строится блочный или векторный метод Зей
деля для случая, когда ап есть квадратные матрицы, вообще 
говоря, различной размерности, а а{]- для i Ф / — прямоугольные 
матрицы. В этом случае у( и есть векторы, размерность кото
рых соответствует размерности матрицы ап.

В предположении невырожденности матриц ап блочный метод 
Зейделя записывается в виде (2) или в каноническом виде (5).

2. Примеры применения метода. Рассмотрим применение ме
тода Зейделя для нахождения приближенного решения разност
ной задачи Дирихле для уравнения Пуассона и эллиптического 
уравнения с переменными коэффициентами в прямоугольнике.

Пусть на прямоугольной сетке ю =  {x(J =  (ihlt jh2) £ G, 0 ^  
< iV x, 0 < / < W 2, ha= l j N a, a = l ,  2}, введенной в прямоуголь
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нике G =  { 0 ^ x a ^ / a, а — \, 2}, требуется найти решение раз
ностной задачи Дирихле для уравнения Пуассона

2

Лг/= S  Ух х„ = — V(x), y(x) = g(x), х £ у ,  (6)а= 1 а 05

где у= {х ,у€  Г}—граница сетки со.
В данном примере неизвестными являются y(i, j) = y(xtj) во 

внутренних узлах сетки. Если упорядочить неизвестные естест
венным образом по строкам сетки со, начиная с нижней строки, 
то разностная схема (6) может быть записана в виде следующей 
системы алгебраических уравнений:

для 1=1, 2, . . . ,  Nx— 1, / =  1, 2, . . . ,  ЛГ2 — 1 и y(x) = g(x) для х £ у .  
При этом неизвестные y ( i— 1, /) и y(i, j — 1) предшествуют 
y(i, j), a y(i + \, j) и y(i, j+  1) следуют за y(i, j). Так как 
в каждом уравнении связаны не более пяти неизвестных, то 
в каждой строке матрицы А отличны от нуля не более пяти 
элементов.

Для рассматриваемой системы точечный метод Зейделя будет 
иметь следующий вид:

+  У к+ l  (1> / ) #f t +l  (£ ~  1 > 1 ) А - ~ щ У к +  i ( l > / — 1) +

+  ̂ r^/ft(l’ + 1 , +  /4-1) +  ф(», /'),
1 < t  1, 1 < / < У У 2— 1,

причем yk(x) = g(x), х £ у  для любого &> 0 .
Вычисления начинаются с точки i =  1, / =  1 и продолжа

ются либо по строкам, либо по столбцам сетки со. Для нахож
дения yk+1(i, j) требуется 7 арифметических операций, а всего 
на реализацию итерационного шага потребуется 7М операций, 
где М — — 1) (Л̂ 2 — 1)—число неизвестных в задаче.

Для рассматриваемого примера оператор В  в конечномерном 
пространстве Н сеточных функций, заданных на о , со скалярным 
произведением (и, ц )=  2  u(x)v (x)h1h2, и, v £ H  определяется

лге©
следующим образом:

By = (@+L)y = ( j £  + j r ^ y ( i ,  — 1, j)— firy(i> 1~  1)=

“ С?+т)»+
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где у £ Н , у £ Н  и у(х) = у(х) для л;£ со. Здесь Я —множество се
точных функций, заданных на со и обращающихся в нуль на у.

Рассмотрим теперь блочный метод Зейделя. Если обозначить 
через У, = (у( 1 , /), у (2, /), г/(Ях— 1 , /)) вектор, состоящий 
из неизвестных на j строке сетки, то, как было показано в § 1 
гл. I, разностная задача (6) может быть записана в виде трех
точечной системы векторных уравнений:

— Yj-x + CYj— Yj+l = Fj, 1=1,  2, Я2 — 1,
Y« = Fa, YNi ~  FNi, (7)

где C—квадратная трехдиагональная матрица размерности 
(Nt - 1) Х(ЯХ— 1), определяемая следующим образом:

(c y j ) i  ( 2 #  ’ Уч] y N i j

Правые части Fj определяются формулами

Fj = (hl(f(l, j ) + ^ g ( 0 ,  j), Л|ср(2, /), . . . ,  % ( Я Х—2, /),

1, ]) +  ̂ r8 (N i ,  /)) Для / = 1 > 2..........— 1,

Fj = (g(U /). g(2, /), . . . .  g ( N i - 1, /)) Для / =  0, Я а.

Блочный метод Зейделя для системы (7) имеет вид

C } f +1) =  rf-V ' +  Kf+\  +  Fj, / =  1 , 2 ..........Я 2
К ^  =  Я0, Y%\ = FNt, й =  0, 1, . . . ,

■1,
(8)

и для нахождения F f +1> требуется обращать трехдиагональную 
матрицу С.

Если расписать схему (8) по точкам сетки, то получим сле
дующие формулы:

■-^-yk+iii— U / ) + ( л г + i r ) y*+i(l’
— тгУк+Л^ 1 — 1) +  т г 1/а(1> / + 1 )  +  ф(*\ /). (9)п 2 П2

1, 1 < / < Я 2— 1,

причем yk(x) = g(x), х £ у  для любого fe^O . Для нахождения 
ук+1 на /-й строке нужно решить трехточечную краевую задачу 
(9) с известной правой частью, например методом прогонки, и 
полученное решение разместить на месте ук в j-й строке.

Блочному методу Зейделя соответствует следующий опера
тор В:

*i*i’ у$.Н> у € Н*
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Пусть теперь на сетке ю требуется найти решение разностной 
задачи Дирихле для эллиптического уравнения с переменными 
коэффициентами

2

Ау =  2  (аа (х)у- ) — d(x)y = — q>(x), х^со,
а —  1 \  а  /  ОЬ

y(x) = g(x), х £ у ,
(10)

0 <  ( x ) ^ c 2, х£(о, а = 1 ,  2, 0 < йг^.d(x)^d2, х£ю.
Для рассматриваемой задачи точечный метод Зейделя при 

упорядочении неизвестных по строкам сетки будет иметь сле
дующий вид:

(gl(f+i’ + i + ̂ â  » + d(i, j)̂ yk+1(i, /Н
} ) + ал% ^ у к+г(1, i - 1) +hi

ai (i 1» i)
hi Ук(l + 1 ,  /) +  ~  ~ i~ — Уи{1< / + 1 )  +  Ф (i> /)

для г =  1, 2, . . . .  Nt — 1 и / =  1, 2, . . . .  N2— 1, причем ук (х) =  
= g(x) при х £ у  для любого fe> 0 .

Оператор В в канонической форме итерационной схемы для 
данного примера определяется следующим образом:

В у Ы  =  (
а1 (( +  1 > /) I а2 (*> /~Ь 0

А! AJ
«1 (0 л

А ,

■d(i, i)^y(i,  /) +

У€Я,  у £ Н ,
Ь

где пространство Я и множество Я  определены выше.
3. Достаточные условия сходимости. Сформулируем теперь 

некоторые достаточные условия сходимости метода Зейделя. Нам 
потребуется следующая

Т е о р е м а  1. Пусть в уравнении (1) оператор А самосопря
жен и положительно определен в Я.  Тогда двухслойный итера
ционный процесс

В Ук +1— У к ■Ayk = f, k — 0, 1, у0 € Н, т >  0, (11)

сходится в НА, если оператор В — 0,5тЛ положительно опре
делен в Я, т. е. выполнено условие

В > \ А . (12)

Действительно, из (11) получим для погрешности zk = yk— и 
следующую задачу:

В 2к+1— 2 к ■Azk = 0, & =  0, 1..........za = у^ и. (13)
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Установим для zk основное энергетическое тождество. Подста
вим в (13) zk в виде zk ~ Y  (г*+1 +  гй)— Т ( ~ f~ ~~) и получим

( ^ - т Л ) £&±т ^ + т Л (г*+1+ г'*)== о-

Умножим левую и правую части этого равенства скалярно на 
2 (гЛ+1 — zk) и учтем, что для самосопряженного оператора А 
имеет место равенство (A(zk+1+ zk), гк+1 — гк) = (Агк+1, г к+1) — 
—(Агк% zk). В результате получим основное энергетическое тож
дество

2т ( ( В— 1  А ) + 1| 2fe+1Ц* - 1| 2 ,ИЗ, =  0.

Отсюда и из неравенств В —0,5тЛ >  0, т > 0  вытекает, что 
|l2fe+il& т- е- последовательность {|]гА|х} не возрастает,
ограничена снизу нулем и является сходящейся. Тогда из энер
гетического тождества следует, что

П т ( ( В — §- Л) t = о. (14)

Далее, из неравенства В — 0,5тЛ >  0 вытекает, что ||гЛ+1 — гЛ||-*0 
при k->oo. Замечая из (13), что АЧ*гк = — А-Ч*В (гк+1— zk)fx, 
получим II Zk lb <  IIЛ - 1 II || £  I21 zk+1 — zk Ц2/т2 -  0 при k->oo.

Сформулируем достаточное условие сходимости метода Зей- 
деля.

Т е о р е м а  2. Если оператор А самосопряжен и положительно 
определен в Я, то метод Зейделя (4), (5) сходится в НА.

Действительно, из (5) и теоремы 1 следует, что достаточно 
проверить неравенство&  + L —0,5Л >  0. Так как Л =  Л*, то в 
(4) имеем t / = L *  и

((S>+L— 0,5Л)х, *) =  0 ,5 ((S>+L— U)x9 x) = 095 (S>x9 х ).

Так как Л положительно определенный оператор, то для то
чечного метода Зейделя имеем аи >  0, а для блоч
ного метода Зейделя матрицы ац=ай>  0. Следовательно, 
<£>=&)* >  0. Таким образом, @) + Ь — 0,5Л >  0.

Приведем без доказательства еще одно условие сходимости 
метода Зейделя.

Т е о р е м а  3. Если оператор А самосопряжен и не вырожден, 
а все аИ >  0 , то метод Зейделя сходится при любом начальном 
приближении тогда и только тогда, когда А — положительно 
определенный оператор.

Чтобы оценить скорость сходимости метода Зейделя, исполь
зуют различного рода предположения.
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Например, если выполнено условие
2  K / K < ? K / I >  i =  l, 2, . . . .  М, q <  1, (15)}Ф1

то метод Зейделя сходится со скоростью геометрической про
грессии со знаменателем q, и для погрешности zn имеет место

оценка К К ^ И ^ Ц ,  где ||г„||= шах \ y f ) — ui \.
1 < t < М

Действительно, из (3) получим для погрешности —ut
однородное уравнение

1-1 м
a - .z f^  =  -  2  aijzf* » -  2  atJ z f .

Отсюда найдем
i- 1 м

| * Г ’ к Е  S -  1* г ч +  £
/ = 1 1 П  1 / = i  + 1

l-l

XIJ

;S/=i

Я/7

■4 j

/ =  4 + 1

Af
il l+ X

/=i+ 1

лч
(16)

Из (15) получим 
м
Еj—i+ 1

 ̂У
/-1

—  2
а//

/=1

1-1

/=1
^у

Подставляя эту оценку в (16), получим следующее неравенство:
I - 1

1 ^ +1>к Е
/=1

2i У
i-1

(17)l2ft+ill +  ^( 1 -~
\  /= 1

Пусть m a x |z f+1)| достигается при некотором i — i0, так что 

!К+1 | =  Ио+1>1- Из (17) ПРИ * =  »о получим
t’o-l | \ / ie *” 1

l - T p i-Н д/л/»/=1
с /г +  1 1 < ? (  1— X  

/ = 1

л1ъ]
*1о1о -kb

отсюда следует оценка ||2 * + i||< < ? ||2 j< .. . < ^ +1||г0||. Утверж

дение доказано.
Условие (15) означает, что А является матрицей с диаго

нальным преобладанием. Для рассмотренных в п. 2 примеров 
применения метода Зейделя условие (15) не выполняется (q = 1). 
В этих примерах оператор А самосопряжен и положительно 
определен в Я. Поэтому в силу теоремы 2 можно лишь утвер
ждать, что метод сходится в НА. Оценка скорости сходимости 
в НА будет дана ниже после рассмотрения общей схемы тре
угольных итерационных методов.
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§ 2. Метод верхней релаксации

1. Итерационная схема. Достаточные условия сходимости.
Для ускорения сходимости метода Зейделя его модифицируют, 
вводя в итерационную схему итерационный параметр со, так что

{@ + aL)y- * ± ^  + Ayk = f, * =  0, 1, . . . .  у0€ Я ,  (1)

где, как и раньше, матрица А представлена в виде суммы
A =  3 ) + L  + U.  (2)

Метод Зейделя соответствует значению со == 1.
Сравнивая (1) с каноническим видом двухслойных итераци

онных схем, находим, что
В =  *3 +coL, тА =  со.

Как и для метода Зейделя, для рассматриваемого метода опе
ратору В соответствует нижняя треугольная матрица, так что 
введение параметра со не выводит нас из класса треугольных 
итерационных методов. Новым является вопрос о выборе пара
метра со.

Если расписать итерационную схему (1) по компонентам 
вектора ук+1, то получим следующие формулы:

i- 1 м
ацу[ш> =  (! — «) auy f  — со 2  auy f fl>—со 2  ’ +  <*>ft (3)

/= 1 i=i+1

для i — 1, 2, . . .» М (найденное y f +1) размещается на месте yf'). 
Реализация одного итерационного шага осуществляется при
мерно с такими же затратами арифметических действий, как и 
в методе Зейделя.

Итерационный метод (1) при со >  1 называется методом верх- 
ней релаксации, при со =  1—полной релаксации и при со <  1— 
нижней релаксации.

В § 1 было доказано, что метод Зейделя сходится в НА для 
случая самосопряженного и положительно определенного опе
ратора А. Для сходимости метода релаксации, помимо этих тре
бований, требуется дополнительное условие на итерационный 
параметр со. Сформулируем достаточные условия сходимости 
метода релаксации.

Т е о р е м а  4. Если оператор А самосопряжен и положительно 
определен в Я, а параметр со удовлетворяет условию 0 <  со <  2, 
то метод релаксации (1) сходится в НЛ.

Действительно, из теоремы 1 следует, что достаточно прове
рить выполнение неравенства *2> +  со! >  0,5соЛ при со >  0. Так 
как Л =  Л* >  0, то оператор &) самосопряжен и положительно
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определен в Я  и U =Ь*. Поэтому, используя равенство (14) § 1, 
получим
((<2) + (oL)x, х) = (1-—0,5со) (@)х, x) +  0,5co ((S>+2L)*, х ) =

= (1 — 0,5со) (£йх> х) +  0,5со (Ах, х).
При со <  2 отсюда следует утверждение теоремы.

З а м е ч а н и е .  Теорема 4 справедлива как для точечного 
метода релаксации, когда в (3) aif—числа, так и для блочного 
или векторного метода релаксации, когда в (3) atJ—матрицы 
соответствующей размерности.

2. Постановка задачи о выборе итерационного параметра.
Теорема 4 дает достаточные условия сходимости метода релак
сации, оставляя открытым вопрос об оптимальном выборе пара
метра со. Особенность рассматриваемого итерационного процес
са (1) состоит в том, что итерационный параметр со входит в опе
ратор B = £D + (oL, который является несамосопряженным в Я 
оператором. С несамосопряженным случаем мы уже имели дело 
в § 4 гл. VI, где был рассмотрен метод простой итерации, ите
рационный параметр для которого выбирался из различных ус
ловий, например из условия минимума нормы оператора пере
хода от итерации к итерации. Здесь же необходимо учесть 
указанную выше особенность итерационной схемы. Выбор пара
метра со из условия минимума нормы в НА оператора перехода 
от итерации к итерации будет сделан в § 3 этой главы, где 
будет рассмотрена общая схема треугольных итерационных ме
тодов. В данном пункте параметр со для метода релаксации 
будет выбираться из условия минимума спектрального радиуса 
оператора перехода от итерации к итерации.

Напомним определение спектрального радиуса оператора

p ( 5 ) = l i m  У Щ = т а х \ к к\, (4)
/2 -* 00 k

где %k—собственные значения оператора 5. Спектральный ра
диус обладает следующими свойствами:

P(S») =  P»(S), р (5 )< ||5 || (5)
и p (S )= ||S ||, если S —самосопряженный в Н оператор. Из (5) 
для произвольного оператора S получим ря (5) =  р (5я) ^ | | 5 Я||. 
С другой стороны, из (4) при достаточно большом п будем иметь 
ря (5) « | |5 Я||.

Переходим теперь к постановке задачи об оптимальном вы
боре параметра со для итерационной схемы (1). Получим сначала 
задачу для погрешности zk = yk—и. Из (1) найдем

(® + ̂ )* ± t iZ * h + A z k = 0, k = 0, 1, . . . .  z0 = y0- u

ИЛИ

2/c + l == fe =  0, 1, . . . ,
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Используя (6), выразим г„ через г0:
z» =  S»Z„  ||z „ K ||S n ЦП г01|. (7)

Оператор S является несамосопряженным в Н оператором, 
зависящим от параметра со. Задачу об оптимальном выборе па
раметра со сформулируем следующим образом: найти со из усло
вия минимума спектрального радиуса оператора S.

Следует отметить, что мы не минимизируем норму разре
шающего оператора S", как это следовало бы делать в силу 
оценки (7), а минимизируем спектральный радиус р(5) опера
тора перехода 5, для которого имеет место оценка р" (S) ^ | |  Sn ||. 
Однако в силу приближенного равенства р" (S) « || S" || можно 
ожидать, что для достаточно большого п указанный способ 
выбора со окажется удачным.

Решение сформулированной выше задачи является сложной 
проблемой, однако при некоторых дополнительных предполо
жениях относительно оператора А эта задача может быть ус
пешно решена.

П р е д п о л о ж е н и е  1. Оператор А самосопряжен и поло
жительно определен в £й = <£)*> 0).

П р е д п о л о ж е н и е  2. Оператор А такой, что для любого 
комплексного гфО  собственные значения р обобщенной задачи
на собственные значения u'j х — ii£Dx = 0 не зависят от г.

Используя эти предположения, докажем следующее утверждение, которое 
нам понадобится в дальнейшем.

Л е м м а  1. Если оператор А удовлетворяет предположениям 1 и 2, то 
все собственные значения задачи

А х— Х£)х — 0 (8)

действительны, положительны и, если X— собственное значение, то 2 —Я — 
тоже собственное значение.

В самом деле, положительность и вещественность собственных значений 
X следует из самосопряженности и положительной определенности оператора А. 
Далее, пусть X—собственное значение задачи (8), т. е.

А х— Х@)х= (L +  U) х — (X— 1) =  х ф 0.

В силу предположения 2 будет иметь место равенство
(— L — U) у — (Х — 1) &)у =  0 или Ау — (2— Х) £Dy = 0.

Отсюда следует утверждение леммы.
Переходим теперь к решению задачи об оптимальном выборе 

параметра со. Для этого необходимо оценить спектральный ра
диус оператора перехода 5 =  Е —со (® +  coL)"M, т. е. оценить 
собственные значения р оператора S:

S x —рх =  0. (9)

Будем считать, что предположения 1 и 2 выполнены. Сле
дующая лемма устанавливает соотношение между собственными 
значениями р Задачи (9) и собственными значениями А задачи (8).
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Л е м м а  2. Для со ф  1 собственные значения задач (8) и (9) 
связаны соотношением

(ц +  со— 1)г =  со2ц (1 — Я)2. (10)
Действительно, пусть jn и %—собственные значения задач (9) и (8). Из 

определения оператора S и разложения Л =  следует, что (9)
может быть записано в виде

№ + U ) x = 0, х фО.  (11)

Покажем сначала, что при со Ф 1 все р отличны от нуля. В самом деле, 
предположим, что р, =  0. Тогда (11) принимает вид

hzHLg>x—Ux=o.(О
Так как U — верхняя треугольная матрица, а —диагональная (блочно
диагональная) матрица, которая положительно определена в силу предполо
жения 1, то последнее равенство может иметь место для х Ф 0 тогда и только 
тогда, когда со =  1. Следовательно, мы пришли к противоречию, предполо
жив, что при со ф 1 имеем р, =  0.

Разделив левую и правую части (11) на получим

y - L +  1 £ /N * = 0 .
со У ц, \ V V- J

Отсюда в силу предположения 2 находим

—  a . ® y - ( L +  U)y =  0
СО У  |Ll

ИЛИ

= о.
\  « у р /

Сравнивая это равенство с (8), получим соотношение
р4-(о— 1
со у  ц

- Я .

Этим доказательство леммы 2 заканчивается.

З а м е ч а н и е .  При доказательстве леммы 2 самосопряжен
ность оператора А не использовалась. Соотношение (10) имеет 
место и для случая любого несамосопряженного оператора А 
в предположении невырожденности оператора SD.

Из леммы 1 следует, что собственные значения Я располо
жены на действительной оси симметрично относительно точки 
Я =  1, причем Я€[Яш!п, 2 — ЯШ1П], Ят1п >  0. Поэтому из леммы 2 
получим, что при со=й= 1 каждому Я,-= 1 соответствует p,t=  1—со, 
каждой паре Я(- и 2—Я,- соответствует пара ненулевых (л;, по
лучаемых решением уравнения (10) с Я =  Я,-. Следовательно, все 
И/ могут быть найдены как корни квадратного уравнения (10), 
в котором в качестве Я берутся все Я,-, расположенные на от
резке [Ят ,а, 1].
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3. Оценка спектрального радиуса. Найдем теперь оптималь
ное значение параметра со и оценим спектральный радиус опе
ратора 5. Для этого исследуем уравнение (10):

+  [2 (со — 1) —со2 (1 — Я)2] |л +  (о — I)2 =  0, (12)
где 1 и 0 < с о < 2 .

Решая уравнение (12), найдем два корня

Hi (к,

На (*->

®) =

со) =

^ <n (1 — Х )+  /т » '(Т — X)»— 4(а> —

 ̂да (1— Л.)—  1/~соа ( 1 — Л.)2 —4 (<а—1) у (13)

Исследование дискриминанта уравнения (12) дает, что при со > со0 > 1, 
где

1 +  Y A/min (2—-̂ min) € 0 . 2) , (Н )

корни рх и р2 Для любого Я^[Ят 1п, 1] являются комплексными, причем 
| р* | =  | pa I=  w — 1 • Поэтому спектральный радиус оператора S при со > со0 
равен p ( S ) ~ со— 1 и возрастает по со. Если со =  со0, то

М-1 ( ^ m i n >  ^ о )  —  М 2 ( ^ m i n >  ^ 0 )  =  ( 0 0 — 1 ,

и для Ttmin < Я с  1 корни pi и р2 снова будут комплексными и |рх | =  |р 2 |=  
=  со0— 1. Следовательно, в области со^со0 оптимальным является значение 
со =  со0, которому соответствует р (S) =  со0 — 1.

Пусть теперь 1 < со < со0. Исследуем поведение корней рх и р2, опреде
ляемых формулой (13), как функций переменной X при фиксированном со.

Если X  принадлежит отрезку [Amin, А0],

^min ̂  “X ̂  1—2----тт----< 1»

то дискриминант со2 (1 —X)2—4 (о — I)2 неотрицателен и, следовательно, корни 
Mi и Мг действительны, причем максимальным является корень рх.

Покажем, что рх (X, со) есть убывающая функция X на отрезке [Xmin, А,0]. 
Действительно, дифференцируя (12) по X и учитывая (13), получим

?Ц1__________ 2wjii_______  ^ 0
дк о>2 (1 —х,)2—4 (со— 1)

Следовательно, корень pi (к, со) при 1 < со < <в0 убывает при изменении к от 
Хт\п до Х0, принимая следующие значения:

M i  ( ^ m i n >  w )

рх (Я0, со) = (o — l.

^ ( l - W + / t o aO-Xmin)2 -4(ю—1)

Далее, если X меняется от А0 до 1, то корни pi и р2 комплексны и равны 
по модулю: | Pi | =  | р2 | =  о — 1. Следовательно, если 1 < со < со0, то

Р (5) — pi (A,mjn> <о) =
^ ( 1 - Я п,1П) + Т / 'м2 0 - Я п,1п)2- 4 ( С 0 - 1 )

Если со < 1, то все корни уравнения (12) действительны, максимальным 
является корень pi, значения которого убывают при изменении X от
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до 1. Следовательно, при о  < 1 спектральный радиус оператора S опреде
ляется формулой (15). Так как при со =  1 ненулевые удовлетворяют урав
нению (12), то (15) имеет место и при со =  1.

Итак, если 0 < ю < со0, то спектральный радиус оператора S определяется 
формулой (15). Покажем, что р* (Xmjn, о) убывает по о в интервале 0 < со < со0.

Действительно, так как при со < со0 корень pi убывает по А» для 
а ц, (О, (0) =  1, то (Xmin, со) < 1.

Далее, из (15) получим
dpi (^min> CD)__

д<0 ( ‘ " mm ' Y 0)- (1 —^min)2— 4 (CO— 1)
. / Hi [со2 (l-^m in)2- 2  (<*>— 1)+ (1 - x min) co Y со2 (1 - Я т1п)2- 4  (со— 1)—2]

1 —^min +  " ю П —^mln)2 — 2
- ) =

(0 ]/”co2 (1—Ятш )2—4 (со— 1)

Подставляя сюда (13), окончательно найдем

d|ii __ 2 YlH (Hi — 1) < 0_
дw со /с о 2 (1— Xmin)2—4 (со— 1)

Утверждение доказано. Следовательно, в области (о^со0 оптимальным 
является значение со =  со0, которому соответствует

(р S) =  (о0— 1 = 1 — ^min (2 ^min)
1 +  V"̂ min (2 — ̂ min)

1 - / л У
i + / n ) ' ^=2

^min
^min

Заметим, что из проведенных выше исследований вытекает, что если б — 
оценка для Хт\п снизу, т. е. 6 ^ X min, а со выбрано по формуле (14) при
замене Хт\п на б, то со0<со, р(5) <  (  , г] =  -— -г .

Vi + Z ti/
Итак, доказана следующая
Т е о р е м а  5. Пусть выполнены предположения 1 и 2 и 6 — 

постоянная из неравенства
6 6 > 0 .  (16)

Тогда для спектрального радиуса оператора перехода S итера
ционной схемы (1) при оптимальном значении параметра со,

со =  со0 2
1 + / 6  (2 — б) * (17)

справедлива оценка

p (S )<
1 +  /  ч) . ц

6
2 - 6 *

(18)

причем, если в (16) достигается равенство, то равенство имеет 
место и в формуле (18).

Итерационный метод (1), (17) является методом верхней
релаксации, так как со0 >  1.

4. Разностная задача Дирихле для уравнения Пуассона в 
прямоугольнике. Рассмотрим применение метода верхней релак
сации для нахождения приближенного решения разностной за
дачи Дирихле для уравнения Пуассона, заданной на прямо
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угольной сетке to = {xt/=(ihlt jh2)^G L 0 ^ . i ^ . N 1, 0 ^ . j ^ N 2, 
ha = lalNa.,<x= 1, 2} в прямоугольнике G = { 0 ^ .X a ^ la ,  а = 1 , 2}:

2
A t / = 2 « / ;  =  — ф (х), х€<л, y(x) = g(x), х £ у .  (19)

а= 1 а а

Оператор А в пространстве Я  сеточных функций, заданных 
на со со скалярным произведением

(и, v)=  2  w (л:) t; (л:) ЛхЛа
Jf € СО

определяется обычным способом: Ау = —Ау, у £ Н , у£ Н .  Как 
мы уже знаем, оператор Л, соответствующий задаче (19), яв
ляется самосопряженным и положительно определенным в Я. 
Следовательно, предположение 1 выполняется.

Рассмотрим сначала точечный метод верхней релаксации. 
Если неизвестнее упорядочены по строкам сетки со, то разно
стная схема (19) может быть записана в виде следующей сис
темы алгебраических уравнений:

- ц у Ц - х> 1 ) - ц у Ц ’ 1 - ^ + ( ц + ц ) у ( 1' / ) -

— щУ ( tН~ 1 > / )— -щУ (t, / +  1) =  ф (i, /)

для i = l ,  2, . . . .  # ! — 1, / = 1 ,  2, JV2— 1 и y(x) = g(x), 
х £ у .

Такой записи оператора А соответствует представление А в 
виде суммы А = Ш> +L~\- U, где

^>у={ ц + ц ) у*

L y ( i ,  /)  =  —  7 1 0 ( i —  1, i ) — L y ( i >  / — 1),"l

/) =  — 7 q ^ (i+  1. })— цУ У ,  / +  !)•

Для рассматриваемой системы точечный метод верхней ре
лаксации в соответствии с формулой (3) будет иметь следующий 
вид:

/,2 + Р  (*> /) +  ® TiVk+i^ 1» /) +

+ ̂ 2</ft+l(l> /- 1)+Д2̂ *(1Ч- 1, 1) + ЦУк(1, / + 1) + ф(1’. /)J

для t =  l , 2 ,  . . . ,  JVX— 1, / =  1,2, . . . ,  N3— 1, причем yk (х) =  g (х) 
при х € у  Для любого /г^О.
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Вычисления, как и в методе Зейделя, начинаются с точки 
i = l ,  / '=  1 и продолжаются либо по строкам, либо по столбцам 
сетки ю. Найденное yk+1(i, /) размещается на месте yk(i, /).

Докажем теперь, что для рассматриваемого примера предпо
ложение 2 выполняется. Для этого нужно показать, что для 
любого комплексного гф О  собственные значения р задачи

z (h1 +  ’^)) + Т  (t ~Ь 1» / ) + ^ ( t , / + l ) j  +

г/ (л:) =  0, * € у

не зависят от z.
Действительно, полагая здесь

y(i, j) = zi+iv(i, j), 0 О< / < Л Г а,

получим

р у( г  — 1, j) + j^v(i,  / — 1) +  ft2y (l +  Ь /) +  ^ |у (1> / +  1) +

+  /) =  0’
1 <  I <JV ,—1, 1 ^  jV2 — 1, п(х)=0,  х £ у .

Следовательно, р не зависит от г.
Осталось найти оптимальное значение параметра со. Для 

этого необходимо найти или оценить снизу минимальное собст
венное значение задачи (8), которая для данного случая запи
сывается в виде

у-Х1ХЛ У * ,* Л %( ц + щ ) у = 0 ' * €<в’ 0 (* )= ° -

Так как собственные значения разностного оператора Лапласа 
АУ = У;,Х1 +  У ю  известны

4 .. 2&1Я̂ 1 . 4 . 2^2^2
h\smi 211 “и А | 2 / а: S i n ■, k<x—1, 2, N&— 1,

то
\  _ ? I (  2 | 2 \  __ 2h% ■ a kiJthj  ._____ L_cirv
H  —  ^ k j  ^ 2 +  h l ) ~ ~ h l  +  h l s m  2 l i  ‘ /î  +  / i |Sin

Следовательно,

kinhj r Щ  k2nh2 
212 9

2h i 2h\  ̂ a ^̂ 2
+  2/x-1 +  2/a ’;Slir
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и параметр ю0 находится по формуле (14). В частном случае, 
когда G—квадрат со стороной I (/1 =  /а =  0 и сетка квадратная 
(Nx = Л12 — N), имеем

^min ~  2 Sin2 =  > "П == tg 2 2Л/ *
1 -г -  sin —

Р (5)
N

1 +  sin л
N

1 — 2л 
N •

Заметим, что спектральный радиус оператора перехода соот
ветствующего точечного метода Зейделя оценивается по форму
ле (15), в которой следует положить со=1.  Это дает p(S) =
=  (1 — ̂ min)2 =  cos2 , что значительно хуже, чем для метода
верхней релаксации.

Рассмотрим теперь блочный метод верхней релаксации. Если 
в блок объединить неизвестные y(i,  /) на /-й строке сетки, то 
блочной записи оператора А соответствует следующее представ
ление A = g) +  L + U ,  где

^У  — — — /) +  ( д |+  й| )  У(1> I)— цУ  (1'+  1) /)»

Ly(i, J') = — цУ{1 . / — 1), Uy(l, 1) = — ц У &  / + ! ) •

Расчетные формулы для блочного метода верхней релаксации 
имеют вид

ЩУь+1 О"  ̂> /) “Ь  ̂ ”Ь ~Щ1 Ук+ 1 (̂ > /) ~щУк + 1 (*“Ь  ̂> /) —

=  (1 со) ^ 'ЩУк^ Ь /) +  Л|) /') ^|1/а(1 +  Ь /)^ +

+  ® (^y*+i(*. / — 1)+щУк(*> / + 1 )  +  ф (‘. /) )  . 

1, 1 < / < Л ^ 2 — 1,

причем ук(х) = g(x), х £ у  для всех k^tO. Для нахождения c/ft+i 
на /-й строке необходимо решать, например, методом прогонки 
трехточечную краевую задачу.

Покажем, что для рассматриваемого примера предположение 
2 выполнено, т. е. собственные значения р задачи

г ~щУ(1’ / — 1) 0  +  11 ( — ц y ( i— 1> /)Н*

+  (т^ +  У (*» / ) —р ^ ( ^  +  1, /)') =  0,

l < i < ^ - l ,  1 < / < Л Г 3- 1 ,  у (х) =  0, х € у
3 8 3



не зависят от г. Это легко устанавливается при помощи замены 
у (i , j) =  zh  (г, /), 0 0 <  j <  N2.

Найдем теперь оптимальное значение параметра а. Соответ
ствующая задача (8) имеет вид

у(х) = о, х £ у .
(20)

Несложно проверить, что собственными функциями задачи
(20) являются

. kxziXi . k2nx2yk (л:) =  sin -J7—1 sin к (21)

Подставляя (21) в (20), найдем

* 2 ,Т5+ XkiП2

> kg, — 1,2,  . . . ,  Na 1, k — (&i» ^2)»

где
\  — 4 ojn2 kccnhg b — 1 9
hka ~ h l Sin 21* ' a ~  9 ’

Отсюда получим
, JI^jl

Na ~ U  a =  1, 2.

-- ‘
2h2 sin2 -|-2Ai sin2 7 ZL1

nh 2 
2/2

2/t| sin2^ - ] - ^ 1

Для рассмотренного выше частного случая будем иметь

4 sin2
^min :

2N

1 +  2 sin2
, е)0 =

2 N

2 +  4sin22¥  
( l + Z I s i n ^ ) 2’

: 2 sin22W ’ p(S) =
' 1—y T -!- я! Sin

1 +  / 2  sin
1 - 2 / 2  Д . .

Сравнивая оценки спектрального радиуса блочного и точеч
ного методов верхней релаксации, находим, что блочный метод 
будет сходиться в Y 2  раз быстрее, чем точечный метод. С дру
гой стороны, блочный метод требует большего числа арифмети
ческих действий, затрачиваемых на реализацию одного итера
ционного шага, чем точечный метод.

В заключение приведем число итераций для точечного метода 
верхней релаксации в зависимости от числа узлов N по одному 
направлению для е =  10~4. В качестве модельной задачи возьмем
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разностную схему (19) на квадратной сетке с Nt = N2 = N  и 
9 ( j ) s 0 ,  g(x)==0. Начальное приближение у„ (х) выберем сле
дующим образом: у0(х) — 1, х^со,, г/о(х) =  0,

Процесс итераций будем оканчивать, если выполняется ус
ловие

flz„IU<e||2o|L. (22)
Из теории метода следует, что для погрешности zn имеет 

место оценка ||ги||л < | |5 'г||л ||г0|[4, и так как спектральный радиус 
оператора меньше либо равен любой нормы оператора, то р"(5) ^  
^ | |S n||̂ . Поэтому условие р“ ( 5 ) ^ е  нельзя использовать для 
оценки требуемого числа итераций.

Приведем число итераций «, определяемое из условия (22), 
и для сравнения найдем число итераций «*, которое следует 
из неравенства p " (S )< e :

V =  32 « =  65 «* =  47 
N =  64 « =  128 «* =  94 
# = 1 2 8  « =  257 «* =  187

Сравнение числа итераций для метода верхней релаксации и 
явного чебышевского метода, рассмотренного для задачи (19) в 
п. 1 § 5 гл. VI, показывает, что метод верхней релаксации 
требует примерно в 1,6 раза меньше итераций, чем явный че- 
бышевский метод. Число арифметических действий, затрачивае
мых на одну итерацию, в этих методах практически одинаково.

5. Разностная задача Дирихле для эллиптического уравне
ния с переменными коэффициентами. Рассмотрим теперь приме
нение метода верхней релаксации для нахождения приближен
ного решения разностной задачи Дирихле для уравнения с пе
ременными коэффициентами в прямоугольнике 

2

A j f - S  (а* (х) у- )Xa— d{x)y = — q>(x), х€(о,СС— 1 хос
y(x) = g(x), х £ у ,  (23)

считая, что выполнены следующие условия:

О ^  Оа (х) ^  С%, Х ^( 0 , (X — 1, 2, (ОА\
О< d i < d ( x ) < d 2, х £ < 0 . к ’

Для задачи (23) точечный метод верхней релаксации при упо
рядочении неизвестных по строкам сетки со описывается фор
мулой
H i, j>y*+i(i, /) =  (1—©)&(*, /) У к (i, }) +

, ! .  n + t ^ y u + i V ,  i — 1)4*

+  gl(f| i 1,y) Ун (i + 1 , Я + Й2 -̂  +  1) Уъ (t. / + 1 ) +  ф (i, я ]  ,

1 — 1, 1, (25)
13 Л. А. Самарский, Е. С. Николаев



где

b(l, /) = ai O'- /)4~gi (<-~Ь i, /) | ga (*, /) -f~aa (‘>/~M)
л! л! - d ( u )

и Ук(х) = ё (х)* * € y ДЛЯ любого k ^ O .
Для рассматриваемого примера операторы £D, L и U опре

деляются следующим образом:
2)у = Ьу,

Ly(i, /') =  —

U y(i,j)  = -

ai (t. /) 
hi — 1. /)- Да (t. /)

A*

hi hi
Предположения 1 и 2 выполняются, что доказывается так же, 
как и для примера из п. 4.

Для того чтобы найти параметр со, необходимо оценить по
стоянную б в неравенстве Л^б<2). Эта задача была решена 
ранее в п. 3 § 5 гл. VI, где рассматривался простейший неяв
ный чебышевский метод для разностной задачи (23). Приведем 
оценку для б:

min
о<*2<г2М*2)^ min

ОС*! < h
_1__
и2 (Хх) ’

где иа (хр)=  max va (x), (3 =  3—а, а =  1, 2, a va (x) есть решение
О < ха < 1а

следующей трехточечной краевой задачи:

ха 2  dva =  Ь (х), ха hat
V a  (х) =  0, Х а  — 0, 1а, 

f tp < * p < * p —ftp, (3 =  3—а, а =  1, 2.

Итерационный параметр со находится по формуле (17):
2

СО =  СОл = ----■■ .
° 1 + / б ( 2  —6)

Для сравнения описанного метода верхней релаксации с 
простейшим неявным чебышевским методом, рассмотренным в 
п. 3 § 5 гл. VI, приведем число итераций метода верхней ре
лаксации для следующего модельного примера. Пусть разност
ная схема (23) задана на квадратной сетке с N1 = N 2 = N и 
<р(х) =  0, g (х) = 0. Коэффициенты ах(х), а2(х) и d (х) выберем 
следующим образом:

аг (х) =  0,5)2 +  (х3—0,5)2],
а2(х) =  1 + с [0 ,5 —(хх—0,5)а— (х2—0,5)®], 
d (х) =  0, с >  0.
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При этом в неравенствах (24) cx =  l, са= 1 + 0 ,5 с , d1 — da = 0. 
Начальное приближение для итерационного метода верхней ре
лаксации (25) выберем следующим образом: y0(x)— l, xgco, 
у0(х) = 0, х £ у ,  и процесс итераций будем оканчивать при вы
полнении условия (22).

В табл. 9 приведено число итераций для метода релаксации 
в зависимости от отношения c2/cf и от числа узлов N  по одному 
направлению для е= 1 0 ~ 4. Для случая, когда аа (х )=  1 и 
d(x) =  0, число итераций метода верхней релаксации приведено 
в п. 4 настоящего параграфа.

Т а б л и ц а  9

c jc t 2 8 32 128 512

соIIЙ; 65 81 95 96 S8

W =  64 129 164 192 193 195

Из табл. 9 следует, что число итераций метода верхней ре
лаксации для модельного примера примерно в два раза меньше 
числа итераций простейшего неявного чебышевского метода. 
Так как число арифметических действий, затрачиваемых на реа
лизацию одного итерационного шага, для указанных методов 
одинаково, то метод верхней релаксации примерно в два раза 
эффективнее простейшего неявного чебышевского метода.

§ 3. Треугольные методы
1. Итерационная схема. В §§ 1, 2 были изучены два мето

да— метод Зейделя и метод релаксации. Эти методы принадле
жат классу неявных двухслойных методов, оператору В в кото
рых соответствует треугольная или блочно треугольная матрица. 
В каноническом виде итерационная схема методов имеет сле
дующий вид:

(3) +  с>L)yk+1~ yk + Ayk = f, ft =  0. 1, . . . .  yB(tH, (1)

где S) и L — операторы из разложения А на сумму диагональ
ной, нижней и верхней треугольных матриц

A = 3 )+ L  + U. (2)
Методу Зейделя соответствует значение параметра со =  1.

Для случая самосопряженного и положительно определенного 
в Н оператора А достаточное условие сходимости в НА итераци
онного метода (1) имеет вил

0 <  со <  2.
13*

(3)
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В § 2 мы рассмотрели вопрос об оптимальном выборе итера
ционного параметра со. Считая, что выполнены предположения 
1 и 2 и априорная информация задана в виде постоянной б из 
неравенства

6 Й )< Л , 8 > 0 ,  (4)
мы доказали, что оптимальное значение со, при котором мини
мизируется спектральный радиус оператора перехода 5 схемы (1), 
определяется формулой

2
со =  со0 = -------у.......... -. (5)0 1 + /6 ( 2  — 6) W

В пп. 4, 5 § 2 были рассмотрены примеры задач, для которых 
предположения 1 и 2 выполнены. Эти предположения выполнены 
и для более сложных задач, например для пятиточечной раз
ностной схемы, аппроксимирующей на неравномерной сетке 
в произвольной области задачу Дирихле для эллиптического 
уравнения с переменными коэффициентами.

Существуют, однако, примеры задач, для которых предполо
жение 2 не выполняется. К ним относятся разностная задача 
Дирихле для эллиптического уравнения со смешанными произ
водными, разностная задача Дирихле повышенного порядка
точности и другие.

Неуниверсальность способа выбора итерационного параметра со 
и отсутствие оценок скорости сходимости метода в какой-либо 
норме являются основными недостатками теории, развитой в § 2.

В настоящем параграфе будет рассмотрена общая схема тре
угольных итерационных методов, для которых итерационный 
параметр со выбирается из условия минимизации в НА нормы 
оператора перехода. Здесь же будет найдена оценка скорости 
сходимости метода в НА в предположении самосопряженности 
и положительной определенности оператора А.

Рассмотрение треугольных методов начнем с преобразования 
итерационной схемы (1). Введем операторы R± и R2 следующим 
образом:

R ±= ^ a > + L , r 2= ± ® + u .

Тогда разложение (2) будет иметь вид
A = Rt +  R 2, (6)

и если А —самосопряженный в Н оператор, то операторы Rt 
и Rz сопряжены друг другу

Ri = Rt, (7)

Подставляя L — R i— в (1) и обозначая

т =  2ю/(2—со),
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(® +  т R j « *iz:y*  + Ayk = f, 6 =  0 ,1 .........  Уо£Н , (9)

причем в силу (3), (8) т >  0.
Схему (9) можно рассматривать независимо от схемы (1). 

Именно, пусть самосопряженный в Я  оператор А представлен 
по формуле (6) в виде суммы сопряженных друг другу опера
торов Rx и R 2, а — произвольный самосопряженный положи
тельно определенный в Н оператор. Итерационную схему (9) 
будем называть каноническим видом треугольных итерационных 
методов. Мы сохраняем название треугольные методы и в том 
случае, когда матрицы, соответствующие операторам R1 и R2, 
не являются треугольными, а матрица, соответствующая опера
тору не есть диагональная матрица.

Из теоремы 1 следует, что для положительно определенного 
оператора А итерационный метод (9) при т >  0 сходится в НА. 
Действительно, для этого достаточно установить справедливость 
неравенства >  0,5тЛ. Из (7) получим

(Ах, x) = (R1x, x) +  (Rtx, x) = 2(R1x, x) = 2(Rix, x) (10)

и, следовательно,
((S> -f тRj) x, x) =  (@>x, x) -f 0,5т (Ax, x) >  0,5т (Ax, x), 

что и требовалось доказать.
В заключение отметим, что методу Зейделя в схеме (9) соот

ветствует значение т =  2, а методу верхней релаксации — 
т =  2 /|/ 8 (2 —б).

2. Оценка скорости сходимости. Оценим теперь скорость схо
димости итерационной схемы (9) в НА, предполагая, что А —само
сопряженный положительно определенный в Я  оператор.

Переход в (9) к погрешности гь — ук—и дает однородную 
схему для гк

B ih ± i^ l i .  +  Azk== 0, 6 =  0, 1.........  z„ =Уъ—и, B = 3>+tRu

запишем итерационную схему (1) в эквивалентной форме

откуда получим

‘й+1 — Szk, 6 =  0 , 1 , . . . ,  S = E —тВ"1 А,
l l z * + l l U < №  II Zkh (11)

Оценим норму оператора перехода 5 в НА. Из определения нор
мы оператора получим

< > 2 >
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Преобразуем выражение, стоящее в квадратных скобках. Исполь
зуя (10) и определение оператора В, получим^

{By, у) = {3)у, y )+ x (R 1y, у) = (3)у, г/) +  0,5т(Ау, у).

Отсюда найдем т*(Ау, у) =  2т (By, у)—2т (&>у, у) или после за
мены у = В~хАх

хг (АВ~хАх, В~1Ах) = 2х(В~1Ах, Ах)— 2т (@)В~1Ах, В~гАх).

Подставляя это выражение в (12), будем иметь

Проведем дальнейшие преобразования. Полагая х={В*)~х£&Ч‘у, 
получим

( & В - хА х ,  В - Ы х )  _  (Су,  Су)  
(Ах ,  х) (Су,  у) ’ с = а > ‘/ , в - м  (в * )-1® 1/..

Так как оператор С самосопряжен и положительно определен 
в Н, то, полагая у — C~1l,‘S )-1l'‘B*v, найдем

( @ } В ~ 1А х ,  В ~ хАх)  _ (Av,  v) • •
( Ах ,  х) — ( B 2 > - xB*v,  v) '

Итак, окончательно будем иметь

4S ^  =  ^  [ 1 _ 2т ( b J ) - ' B * v ,  v) ] •

Отсюда получим, если ух—величина из неравенства
у1В 2)-хВ * ^ А ,  (13)

то
||S |U < (1 -2 tYi)V.. (14)

Так как у1 зависит от параметра т, то оптимальное значение 
для т можно будет найти, получив при некоторых дополнитель
ных предположениях относительно операторов &), R x и JRS вы
ражение для Yl.

3. Выбор итерационного параметра. Выберем теперь пара
метр т. Нам потребуется

Л е м м а  3. Пусть б и Д— постоянные в неравенствах

Ш ^ А ,  R ^ - ' R ^ ^  А, 6 > 0 .  (15)

Тогда в неравенстве (13)

Yi =  S/(l  +тб +  т2-^-) . (16)
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Действительно, так как В * =  3> + х Д г> то

Лемма доказана.
Итак, если априорная информация имеет вид постоянных б 

и Д в неравенствах (15), то ^  оценивается формулой (16). 
Подставляя (16) в (14), получим

Осталось минимизировать функцию ф (т) . Приравнивая произ
водную <р' (т) нулю, найдем

Так как при т < т 0 производная <р' (т) <  0, а при т > т 0 произ
водная ср'(т) >  0, то при т =  т0 функция ф(т) достигает мини
мума, равного ф(т„) =  (1—}A])/(1 +  ]А)), i) = 8/A. Итак, 
доказана

Т е о р е м а  6. Пусть А и 3>— самосопряженные положитель
но определенные в Н операторы, а б и А — постоянные в (15). 
Треугольный итерационный метод (9), (6) при т =  т0 =  2/]/бД 
сходится в НА, и для погрешности гп справедлива оценка [| гп||л ^  
< р « ||г 0||д . Д ля числа итераций п справедлива оценка п ^ п а(е),

4. Оценка скорости сходимости методов Зейделя и релаксации.
Доказанная теорема 6 позволяет получить оценки скорости 
сходимости в НА рассмотренных ранее методов Зейделя и верх
ней релаксации. В п. 2 § 1 и п. 4 § 2 указанные методы были 
применены для нахождения приближенного решения разностной 
задачи Дирихле для уравнения Пуассона на прямоугольной 
сетке

=  3> +  тЛ +  т
Используя предположения (15), отсюда получим 

В ЗГ 'В *  <  (1/6 + т + т 2Д/4) А.

IIS |Рл <  Ф (т) =  1 —2тб/(1 + тб  + т 2 ^ - ) .

п0 (е) =  1пе/1пр,

(О
Ду =  |СЛ +  Ухгх2 =  —ф (х), X € со, 

y(x)=g(x),  xgy .
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У’
Ly {i * / ) =  да У {i 1» /) У 1)*

Uy(i, = + i)— js y ( i ,  /+ 1 ) .

И т е р а ц и о н н а я  с х е м а  э т и х  м е т о д о в  и м е л а  в и д  (1 )г г д е

Для метода Зейделя ю =  1 ,а  для метода верхней релаксации со 
находилось по формуле (5), где б из неравенства (4) оценено 
следующим образом:

6 =
2/if

щ щ
— п 1 I , Gin
'll+/*Г

яhi 
2U ' (17)

Приведем схему (1) для рассматриваемого примера к виду (9). 
Для этого определим операторы Rx и R3:

R iy = ( ^ g > + L ) y = ± # t + ± f c t t

{ \ ^  + и ) у ^ — тгу * > -т М '

Очевидно, что

( R i  ~Ь R v ) У  — А у  — А у  =  У х1х1 1 У х2х2 •
Сопряженность операторов R1 и R2 друг другу легко устанав
ливается при помощи разностной формулы Грина. Как было 
отмечено выше, методу Зейделя в схеме (9) соответствует значе
ние т =  2, а методу верхней релаксации—значение т = 2 ( \ f  б (2—б), 
где б определено в (17).

Из (11), (14) и леммы 3 следует, что для получения оценок 
скорости сходимости этих методов в НА требуется найти б и Д 
из неравенств (15). Постоянная б уже найдена. Найдем Д. Из 
определения операторов 3>, R1 и R2 получим

hm
(R13) iR ^ , у) = 0,5 д2_|_д2 {.$••$< R^y)- (18)

Далее,

( К*У,  К*У)  =  - щ ( У ч ,  0 — У х , ) + - ц ( у 1 а, 1 ) <

+  »* 1) +  (у1„ у).

Подставляя эту оценку в (18), получим

{ R ^ R . y ,  у )< ± { А у ,у )

и, следовательно, в неравенстве (15) Д =  2.
т



Оценим теперь скорость сходимости метода Зейделя и метода 
верхней релаксации.

Из (11) получим

IU \Л
и, следовательно, для достижения точности е достаточно вы
полнить п ^ п 0(е) итераций, где п0(е) =  1пе/1п||5||д. Из (14) 
найдем

п0 (г) =  2 In e/ln IIS |ft >  In 1 /(tYi). (19)

Для метода Зейделя из (16) получим (т =  2)
r Tl =  26/(1+46) (20)

и в частном случае, когда Nt — Мг =  N, 1г = 1г = 1, будем иметь 
из (17), (19) и (20)

6 =  2 sin® , Tv1« 4 s in 2^ r « - j ^ - ,

«0 (8) «  1п 7  »  O.l/VMn-^,

В п. 1 § 5 гл. VI для явного метода простой итерации, при
мененного для рассматриваемого частного случая, была полу
чена следующая оценка числа итераций: п0 (е) «  0,2Va In —.
Сравнивая эти оценки, находим, что для метода Зейделя тре
буется примерно в два раза меньше итераций, чем для метода 
простой итерации. Характер зависимости числа итераций от 
числа узлов N по одному направлению для этих методов оди
наков—число итераций пропорционально N2.

Рассмотрим теперь метод верхней релаксации. Подставляя 
в (16)

6 =  2 sin2
2  N  '

А =  2 и т =
^ 6 (2 -6 )  s in " 

N

TYi --------------~
2+ 2t4 '

зх

ж *

Из (19) найдем следующую оценку числа итераций для метода 
верхней релаксации:

М е ) « - ^ 1 п 4 « 0 ,6 4 Л П п 1 ,  (21)

т. е. число итераций для метода верхней релаксации пропор
ционально числу узлов N по одному направлению.
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В заключение приведем оценку для числа итераций, которая 
следует из теоремы 6. При значении параметра %

2 1
‘0-т =  т„

V  6 Д sin
2  N

для числа итераций будет справедлива оценка

п > п 0 (e) =  ln -i/s i ПSin “птг 8 I 2 N 0,64iV In 1

Заметим, что оценка (21) несколько завышена. Для того чтобы 
убедиться в этом, нужно сравнить значения ц0 (е), вычисляемые 
по формуле (21), с числом итераций, приведенным в п. 4 § 2. 
Это связано с тем, что здесь число итераций оценивалось из 
неравенства ЦЗЦд^е, а в п. 4 § 2 итерации проводились до 
выполнения условия ||Snm ^ e .



Г Л А В А Х

ПОПЕРЕМЕННО-ТРЕУГОЛЬНЫЙ МЕТОД

В главе изучается попеременно-треугольный итерационный метод *) решения 
операторного уравнения с самосопряженным оператором. В § 1 излагается 
общая теория метода, описана конструкция итерационной схемы и указан на
бор итерационных параметров. Иллюстрируется метод на примере разностной 
задачи Дирихле для уравнения Пуассона в прямоугольнике. В § 2 этот метод 
Применяется к решению разностных эллиптических уравнений с переменными 
коэффициентами и смешанными производными в прямоугольнике. Для реше
ния эллиптического уравнения с переменными коэффициентами на неравномер
ной сетке в произвольной области в § 3 построен вариант попеременно-тре
угольного метода.

§ 1. Общая теория метода

1. Итерационная схема. В § 3 гл. IX был изучен треуголь
ный итерационный метод решения уравнения

Au = f. (1)
Итерационная схема этого метода имеет вид

B lkr l J l k j r A yk =  f> * - 0 , 1 ........  Уо£ Н ,  (2)

где тл =  т, а оператор B = B1 = £D+tR1 определяется следующим 
разложением оператора А на сумму операторов:

Л = ^ + / ? 2, R ^ R l  А = А * >  0. (3)

Относительно оператора ££> предполагается, что он самосопря
жен и положительно определен в Я, т. е.

т  =  0. (4)

Треугольный итерационный метод относится к классу методов, 
итерационные параметры для которых выбираются с учетом 
априорной информации об операторах итерационной схемы. Для

*) Метод предложен А. А. Самарским в 1964 г. (см. ЖВМ и МФ, 
4, № 3, 1964) и усовершенствован в [8].
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треугольного метода первичная информация состоит в задании 
постоянных б и А из неравенств

б б > 0 .  (5)

Найденный в п. 3 § 3 гл. IX параметр т позволяет получить 
точность е за п0 = О (In(l/e)^*]) итераций, где т) =  б/А.

Отметим, что несамосопряженность оператора В  не позволяет 
использовать в итерационной схеме (2) набор параметров хк 
и увеличить тем самым скорость сходимости метода. Однако 
простота конструкции оператора В и возможность разложе
ния (3) для операторов А любой структуры стимулировали изу
чение возможных видоизменений треугольного метода. В резуль
тате был построен попеременно-треугольный метод, сочетающий 
универсальность построения оператора В с возможностью вы
бора в схеме (2) набора параметров хк.

Приступаем к изучению попеременно-треугольного метода. 
Итерационная схема метода имеет вид (2), где оператор В оп
ределяется следующим образом:

В = (S> -fco^) (Й) +  (о/?2), <в >  0. (6)
Здесь а — итерационный параметр, подлежащий определению. 
Будем далее предполагать, что для схемы (2), (6) выполнены 
условия (3), (4) и заданы б и Д в неравенствах (5).

Отметим некоторые свойства оператора В, определяемого 
соотношением (6). Если оператору £D-\-(i>R1 соответствует тре
угольная матрица, а Яй—диагональная, то В соответствует про
изведение двух треугольных и диагональной матриц. В этом 
случае обращение оператора В не является сложной задачей.

Покажем, что оператор В самосопряжен в Я , и если опера
тор ограничен, то В положительно определен. Действительно, 
в силу (3) имеем равенства

(Аи , и) = 2 (#jH, и) =  2 (R3u, и) >  0.

Отсюда и из (4) следует, что операторы Вх — ёй -f (aRt и В ,=  
=  <2) +  coi?2 являются сопряженными и положительно опреде
ленными: В{ =  (£Э +  сOR,)* = &> +  o)Ra — B !i, Ва >  >  0, а — 1, 2,
поэтому

в*  =  (B1S)~1B2)* =  Bim -^Bi =  в гт - 'в %= в .

Далее, так как S) есть самосопряженный ограниченный и поло
жительно определенный оператор, то обратный оператор 
будет положительно определен в Я. Следовательно, используя 
неравенство (Й>~гх, x ) '^ d (x , х), d >  0, выражающее положи
тельную определенность оператора iz>-1, имеем

(Ви, и) =  (2>-'Вли, Вги)^ d \B au ||а >  0.
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Из (2), (6) видно, что для определения ук+1 при заданном ук 
надо решать уравнение

+  COi?x) Й)”1 +  0)i?2) ук + 1 — фА, £ =  0, 1,
где фк~ В у к—тк+1(Аук—/). Оно сводится к решению двух 
уравнений

+  со/?!) v =  фЛ, (S) +  со/?2) ук+1 =
Возможен второй алгоритм реализации схемы (2), (6), основан

ный на записи ее в виде схемы с поправкой
Ук+1 = Ук— *к+1Щ> Bwk = rk>

где гк =  Аук—f —невязка. Поправка wk находится решением 
двух уравнений

(@) +  со/?!) wk ^  гк9 (@> +  со/?2) wk =  @)wk.
В этом алгоритме мы избавлены от необходимости вычислять Вук, 
но обязаны хранить одновременно и ук, и промежуточные вели
чины гк9 wk9 wk.

2. Выбор итерационных параметров. Займемся теперь иссле
дованием сходимости итерационной схемы (2), (6). Так как 
операторы А и В самосопряжены и положительно определены 
в Я, то можно изучать сходимость в Я 0, где в качестве D взят 
один из операторов Л, В или АВ~гА (в последнем случае В 
должен быть ограниченным оператором). Для указанного опера
тора D оператор будет, очевидно, самосопряжен в Я  и,
следовательно, согласно классификации главы VI, мы имеем 
итерационную схему в самосопряженном случае.

Используя результаты § 2 гл. VI, мы можем сразу указать 
для схемы (2), (6) оптимальный набор итерационных парамет
ров хк. Пусть уг и у2 взяты из неравенств

71В < Л < 7 2В, 7l >  0. (7)
Тогда чебышевский набор параметров {т*} определяется фор
мулами

т0
I +  РоР* 

2
V1 +  V2

, (г* € ж ;  =  {cos
1 -Е
1+1

(2t— 1) я
2 п

п > п 0 (е) = In (0,5е) - VV (8)
In Pi V2

и для погрешности г„ =  г/„— и итерационного метода (2), (6), 
(8) имеет место оценка

2р?
I llo ̂  Яп I! ̂ 0 |1о> Яп 1 _J_ р2Л 1- УХ

i + V T (9)
Это результат общей теории итерационных двухслойных ме
тодов. Для схемы (2), (6) априорной информацией являются
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постоянные б и Д в неравенствах (5). Поэтому одной из задач 
является получение выражений для уг и у2 через б и Д. Далее, 
поскольку оператор В зависит от итерационного параметра со, 
ТО у г И у2 ЯВЛЯЮТСЯ функциями со: Так
как из оценки (9) следует, что максимальная скорость сходи
мости будет тогда, когда отношение 1 = у1/у2 максимально, то 
мы приходим к задаче о выборе параметра со из условия макси
мума Сформулированные задачи решает

Л е м м а  1. Пусть выполнены условия (3), (4), оператор В 
определен по формуле (6) и в неравенствах (5) заданы постоянные 
б и А. Тогда в неравенствах (7) имеем

Yi =  6 /(l+ © 6  + 4 <o26A), ^= 1 /(2© ). (10)

Отношение 1  = у1/у2 максимально, если
со =  со0 =  2 /]/ 6Д,

при этом
6

Yl 2(1+ Уч) '
6 2

1+Vn  ’

(11)

4 = 4 -  (12)

Действительно, запишем оператор В в виде 
В — (Ш) +  ©Ях) (Я> +  ©Я а) =  2) +  со (Rx +  R 2) +

(13)

Учитывая, что А =  JRX +  R 2^ 8@> или получаем для В
оценку сверху

Ж <о2Д>) А =  —  А, J 71

т. е. где Yi определено в (10).
Преобразуем теперь формулу (13):

В = т - ы  (R, +  2) +  ^ R ^ - ' R z  +  2© (Rt +  R2) =
=  (S) — coRj) (£b—ю/?2) +  2©Л.

Отсюда следует

(By, у) = 2© (Ay, y) + (@>-1(@>— (oR2)y, (@>— <i>R2)y).

Используя положительную определенность оператора по
лучаем (By, у)^2(а(А у, у), т. е. А ^ у 2В. Итак, Yi и у2 найдены. 
Рассмотрим далее отношение

3 9 8

|  =  I (©) =  Yi/Ya =  2©6 / (1 +  ©б +  ) .



Приравнивая производную

Г  и =
26(1—ш26А/4)

нулю, находим ю =  (о0 =  2Д^бД. В этой точке достигается мак
симум  ̂(со), так как £"(<о0) < 0 .  Подставляя найденное со в (10), 
получаем (12). Покажем, что б ^ Д , 1. Действительно, исполь
зуя равенство (Ах, x) — 2(R 2x, х) и неравенство Коши— Буня- 
ковского, из (5) получим

« (* * . * ) < ( ^ .  - «  «  =
_  4 ^  4 а - ' - в д  ( э „ ч  я и , х ) =

4̂M.Xf Xj y*xXf XJ
— 4 iR-% ^ — ( ^ x ,  * )< Д (© * , *),

что и требовалось доказать. Лемма доказана.
Т е о р е м а  1. Пусть выполнены условия леммы 1. Тогда для 

попеременно-треугольного метода (2), (6), (11) с чебышевскими 
параметрами xk, определяемыми формулами (8) и (12), справедлива 
оценка (9). Для выполнения неравенства || zn ||D ̂  е || z0 ||D достаточно
п итераций, где /г ^ /г 0(е), п0 (е) =  ln-^-/(2J^2*/ tj), т| =  б/Л .Здесь 
D — A, В или АВ~ХА.

Для доказательства теоремы следует использовать лемму 1 
и формулы (8) для итерационных параметров и числа итераций.

Рассмотрим теперь один прием, который используется при 
построении неявных итерационных схем. Пусть в Я  задан само
сопряженный и положительно определенный оператор R, энер
гетически эквивалентный оператору А с постоянными и с2:

C j ' R ^ A ^ C t R ,  с2>  0, (14)

и оператору В с постоянными ух и у2:

V !5 < JR < y 25, Yi >0* (15)

Предположим, что операторы А и В самосопряжены. Из (14) 
и (15) для них получим следующие неравенства: угВ ^ . А<У*В,
Vi =  ciVi> 1,2==(YlV Изложенный прием позволяет при построении 
оператора В исходить не из разложения (3) оператора А, а из 
разложения оператора R, который может быть выбран для боль
шого класса различных операторов А одним и тем же. При 
этом постоянные Yi и у2 в (15) могут быть найдены один раз, 
и вся задача получения априорной информации для метода 
сводится к нахождению ct и с2 в (14).
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Итак, пусть оператор R  представлен в виде суммы сопря
женных операторов и R z:

R = R*>  О, R = R 1 +  R 2, R, = Rl, (16)

и вместо (5) имеют место неравенства

R . m - i R ^ ^ - R ,  б > 0 .  (17)

Оператор В для схемы (2) построим по формуле (6). Тогда 
в силу леммы 1 при ю =  (о0 =  2/]/8Д в неравенствах (15) имеем

Yi
б

2(1+Уч)  ’
6 ? i i  2 Уп

72 4 Г ч ’ * °у, 1 + W <1 8 )

Отсюда следует
Т е о р е м а  2. Пусть Л =  Л * > 0 ,  &) = &>*> 0, выполнены 

условия (16) и заданы сг и с2 в (14) и б, А в (17). Тогда для 
попеременно-треугольного метода (2), (6), (8), (11) с чебышевскими 
параметрами хк, где у1 = с1у1 и у2 =  с2у2, a yt и у2 определены 
в (1.8), справедлива оценка (9). Для выполнения неравенства || гп||D^  
< е | |г в|Ь достаточно п итераций, где

п ^ щ { е), п0(е) I n  ( 2 / е )

2 ^ 2 / 4
_б 
Д •

3. Метод нахождения исходных величин 8 и А. Из теорем 1 
и 2 следует, что для применения попеременно-треугольного ме
тода требуется задать два числа б и А в неравенствах (5) 
или (17). В рассмотренных ниже примерах сеточных эллипти
ческих уравнений эти постоянные будут найдены в явном виде 
или будут указаны алгоритмы для их вычисления. При этом, 
естественно, используется структура операторов Л, R 19 R 2 и 
Для общей теории итерационных методов, которая не учитывает 
конкретную структуру операторов, необходимо предложить об
щий способ нахождения априорной информации, требуемой для 
реализации метода.

Этот способ может быть основан на использовании асимпто
тического свойства итерационных методов вариационного типа 
(см. п. 5 § 1 гл. VIII). Пусть операторы А и В самосопряжены 
и положительно определены в Я. Если в итерационной схеме

в  Vk+ '- Vk- +  Avk =  0, * =  0 , 1 , . . . ,  (19)

выбрать параметры тк+1 по формуле метода скорейшего спуска

(Wkt г к)
*+1 (Awk, wk) ’ * — 0, 1, . . . .  rk = Avk, Bwk = rk, (20)
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и для достаточно большого номера итераций п найти корни 
х ^ Х а  уравнения

(1—'W ) ( l —»»-!*) “ РяРв-1. Рп= || о " " ^ ' . (21)

где ||• ||^— норма в НА, то хх и х2 будут приближениями к Vi 
и у2 в неравенствах (7) соответственно сверху и снизу.

Воспользуемся описанным способом. Рассмотрим итерацион
ную схему (2), (3), (6). Заметим, что в силу леммы 1 для не
равенства (7) у2 =  1/(2©), а от априорных данных зависит лишь ух. 
Мы попытаемся, не находя отдельно 8 и Д для неравенств (5), 
сразу найти выражение для ух как функции итерационного 
параметра со. Этому выражению мы придадим вид (10), указав 
соответствующие 6 и Д значения. Тогда из леммы 1 найдем со0 по 
формуле (11) и ух и у2, соответствующие со0, по формуле (12). 
Для набора параметров xk используем (8).

Найдем искомое выражение для ух. Возьмем ю =  0 и но ме
тоду (19)—(21) найдем хх. Считая, что в (19), (20) проделано 
достаточное количество итераций, и учитывая, что при ©=*0 
оператор В = 3), получим приближенное неравенство

ххШ> <  А , хг >  0. (22)

Далее, возьмем © =  ю1> 0  и по методу (19)—(21) найдем хх, 
так что хх>  0 и

ххВ ^  А или хх (£D —}- (лхА -f- lP 2) A , (23)

причем видно, что хха>х <  1. Запишем (23) в виде
x1̂ > +  x1cof/?1S)_1i?2^ ( l  — x ^ j)  А

и сложим с (22), которое предварительно умножим на некото
рый неопределенный пока коэффициент а >  0. Получим

(ахг + xt)S) + x1a>lR13 )-1Ra^ .  (I — xx©t + a )  A. (24)

Разделим это неравенство на axt -fx x, добавим к правой и ле
вой частям слагаемое ©Л и выберем а  из условия

ххю| =  юа (ахх +  ха); (25)
тогда преобразованное неравенство будет иметь вид

3> +  © А +  <s?Rxg>- 1Я2 =  В <  А ,

где
1 1 ___, 1— *1«>1 +  а---= ---- -—г- =  (ОН-----------=  •

У1 VI 1“ ) гом+Хх
(26)

Из (25) найдем а:
а = х1 ( а |—©2)/(©3х1).

401



Так как а  должно быть положительным, то выражение (26) бу
дет иметь место для 0 <  ю <  Подставляя найденное а  в (26), 
получим

1 1 , . Хг— XL— X-iX-iCOj ,
—  = Т “ +  ° Н — 1---- L—.J - L -L со».У1 *1 XiXidii

Сравнивая это выражение с (10), получим, что в качестве 6 
и Д можно взять

6 =  * ,  A =
■VjA'jBl

Отметим, что со0, найденное по указанным б и А согласно (11), 
будет принадлежать интервалу (0, и,), если выполнено нера
венство 2х1 ^  xL (1 —x ^ j) . Если это неравенство не выполняется, 
то следует увеличить со, и провести указанные расчеты заново 
(рекомендуется брать а>1 = 2/х1).

4. Разностная задача Дирихле для уравнения Пуассона в пря
моугольнике. Проиллюстрируем попеременно-треугольный метод 
на примере разностной задачи Дирихле для уравнения Пуассона 
в прямоугольнике G =  {0 /а, а = 1 ,  2}:

АУ =  УхЛ  +  Ухл =  - Ф  (*)• * € ®, (2?
V(x) =  g(x),  х £ у  ’

на сетке <в =  { % =  (ihlt jh2) g G, 0 <  i <  jV1( 0 <  / <  N2, ha =  l jN a, 
a = l ,  2} с границей у.

Для данного примера Я —пространство сеточных функций, 
заданных на со, со скалярным произведением

(и, и) =  2  u(x)v (х) h ji^
хе(о

Оператор А определяется равенством Ау = —Ау , где у£ Н , 
у £ Н  и у(х) = °у(х), xg(o, а у(х) = 0 для Правую часть f
определим обычным образом: f(x) = ср (х) +-jp-q>1(x) +  -р-ф2(я), где

{§ (0> х2), x1 = h19 
0, 2 h ^ .x 1^ . l 1 2/ц,

ё  (̂ i> ^2)» Х1 = К 1̂»
Г )̂» *̂2 == ̂ 2»

ср2 (х) =  | 0» 2Ла ^ х 2^ 12 2/i2,
( g(*i. 2̂)» x2 — l2 h2.Тогда задача (27) записывается в виде уравнения (1).

Оператор А самосопряжен и положительно определен в Я, 
так как он соответствует разностному оператору Лапласа при 
краевых условиях Дирихле.
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Займемся теперь конструированием «ператора В. Будем рас
сматривать классический вариант попеременно-треугольного ме
тода, для которого в (6) положим

=  (28)

Определим теперь разностные операторы и 5?2, которые 
действуют на сеточные функции, заданные на со, следующим 
образом:

2 1 2 1
^ 1 У = - Ц т ^ У х а> Е ТьУ*а* *€<».а=1 а=1

Очевидно, что Э1л-\-Э1г — А. Используя разностные формулы 
Грина, легко получим, что для сеточных функций у{х)£Н , 
и(х)£Н , т. е. заданных на со и обращающихся в нуль на у, 
имеет место равенство

и) — (у, Э12и). (29)

Определим на Я  операторы Rx и R2 следующим образом: 
Ray = — 9lay, а = 1 ,  2, где у £ Н , у £ Н  и у(х)= у(х), х€&>. 
Тогда в силу определения разностных операторов Э1а и ра
венства (29) выполнены условия (3), т. е. Л =  Я! +  Яа, R1 = R\. 
Учитывая (28), из (6) получим следующий вид оператора В:

В = (Е + aR 1)(E +&>R2).

Найдем теперь необходимую для реализации попеременно-тре
угольного метода априорную информацию. В данном случае 
она имеет вид постоянных б и А в неравенствах бЕ ^ .А ,  
R 1R2^.(A/4)A. Очевидно, что в качестве б можно взять мини
мальное собственное значение разностного оператора Лапласа

б = ж
4
h22

sin2 nh2 
212 *

Оценка для А найдена в п. 4 § 3 гл. IX (операторы Rr и R2t 
определенные здесь и там, совпадают). Имеем А =  4/Я| +  4/Я|.

Итак, необходимая информация о б и А получена. Из леммы 1 
найдем оптимальное значение для параметра со0, а также ух и у2* 
Итерационные параметры %к вычисляются по формулам (8). 
В частном случае, когда Nt = N2 = N, 12 = 12 = 1, получим

* 8 . , 6 =-т-s-sinh2 " 2N

2 Уч

, Д = л г .  t] =  T = s isin' 2N

i+Vn 2 \ /  ц = 2 sin- ТС
2 N ~  N

тс
д/ » Юо

h2
4 sin nh

21
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Из теоремы 1 для числа итераций п в этом случае будем 
иметь п ^ п 0 (е), где

п0 (е) In (2/8) 
2 J / 2 / 4

V n

2 ylT ln l& 0 ,2 8 V N ln l ,

т. e. число итераций пропорционально корню четвертой степени 
от числа неизвестных в задаче.

В п. 4 § 3 гл. IX для метода верхней релаксации, приме
ненного к решению разностной задачи (27), была получена сле
дующая оценка числа итераций:

п ^гп 0(е)»:0,64ЛПп(1/е), (N = l/h).

Сравнение метода релаксации с попеременно-треугольным 
методом показывает явное преимущество последнего. Хотя на 
реализацию одного итерационного шага в попеременно-треуголь
ном методе нужно затратить вдвое больше арифметических дей
ствий, чем в методе релаксации, он имеет существенный вы
игрыш в числе итераций, что и обеспечивает общую эффектив
ность этого метода.

Приведем теперь число итераций для попеременно-треуголь
ного метода с чебышевскими параметрами, рассмотренного здесь 
для разностной задачи (27), в зависимости от числа узлов IV 
по одному направлению квадратной сетки ю для е = 1 0 -4:

N =  32 п = 1 6  
N =  64 /г =  23 
N =  128 /г =  32

Сравнение с числом итераций метода верхней релаксации, кото
рое приведено в п. 4 § 2 гл. IX, показывает, что метод релак
сации требует примерно в 3,5—7,5 раза больше итераций, чем 
попеременно-треугольный метод.

З а м е ч а н и е  1. Если вместо прямоугольника G рассмотреть 
р-мерный параллелепипед G =  { 0 < x a < / a, a = l , 2 ,  . . . ,  р}, а 
в нем разностную задачу Дирихле для уравнения Пуассона

р
АУ =  S i ^ a =  - 9 ( x ) ,  хбш,

У(х) =  £ ( * ) .  х$У,

на прямоугольной сетке a) = {xi = (i1h1, i2h2, . . . ,  iphp) £ G,
0 < ia < A fa >  haNa = la, a =  1, 2, . . . ,  p\, то разностные опера
торы и определятся следующим образом:

9i%y- . V  1 ’ htx Уха'a= 1
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В этом случае в неравенствах (5) для 3) = Е следует поло
жить

б =  У — sin2- ^  А = У  —  о ^  Ь1П 2 , а — ̂  ,
а= 1 а= 1

так как

I а.= 1

< ( £ * ) < * • * ■

При этом в случае Nt = N2= . . .  — Np = N, lt = l2 — . . .  = lp — l 
для числа итераций имеем оценку

п >  п0 (г), и0 (е) «  £ j L  In |  «  0,28\TR  In ,

которая не зависит от числа измерений р .
Рассмотрим теперь вопросы, связанные с реализацией попе

ременно-треугольного метода для задачи (27). В п. 1 были при
ведены два алгоритма для нахождения yk+1 по заданному yk 
для итерационной схемы метода. Рассмотрим сначала второй 
алгоритм. Для &> = Е он имеет следующий вид:

Н  =  ̂ У н f»
(Е +  со0RJ wk =  г*, (Е +  б>0# 2) wk =  wk9 (30)
Ук+1 =  Уь— *k+iwk> * =  0, 1, ...

Этим алгоритмом следует пользоваться, когда параметры хк вы
бираются не по формулам (8), а по формулам итерационных 
методов вариационного типа.

Используя определение операторов Л, ^  и /?2 посредством 
разностных операторов А, Э1г и 5i2, формулы (30) можно запи
сать в следующем виде:

М *. + йг) й^ ’ n —’jjrbikV— '1» / ) + у*(* +  1, /)]—

/ — 1) + Ук(*> / + 1)]—ф (*. /). (31)
1, yft|v =  g-.

W*(i. /) =  оиМ ;— l . / )  +  P»*(i. / — l) +  xr*(i, /),
t =  1. 2, . . jVj — 1, / =  1, 2, . . N2— 1, (32)

®*(<W) =  0, 1 < / < # , - ! ,  icft(t,0) =  0,
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Здесь счет ведется, начиная с точки /*= 1, / =  1 либо по строкам 
сетки со, т. е. при возрастании i для фиксированного /, либо 
по столбцам при возрастании / для фиксированного i.

«М*. / ) = « “’*(l'+  !. i) + №k(i> j + l)+KWk (i, }),
i = N1— 1, N ,- 2 ,  . . . .  1, / =  tf2- l ,  N2—2...... 1, (33)

<МЛГ1(/) =  0, 1 < / < J V 2- 1 ,  (t, iV2) =  0,
Здесь счет ведется, начиная с точки i = — 1, / =  N2— 1, либо
по строкам, либо по столбцам сетки при убывании соответствую
щего индекса i или /. В результате ук+1 определяется по фор
мулам

Ун+Ai, /) =  г/А(». /)—тл+iWk(i, !),
1, 1 1, (34)

Ун+1 lv —Я-
Здесь использованы следующие обозначения:

_____ ®0̂ |_____  о_______ «0̂ 1_____
hthl + (o0(hl+h.i) ’ Р /ii/i2+(o0 *

Х =  _ Ж _  (35)
h \ - \-  ®о (Л* -J- h f )  i

Так как а , (5, и >  0 и а  +  р +  к== 1, то счет по формулам (32) 
и (33) устойчив. Элементарный подсчет арифметических опера
ций для алгоритма (31) —(35) дает (?+ =  10(Л^— 1) (ЛГ2— 1) опе
раций сложения и вычитания и Q» =  Q+ операций умножения, 
а всего Q =  20( ^ — 1)(ЛГ2— 1).

Учитывая найденную ранее оценку для числа итераций, по
лучим, что для вычисления решения разностной задачи (27) по 
алгоритму (31) — (35) с точностью е следует затратить в случае
Ni = Ni==N> /1 =  /2 =  /

Q (е) «  5.6JV2 Y~N 1п (2/е)

арифметических действий.
Рассмотрим теперь первый алгоритм, который имеет в данном 

случае вид

Фа =  ( Е  +  cootfi) ( Е  +  У н  ta+ i  ( А У к — f ) ,  (36)
(£ +  (о0/?1) о =  фа, (£ +  ю0Я2)г/й+1 =  у. 1 ’

В этом алгоритме при переходе к разностной его записи нам 
будет удобно работать с сеточными функциями, заданными на со 
и обращающимися в нуль на у. Эти функции совпадают с ук, 
v и ук+1 на со и, как обычно, обозначаются ук, v и ук+1. Чтобы 
получить приближение к решению задачи (27), его следует опре
делить так: ук (х) — ук(х) для х^ю  и yk{x) = g(x), х £ у .
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Для того чтобы осуществить в (36) переход к разностной 
(поточечной) записи, необходимо определить разностный опера
тор Э1, который соответствует произведению операторов RXR2. 
Заметим, что в силу определения операторы R1 и R2 записы
ваются следующим образом:

ht У х ^  л2 Ухг> 2 ^ 1 ^ ^  1, 2 ^ / ^ i V a 1,

+  1=1> 2 < / < Л Г 2- 1 ,

Riy 1 i y**+ i*y> 2 < / < ^ х- 1 ,  / = i ,

(ж + ж ) у . i = i =  1.

#2У =

ЙХ У * '  h 2  У * > ’
1 ___1_

hi У Л2
___1_ _1_

hi Ух* +  h\ У'

1 2, 1 < / < i V 2—2,

1 =  ^ - 1 ,  1 < / < М 2- 2 ,

l < i < ^ - 2 ,  /  =  ЛГ2— 1,

1 =  ^ — 1, j = N2— 1.

Выкладки показывают, что если оператор 5? определить сле
дующим образом:

= Z  i ухаха + i (у*.*.+ й ) + w*а= 1

где

?(;. / ) = '

г о ,

h\ 
1

Г + '

2 ^ i ^ N x— 1, 2 < / < W a— 1,
t = l ,  2 < / < t f a- l ,

2 < t < W x— 1, / = 1 ,

t =  1, j=  1,

to R xR2y =  — Sty, где y £ H , y £ H  и y(x) = y(x) для *6<o.
Используем определение операторов A, Rx и R2, а также 

полученное выражение для R XR2 и запишем алгоритм (36) в виде

Ф*(*. Л =  [ < { * + / >о]yh(i, i) +  ak+i[yk(i+  1, /) +
+  /)]+^ft+l[^A (1» / +  1 )+  */*(*, / — 1)] +
+ c[y A(t — 1, / + l )  +  «/*(t +  l, / — l)]+T A+1/(t, /'), (37)
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где обозначено
_ * k + i «0 j

l + £ - ̂ h i1М + 1 ” h i h i  '
_  ^ k + i ®o ,

( • + * ■'*+1 h i h i  1

с  = i.2  1.2 » d -k

+ 'А
I )

©0
Л|

+  +  с).

Далее,
к (t, /) =  сш (t — 1, /) +  (i, / — 1) +  щ к (i, /),
i = 1 . 2 .........Л ^ - 1 ,  / =  1, 2, . . . ,  Nt—1, (38)

v(0 ,j) = 0, l < / < t f a- l ,  o( t ,0)  =  0,
/) — a «̂s+i (i 4-1, /) +  Py*+i(*\ / + l)+xo( t ,  /), 

t =  iV ,-2 .........1, j = N ,~  1, t f a- 2 ............1, (39)

l/ft+llv =  ®>
где a, p и x определены в (35). Подсчет числа арифметических 
действий дает Q+ = 1ШхЫг— 10 (N1 +  Na) +  10 операций сложе
ния и вычитания и Q, — Q+ операций умножения, а всего 
Q = 22N1N2—20(Л^ + W2)-4~20. Это примерно в 1,1 раза больше, 
чем в алгоритме (31)—(34). Преимущество же алгоритма (37)—(39) 
заключается в том, что здесь не требуется дополнительная па
мять для хранения промежуточной информации срk(i, /), v(i, /), 
и вновь определяемое yk+1{i, j) располагаются последовательно 
на месте, которое занимало yk (i, /).

З а м е ч а н и е  2. В случае р измерений оператор Ш имеет вид

Э1у —
1 - Ь Р

Ух.a = 1 , + Е £= 1 |5=£ОЬ
1

+  qy,

где

Я (ч» , ) - Е
к

a = l

0, i¥*j,
1, i =  /.

З а м е ч а н и е  3. Блочному попеременно-треугольному методу 
соответствует следующее определение разностных операторов 
5^ и 5?а:

5 ? ii /=  — 2 Ух1Х1 ~й~ Ух>’ Я-гУ— ~ ~ 2  УХ1 х ^ Т ^ У х г '

В этом случае для обращения оператора В необходимо исполь
зовать метод трехточечной прогонки. Это приводит к увеличению 
вычислительной работы на одной итерации, что не компенси
руется небольшим уменьшением числа итераций (примерно 
в 1,2 раза).
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§ 2. Разностные краевые задачи для эллиптических 
уравнений в прямоугольнике

1. Задача Дирихле для уравнения с переменными коэффици
ентами. Рассмотрим теперь применение попеременно-треуголь
ного метода к нахождению решения разностной задачи Дирихле 
для эллиптического уравнения без смешанных производных

в прямоугольнике, где_ со =  со и у — прямоугольная равномерная 
сетка с шагами и h2: ю =  {xtj =  , jh2), 0 ^  i Nt , 0 ^
haNa, = la, а =  1, 2}. Будем предполагать, что коэффициенты аа (лг) 
удовлетворяют условиям

Потребуем также, чтобы при фиксированном /, ^  N2— 1,
число узлов сетки со, в которых (Oi)*t =  О (hi1), было конечным 
и не зависело от h±. Это означает, что соответствующий коэф
фициент в дифференциальном уравнении при каждом фиксиро
ванном х2 имеет конечное число точек разрыва по направле
нию хг. Аналогичное требование должно быть выполнено и 
Для (о,)*,.

Разностная задача (1) сводится к операторному уравнению

обычным образом. Здесь Н — пространство сеточных функций, 
заданных на ш, со скалярным произведением

2

(e* W f e , k a - 9 ( * ) .! (X сс<Х= I
y(x)= g(x), х £ у ,

0 < c , < f l II(x )< c !, a = I , 2 . (2)

Au — f (3)

(и, v)=  2  u(x)v(x)hth2,

Ay — —Лу, y £ H ,  у € Я  и y(x) = y(x) для

/  (*) =  Ф (х) + -щ  ф! (х) + - ^ - ф2 (х),

где

ш



Используя разностные формулы Грина, найдем, что оператор А 
самосопряжен в Я  и имеет место равенство

(Ау, у) = — (Ау, у)=  2  (aayt , 1\ , (4)

где

(и ,о )„=  2  2  u(x)v(x)hahfi, р =  3 —а , а = 1 , 2 .
ха~^а ХР =ЛР

Для приближенного решения уравнения рассмотрим поперемен
но-треугольный метод, построенный на использовании регуля- 
ризатора Я ф А :

By- ^ ^ + A y k = f, k = 0, 1.........у ^ Н ,  (5)
В =  ( Е ( Е -f-co/?2), R l = R*2 , R = R1-}-R2.

Регуляризатор R выберем следующим образом:

Ry = —St°y, 9ly=y*lXl +  y-XiXl, */€ Я» (6)

а операторы и # 2 определим по формулам
2 2

Ray— ^аУ> 3 1 = ^И т гУ х’ 312У — -J— ух<х' (7)
с с =  1 а- 1

В п. 4 § 1 было показано, что для определенных здесь опера
торов и R 2 имеют место неравенства

R xR 2^ { A ji)R ,

б = £ ■sin- nhg А_  V
21 » LX~  jL ir .  ASa= 1

Далее, используя разностные формулы Грина, получим

(Ry,y) = - ( 3 l y , y ) = 2  (у 2- , I)  . (8)
а= 1 V J а

Следовательно, из (2), (4) и (8) вытекают неравенства ctR ^ .  
^ . A ^ . c2R, Cj >  0. Так как оператор R самосопряжен и поло
жительно определен в Я , то для рассматриваемого метода имеет 
место теорема 2с.@) = Е, в которой указан выбор итерационных 
параметров ю и {хк\. Из этой теоремы получим оценку для по
грешности

4 ГО
1|zJ z>< <?J2oIId. D = A, В или АВ~гА,



где

_ 2 pL  о    ’ - ^ 1  £ _ C i  2 У л  _  
1 + p f ’ Pl 1 + K g ’ S С* 1 + ^ Л , Л  A

При малом л получим оценку для числа итераций:

ц > п 0(е), п0(г) У с2 In (2/е)

Cl 2 У~2 У ч 4 = 4N3 '

Отсюда следует, что число итераций пропорционально J с и 
методом (5), (7) целесообразно пользоваться, когда это отноше
ние не слишком велико.

2. Модифицированный попеременно-треугольный метод*). Про
должим . изучение попеременно-треугольного метода для разност
ной задачи (1) в случае, когда коэффициенты аа (х) сильно ме
няются, т. е. отношение с21сг велико.

Рассмотрим теперь для уравнения (3) модифицированный 
вариант попеременно-треугольного метода

В у_м±^м+ А ул = п  Л = о, 1.........
bk + l

B = (2> + a>R1)® - i(®  + (oR2), R ^ R l  Rl +  R2 = A,

где положим £Dy = d(x)y, х£(о. Здесь d(x) — некоторая положи
тельная на <о сеточная функция, подлежащая определению. В этом 
случае 3) —самосопряженный и положительно определенный в 
Н оператор. Сеточная функция d(x) играет в (9) роль дополни
тельного итерационного параметра и позволяет учесть особен
ности оператора А в каждом узле х сетки со.

Определим теперь операторы Ra следующим образом: Ray =  
= — &аУ, У$Н  и у £ Н , где

ZAd)— 1 ~h
а* 1 V "а

2 h

2Л„ У х€<о,
( 10)

и а (х) — (х̂  i t  /ij, х2), сс2 (х) а2 (х ,̂ х2 _L_ /i2).
Покажем, что операторы R x и R 2 сопряжены в Н. Для этого 

достаточно показать, что имеет место равенство (£/1лу, v) = (у, 5?2у), 
у £ Н , °v£H. Из разностных формул Грина для функций, обра
щающихся в нуль на у, и формулы разностного дифференци-

*) См. А. Б. Кучеров и Е. С. Николаев (ЖВМ и МФ, 16, № 5, 1976; 
17, № 3, 1977).
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рования произведения сеточных функций (yv)Xa = y+lvXa + уХар 
следует, что

2 2

V) -  — 2 ,  4 -  {йаУха , о) — £  2 Г - ^  “
а«1 a a=l a

2

=  L  Г т Г  &  (flA a ) ~ 2 Г  "a=1 L a a J
2

=  £  <J/> в#о*в) +  ~ -  (//, a a x J } )  j  =  (г/, а д .

Утверждение доказано.
Так как Rt +  R2 = А, то в силу теоремы 1 априорная инфор

мация для попеременно-треугольного метода (9) имеет вид по
стоянных б и А из неравенств

6 3 > < Л ,  Л, 8 >  0. (11)

Так как отношение г) =  8/А определяет число итераций, то сеточ
ная функция d(x) должна быть выбрана из условия максималь
ности этого отношения.

Займемся теперь выбором функции d(x) и оценками б и А. 
Докажем сначала одно неравенство.

Л е м м а  2. Пусть ра (х), qa {x), иа (х) и va (x), a = l ,  2 — 
сеточные функции, заданные на со. Тогда для любого xgto имеет 
место неравенство

2  (Pa^os “ Г  QaPa) I ^Lo=l J

< ( Н - в )  (|Pil +  *il<7i I) ( |P i I«i + - ^ - « i) +

+ Ц ^ ( | р . 1 + * >Ы )  ( |р 2| « 1 + - ^ - ^ )  • (12)

где е(х), (х) и х2 (х) — произвольные положительные на to се
точные функции.

Действительно, используя е—неравенство 2 а б ^ е а а+ 6 2/е, 
е >  0, получим

2 (paua + qava)
_а= 1

=  (Pi«x +  9Л )2 +  2 (Р А  +  <7Л) (р2«2 +  ft»,) +  (р2«2 +  W».)* <
1 +  в.< ( 1  + е ) (р 1ы1 +  <7Л)2 :(P3«2 +  № ) 2- (13)
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Снова пользуясь указанным неравенством, найдем
{pa.Ua, +  ЧаРаУ =  Ра«а +  2p aqaUaVa +  q2aV% <

<  Р а« а  + 1 Ра 11 9а | +  » « )  +  -

=  (|ра| +  >«а к а |) ( |р а |4  +  - ^ - ^ ) ,  Ха > 0 ,  а *  1, 2.

Подставляя полученное неравенство в (13), будем иметь (12). 
Лемма доказана.

Воспользуемся неравенством (12), а также определением опе
раторов Rt и R 2 и найдем, что

{ R ^ - 'R d ,  y) = {S)~1R sy, R 2y) =

Отметим, что в (12) вместо ра, qa, иа и va мы подставили
а+1 ° I е

pa =  - j f - ,  qa = 0,baaxa , иа — Уха > v* = — У* « = 1 .  2. Будем тре-и(Х сь
бовать, чтобы в полученном неравенстве была функцией 
только хг, а я 2—только xlt т. е. положим

к« =  Иа(*р). Р =  3—а, а =  1, 2.

Положим
, л =  +  агх*\  ̂ /г|б2 (хг)

at1 -|- 0,5/ijXx | ex*, | Л|0х (*a)

и определим d(x) следующим образом:
® О

d (-0=  X С 0»1 +  °>5Мс е I I) ТГ ,
a= 1 "«

где 0а =  0а (*р), Р =  3—а, а = 1 ,  2,— положительные на со сеточ
ные функции, подлежащие определению.

Подставляя (15) и (16) в полученное ранее неравенство, будем 
иметь

(14)

(15)

(16)

{ R ^ - 'R ty ,  у) < 2hrfQry <х <х> а
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Так как 0а не зависит от ха, то, используя введенное ранее 
скалярное произведение ( , )а, получим, что

у\ , 1 а= 1, 2.

Следовательно,

l )  + Sа= 1 '  “ “ /«  а= 1 ^ а

Выберем теперь 0а и хв. Обозначим
Ю1 — {xi =  1 =0' ^  Л\ — 1, hlNl =  /j},
<°i =  {*i =  1 h1Ni = ll}

и определим
(и, 0)0), =  2  u(x)v(x)hu

X t 6 ©1

( И .  » ) « * ■  =  2  U(x)v(x)h1.
xte<ol

(17)

Аналогично вводятся to2 и а также (и, о)Ш2 и (и, к)и+. Тогда 
легко видеть, что имеют место соотношения

( м ,  V) =  ( ( u ,  О)о>1» l ) e i ) 2 =  ( ( W ,  У ) а 2 ,  1 ) (£>i» / «  пч
(и, o)a =  ((u, v)- +, 1)ш , р =  3—ос, а =  1, 2. * '

а  р

Пусть теперь М * э )=  maxu“ (x), а = 1 ,  2, xpgcop, где оа (х) для
%€Ша

фиксированного хр есть решение следующей трехточечной крае
вой задачи:

{aav-x )ха = — -^ г  > /*<*<*«< la— ha,а «а
o“ (x) =  0, ха =  0, Va, хэ €сор.

Тогда в силу леммы 13 из п. 4 § 2 гл. V получим

(■%-Уа> l ) n 1)ш+, « = 1 , 2 .\ «а ' ша

Умножим это неравенство на 0а (хр) и просуммируем скалярно 
по шр. Тогда в силу (18) будем иметь

е Х
у \  1 ) <  ( М А # 1 а , Оа. « = 1 , 2 . (20)

Пусть са (хр)=  тахш “ (х), а = 1 ,  2, Хр^сор, где ша (х) для фик-

сированного хр есть решение следующей трехточечной краевой 
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задачи:

(« « < )% = ■ 2 й„ ' * ^  ^

ша (л:) =  0, ха =  0, /а , хрбюр- (2 1 )

Аналогично тому, как были получены неравенства (20), в силу 
(14) будем иметь следующие неравенства:

I/2. 1̂ ) <  (“А  сааау!а > 1)а, а = 1 ,  2,

(  \ааХ*\ у2 Л .  
\ М а9а*а у > 1)

а
“А

l)a > — 1 > 2, (22)

я 
^

8 II to (23)

Сложим теперь неравенства (20) и (22) и просуммируем их по а. 
Тогда в силу (16) получим

{dy-, 1 {/) ^  ((̂ сА& ~Ь^а) ®а&аУзса> 0а»

Выбирая 0а по формуле

9« W = W + W W '  Р - 3- “ - “ = 1 ' 2. <24>

и учитывая (4), найдем отсюда, что (@)у, у) ^  (Ау, у). Следо
вательно, в (11) можно положить 8 =  1.

Оценим теперь А. Для этого подставим (23) в (17) и учтем 
выбор 0а по формуле (24). В результате получим следующую 
оценку:

2

(R 1̂ 2) XR »У 1 У) ^  2  ((1 “Ь <W^a) Фа. ~Ь ̂ а^а) &аУха> Оос»а= 1
Выберем теперь оптимальное ха из условия минимума выраже
ния (1 + с а/ха)(&а +  саха) по ха . Получим ха (х^) = ]/Ьа (хр), 
р =  3—а, а = 1 ,  2, и при этом

2 _
г/)<  2  ((са +  К О ’я Д * .  О-а= 1

Сравнивая эту оценку с (4), найдем, что в неравенствах (11) 
можно положить

A =  4max ( max (са (хр) +  j /6 a (*р)П , Р =  3—а. (25)“=>- 2 \*р « “р /
Подставляя в (16) найденные выражения для ха и 0а , получим 
для функции d(x) представление вида

, , ч _  V4 (  Q«1 ! I Сса« 1 \  1 -  ,Л/ч\
d * ~ £ \ A“ J ^  +  2ha ) C« + V b* ’ €c0, 26
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Итак, функция d(x) и постоянные б и Д найдены. Теперь оста
лось применить теорему 1. Отметим, что так как 6 =  1, то 
ю0 =  2/]/Д , и для числа итераций верна оценка

\/М п  (2/е)
2 У~2

Далее, в силу условий (2) из (19) и (21) получим, что Ьа — 
=  0(l//ia) и ca — 0 (l/h a), если число точек, в которых а«*а =
= 0(ha1), конечно. Отсюда следует, что п0 (г) =  ОДЛЛПп (2/е)).

Остановимся теперь на реализации построенного варианта 
попеременно-треугольного метода (9). Сначала для фиксирован
ного xg, —ftp решаются методом прогонки трехто
чечные краевые задачи (19) и (21) и находятся значения ba (xg) 
и ca (xg), a = l ,  2. Эти четыре одномерные сеточные функции 
запоминаются и используются в процессе итераций для вычис
ления d(x) по формуле (26). Простота формулы (26) позволяет 
не хранить двумерную сеточную функцию d(x), а вычислять ее 
по мере необходимости заново.

Далее по формуле (25) находится Д и полагается 6 =  1. Зна
чения итерационных параметров ш и тк для схемы (9) опреде
ляются согласно теореме 1.

Для нахождения г/А+1 по заданному ук используется первый 
из алгоритмов, описанных для попеременно-треугольного метода 
в п. 1 § 1:

(®  +  (о0Т?1)ц =  ФА, (^> +  a tR2)yk+1 = g>v,
Ф* =  +  © Л ) + <й,Я^Ук— т*+1 (Лу*—/). v

Не останавливаясь на деталях, приведем разностный вид 
алгоритма (27):

»(*. /) = a i ( l> j)v(i — 1, /) +  М м Х М  — !) +  *(* , /)<р*(*,/),
i =  l, 2, . . . .  ЛГг- 1 , / =  1, 2......... N2~  1 , (28)

о ( 0 , / )  =  0,  1 < / < Л Г а— 1 ,  o ( i ,  0) =  0,  1 .
£*«(*> /) =  “ * ( t . / ) y * + i ( t+ l .  /)+ Р .(* . /)y*+iO'» / +  !) +
+  x(i,  j)d(i, j)v (i, /), 1 =  ^ — 1......... 1, j = N2— l, . . . ,  1, (29)

где

“ i
co0aiX «  co0a2x __ со0яГ и d _  ©о01? ^

^  ’ P l_  ftl ’ ft! ’ Pa~  /4 ’

• =  d-f- co0 a ^ + a i
2h\

aj1-{-ci2 1 
2hl i  *

m



Правая часть <рk (i, /) вычисляется по формулам 

ф*(»» = /) +  Q(t. /'— 1) +  S (t, j)]°yk(i, /') +
+  #i(i> /)*/*(*' +  1. I )+ R i( i  — 1. ПУкУ — !. /) +
+  Я 2 ( ‘ > /  +  1) +  / ?а (». /  — !)#*(*> / —  !)  +

+  G (i— 1, /) t/ft (i— 1, / +  1) +  G (i, j  1) У  к (l +  1» / 0  +
+  ^ + i/( t .  /),

1, 1 1, (3 0 )

где
с  (йо a t 1 a t 1 /? =  ( T и --- ft>0 \  &J1 a = I ,  2,

h\ hid > l lk + 1
<*" J hi ’

s  =  „ ' . » &  2^ . C  * * > ] •  p ‘
_  uiiat1)* 

hid ’
л _ и  Uat1)2 
V h\d '

причем P  (0, /) =  0, l , Q ( i ,  0) = 0, 1 1.

co0 W oX 'a= 1 2/гл

Заметим, что в силу (25) и (26) верны оценки
О

Ca +  V b K ^

Отсюда получим

- - < * + ©  У  а“ 1 + а « > а  У  f  1°ад;«1 I а” 1 + а Л -
* +  2Л« ^  ° ^ Л  2Л« +  2Л« /

=  со„ ( max ( f . f ) — (f-ir))
или

m ax(а1( а„) +  m axф х, р2) <  1.
Отсюда следует, что а 2 +  ^  1 и а 2+ р2 ^  1. Поэтому счет по
формулам (28), (30) устойчив.

3. Сравнение вариантов метода. Выше для решения разност
ной задачи (1) были построены два варианта попеременно-тре
угольного метода. Вариант (5), (7) построен на основе регуля- 
ризатора R, а вариант (9), (10) использует оператор &), кото
рый выбирается специальным образом. Эти варианты характери
зуются одной и той же асимптотической зависимостью числа 
итераций от числа узлов сетки. Однако оценка числа итераций 
для первого варианта зависит от экстремальных характеристик 
коэффициентов аа (х;), а = 1 ,  2, разностного уравнения (1), 
тогда как для второго варианта она определяется их инте
гральными характеристиками.

Сравним эти варианты метода на следующем традиционном 
модельном примере. Пусть на квадратной сетке с N1 = Ni = N,
14 А. А. Самарский, В. С. Николаев 417



введенной в единичном квадрате (/3 =г /2 =  1), задано разностное 
уравнение (1), в котором

ах (х) =  1 +  с [(Xj — 0,5)2 +  (х2—0,5)2], _
а2(х) =  1 +  с[0,5— (хг — 0,5)2— {х2— 0,5)2],

Тогда в неравенствах (2) имеем сх= 1, с2 =  1 +0,5^. Меняя 
параметр с> будем получать коэффициенты аа (х) с различными 
экстремальными свойствами.

Т а б л и ц а  10

Сг/сх
N = 32 N —64 N = 128

(5), (7) (9), (Ю) (5). (7) (9). (10) (5), (7) (9), (Ю)

2 23 18 32 26 45 36
8 46 21 64 30 90 43

32 92 23 128 34 180 49
128 184 24 256 36 360 53
512 367 24 512 36 720 54

В табл. 10 приведено число итераций для указанных вариан
тов в зависимости от числа узлов N по одному направлению 
и от отношения cjcx для е =  10~4. Видно, что для случая боль
ших значений с2/сг модифицированный попеременно-треугольный 
метод требует меньшего числа итераций, причем число итераций 
слабо зависит от этого отношения.

4. Третья краевая задача. Рассмотрим попеременно-треуголь
ный метод решения третьей краевой задачи для эллиптического 
уравнения в прямоугольнике <5 =  {0^л ;а ^ / а, а = 1 ,  2}:

2

£ ^ ( ы * ) | ^ ) = - ф (*). *€G ,

ka ^ -  = *-a(x)u — g-a(x), Ха = 0, (31)
ила

“~ k a =  %+а (х )  U g + a { x ) t  Xa — lat
иха

Ha прямоугольной сетке со =  {хи =  (//ц, jh2) £ G, 0 ̂  i ^  Nlt 
0 ^ . j ^ . N 2, haNa = la, а = 1 ,2 }  задаче (31) соответствует раз
ностная задача

Лy = — f(x),
Л =  Лх +  Л2, f(x) = Ф (*) +  Ч>1 (*) +  Ф* (*).

(32)
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где

К у  =

Фа (х) =

^а — О,
(#аУх^х^  ^а>

■^“( #а*/*а Х+«#)» Хсс = 1а,9
§-а(Ха)> Ха = 0,
О» ^а ^  -̂ а ^  а̂ >
£+а С^а)» Ха = 1а,

Будем предполагать, что коэффициенты аа (х) удовлетворяют ус
ловиям (2) и имеют конечное число точек, в которых ааХ(х> =  О (/î 1). 
Также будем считать, что x_a (*p) и х+ а(хр) для каждого фик
сированного х$ одновременно в нуль не обращаются (х_а ^ 0 ,  
^ + а ^ 0 ,  х_а х+а 0).

Разностную задачу (32) удобно предварительно свести к за
даче Дирихле в расширенной области &* = {xij = (ih1, jh2), 
— — l < / ^ A f 2+ l | ,  для которой сетка со яв
ляется внутренней. Обозначим через у* границу сетки о* и до
определим сеточную функцию у(х) нулем на у*. Если обозна
чить

{р  ( х р ) / i a x _ а  ( х р ) , лга  =  0 ,
Р (-̂ р) Яа (х), fla ^  Ха ^  /а,

Р (*̂ р) ^а^+ а (-̂ р) > ^а == а̂ "Т* ^а» ^ -̂ {3

? (^) =  Р (- î) Р (^2) / (л:), * € © ,
/  \  ( 0 , 5 ,  x p  —  0 , / р ,

Р С * ^ )  — j l ,  / i p  ^  Х р  ^  / р  —  / i p ,
pr=r 3 —а, а  =  1, 2,

то задача (32) может быть записана в виде
_  2 _  _

Лг/ =  S  (aayj — f(x), x £ w ,
a = 1 а .

у(х) =  0, х  € Y*«
(33)

Напомним, что для разностной задачи вида (33) в п. 2 был 
построен модифицированный попеременно-треугольный метод 
(9) — (10). Следовательно, в формулах П. 2 необходимо лишь 
заменить аа(х) на аа(х), и мы получим метод решения третьей 
краевой задачи для эллиптического уравнения в прямоуголь
нике.
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Для рассматриваемого случая трехточечная краевая задача 
(19) записывается в виде

va (я) =  0,

otj1
Ла

Х а

0 ^  ^  а̂>

__ U 1 _J_ UиС1У LCL I '*•«
(34)

Используя введенные выше обозначения для аа, получим, что 
(34) можно придать другой вид

=  Ж  ’ <  l*— ha,

— х_«о® =  — , *а =  0, (35)

— CtaV— К+ ~  +̂сс» -̂ а ~  а̂*

В силу сделанных предположений относительно яа (д:), и х+а, 
разностная задача разрешима. При этом

ba (xр)= max va (x) = o f - ^ - ) , 0 < y3< / 3.
0 < xa < \ "a /

Аналогично задача (21), которая в данном случае имеет вид

{a ^ w x „ )xa  =  ~~  ̂ 2ha ^

cwa (х) =  0, xa =  ha, la~\-ha,

в силу обозначений сводится к третьей краевой задаче

/7+1Г0)а aa ш*г

— ажЖ- — v.+ awa --

2 ha
I Ясс*— ha,X-a. I 

2 Й С С

|a<x — ЛаХ+а!
2 A.

h& ^  Xa /q- ha

Xa —  0 ,  

Xa =

Отсюда получим; что

ca (xp) =  max w“( x ) = o ( -£-) ,
о < X „  <  l „  \  n a  J

(36)

и следовательно,

4 = 4 Л* (о ,m,“  ,„<с“ w +VXW) -  °(w ) •
Поэтому для модифицированного попеременно-треугольного ме 
тода, примененного к нахождению решения третьей краевой за
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дачи (32), число итераций зависит от числа узлов так же, как 
и в случае первой краевой задачи.

Очевидно, что описанный выше прием сведения к задаче Ди
рихле можно использовать и в том случае, когда на каждой 
стороне прямоугольника задано одно из краевых условий пер
вого, второго или третьего рода.

5. Разностная задача Дирихле для уравнения со смешанными 
производными. Пусть в прямоугольнике G =  {0 ^  ^  /а , а =  1,2}
с границей Г требуется найти решение задачи Дирихле для 
уравнения эллиптического типа со смешанными производными

Lu “ a S  t W* (*)• x € G’ (37)
u(x)--=g(x), x £ Г, kan (x) = kprx (x).

Будем требовать выполнения условий

kaa(x )> c > 0 ,  *& (х )< р 2kn (x)k22(x), x£G,
0 < p <  1. (38)

Отметим, что условия (38) обеспечивают равномерную эллиптич
ность уравнения (37). В самом деле, рассмотрим для фиксиро
ванного х € G задачу на собственные значения для пучка матриц

^11 ^12
—  Я, >■ О

^12 ^22 0  ^22

Для X имеем квадратное уравнение (1 — X)2 knki2—k\2 — 0. Отсюда 
найдем

У «11 «22

Следовательно, имеет место неравенство
2 2 2 

Cl 2  kaa {х) I K  2  kap (х) <  Са S  Ка (х) Ц, (39)
a=  1 а, 0 = 1 а  = 1

Ci 1 р, Сg 1 “I- р,

где |  =  (|!, | 2) — произвольный вектор. Отсюда в силу условия 
к а а (х ) ^ с > 0  следует равномерная эллиптичность оператора L. 

На прямоугольной сетке ю =  {xti — (ihlt jh2)€G, 0 ^ i ^ . N lt 
haNa — la, a = l ,  2} задаче (37), (38) поставим в соот

ветствие разностную задачу Дирихле
2

А У =  У  и Е  t f ( fe« P ^ p) * a +  =  ~  Я> ( * ) , * €  ® ,  (4 0 )

z/(x) =  g(x), х б у .
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В пространстве Я  сеточных функций, заданных на со, со ска
лярным произведением

(и, v) =  2  и (х) v (х) КК
х е ы

определим оператор А следующим образом: Ау —— Ау, у € Н  
и у(х) — °у(х) для xg w , °у(х) — 0 для х £ у ,  а также оператор 
R \R y — — 9iy, где

2

M y = Y i  (а^Уха)ха > аа (х) =  •Ь * + ка* . .

Тогда задачу (40) можно записать в виде уравнения (3), где f(x) 
отличается от <p(x) лишь в приграничных узлах. Так как ka$(x) =  
= кца(х), то операторы А и R самосопряжены. Покажем, что 
имеют место неравенства

^ R ^ A s ^ C z R ,  сх == 1—р, с2= 1 + р ,  (41)

где р задано в (38). Действительно, из разностных формул Грина 
получим

2-
(Ау, у) = — (Ау, у)=  X  y~xa)a + a(kazyXfi, Уха) \

а ,  3 =  1

где скалярное произведение (и, и) определено в п. 1 § 2, а

^а~̂ а ф - р̂
■«(«, о) =  2  2  и (х) v (х) h jiit (5 =  3 —а* а  =  1,2.

* а = °  Л :р = Л р

Заметим, что если одна из функций и(х) или v(x) обращается 
В НУЛЬ При Хр =  0 (ИЛИ При Хр =  /р), то

11 - ■ h  i /2 —• hz

а(и, v) = [u, v)=  2  2  и (х) v (х) h ^ ,
х х =  0 Хо-— О 
1Х /2

(и, v)a = (u, v]=  S  2  u(x)v(x)hlhi, a  = 1 ,2 .
x x — h  x x% — h%

Это сразу дает ,
2

(Ау> У)= X  у { ( ^ ар%  f c j  +[ка&ухр, Ух^)}' (42)
а ,  3 = 1

Далее, так как 91у можно записать в виде
2

51у = ~2 2* { (кссаУ- )ха 4- (кааУха)х )  *
и = 1 а 1
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т о
z

(Ry> У) ^  {^1у> У) “  "2“ |(^aaУха ' Уxa)a a(^aafea> */*a) |  =
2

=  S i  T  {(^““^ a > 1]+[^aa#*a > *)}•

Из (42), (43) и неравенств (39) получим

ClC?ikaa°y2<a' l \ ^ ( a$ =lka*Wy**’ 1
и аналогично

Cl [ry?i kaa^xa 0 ̂  [a,^= l ка$Ух$Уха' l y

< C .

и следовательно, оценки (41) доказаны.
Таким образом, оператор R, определенный выше, можно ис

пользовать в качестве регуляризатора в попеременно-треуголь
ном методе

в У к + г У  к +  А у  — f t к ж я 0 , 1, . . . .
т /г+1

B = (® + (oR1) ® - l (® + oi>Ri), R ^ R l  R. + R ^ R ,

где операторы Rlt R2 к @> определены в п. 2 § 2. Там же были 
найдены постоянные б и А для неравенств MD ^ R ,  R1£D~1R 2̂ - ^ R ,
б > 0 .  Применение теоремы 2 завершает построение поперемен
но-треугольного метода для разностной задачи (40).

§ 3. Попеременно-треугольный метод для эллиптических 
уравнений в произвольной области

1. Постановка разностной задачи. Построим модифицирован
ный попеременно-треугольный метод для решения задачи Ди
рихле в произвольной ограниченной области G с границей Г 
в случае эллиптического уравнения с переменными коэффициен
тами

а - 1дха
диka{x)--Q^)= — 4{x), X^G,

( 1)
u(x)  =  g(x) ,  x g r ,  ка ( х ) ^ с г > 0 ,  a = l ,  2.

Предположим, что граница Г достаточно гладкая. Кроме того, 
для простоты изложения будем считать, что пересечение облас
ти с прямой, проходящей через любую точку х g G параллельно 
оси координат Оха, а = 1 ,  2, состоит из одного интервала.
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В области G построим неравномерную сетку со следующим 
образом. Проведем семейство прямых xa~ x a (ia), i« — 0, ±  1, 
± 2 , . . . ,  а =  1, 2. Тогда точки х{ =  (хх (ц), л^'г)}. ‘ =  (4. *а) 
образуют основную решетку на плоскости. Точку %,• решетки, 
принадлежащую G, назовем внутренним узлом сетки о. Множе
ство всех внутренних узлов, как обычно, обозначим через «а.

Пересечением любой прямой, проведенной через точку х,€©  
параллельно оси Оха, с областью G является интервал Аа (х,). 
Концы этого интервала назовем граничными узлами по направ
лению ха. Множество всех граничных узлов по ха обозначим 
через уа. Граница сетки © есть у = у , U у2. так что ы=© (J у. Сет
ка со построена.

Введем ряд обозначений. Обозначим через соа (*р). Р =  3—а, 
а —1, 2 — множество узлов сетки со, лежащих на интервале Да; 
©J (л'р)—множество, состоящее из ©а (хц) и правого конца интер
вала 4 а; соа (хр) состоит из ©а (хр) и концов интервала Да,

Обозначим х(+1“) и х узлы, соседние с х €©« (хр) справа 
и слева и принадлежащие ©а (хр). Заметим, что если, например, 
х(+1а.) g уа. то этот узел может не совпадать с узлом основной 
решетки.

Определим hi(x) = x^+la^—х, h ^ ( x ) ~ x — х 6 ©а ,
x(±1a)g©a . Во всех внутренних узлах сетки © определим также 
средние шаги &a (xa) =  0,5(xa (ia +  1)—xa(ia— 1)) как расстоя
ние между соответствующими прямыми основной решетки.

Задаче (1) на сетке © поставим в соответствие разностную 
задачу

АУ =  S 1 (а«У-Ха)ха “  -  (*)» *  ^ (2)
y(x) = g(x), х £ у .

Здесь использованы следующие обозначения:

(^У-Ха)ха =  (а«У*а— а«У;а)< а?  =  ««(*(+1а))>

Уха ==-7+" (У (х( + 1а) ) у (х)), у- = ——  {у (х) у (х(_1а)).
«а «а

Коэффициенты аа (х) и ф (х) выбраны так, чтобы схема (2) на 
равномерной сетке имела локальный второй порядок аппрокси
мации.

Введем теперь Я — пространство сеточных функций, заданных 
на ©, со скалярным произведением (и, v)=  2  u (x )v (x )x

X 6<0
хПг (xt) %% (ха). Оператор А определим обычным образом: Ау——Ау, 
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у £ Н  и у(х) =  у(х) для х£оа, у(х) — 0 для х £ у .  Тогда разност
ная задача (2) запишется в виде уравнения

Au = f, (3)

где f(x) отличается от ф(х) лишь в приграничных узлах.
2. Построение попеременно-треугольного метода. Для урав

нения (3) рассмотрим модифицированный попеременно-треуголь
ный метод

' ? + * * . - / ,  ........... (4)
В = (®  +  ( »  +  <«/?.), R, +  R , - / l .

Определим операторы Rv R2 и S>. Как и в случае прямоуголь
ника, выберем простейший оператор 3>\

&>y — d(x)y, d (x)>  0 для (5)

и положим Ray = ~  Э(ау, у £ Н  и у(х) = у(х), х£а>, где
2

" ад
а= I(

2

а- 1

Л+1
У*а 2%а \ лг — 22-)iЛ5 / 'у\ .

\ 1 (  ̂ «12Й-0С V hi ha ) У \ ■

( 6)

Так как +  5?2 =  Л, то получим, что /?х +  /?* =  Л.
Покажем, что операторы Rx и R 2 сопряжены. Сначала вве

дем обозначения, которыми будем пользоваться в дальнейшем. 
Определим следующие суммы:

(«.»)« (Ха\ =  2  u(x)v(x)%а (ха),

2  a ( x ) v ( x ) h a ( x ) ,
' W *<*««* (*р)

( а ,  о)а  =  ( ( « ,  и)ю+(Жр)> 1)о>Р (*а ) =

=  2  2  u (x) v (x) h*(x) h ( 4 ) -
Х Ь 6 “В %  е (0+

Р =  3—а, а =  1, 2,

Используя введенные обозначения, скалярное произведение в Н 
можно записать следующим образом:

(и, v) — ((и, 0)(1), (*,), (х,) — ((и, ц)ш, (я,), 1)и, (*2). (7)

Сначала докажем одно вспомогательное утверждение. Пусть yt 
и vi—сеточные функции, заданные для О ^- i ^ N ,  причем
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Уо = У/*==® и Do==t;iv= 0- Пусть щ — сеточная функция, заданная 
для Тогда имеет место равенство
N - 1 N -  1 N -  1

.2 («,•+!— Щ)ур{= — 2  (W/+,— Vi)ui+1y{— 23 bh—Vi-dupt- (8)4 = 1 t = 1 i = 1
Действительно, имеем 
w-i
2  [(«i+i— Щ) УPt +  «,•+!«/,• +  {Уг-У1-у) ирЦ =»

i = 1
//-1

=  2  («,-+Л+1^  —«ЛЛ-х) =  uNvNyN_1— u1v1y<> =  0.
i =  1

Утверждение (8) доказано. Используя (8), легко показать, что 
для функций #(х) и v(x), заданных на <о и обращающихся в 
нуль на у, имеет место равенство

( uiJ - у ' к  “
+i ° \  / ha *

(9)

Здесь использованы обозначения 

«+1« =  ы (Л-(+М),
+

(ха)
Подставляя в (9) выражение и (х) =  аа (x)/ha (х) и учитывая ра
венство ha (х(+1“)) =  Ла (х), получим

Умножая это соотношение на Йр(хр), суммируя по ©р и учиты 
вая (7), найдем

Докажем теперь, что операторы Rt и R2 сопряжены. Из (6) 
и (10) получим

(#хУ, v ) = — (9l1 у, v) =

=  —(if, 3i2v) =  (у, R 2v).

Утверждение доказано. Отсюда, кстати, следует и самосопря
женность оператора А.
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Нам осталось построить функцию d(x), определяющую опе
ратор iZ>, найти постоянные б и А в неравенствах

т ^ л ,  Л, б > О ( И )

и воспользоваться теоремой 1. Все это мы сделаем так же, как 
и в п. 2 § 2, где была рассмотрена задача Дирихле для эллип
тического уравнения в прямоугольнике на равномерной сетке.

Сначала отметим, что в силу разностных формул Грина имеет 
место равенство

2
(Ау, у )=  2  (аа°у , I) , у(х) =  0, х £ у .

а  =  1 \  х а  / о с

Далее, из (5) и (6) найдем 

(RxS>~lR ^ ,  y) = (@)-l9lj), Э12у) =

- f i t  [ & - + W\  а = 1 L « а

Используем теперь лемму 2, полагая 
а*1

Р а  “  ~~L » Q a z

~+lйа
'Г, 1

ft+l / a+i a / a
2i,

» + У у Ot =  1, 2.

В результате получим неравенство 

(R1gD~1R2y, y ) < ( ^ U +l ' К1Й1+

1
2Xi/ii

+i#1
hi

Положим здесь

e =  e (я) •

И ) [ £
И [

a i1 ax
hi hi

+

a?1-
at12

X  a j f y L

+102 «2
ЛГ 2̂

a? 1 +  0 ,6x2/12
fl2+1 a2

&A+ 02Л2+ Л-Г

a i1+  0 ,5^1 /11’ a f1 ai
T f - Т Г

h 2h l  0i

«2
/12

X

1 .

и определим d(x) следующим образом:

d(x)=  £  («a 
1 \

2 /  +1 , *</£ | e j1 aa
K h+a

x£( 0 .
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Здесь предполагается, что ха =  ха (л'р) > 0 ,  0а =  0а (Жр) >  0, 
р =  3—а, а = 1 ,  2. В результате получим неравенство

у )<

‘KSUss:
1 я +1

а а„ос

A J h a
у \  1 •

Так как 0а не зависит от ха, то
П.+1 U +

> 1  = т г  ?  < i > s i s . < i r'®а а *а есоа ОС 4 -хаеа>а
Следовательно,

Ai.
0<* К yi„, 0 .

и поэтому окончательно имеем
( R ^ R 2y t */)<

а
< 1

сс =з i V ~а Ла„ - • S - O + Zа  а  = 1 \ ^ ' c f i a v‘a

a t 1 а„а а
ha Ла

у \  1

Дальнейшие выкладки являются полным аналогом преобра
зований и оценок, полученных в п. 2 § 2. Приведем итог: в не
равенствах (11)

6 = 1 , А =  4 max ( max (с,
о=1, 2 \  -ГрбОр св (*р) +  У'Мхр))*^, Р =  3—а,

где
М * р )=  max va (x), са (*р) =  max wa (x), 6 сор;

*««“« ха € "а
функция va (x) есть решение трехточечной краевой задачи

Va (X) =  0, Ха е У а, 
а функция wa (x) — решение задачи

( 12)

aaw- У  =  ■
ха)ха 2tir.

“а » Х<х £ (Я$)>
(13)

КУа (х) =  0, Ха € у а,
Функция d(x) при этом вычисляется по формуле

1 а+iос^  (  а+1

d{x)~ h w i+« V r« ' 2К  \ h£
■, Л:£С0.
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Итерационные параметры со и {тк} вычисляются по формулам 
теоремы 1. Для нахождения ук+1 можно воспользоваться алго
ритмом

v (х) = аг (х) li) +  Pj (х) v(_1г) + и  (х) (fk (х), х £  со,
o(x) =  0,

Ук + l (Х) =  «2 (*) Ук\\1] +  р2 (х) yiVî  +  x(x)d (х) v(x), х £ СО,
«/*+i{x) = 0, х £ у ,

где

_1_
К

co0atX „ со0а 2х _  0)„ai+1x й _  «„atV .
1 _  ’ P l~  и -  ’ “ 2~  ^  ’ Р2~  *

2

= d + T  Г  f ~ ( l ^ + J F - \  <Pk(x) = Byk- r k+1(Ayk- f ) .
а = 1 \  Л« )

Следует отметить, что в подобных случаях, когда вычисле
ние значения 5с/Л требует больших затрат вычислительной работы, 
а ограничений на объем запоминаемой промежуточной инфор
мации нет, целесообразно использовать второй алгоритм, опи
санный в п. 1 § 1.

3. Задача Дирихле для уравнения Пуассона в произвольной 
области. Рассмотрим в качестве примера применения построен
ного метода задачу Дирихле для уравнения Пуассона

-|^ - +  ̂ г  =  —ф(х), x£G, u(x) = g(x), х£ Т .

Предположим, что решетка квадратная, т. е. xa — xa (ia), xa (ta+  
+  1 ) — x(X(ia) Jrh, ia —О, ± 1 ,  ± 2 ,  . . . ,  и

со =  {Xj — {ixhy i2h)£G, ia ~  0, + 1 ,  ± 2 ,
При этом Йа =  й, а шаги h^(x) отличны от h только в пригра
ничных узлах сетки со.

Воспользуемся разностной схемой (2), в которой положим 
а&(х)=\ и =  Чтобы применить построенный в п. 2 § 3 
попеременно-треугольный метод, надо найти решения одномер
ных трехточечных краевых задач (12) и (13), которые в данном 
случае имеют вид

Aava =   ̂ =лаха hhi ’
=  = - 1

ха.ха 211

Ха € (*р), 0“ (X) =  0, Ха £ у а,
1 1

ha
Ха  €  ®os (Х$)I Wa(x) —  0, Ха € Та-

(14)

(15)

Рассмотрим интервал Аа, содержащий и а (хр), и 'обозначим 
через 1а (хр) и La (xр) его левый и правый концы. Тогда h a (x )^h ,  
если х —ближайший к 1а узел сетки соа, и ha(x)^.h, если х —
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ближайший к La узел сетки соа. Все остальные шаги ha равны 
основному шагу решетки h.

При этом оператор Ла на сетке соа подробно записывается 
следующим образом:

/
1 (  y+1(X- -y y — y~1(X\ , Xa — la ~\~ha.h V h ha }'

Ag 1
h2 G/+1“ - -2 У + У~1а), la “f“ ha ~b h Xa La ha h y

1 (  y+la- ■y y—y~la '1, Xa ^  La ha •h\ \  hi h j

Решения уравнений (14), (15) можно найти в явном виде. 
Для этого подставим краевые условия в уравнения, записанные 
в точках xa = la~\-ha и xa = La— Эти уравнения преобразу
ются, они станут двухточечными, и их можно рассматривать как 
новые краевые условия для трехточечных уравнений с постоян
ными коэффициентами, записанными для la + ha + h ^ x a ^ L a  — 
— hi,—h. Следовательно, будем иметь следующие задачи для 
v(x) и w(x) (верхний индекс а у v и w временно опущен):

V <*— 2v +  V « =  — 1, l a + h a + h ^ X a ^ L a  — hi  — h,

 ̂1 +  Tr7*) V ~  V Ха ~  hat

( 1 +  t ) 1 , = : T i ," I“  +  1, xa =  La — h+,

iy+1a— 2 W+W~la =  0, la +  ha +  h ^ X a ^ L a ,  — h%—fl,

( l + ~hz)W = W+la~ T ( 1~ Tr ) '  Ха =  /а +  /г“’ (17)

( 1 +  х ) ш =  Т ' ш 1а +  т ( 1—T")’ x* =  La— h+.

Используя методы решения разностных уравнений с посто
янными коэффициентами, изложенные в § 4 гл. I, найдем явный 
вид решения краевых задач (16) и (17):

Va{x) =

=  - / « )  (L a~ x a +  -  ~ (h+a +  ha (Л-А5) j ,

. . а .  / у\ _  J  { L g ~ ~ x a ) Jr h +  (X a  —  l a )

для la + h z ^ x a^ L a— h£. Так как то

(AJ +  A;) (AJ +  h—Aj) >  К  (ft— ftj),
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поэтому

f “  (X) < 4 ?  (xa- l a) ( L * - X a) +  1 <  i  ( Ц - ^ ) 2 + l * 

w a ( x ) s ^ ~ ,  a  = 1 , 2 .

Следовательно,

ba (xp) =  max 0* (x) <  J L  f ^ - 2) +  1,
*a «®a 4 y

ca (xp) =  max (x) <  y
xasaa

Следовательно, A =  0  (/J/Zi2), где /0—диаметр области G. Поэтому 
в силу теоремы 1 для числа итераций верна оценка

м > ц 0 (е) = In (2/в) 

2 / 2
In (2/е)

2 / 2 ^ 2  VWo
0,298 К #  1 п ~ , (18)

где N —максимальное число узлов по направлению хг или х2. 
Таким образом, число итераций для рассматриваемого модель
ного примера зависит лишь от основного шага h решетки и не 
зависит от шагов в приграничных узлах сетки со.

Сравним оценку (18) с оценкой числа итераций для случая 
задачи Дирихле в квадрате со стороной /0 и числом узлов N  
по каждому направлению для квадратной сетки со. Соответству
ющая оценка для числа итераций была получена в ц. 4 § 1, 
она имеет вид

п >  п0 (в) =  0,28 Y n  In (2/е).
Отсюда следует, что для произвольной области G число итера
ций модифицированного попеременно-треугольного метода прак
тически такое же, как и число итераций для той же задачи 
Дирихле для уравнения Пуассона в квадрате, сторона которого 
равна диаметру области G.

З а м е ч а н и е  1. Изложенный здесь способ построения попе
ременно-треугольного метода можно, очевидно, использовать и 
для случая, когда требуется решить эллиптическое уравнение в 
прямоугольнике, но на неравномерной сетке.

З а м е ч а н и е  2. Построение метода для случая уравнения 
со смешанными производными можно осуществить при помощи 
выбора регуляризатора R , подобно тому, как это было сделано 
в п. 5 § 2.



Г Л А В А  X I

МЕТОД ПЕРЕМЕННЫХ НАПРАВЛЕНИЙ

В главе рассматриваются специальные итерационные методы решения 
сеточных эллиптических уравнений Au — f , оператор А в которых обладает 
определенной структурой. В § 1 изучен метод переменных направлений для 
коммутативного случая; построен оптимальный набор параметров. В § 2 метод 
иллюстрируется на примерах решения краевых задач для эллиптических 
уравнений с разделяющимися переменными. § 3 посвящен методу переменных 
направлений в некоммутативном случае.

§ 1. Метод переменных направлений в коммутативном случае

1. Итерационная схема метода. В главе X был изучен уни
версальный попеременно-треугольный итерационный метод, опе
ратор В в которш выбирался с учетом разложения оператора 
А на сумму двух сопряженных друг другу операторов. Наибо
лее часто используется разложение А на сумму треугольных 
операторов, при этом В есть произведение треугольных опера
торов, зависящих от дополнительного итерационного параметра. 
Учет структуры оператора В позволяет оптимально выбрать 
итерационные параметры и построить метод, который сходится 
существенно быстрее явного метода. В применении к решению 
сеточных эллиптических уравнений этот метод является и эко
номичным, так как на реализацию одного итерационного шага 
требуется число арифметических действий, пропорциональное 
числу неизвестных в задаче.

Как мы знаем, операторы Л, соответствующие сеточным эл
липтическим уравнениям, имеют специфическую структуру. По
этому при выборе операторов В в неявных итерационных схемах 
естественно попытаться использовать эту особенность оператора Л. 
Очевидно, что такие итерационные методы не будут универсаль
ными, однако сужение класса исходных задач требованием 
определенной структуры оператора Л позволяет построить 
быстросходящиеся итерационные методы, ориентированные 
на решение именно сеточных уравнений.

В настоящей главе будет изучен специальный метод— ите
рационный метод переменных направлений. Сначала дается опи
сание этого метода в операторном виде, а затем на примерах 
будет продемонстрировано применение этого метода к нахожде-
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нию приближенного решения различных сеточных эллиптических 
уравнений.

Описание метода начнем с итерационной схемы. Пусть тре
буется найти решение линейного операторного уравнения

Au = f  (1)

с невырожденным оператором А, заданным в гильбертовом про
странстве Н. Пусть оператор А представлен в виде суммы двух 
операторов Ах и А2, т. е. А = А ^  А2. Для приближенного 
решения уравнения (1) рассмотрим неявную двухслойную ите
рационную схему

= к = 0, 1, . . . .  «/*€#, (2)
Вк =  «  Е + Аг) (со^ Е + А2), т* =  ©<*> +  ©<*>, (З)

в которой оператор Bk+i на верхнем слое зависит от номера 
итерации k. Здесь со*,1» и со̂ 2' — итерационные параметры, так
же зависящие от номера итерации k и подлежащие опреде
лению.

Остановимся сначала на способах нахождения yk+i при за
данном ук. Одним из возможных алгоритмов реализации схемы 
(2) является следующий:
K + i £ -Mi)0*+V, =(®11+)1£  — At)yk + f,

(®Й1£  +  Л«)Л+1 =  И + 1 £ —Л1) У*+‘/. +  Л **=0, 1.........

где ук+у,— промежуточное итерационное приближение.
Покажем, что система (4) алгебраически эквивалентна схе

ме (2). Для этого исключим ук+ч,из (4). Учитывая, что А = А г-{-Аг, 
перепишем (4) в следующем виде:
K  + i^  +  ^i) &к + Чш—Ук) + Аун = !,
К + 1£  +  ^*ИУ*+1—Ук)~ (®kixE — Ai ) ( y ^ 4 ,— Vk)+Ayk = f  '
и из первого равенства вычтем второе. Получим

Ук+Чш— * / * = K + i £ + 4 )
Ук+1—Ук 

,М) I м(2) (дк + х^Г<дк +1
Н Ч г Е  +  А » )

Ук + г — Ук 
тк + 1

Подставляя это выражение в (5), получим схему (2). Обратный 
переход очевиден.

Для нахождения ук+1 можно использовать и другой алгоритм, 
трактуя (2) как схему с поправкой wk,

K V  xE + A1) v = rk, гк — Аук—/, 
К + 1E-Jr A 2)wk = v,

Ук+1 = Ук— к̂+1̂ к> k = °> 1. •••
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Этот алгоритм более экономичен по сравнению с (4), однако 
требует запоминать больше промежуточной информации, т. е. 
требует дополнительной памяти ЭВМ, что не всегда удобно.

Отметим, что как при построении итерационной схемы (3), 
так и при конструировании алгоритмов никакие условия, кроме 
естественного предположения о невырожденности операторов 
ojWE+ Л а , а = 1 ,  2, на операторы Аг и Л2 не накладывались. 
Все дополнительные требования на операторы Аг и А2 связаны 
с задачей об оптимальном выборе параметров и со^.

2. Постановка задачи о выборе параметров. В методе пе
ременных направлений мы имеем дело с двумя последо
вательностями параметров {со£1)} и {со£2)}, которые будем выби
рать из условия минимума нормы разрешающего оператора в 
исходном пространстве Н.

Для решения задачи о выборе итерационных параметров 
необходимо сделать определенные предположения относительно 
операторов А1 и которые имеют функциональный характер, 
а также задать некоторую априорную информацию. Сформули
руем эти предположения.

Будем предполагать, что оператор А можно представить в 
виде суммы двух самосопряженных и перестановочных операто
ров Аг и А2:

A = A1 + A„ At = Al, A t = Al, Л1Л2 =  Л2Л1. (6)

Пусть априорная информация задана 
оператора Ла , а = 1 ,  2, т. е.

в виде границ ба И Д<х

61£ < Л 1< А 1£, ь2е ^ а 2 (7)

причем выполнено условие
6J +  6,,>о. (8)

Заметим, что из (6) —(8) следует самосопряженность и положи
тельная определенность оператора А.

Если предположение о перестановочности операторов Аг и А2 
выполнено, то будем говорить, что рассматривается коммута
тивный случай у иначе— общий случай. Условия (6) обеспечивают 
самосопряженность операторов Bk для любого k. Действительно, 
в силу (6) операторы +  A  и А2- \ - ^ )Е самосопряжены и 
перестановочны, а произведение самосопряженных и перестано
вочных операторов есть самосопряженный оператор.

Переходим к изучению сходимости итерационной схемы (2). 
Подставляя где zk—погрешность, а и — решение
уравнения (1), в (2), получим для гк однородное уравнение

Zfc+î ẑ ,, k = 0, 1, •••> z0 =  yQ и, (9)
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где
Sk= E - x kB ^ A = ( a ^ E + A 2) - ^ E + A 1) - ^ ) E - A l) ( ^ ) E - A ^

( 10)

Используя (9), выразим z„ через z0. Получим
П

ого> Тп, о =  l i S j  =  SnSn_1. . .Si, (И)
/= 1

где ТПч 0— разрешающий оператор. Так как операторы Аг и Ла 
перестановочны, то порядок сомножителей в (10) безразличен, 
все операторы S u самосопряжены и попарно перестановочны и, 
следовательно, оператор Тп< „ самосопряжен в Я: Тп% 0 =  R„(Alt 
Ла), где Rn(x, у) есть произведение дробно-рациональных функ
ций от л; и у:

Из (11) получим

" 0)<-2)-Х
Rn (х, у) =  П  ;ти—

(О ^-у
( 2) ./=Т ®у-'+у

КII т„

(12)

(13)

В силу самосопряженности оператора Тп< 0 имеем |j T„t 0||= 
=  шах | Xh (Тп> 0) |, гдеХ к(Т „ '0)—собственные'значения операто-

k

ра T„t0. Далее, в силу условий (6) (см. п. 5 § 1 гл. V) опера
торы Л1( Ла и ТПш0 имеют общую систему собственных функций. 
Поэтому

h ( T n,o) = Rn(K1?> 4V)»

где и X£2)—собственные значения операторов Ах и Л2 соот
ветственно, причем в силу (7) имеем 62< ^ 2> ^ Д 2.
Следовательно,

||Г „ ,0|!= шах ^ „ ( Ч ^ Ч ^ К  max 1Д»(*»0)1-
k t , k 2 O t < л :<  А,

2̂ ^  У  ^  А а

Подставляя эту оценку в (13), получим

М „1о< maX \Rn(X, y)\\\Zo\\D>
62 <  У  Аг

(14)

где Rn(x, у) определено в (12), a D = E. Заметим, что в силу 
перестановочности операторов Аг и Ла оператор Tni 0 будет 
самосопряжен и в энергетическом пространстве HD для D = A, 
Л2. Поэтому в силу леммы 5 § 1 гл. V будем иметь Ц 0II— 
= Ц7\<,o l U  =  I I ‘Т’л o l U 2 > и> следовательно, оценка (14) верна для 
D = A, D =  Л2. ’

Итак, задача оценки погрешности итерационной схемы (2) 
сведена к задаче об оценке максимума модуля функции двух
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переменных Rn (х, у) в прямоугольнике G =  Ах, S2̂ z /^ A 2}
и выборе итерационных параметров из условия минимума мак
симума модуля этой функции. Поставленная задача является 
достаточно сложной и в п. 3 она будет сведена к более простой 
задаче о нахождении дробно-рациональной функции одной пе
ременной, наименее уклоняющейся от нуля на отрезке.

3. Дробно-линейное преобразование. Изучим функцию R  (лг, у ) .  При помощи 
дробно-линейного преобразования неизвестных отобразим прямоугольник G  
на квадрат 1, т) > 0}, причем преобразование выберем
таким образом, чтобы оно не меняло вида функции R n {x> у ) .  Искомое пре
образование имеет вид

ги— s r v 4 - s  f , e„v
х=Т=Ти' y^ ~ v '  Ц<и’ 0<1> <15)

где постоянные г, s, t и \) подлежат определению.
Подставляя (15) в (12) и вводя новые параметры х*1* и х}а\

О)/1̂  — s
К  <•*>=— -----777- , н ( 2> =1 r—toW 1

<i)j ' +  S

7+tdp  ’ /=  1. 2, • . п, (16)

получим

Rn( X,  y ) ~ P n (u< Ф
Д  х<2>-п
т=\ y - Y ’ + v<ф

Из (16) найдем соотношения, при помощи которых параметры соФ
!ТрЬ 

(2).

coj-2  ̂ выражаются через введенные параметры xj-1* и xj2*:

©<i) = /
rx j1)+  S
1-

2) =
Г Х )

1 -*х<*> ’
/= 1 »  2, . . . ,  /г. (17)

Итак, если будут найдены параметры xjx) и xj2\  то по формулам (17) опре
делятся параметры со*1* и (oj2).

В силу замены (15) мы приходим к задаче отыскания таких значений па
раметров xj1* и xj-2\  при которых достигается

min max \ Р п ( и ,  ц) |.
х(1), х(2) 1

Заметим, что если наложить некоторые ограничения на выбор параметров 
xj1* и xj.2\  например x j^ s s  xj2) ss ху, то, очевидно, что минимум может только 
увеличиться. Поэтому

min max P n ( u , v )  |< m in  max 
*(2) 1 x ч<и.о<1

"  Х / - Й
=  min max |г„(ы, x)|2, r„(«, x) =  TT — r— . 

x h< u< i

Итак, поставленная выше задача об оптимальном выборе итерационных 
параметров (dj1* и сведена к нахождению дробно-рациональной функции
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гп (и>к)> которая наименее уклоняется от нуля на отрезке [rj, 1]. Иначе, нужно 
найти такие х*., при которых

шах I гп (и, х*) | =  min max [ гп («, х) [ — р.
■п<«< I х 1

Если такие параметры найдены, то для погрешности гп из (14) будет следо
вать оценка |i |]/> Р2 II 2о liz>* и точность е будет достигнута, если положить 
р2 =  е.

Искомый выбор итерационных параметров будет дан в п. 4, а здесь мы 
найдем постоянные г, s, t и т} преобразования (15).

Если г ф ts, то преобразование (15) монотонно по и и о, а, следователь
но, обратное преобразование и =  (x-f-s)/(r-f~ ta), v = (y— s)/(r— ty) будет моно
тонно по х и у. Поэтому для отображения прямоугольника {6x< ;* < ;A i, 
б н а  квадрат {т]<Ж  о<;1} достаточно, чтобы концы отрезка 
[6а , Да ] переходили в концы отрезка [tj, 1J. Это дает четыре соотношения 
для определения постоянных преобразования (15):

бх =
Г  Г) —  S 

1 —/Г]
ГЦ +

2 1 - K V Д; _М -£
1 -j - t (18)

Найдем решение нелинейной системы (18). Заметим сначала, что в силу пред
положения (8) справедливы неравенства

Дг +  ̂ 1^^1 +  ̂ 2 ^ О, 
Далее, из (18) получим

* X _(> —nX '— «О 
0 0 —7т)}'

д»+ б1-(Г Р 0 (Г = 7 ^

4̂ 3* бх -(- 62 > о.

^1 +  ̂ 2 =

(1—Т)) (г — St) 
(1 +  0 ( 1 + ^ ) ’ 
(1+Т)) (г — St)

■(1-0 (1+ Щ'
Отсюда найдем

1-Ч\* (Лх-й») (А*—в.) < 1,Л " 1!/ (Ai +  62) (Д2 +  6х) 
и так как в силу (19) знаменатель в нуль не обращается, то

r , = i n £  а— V - £ [0 П  4 1 + а ’ У (Дх +  6«) (Д2+6х) ’ 4 fc lu , 4*

1 1 —t

(Дх +  62) (A2 +  S1)
Найдем теперь t. Из (20) получим

д24-бх 1 +т| 1 —*
Ах

Отсюда будем иметь
1—6

-бх 1—1] 1 +  * а ! +  **

t=:__1 г,—A3+ fii
1 + 6 ’ Д х-бх а.

Из двух последних уравнений системы (18) найдем

г= 1  [Дх (1 — 0  +  Да (I +  0 ] = Ц -*  [Да+Ai*]
-Дг6

s —~2 0  +  0 — Ai (I -+ ̂ )] =
1 +  t [Да—ДхЬ] =

И Ь 
Д2 — Дхб

1-1-6
Так как

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

26(Д, +  Дг) 
(1 +  6)2 > О, U l<  1.
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то преобразование (15) действительно монотонно. В п. 4 будет показано, что 
Г] < < 1 . Поэтому в (17) знаменатели в нуль не обращаются.

Рассмотрим некоторые примеры. Пусть б ^ б а  — 6  и Ах —А2 =  А, т. е. 
границы операторов и А2 одинаковы. Тогда т] =  б/А, t =  s = 0, г =  А, 
(dj1) =  й)^  =  Аху. Пусть теперь б* —О, 62  =  6 , Aj =  A2 =  A, т. е. оператор Ах 
вырожденный. Тогда

= 6 / ( А + |/ гА2 — 6 2), / =  г], s =  Лг), г — А,

соу,(1), Аиу +  Аг]
1 +  Т|Х/ '

(2) А Ху—АТ| 

-Л*/ ’
со/ =■ / =  1 , 2 , . . . ,  п.

4. Оптимальный набор параметров. Приведем решение задачи 
об оптимальномвыборе итерационных параметров. В отличие от слу
чая нахождения полинома, наименее уклоняющегося от нуля, кото
рый был рассмотрен в § 2 гл. VI, здесь итерационные параметры 

выражаются не через тригонометрические функции, а при 
помощи эллиптических функций Якоби.

Напомним некоторые определения. Определенный интеграл
Я /2

K ( k ) =  f /  d<p
J V^l—&2 sin2<p

называется полным эллиптическим интегралом первого рода, чис
ло k —модулем этого интеграла, а число k ' = ] / 1—k2—дополни
тельным модулем. Принято обозначать К (&') =  К' (к).

Если обозначить через м(г, k) функцию
1

и (2’ fe) =  f  т/л  " У/ 2 ^ »J У (1 —У2) (y2— k2)

то функция z =  dn («,&'), обратная к «(z, ft), называется эллип
тической функцией Я^оби аргумента и и модуля ft'.

Используя эти обозначения, точное решение задачи об опти
мальном выборе итерационных интегральных параметров ху. 
можно записать в следующем виде:

ху бЭИ» =  {|*/ =  <1п rj'j , i =  i, 2 , . . . .  n j ,  (25)
/ =  1, 2..........п,

где число итераций п, достаточное для достижения точности е, 
оценивается по формуле

п ^  п0(е) 1 К' (ч) К' (г)
4 /ССП) К («Г (26)

Здесь, как и в чебышевском методе, в качестве ху. последо
вательно выбираются все элементы множества Сформули
руем полученные результаты для метода переменных направле
ний в коммутативном случае в виде теоремы.
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Т е о р е м а  1. Пусть выполнены условия (6)— (8), а парамет
ры со*.1) и со(Я выбраны по формулам

w(i )==nV±s
'  1 + / Х у  ’

со(2) .
1 —tKf 1=1, 2, п, (27)

где ху- « п определены в (25), (26), а г, s, t и т]— в (21)—(24). 
Метод переменных направлений (2), (3) сходится в HD, и после 
выполнения п итераций для погрешности zn = yn— и будет верна 
оценка ||г„ |в <  е|| z0 ||о, где D = E, А или А2, а п определяется 
согласно (26).

Обратимся теперь к вычислительной стороне вопроса реализации метода 
переменных направлений с оптимальным набором параметров. Найдем прибли
женные формулы вычисления ху и п и укажем порядок, в котором следует 
выбирать параметры ху из множества

Используя асимптотическое представление для полных эллиптических 
интегралов при малых значениях k :

^ - Д + О О Т ,  Г « - 1 л 4 + 0 ( * . 1 п 1 ) ,

из (26) получим следующую приближенную формулу для числа итераций п:

n > « o ( e ) = j p l n i - I n - i .  (28)

Рассмотрим теперь вопрос о вычислении jll/. Функция dn (и, k ') монотонно 
убывает по и, принимая следующие значения: dn (О, &' )=J,  dn (/(' (k), k ' )—K. 
Поэтому л < jnn < \in - 1  < • • • < jn.t < 1- Далее, из свойства эллиптической 
функции dn (и, k')\

dn(M, ft') =  dn(^  (k) — u, k') 

следует, что имеет место равенство

\Н =  Ч1йп+1-П ‘ =  1. 2, . . .  (29)

Поэтому достаточно найти половину значений jn/, а остальные определить из 
соотношения (29).

Приближенную формулу для jn/ получим, используя разложение функции 
dn («, k') по степеням k. Для этого выразим функцию dn (о/С' (rj), rj7) через 
тета-функции Якоби, а эти функции представим рядами. Получим

dn W '  (п), Ч') = --------77Д ? - ; - ' - -  V n  «

2 0 — 1 qm(m+o)
-  — 4 m =  — оо

0S/ гол/С' —
Г * f t Я ) 2  qm{m-\+o)

где q =  exp ( - ( » + ¥ ) +  0 (r,«). 

Отсюда находим

2G -1

d n (pK' (л)> Л ' )=  У'ЧЯ 4
l + / ~ <r +  <71+q 
1+?° +  <?2”а

+  0(riv), (30)

)
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где
? =  i f ( l + n s/2)/16, ( 4+5о, 0 < cr < l/2> 

\  8 —За, 1/ 2 < а < 1 .

При о ̂  1/2 порядок остаточного члена в (30) равномерно по сг равен 5, 
а при а < 1/2 порядок равен 4. Поэтому приближенная формула для 
dn(o/C'(л)> Л') будет более точна для 1/2 , чем для а < 1/ 2 .

Из (25), (29) и (30) получим следующие формулы для вычисления p,t*:
2° Г  1 , , 1 - 0 ; , 1 +0 J

U,.= У цй~Г ~ !± 2 ------±3 -----*  rnq i + qoi + q-z-0i
(л/2] +1 <  * <  я,

|̂ 1 =  Л/|^п+1-м 1 <  i <  [л/2], O i= (2 i— 1)/(2л),
?«=if (1 +  ц*/2)/16,

где М  — делая часть а.
Рассмотрим теперь вопрос о порядке выбора Х у  из множества SQV Из 

определения оператора перехода S j  в схеме (2) и свойств (6 ), (7) получим

I) Sj  || — шах | \ k ( S j )  | <  шах
k  ^  x  Aj

6a <  у  <  Д2

0>f)_* Cof'—у
®/l)+*  ® p+y

или в силу замены (15)

II5 y l|<  max 
r\ < «< 1

Ху — И 2 

Х /  +  И

Так как все Х у принадлежат интервалу (rj, 1), то отсюда следует, что 
(| Sy || < 1 для любого /'. Поэтому итерационный метод (2), (3) будет устойчив 
к ошибкам округления при любом порядке выбора Х у  из множества Ш1„, 
например, ху =  ру, / =  1 , 2 , ...» п.

В заключение этого пункта покажем, что для построенного набора пара
метров со/1) и со/2) операторы со/а)£  +  Ла» а = 1 , 2 , для любого / положи
тельно определены в Я. Действительно, из (27) получим

сЧ '1* _  S* п ftp}" Г — St 
ди,- — (1 +  Ыу)г ’ d%j~ (1 -  /иу)а ^

Так как знаменатели в (27) не обращаются в нуль и г) < Х у  < 1, то отсюда 
и из (18) найдем

rn +  S -M jl)- r +  S-Aг » А * 
г - — — Д 2 ,  6 Х = < Г =Д< (31)

Следовательно, в силу предположения (7) из (31) получим

n f ' E  +  Ах Ss (Й! +  <5а) £ , (o fE  А2 =s (6 Х +  6 г) £ , 

и так как 6 1  +  6 2  > 9 по предположению (8 ), то утверждение доказано.

§ 2. Примеры применения метода

1. Разностная задача Дирихле для уравнения Пуассона 
в прямоугольнике. Рассмотрение примеров применения метода 
переменных направлений начнем с решения разностной задачи 
Дирихле для уравнения Пуассона в прямоугольнике.
440



Пусть на прямоугольной сетке (a = {xij = (ihlt jh2) £ G, 
0 < t <  Ах, 0 <  j <  A2, ha = laJNa, a  =  1,2}, введенной в прямоуголь
нике G =  { 0 ^ x a ^ / a , a  =  1, 2}, требуется найти решение задачи

Ау = ( \  + А2)у  = — ц :(х ) ,х ^ ы г y(x)=*g(x), х £ у ,  ...
Ла#==«6*а . « =  1, 2. W

Обозначим через Я  пространство сеточных функций, заданных 
на « , со скалярным произведением

(и, о) =  2  и (х)v (х) КК-
хй  to

Операторы А, Ах и Аа определим на Я следующим образом:
Ау = — Ау, Аау =  — Аау, a =  1, 2, где у £ Н , у £ Н ,  у (х) = °у(х)
для х£<й, & Я —множество сеточных функций, заданных на © 
и обращающихся в нуль на у.

Разностная задача (1) может быть тогда записана в виде 
операторного уравнения Аи =  /, где А — Аг +  Л2.

Как мы знаем (см. п. 5 § 1 гл, V), операторы Аа самосо
пряжены в Я  и имеют границы 8а и Да :

ба = j L s i n ^
/ 4 sm и ■

JL  pos*
h i  2 1 a —  1» 2,

которые совпадают с минимальным и максимальным собственными 
значениями разностных операторов Аа. Осталось проверить вы
полнение условия перестановочности операторов Аг и Аа. Исполь
зуя определение операторов Аа и разностных операторов Л„, 
получим

А± А3у VXiXiXtX, УхгХ^х, АаА^у,

что и требовалось доказать.
Итак, условия, требуемые для применения метода перемен

ных направлений в коммутативном случае, для рассматриваемо
го примера выполнены.

Используя определение операторов Аг и Л2, алгоритм метода 
переменных направлений для рассматриваемого примера можно 
записать в следующем виде:

<4+i#*+i/a—Al0 k+1/1 =  ©Jg1yik +  A1flk +  <p, (2)
Ук+ i/t(x) = g(x), x1 = 0t llt Ла< х а< / 2—Ла, 

a $ 1yk+l— A2yk+1 = coghyk+i/z + A 1yk + 1 / 2 + q>, A2 < x2 < /а—Аа,( 3) 
Ук+i (x) ~  8 (x), хг =  0, /2, hl x1 /j Aj,

причем yk (x) = g (x) при x 6 Y Для любого A ^O . Таким образом* 
алгоритм метода состоит в последовательном решении для каж-

J
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дого фиксированного х2 трехточечных краевых задач (2) по на
правлению хг для определения yk+i/2 на со и решении для каж
дого хг краевых задач (3) по направлению х2 для определения 
нового итерационного приближения yk+x на со. Чередование 
направлений, по которым решаются краевые задачи (2), (3), 
дало название метода—метод переменных направлений.

Для нахождения решения задач (2), (3) можно воспользо
ваться методом прогонки. Запишем уравнения (2), (3) в виде 
трехточечной системы и проверим выполнение достаточных 
условий устойчивости метода прогонки. Уравнения будут иметь 
вид

— Ук+1/2 ( t+  1, /) +  (2 +  hl®^) ук+1/2 (t, j)—yk+i/ 2  (i— 1, /) =
=  <Pi(t, /) , 1, (4)

Ук+ ф ( 0 ,  j) = g (0, /), у*+1/»(Л\, j )= g (N u j),
1,

где

9 i  ( t .  i) = y jy k ( » ' .  / 4 - 1 )  — ( 2  +  A i © j g i ) y * ( f .  / )  +
+ УьУ> / — 1) +  Л1ф(1, /)];

— Ук+i С1'» / +  1) +  (2 +  A|<ag>1) /)—yk+1(i, / — 1) =  Ф,0‘. /),
(5)

0 )= g ( i ,  0), yk+1 (i, N2) = g  (i, N2), 1,

где

h2Ф2 (Ч /) ^ “̂2” Ij/*+i/2 (* ~b /)
— (2 +  ftfr£%)y*+1/a (i, j) + yk+i/2 (i— l, / ) + % ( * ,  /)]•

Так как для данного примера бх > 0 ,  б2 >  0, то в силу не
равенств (31) п. 4 § 1 параметры coĵ  и с42) положительны. По
этому в трехточечных уравнениях (4) и (5) коэффициенты при 
*/*+i/2 (t\ /) и yk+1{i, j) преобладают над остальными коэффици
ентами. Следовательно, метод прогонки, примененный к задачам
(4), (5), будет устойчив по отношению к ошибкам округления.

Подсчитаем число арифметических действий, которое нужно 
затратить на реализацию одного итерационного шага в методе 
(2), (3) для рассматриваемого примера. Достаточно подсчитать 
число действий для задачи (4), для задачи (5) подсчет прово
дится аналогично.
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Формулы метода прогонки для задачи (4) имеют вид (/ фик
сировано):

№+i/2 (i, /)=a,-№+i/2(f + l. /) + Р«. 1< i< jVx—1,
№ +1/2 (Л !̂, j )  =  g ( N i, /),

a ,+ i= l /(С—ос,), i = l ,  2, . . . .  tfx— 1, ах =  0, C =  2 +  /ifo)g1,
Pi+i=  a /+i (Ф1 (*> / ) “ЬР/)> 

i =  l, 2, Л/х- 1 ,  p1 =  sr(0, /).

Заметим, что прогоночные коэффициенты а( не зависят от / 
и поэтому могут быть вычислены один раз с затратой 2 (iVx— 1) 
арифметических операций. Далее, на вычисление qpx(i, /) на 
сетке со потребуется 6(cVx— 1)(W2— 1) арифметических операций. 
Прогоночные коэффициенты и решение №+1/2 нужно считать 
заново при каждом /'. Для этого потребуется 4 (N1— 1 )(N2— 1) 
действий. Всего для нахождения №+1/2 на сетке со при задан
ном ук потребуется Qx =  10(iVx— 1)(jV2— l)-|-2(Afx— 1) арифме
тических действий. Для нахождения ук+1 из (15) по вычислен
ному №+i/2 потребуется Qa =  10 (Wx— 1) (/V2— 1)+  2 (jV2— 1) дей
ствий. Итак, для рассматриваемого примера реализация одного 
итерационного шага в методе переменных направлений осущест
вляется за

Q = 2Q(N1— 1) (iV2— 1) -j-2 (Л/j— 1) +  2 (iV2— 1) (6)
арифметических действий.

Оценим теперь число итераций п, достаточное для получения 
решения с заданной точностью е. В частном случае, когда об
ласть G есть квадрат со стороной I (/х =  /а =  /) и сетка со квад
ратная с N1 — N2 = N (h1 = h2 = l/N), будем иметь

8x =  82 =  6 = ^ s i n 24 ^ ,  Ax =  Aa =  A =-^-cos2-^ -.

Из (21) и (28) § 1 получим следующую оценку для числа ите
раций:

/г > п 0(е) =  0,1 l n ^ - l n j  , ц =  8/А =  tg 2 —

или для малых h
п0 (г) =  0,2 In (4 В Д  In (4/е), (7)

т. е. число итераций пропорционально логарифму от числа не
известных N по одному направлению.

Из (6), (7) получим следующую оценку для числа арифмети
ческих действий Q(e), затрачиваемых на нахождение решения 
разностной задачи (1) методом переменных направлений с точ
ностью е:

Q (в) =  nQ =  4N2 In (4iV/я) In (4/е). (8)
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Чтобы сравнить этот метод с прямым методом полной редук
ции (см. § 3 гл. III), перейдем в (8) от натуральных логариф
мов к логарифмам по основанию 2.

Получим
Q (е) «  2,12 N* log2 (4ЛГ/я) log2 (4/e).

Так как погрешность аппроксимации разностной схемы (1) 
есть О (/г2), то е целесообразно выбирать равным О (Л2).

Если взять е =  4/N2, то получим
Q (е) =  4,24W2 log2 N log2 (4N/n).

При =  64 получим е « 1 0 -3 и
Q (е) «  27,6 N* logstf.

Сравнение с оценкой числа действий для метода полной 
редукции показывает, что для указанной сетки метод перемен
ных направлений требует примерно в 5,5. раза больше арифме
тических действий, чем метод полной редукции. С увеличением 
N  и уменьшением е это различие увеличивается.

Для рассматриваемого частного случая приведем число ите
раций п в зависимости от числа узлов N по одному направле
нию для е=10~*.

Для сравнения приведем и число итераций длЯ других рас
смотренных выше методов.

Таблица 11

N Метод простой 
итерации

Явный
чебышевский

метод

Метод
верхней

релаксации

Попеременно-
треугольный

метод

Метод 
перемен
ных на

правлений

32 1909 101 65 16 8
64 7642 202 128 23 10

128 30577 404 257 32 И

Из таблицы следует, что наименьшее число итераций тре
буется для метода переменных направлений. По числу итера
ций ему уступает попеременно-треугольный метод с чебышевскими 
параметрами, который был рассмотрен в главе X.

З а м е ч а н и е .  Если для рассматриваемой задачи (1) рассмо
треть метод переменных направлений с постоянными парамет
рами, т. е. а>)1) =  со<1), со)2> =  о)(2), т/  =  сй<1)+ ( й<2), то из формулы
(25) § 1 получим в силу равенства dn (£), k'^=V~k, что
параметр ху =  Уц- В частном случае, когда б1 =  б2 =  б, —
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=  Д2 =  Д, ранее в п. 3 § 1 было получено следующее соотноше
ние между параметрами соf \  tof* и ху: — =  Дху. Так как
при этом rj =  б/Д, то отсюда находим со(1) =  со'2' =  |/£>Д.

2. Третья краевая задача для эллиптического уравнения 
с разделяющимися переменными. Пусть в прямоугольнике 
G =  { 0 O a < ;/a , a = l ,  2} требуется найти решение следующей 
краевой задачи:

2

Lu =  £ </u=* — f(x), x$G ,
C6= 1 06 \ 06 /

dtika (*a) ~  X~au— g-r-a(x), Xa =  0, (9)a
~  ka (xa) g + a f a ) ,  X# =* /a, a « l ,  2.

a

Будем предполагать, что выполнены следующие условия:

0<С !, в < А в (д:вХ с 4((Х, x ±a =  const ^  0, а = 1 ,  2, (10)
2

<7 =  const ^  0, 2  х | а  +  <72 0.
а= 1

Краевая задача Неймана (х±а =  0) для случая <7 =  0 будет 
рассмотрена отдельно в главе XII.  Условия (10) обеспечивают 
существование и единственность решения задачи (9).

На прямоугольной сетке to =  {х^ = (ihlt jh2) £G, O ^ t  ^  Nx, 
0 < / < < V 2, ha = l j N a, a  =  1, 2} задаче (9) соответствует разност
ная краевая задача

Лг/ =  (Л1 +  Л2)г/ =  — Ф(х), *€<о, (11)

где разностные операторы Л2 и Л2 и правая часть ф опреде
ляются следующим образом:

К у  =

а» (ha) Уха  — (o,5q +  ~  у, ха =  О,

(йа (ха) у-Х(х )*« — 0,5(77/, К  <  ха <  1а— к ,

~  йа (1а ) Ух (o,5q -1 - k+jj') у , ха =  /а
йа а \  Ла /

для 0 < х : р< / р ,  р =  3 — а,  а = 1 ,  2 и ф =  /  +  ф1+ф»,

Фа (*) =

2
-: §-а (х)>ha
О,

-7-g+a (X), ha

ха —  0,

^  Ха ̂  /а  - На%

%а, — а̂*
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Обозначим через Н пространство сеточных функций, задан
ных на со, скалярное произведение в котором определено фор
мулой

(«, V) =  2  « (*) V (X) %х (Xj) %2 (х2),
хе  (а

(-̂ а) —
0,5 ha, Ха — 0,
а̂» ^  -̂ а

Операторы Л, Лх и Л2 определим на Н соотношениями Ау= —А у, 
Аау = — Аау, а =  1, 2. В § 2 гл. V было показано, что так 
определенные операторы Аг и Л2 самосопряжены и перестано
вочны. Кроме того, в силу условий (10) оператор Л положи
тельно определен в Н (т. е. б^б** >  0). Осталось найти грани
цы операторов Аг и Л2, т. е. постоянные 6а и Аа в неравенст
вах 6а£ Ла < ;Aa£ , а = 1 ,  2.

Найдем сначала ба. Из определения операторов Ла и раз
ностных формул Грина получим

0̂ ^а~^а
(АаУ, у) = — 2  2  —°,5<70]уйА—

*0 -  0 xa ~ ha  
/0

+  До [а« (/«) %в+ ( х+ « + - т 0 ^ к = » .  ^
0̂ *а

=  2 2  аау\ h ji2 +

+  % o(K-«y^Xa=0 +  *+«y2\Xa=lj K  + 0,5q(y\ 1).

Отсюда найдем, что если q =  х_а =  х+а =  0, то ба =  0. Если 
хотя бы одна из величин q, н_а или х+а отлична от нуля, то 8а 
можно найти следующим образом. В силу леммы 16 § 2 гл. V 
будем иметь

(У2, !)ш„ <  va(xa)(Aay, у)- , (12)

где ya (xa) есть решение трехточечной краевой задачи

(aa (xa)v? ^  —0,5<7у = — 1, ha <^xa z^ la— ha,

-%-aa {ha)v* — (o ,5q+ -£-X -a) va = — 1, xa = 0, (13)
Па a  \  na /

—-̂ a“ ^ “) \  _“ ( 0,5‘? + ^ x+a) ya==— *a = / a ’
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а скалярное произведение определяется следующим образом:
1<х

(и, V)- =  2  u(x)v(x)fla(xa).
“ ха = °

Умножая (12) на ifrp(xp) и суммируя по Хр от 0 до /р, получим

(у2, 1 )<  max va (xa)(Aay, у)

и, следовательно,

6« = ----- ; » а =  2-max v (.га)

Найдем теперь Да. Оператору Ла соответствует трехдиаго
нальная матрица аа. Обозначим через S) диагональную часть 
матрицы Аа, т. е. @)y = da (xa)y,

' 2' 20,5<7+1- x _ a 4--TF aa (/ia), xa =  0,
ft2a

da (%a) • 0,5^ ~|“ ,2 (^o (^a) "f  (^a "I ))» ^a,“a
0,5<7+ ~ и+а 4-"^гйа (Ax)> Xa = la-

Рассмотрим задачу на собственные значения

А а У — Ъ3)у — 0, xgco. (14)

Легко показать, что если Я, есть собственное значение задачи 
(14), то 2 — А,—тоже собственное значение. Следовательно,

Хт!п^ < Л а < ( 2 - Х т1п)Й)

или
(Аау, y X ( 2  — Ki\n)(®y» y X P  — Kln) та_х <М*«)(У, У).

Поэтому в качестве Аа можно взять
Да =  (2—Xmin) max da (xa).

ха ̂  wa

Осталось найти Xmin. Если q =  x_a =  к+а =  0, то оператор Аа 
вырожденный и Amin =  0. Иначе, в силу замечания 2 леммы 
14 § 2 гл. V, будем иметь

(day, Ука< _та* wa (xa)(Aay, у)-а, (15)
*aetoa
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где до“ (ха). есть решение следующей краевой задачи:
( о-аЦ*—  ̂ 0,5qw =  4  (ха), ha %а /а ha9
\ ха ) ха

- ^ a a {ha)waXa — (o,bq +  -£-к_а ) wa =  — 4 (0 ) , ха = 0, (16)

— j - a a i Q w ^  — (o,5q + -£-x+a ) ш“ =  — da (la), ха =  /а.

Умножая (15) на ^р(дгр) и суммируя по х$ от 0 до /р, получим 
(@>У, У) <  max wa (ха) (Аау, у)

хсх, ̂  wa
и, следовательно,

min ш ах #  (лга ) *

Итак, если <? =  x_a =  x+a =  0, то
6а =  0, Д« =  2 шах da (xa),

хаеаа

иначе
б 1

а max va (ха) 9 
ха 6

\  шах 4  (ха),
) ха ^ а

где t»®(xa) и (ха)—решения задач (13) и (16). Вся необхо
димая для применения метода переменных направлений априор
ная информация найдена. Используя формулы теоремы 1, най
дем итерационные параметры метода и оценим требуемое число 
итераций.

Приведем теперь формулы алгоритма метода переменных 
направлений для рассматриваемого примера. Учитывая опреде
ление операторов Ах, Аа и правой части <р, получим

tokhyk+'it— Kyk+ 'i,= < $ h y k + л2рЛ+ ф,
0 0 < х 2< / а,

totfhym-i —  КУк+1 =  (Okhyk+ч, +  \Ук+Ч, +  ф,
о 0<лгх< / х.

Здесь, в отличие от задачи Дирихле, трехточечные краевые 
задачи должны решаться и по границе сетки и, а начальное 
приближение у0 есть произвольная сеточная функция, заданная 
на всей сетке ш.

шах wa (xa )
хгу б
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Используя условия (10), можно показать, что для рассмат
риваемого примера, как и для случая задачи Дирихле, для 
числа итераций п справедлива следующая асимптотическая по h 
оценка:

n ^ n 0 ( e )  =  O ( l n | / t | l n e ) ,  | / 1 1 2 = / i f  + / t f .

Отметим, что все проведенные здесь рассмотрения сохраняют 
силу и в случае, когда <о—произвольная неравномерная прямо
угольная сетка в области G. Нужно лишь заменить введенные 
здесь операторы Аа операторами на неравномерной сетке.

Подчеркнем, что предположения постоянства q,  а и зави
симости коэффициентов аа только от ха существенны. Если не 
выполнено хотя бы одно из этих предположений, то условие 
коммутативности операторов Аг и А2 не будет выполнено.

В заключение отметим, что метод переменных направлений 
можно применять для решения разностных аналогов уравне
ния (9) и при других краевых условиях. В частности, на каж
дой стороне прямоугольника G может быть задано одно из 
краевых условий первого, второго или третьего рода с постоян
ными х± а .

3. Разностная задача Дирихле повышенного порядка точности.
Рассмотрим еще один пример применения метода переменных
направлений. Пусть на прямоугольной сетке со={xiJ=(ih1, j,h2) £ G, 

0 < )X J V s, ha = l j N a, a =  1,2}, введенной в прямо
угольнике G = \0 ^ .x a ^ t a, a =  1, 2}, требуется найти решение 
разностной задачи Дирихле повышенного порядка точности для 
уравнения Пуассона

Лу =  (Л1 +  Л2 +  (х1 +  к2)А1Л2)^  =  —ф(х), *€© , П7v
y(x) =  g(x),  '  '

где АаУ~Ухах^ xa = h%J\2, а = 1 ,2 .
Здесь

ф =  / + *a 7 + x2a J ,

где f(x )~  правая часть исходного дифференциального уравнения

lU =‘1 | + ‘Е|г = — л€Г*
Разностная схема (17) при указанном выборе ф(х) имеет 

точность 0 ( | / t |4), | h | 2 =  /г!+й|, а на квадратной сетке ( h ^ h ^ h )  
при соответствующем выборе ф (х)

ф = / + 4 ?  +АУ?+т (Л ? + 4 Л А + А |)  /

имеет точность О (№).
15 Л. А. Самарский, Е. С. Николаев 4А9



Вводя операторы Аау = — Аау, где у 6 Я, у £ Н  и Я —про
странство сеточных функций, заданных на со, со скалярным 
произведением

(и, о )=  2  u(x)v(x)h1h2,
хеа>

а Я —множество сеточных функций, обращающихся в нуль на 
у, запишем (17) в операторном виде

Au = f, (18)

где Л =  ЛХ +  А , — (Хл +  х , ) ^ , .
Как было неоднократно показано, операторы Аг и Л2 обла

дают следующими свойствами: Аг и А2 самосопряжены в Я и 
перестановочны

С 4 . „ Jtfta6a =  - r sma-272.
ha

<^1^2 — (19)

1а> ГД^
4 9 nh<x = - C O S * - ^ 9 

h(x (20)
ба£ < Л а < А аЯ, ба > 0 ,  а =  1, 2.

Имеет место
Л е м м а  1. Если выполнены условия (19), (20) и %аАа <  1, то 

операторы
Ла = ( £ —XcAJ-M ,*, а = 1 ,2 ,  (21)

самосопряжены в Я , перестановочны и имеют границы 6а м Да, 
т .  е.

8а£ < Л а < Д а£ , ба > 0 , а =  1, 2,

где 6а ы Д« определяются формулами

1 —Хаба А« = 1 — (22)

Действительно, существование оператора Аа следует из поло
жительной определенности оператора Е —хаЛа, если выполнено 
условие хаАа <  1. Далее, представляя Аа в видеЛа=(Лй1—х«Е)~1 
и учитывая самосопряженность операторов Ла. Лй1 и Лй1— каЕ, 
получим

Е <  <  ( ■ £ - * « )  Е.
Отсюда следует утверждение леммы. Перестановочность опера
торов Лх и Ла следует из перестановочности Лх и Л2. Лемма 
доказана.

Для рассматриваемого примера условия леммы 1 выполнены, 
так как иаАа <  1/3.
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Преобразуем теперь уравнение (18). Для этого запишем (18) 
в виде

A1(E— x2A2)u +  A2(E— x1A1)u = f. (23)
Применяя к (23) оператор (Е — 'к1А1)~1(Е— х2Л3)-1 и учитывая 
перестановочность всех операторов, получим из (23) эквива
лентное (18) уравнение

Аи =  (Аг +  А2) и — f , (24)
где ~АХ и А2 определены в (21), a J= (E— и ^ ) -1 (Е— ‘x2A2)~1f. 
Итак, решение уравнения (18) сведено к решению уравнения (24) 
с самосопряженными перестановочными операторами ~А1 и А2, 
границы которых заданы в (22).

Для нахождения приближенного' решения уравнения (24) 
воспользуемся методом переменных направлений

Вл+гУк* 1 ~ Ук +  Аук = Ъ  ft =  0, 1, . . . ,У 0€Н , (25)

где _
Вк =  К > £  +  Aj) ((о^Е + А2), тк =  а>£> +  cof.

Итерационные параметры ю*’ и <42) находятся по формулам 
теоремы 1, в которых ба и Ла заменены на ба и Аа. Все необ
ходимые условия применимости метода переменных направлений 
здесь выполнены.

Осталось рассмотреть алгоритм, реализующий итерационный 
метод (25). Перепишем (25) в виде

(<4+i£ +  A,) (<4+i£ + А2)ук+1= (<44£— Л J  ( о ^ Е —J 2) ук +  xk+J .
(26)

В п. 4 § 1 было показано, что итерационные параметры сок 
и «42) для любого k удовлетворяют неравенствам 82^,оак)

Так как для рассматриваемого примера 6а >  0, то, деля ле
вую и правую части (26) на ®ftVi<4+i и обозначая 4&  =  l/togk, 
4+i =  l/<4+i> получим
( £ + 4 lA 4 ) ( £ + 4 > A ) ^ + 1  =

= ( £ - 4 2>хЛх) (£ —4+\ л 2) +  (4+1+4 2Л)7•
Применим к обеим частям этого равенства оператор

(£ —ххЛх) (£ —к2А2)
и учтем, что все операторы перестановочны и

(£ — ХаАа) (£ +  4 “i£a) =  £  +  ( 4 3  —  И«) Ла,
а) (£ Тд.+1Ла) =  £  (Г/г+1 Ла,

(3 =  3—a, а =  1, 2.
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В результате получим 
(Б +  (тй х -х ,)  АО (Е +  А2)ук+1 =

=  ( E - W b  +  xJ  А А (£ - ( т й х  +  х,) Л2) yfc +  ̂  +  TffiO f. (27)

Итерационная схема (27) эквивалентна следующей схеме:
(Е +  (Т & -* ,)  АО ук+ч, =  ( Е - (т& +  х.) Л2)г/, +  ( т & -  кх) /, (28)
(£  +  (тЙ!—х2) Л2)*/6+1 =  (£ —(t^ i +  Xi ) ^ i) y*+v, +  ( ^ i +  ’«»)/•

(29)
Эквивалентность (27) и (28), (29) доказывается следующим 

образом. Умножая (28) на T ^ - f x ^  (29) на — ( т ^ —x j  и скла
дывая результаты, получим

W B i+ tKi) у*+V. =  (тЙ1—хх) (Е +  (тЙ!—х2) А 0 ук+1 +
+ (тШх + *г) (Е~ (тй х  +  ̂  Л,)у*. (30)

Подставляя (30) в (28), получим после несложных преобра
зований (27). Обратный ход рассуждений очевиден.

Учитывая определение операторов Ах и Л2, схему (28) и (29) 
можно записать в виде обычной разностной схемы

(Е— ( тЙ1—*i) Лг) ук+уг = (Е +  (т$., +  х2) Л2) ук +  (тЙх—xt) ф 
ДЛЯ ^  h - h ,  (31)

0*+*/. =  g(*) +  (»«i +  >«*)A,g(x)t Xt =  0, /j.

Краевую задачу (31) нужно последовательно решать для А2^  
< х 2< / 2—h2. В результате будет найдено ук+у, для 0 
Аа< * 2 < h —h2. Далее,
(Е— (tkh—х2) Л2) ук+1 =  (£ +  (тЙх+хО Aj) */*+»/, +  (тй>! +  *i) ф (32) 
для Ла< л ;а< / 2—h2,

Ун+1  =  8(х), х2 =  0,12.

Краевую задачу (32) нужно последовательно решать для Ах<!
—Aj. В результате будет найдено ук+х.

Если сравнить числа итераций метода переменных направ
лений для разностной схемы второго порядка точности, рассмот
ренной в п. 1 § 2, и для схемы повышенного порядка точности, 
то в последнем случае число итераций будет несколько боль
шим. В частном случае l1 = l2 — l, Nx — N2 = N для Л7 =  10 это 
увеличение происходит на 1%, а для Л7 == 100 на 4%. Объем 
вычислений на каждую итерацию для обеих схем практически 
одинаков, а различие в числе итераций незначительно. Так как 
схема повышенного порядка точности позволяет пользоваться 
более грубой сеткой для достижения заданной точности реше
ния дифференциальной задачи, то ее применение особенно вы
годно в тех случаях, когда решение дифференциальной задачи 
обладает достаточной гладкостью.
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Напомним, что в § 3 гл. III для решения задачи (17) мы 
рассмотрели прямой метод—метод редукции. Как для схемы 
второго порядка точности, так и для рассматриваемой здесь 
схемы, прямой метод будет требовать меньшего числа арифме
тических действий, чем метод переменных направлений с опти
мальными параметрами.

§ 3. Метод переменных направлений в общем случае

1. Случай неперестановочных операторов. Пусть требуется 
найти решение линейного операторного уравнения

Au = f  (1)
с невырожденным оператором А, который представим в виде 
суммы двух самосопряженных неперестановочных операторов 
At и Л2 с границами б2, и б2, Д2:

Аа = А*а, 6а£ < Л а < Д а£ , а = 1 ,2 ,  б1 +  б2> 0 ,
Л =  Л1 +  Л2. (2)

Для приближенного решения уравнения (1) рассмотрим двух
слойную схему метода переменных направлений с двумя итера
ционными параметрами сои) и со12>:

В + Ay k = f, k = 0, 1, . . . ,  у0£Н , ^

В =  (со(1)£  +  Лх) (ю(2)£  +  Л2), х =  ш(1> +  ю(2).
Здесь итерационные параметры и оператор В не зависят от 
номера итерации k.

Как и в случае перестановочных операторов А1 и Л2, итера
ционное приближение ук+1 для схемы (3) может быть найдено 
по следующему алгоритму:

(со(1,£  + AJ yk+4t =  («<!>£— А 2) ук +  /,
(cols,£  +  Л2) ук+1 — (о)(2,£  — Л2)у*+*/2 +  /, * =  0, 1, . . .

Исследуем сходимость итерационной схемы (3) и найдем 
оптимальные значения параметров юш и о>(2>. Предполагая, что 
опёратор (о<2,£  +  Л2 не вырожден, изучим сходимость (3) в энер
гетическом пространстве Я 0, где £  =  (<й(2,£  +  Л2)2. В силу (2) 
оператор D самосопряжен в Я, а из указанного выше предпо
ложения следует, что D положительно определен в Я.

Для погрешности гк = ук— и получим из (3) однородное 
уравнение
zk+%—Szk, k = 0, 1, . . . ,  z0 =  у0 и, . . .

S =  (®(2)£  +  Л2)-1 (ю(1)£  +  Л ,)-1 (<а>(2,£ — Лг) (о)(1)£ —Л2). 1 '
Перейдем в (4) к задаче для эквивалентной погрешности

хк — (а>тЕ +  Л2) гк. (5)
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Получим
i — Sxki k — 0, 1, • • •, S  — 5i5g f

5 1= (® (1>£ +  Л1) - 1 (<»<,>̂ —At), (6)
Sa =  (o)(2>£ +  ̂ 2) -4 © (1>£ - ^ 2).

Так как в силу сделанной замены (5) имеет место равенство 
| | =  I z* || 0 , то достаточно исследовать поведение нормы экви
валентной погрешности хк в пространстве Н. Из (6) найдем

l**+i l < ! s « I * J < ! 5 i l | s . l ! * * l .  * = о ,  1, . . .
и, следовательно,

ll2jlz, =  ||x J < 1 5 ||" fx 0i< ( | |S 1||||52r | | 20||o. (7)

Оценим норму операторов S, и S ,. Предположим, что опера
торы (лт)Е-\-Аа, а — 1,2, неотрицательны. Тогда из п. 4 § 1 
гл. V в силу (2) получим

«5x1 max
^  ̂  ̂  Ai

С 0 ( 2 > —  X I
в>М + х I ’ ^  шах

$ 2  У ^  А 2

0)(1> — у

и, следовательно,

« S J p 2| |<  max |/?х(дс,у)|,
6 i  <  х <  A i

^  У ^  Д а

# 1  (х, у)
С 0 ( 2 > — X  со (1) —  у
со(1) +  л; со(2) -J- у  *

Учитывая оценку (7), поставим задачу выбрать параметры 
0)(1:) и со(2) из условия

min
©(1>,(о(2>

шах | R ± (х, у) | .
^  х ^  А ,

^ 2  ^  У ^  А г

Эта задача является частным случаем задачи, решенной в § 1 
настоящей главы. При помощи дробно-линейного преобразова
ния переменных х и у (см. (15), (21)—(24) в § 1) поставленная 
задача сводится к задаче нахождения параметра к* из условия

шах I к*—и — min шах к—и
и < 11 к*-{-и И Г) < и < 1 и +  и =  р. (8)

При этом параметры со(1> и <а>(2) выражаются через х* по формулам

С0Ц) = r x * + s  
1+t%*' ю(2> = ТУ.*—S

1 — tx,* »

а для погрешности г„ имеет место оценка
|2 „ ||о < Р аи||г0||д.

Кроме того, в п. 4 § 1 было показано, что при оптимальном 
выборе %* операторы ю(а>£  +  Аа положительно определены, если 
6i +  62> 0 .  Следовательно, в силу (2) наши предположения
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о неотрицательности операторов со(а)Е +  Аа, а = 1 , 2, будут заве
домо выполнены.

Приведем решение задачи (8) независимо от результатов 
п. 4 § 1. Рассмотрим функцию <р(ы) =  (х—ы)/(х +  м) на отрезке 
О <  Л ^  и 1 при и >  0. Эта функция монотонно убывает по и 
и, следовательно,

шах |<р(«)| =  т а х (  'Ш-Л 
п < н < 1 |YV п  \ Ч+и

Отсюда легко получить, что минимум по % этого выражения 
достигается для к*, которое определяется из равенства

х*—т]_1 —х*
Х » + Т ] -  1 + х * '

Отсюда найдем

к* — \/гГ[ , min max
X Т) <  и <  1

X— и 
X-j -U

1 - У ч  
i + V n ’

Итак, доказана
Т е о р е м а  2. Пусть выполнены условия (2), а 

<а(1> и со121 выбраны по формулам

lWs=j J ^ t L t
+ tV n  i - t  y j

параметры

где г, s, t и у] определены в (21) — (24) § 1. Метод переменных 
направлений (3) сходится в HD, и для погрешности га имеет 
место оценка

1 гп Но ^  Р 2” 1 z0 Но* Р =  J "у— ,

где D = (a>i2)E +  Л2)2. Для числа итераций п справедлива оценка 

п =  n0 (е) =  In е/(2  Inр) «  ln-i-

2. Разностная задача Дирихле для эллиптического уравнения 
с переменными коэффициентами. Рассмотрим пример применения 
метода переменных направлений в некоммутативном случае. 
Пусть на прямоугольной сетке и == {xtJ =  (ihlt jh2) g G, 0 i ^  Nt, 
0 ^ j ^ N 2, ha = la/Na, a = l ,2 } ,  введенной в прямоугольнике 
G =  { 0 ^ x a ^ / a, a  = 1 ,2 } , требуется найти решение следующей 
разностной задачи:

2

Л г / = 2  (aa (x )y ^ )x — q(x)y = — (f(x),
a= 1 a a

y(x)= g(x), x £ y ,
где коэффициенты разностной схемы удовлетворяют условиям 

0 <  (х)^. d2. (10)
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В пространстве Я  сеточных функций, заданных на ю, со 
скалярным произведением (и, v)= ^  u(x)v(x)hJhi, операторы

хе (д
Аг и А 2 определим следующим образом: Аау — — Лау =
— — (ааУ;а)^а +  0.5?у, а =  1, 2, г/6 Я, г/6 Я , где, как обычно,
у(х) — 0 на у.

Введенные операторы Аа являются самосопряженными в Я, 
и если аа (х) зависит только от переменной ха и q(x) есть по
стоянная, то операторы А1 и будут перестановочны. В общем 
же случае перестановочность не будет иметь место, и для ре
шения уравнения (1), соответствующего разностной задаче (9), 
можно применить рассмотренный в п. 1 § 3 метод переменных 
направлений (3).

Алгоритм метода имеет простой вид 
®а W / . “ А1Уь+ч, =  ®(1)г/* +  Л2г/* +  ф, <  /х—hx,

Ук + Чъ (̂ 0 == § С̂ )» ~  9, 1̂» ^2 2̂ 2̂ 2̂»
<̂тУк+1 — А 2Ук+ 1  =  <дтУк+уг +  \yk+ t/t +  ф, К  <  Х 2 <  /а—fta, 

Я*+1 (^) =  ёГ(-̂ )» *2 =  0, kf /г1< х 1< / 1—/it .

Осталось найти границы 6а и Аа операторов Аа , а = 1 ,  2. 
Так как условия (10) выполнены, то из леммы 14 § 2 гл. V 
получим

(У*. 1)<оа < и а (лд)(Аа«/, У)ч>а, Р =  3—а, а = 1 ,2 ,  (11)

где иа (хр) =  max va (х), а уа (х) есть решение следующей трех-
*а6®а

точечной краевой задачи:

(aav.  ̂ —0,5̂ 1»“ =  —1, fta < x a < / a —ft«,
\ ха /ха

Оа  ( х )  =  0 ,  Ха =  0 ,  la, Ifi— llfi.

Скалярное произведение по <вв определяется следующим образом:
*а- *а

(и, у)Ша =  2  ti(x)v (x)ha = 2  u(x)v(x)ha.
x a = ha  *а6ша

Умножая (11) на ftp и суммируя по хр, получим 

(-^У*> У)* c t =  1,2.

Следовательно, в качестве 8а можно взять

1
6„ = mm — г ^г ,

ftp<*p</p-ftp *“ (*р)
Р =  3—а, а =  1, 2.
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Найдем теперь Аа. Будем поступать по аналогии с п. 2 § 2. 
Обозначим через диагональную часть матрицы Ла, соответ
ствующей оператору Аа:

@>y = da (x)y,

{

0,5<7 (х ) +  -4- (аа (ха, Xfi) + aa (xa + ha, х$),
Н а

ha < x a ^ l a- h a,

Тогда имеет место неравенство 
(ЛсУ, у) <  (2 ^min ){S>y, y ) < ( 2 ^min ) шах 4  (x) (у, у),

*есо
где Ят!п—постоянная из операторного неравенства 

Найдем kmia. Из леммы 14 § 2 гл. V получим
(day%, 1 )ша ^  Ра (-̂ р) (Аау, y)a>ai (12)

где pa (*p) =  шах w'x (х), a wa (х) есть решение следующей
ха 6 ма

трехточечной краевой задачи:

f d^W—  ̂ 0,5*7® :== ^а (-̂ )» ft<*^ Ха ^  l<x,~~~ha,i
\ ха ]ха
wa (х) =  0, ха = 0, /а, 4 -

Умножая (12) на ftp и суммируя по юр, получим

l)< (A « y , У), « =  1» 2.

Следовательно, в качестве Яш!п можно взять

rain

1

поэтому Аа есть

Д . =  /'2-

а . _  ______
" Ш И  * * * * * *  п  1у \ »ftp<Jcp<̂ p -ftp Ра ГР1

*» '
Итак, априорная информация, требуемая для применения 

метода переменных направлений, найдена. Используя условия (10), 
можно показать, что величина rj, определяющая скорость схо
димости метода, для рассматриваемого примера есть 0 ( |f t |2), 
где |f t |2 =  ft?-f-ft|. Поэтому в силу теоремы 2 для числа итераций 
будет справедлива оценка

п — О •In
т ) -

Рассмотрим модельную задачу. Пусть разностная схема (9) 
задана на квадратной сетке в единичном квадрате (N1=;NZ = N,
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li = l2— !)• Коэффициенты (x), a2 (x) и q (x) выберем следую
щим образом:

ai (x) =  1 + c [(^i—0,5)2 -f (x2 — 0,5)*], 
a2(x)=  1 +  c[0,5—f o —0,5)a— (x2— 0,5)2], 

q (x) =  0, c >  0.
В этом случае в неравенствах (10) сг =  1, с2 =  1 +  0,5с, йг = й2 =  0, 
меняя параметр с, будем получать коэффициенты разностной 
схемы (9) с различными экстремальными характеристиками.

Приведем число итераций для рассмотренного метода пере
менных направлений в зависимости от отношения с2/сх и от числа 
узлов N по одному направлению для е = 1 0 _4.

Т а б л и ц а  12

Ci/Ct и со to = 64 N= 128

2 65 132 264
8 90 187 380

32 110 233 482
128 122 264 556
512 128 282 603

Сравним этот метод с методом верхней релаксации (см. § 2 
гл. IX), попеременно-треугольным методом (см. § 2 гл. X) и 
неявным чебышевским методом (см. п. 3 § 2 гл. VI). По числу 
итераций рассмотренный метод переменных направлений усту
пает методу верхней релаксации и попеременно-треугольному 
методу, но превосходит неявный чебышевский метод в 1,5—2 раза. 
Однако по объему вычислительной работы метод переменных 
направлений будет уступать и неявному чебышевскому методу.



Г Л А В А  X I I

МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ 
С НЕЗНАКООПРЕДЕЛЕННЫМИ И ВЫРОЖДЕННЫМИ 

ОПЕРАТОРАМИ

В главе изучаются прямые и итерационные методы решения уравнений 
с невырожденным и незнакоопределенным оператором, с комплексным опера
тором, а также с вырожденным оператором. В § 1 для уравнения с незнако
определенным оператором рассмотрены метод с чебышевскими параметрами 
и метод вариационного типа. В § 2 для уравнения с комплексным оператором 
специального вида построены методы простой итерации и переменных направ
лений с комплексными итерационными параметрами. В § 3 изучены общие 
итерационные методы решения уравнений с вырожденным оператором, когда 
оператор на верхнем слое невырожден. Параграф 4 посвящен построению 
специальных прямых и итерационных методов для уравнений с вырожденным 
оператором.

§ 1. Уравнения с действительным незнакоопределенным
оператором

1. Итерационная схема. Задача выбора итерационных пара
метров. Пусть в гильбертовом пространстве Н дано уравнение

Au = f  (1)

с линейным невырожденным оператором А. Для решения урав
нения (1) рассмотрим неявную двухслойную итерационную схему

B ^ ^ k +  Ayk = f, k = 0 , \ ,  . . . .  (2)

с невырожденным оператором В и произвольным у0 g Н.
Итерационные схемы вида (2) изучались в главах VI, V III, 

где были предложены некоторые способы выбора итерационных 
параметров т4 в зависимости от свойств операторов А, В и D. 
Напомним, что D есть самосопряженный положительно опреде
ленный оператор, который порождает энергетическое простран
ство HD. Было показано, что для сходимости в HD рассмотрен
ных итерационных методов требуется положительная определен
ность оператора

C = D-y>(DB~1A )D -y«. (3)

Для конкретных операторов D это требование приводит к сле
дующим условиям на операторы А и В:
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1) оператор А должен быть положительно определен в Я , 
если D = A, В или А*В~ХА\

2) оператор В*А должен быть положительно определен в Я, 
если D = A*A или В*В.

Существуют задачи, для которых эти требования не выпол
нены, т. е. либо оператор А не является знакоопределенным, 
либо трудно найти такой оператор В, чтобы В*А был положи
тельно определенным оператором. В качестве примера таких 
задач можно привести задачу Дирихле для уравнения Гельм
гольца в прямоугольнике

У ^  +  У ь х г + ^ У ^ 0’
y(x) = g(x), х £ у ,

где т2, >  0.
Данный параграф посвящен построению неявных двухслойных 

итерационных методов для случая, когда оператор С является 
невырожденным незнакоопределенным в Я оператором. Здесь 
мы будем рассматривать только действительные операторы С, 
комплексный случай изучается в § 2.

Переходим к построению итерационных методов. В уравнении
zk+1 = {E— Tk+1B~1A)zJl, k = 0, 1, . . . .  2п— 1,

для погрешности zk = yk— и итерационной схемы (2) сделаем 
замену zk = D~1i*x4t и перейдем к уравнению для зквивалентной 
погрешности хк:

хк+1 ^  {В '̂$+1 '̂) к — О, 1, ..  * > 2/г— 1, (4)

где оператор С определен в (3). Так как оператор С незнако- 
определен, то очевидно, что норма оператора Е — тк+1С будет 
больше либо равна единице для любого тл+1.

Рассмотрим теперь уравнение, связывающее погрешности на 
четных итерациях. Из (4) получим

X2k + 2=={^ 2̂k + ?P) + X2k' k — O, 1, . • • , tl 1. (5)

Если обозначить
+1 ^  + 2̂  2k + 1» k ~ 0 ,  1, , , . 9 tl 1 , (6)

и потребовать, чтобы итерационные параметры т2А+2 и таЛ+1 для 
любого к удовлетворяли соотношению

2а, Л =  0, 1, . . . ,  п—  1, (7)

где а —неопределенная пока постоянная, то (5) можно записать 
в виде

x2k+2== № — k = Q> 1, . . . , С  =  С2 2аС. (8)
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Если (ok+1 и а найдены, то параметры т2А+2 и таА+1 в силу (6) и 
(7) определятся по формулам

*«*+i =  —««>*+i — V  a 2(oI+i +  wfe-n,
т2*+2 =  —a®*+i +  Ka2®I+i +  (ofc+1, (9)

k = Q, 1, п — 1.

Из (8) получим
П

%2п = XI {Е ■*"<>»
/= 1 '

в * .» к

Так как оператор С зависит от а, то требование положительной 
определенности оператора С будет одним из условий, которым 
подчинен выбор параметра а. Кроме того, из (10) следует, что 
параметры со,, 1 ^  ^  п, и параметр а  нужно выбрать из условия

П _ _

минимума нормы разрешающего оператора ТТ(Д—со,С).
/= 1

Эта задача о наилучшем выборе итерационных параметров a>j 
и а , а следовательно, и параметров хк для схемы (2) будет 
решена ниже. Сначала установим связь предлагаемого способа 
построения итерационного метода со способом, основанным на 
трансформации Гаусса, для случая самосопряженного опера
тора С.

Заметим, что замена u — D -'^x, f  = позволяет записать
исходное уравнение (1) в следующем виде:

Сх =  ф, (11)
где оператор С определен в (3). Используя (11), получим

Сх — С2х—2аСх =  (С—2а£')ф =  ф. (12)

Далее, если обозначить vk — D'!*yk, где ук—итерационное при
ближение в схеме (2), то легко найдем

xk =  D'/*zk = D'/*yk—D'/щ — vk—x.
Подставляя xk в (8) и учитывая (12), получим итерационную 
схему

v*k+*-v2k+ c v^ - t * =  0, 1, . . .  (13)

Итак, схема (13) есть явная двухслойная схема для преобразо
ванного уравнения (12).

Пусть С =  С*. Напомним, что в этом случае первая транс
формация Гаусса состоит в переходе от уравнения (11) к урав
нению Сх =  С2х =  Сф =  ф. Так как С—невырожденный оператор,

461

П  (E-<*jC) 
/=1 «*«!

(10)



то оператор С2 будет положительно определенным в Н. Поэтому 
указанное преобразование приводит нас к случаю знакоопреде
ленного оператора. Для решения уравнения с таким оператором 
можно использовать двухслойную схему вида (13), заменив
С на С и <р на ф. Очевидно, что такой метод есть частный слу
чай (при а  =  0) рассматриваемого нами метода.

2. Преобразование оператора в самосопряженном случае. Будем 
предполагать, что оператор С самосопряжен в Н. Тогда опера
тор С =  С2—а С также самосопряжен в Н. Нашей ближайшей 
целью будет выбрать параметр а  так, чтобы оператор С был 
положительно определен, и найти границы У! =  Ух(а) и у2 =  у2 (ос) 
этого оператора, т. е. величины из неравенств

<  С <  у2£ , Y i>°* (14)

Если указанное значение для а существует, то в силу оценки
п __ II п

I J  (Е— со.С) <  шах Ц ( 1  —со/)
/=  1 II /=1

задача нахождения параметров со,-, / =  1, 2, . . . ,  п, сведется к по
строению полинома P„(t) степени п, нормированного условием 
Р„ (0) =  1 и наименее уклоняющегося от нуля на отрезке [ylt у2] 
положительной полуоси. Эта задача была изучена нами ранее 
в главе VI при построении чебышевского метода. Решение имеет 
вид

i+p°#A * И*€3)1£ =  {—c o s-^ j-  я, i =  1, 2, . . . ,  n j  , 

где &= 1, 2,

„ ____2 _  о - I n i  п t _Vi
‘“““ Vi+Ya’ Р о _ 1 +  £ ’ Pl~ l + Y J ’

При этом в силу (10) для погрешности х2п будет справедлива 
оценка

1 Ж» К  9я II II. Я п  =  2pi/( 1 +  Pi") •

Отсюда следует, что выбор параметра ос должен быть подчинен 
условию максимума отношения уг/у2.

Найдем оптимальное значение для параметра ос. Пусть соб
ственные значения р оператора С заключены на отрезках [ух, у2] 
и [у3, у4]. Так как оператор С незнакоопределен и невырожден, то

Yi < Y 2< 0 < Y s <Y4-
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Найдем собственные значения X оператора С =  С2—2аС. Легко 
видеть, что собственные значения операторов С и С связаны 
соотношением

Х =  р2—2ар, (16)

где Q состоит из двух отрезков [ylt у2] и [у3, у4].
На1йдем сначала ограничения на а, которые обеспечивают 

положительность собственных значений X, т. е. положительную 
определенность оператора С. Анализируя неравенство р2—2ар> 0, 
находим, что оно имеет место для р, меняющегося вне интервала 
[О, 2а]. Поэтому это неравенство будет выполнено для р g Q, 
если а  удовлетворяет условию

<  2а <  у3. (17)

Будем считать, что (17) выполнено. Из (16) получим, что 
преобразование Х =  Х(р) =  р2—2ар отображает отрезок [ylf у2] 
на отрезок [Х2, Хх], а отрезок [у3, у4] на отрезок [Х3, Х4], где 
Х{ =  Х(уг-), 1 < л < !4 . Таким образом, все собственные значения 
оператора С положительны и расположены на отрезках [Х2, XJ и 
и[Х3, Х4]. Поэтому в неравенствах (14) следует положить

Yi =  m in(Х2, Х3), y2 =  max (Хх, Х4). (18)

Выберем теперь 2а € ( y2, 7 з )  из условия максимума отноше
ния Yi/Va- Из (18) получим

Yi =

7а =

2̂ =  Ta(Ya —2а), Y a< 2 a< Y a +  Ys, 
з̂ =  Тз(Тз—2а), Y a + ?з <2a<Y °s, 

= (Yd—2а), 2а <  у*1 +  i t ,
=  Yi (Yi 2a), Yi +  Y*4<2a.

Введем следующие обозначения: Ax =  Ya— Yi> A2 =  y4—Y3, и рас
смотрим два случая.

1) Пусть сначала A4^ A 2, т. е. Ya + 7з <5 Yi +  74* В этом слу
чае для £ =  Yi/Ya получим следующее выражение:

О О
уа (7а 2а)  ̂ «у. <  2а ^  Ya +  7з> возрастает по а,
Y 4  (74— 2а)

I =  £ (а) =  j !3 !3~ ^  , Ya +  7 3 < 2 a < Y i +  74, убывает по а,
74(74 — 2«)
7 з7з—2а)

I  7 i  ( 7 i — 2 а )

Следовательно, в этом случае оптимальное значение а есть

a  =  a 0 =  (Ya +  Ys)/2, (19^

7i + 74^ 2a, убывает по а.
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причем условие (17) выполнено. При а  =  а 0 имеем

Vi =  K  =  K  =  — Т а Т з ,

?2 =  ^4 =  ?4 (А«— A i)— Y lV «> *-I-

(20)

(21)

2) Пусть теперь Д ^ Д ^ ,  т. е. Ya +  Vs Yi +  Yi- В этом слу-
чае будем иметь

/ Та (Уз — 2а)
? 4  ( ? 4 — 2 « )  ’

У а ( Т а — 2 « )  

Ti (Ti —2а) ' 
У з  ( Т з — 2 « )

, П (?1 -2а) ’

2 a ^ Y j +  yi( возрастает по а,

Yi +  Y4^ 2a ^ Y 2 +  Y3, возрастает по а, 

Ya +  Y3< 2a < Y 3, убывает по а.

Следовательно, и в этом случае оптимальное значение парамет
ра а  определяется формулой (19), значение Yi Дано в (20), а

Y3 =  î =  Yi(A2—Â j—YiY 4 > V  (22)
Итак, доказана
Л е м м а  1. Пусть собственные значения оператора С заилю- 

чены на отрезках [Yi, у2] и [?з> УаЬ 7о2 < ° < 7 з *  Тогда для опе
ратора С = С2— a С при а = а0 =  (у2 +  у3)/2 справедливы неравен
ства

Y1£ '< C < Y 2-E. Yi >  0, 
где

Yi== — Y2Y3» Y2 =  тпах [у4 (А2—Ai), Yi (д 2—Ai)]—YiY4-
Для указанного значения а отношение y jy 2 максимально.

Утверждения леммы следуют из (19) — (22). Отметим, что 
а о =  0 лишь в случае, когда у2 =  — Ys-

3. Итерационный метод с чебышевскими параметрами. Быше 
мы рассмотрели двухслойную итерационную схему (2), пара
метры тй, & = 1 , 2 , . . . ,  2п, которой выражаются через соА, 
1 и а по формулам (9). При этом параметры coft явля
ются итерационными параметрами чебышевского метода и опре
деляются соответствующими формулами, а необходимая для 
этого априорная информация и оптимальное значение парамет
ра a  даны в лемме 1 .

Заметим, что мы предполагали принадлежность собственных 
значений р самосопряженного оператора С отрезкам [у1( у2] и 
[ y °3 ,  Y4]• Из определения ( 3 )  оператора С следует, что собственные 
значения оператора С одновременно являются и собственными 
значениями следующей задачи:

А и— \iBu =  0. (23)
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Чтобы убедиться в этом, достаточно умножить это уравнение 
слева на оператор и сделать замену, полагая u==D~l̂ v.
Заметим, что оператор С будет самосопряжен в Я, если само
сопряжен оператор DB~XA.

Сформулируем полученные результаты в виде теоремы.
Т е о р е м а  1. Пусть оператор DB~1A самосопряжен в Н^и 

собственные значения задачи (23) принадлежат отрезкам [у4, у2] 
и [у3, у4], У1 < у 2 <  0 <  Ys^Y*- Для итерационного процесса (2) 
с параметрами

Т2Л-г =  — — Т2* =  — “ о®* +  +®Л.
k — 1, 2..........п,

справедлива оценка
i Id ^  Яп 1 с0 IID*

где

ел со0
к Н-роР* 

2 1 - i  Л 1 - V 1  „ . 2р?
’ Y1 +  Y2 ’ Ро: 1 +  1 ’ Pi =

i  +  V  1
а  = __ . ? = _Ii
Чп 1+р*»' s y»*

а 0 =  ° .5 (Т2 +  ?з).оТ1 =  — ТгТз, ^
?2 =  шах [у4 (А,—Д4), Yi (д 2—А,)]—т»Т«» 

Ai =  Y«— Vi. Л2 =  У*4—Ys-
Итерационный метод (2) с указанными параметрами хк будем 

называть чебышевским методом.
Рассмотрим некоторые частные случаи. Пусть Д4 =  Д2, т. е. 

длины отрезков [у4, у2] и [у3, у4] одинаковы. В этом случае имеем
о о• о  ° • C .V 2V4

Yi =  —  Y2Y3. y 2 =  —  YiY«.  6 = Y1 Y4
Покажем, что в рассматриваемом случае построенный набор 
параметров т4 наилучший. Это утверждение нужно доказывать, 
поскольку при построении параметров хк для схемы (2) мы на
ложили п условий (7), следовательно, выбор параметров был 
подчинен дополнительным ограничениям.

Из (5) и (8) найдем, что

Х2П — Q-2U (С) *0 — Рп (С) Х0>
где

2 п _ п
CUn (С) =  П  {E-XjC) =  Рп (С) =  П  (Я-®уС). (24)

/=1 /= 1
Рассмотрим соответствующие алгебраические полиномы 
и Рп (Ц (7. =  р2—2ар). Если параметры со, выбраны указанным
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в теореме 1 образом, то полином Р„ (X) следующим образом 
выражается через полином Чебышева 1-го рода Тп(Х) (см. гл. VI, 
§ 2, п. 1):

а д )  =  л ( ! ^ ) ,  Рп(0) =  1,
шах |Р „(Ь )| =  <7Л-

V i  ^  Тг

Заметим, что в точках yi =  А.„ <  Я4 < . . .  <  Х„ =  у2, где
, ы1 —р0 cos —

К = ------ —------ , k = 0, 1, . . . .  П,

полином Рп(Х) достигает экстремальных на [уг, у2] значений:

Pn(.h) = ( - № n ,  k = 0, 1, . . . .  п. (25)

Так как в силу (24) имеет место равенство Q2n(p) =  P„(X), где 
X и р связаны соотношением Я =  р2—2ар, то из (25) найдем

Qa* (Р*) =  Qan (Р/О =  (— 1)*9и, А==0, 1, . . . .  га, (26)

где р£ и р£—корни квадратного уравнения
pi —2apft—Xk = 0, fe =  0, 1, . . . .  га. (27)

Далее, для рассматриваемого случая преобразование Я, =  А,(р) =  
=  р2—2оср отображает каждый из отрезков [у4, у2] и [у„, у4] на 
один отрезок [у4, у2]. При этом точкам р =  у2, р =  у8 соответ
ствует Я =  у1, а р =  у4 и р =  у4 соответствует X =  у2. Поэтому 
корни уравнения (27) расположены следующим образом:

Yi =  Р« <  №1-1 <  • • • <  Ро =  ?з =  Ро <  Pi <  • • • <  Р« =  у4 •
Предположим теперь, что построенный в теореме 1 набор 

параметров хк не наилучший. Это означает, что существует 
другой полином степени не выше 2п вида

_  2/г __
Qa«(P) =  I I ( l —Т/Р),

/= 1
для которого

max I Q2n (р) I < q n, Й =  [у„ у2] U [у8, v j .
|А€ А

Рассмотрим разность i?2„(p) =  Q2„(p) —Q2„(p), которая есть по
лином степени не выше 2га. Доказательство существования 2га+  2 
корней у полинома Т?2„(р) приведет нас к выводу о неверности 
сделанного выше предположения.
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Для доказательства рассмотрим значения R2n (р)_ в точках 
p i, 0 Так как, по предположению, — q„ < < qn>
p ^ Q , то

^ 2 П (И-fc) ~  Q in (М'*) Qin  (М'*) =  ( О *  ЯП 0-2П (Нй)

и i?2„(pfc)<0, если k —нечетное, Ям (pi) >  0, если k—четное. 
Следовательно, при переходе от p i к pi+1, O ^ k ^ n — 1, поли
ном R 2n (р) меняет знак. Поэтому на отрезке [ух, у2] существует 
п корней этого полинома. Аналогично, рассматривая значения 
R in (р) в точках р^, 0 докажем существование п корней
и на отрезке [у3, у4]. Далее, так как

(Y«) =  Rin(Ро) >  0, R 2n(у3) =  R2n(pj) >  О,
Я*(0) =  0,

то в интервале (у2, у3) есть либо два различных (один из ко
торых нуль) корня полинома £ 2„(|х), либо нуль есть кратный 
корень. Следовательно, на отрезке [ух, у4] полином R,„ (р) имеет 
2/г +  2 корня, что невозможно.

Итак, для случая ДХ =  Д2 построенный в теореме 1 набор 
параметров хк наилучший.

Пусть теперь ДХ̂ Д 2. В этом случае имеем ух = — у2у3> 
Y. =  Y^(A| — Ai) — Y1 Y4. Так как Y. =  Y«,(A«—Ai ) ~  YiY« =  
=  y4 (y4—y3 — у2), t o  yx и  y2 не зависят от ух. Следовательно,
для любого ух из интервала у2 +  ?з — Y4^=Yi ^ Y 2 имеем один и 
тот же набор параметров хк, и итерационный метод (2) сходится 
с одинаковой скоростью для любого ух из указанного интервала.

В заключение заметим, что построенный в теореме 1 набор 
параметров хк будет наилучшим и для случая, когда п — 1, а Дх 
и Д2 не обязательно равны. Это есть случай циклического ме
тода простой итерации, для которого в схеме (2) 
r 2fe =  T2, k = \ ,  2, . . . ,  а тх и т2 находятся по формулам теоре
мы 1 для й~— 1 (<ох =  со0)

тх =  — а 0<в0— V +  ©о» т2 =  — «о®о +  V  «о®о +  со0.
где оо0 =  2/(“ух +  у2). Так как в этом случае имеем 4

П
%2П =  X X  ( Е  *0 =  ( Е  (О0С ) Я Х 0,

/=1
| |£ - с о 0С |< р 0, р. =  ^ = | ,  6 =  g ,

то для погрешности г%п итерационной схемы (2) будем иметь 
оценку

В  2̂ п I d  ^  Poll * < >  П о -
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Так как в силу (6) и (7) два параметра Xj и т2 заменяются на 
параметры м* и се, а последние выбираются оптимальным обра
зом (со1 =  <в0, а  =  а 0), то, действительно, параметры xt и xs для 
метода простой итерации выбраны наилучшими.

4. Итерационные методы вариационного типа. Выше мы рас
смотрели итерационные методы для случая самосопряженного 
оператора DB~lA, когда не все собственные значения задачи (23) 
одного знака. При этом сходимость итерационного метода (2) 
обеспечивалась построением специального набора итерационных 
параметров. Рассмотрим теперь итерационные методы вида (2), 
сходимость которых при обычном выборе итерационных пара
метров обеспечивается структурой оператора В. С таким спо
собом построения итерационных схем мы имели дело в методе 
симметризации уравнения (см. гл. VI, § 4, п. 4) и при изучении 
методов минимальных погрешностей и сопряженных погрешнос
тей в главе VIII.

Пусть оператор В имеет вид
В =  (Л*)-1В, (28)

где В —произвольный самосопряженный и положительно опре
деленный оператор. В качестве оператора D возьмем В. Тогда 
DB~1A — А*А, С =  £-■/>ЛМЯ-v*. Если оператор В не вырожден 
и незнакоопределен, то оператор С все равно положительно 
определен. Кроме того, оператор С самосопряжен в Я. Поэтому, 
если заданы 7l и у2 в неравенствах угЕ ytE, 7l >  0 или
в эквивалентных им неравенствах

71В < Л М < ТД  7l >  0, (29)
то параметры хк в (2) можно выбрать по формулам чебышев- 
ского двухслойного метода (см. гл. VI, § 2, п. 1)

‘ « ' < 4
ft=  1, 2, . . . ,  п, (30)

X -  2 О = b J  ? =  I i
Vi +  v* ’ Ро 1 +  S ’ 6 Уш’

Итак, имеет место
Т е о р е м а  2. Пусть А невырожденный оператор. Для ите

рационного метода (2), (28) с параметрами (30), где 7l и у2 
заданы в (29), имеет место оценка

и и ^  и и 2р? 1 - / 1
II гп Ив ^  Яп I го Ид » Яп 1 _|_р2п » Pi

Если постоянные 7l и у2 в (29) либо неизвестны, либо могут 
быть оценены слишком грубо, можно воспользоваться рассмот
ренными в главе VIII итерационными методами вариационного 
типа.
468



Если для схемы (2), (28) параметры тк выбирать по формулам
г — ( Г к > г ь>
*+1 ( A w k, г к)

k = 0, 1,

где гк= А ук— f —невязка, a wk— поправка, определяемая из 
уравнения Bwk — A*rk, то получим метод минимальных погреш
ностей (см. гл. V III, § 2, п. 4). Как известно, для погрешности 
zn этого метода имеет место оценка || zn ||g ^  р„ || г0 ||g t где р0 оп
ределено в (30).

Если рассмотреть трехслойную итерационную схему
Byk+1 = ak+1(B— xk+1A )yk +  ( l— ak+1)Byk. l +  rk+1ab+1f, 1,

Byi = (B—T1A)y0 +  r j ,  г/0€ Я ,

где оператор В определен в (28), и выбрать итерационные пара
метры ак+1 и тй+1 по формулам

('•*. гк)
4+ г- k = 0, 1, . .

а
(Awk, r k) ’

. ( \  т*+* (Гк> г 1 У 1 Ь — I О а. — 1*+1“ Г  Ч  (г*-1,/-*.,) о J  ’ R 1< 1 ' * * •» “i - 1-
то получим метод сопряженных погрешностей (см. гл. V III, § 4, 
п. 1). Для погрешности этого метода верна оценка

1 гп Ид Яп II г0 Ид •
5. Примеры. Рассмотрим применение построенных выше ме

тодов к нахождению решения разностной задачи Дирихле для 
уравнения Гельмгольца в прямоугольнике

ук1Х1+у-ХгХг+ т2у = - ^ х)>
y(x) = g(x), х £ у ,  ' '

где со =  {х,7 — (ihlt //г2)л 0 <  i <  Nlt 0 <  / <  N2, haNa =  la, a =  1,2}, 
a у —граница сетки со.

Сведем задачу (31) к операторному уравнению (1). В данном 
случае Я —пространство сеточных функций, заданных на со со 
скалярным произведением

(и, о) =  2  и (х) v (*) К К  и&Н, 0 Е Я.
* € < й

Определим оператор R следующим образом: Ry =  — Ay, у£ Н , 
у £ Н  и у(х) — у(х), x g со, где Я —множество сеточных функций, 
заданных на со и обращающихся в нуль на у, а А есть разност
ный оператор Лапласа Ay =  y - Xi + 1/- ̂ . Тогда оператор А опре
делится равенством A = R —т 2Ё. Так как оператор R самосо
пряжен в Я и имеет собственные значения

t Я* =  +  bj*>, 4 “» =  ^ - sin2- ^ 2 . ,
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то оператор А также самосопряжен в Я, и его собственные зна
чения выражаются через Хк по формуле

цк = Хк— т?, k = (klt k2), 1 < /г а < Я а— 1, а = 1 , 2 .  (32)

Пусть т2 не совпадает ни с одним Хк. Обозначим через и 
%тг ближайшие к т% собственные значения %к соответственно 
снизу и сверху, т. е.

К  < т г < К ,- (33)

В этом случае оператор А не вырожден и незнакоопределен.
Для решения уравнения (1) с указанным оператором А рас

смотрим явную итерационную схему (2) (В~=Е). Если положить 
D = E, то оператор DB~1A совпадает с Л и является самосопря
женным в Я. Выбор итерационных параметров в этом случае 
можно осуществить, используя теорему 1. Из (23) получим, что 
необходимая априорная информация задается границами отрез
ков [Yx, у2]> [?з. T<i] положительной и отрицательной полуосей, 
на которых расположены собственные значения оператора А.

Из (32) и (33) найдем ух =  8—т2, °у2 = Кт— тг, ъ  = %та— тг, 
Yi =  А—/л2, где

8 =  min %к =  ^  Д -sin2^ 2-, Д =  тах  Хк = ]£ -^ -co s25 ^  .
"ТТ /la Д а  к  h a  д а,а= 1 а= 1

Найдем теперь Yi. Y2 и величину j/"I, которая определяет число 
итераций для рассматриваемого метода, так что п ^ п 0 (е) =  
=  ln(2/e)/(2K g). Из формул теоремы 1 найдем

Y j — (Л12 —  ^тп,) ( ^ т , Л22) >

V2
(А— т 2) (Д +  т 2— %т —  Х та) ,  

S) (*«. +  **, — 6),
[ (Л“ " 
\  ( т 2-

^ ,  +  ^ < ( А  +  б),

(Л +  в).
Отношение % = y jy 2 зависит от тг. Чтобы получить пред

ставление о качестве рассматриваемого итерационного метода, 
найдем значение т 2 из интервала (А,Я1, Ха>), при котором 1 мак
симально. Получим

при этом

"J2 =  0,5(XOTi-f %тж),

( (А—/п2)2, 2 т 2< Д  +  6, 
\  ( т 2—8)2, 2/n2^ A  +  6.
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Если т* мало, т. е. Xmi и %тг близки к б, то Yi =  0(l)> 
а у2 =  (Д—тгУ = 0  • В этом случае наилучшее |==*
= О (\h |4). Если %тх и kMi близки к А, то снова получим 
|  =  О (| к |4). Лишь для случая1, когда %mt и Хта близки к 0,5 (A-f б), 
получим

7i =  0  (-pjp-) и Ya =  0  ( p f j r ) ,

так что
5=-0(1Л|»).

Заметим, что разностная задача (31) может быть решена 
одним из прямых методов, рассмотренных нами в главах III, IV: 
либо методом полной редукции, либо методом разделения пере
менных. Возникающие при этом трехточечные краевые задачи 
следует решать, в отличие от случая т =  0, методом немоно
тонной прогонки.

§ 2. Уравнения с комплексным оператором

1. Метод простой итерации. Пусть в комплексном гиль
бертовом пространстве Н дано уравнение

Au +  qu =  f, (1)
где А — эрмитов оператор, a q =  q1 +  iq i —комплексное число. 
Для приближенного решения уравнения (1) рассмотрим явную 
двухслойную схему

yjL!AzM  +  (A +  qE)yk =  f, fc =  0, 1, . . . .  у ^ Н , (2)

где т =  т1 +  1'т2—комплексный итерационный параметр.
Будем предполагать, что ^=^=0, а уг и у2—постоянные 

в неравенствах
у1£ '< Л < у 2£'. (3)

Исследуем сходимость итерационной схемы (2) в энергети
ческом пространстве H(D =  E) и найдем оптимальное значение 
для итерационного параметра т. Используя (1) и (2), запишем 
уравнение для погрешности хк — ук—и в виде:

xk+1 = Sxk, /г =  0, 1, . . . .  S = E —тС, (4)

где
С =  Л -|- qE»

Из (4) найдем

х„ =  5 % , I K K I S i K l .  (5)
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Изучим оператор перехода от итерации к итерации. Так как 
оператор А эрмитов, то

С* = А + дЕ, С*С =  СС%

т. е. оператор С является нормальным оператором. Поэтому 
нормальным является и оператор S. Известно (см. гл. V, § 1, 
п. 2), что для нормального оператора S справедливы следую
щие соотношения:

[ |S i = f l s r .  l|S ||=supoI i | ^ i .

Поэтому из (5) следует, что задача выбора итерационного пара
метра т сводится к нахождению его из условия минимума нормы 
оператора S.

Решим эту задачу. Из (3) будет следовать, что

г (Сх, х)
(X, X) €

& — {z = zt -\-a (za— 2j), 0 < а <  1, za =  Ya-f<?},

где Q—отрезок в комплексной плоскости, соединяющий точки 
гг и 2а. Поэтому

15 1 =  sup
х ф  О

1(3*. *)[
(х, х) sup 1 1— Т2|

и параметр т ищется, исходя из условия min max |1 —тг|.
х г = Q

Исследуем функцию cp(z) =  | l —тг|. Так как линии уровня 
11—тг| =  р0 есть концентрические окружности с центром в точке 
1/т и радиуса #  =  р0/ |т |,  то для оптимального значения пара
метра т =  т0 точки zx и г2 должны лежать на одной линии уровня. 
Следовательно, должны выполняться равенства

'V i^ P o *  |1 I== Ро»

причем |1 — v | < p 0 для г £ й .
Запишем эти равенства в эквивалентном виде

1 п I —Zlt1 > Ро —
|Zl| *2 _ 1 —То?2

*1 1—T0Zi

Так как в силу первого равенства при изменении т0 комплекс
ное число

1 — Т р  ? 2

1 —t0*i
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пробегает единичную окружность в комплексной плоскости
с центром в начале координат, то р„ будет минимально, если
выполняется равенство

1 —т0га_  г2 \г,\
1 —Т02х г1 1 г2 1

Это условие дает следующее значение т0:
______ | z 2 | / Z 2 +  | Z x | / 2 i  >с ч

Т° _  iZxl+12,1 * W

При этом значении т =  т0 для нормы оператора S верна оценка

используя которую, получим для погрешности хп итерационной 
схемы (2) оценку

I! ! в  ^  Р е  II * 0  Ц в *  ( 8 )
Найдем теперь условия, при выполнении которых р0< 1 .  

Так как справедливо неравенство

|г 2 2х| =  |гх| -j-j-j I z i I ( l  +  J^J ) =  I zil +  | 22|,

причем здесь достигается равенство лишь при выполнении условия
*1 Z2 Zll Z2

lZl | |Zl! Z2 1 1 Z2 1
то рв <  1, если (9) не имеет места.

В рассматриваемом нами случае г1 = у1 + q и z2 = y2A-q. 
Из (9) легко находим, что в двух случаях р„ <  1: либо q2^= О 
и Ух и у2 любые, либо q2 — 0, но уг и уа подчинены условию 
(Yi +  0i) (Уа +  ̂ х) >  0- Будем считать далее эти условия выпол
ненными. Тогда итерационный процесс (2) будет сходящимся.

Т е о р е м а  3. Пусть А — эрмитов оператор и выполнены нера
венства (3). Итерационный процесс (2) с параметром

_ _ _  _______ 1_______/ IVi+?l ■ 1Т2+?| \
0 lYi+9l +  IV2 +  9l \  yi + Я Та + Я 1

сходится в Н, и для погрешности имеет место оценка (8), где
Л I Ys— Yi I
Ро_ Iyi+<?1+IY2+<?I '

З а м е ч а н и е .  Выше была решена задача о нахождении 
оптимального параметра т из условия min max 11—t z |, где Q —

X 2€ Q
отрезок комплексной плоскости, соединяющий две точки гх и z2. 
Легко найти решение этой задачи и в случае, когда Q есть
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круг с центром в точке г0 радиуса r0 <  | z01, т. е. не включаю
щий в себя начало координат. Решение поставленной задачи 
имеет вид

*0 =  7-. sup11 x0z | =  р0 =  т ? Т <  1 •z0 г € Й I г0 I

Рассмотрим теперь использование построенного метода для 
нахождения решения следующей разностной задачи:

Ли—qu = — <р(х), xgoa,
u(x) = g(x), х £ у , q = qi + iq2, (Ю)

Л ~  -}-Л2, Л^и — )*а » о:=  1 > 2,

где сo =  {x0 =  ( i h l t  jh2)£G , 0 0 < / < Я 2, haNa = la, 
а = 1 ,2 } —сетка в прямоугольнике G =  { 0 ^ x a ^ / a , a = l ,  2}, 
а коэффициенты аа (х) вещественны и удовлетворяют условиям

0 < c 1< a a ( x ) ^ c 2, х£а). (11)
В рассматриваемом случае Я —пространство комплекснознач

ных сеточных функций, заданных на со, со скалярным произве
дением

(и, v )— ^ u ( x ) v  (x) h ji2.
хеоа

Задача (10) записывается в виде уравнения (1), где опера
тор А определяется обычным образом: Ау =  — Лу, где у £ Н , 
У ( х )  = у(х) для xgco, у(х) = 0, х £ у .

Для решения построенного уравнения (1) рассмотрим явную 
итерационную схему (2).

Используя разностные формулы Грина для комплекснознач
ных функций, а также неравенства (11), убедимся в том, что 
оператор А является эрмитовым в Я , а в неравенствах (3)

nkq
2la ’

Y* =  C2 L h2 na
COS*

Tlhcc
2/a

Если выбрать итерационный параметр т согласно теореме 3, 
то для погрешности хп = уп — и будет иметь место оценка (8), 
где р0 определено в теореме 3.

В частном случае, когда /1= / 2= / ,  Nx = N2 = N и q1=0( 1), 
q2 — 0{  1), получим ро =  1— 0 ( N ”2). Следовательно, для дости
жения заданной точности е потребуется выполнить п0(е)=
=  O ^ N 2l n ~ j  итераций.
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2. Метод переменных направлений. Рассмотрим снова урав
нение (1) и предположим, что оператор А можно представить 
в виде суммы двух эрмитовых перестановочных операторов Лх 
и Л2:

А = А1 + Аа, А1Ая = АяАи Ла =  Л;, а = 1 ,  2. (12)

Пусть 6 и А — границы операторов At и Л2, т. е.
Ла < Д £ ,  а =  1, 2. (13)

Для решения уравнения (1) рассмотрим неявную двухслой
ную итерационную схему (2), в которой оператор В задан сле
дующим образом:

B = («>E + A1 +  q0E)(<i>E + A2 + q0E), q0 = 0,5q, (14)

а параметры т и ю связаны соотношением т =  2ю. Аналогичную 
итерационную схему мы получили в главе XI при построении 
метода переменных направлений. Заметим, что для нахождения 
ук+1 в схеме (2), (14) можно воспользоваться следующим алго
ритмом:

(ю£Ч- Сх) уk+V, =  («>£ ■— С 2) ук +  /,
((о£ +  С2)г/А+1 =  (ю—CJyk+ifr + f, k = 0, 1,

где для сокращения обозначений Са — Aa +  q0E, а = 1 ,  2.
Переходим к исследованию сходимости схемы (2), (14) в норме 

Я. Воспользовавшись перестановочностью операторов Л* и Л2, 
получим уравнение для погрешности гк

2*+i =  S1S2z*. * =  0 , 1 , . . . ,  (15)
5 а =  (соЯ +  Са) - 1(ю £ -С а), а  =  1, 2, (16)

причем операторы 5 Х и S2 перестановочны. Из (15) найдем

Z„ =  SJS2% , ||zJ< ||S ? ||« S S ||||z0||. (17)

Оценим норму оператора S£, а = 1 ,  2. Поскольку Са— нормаль
ный оператор (С*хСа =  СаС*а, а = 1 ,  2), то нормальным будет и 
оператор Sa. Поэтому ||SS|| =  ||5a ||n и достаточно оценить норму 
самого оператора Sa.

Так как норма нормального оператора равна его спектраль
ному радиусу (см. гл. V, § 1, п. 2), то из (16) получим

||5а || =  шах (0+Яа (18)

где Ка—собственные значения оператора Са. В силу сделанных
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предположений (12) и (13) относительно операторов А а полу
чим, что Яа €П =  (2 =  г1 +  а(г2—z j ,  0 < а ^ 1 ,  2t =  6 + ^ 0, г2== 
=  Д +  <7о} для а =  1, 2. Следовательно, из (18) получим, что

|| S a К  max
zeQ

о  — г I 
со +  г I ’ <2=1, 2. (19)

Поставим теперь задачу выбрать параметр а» из условия 
Минимума правой части неравенства (19).

Рассмотрим дробно-линейное отображение
до =  (со— 2)/(со +  г), со^О, (20)

устанавливающее соотношение между точками 2-плоскости и 
точками до-плоскости. Из свойств преобразования (20) следует, 
что окружностям |до| =  р0 в до-плоскости при соответст
вуют окружности в 2-плоскости, а единичной окружности соот
ветствует в 2-плоскости прямая, проходящая через начало коор
динат. Точки указанной прямой имеют аргумент, отличающийся 
от аргумента а» на ±  я/2.

Найдем в 2-плоскости центр и радиус окружности, соответ
ствующей окружности |до| =  р0^=1 в до-плоскости. Для этого 
выразим из (20) г через до:

2 =  <й(1— до)/(1 +до),

и, используя это соотношение, вычислим

1 + 1  и» 2 I l +  | a i |2 1 —  w 2 1 CD | | ш + | ш | 3 |

1 — 1 W 2 Ш Z I — 1 — | ш | а 1 -f- Ш J 1 — | а » | 2 | 1 1 + ^ 1

Так как

|до +  |до|2| =  |до-|-додо| =  |ш| |  —1 + д о | = | ш | | 1 + д о | ,  
то окончательно получим

1  + W I 2

1  — “ а Г Р

Отсюда следует, что окружностям | до | =  р0 <  1 соответст
вуют окружности в 2-плоскости с центром в точке г0 радиу
са R ,  где

’1 +  р5
1 —Ро

со, 2р0 1 <а | 
1-P ?

(21)

Заметим, крометого, что в силу взаимной однозначности отоб
ражения (20), равенства

| ( D  +  Z
, < 1 ,  |20 — 2| =  Я

эквивалентны.
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Вернемся к поставленной задаче. Рассмотрим функцию

Из сказанного выше следует, что линии уровня ср(г) =  р0 при 
р0 <  1 есть окружности с центром в точке г0 радиуса /?, где 
г0 и R определены в (21). Для разных р0 эти окружности не 
пересекаются, причем окружность, соответствующая меньшему 
значению р0, лежит внутри окружности, соответствующей боль
шему значению р0. Отсюда получим, что для оптимального зна
чения со =  со0 точки гх и z2 должны лежать на одной линии 
уровня:

С00 —  гх 
CD0 +  Zi Р о <  1 >

в>0— г2 
©0 +  2:2 —  Р о <  I > (23)

при этом будет выполняться равенство

шах
2 € Q

щ —г
со0 +  ̂ =  Ро-

Параметр со0 должен быть выбран из условия минимума р0.
Найдем оптимальное со0 и вычислим р0. Из (23) в силу (22 

получим

1*0 *1 I *0. 1*0 *2 I ^0>
2Ро 1 11 ~f~Po

1 — Ро
2 «0, Ro = 1—р1

или
I г°—г* I  1
Uo — Zil

2p0 __ Ro z2 — Zil
1 +po |г>| i*,i

z2 z0 —  z2
Zi Zq Z\

Заметим, что р0 минимально, когда минимально 2ро

имеет место, если потребовать выполнения равенства
zo—z2=  *2 1 2ll
Zo — Zi 2i I 2a I *

1+P0 ’

(24)

а это

(25)

Подставляя это выражение в (24), получим
2р0 _  | г2— Z) |

1+РО lZll +  l Z2l

Отсюда легко найдем

_ (1—Ро)а _  l zl l~Hz2[—I Z2 — Z1 [
1 +  ро lzl|  +  |Z2| ’ (26)

_(1+Ро)а I Zi | +  | Za | + 1 za zt | t  _  Vi — ( ' P.° | .
V a- 1+pa lzx Ц-1 г21 » 5 Та Vl+РоУ
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Следовательно,

и, кроме того,

Ро i - / i  i - p* 
1 + / I  ’ 1+р»

V W *

1+Ро „ _ ®0~ ~2 Ш0 — ----- 1 •1—Ро У У!у2

Подставляя это выражение в (25), найдем оптимальное зна
чение параметра со0:

©о
I Z1 1 +  | Z2 1 

\Z1 |/Z1+ I Z2 \!z2 К т л - (27)

Итак, для оптимального «> =  «>„ получена оценка нормы 
оператора Sa: |S a | | ^ p 0, a = l ,  2. Подставляя ее в (17), найдем 
оценку для погрешности zn:

II Zn II ^5 Ро" 1 Z0 II, 1 - / 6  t  __ Vi 
1 + / 6 *  V2

(28)

Рассуждая, как и в методе простой итерации, найдем, что 
неравенство >  0, а вместе с ним и неравенство р0 <  1 будут 
иметь место в двух случаях: либо при угФ 0, либо при q2 =  О, 
но (б +  0,5^) (А +  0,5^х) >  0.

Итак, доказана следующая
Т е о р е м а  4. Пусть выполнены условия (12), заданы б и А 

из неравенств (13) и либо q2=/=0,Au6o q2= 0 и (6+0,5^) (Л+0,5(7,)>0. 
Для метода переменных направлений (2), (14), в котором ите
рационный параметр (о =  <в0 выбран по формуле (27), а т =  2ю0, 
справедлива оценка (28), где ух и уг определены в (26), а zx= 6  +  0,5^ 
и z2 = A-{-0,5q.

З а м е ч а н и е  1. Решение задачи min шах
(0 Z€ Q

СО—  Z

<в-Ьг ’ где Q —
круг с центром в точке z0 радиуса г0 <  | г01 имеет вид

®o =  zoVrYiY*. р0 =  шах
zeQ,

со— г
CD +  Z

1 - / 6
1 + / 6  ’

где Vi =  1 —r0/| z01, =  1 +  r„/| zB\.
З а м е ч а н и е  2. Если вместо неравенств (13) заданы нера

венства даЕ ^ .А а^ .А аЕ, а = 1 ,  2, то в теореме 4 следует поло
жить 6 =  min(61, б2), Д =  тах (А 1, Д2).

§ 3. Общие итерационные методы для уравнений 
с вырожденным оператором

1. Итерационные схемы в случае невырожденного оператора В.
Пусть в конечномерном гильбертовом пространстве Н — Нц 

дано уравнение
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с линейным вырожденным оператором Л. Последнее означает, 
что равенство Аи =  0 имеет место для некоторого и ф  0. Напом
ним (см. гл. V, § 2, п. 2) сведения, относящиеся к проблеме ре
шения уравнения (1).

Пусть ker А — ядро оператора А, т. е. множество элементов 
ы £ Я,  для которых Ли — 0. Через п п Л—образ оператора А — 
обозначим множество элементов вида г/ =  Ли, где и £ Я . Известно, 
что имеют место следующие ортогональные разложения про
странства Я  в прямые суммы двух подпространств:

Я  =  кег Л 0  im Л*, Я  =  к е г Л * ® т Л .  (2)

Это означает, что любой элемент и g Я  можно представить в виде 
u —и ф и, где u(tim A*  и и£кегЛ,  причем (и, и) =  0. Анало
гично и =  и +  «, где и £ ш Л  и и^кегЛ *, (и, ц) =  0.

Пусть в уравнении (1) /  =  /  +  /, где / £ ш Л ,  /£кегЛ*.  Обоб
щенным решением (1) называется элемент и £ Я ,  для которого 
Au — f ; оно доставляет минимум функционалу ||Ли—/||. Обоб
щенное решение не единственно и определяется с точностью до 
элемента из ker Л. Нормальное решение—обобщенное решение, 
имеющее минимальную норму. Нормальное решение единственно 
и принадлежит imA*.

Нашей задачей является построение методов, позволяющих 
приближенно находить нормальное решение уравнения (1). При 
этом будем требовать, чтобы приближенное решение, так же 
как и точное нормальное решение, принадлежало подпростран
ству im Л*.

Для решения поставленной задачи будем использовать неяв
ную двухслойную схему

B yk+l~yk +  Ayk = f, * =  0,1,  . . . , у 0€ Я .  (3)

Сначала изучим случай невырожденного в Я  оператора В. 
Общие требования к итерационному процессу таковы:

а) итерации проводятся по схеме (3), приближение г/„£ппЛ*, 
в то время как промежуточные приближения ук могут принад
лежать Я;

б) конкретная структура подпространств ker Л, ker Л*, йпЛ 
и im Л* в процессе итераций не используется.

Найдем условия на оператор В, начальное приближение у0 
и параметры тй, k = \ ,  2, . . . ,  я, которые обеспечивают выпол
нение сформулированных выше требований.

У с л о в и я  1. Пусть оператор В такой, что
5м £ ker Л*, если и £ ker Л, (4)
Ви 6 im Л, если и € im Л*. (5)

Имеет место
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Л е м м а  2. Если для операторов А и В справедливы равенства 
А*В — СА, BA* = AD, (6)

где С и D— некоторые операторы, то условия (4) и (5) выпол
нены.

Действительно, пусть выполнены равенства (6). Если и £ кег А, 
то Аи =  0 и, следовательно, А*Ви = САи =  0. Поэтому Ви € кег А*, 
и (4) выполнено. Пусть теперь и € im А*, т. е. и =  A*v, где v£H.  
Тогда Bu = BA*v = ADv£ im А. Следовательно, условие (5) вы
полнено. Лемма доказана.

С л е д с т в и е .  Для случая Л =  А* условия леммы 2 будут вы
полнены, если операторы А и В перестановочны: АВ =  ВА. 

Приведем еще ряд утверждений, вытекающих из (4) и (5). 
Л е м м а  3. Пусть выполнены условия (4) и (5). Тогда

Д- 1ы€кегЛ,  если ы^кегА*, (7)
В - 1м 6 ш Л *, если ы^ нпЛ,  (8)

и оператор АВ~г не вырожден на im Л.
Действительно, пусть ы^кегЛ* и иФО. Обозначим v = B~*u 

и предположим, что ogimA*.  Тогда в силу (5) u = B v£ \m A . 
Но так как иФ  0 , а пространства 1шЛ и кег Л* ортогональны, 
то сделанное предположение неверно. Следовательно, v =  
= Д _1ыСкегЛ,  и (7) доказано. Аналогично доказывается (8).

Докажем теперь невырожденность АВ~1 на подпространстве 
im Л . Действительно, пусть и С im Л. Тогда в силу (8) В~хи £ im Л* 
и, следовательно, В~ги J_ker Л. Отсюда получим, что АВ~ги ф 0, 
и поэтому (АВ~1и, АВ~1и) >  0. Лемма доказана.

Вернемся теперь к схеме (3) и посмотрим, что дает условие 1. 
В соответствии с разложением Н в виде (2) представим f  и ук 
для любого k в виде

f==l + K  ] £ ' т А ’ / €к е г Л« ,
У ь =  Уш +  Ун> 0*€imA*,  у*€кегЛ.

Используя (9), запишем схему (3) следующим образом:

В ' к+£ у ~  +  В +  АУ* = f  +  f> * =  I*-- -  (Ю)

Из (4) и (5) получим, что первое слагаемое левой части (10) 
принадлежит im Л, а второе—кег Л*. Поэтому из (10) найдем 
уравнение

~  +  А у * Ч ,  * =  0, 1 р0€ ш 1 Л« (1 1 )

для компоненты ук € im Л* и уравнение

/ г - 0, 1 , . . . ,  р0екегЛ (12)

для компоненты ук С ker Л.
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Найдем условия, при выполнении которых уп^шхА*. Из (9) 
следует, что если #„ =  0, то уп = уп€ im А*. Найдем из (12) явное 
выражение для уи и приравняем его нулю. Тогда сформули
рованное требование а) будет выполнено.

Из (12) получим
А+1

Ук+i =  Ук +  гк+1В ~ ^=  . . .  = уе +  2  Гу В - 1}.

Отсюда следуют
У с л о в и я  2. Пусть у  ̂— А*ср, где ц>£Н, а параметры т4, 

/5 * 1 ,2 , . п, удовлетворяют требованию

2  Ту «О , (13)/=1

если f£ H .  Если /_|_кег Л*, то ограничение на параметры тк не 
накладывается.

Поясним выбор начального приближения у0. Так как для 
любого <р имеем, что Уа — Л*ф g im А*, то в разложении (9) 
у0 = 0 и у0 = у0. В частности, выбирая ф =  0, получим начальное 
приближение уй =  0.

Итак, если выполнены условия 2, то уп = уп. Поэтому итера
ционный процесс (3) будет сходиться и давать приближенное 
нормальное решение уравнения (1), если сходится итерационный 
процесс (11), т. е. если последовательность ук сходится к нор
мальному решению и.

З а м е ч а н и е  1. Условия 2 позволяют выделить из итера
ционного приближения уп его проекцию на im Л*, т. е. найти 
уп без использования самих подпространств кегЛ, im Л, кегЛ*

П
или ш Л *. Далее, если известно, что 2  T/ll-S-1/!  мала, т. е.

мала \уа% то в силу равенства \уп —~и\\ = (уп— ы|| +  ||#„|| в ка
честве приближенного решения можно взять уп и отказаться 
от ограничения (13). В этом случае у п £ im А*.

З а м е ч а н и е  2. При условии, что все элементы подпрост
ранства ker А* известны, можно ограничиться рассмотрением 
случая /_]_кег Л*, вычитая при необходимости из /е го  проекцию 
на k-er Л*. Если рассмотреть нестационарный итерационный 
процесс

Bu+xff- ~ ^ + A y k = f, * =  0, 1, . . . ,  у, =  Л«ф,

и потребовать выполнения .условий 1, где В заменено на Вк, 
& =  1,2, . . . ,  то все y k £iva.A* и никаких дополнительных огра
ничений на хк накладывать не нужно.
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2. Итерационный метод минимальных невязок. Рассмотрим 
теперь задачу о выборе итерационных параметров хк для схемы (3). 
Будем предполагать, что оператор Б удовлетворяет условиям 1, 
а ограничения на выбор начального приближения у0 и на пара
метры хк задаются условиями 2.

Выше было показано, что параметры хк следует выбирать 
из условия сходимости итерационного процесса (11) к нормаль
ному решению и уравнения (1).

Изучим итерационную схему (11). Сначала заметим, что опе
ратор D = A*A является положительно определенным на ппЛ*. 
Действительно, пусть и£1 т Л *  и ифО. Так как ы_|_кегЛ, то 
Аиф О  и, следовательно, (Du, и) =  ||Лы ||2 >  0. Оператор D по
рождает энергетическое пространство HD, состоящее из элемен
тов im Л*, скалярное произведение в котором определяется 
обычным образом: (и, v)d — (Du, v), u£\m A*, v^im A *.

Поставим теперь задачу выбрать параметры хк+1 в схеме (11) 
из условия минимума ||гй+1||0, где гк+1— погрешность: zk+i =  
—Ук+i—ы> Au = J и и —нормальное решение уравнения (1).

Для погрешности zk£imA*  из (11) получим следующее урав
нение:

гк+1 =  (Е—хк+1В-'А)гк. (14)
Отсюда найдем

IIz*+i IIЬ =  \г* 11Ь-2тй+1 (АВ~'Агк, Агк) +  т |+11|AB-A~zh||«. 
Заметим, что в силу леммы 3 || АВ~гАгк || >  0, (Azk £ im Л). Поэтому 
минимум ||гй+1|1Ь достигается при

гк+i ~  '
Azk)

(ЛВ-М2А, ЛВ-Мгй)
(15)

и равен

|Z*+lK> Pft+lll zk lib) pl+1 =  1
(AB~1Azk, A l t f  

\ \AB- 'Azk t \ \ A i k r
(16)

Формула (15) еще непригодна для вычислений, так как со
держит неизвестные величины. Преобразуем ее. Используя раз
ложение (9), получим

Azk = Ayk— f= A y k— f = r k + f, (17)

где гк= А ук— f — невязка. Так как / g k e r  Л*, то в силу леммы 3 
Д-1/€ к е гЛ  и, следовательно, ЛВ-1Лгй =  АВ~1гк. Подставляя 
это выражение, а также (17) в (15) и учитывая равенство A*f — 0, 
получим

(AB-b/t, гк)______ (Ашк, гк)
*+1~  (АВ-Чк, АВ~Чк) — (Awk, Awk) ’

где поправка wk находится из уравнения Bw^ — rk,
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Отметим, что (18) совпадает с формулой для итерационного 
параметра rk+1 метода минимальных невязок, рассмотренного 
в главе VIII для уравнения с невырожденным оператором Л.

Получим теперь оценку скорости сходимости для построен
ного метода. Умножим (14) слева на Л, вычислим норму левой 
и правой частей и, учитывая, что [|Лг/5|| =  [|гл||£), получим сле
дующую оценку:

l|2*+1ID< I £ - W 5 - l II««^!5*lD (19)
для любого хк+1. Из (16) и (19) получим для любого тк+1

+ 1 ||im А- (20)
Если обозначить

Ро =  min \E  — xAB~l ||im А,
X

то из (16) и (20) будет следовать оценка для погрешности

!Iza+i Id ^  Ро Iloilo- (21)
Здесь обозначение ||S||im4 используется для обозначения нормы 

оператора 5  в подпространстве im А.
Если р0< 1 ,  то итерационный метод (11), (18) будет схо

диться в HD и из (21) получим, что

ilz J o ^ P ^ o l lo ,  * =  0 , 1 , . . .  (22)
Осталось только подчинить выбор параметров хк условию (13), 
если ]ф 0 .  Для этого поступим следующим образом. Выполним 
по схеме (3) (п — 1) итерацию, выбирая у„ —А*<р, где <р€#, 
используя для параметров r ft+1, k = 0, 1, . . . .  п —2 формулу (18). 
Выполним еще одну итерацию, выбирая

П- 1
'r«==- J? 1v

Тогда условие (13) будет выполнено и, следовательно, уп — уп. 
Оценим теперь норму погрешности гп = уп— и в HD. Так как 
Уп — Уп> то из (11) получим

Уп = Уп-1— Ъпй'ЧАУг,-!— Ъ=~Уп-1—
Отсюда

=  тпВ~1Агп_г
и после умножения на А будем иметь

Azn = (E— %пАВ~') Azn_v  
Вычисляя норму, получаем оценку
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Подставляя сюда (22) и учитывая, что в силу выбора у0 имеем 
равенство у0 — у0, найдем

II Уп — й Но <  JE ■—'\ А В - 1 Him А  р г 1IIУ о ~  й  Но • (23)

Рассмотрим частные случаи.
1) Пусть В =  £ , а оператор А самосопряжен в Я. Пусть уг 

и у2— постоянные в неравенствах
V! (лг, дг) <  (Ах, х) <  у2 (х, х), Vi >  0» Ах Ф  0. (24)

В этом случае условия 1 выполнены.
Найдем р0 и оценим норму оператора в (23). Так как опе

ратор А самосопряжен в Я, то, используя (24), получим

Е — тЛ ||im А  — sup
Л и ф  О

t т (Ли, и) 
(и,  и)

^  шах | 1 —rf| .

С вычислением указанного максимума и выбором т из условия 
его минимума мы встречались в главе VI при изучении метода 
простой итерации. Там было найдено, что

min max 11—xt | =  pe =  - ^ f i , |  =  Хi J~rs Та

Итак, Po найдено. Далее, при В = Е формула (15) для пара
метра тА+1 записывается в виде

(Ах ,  х)
т*+1— Ах) ' х ~  Агк € im А.

Так как А — А* и Yi >  0, то неравенства (24) эквивалентны 
следующим неравенствам (см. гл. V, § 1, п. 3):

у2 (Ах, х) ^  (Ах, Ах) <  у2 (Ах, х), Ах Ф  0.
Поэтому параметры xk для k ^ n — 1 удовлетворяют неравенствам 

1/Yi- Отсюда найдем оценку

/= 1

Оценим норму оператора в (23). Учитывая (24) и (25), получим 

Ид— твЛ ||1тд <  max |1 — х„1| =

-1-тЛ<1 + (г.-1)Ь-1+(Я-1)(±̂ .
Подставим эту оценку в (23) и найдем



2) Пусть В — В*, А =  А* и АВ =  В А. Пусть и у2—посто
янные в неравенствах

уг (Вх, х)<:(Ах, х ) ^ у 2(Вх, х), у1> 0 , АхфО. (27)
В этом случае условия 1 выполнены, оператор АВ~г само

сопряжен в Я  и можно показать, что для погрешности метода (3), 
(18) будет верна оценка (26).

3) Пусть операторы В*А и АВ* самосопряжены в Я , а 7, 
и у2—постоянные в (27). В этом случае в силу леммы 2 усло
вия 1 выполнены. Кроме того, оператор АВ -1 будет самосопря
жен в Я. Можно показать, что и в этом случае оценка (26) 
имеет место.

3. Метод с чебышевскими параметрами. Рассмотрим теперь 
итерационные методы (3), параметры хк для которых выбираются 
с использованием априорной информации об операторах. А я В.

Сначала приведем некоторые вспомогательные утверждения, 
необходимые нам для дальнейшего изложения.

Л е м м а  4. Пусть выполнены условия
Л =  Л*>О,  В = В*>  О, ЛВ =  ВЛ (28)

и заданы постоянные у1 и у2 в неравенствах
7j ( В х ,  х) < ( Л х, х ) ^ .у 2(Вх, х), уг >  0, АхфО . (29)

Обозначим через D один из операторов А, В или ЛВ-1Л и оп
ределим на подпространстве т А  оператор С

C = D~1/2 (D B -M )D -1/2.

Оператор С самосопряжен в \т А и удовлетворяет неравенствам 
О <  уг (х, х) <  (Сх, х) ^  у2 (х, х), х £ im Л. (30)

Действительно, из (28) и следствия к лемме 2 вытекает вы
полнение условий 1. Далее, оператор D самосопряжен в Я  и 
положительно определен на im Л. Для примера докажем поло
жительную определенность оператора £  =  ЛВ-1Л. Пусть и £ im Л 
и ифО. Так как (Du, и) = (В~1Аи, Аи), а оператор В~1 поло
жительно определен в силу ограниченности и положительной 
определенности оператора В, то (Du, и ) ^ 0 ,  причем равенство 
нулю возможно лишь при выполнении условия Л« =  0. Но это 
противоречит сделанным предположениям.

Оператор D отображает im Л на im Л, поэтому существует 
D~lf2, который также отображает это подпространство на себя. 
Следовательно, на ш Л  можно определить указанный в лемме 
оператор С. Переход от (29) к (30) доказывается так же, как 
это было сделано в гл. VI, § 2, п. 3. Лемма доказана. .

Л е м м а  5. Пусть выполнены условия

(31)
485

В* А = А*В, АВ* =  В А*



и заданы yt и у2 в (29). Обозначим Сг =  АВ~1 иС 2 — В"1 А. Опера
торы Сг и С2 самосопряжены в Н и удовлетворяют неравенствам

Уг(х, х )< (С гх, х ) ^ у 2(х, х), yt >  0, * € ш Л ,  (32)
у Д х ,  х )< (С 2л;, x ) < Y 2 ( x ,  х ), Y i  >  ° .  * € 1 т Л * .  (33)

Самосопряженность операторов Сх и С2 непосредственно сле
дует из (31). Докажем для примера (32). Рассмотрим задачу на 
собственные значения

АВ~го—Яо =  0, v£H . (34)
Так как оператор АВ*1 самосопряжен в Я, то существует орто- 
нормированная система собственных функций задачи (34) {vlt 
v2, . . . .  vp, vp+1, . . . .  vN). Пусть vlt Vp функции, соответ
ствующие собственному значению Х =  0, a vp+1, . . . .^ с о о т в е т 
ствуют ненулевым К. Легко видеть, что о,-(ЕкегЛ*, 
vt £ im Л, р -f-1 i ^  N , и в силу разложения Я  на подпростран
ства (2), функции vp+l, . . . .  vN образуют в im Л базис. Тогда 
для х g im Л имеем

N N
* = 2 ,  Щрк, Сг* =  2  V  А .k=p+ 1 k—p+1

и в силу ортогональности собственных функций
N N

(х9 х)=  2  а1> {Сгх 9 х) =  2  htflk*
k=p+1 k - p + 1

Отсюда получим неравенства
min hk (x, х ) ^ ( С гх, x ) ^  max Xft(x, x).

p +  p+l<fc<Af

Осталось найти минимальное и максимальное собственные 
значения, соответствующие собственным функциям задачи (34), 
принадлежащим im Л. Запишем (34) в виде

Аик— КкВик = 0, р + \ < / г < Я ,  (35)
где «ft=  B~1vk^ im Л* и,'следовательно, АикФ 0. Умножая (35) 
скалярно на ик и используя (29), получим, что

min =  max ХА =  у2.
p+l<fc<W р+1<£<АГ

Неравенства (32) доказаны. Справедливость (33) устанавливается 
аналогично. Лемма доказана.

Обратимся теперь к задаче выбора итерационных параметров 
для схемы (3). С учетом условий 2 запишем ее в следующем 
виде:

В Ук+i— У к 
Ък + 1 ■ А Ук =  / .  Уо €  Л *ф , 2  Т. =  0 .

i = i
(36)
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Если условия 1 будут выполнены, то параметры хк нужно 
выбрать из условия сходимости схемы (11) при указанном выше 
ограничении на сумму ху.

Рассмотрим уравнение (14) для погрешности схемы (11). Если 
выполнены условия леммы 4, то, полагая в (14) zk = D~1/2 хк, 
где D —один из операторов леммы 4, получим следующее урав
нение для эквивалентной погрешности:

**+i =  ( £ —'xk+ic ) xk> 6 =  0, 1, . . . .  xk£ im A . (37)
Оператор С также определен в лемме 4. _

Если выполнены условия леммы 5, то обозначая Вгк — хк или 
Azk = xk, получим уравнение

Хк+i =  (Я 6 =  0, 1, **., Хк ^11йА. (08)
В этом случае \хк\ =  fzft||D, где D =  В*В или А*А. Если обозна
чить гк — хк, то получим уравнение

Хк+ \ ~  (Я )хку 6 =  0, 1, . . * ,  хк^\хпА*, (00)

и в этом случае !*ftfl =  |z fc|JD, где D = E. Операторы Сх и С2 опре
делены в лемме о.

Итак, во всех рассматриваемых случаях мы получили урав
нение вида

xk+i — (Я хк, 6 =  0, 1, ••• ,  хк^ Н  ̂ (40)
в Подпространстве Я 1( причем в силу лемм 4 и 5 оператор С 
самосопряжен в Я 1( действует в Я х и удовлетворяет неравенствам

Vi(x, * )< (С * , х ) ^ у 2(х, х), Ух>0, х£Н х, (41)
где ух и у2 взяты из неравенств (29).

Из (40) найдем

хп =  П  (E—tjC) х0, (42)

||* „ К !Р „ (С )IIIх0II, Рп (С) =  П  (E -T jC ).

Учитывая самосопряженность С и неравенства (41), получим 
I P J Q I K  max |Р „ (0 |.

Легко видеть, что

}Щ гу = - Р ' (  0),

поэтому полином Pn(t) нормирован двумя условиями

Л ,(0 )= 1 , Рп( 0) =  0. (43)
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СледЬйаТеЛъио, иййы приходим -к Жад&че построении полинома сте- 
rieffi ft, удовлетворяющего условиям (43) и наименее .уклоняю
щегося от нуля на отрезке 0 <  ^  i ^  Vs • Построение такого
полинома йЬлнос’Т'ьй) решает Проблему выбора итерационных 
параметров xk -для схемы (3).

ТоИноё решение этой задачи нам неизвестно, и Мы приведём 
иное решение проблемы. Как и в рассмотренном выше методе 
минимальных невязок, оставим произвол в выборе параметров

П
тх, т2, . . . ,  т„_!, а условие 2  Ту 
бора т„ но 'формуле

О удовлетворим за счет вы-

/=1
Из (42) йолучйм слёДукйцуто бйейК'у:

1*ПII< MV*i 11 IIIIха||, Р„..1( С ) = П ( ^ - т уС). (44)
/ = 1

Выберем Тейёръ 'Иарамётры тх, т2, . . . ,  т„_1 из условия мШЙмуШ 
нормы операторного полинома Р„_1(С). Так как на Рп_гЩ  Ни
каких дополнительных 'ограничений не накладывается, то реше
ние поставленной задачи имеет вид (см. гл. VI, § 2):

■'“- I T M S ' 1 * * 6 * -  =  {с081 ё т Г '  (45)
k = l ,  2, ft— 1, Тде приняты ббоВначения

•т = - _ ^ _  р
0 Vi+Ya’ Ро 1 +  6* S у , ’

При этом

Р п - 1  ( 0  =  Я п - л Т п - г  * K - i ( C) K < 7 » -I .  (46)

где Ти^1{х) — полином Чебышева 1-го рода степени п — 1,
= 2Рх/(1 -+ pf), р, = (4 — КЩ1 -+ f%).

Осталось найти -явное выражение .для хп. Из (46) найдем

(47,
п  -  1

■— ^ Ь  = К-гФ )- 
/= 1 Ро

где t/„_2 (л;)— полином Чебышева 2-го рода степени п — 2. Здесь 
было использовано соотношение Т4пЩ =mUm. 1(x). Вычислим 
^п-г(ПРо)- Так как р0< 1 ,  то иВ явного вида для £/__„(х) 
(см. гл. I, § 4, п. 2):

Vn- г (*)■
( х + У ~ х *  —  ( х + у  х * — ! ) - * - »

2 У~х^-[
m



получим в результате, несложных выкладок
( 1 N l - p ! ^ _____

2 VPo/ ~ 2pf_l V \  —

Подставим это выражение в (47) и найдем 
t  (д -1 )т0 1—е1<п~ц
" ' 1 + й <п-1> ‘

(48)

Учитывая самосопряженность С и неравенства ('41), формулу 
(48) и равенство т0у2 =  1+ р 0, получим
||£ —т „ С К  шах Ц — тпг[==1— т„у%==

Vl<*< V2

» 1 + ( п - 1 ) К i - p „ i+pi-<n_1) ^  1 +  (я— 1) (49)
Подставляя (49) и (48) в (44), получим следующую оценку для 
нормы эквивалентной погрешности- хп:

) | x j < ( l + ( n - l )

при условии, что параметры т3, . т„ выбраны по форму
лам (45) и (48).

Т е о р е м а  5. Пусть итерационные параметры rk, k=  1, . . п, 
для схемы (3) выбраны по формулам (45) и (48) и у„ = А*ц>. 
Тогда для погрешности верна оценка

|г/и — + ( « — !) Y Г ^ ) ^ - л | | / о .  —«!*>>

где и—нормальное решение уравнения (1), a D определяется сле
дующим образом,: Д = Д ,  В или АВ~1А, гели выполнены условия 
леммы 4; D = B*B, А*А или Е, если выполнены условия леммы 5. 
Априорной информацией для метода с чебыитскими т реш ш рш и  
являются постоянные ух и у2 из неравенств (29).

§ 4. Специальные методы

1. Разностная задача Неймана для уравнения Пуассона в пр»т 
моугольнике. На примере указанной задачи проиллюстрируем 
применение итерационной ехемы с переменным оператором &k 
к решению уравнения с, вырожденным оператором А.

Пусть в прямоугольнике G‘= { 0 ^ x a ^ . l a, а  =  1, 2} требуется 
найти рещевие уравнения Пуассона

/ € < 3 .  ( ! )
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удовлетворяющее следующим краевым условиям:
ди / ч

S-a(4)>
ди / \

На прямоугольной сетке a = {xiJ- — (ih1, jh2) £ G, 0 <  i <  Я 1; 
0 < / < i V 2, haNa — la, a =  1, 2} задаче (1), (2) соответствует сле
дующая разностная задача:

Ay — — f(x), х£(д,
2 2 (3)

Л =  ЛХ +  Л2, /(х) =  ф (х )+ д ^Ф 1(х) +  -^-ф2(х),

где

f  *«=°.

Лаг/ =  |  У*аха’ ^  ^

[ =  1а> ^
(ё -а (хр), Ха =  0,

фа (х )  =  \ 0» ^а Ха  ^  l a h a>

V £Г+а (-''"р)> Ха =  1а.

х а =  0, р =  3—а,

Хм —/а» ® =  1) 2.
( 2 )

Пространство Я  состоит из сеточных функций, заданных на сет
ке со, со скалярным произведением (u ,v)— 2  u(x)v(x)fi1{x1) i i (x.i),

- JC G СО
где %а (ха)—средний шаг,

4 / \ /  ^a> ha^^Xa^^la ha,
“ (Xa) =  \0,5fte, * .  =  0, /e, a =  1, 2.

Оператор Л определим как сумму операторов А1 и Л2, где 
Ла = — Аа, а  =  1, 2. Тогда задачу (3) можно записать в виде 
операторного уравнения

Au — f  (5)

с указанным оператором А.
Отметим следующие свойства операторов Лх и Л2. Операторы 

Лх и Л2 самосопряжены в Я  и перестановочны, т. е.

Аа —Аа, ос=1, 2, ЛХЛ2 =  Л2ЛХ.

Эти свойства позволяют, используя метод разделения перемен
ных, решить задачу на собственные значения для оператора А: 
Аи — Ям. Действуя по аналогии со случаем задачи Дирихле, под-
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робно рассмотренным в п. 1 § 2 гл. IV, получим решение задачи 
в виде

Отсюда следует, что оператор А имеет простое собственное зна
чение, равное нулю, которому соответствует собственная функ
ция pi00 (t, /)== Эта функция образует базис в подпро
странстве ker А. Функции iikika(i, /) при 0 ^ k a ^ N a и ^  +  ̂ 2=^=0 
образуют базис в подпространстве ira А.

Для решения уравнения (5) рассмотрим итерационную схему 
метода переменных направлений

Чтобы не накладывать на {тД и операторы {Вк} дополнительных 
ограничений, связанных с выделением компоненты уп g im А , по
требуем, чтобы правая часть f  была ортогональна ker Л. Если 
заданное f не удовлетворяет этому условию, то заменим его в (6) 
на h =  H-„o)h>o-

Заметим, что операторы Вк и А для любого к перестановочны. 
Поэтому в силу следствия к лемме 2 условия 1 будут выполнены 
(в них В нужно заменить на оператор Bk). Кроме того в силу 
леммы 3 оператор Вк* отображает im А на im А.

Воспользуемся установленными фактами для изуче'ния сходи
мости схемы (6). Так как /  € im А , то, предполагая, что ук £ im А , 
получим из (6), что

Поэтому, если выбрать у0 — 0, то г/0 £ im Л, следовательно, 
для любого k ^ O  итерационные приближения ук£.\т.А. Следо
вательно, схема (6) может рассматриваться только на подпро
странстве im Л.

Исследуем сходимость схемы (6) в im Л по норме простран
ства HD, в качестве D можно взять один из операторов Е, А 
или Л*. Каждый из этих операторов будет положительно опре

При этом имеем

k = 0 ’ 1. ••• ,  у^ н ,1& + 1

В к — ( 4 Х)£  +  Лх) ( 4 2)я  +  ^ 2)> ^k ~  4 1* +  4 2*»

У k + i У k
Л̂ + 1

У*+1 =  У*—т*+1Д#1(Лу*—/) € im Л.
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делен в im Л. Способ Изучения сходимости схемы (б) точно такой, 
какой был использован в главе XI при построении метода пере
менных направлений в невырожденном случае. Поэтому ограни
чимся лишь формулировкой задачи о нал лучшем выборе парамет
ров, опуская все необходимые для этого выкладки.

Найлучшие параметры <»/1) и o f ’ для схемы (6) должны быть 
выбраны из условия

min max
{©у} XS У

п

и

©}*) —X ■
а у + х  а>]•( 2 ) -\-у = р « .

где G =  Q1u Q i UG„ Я?»

^ =  0} и Qe ^ { x ^ 0 ,  Ц

При этом для погрешности гп = уп— и, где и—нормальное реше
ние уравнения (5), будет верна оценка

I  z n  Id  ^  Р п  I) z » II»-

Отметим, что для рассматриваемого примера условие орто
гональности и к kef Л записывается в виде (и, 1) =  0. Любое 
другое решение уравнения (5) отличается От нормального реше
ния и на функцию, равную постоянной на Сетке в). Поэтому 
ОДно из возможных решений задачи (3) можно выделить, фикси
руя значение этого решения в одном узле сетки ь\

Сформулированная выше задача для параметров отличается 
ОТ рассмотренной нами в § 1 гл. XI, но м-лчет быть к ней све
дена путем некоторых упрощений и ценою уменьшения возмож
ной скорости сходимости итерационного метод д. Обозначим

6 =  min \{а\  А =  max , г]:
а  <%
1 ft,U> __ 1 W , _ »  о

А
А

*/* П.

Используя эти обозначения и структуру области П, задачу вы
бора параметров можно сформулировать так: выбрать х«, 
1 ^ / ^ л ,  ИЗ условия

min т а к  | г*(и, к)|*=р„,
{Иу } Г1 < и < 1

Г„ (ы, «) Й  А —  U

/= 1 К/ +  И

При этом, очевидно, рй >  р„.
Именно такая задача и была рассмотрена в § 1 гл. XI. На

помним, что там были получены формулы для х  ̂ и числа ите- 
£аций п =  л*(е), которые гарантировали выполнение неравенства 
р л < е .  Так как здесь нам нужно обеспечить оценку рй< е ,  то 
в формулы для и л* (в) гл. XI нужно вместо е подставить е2.
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Тогда для погрешности метода (6) будет выполняться оценка 
[|г„|о < 8||20||о. Приведем вид оценки для числа итераций:
n > n 0(e), n8(e) =  ̂ l n  ^ - l n ^ . Для примера, если 1г = 1г = 1 и
h1 — h3 = h, то

6 =  ^ s in a^ ,  А =  t] =  sin2 -7j - , n0 (г) =  0 (In/line).

Следовательно, для задачи Неймана метод переменных направ
лений, имея такую же по порядку оценку числа итераций, как 
и для случая задачи Дирихле, требует фактически в два раза 
больше итераций.

Заметим, что так как итерационные параметры х,- удовлет
воряют оценке (см. § 1, гл. XI) т ]< Х у <  1, то параметры ю)1' 
и (of' принадлежат интервалу (8, Д). Поэтому операторы
а»f 'E  +  Аа положительно определены в Я, и для их обращения 
можно использовать алгоритм обычной трехточечной прогонки.

2. Прямой метод для задачи Неймана. Рассмотрим теперь 
прямой метод—комбинацию метода разделения переменных и 
метода редукции—для решения разностной задачи (3). Напом
ним, что такой метод был построен в п. 2 § 3 гл. IV для сле
дующей краевой задачи: в области G задано уравнение (1), на 
сторонах х2 =  0 и х2 =  /2 заданы краевые условия (2), а на сто
ронах хг= 0  и х1=̂ 11 вместо условий второго рода (2) были 
заданы краевые условия третьего рода

g- Д ^ ) ,  х ^ О ,

—J£  =  x +i« — S+i(xi)> *1 =  1̂.

причем x_ i и x +i неотрицательные константы, одновременно не 
равные нулю. Соответствующая разностная задача отличается 
от задачи (3) лишь определением оператора Лх. Там мы имели 
дело с оператором Лх:

1
hi

А гУ = У.JC,*, *

* 1  =  0 ,
К  < х ^ / г—hu

xi ~  1̂-

Требование необращения одновременно в нуль х_х и х +1 гаран
тировало разрешимость разностной задачи и единственность 
решения. В алгоритме же метода это требование использовалось 
лишь при решении трехточечных краевых задач для коэффи
циентов Фурье искомого решения. Поэтому для решения’ зада
чи (3) формально можно воспользоваться алгоритмом, приве
денным в п. 2 § 3 гл. IV, полагая в нем x_x =  x +i =  0, и
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отдельно обсудить вопрос о решении возникающих трехточеч
ных краевых задач.

Вернемся к задаче (3). Будем считать, что У_]_кегЛ, т. е. 
есть (/, 1) =  0. Тогда задача разрешима, нормальное решение 
и ортогонально кегЛ, а одно из возможных решений можно 
выделить, фиксируя его значение в одном узле сетки со. В рас
сматриваемом алгоритме выделение одного из возможных реше
ний удобно осуществить, фиксируя не само решение в узле, а 
один из коэффициентов Фурье. Пусть y ( i, j)— решение зада
чи (3). Тогда нормальное решение и можно найти по формуле

й = у—(у, р00) р00, Ро„ (i, /) = 1 /VUI- (7)

Приведем теперь алгоритм прямого метода решения задачи 
Неймана (3) для уравнения Пуассона в прямоугольнике.

1) Для вычисляются значения функции

<p(t, /) =
( 2[/( / ,  0) +  f( i , Щ- h tA J i i ,  0), / =  0,

/( i ,  2 / - l )  +  /( i ,  2/ +  1) +  2/( /,  2 j) -h lA 1f( i ,2 j) ,
- )  1 < / < М а- 1 ,

2[f(i, Na) + f( i , N - l K - h l A J i i ,  Na), j = Mt, 
x_1 =  x +1 =  0.

2) По алгоритму быстрого преобразования Фурье вычисля
ются коэффициенты Фурье функции <р (г, /):

мг
(0 =  Е  р/ф (‘> /')cos k-fi-  , 0 <  k, <  М2, 0 <  i <  Nv

i=о 2
3) Решаются трехточечные краевые задачи

4 sin2 Щ  (0 —Л*Л1®*, (0 =  A»z*, (i). 0 <  i <  Nit
•ш

4 cos2 Щ  уь* (0 —^ Л1Уъ (0 =  »*, (0. О <  I <  Ni

для 0^Lk2^ .M 2, в результате находятся коэффициенты Фурье 
УкА0 Функции y(i, /).

4) По алгоритму быстрого преобразования Фурье находится 
решение задачи на четных строках сетки со

М г

У  ( * ,  2У) =  Ё  Р к У к г  (0 cos Ж  >/?2 — 0
0 < У < М а,
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и решаются трехточечные краевые задачи
2y{i, 2 /— 1 )— hlA1y{i, 2 /— 1) =

= htf(i, 2 /— 1) Ч- м (t, 2 j— 2) +  u(i, 2j), 
0 1 <  / <  M2

для нахождения решения на нечетных строках. 
Здесь использованы обозначения

М2 =  0,5ЛГ2,
1 , 1 < / < Л « в- 1 ,  

0,5, / =  0, М2,

оператор Л, определен в (4), и Предполагается, что Na есть 
степень 2. Число действий описанного метода будет равно 
0 (N alogaN) для N1 = Na = N.

Выделение одного решения из совокупности решений зада
чи (3) в приведенном алгоритме .осуществляется следующим 
образом. Из всех трехточечных краевых задач, которые тре
буется решить, лишь одна задача (8) при ka = 0 имеет неедин
ственное решение. Выделение здесь одного из решений обеспе
чит решение поставленной задачи. Разностная задача (8) при 
й2 =  0 имеет вид

Л ^о (0 =  — z0 (0»
И Л И

(wo)xlXl =  — го (0. 1,

20(0), 1 =  0, (9)

- { ( wo h = - zo(Ni)> i — Nt .

Несложно показать, используя ортогональность f( i, j) к 
Цоо (*’» /)* что сеточная функция z0(i) ортогональна функции 
|i0 ( i ) = l/V l1 в смысле скалярного произведения

h
(«> у)г =  2  « ( x j v  { x j  (X).

ЛГ! = 0

А так как p0(t) является базисом в подпространстве kerAj, то 
задача (9) имеет решения. Выделим одно из решений, фиксируя 
значение w„(i) при каком-либо i, Os^/s^jVj. Положим, напри
мер, w0(N1) =  0 и исключим из (9) краевое условие при i = Nt. 
Полученная в результате такой замены разностная задача легко 
решается методом прогонки.

После того как одно из решений y(i, /) задачи (3) будет 
найдено по описанному выше алгоритму, нормальное реше- 
шение и, если в нем есть необходимость, определяется по фор
муле (7).
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В заключение отметим, что аналогичная процедура выделе
ния одного из возможных решений, может быть использована и 
а  методе полной редукции, когда он используется для решения 
разностной задачи Неймана.

3. Итерационные схемы е вырожденным оператором 5 . Наличие 
прямых методов обращения оператора Лапласа в прямоуголь
нике в случае краевых условий Неймана позволяет использо
вать такие операторы в качестве оператора В в неявных итера
ционных схемах решения вырожденных уравнений. Так как в 
этом случае оператор В вырожден, то необходимо заново 
изучить проблему выбора итерационных параметров.

Рассмотрим итерационные методы решения уравнения (5) 
при следующих предположениях: 1) оператор А самосопря
жен и вырожден; 2) известно ядро оператора А, т. е. задан 
базис в ker А; 3) правая часть f  уравнения (5) принадлежит 
im Л, т. е. f = f( tim A .  Этому условию легко удовлетворить, 
так как известен базис в ker Л. При этом нормальное решение 
а уравнения (5) является классическим, оно удовлетворяет 
соотношению

Au = f. (10)

Отметим, что в силу самосопряженности оператора А имеет 
место следующее ортогональное разложение пространства Я:

Я  =  кег Л ф  im Л. (11)

Для решения уравнения (5) рассмотрим неявную двухслойную 
схему

Д у̂ -Ч 4  =  /. * =  0 , 1 , . . . ,  У Л Н , (12)

с вырожденным оператором В. Ставится задача найти при по
мощи (12) приближение к одному из решений уравнения (5).

Сформулируем теперь дополнительные предположения отно
сительно операторов А и В. Пусть В —самосопряженный в Я 
оператор и ker В — ker А. Кроме того, пусть для любого 
х € 1ш А выполняются неравенства

Yi(Bx, х)<(Лдс, у2(Вх, х), Yj >  0, А х ф 0, (13)
(Вх, дг) >  0.

Заметим, что из условий В = В*, ker В  =  ker А и (11) следует 
совпадение im А и ira В.

Изучим схему (12). В соответствии с (11) представим ук 
в виде суммы

496

Ук = Ук +  Ук> Ук€ im A > Ук£кетА-



( 14)
Из (12) получим следующее уравнение для ук+1:

BUh*\= Ф*.
где ук = Вук—тк+1(Аук— {).

Так как f£ im A  и im £  =  im А, то ф ^ 1 т Л  при лю
бом ук. Следовательно, <p*_l_ker£, и уравнение (14) имеет со
вокупность решений в обычном смысле, а нормальное его ре
шение ук+1 удовлетворяет уравнению

Вул+1 = ф*- (15)
Заметим, что в силу равенств Вук = Аук =  Q имеем

Фй =  % й— гк+1(Аук— f ) .  (1 6 )

Поэтому компонента ук итерационного приближенияук> ук С ker А, 
не оказывает никакого влияния на ук+1. Отсюда следует вы
вод— при решении уравнения (14) достаточно найти какое-либо 
его решение и лишь после окончания процесса итераций вычис
лить проекцию уп на im A, т. е. найти уп.

Рассмотрим теперь вопрос о выборе итерационного парамет
ра хк. В силу сказанного выше его следует выбрать так, чтобы 
последовательность ук стремилась к нормальному решению и 
уравнения (5). Из (Ш), (15) и (15) получим следующую задачу 
для погрешности гк = ук— и:

B z k + i ~ ( , B — x k + i A y z k , & =» О, 1, • ■ • t  (17 )

тде zk£ im A  для любого k ^ O .
Так как в подпространстве im А операторы А и В в силу (13) 

положительно определены, то схему (17) можно обычным обра
зом исследовать на сходимость по норме энергетического про
странства Яд, где D = A, В или АВ~гА. Так как в этом случае 
оператор DB~XA  самосопряжен, то параметры хк можно выбрать 
по формулам чебышевского итерационного метода (см. § 2 
гл. VI)

То Р ,Ж = { с о з < 2 1 —  1 )  J X
1 < » <

i-YT
l-f-Po^fc’ * а \  2я

2 . _ 1 -Б
' Vi +  7г * Ро~  t+g ’

п ^  п0 (е) =  In (0,5e)/ln pt ,

| , 1

И Й *  (18)

используя yt и у2 из неравенств (13). Тогда для погрешности 
после п итераций будет верна оценка

к»И о<*1*ок-
Смысл рассмотрения итерационных методов с вырожденным опе
ратором В заключается в следующем. Если оператор В таков,
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что нахождение решения уравнения (14) осуществляется значи
тельно проще, чем исходного уравнения (5), а отношение % 
не слишком мало, то такой способ приближенного решения 
уравнения (5) может оказаться целесообразным.

Приведем пример одной разностной задачи, на которой про
иллюстрируем предложенный метод. Пусть на прямоугольной 
сетке
& = {xiJ = (ih1, jh2) g G, 0 <  / <  N2,

htxNa — l<x> ОС =  1, 2},
введенной в прямоугольнике G, требуется найти решение задачи 
Неймана для эллиптического уравнения с переменными коэффи
циентами

Ау =  — / (х), х €(о,
Л =  Л1 +  Л2, f(x) — ф(*) +  -^-фх (х) +  j -  <р2 (х), (19)

где

ha ^а1 У Ха'
Аау = « (^а*/*а )*а>

__
ha ааУХа’ Х* — 1а>

Г g - а Ы »  Ха = 0,
ФаС^а)”  \

8+а С̂ р)» ^

(#) ==: (-^i Н” Х2)» # 2̂ (* )̂ ^2 С̂ 1> ^2 ~Ь ^ 2)*
Предполагается, что коэффициенты аг(х) и а2(х) удовлетво

ряют условиям
о < ^ < ^ а ( ^ Х ^ 2 »  а  =  1, 2, х€<0- (20)

Схема (19) есть разностный аналог задачи Неймана для эллип
тического уравнения

* « 0 ’
^ а Х “= —S-ccfaf})* ха = 0, Р =  3 а,

Ла
—^а'Ш~*= —§+а{х$), ха = 1а, а = 1 ,  2.

“*а
Пространство Н определено в п. 1. Вводя оператор А =  —Л, 

запишем разностную задачу (19) в виде уравнения (5). Легко 
проверить, что А = А*, а разностные формулы Грина дают

(Ау, у) = 2  (ааУ1а , 1)в, (21)
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где использованы следующие обозначения:

(и, v)a=  2  2  u{x)v {x)h$(x$ha, 0 =  3—а, а = 1 ,  2.
*3=0 *а = йа

Нетрудно показать, что оператор А вырожден и для любых 
коэффициентов аа (х), удовлетворяющих (20), ядро оператора А 
составляют сеточные функции, являющиеся постоянными на со. 
Поэтому в качестве базиса в ker Л может быть взята известная 
нам функция |x00(i, /) —l /V ^ a -

Определим теперь оператор В — —Л, где А =  А1+ А 2,

Л«г/ =

_2_
ha У*а'

У* а ха 
_2_
ha У*а ’

*а =  0,

ha^ .  ха ^  1а Ла,

ха =  1*, а = 1 ,  2 .

Оператор В самосопряжен в Н, а в п. 1 было отмечено, что 
базис в ker В образует именно функция р00 (t, /'). Следовательно, 
ker А известно и кег А =  кег В. Если к тому же взять проекцию 
/  на нпЛ и заменить ею в случае необходимости правую часть 
в схеме (19), то все требования, предъявляемые к схеме (12) и 
уравнению (5), будут выполнены.

Для применения итерационного метода (12), (18) осталось 
указать Yi и в неравенствах (13). Так как

№ .< /> =  2  ( 4 , 1 ) . .  (22)

а подпространства imA  и im В совпадают и состоят из сеточ
ных функций, не являющихся постоянными на сетке со, то из 
(20) —(22) получим, что Yi = с4, у2 = с2. Необходимая априорная 
информация найдена.

Из оценки (18) для числа итераций видно, что оно не зави
сит от ‘числа неизвестных в задаче, а определяется лишь отно
шением cjc2. Далее, в силу выбора оператора В уравнение (14) 
для yk+i есть разностная задача Неймана для уравнения Пуас
сона в прямоугольнике. Решение ее можно найти прямым 
методом, изложенным в п. 2 с затратой 0 (N 2 log2 N) арифмети
ческих действий. Тогда общее число действий для предлагае
мого метода, которое следует затратить для получения реше
ния (19) с точностью е, будет равно Q (е) =  0(Л/2 log2 iV| lne|).



Г Л А В А  X III

ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 
НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

В главе изучаются итерационные методы решения нелинейных разностных 
схем. В § 1 изчагается общая теория итерационных методов для абстрактного 
нелинейного операторного уравнения в гильбертовом пространстве при раз
личных предположениях относительно оператора. В § 2 рассматривается при
менение общей теории к решению разностных аналогов краевых задач для 
квазилинейных эллиптических уравнений второго порядка.

1. Метод простой итерации для уравнений с монотонным 
оператором. В предыдущих главах были изучены итерационные 
методы решения линейного операторного уравнения первого рода

заданного в гильбертовом пространстве Я. Большинство по
строенных методов были Линейными и сходились со скоростью 
геометриче;кой прогрессии.

Перейдем теперь к изучению методов решения уравнения (1) 
в случае, когда А—произвольный нелинейный оператор, дейст
вующий в Я. Эта глава посвящена конструированию итерацион
ных методов для решения нелинейных уравнений (!)• Построение 
таких методов основано, как правило, на использовании в не
явных итерационных схемах линейного оператора В, близкого 

в  некотором смысле к нелинейному оператору А. Ниже при раз
личных предположениях относительно операторов А, В  и В 
будут доказаны общие теоремы сходимости в HD решения не
явной двухслойной итерационной схемы

Изучение итерационной схемы (2) начнем со случая монотон
ного оператора А. Напомним, что оператор А, заданный в ве
щественном гильбертовом пространстве, называется монотонным, 
если

§ 1. Итерационные методы. Общая теория

Au = f, (Н

(Аи—Av, и — и, о £ Я ,
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и сильно монотонным, если существует такое число 6 >  0, что 
для любых и, v(tH

(Au— Av , и —v) ^  б I и —o f .  (3)
Из теоремы 11 главы V следует существование и единственность 
в шаре |и||г^-£-||Ж>—ffl решения уравнения (1) с сильно моно
тонным оператором, являющимся непрерывным в конечномерном 
Пространстве Н .

Будем предполагать, что 5 —‘линейный ограниченный и поло
жительно определенный в Н оператор, a D —самосопряженный 
положительно определенный в Я  оператор. Пусть, кроме того, 
заданы постоянные уг и в неравенствах
(DB~1(Au — Av), B~1(Au — A v ))^ .y i (DB~1(Au— Av),U—v), (4) 

(DB~l (Аи— Ао), a— v ) ^ y 1 (D (u— v), и —о), (5)

причем уг >  0.
Л е м м а  1. Пусть выполнены условия (4), (5). Тогда уравне

ние (1) однозначно разрешимо при любой правой части.
В самом деле, запишем уравнение (1) в эквивалентном виде

u = Su, (6)

где нелинейный оператор S определяется следующим образом:
Su = u —•cB~1Au-\-tB~lf, т > 0 .

Покажем, что в HD оператор S при т <  2/у2 является равномер
но сжимающим, т. е. для любых и, v £ H  справедлива оценка

1|5«—So l|o< p (T )| р ( т } < 1 ,  (7)
причем р (т) не зависит от и и v. Тогда утверждение леммы 
будет следовать из теоремы 8 главы V о сжатых отображениях. 

Имеем
\\Sa— S v $  = {D (Su -Sv), (S«—So)) =  f l « - i f 0 —
—2t (DB"1 (Аи—Av), u— v)A-t?{DB~1 (Au— Av), В ^ (А и -А о ) ) .  
Из (4), (5) найдем при т <  2/уа
ISu—5 о |Ь ^ | |н —о |о —т(2 —ту2) (DB~l (Аи— Аь), u —v )^ .

^ ( ч Ц и - v l b ,
где

Р2 W -  1—т <2—ту4) yt. (8)
Так как т < 2 / у 2, то р ( т ) <  1. Лемма доказана.

Исследуем теперь сходимость итерационной схемы (2) в пред
положении, что условия (4), <5) выполнены.

Из (2) найдем

Ушы^Уи— *В-гАук + г В -Ч ^ З у к, Щ
mi



где нелинейный оператор 5  определен выше. Так как решение и 
уравнения (1) удовлетворяет соотношению (6), то из (6) — (9) по
лучим

yk+1— u = Syk— Su, fe =  0, 1,
II Ук+i — « Во =  II Syk— SufD^  р2 (т) 1 ук— и ||Ь,

где р2(т) определено в (8). Нетрудно видеть, что наилучшая 
оценка скорости сходимости достигается, когда р(т) минимально,
т. е. при т =  т0 =  1/у2. При этом р0 =  р(т„) = V  1 — I, i  == V1/Y2* 
Итак, доказана

Т е о р е м а  1. Пусть выполнены условия (4), (5). Итерацион
ный метод (2) с т =  т0 =  1 /у2 сходится в HD, и для погрешности 
имеет место оценка

\tJn « Id <  Poll и Цо, p„ = V  1 li £ ==Yi/Ya»
где и—решение уравнения (1). Для числа итераций верна оценка 

п ^ п 0 (е) =  In е/ln р0.
Заметим, что для линейного оператора А условия (4), (5) 

можно записать в виде
(DB-'Ay, B~1A y ) ^ y 2(DB-1Ay, у), (DB~lAy, y ) > y x(Dy, у).

Следовательно, в этом случае они совпадают с условиями, на
лагаемыми на операторы А, В и D, когда оператор DB~1A яв
ляется несамосопряженным в Н. При этом построенный здесь 
метод переходит в первый вариант метода простой итерации для 
несамосопряженного случая (см. п. 2 § 4 гл. VI).

Отметим, что вместо (4) можно потребовать выполнения ус
ловия

ИВ-^Лы— Л о )||о < у 2||«—о||о, (10)

которое при D — B = E является условием Липшица для опера
тора А. Из (10) и (5) следует неравенство (4) с y2 — y\lyt- 

Если оператор В самосопряжен и положительно определен 
в Я, то в качестве оператора D можно взять В. Тогда условия 
(4), (5) будут иметь вид

(В-1 (Аи—Av), Аи—A v )^ .y i ((Au—Av), и—v),
(Аи—Av, и—n )^ Y i (B  (и—v), и —v), уг >  0.

Если В несамосопряжен и невырожден, то при D = B*B усло
вия (4), (5) имеют вид

(Аи—Av, Аи—Ло)г^у2(Ли—Av, В (и—у)),
(Au— Av, В (и—у ) ) > у 1(В(«—у), В (и—у)), уг > 0 .

При D = B = E условие (5) означает, что оператор А должен 
быть сильно монотонным в Я.
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2. Итерационные методы для случая дифференцируемого опе
ратора. Улучшение оценки скорости сходимости метода простой 
итерации для уравнения (1) может быть достигнуто за счет более 
сильных ограничений на оператор А. Именно, будем считать, 
что оператор А имеет производную Гато. Напомним, что линей
ный оператор А ’ (и) называется производной Гато оператора А 
в точке и £ Н , если для любого и (Е Я  справедливо соотношение

lim 
/-*■ о

A(u +  t v ) - A ( u )  _ A ' {U)V =  0.

Если оператор А имеет производную Гато в каждой точке про
странства Я , то справедливо неравенство Лагранжа

\А и — Ли К  sup || А’ (и + 1 (v— и)) || || и—v\, и, v£ H ,
0 < f <  1

и для любых и, v и w € Я  существует t £ [0, 1] такое, что
(Аи — Av, w) = (A’ (u + t (v— и)) г, w), z = u— v. (11)

Вернемся к исследованию сходимости итерационной схемы (2). 
Имеет место

Т е о р е м а  2. Пусть оператор А имеет в шаре Q(r) =  
=  {и:|1 и—v ||D ^ г\ производную Гато Л'(и), которая при любом 
у £ Q (г) удовлетворяет неравенствам

ОDB-*A'(v)y, B - 'A '( v ) y ) ^ y t (DB-iA’ (v)y, у), . . . .
(DB~lA r (v)y, у ) > у г ф у , У), Ъ >  0 W

для любого у £ Н . Итерационный метод (2) с т = 1  /уа и y0£Q (г) 
сходится в HD, и для погрешности верна оценка

\\Уп— и | о < Р " | У «  — «Но.  (13)
где и— решение уравнения (1), а р = \Г\ — | ,  ^ — у^у^. Если опе
ратор DB~1A' (v) самосопряжен в Я  при v£Q (r) и выполнены 
неравенства

Ч г Ф У ,  y)< :(DB-1A' (v) у, y X y A D y ,  у), у ,> 0  (14)

для любого v£Q (r) и у&Н, то при т =  т0 =  2/(y1-fy g) для ите
рационного процесса (2) верна оценка (13) с р =  р0 =  (1 —1)/(1 -f |) . 

Действительно, из уравнения для погрешности

Ук+i—u==Syk—Su, Sv = v —xB~1Av + xB~1f

и неравенства Лагранжа получим

1Ук+г UId =  II$Ук 5м ||D^  sup ||5 ' (vk) ||D||ук u\D, (15)о < t < 1

где vk =  ук + 1 (и— ук)£  Q (г), если yk£Q(r). Так как S '(vk) = 
= Е —хВ~гА' (vk), то задача сводится к оценке в HD нормы ли
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нейного оператора Е —тВ^А' (vk). Щ определения нормы опе
ратора имеем
II О-' (п  Y ||2 __ o ,,m  (S' (Vk) у у S' (Vfz) y)DIS ф у)о ......... *

„  5Щ  ( P S ' W *  S '  f a )  y) ж  s u p  ( ( E - T C ( v k) \ z ,  ( E — xC ( vk) ) z) ,
# ф. & (Dy~t у) (z> zf

=  \ E - x C ( v k) f ,

где C — (DB~1A' (vk))D-*?* и была сделана замена г/ =

Подставляя найденное соотношение в (15), получим

b h * i— « !/> <  s«p | £ —■■*£(«*») Ну*— и lb-О < t < 1

Из (12) найдем, что оператор С (vk) при любом vk$Q (г) удов
летворяет неравенствам

(С («*) у, С ОД у) <  Y* (С ОД if» if),
(С ОД г/, у) > уЛ у, у)-

Напомним» что требуемая оценка для нормы линейного опе
ратора Е — тС (vk) при указанных предположениях была полу
чена в п. 2§ 4 гд. VI, Именно, ори т=Л/у8 имеем |[£—т С О Д К р , 
где р =  К  1 — | ,  \  =  Ух1,У'2- Первое утверждение теоремы доказано. 
Аналогично доказывается и второе. В этом елучае оператор С ОД 
самосопряжен в Я , и оценка для нормы, оператора Е —тС (vk) 
была ранее получена а п. 2 § 3 гл. VI, Теорема 2 доказана.

В главе V I, помимо использованной здесь оценки для нормы 
оператора Е —тС (vk) в несамосопряженном случае, была полу
чена другая оценка в предположении, что заданы три числа ylt 
у9 и уз в неравенствах

Ц С О Д К Т з , Vi >  Q.

где СХ =  0,5(С—С*)—кососимметрическая часть оператора С. 
В этом случае при т ^ т ф(1— -щ) верна оценка | £ —т С ^ К р ,  
где

Уз
УугViV2 +73

=  Ŷt+Vs
*—¥  Г., * Vi
i + V 5 1 +

(16)

Т е о р е м а  3. Пусть оператор А имеет $ таре- Q (г) произ
водную» Гатз А ’ (о), которая при любом у £ Q (г) удовлетворяет 
неравенствам

Ъ Фу, #)<(£Ш ~М ' (у) у, г / Х у а(Пг/, iOL Y !>  О, 
fO ,5 (D B -^ f ( o ) - A f* В )у^ -*  < v | ФУ, UY
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Тогда при v = V ( l —xp) 'я у0‘€ .® ( г )  -и'т&рщиоштй метод (2) 
•сходится ‘в HD, и для погрешности верна оценка (13), где р =  р 
определено в (16).

Покажем теперь, что если оператор A' (w) при ^ ^ П ( г )  удов
летворяет условиям (17), то для любых 'u,_v^ti\r) выполнены
неравенства (4), (5.) с постоянными у2 =  (Vt +  Ye?/Ti-
Тогда из леммы 1 будет следовать однозначная разрешимость 
уравнения (1).

В силу (11) имеем для и, v£Q (r) и (€ [0 ,  Q
« —»)-*= (Ry, у), R ** D S-^A' (Ц ,

гдe_y = u— v, w = u +  t (v— u)£Q (r). Из (17) получим (R y ,$ )!>  
(Dy* У)> т - е- выполнено неравенство (5) с 7.! =  у,.

Далее Змеем (DB"1A:u^DTT~1Av, z) ^  (Ry, 2). Представим 
оператор R в виде суммы R = R0 +  Ri, где =  0.5 (/? -f- R*) — 
симметрическая, a Rt -== 0,5 (R •— Д*1) *= (ф) —
— 4'*(йу)(Й'*)‘"1 D)—кососимметрическая части 'ОШратора R-.

В 'силу неравенства Коши— Буняковского и условия (17) 
Получим
(Riy, г ) = ф ~ ' ! ^  D ^ z ) ^ ( D ~ 1R 1y, R .y f^  (Dz, *)V, =

- i R j k - ' V z ,  г)'/> <  y3(Dy, y)'/‘(Dz, «)*/.. 
Из обобщенного неравенства Коши — Буняковского найдем
(R0y, 2) <  (R„y, у)1'* (До2. «)v* =

=  (Ry, у)Чг {Rz, z )v * < y 2 {Dy, y)'/>(.Dz, Z ) ' A .

Итак, мы получим неравенство
iRy, z) < ( y 2 +  Y3) (Dy, уУ^ (Dz, z)'!k

Полагая z = B~1(Au— Av) и используя (5), будем иметь
(ВВ-'ХАи— Аь), В - Ц А и ^ А о ) ) ^

< М + У ^  (В В -1 (Аи— Av\, и —
т

Утверждение доказано.
3. Метод Ньютона — Канторовича. В теоремах 2 и 3 мы пред

полагали, что производная Гато A ’ (v) существует и удовлетво
ряет соответствующим неравенствамдля v $ Q (г)=={о:|| ы— г}, 
где «—решение уравнения (1).

Из доказательства теорем следует, что достаточно потребо
вать на каждой итерации & =  0, 1, .... выполнения этих нера
венств лишь для o 6 Q ( r ft), где rk= \u —yk\p. _

В этом случае у* й у2 (а также и у2 и у3) могут зави
сеть от номера итераций k. Если выбирать итерационный пара
метр т Но 'формулам теорем 2 и 3, то получим нестаНион'арньгй 
итерационный процесс (2) с т = т л+1.

1Й5



Более того, можно рассмотреть итерационный процесс

Bk^ VH* r~ ~  + Ayh^ f ,  Л =  0, 1..........у0£Н , (18)1'k+i
оператор B — Bk+i, в котором также зависит от номера итера
ций. Как выбрать операторы Вк? Если оператор А линеен, то 
A' (v) — А для любого v£H . Тогда из теорем 2 и 3 следует, что 
при В = A' (v) — А скорость сходимости итерационного метода (2) 
максимальна. Именно, при любом начальном приближении у0 
получим, что у1 = и.

Выберем теперь оператор Вк+1 в случае нелинейного опера
тора А следующим образом: Bk+1 — А' (ук). Получим итерацион
ную схему

k = 0, 1.........  у ^ Н .  (19)t«+l
В соответствии с принятой терминологией итерационный про
цесс (19) является нелинейным. При т ^ = 1  он называется мето
дом Ньютона—Канторовича. Для оценки скорости сходимости 
итерационного процесса (19) можно воспользоваться теоремами 
2 и 3, в которых В следует заменить на Л' (yk). В частности, 
для случая D — E при тк+1==1/у2 имеет место оценка

ХУк+i— « К р 1&—■«II. P =  K l  — Ti/Ta <  1» (20)
где yj и у2 взяты из неравенств (12) теоремы 2

! ( Л '  (ук))~' A ' (v )y f  <  Y.  W  Ш )~1 А' (V) у , у),
((А'(Ук))-1 A ’ (v)у, у ) > у 1{у, у), Y i > 0

при у £ Н , о€й(г*)  и rk = \\u— ykf. Из (20) следует, что гк+1 =  
— \\Ук+1 —u II^Pr f t < r* и> следовательно, гк—+ 0 при k —юо. 
Поэтому, если производная А' (у) как функция от у со значе
ниями в пространстве линейных операторов непрерывна в окрест
ности решения, то при k-^-oo имеем, что Yi—Л  и y2—*>■ 1. Это 
приведет к ускорению сходимости итерационного метода (19) при 
увеличении номера итерации к.

Приведенные рассуждения показывают, что методы вида (19) 
имеют при некоторых дополнительных предположениях о глад
кости оператора А' (у) более высокую скорость сходимости, чем 
скорость сходимости геометрической прогрессии.

Рассмотрим метод Ньютона — Канторовича (19) стА =  1. Иссле
дуем сходимость этого метода при следующих предположениях:
1) выполнены неравенства

lA '(v) — Л ' ( ш ) | |< а | | у —w\\, а > 0 ,  (21)

\А '1 р ) у \ > \ \у 1  у £ Н ,  Р > 0  (22)

для^о, w<zQ(r); 2) начальное приближениеу0 принадлежит шару 
Q(r), где г = min (г, 1/(а0)).
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Т е о р е м а  4. Если выполнены предположения 1) и 2), то для 
погрешности итерационного метода (19) с хк =  1 верна оценка

(23)

Действительно, из (19) получим следующее соотношение:
А' (Ук) (Ук+1 ~ и) = А ' (Ук) (Ук— и) — (АУк— Аи) =  Тук— Ти,

Ти — А' (ук)и —Ли,

где и—решение уравнения (1). Отсюда в силу неравенства Лаг
ранжа для нелинейного оператора Т получим

\\Л '(yk)(yk+1-u ) \\  = lTyk- T u \ \ ^  sup \\Г {vk)\\\\yk-u \\ ,
o< 1

где vk — yk+ t  (u— yk). Из определения оператора T будем иметь 
T '(vk) = A '(yk) - A ' ( v k).

Предположим, что yk£Q (r). Так как г то yk^Q (r), и, сле
довательно, vk £Q(r). Из неравенства (21) будем иметь

IIТ ’ Ы II =  IIА ’ (ук)— А ' (vk) | |< а |! ук—vk|| =  a t \\ук—и||, 
sup \\T'(vk) < а ||г /й—и||.

о < 1
Таким образом, найдена оценка

II А' (Ук)(Ук+1— и) К аЦ У ь— и f .
Используя неравенство (22), отсюда получим

Ук+1— и||<«Р1|0*—■«II2- (24)
Заметим, что так как \ук—и | |^ г  и « Р г ^ 1 ,  то

II Ук+х—и К  «Рг II Ук— и\\<  IIУ к—« К  ~г-

Следовательно, из условия ук С й  (г) вытекает, что ук+1 £ Q (~). 
Так как г/0€ й ( г ) ,  то по индукции находим, что yk ^Q (r)  для 
любого fe^ 0. Поэтому оценка (24) верна для любого к ^ О .

Решим неравенство (24). Умножим его на ар и обозначим 
<7ft =  ap||«/ft—и||. Для qk получим неравенство <7*+ 1 <  ^ 1 ,^  =  0 , 1, . . .

По индукции легко доказать, что его решение имеет вид qn^ . ql", 
п ^ О .  Следовательно, имеем оценку,

“Р! Уп—« К  («РIIУо — и II )* \

Отсюда и следует утверждение теоремы.
З а м е ч а н и е  1. Если начальное приближение у0 выбрано 

так, что г ^ p /(aP ), р <  1, то из (23) следует оценка

\уп- и  | |< р * " -1 II1/0- « II
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и оценка
п >  n0 (е) =  Iog2 (In в/ln р +  1) 

для числа итераций,
З а м е ч а н и е  2. Если вместо условия (21) выполнено нера

венство
l M > ) ^ > ) | | < a | j a - ^ ,  р € (  0, 1],

то  Зля погрешности верна оценка

\\уп— и 1 <  (V<*$ I Уо—« И )<р+ 1)Л*

При доказательстве теоремы 4 мы получили оценку для пог
решности (23). Эта оценка бесполезна с течки зрения практиче
ского ее применения, но она важна для теории метода, поскольку 
показывает, как осуществляется сходимость вблизи решения и.

Теорема 4 позволяет находить области несуществования ре
шения. Действительно, теорема утверждает, что ук сходится к и, 
если ||у0 — ы ||г^г. Поэтому, если итерации не сходятся, то в шаре 
||у0—1>||<г с центром в точке г/д решений уравнения (1) нет.

Отметим, что если оператор А сщлеет в шаре Q(r) вторую 
производную Гато, то в неравенстве f2l)

<х= sup || Л"(о-М (©—-o))J.
0<<< 1

При реализации итерационной схемы (19) для каждого k нуж
но решать линейное операторное уравнение

A '(yk)v = F{yk), (25)

где
F (ук) =  А' (ук) yk— t k+i (Ayk—f). (26)

Если о—точное решение уравнения (25), то в (19) yk+i~ v .
Оператор А' (ук) необходимо вычислять на каждой итерации, 

и это может потребовать больших вычислительных затрат. Рас
смотрим пример. Пусть оператор А соответствует системе нели
нейных уравнений

<р,- (м) =  0, i =  l, 2, . . . ,  т, u =  (Wj, ы2, •••,  чт).

Производная Гато А' (у) в точке у =  (уг, ’и2, • ••, ут) есть квад
ратная матрица с элементами аи \у), где

а и (У) =
дф| (и) 

диf и = у
h / — 1» 2, m.
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Следовательно, на каждой итерации нужно вычислять т 4 эле
ментов матрицы А'(у), тогда как число неизвестных в задаче 
равно т.

Чтобы избежать вычисления производной A’ (ук) на каждой 
итерации, используют следующую модификацию схемы (19):

Здесь производная А' вычисляется через каждые т итераций и 
используется для нахождения промежуточных приближений укт+1, 
Уьт+а> •••> Уа+1)т- ПРИ m==1 получим итерационную схему (19).

4. Двухступенчатые итерационные методы. Итерационную 
схему (19) целесообразно использовать в случае, когда оператор 
А' (ук) легко обратим. При этом точное решение v уравнения (25) 
принимается за новое итерационное приближение ук+1, которое 
удовлетворяет схеме (19). Таким образом, мы получаем итера
ционную схему, оператор Bk+t в которой задан в явном виде: 
■®а+1 — А' (ук)•

Если уравнение (25) решается приближенно, например при 
помощи вспомогательного (внутреннего) итерационного метода и 
в качестве yk+i берется m-е итерационное приближение vm, то 
Уь+i удовлетворяет общей схеме (18) с некоторым Bk+l Ф А' (ук). 
В этом случае явный вид оператора Вк+1 не используется, а 
знание его структуры необходимо лишь для исследования схо
димости итерационной схемы (18). Построенные таким способом 
итерационные методы иногда называют двухступенчатыми, под
разумевая под этим специальный алгоритм обращения опера
тора Вк+1.

Опишем более подробно общую схему построения двухсту
пенчатых методов. Пусть для решения линейного уравнения (25) 
используется какой-либо неявный двухслойный итерационный 
метод

где F (ук) определено в (26), {coj — набор итерационных парамет
ров, Вп+1 — операторы в Я , которые могут зависеть от yk, а

Выразим vm через ук. Сначала найдем уравнение для погреш
ности zn = vn— v, где v—решение уравнения (25). Из (25) и (27) 
найдем

1 =  0, 1, . . . ,  т — 1, k — 0, 1, . . .

f  A' (yk)vn = F(yk), п — 0, 1, . . . .  m— 1, (27)

и, следовательно,

(28)
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Из (25), (26) получим
О =  [А' (ук)]~1 F (ук) =  ук- т*+1 [А' (ук)]-г (Ayk- f ) .

Подставляя найденное v в (28), будем иметь
Ук+1 =  vm = yk— xk+i (Е—7’я,)[Л'(г/й)]-1 (Ayk— f).

Отсюда следует, что ук+1 удовлетворяет итерационной схеме (18), 
если обозначить

Вк^ А ' ( у к) ( Е - Т т)~ \ (29)
Итак, реализация одного шага двухступенчатого метода состоит 
в вычислении F (ук) по формуле (26) и выполнении т итераций 
по схеме (27) с начальным приближением v0 — yk. Полученное 
приближение vm берется в качестве ук+1.

Рассмотрим итерационную схему (18), (29). Для оценки ско
рости сходимости можно использовать теоремы 2 и 3, в которых 
В заменено на Вк+1, а т на тй+1. Недостатком такого выбора 
параметра т является то, что нужно достаточно точно оценить 
Yi, Та и Тз-

Отметим, что при построении двухступенчатого метода можно 
было бы исходить не из уравнения (25), а из «близкого» к нему 
уравнения

Rv = F(yk),
где линейный оператор R в некотором смысле эквивалентен опе
ратору A '(y t,). В этом случае в итерационной схеме (18) имеем

Bk^ B  = R ( E - T m)-K
Исследуем этот случай более подробно. Пусть выполнены 

условия
R = R*>  0, T*mR = RTm, (30)

(31)
Л е м м а  2. Пусть выполнены условия (30), (31). Тогда опера

тор B = R (E —Тт)~1 самосопряжен и положительно определен 
в Н, и справедливы неравенства

(1 — q)B  < / ? < ( !  + q)B . (32)
Рассмотрим оператор В~1 — (Е—Tr̂ )R~1. Из (30) найдем 

(E -T*m)R  = R ( E - T m) или R - '(E -T * m) = ( E - T m)R -K  Следо
вательно, оператор В~г самосопряжен в Я.

Так как в силу (30) оператор Тт самосопряжен в HR, то

| |7 \J r =  sup
X ф  0

1 (Ттх у x)R |
( X ,  X ) R

sup
X  Ф  о

I (RTmXt х) | 
(Rx, х) < q <  1.

Следовательно, для любого х £ Н  имеем неравенство
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Полагая здесь x = R -1y, получим
\(TaR~'y, y ) \< q (R ~ 1y , у), 

поэтому для у £  Н найдем
(1 -q ){R ~ %  y ^ d E - T J R - ' y ,  </)<(1 +  яШ ^У , у).

Итак, получена оценка
(1 +  (33)

Так как R~l и В ~г—самосопряженные в Я  операторы и g <  1, 
то из леммы 9 § 1 гл. V следует, что неравенства (33) и (32) 
эквивалентны. Лемма доказана.

Л е м м а  3. Пусть оператор А имеет е шаре П (г) производ
ную Гато A'(v), которая при любом о £ й ( г )  удовлетворяет 
неравенствам

Ci (Ry> # Х 0 4 ' (о) у, j / ) < c 2 (Ry, у), с, >  0, (34)
«0,5 [A' ( v ) - (A ' (v))*]yfR-> ^c l  (Ry , у), с, >  0. (35)

и пусть выполнены условия (30), (31). Тогда выполнены неравен
ства (17) теоремы 3, где

у г = сг (\ — я), Y2 =  c2( 1 + ? ) ; y 3---cs { \+ q ) \
D = B = R { E - T m).

Действительно, в силу леммы 2 оператор D самосопряжен и 
положительно определен в Я. Кроме того, неравенства (17) при 
D — B имеют вид

У1 (ВУ> У )< {А ‘ (®)У> У)< Ъ (ВУ. У)> (36)
||0 ,5 [ Л '( о ) - М '( о ) ) * ] ^ |й - < т 5 ( ^ ,  У). (37)

Неравенства (36) с указанными в лемме 3 и у2 следуют из 
(32) и (34), а (37) вытекает из (32), (33) и (35), так как

||z||s-» =  (B_12, г ) < ( 1 +«7)(/?-12, г) =  (1 +  <7) ||г ||^ -1,
(Rz, z)<(l+<7)(f iz,  г).

Используя лемму 3, можно доказать аналог теоремы 3 для 
двухступенчатого метода.

Т е о р е м а  5. Пусть выполнены условия леммы 3, и двухсту
пенчатый метод построен на основе уравнения Rv = F(yА) с ис
пользованием разрешающего оператора Тт. Если в итерационной 
схеме (18) с Bk+1= B  — R (Е—Ти)-1, описывающей этот двухсту
пенчатый метод, выбрать xk =  т0 (1 — хр) и г/0 (Е й  (г), то для 
погрешности будет верна оценка

\Уп— «LX ~Pplll/o—« Ь .
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где и —решение уравнения (I), ,р, х и т ,  определены в (16) с у1, 
у2 и 73, указанными в лемме 3.

5. Другие итерационные методы. В этом пункте мы приведем 
краткое описание некоторых итерационных методов., также ис- 
пользуемых дата решения уравнения (1) с нелинейным операто
ром А.

Пусть Ф (и)—дифференцируемый по Гато функционал, задан
ный в Я . Оператор А, действующий в Я , называется потенци
альным, если существует дифференцируемый функционал Ф (и) 
такой, что 4®=* grad Ф(и) для всех и. Здесь градиент-функциона
ла Ф'(«) оиределяется равенством^ Ф (а +  £у)]/=0 — (grad<P (и), п).
Примером потенциального оператора может служить ограничен
ный линейный самосопряженный оператор А, действующий в гиль
бертовом пространстве Я. Он порождается функционалом 
Ф(и) =  0 ,5 (Ли, и).

Пусть оператор А непрерывно дифференцируем © Я. Опера
тор А является потенциальным тогда и только тогда, когда про
изводная Гато Л '{v) есть самосопряженный в Я оператор.

Если Оператор А потенциален, то формула

где и0 — произвольный, но фиксированный элемент Я , дает спо
соб Построения функционала Ф(м) по -оператору А.

Если оператор А порожден градиентом строго выпуклого 
функционала, то производная А' (о) является положительно оп
ределенным в  Я  оператором для любого zxg Я. В этом случае 
для приближенного решения уравнения (25) можно использовать 
итерационные методы вариационного типа, например в (27) ите
рационные параметры ton+i выбирать по формулам методов ско
рейшего спуска, минимальных невязок и т. д.

Рассмотрим для примера двухступенчатый метод (18), (29), 
для которого Tft+1a=i, а в схеме (27) т — 1 и В1 = ’Е. Тогда 
B A + 1  =  £ / ( o 1 .  Е с л и  для вспомогательного итерационного процес
са (27) параметр выбрать по формулам метода минимальных
невязок (или минимальных поправок), то получим (см. п. 2, 3 
§ 2 гл. VIII)

В этом случае двухступенчатый итерационный метод описывается 
формулой

Ф(и) =  ) {А («0-И (и — ио))> u — ub)dt,

(38)

Ук + 1—Ук
(Oi -Му* =  /, fe -0 , 1..........

где ©! определено в (38). 
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В ситуации, когда оператор А не является потенциальным, 
параметр coj можно выбрать по формулам метода минимальных 
погрешностей, полагая в (27) =  (</ft))*]-1 и

('ft, r k )
II (Л '(</*))*'* Г ’ rk = Ayk— f. (40)

В этом случае двухступенчатый метод имеет вид

У-М^  +  (А \у 11)Г Аук = (А' (ук))Ч, k = 0, 1, . . . ,  (41)

где (Oj определено в (40).
Легко видеть, что в методе (38), (39) параметр сог выбирается 

из условия минимума || Л '(</ft)(i/ft+1—Ук)А-Аук—/|], а вметоде(40), 
(41)—из условия минимума нормы || ук+1— ук +  [А' (г/*)]-1 (Аук—/) ||.

Задача решения уравнения Au = f в случае потенциального 
оператора иногда может быть заменена задачей минимизации 
функционала, порождающего этот оператор. Заметим, что всегда 
имеется простой способ преобразовать задачу решения уравне
ния (1) в задачу минимизации, даже если оператор А не явля
ется потенциальным.

Действительно, пусть Ф(м)—функционал, заданный в Я  и 
имеющий единственную точку минимума и =  0. В качестве при
мера такого функционала можно привести <D(m) =  (Dw, и), где 
D—самосопряженный положительно определенный в Я  оператор. 
Далее, для заданного уравнения (1) рассмотрим функционал

Е(ы) =  Ф (Ли— f), « € Я .
Если уравнение (1) имеет решение и, то, очевидно, оно достав
ляет минимум функционалу F (и).

Опишем метод минимизации функционала (метод спуска). 
Пусть уравнение (1) порождено градиентом строго выпуклого 
функционала Ф(м). Пусть минимизирующая последовательность 
строится согласно итерационной схеме (19), т. е. по формуле

Уь+1 = Уь— Ъ+ЛА' (УкИ]~г (АУк—/). fe =  °. !. ••• (42)
Обозначим

*»* =  [-А' grad Ф (у*), (43)
где в силу сделанных предположений grad Ф (ук) =  Аук—/. За
пишем (42) в виде

Ук+1 = Ук— *к+1Щ‘
Отметим, что оператор А' (ук) положительно определен и само
сопряжен в Я. Далее, из определения производной Гато функ
ционала имеем

П т  Г ф (Ук-ч+ 1Щ) - Ф  Ш 1 +  (gra(i ф (у  ) t w ) =  о,
Tfc +  i ->  о L T *  +  i  J
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Так как A' (yk)wk = gTad<l)(yk), то
(grad Ф (ук), wk) =  (А' (ук) wk, wk) >  0.

Следовательно, существует такое тк+1 >  0, что Ф (ук+1) будет 
строго меньше Ф(ук).

Если минимизирующая последовательность {ук\ строится по 
явной схеме (18) (Вк =  Е), т. е. по формулам

то переход от ук к ук+1 осуществляется по направлению гра
диента функционала Ф (и) в точке ук. Такие методы принято 
называть методами градиентного спуска. Существуют некоторые 
алгоритмы выбора итерационных параметров %к> но на этих 
вопросах мы не будем здесь останавливаться.

Приведем в заключение обобщение явного метода сопряжен
ных градиентов, который используется для минимизации функ
ционала при указанных выше предположениях. Формулы алго
ритма Флетчера — Ривса имеют вид:

а параметрак+1 выбирается из условия минимума Ф(ук—аk+1wk). 
Эта задача об отыскании минимума функции одной переменной 
решается одним из методов численного анализа/

§ 2. Методы решения нелинейных разностных схем

1. Разностная схема для одномерного эллиптического квази
линейного уравнения. Изложенную в § 1 общую теорию итера
ционных методов будем применять для нахождения приближен
ного решения нелинейных эллиптических разностных схем. На
чнем с простейших примеров.

Рассмотрим третью краевую задачу для одномерного квази
линейного уравнения в дивергентном виде

*/*+! =  */*—T*+i И*/*—/),

Ук+1 = Ук— ак+1^к’ 
ayft =  grad® (yft)+&ftie)ft_1,
ay0 =  gradO(i/0),

ft =  0, 1 
f t = l ,  2

где

Lu = ) —fc„ и, — q>(x),

(1 )
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Будем предполагать, что функции /^(л:, /?0, рг)> k0(xf р0, рг), 
х0 (р0) и (р0) непрерывны по р0 и рг и выполнены условия 
сильной эллиптичности 

1 1
[ka{x* Pot Pi) kaix* Qot *7i)] (Pa Qa)^^i (Pa *7a)2» (2)a=0 a=0

[*a(Po) —*afao)](Po —9o)>0. a==0- (3)
где Cj >  0— положительная постоянная, |p 0|, |^0|,
|P iN < 7 il< °° -

На равномерной сетке <о = {х( = Ш, i = 0, 1, N, hN = l} 
задаче (1) поставим в соответствие разностную схему

A y t= — ft> О (4)
где

{  < P (0 )+ j l» o . * =  о,

/ , =  J ф(лг,), 1 ,

 ̂ Ф (0 +-^-Pi, i = N.

Разностный оператор Л определяется формулами:

A* /i= y { [M * . У, Ух)]- +  [К(х, У, У-)]х —
—М*> у, yx)— k0(x, у, у-)}{, 1 ,

А Уо = Уо> Ух. о )+ М А , Уг> 0 - х)] —

— k0(0, у0, yx, 0) — jXo(y<>), i = 0,

А Уы=— \ 1 кЛ1— Ь, Уы-1. У*.лг-1) + М * . %>лг)] —

— К (I, yN, у-' N) — j * i  iyN)> i =  N-

Если в пространстве Я  =  Я(со) определить нелинейный оператор А 
соотношением А =  —Л, то разностная схема (4) запишется в виде 
операторного уравнения Au = f.

Исследуем свойства нелинейного оператора Л, действующего 
из Я в Я. Напомним, что скалярное произведение в Я (со) опре
деляется по формуле

N-1
(и, V) =  2  ti/V/h +  0,5h (u0v0 + u#oN),

i= 1
а через (и, у)ш+ и (и, v)&- обозначаются суммы

N N- 1

(и, i>)©+ =  2  UjPiK («, а)©- =  2  upih,
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так что

(и, о ) = т [(ы, о)С0+ +  («, о)ш-].

Покажем, что при выполнении условий (2), (3) оператор А 
является сильно монотонным в Н (©), т. е. выполнено нера
венство

(Ли— Av, и —v ) ^ c 1lju—о||2, ’ сх >  0, (5)

где с\ определено в (2).
Обозначим Ро = Ро = uit Яо=То =  о„ р х =  = qt =

= vx,h  Qi — Vx.i- Используя определение оператора А, формулы 
суммирования по частям (см. (7), (9) § 2 гл. V) и условия (2),
(3), получим
(Ли—Av, и—о) =  (Ли—Ли, и—v) =

~~2 ^Lth I Л-i [ka(.x > Ро> Pi) ka (x, q0, qt)] (pa Ра) [
i= 1  V a = e  ) i
N - 1 f  1 ^

+  M IL  [M *. Po. Pi)— ka (x, qt , q1)](pa,— qa) \  +
1=0 Va=0 )  i

+  L«i(p’o)—«i(Po)J(Po —P”o)i /=W +K  (Po) —«0 (<7o)] (Po — Po) I .=0 >
N  1 N - l  1

у   ̂ 2 |  (Pa 9a)?+  ”5" ^  Л ^  (/7a 9a)?‘
i= 1 a=0 i - 0 a=0

Учитывая равенство ux . = u- i+li запишем полученную оценку 
в виде

(Аи — Av, u— v ) ^ ^ [ ( u — vt u— v)a+ + (u— v, u —v)о)- +

+  2  h (u—w )j, +  2  h i] =1=1 t'=0
=  A  [ IIИ — о II2 +  ((и — О )!,  1) « +] >  Cj I и — о I* .

Из замечания 2 к лемме 12 главы V следует, что эта оценка 
не может быть улучшена.

Итак, установлена сильная монотонность оператора Л. В силу 
непрерывности функций ka (x, р0, рг) и ка (р0), оператор Л не
прерывен в Н. Поэтому из теоремы 11 главы V следует сущест
вование и единственность в шаре I и I I ЛО—/|| решения урав-
нения Ли =  /  и, следовательно, разностной задачи (4).

Если ka (x, р0, рг) и и а (Ро)> <* =  0, 1—непрерывно дифферен
цируемые функции своих аргументов, то вместо (2), (3) можно
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использовать другие достаточные условия, обеспечивающие силь
ную монотонность оператора А.

Будем предполагать, что выполняются условия

Ci 2  2  аар(х, Ро, Pi)
а=0 а,0=0 а=0

0 < а а (р0) < с 3, а = 1 , 2 ,

С х> 0, (6)

(7)
где £ =  ( |0, h )  — произвольный вектор и

П ( г  П П  ̂_ dfeg (X, р0, Pi) / \
а а$ \Х ,  Ро• Pi) дрр » °а\Ро)~

дхд (р9) 
дРо а, {5 =  0, 1.

Покажем, что из условий (6), (7) следуют (2), (3). Действительно, 
имеют место равенства
ка(Х, Pot Pi) ka(X,  Qo> Q l ) ~

1
=  *Po +  ( l — t)Qot tpi +  ( l — t)qi)dt =

0

=  (Ро-Яо) J  dt +  (P i-q i)  j  (̂ ° ’ Sl) dt =
о 0 о 1

l *
=  2  {P&— Яь) 5 «ае (*, So, sx) Л , a  =  0, 1,

где s0 =  tp0 -f (1 — /) qt , =  tpt -f- (1 — t) qt . Умножая это равенство 
на ра—qa и суммируя его по а  от 0 до 1 , получим с учетом (6)

2 [к* (х, ро, Pi)— К  (.х, qa, q j ]  (pa— qa) =a=0
l 1

= S 2  (x, S0, sj (pa—qa) (pp—<7p) Л >
0 a, 0=0

1 1 1
^  j 2  (Pa Qa)2dt — 2  (Pa Qa)2*

0 a=0 a=0

Итак, неравенство (2) получено. Аналогично из (7) получим не
равенство (3)

1
К  (Ро)— Ка (q0)] (Ро — Я о) =  j  d% [So)- dt (Ро— <7о)2 >  0.

Таким образом, условия (6), (7) гарантируют существование и 
единственность решения разностной задачи #(4).

Найдем теперь производную Гато оператора А, предполагая, 
что функции ka (x, р0, рх) и иа (ро) ,а  =  0, 1 , имеют ограниченные 
производные по р0 и рх нужного порядка.
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Из определения производной Гато нелинейного оператора 
будем иметь

А' (и) у( =  — у  {[а„ (х, и, их) ух\  t +  [an (х , и, и-) у- ]х, , +

" Ь  [ # ю  (х > их) у\~х, С ~ Ь  [ а Х 0  (х < W - )  < / ] * ,  I  }  “ Ь

+  - j K i  (х, U, ux)yXti + a0l(x, и, u-)y- ti +

+  [а00(х, и, их) +  а00(х, и, u-)]yi\,  1 .

При i = 0 получим

^  (^ )  У0 ~  “fc [^11 (®> 0̂ о) “Ь ^11 (^» ^ 1» i )

—^01 (О, и0, их% 0)+ ha l0 (h,ux,u- 1) \ Ух, 0 + j[<*o К )  —

2“ (®» ^о» о) 2” ^ 10 ^ 9 ^ 19 i)  ~Ь "2" ^ 00 ^ ° ’ о)] Уо*

а при i — N будем иметь

A (tl) Ун = \CL\\ (I hi Un- h M - l )  “Ь й\1 (̂ » Uxt n ) Н“

~Ь ha01 (/, Utf, и- N) ha10 (l ft, ггдг_х, uxэ # - 1)] г/- ^ J^i (̂ лг) “b

4“ 1̂0 (̂ » ^x, Л/) +  “2 ^10 ^  N-1) ~Ь*

“i“ '2"^oo(^> Utfi U-' yN.

Отметим, что при вычислении А' (и) у0 и А ' (гг) yN были исполь
зованы соотношения

Уг =  У о + НУх,о> У м -1  =  У м —  НУх, N  * (8 )

Исследуем свойства производной Гато Л'(гг) оператора А. 
Л е м м а  4. Если выполнены условия

дкг (*, р0, Pi) _  dkp (*, р 0, р г) 
д р 0 д рг (9)

то  Л'(гг)—самосопряженный в Н оператор. При выполнении 
условий (6), (7) он положительно определен в Н.
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В самом деле, используя формулы суммирования по частям, 
а также соотношения (8), получим

N -  1
(А' (и) у, z) = T ^ h  [ап (х, и, их) ухгх + а 10 (х, и, их) угх +

1 =  0

+  ̂ 01 ^х) Ух  ̂Н“ а00 (̂ » ^jc) /̂̂ 1/ +
N

+  (Х > U > и х ) У х г х +  а  м (* >  « .  и х) Уг х  +t = 1
+ а 01 (лг, и, и-) y-xz + a 00 (х, и , и*) г/г],- +ст0 (и0) г/0г0 +<тх X )

( 10)

Сравнивая это выражение с выражением для (у, А' (и) г), полу
чим, что при условии а10(х, р0, р1) = а01(х, р0, рг), которое 
является другой формой записи для (9), оператор А' (и) для 
любого и £ Н  самосопряжен в Я.

Пусть теперь выполнены условия (6), (7). Полагая в (10) 
Zf =  y{, получим

■лг- 1

{А' {и) у, у)\ Cl
2 +  i) +  ̂ h ( t f i  + y-x ,)

1 =  0 1=1
Cl [{у, У) +  (уЬ 1 )•+ ]>  Ci (г/, У), (П)

т. е. оператор А' (и) положительно определен в Н . Лемма 
доказана.

Заметим, что в силу теоремы 2 главы V из положительной 
определенности производной Гато непрерывного оператора А 
следует, что он является сильно монотонным. Таким обра
зом, при выполнении условий (6), (7) оператор А сильно моно
тонный.

Полагая в (10) г ^ у 0 получим в силу условий (6), (7) 
оценку сверху

N

(А'(и)у, i /X - y -  Y t h (yt +  y l  i) + H h (y2t + y i  t )
i= 1

+

'\-сз(Уо~^У%) — сг[(У> У)Л-{.У% 0ю+] +  £з {у1~\~Фя)

Из неравенства (36) леммы 15 главы V при е = 1  найдем, что 

у1 +  У % < с , [ ( у ,  (/) +  (</§, !)«,+ ], =  (12)

Следовательно, имеем

(Л {и) У t у) ^  У2 \_(у 1 у) + Y2 == ̂ 2 “Ь ̂ 3̂ 4* (13)
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Определим в пространстве Я =  #  (со) линейный оператор R, 
отображающий Я  на Я , по формулам

—~ьУ*. о+#о» t =  0,
—Ухх,с+Уь 1 <  N — 1,
\ г х ,  N  +  yN, i =  N.

Из первой разностной формулы Грина найдем

(Яг/, у) =  (У, у) +  (У-Х>1 ) в+ • <14)

Тогда из (11), (13), (14) легко следует, что при выполнении 
условий (6), (7) для производной Гато А' (и) оператора Л спра
ведливы неравенства

TliRy, У)<(А'у,  y X Y t i R y ,  у), (15)
где ■у1 =  с1 > 0 ,  у2 = с2 + с3с4, т. е. операторы R и А' энергети
чески эквивалентны с постоянными, не зависящими от шага 
сетки h.

Напомним, что выше было получено неравенство

(Au^-Av, и — а ||2 +  ((«—v)\, 1)«+],
если выполнены условия (2), (3). Отсюда и из (14) следует, что 
при выполнении условий (2), (3) имеет место оценка

(Ай — A v ,u —v ) ' ^ y 1(R (u—v ) ,u —v), y1 =  c1 > 0 .  (16)
Покажем теперь, что для любых и, v £ H  верна оценка

(R~1(Au — Av), Аи—Л о ) ^ у 2(Ли— Av, и —v), (17)
где у2 =  с2(1 + с 4), если выполнены условия

2  [М *, Ро> Pi)—ka(x, q0, <?!)]*<а=0
1

< с 2 S  [ka (х, Р„, p j —ka (X, q0, ?i)] (Pa — qa), (18)а=0
[*« (Ро) — « в  (9о)Р  <  с2 [хв ( р 0) — ха (q0)](Po — q0). 

Действительно, для доказательства (17) достаточно получить 
для любых и, v, z £ H  оценку

(Аи — Av, z Y ^ y 2(Au — Av, и —v)(Rz, z). (19)
Тогда, полагая здесь z = R~1(Au — Av), будем иметь (17). 

Обозначим:
Ро Р  о — ^|»  Я о — Я о — v i>

^1 == it ~  i*

«о so
Я ^ х1> ^  = Vzt i ,
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Используя определение оператора А и формулы суммирова
ния по частям, получим
(Ли—Av, z)2 =  (Ao—Ли, z)2 =

=  \ у  X  ([fe« (х, Ро, Pi)— ka (х, q0, ft)], saV  +
I a=0  

1
+ т  (х, р 0, Р д — К ( х ,  q0, q j ] , s u)tо+ +

a=0
+  К  (po)—Kl ( ? о ) К  |( - w  + [ * 0  ( Р о ) — :*о (Яо)> о  1«=0р.

Используя неравенство Коши — Буняковского, последовательно 
найдем

(Аи—Av, г)2 ^  
f 1

<  { у  S  ([*<» (-Ж, Po. Pl) — ka(x,  q0, <7г)]2. 1)а- (Sa, 1)®- +
V a=0  

1
+  I S ,  ([ka (X, Po, Pi)— К  (X, q0, 1)®+ (si, 1)®4 +

a=0

Po,
l a=0

;0 |i=o|s

Pi) ka(x, q0, <?x)]2, 1)®- +

+  [ * i  (</•)] s 0 | |= «  + K  (Po) — «о (<7o)] s o M j 2 <

+  4  (X, Po, Pi)— ka(x, q0, qJY, 1)®+ +
a = 0

_  _  1 
+  [ * i  (Po) — * i  (?o )]i-iV  +  K  (Po) — «о Ы Б -  |  X

1)®—H(sa> 1)®+] +  so |i=W +  S(j |» = oJ“ •x { y E t ( si
V a = 0

' Учитывая, что верно равенство 

(Ли—Av, и —v) =
i

- Т 2 ( Г М * .  Po, P i)—М * . q0, qi)](pa — qa), 1)®- +
a=0
1

+  Т  Л , ( [ к а  (*• Po. P i ) ~ k a ( x ,  q0, ? i) ] (p a — <7a)> 1)®+ +
a=0

[^1 (Po) ^1 (<7o)](Po ?o)|i = A/ +  К  (po) (<?o)](Po Qo) |t = 0 »
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а также что в силу (12), (14) и введенных обозначений 
1

y X t [ ( Sa ’ 1)<*>“ + ( S0C> 1)(0+] +  So \ i = N  +  $о |*=0 =
а  = 0

“ У ^ 2» 1 )о)+ +  (Z2» 1)со- +   ̂ 1 +(Z2> 0 (0“ j  +  2?/ +  Zo =

=  (г2, l) +  (z£, l ) ^  + z% + z l ^ ( l + c J ( R z ,  г),

получим оценку (19), если выполнены условия (18). Утвержде
ние доказано.

2. Метод простой итерации. Рассмотрим теперь итерационные 
методы решения построенной нелинейной разностной схемы (4). 
Предположим сначала, что выполнены условия (2), (3) и (18).

Для решения уравнения (4) воспользуемся неявным методом 
простой итерации

В »*+J=.¥± + Ayk = f, * =  0 . 1 . . . . .  у„€Я. (20)

где А — — Л, В — R и оператор R определен выше. Из (20) сле
дует, что для нахождения ук+1 при заданном yk требуется ре
шить линейное уравнение

Вук+1 =  Ф, = Вук—т (Аук—/)
или в развернутом виде

— — l ) + cyk+1(i)— t/ft+i(i +  l) =  /isq>(i), 1 ,
^ fc+i ( 0) - 2^ +1 (l) =  A*q>(0). 1 =  0,

—2yft+i (N — 1) +  cyk+1 (N) =  h2 ф (N), i =  N,

где c =  2 +  /i2. Так как с > 2 ,  то разностная краевая задача 
может быть решена методом монотонной прогонки с затратой 
O(N) арифметических операций.

Осталось указать значение итерационного параметра т и дать 
оценку для числа требуемых итераций. Так как выполнены 
условия (2), (3) и (18), то имеют место оценки (16) и (17), кото
рые можно записать в виде

(.Au — Av, и— у )>  Yi (B(u—v), u —v), Yi =  ̂ i> °»
(B~1{Aa— Av), Au — A v ) ^ y 2{Au — Av, u—v), Y a ^ a O + ^ b

( 21)

где сг задано в (2), с2—в (18) и с4 — в (12).
Так как оператор В является самосопряженным и положи

тельно определенным, то сходимость метода (20) исследуем 
в энергетическом пространстве HD, где D = B . Для указанного 
выбора оператора D неравенства (21) совпадают с неравенст
вами (4), (5). Поэтому для выбора итерационного параметра т 
можно воспользоваться теоремой 1. Получим, что при т =  1/у2 =
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=  1/(с2(1 + с 4)) итерационный метод (20) сходится в HD, и для 
погрешности верна оценка \\уп—и [|B <  р" || */0— и \\в» р =  ] / 1 —g, 
g =  Yi/?2 ПРИ любом начальном приближении у0.

Итак, если выполнены условия (2), (3), (18), то итерацион
ный метод простой итерации (20) с указанным значением пара
метра т позволяет получить решение нелинейной разностной 
схемы (4) с точностью е за п ^ п 0(г) итераций, где

Так как постоянные с19 с2 и с4 не зависят от шага сетки hy 
то число итераций п0 (е) зависит лишь от е и не меняется с из
мельчением сетки.

Рассмотрим теперь итерационный метод (20) в предположе
нии, что выполнены (6), (7) для производных aa  ̂= dkjdp^ и 
0а =  дка/др09 а также условия симметрии (9). Тогда для произ
водной Гато оператора А будут справедливы неравенства (15), 
которые в силу выбора B = R можно записать в виде

V i{ B y ,y X ( A '( v ) y ,y ) ^ y , ( B y ,y ) ,  v , y £ H ,  (22)
где у1 = с1, y2 = c3+ c3cif су, с2 и с3 определены в (6), (7), а с4— 
в (12).

Пусть D = B. Тогда оператор DB~1A' (v) = A' (v) в силу 
леммы 4 будет самосопряжен в Я, и, следовательно, выполнены 
условия теоремы 2 , а неравенства (22) совпадают с неравенст
вами (14). Поэтому параметр т в схеме (20) следует взять рав
ным t  =  t 0 =  2/(y1 +  y 2) .  При этом для погрешности уп—а и для 
числа итераций будут верны оценки

Здесь, так же как и для предыдущего метода, число итераций 
не зависит от шага сетки h. Для выбранного оператора В в силу 
первой разностной формулы Грина будем иметь следующие пред
ставления для нормы ||г||в:

Мы рассмотрели методы решения нелинейной разностной 
схемы, аппроксимирующей квазилинейное одномерное уравне
ние на равномерной сетке. Не представляет труда перенести 
эти рассмотрения на случай произвольной неравномерной сетки, 
а также на разностные схемы, аппроксимирующие основные 
граничные задачи для квазилинейного эллиптического уравне
ния второго порядка в прямоугольнике.

\ •

п > п 0 (е) =  1пе/1п р„.

z I I - ( г ,  *) +  (г_ , 1 ) ш+ •

523



3. Итерационные методы для разностных квазилинейных эллип
тических уравнений в прямоугольнике. В прямоугольнике G =  {0 ^  

/а , а =  1, 2} с границей Г требуется найти решение 
уравнения

2

*€  Gy 

(23)

удовлетворяющее краевым условиям третьего рода

ka (*, и, ^ , - ^ г )  = х-а (х , u)—g -а (х), Х а  = 0 ,

— ka (дс, и, -гщ , 1 ^-) = х +а(х, и)— g+a(x), ха = 1а, а = 1 , 2 .
(24)

Предположим, как и в одномерном случае, что выполнены сле
дующие условия. Функции ka (x, р) и х± а(р0) непрерывны по 
Р =  (Ро. Pi» Рг) и Ро и» кРоме того>

2 2

2  [^а (-Я* Р) ka (x, *?)](Ра ?а) ^  2  (Ра 9а)2» 1̂ ^  О,а=0 а=0
2 2

S  [М * . p) — ka (x, <7)]2< С 2 2  [М*> р) — К (х ,  q)](pa — qa),а=0 а=0
[*±а (Ро)—*±<* (<?о)Р <  с2 [х±а (р0)—х±а (9„)](р, — q0), а  =  1 , 2,

где с, >  0 и с2 >  0, * £ G и | р |, | q | <  оо.
Введем в области G прямоугольную равномерную сетку

й =  {xi7 =  (ihy, jht), 0 < / ‘<yV2, haNa = la, a = l ,  2).

Простейшая разностная схема, соответствующая задаче (23),
(24), имеет вид

где

& y = — f, дс € со,
Л =  Л1 +  Л2, / =  ф +  2ф1/й1 +  2ф2//12,

g-aW> -«„ =  0,
фа (х) =   ̂ 0» ^  /а ^ая

g+a(x), X% = l(x, О Х3_а /3-а> 
а операторы Ла, а — 1 , 2, определены формулами:

(25)
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1 ) для Л р г^ х р ^ /р —ftp имеем 

Л а « /= у { [ м * ,  У, y-Xl, y Xl) ] Xa+ [ k a (X, у, ух„ уХг)}_ |  —

4 [*. (х , У, УХ1 1 УХг) "Ь (х > У> У*, > )̂ j > ^  %а ^  а̂>

Аа«/ =  т£ [*£1<x(*, «/, y2i, */;,) + fta (*, «/, yXi, Ух,) j —

—-jM * >  у, y Xt, Ухг)— } ^Х- а( Х,  у), Ха =  0; 

Ла«/= — Г -р а  (*. У, */Г2) +  *С“(Х> У*.> 0 * ) |~'а
2*̂ 0 ^*2) д ^+а С*-» |/)» Ха = 1а‘

2) для лгр =  0 имеем

Л«0 =  [М * . у, Ухо Ух,)Ъа — j M * .  У> Ухо Ух,) 
при h a ^ X a ^ l a  —  h a ,

Aay = J - k a (X ,  у, yXl, yx,) — k 0 ( x ,  у, yXl, У х , ) — - £ - Х - а ( Х ,  у)
и (Х П (Х

при л:а =  0;

Лау = — т - К 1а (*• У' У*»» У*.) ~  7Г  Х+“ (*» У)> *а =  /«;аа а

3) для лгр =  /р имеем

Ла£ =  [М*> У* Ух,» у-х,)\ха - \ к  (х > У» yXt> Ухг) 

при h a ^ x a ^ l a— ha;

Aay = -£-k+la (х, у, </- , f e ) —т~ *-«(*> У)> Ха = 0;а а

К у = — ^ К { х, у, 1^ ,  */;г) ~ М * ’ У, yXt> У;,)— ]£*+а(х, у) 

при х а  =  1а .
Здесь р =  3—а, а = 1 ,  2 и использованы обозначения

^ Ч * ’ У' Ух,» Ух,Ж 7 =
=  1̂ (*(+1,/» #(*+!>  /)» </*Ч1-^ ’ ^*2 ~Ь ^» /))>

а также аналогичные обозначения для k~Xi- и1 ^
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В пространстве Н сеточных функций, заданных на со, опре
делим скалярное произведение

N1 N2
(и, о) = 2  2  к  (0 к  (/) и (». i)v(i, j),

i = 0 / = О
, j h  а,
«-а («) ~ |о ,5 А а, k = Q, Na

и операторы Ла =  — Ла, а = 1 , 2 , Л =  Л1 +  Л2, /? =  7?1 +  7?2, где

Ray=<

2 , 1 л 
-т ;У * а + т У ’ х* = 0’

У~х х ~9~ У*  ^  ^  ^ а »

д ~Ь 2 У* ^а — а̂* ^  ^

и Тогда разностная схема (25) запишется в виде
операторного уравнения

Au = f (26)

с нелинейным оператором А.
Используя сделанные выше предположения относительно ко

эффициентов ka (x, р) и и±а(р0)> как и в одномерном случае, 
получим, что имеют место неравенства (16) и (17), где с4 — по
стоянная из неравенства

2  f c , ( /W ( 0, П+уЧКг, / ) ]+  2  k ( W ( i >  0)+y*(i, iV2) ] <j — 0 i-0

< c 4 2  2  у2 (i. /') к  (0 к  (/) +  2 2  ^ А  (/)*4 (»'. /)+
L  t =  о /  =  о / = о * = о  1

+  2 o/2 ^ ( O M i ( f ,  /) • (27)

Покажем, что

с4 =  |/2 (16  +  Р )/(/1Л Ш Т 2), I = min (/„ /,). (28)

Действительно, из неравенства (36) леммы 15 главы V при е=  
= }/2  получим

УЧ 0, D +  y ' W i ,  / X

V~2
l i }/"32 -f- î

Отметим, что если здесь заменить 1Х на /, то неравенство лишь 
усилится. Умножим теперь левую и правую части полученного

nx

Ц  *!%■,(*• / ) + т 2 А ( о */2(*> /) •i=l i=0

5 2 6



неравенства на А,(/) и просуммируем по /' от 0 до jV2. Будем 
иметь

2 К  (/) №  (°. /) +  </2 (АГг , /)] </= О

< 4 2  2  лА (/)* Д  а , / ) + |  2  2  уг а, п к ( П К (/)]. (29)L / = о i = 1 *1 ^i=0/=0 J
где c4 определено в (28). Аналогично найдем

S U i( 0 U f ( i .  0) +  ̂ ( i ,  iV2) ] <1=0

< c4 2  2  к  ( 0 ( * >  / ) + т X £ */2 (c
L‘=°/ = » *■ 1 i=o jTo

i ) k ( 0 k  ( / ) (30)

Складывая (29), (30), получим неравенство (27).
Для решения уравнения (26) можно воспользоваться неяв

ным методом простой итерации (20), где B = R и т— 1/у2 = 
= l/(c2 (1 -j-c4)). Тогда в силу теоремы 1 итерационный метод 
(20) будет сходиться в Нв и для погрешности будет верна оценка

\Уп— “ \ \ в ^ Р п \\Уо — «Ив. Р =  / 1  —6, S =  Y i /Y i  =  c1/(c, ( 1 + c4)).
Следовательно, число итераций тг0(е), которое следует выпол
нить для достижения относительной точности е, не будет зави
сеть от числа узлов сетки о.

Для нахождения ук+1 имеем задачу

КУ*+1 =  Ф. Ф = КУк—х (АУк— П-
Так как оператор R соответствует второй краевой задаче для 
разностного уравнения с постоянными коэффициентами, то ука
занная задача может быть решена прямыми методами, описан
ными в главах III и IV, с затратой 0 (N 2log2N) арифметических 
действий ( ^  =  N«2 =  N = 2n). Если функции ka (х, р) и x±a(x, р0) 
дифференцируемы, то оператор А имеет производную Гато, ко
торая является самосопряженным в Н оператором, если выпол
нены условия

0ар(*, р) = а$а (х, р), a , р =  0, 1, 2, (31)
dk (х, р)

где аав(х, р) = —з------ . Можно показать, что если кроме (31)
°Р$

выполнены условия
2 2 2

q  2  2  <h»(x, p ) l a h < C 2 2  ia, ^ > 0 ,a = 0 a, Э=0 a=0

527



то верны неравенства (15), где уг = с1У у2 = с2-\-с3с4, а с4 опре
делено в (28). Тогда в итерационном методе (20) с B = R пара
метр т можно выбрать равным t0 =  2/(71 +  y2). В силу теоремы 4 
для погрешности будет верна оценка

\\Уп— « И в < Р о | |< /о  —  « 1 в .  Ро =  (1 —  i ) / 0 +  1)> 6 =  Yi/Y*-

Пусть теперь требуется найти решение первой краевой задачи 
в прямоугольнике G

x£G ,  (32)
и (х) =  0, х € Г.

Предположим, что функции ka (х, р) непрерывны по р = (р0, рг, 
р2) и выполнены условия 

2 2 

2  [ М * .  р )  —  f e e  ( ж ,  9 ) ]  (Ра —  Ч а ) > С 1^ ( р а — qaf ,  C i >  0 ,

[К (х> р)— К (х> 9)] (Ро — <7о) >  0. (33)
2 2

2  [М *. Р) —М *. 9)]2<С2 2  [k*(x,p)—ka (x,q)](p<x—qa),
а = 0  а  =  0

где сг >  0, с2 >  0 для де€ G и |р |,  |^ |< о о .
Задаче (32) на прямоугольной равномерной сетке co =  g)U y> 

введенной ранее, поставим в соответствие разностную схему
A y = —f, х£а>, у(х) = 0, х £ у ,  (34)

где f = ср, а разностный оператор Л определен следующим об
разом:

Ap =  A-p =  -J-{[ft1(x, у, г/-, %,)],,+  [М *. У, Ухг, Р*.)Ь,+
+  [k2(x, у, г/-, У-Хг)\х + [ К  (х, У, уХо Ухг)]х —

—К(х,  у, y-Xi, y-Xi)—k,(x, у , г/*,, г/д:,)}.

Приведем еще две возможные аппроксимации:

Лг/ =  Л +г/ =  Т { [М * . У. P O k  +  [fei ( ^  У* У*.. 0Y2) k  +

+  [*.(■». р > yxt, У-х^ \х + \К {х , У. «/г,. 0*,))г,—
—  * о ( * .  */> Рд,.  Ух,)  — К  ( X ,  У,  Ух о Ууг) \

и Л =  у ( Л _ + Л +).
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Длч данного примера Я —пространство сеточных функций, 
заданных на со, скалярное произведение в котором определено 
формулой

Ni- 1
(ц, о) — 2 ) (i, /)п (/, j).

i= i / = 1

Если в уравнения схемы (34) подставить г/17 =  0, то получим 
разностную схему Ау — — f. Определяя оператор А = —А, за
пишем полученную ехему в виде операторного уравнения (26) 
в пространстве Я.

Используя условия (33), получим для всех трех аппрокси
маций, что соответствующий оператор А удовлетворяет неравен
ствам (16), (17):

(Аи — Av, и—v ) ' ^ y 1(R(u—v), и —v), yi =  c1 > 0,

(R~x (Au — Av), Au — A v ) ^ y 2(Au— Av, u — v), y2 = c2 (1 -f  c4),

nhi
Ъ к hi

sirv nh3
213 ^ H + 'll2 »

а оператор R соответствует разностному оператору Лапласа 
R y = —3iy, у(х) — у(х) для х^со и у(х) — 0 для х £ у ,  Ми=

U X ,X t  “ I”  U x  •

Для решения уравнения (26) воспользуемся методом простой 
итерации (20) с B = R и т = 1 /у 2, В силу теоремы 1 будем иметь 
оценку

II*/»— « 1 в < Р " 1 к о  — «1!в» P =  V  1 — S, i  =  Yi/Ya-

Как и раньше, для решения уравнения Ryk+1 = Ryk— x(Ayk— f) 
можно использовать прямые методы полной редукции или раз
деления переменных, предложенные в главах III и IV.

4. Итерационные методы для слабонедицейных уравнений. 
В прямоугольнике G =  {0 <  ха /а, а = 1 ,  2} рассмотрим слабо
нелинейное эллиптическое уравнение второго порядка

Lu дх\
ди 

* дх x£ G (35)

с краевыми условиями первого рода

и (х) =  0, х  £ Г. (36)

Слабонелцнейношь уравнения (35) означает, что функция k0 (х,
Роу Pi , Ро) определена при х $ Ъ  и |р 0|, Ip J , |/>2 |< о о  и непре
рывна по х при фиксированных /?„, plt р2, а также существуют
18 А. А. Самарский, Е. С. Николаев 529



производные от функции k„(x, р0, ри рг) по р0, рх и ра, кото
рые удовлетворяют условиям

с* > ж > 0 ’ | Й г | <УИ’ « = 1 .  2. (37)

На прямоугольной равномерной сетке to =  со U у, введенной 
ранее, разностная схема, соответствующая задаче (35), (36), 
•имеет вид

Ау = 0, х € а ,  у (х) =  0,
1 (38)Ау=Э1у— у[А:0(х, у, t/-, yXi) + k0(x, у, ух„ г/*,)],

где Sly = y - Xi-\- Ух2Хг—разностный оператор Лапласа.
Определим теперь разностный оператор А' (о), зависящий от v:

А ' (v) у = [а01 (х, v, v - , о - ) у-  +

-ffl01(x, V, vXl, vXt)yXi + a02(x, v, v7i)y^t +
+ a02(x, v, vXl, vx,)уХг +  (a00 (x, v, v- ,  v-) +  a00 (x, v, vXt, vx,))yj, 
где

аосЛх, p0, plt pt) =  dk°(x’ рд°’̂ ь рг), a  =  0, 1 , 2 .

В пространстве Я  сеточных функций, заданных на со, определим 
операторы:

Ay =  — Ay, Ry = — Sly, А' (v) у =  —А' (v) у, 
где

и
у(х) = у(х), v(x) = v(x) для 

у(х) =  0, о*(х) =  0 для х £ у .

Оператор Л '(о)—производная Гато оператора А. Используя эти 
обозначения, разностную схему запишем в виде операторного 
уравнения (26).

Если k„ (л:, р0, plt р2) не зависит от рг и р2, т. е.

М * . Pot Pit Pi) — К(х, р0), 
то

“оЛх, Р) = а02(х, р) =  0.

В этом случае оператор A' (v) самосопряжен в Я.
Используя оценку снизу для разностного оператора (—SI)

( - S l y ,  у ) =  — ( y - Xi +  y - tXz, у ) > 8  (у, у),
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где
* 4 . „ nhf
в - 1 Г 5Ш - я г

4 . Q тсН,-ГТ- Sin2 Jin2 ^  ° I
2h ^  ll ^

8_
*2 *

условия (37) при M =  0 и равенства
—(Л' (о)у, у)=  — {Э1у, у) + (а00(х,Ь) у, у),

получим

4i(Ry> » ) < И '( » )  у> y)<vARy> у)>
где

? ! =  1 , у2= 1 +С2/б.
Следовательно, если для рассматриваемого «самосопряжен

ного» случая использовать итерационный метод (20) с B = D — R 
и т =  т0 =  2/(у1 +  Уа). то в силу теоремы 2 для погрешности будет 
верна оценка

\\Уп— «|1в<Ро1#о—■«Ив. Ро =  (1 — E)/(l +  £), I =  Yi/Yz-
Оператор R в схеме (20) можно обращать одним из прямых 
методов.



Г Л А В А  XI V

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ СЕТОЧНЫХ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

В § I рассмотрены некоторые способы построения неявных итерационных 
схем, в частности, основанных на выделении регуляризатора. Методам 
решения систем эллиптических уравнений посвящен § 2. Здесь рассмот
рено применение общей теории для решения некоторых задач теории 
упругости.

§ 1. Способы построения неявных итерационных схем

1. Принцип регуляризации в общей теории итерационных 
методов. В главах VI—VIII, XII, X III была изложена общая 
теория итерационных методов, используемых для решения опе
раторного уравнения

Au = f. (1)
В общей теории итерационных методов мы не используем 

конкретную структуру операторов итерационной схемы—теория 
использует минимум информации общего функционального харак
тера относительно операторов. Это позволяет указать (при 
фиксированных операторах схемы) общие принципы конструи
рования оптимальных итерационных методов. Например, если 
операторы А а В двухслойной итерационной схемы

B B ± i-y*  +  Ayk = f, * ~ 0 ,  1 , . . . ,  у0€ Н  (2)
%k + l

удовлетворяют условиям
В = В*>  О, Л =  Л * > 0 , 
уХВ <  А <  у2В, у, >  О,

то набор чебышевских итерационных параметров тк:

(3 )
(4)

То

где

l**€3R»={—1cos
(2t— 1) я 

2 п

’Vi+Уа’ Ро: 1 - 6
: l +  l ’

является найлучшим. 
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Какими требованиями следует руководствоваться при выборе 
оператора В? В § 3 главы V отмечалось, что выбор В должен 
быть подчинен двум требованиям: 1) обеспечению наиболее быст
рой сходимости метода; 2) экономичности обращения этого 
оператора.

Для приведенного выше примера первое требование выпол
нено, если энергия оператора В будет близка к энергии опера
тора А, т. е. в неравенствах (4) близки Yi и у2. Чтобы удовлет
ворить второму требованию, нужно из класса операторов В, 
близких по энергии к оператору А, выбрать наиболее легко 
обратимый.

Как конструировать легко обратимые операторы? Очевидно, 
что если В1, Вг, . . . , В Р—легко обратимые операторы, то опе
ратор В — В1В%. . . В Р, являющийся их произведением, также 
легко обратим.

Отметим, что, в отличие от множителей, сам оператор В может 
иметь сложную структуру. Например, пусть Ди==£4-ю/?®,а==1,2. 
где Ra—оператор, соответствующий разностному оператору 
(—St£,): Stay — Ухах > а==1> 2. Оператору Ва соответствует трех
точечный разностный оператор, который обращается методом 
прогонки с затратой числа арифметических действий, пропор
ционального числу неизвестных в задаче. Оператор В = В1Ва 
имеет девятиточечный шаблон и ему соответствует разностный 
оператор 33\

2

+  ̂  W ,*

Усложнение структуры оператора В позволяет увеличить отно
шение |  y j y 2, что приводит к увеличению скорости сходимости 
итерационного метода.

При построении оператора В можно исходить из некоторого 
оператора # * = /? •>  О (регуляризатора), энергетически эквива
лентного А и В:

c2R <  А <  c2R, с2 >  сх >  0, (5)
8В, Y a > V i > ° -  (6)

Тогда  ̂справедливы неравенства (4) с постоянными Yi — ciVu 
Уг~с2у2, Причем

l  =  V i l y i  =  (c 1/ c s) l ,  |  =  YiAY

В чем состоит смысл введения регуляризатора R? Для се
точных эллиптических краевых задач оператор R обычно выби
рается так, чтобы постоянные ct и с2 в неравенствах (5) не за
висели от параметров сетки (от числа узлов сетки). Например,
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если оператор А соответствует разностному оператору с пере
менными коэффициентами

Лу =  (Й1 Ух,)хй "I- (а2Ух2)хг > 0 <! Cj ^  аа ̂  с2,

заданному на равномерной сетке (o = {xij = (ih1, jh2), 0 < t  Nu 
haNa — la, a = 1 , 2 } ,  введенной в прямоугольнике 

G =  { 0 < < l?, a = l , 2 } ,  так что Ay = —Ay, где у(х)=у(х)  
для х£(й  и у(х) =  0 для то в качестве R можно взять
оператор, соответствующий разностному оператору Лапласа 
Sty =  (5?i +  Э12)у =  y- Xi +  у-гХг, Ry = — эСу, где операторы та опре
делены выше.

Пользуясь разностными формулами Грина, легко показать 
(см. п. 8 § 2 гл. V), что операторы А и В самосопряжены в Н 
и выполнены неравенства (5). Здесь Н —пространство сеточных 
функций, заданных на со, скалярное произведение в котором 
определяется формулой (и, v )— 2  u(x)v{x)hJh2.

хе о
Пусть теперь оператор А соответствует разностному эллип

тическому оператору, содержащему смешанные производные

J - ,  0>5[ ( ^ ) . „ +  (*“Ы а] •

и выполнены условия сильной эллиптичности:

Сх 2  2  ка^ ( х ) Ы ^ С 2^1% ,  Сх>0.
a =  1 а, 0=1 а=1

Возьмем в качестве регуляризатора определенный выше опера
тор R. В п. 8 § 2 гл. V было показано, что для рассматриваемых 
операторов А и R выполнены неравенства (5).

Приведем еще один пример. Пусть оператор А соответствует 
разностному оператору Лапласа повышенного порядка точности

А . I hl + ht
АУ =  y-Xlxt +  Ух,хг Н----12 УХ1х1Хгхг-

Покажем, что если в качестве оператора R  выбрать указанный 
выше оператор, то верны неравенства (5) с постоянными <^=2/3, 
са =  1 .

Действительно, используя первую разностную формулу Грина 
и равенство справедливое для сеточных функ
ций, заданных на прямоугольной сетке со, получим

-(Л у ,й -(^ . !), + (*£• 1)г
- ( Я у , У ) = \ у1 ,  1 ) ,+  (*';,•

hl+hl
12

(7)
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Здесь обозначено
N t N , - l

(«, i>)i= 2  2  «O'. j)v(t> i)KK> 1=1 /=1 
Wt-1  n2

( « , » ) , =  2  2  « (i , /) О (i. /) K K
N t  N t

(«, y)12=  2  2  «O'. / > 0 .  i ) K K
i= 1 /=1

Из (7) следует оценка Л ^ # ,  т. е. в (5) с2 =  1. Далее, учитывая, 
что (л:) == 0 при х1 =  0, и °ух =  0 при х2 =  0, /2, из леммы 12 
главы V получим оценку

(8)

и аналогичным образом

Умножая (8) на /г|/12, а (9)—на /г|/12 и складывая полученные 
неравенства, будем иметь

Отсюда и из (7) следует оценка А ^  2#/3. Утверждение доказано.
Рассмотренные примеры показывают, что для различных 

операторов А в качестве регуляризатора может быть выбран 
один и тот же оператор R. Поэтому задача построения опера
тора В для неявной итерационной схемы упрощается. Оператор В 
строится из условия близости по энергии к регуляризатору R. 
Класс регуляризаторов существенно более узкий, чем класс, 
содержащий операторы Л. Если оператор В уже выбран и, сле
довательно, постоянные уг и у2 в неравенствах (6) найдены, то 
для каждого конкретного оператора Л останется найти лишь 
постоянные сг и с2 в неравенствах (5).

Основная трудность при использовании регуляризатора пере
носится на получение оценок для и у2. Наиболее часто опе
ратор В имеет факторизованный вид, причем множители зависят 
от некоторых итерационных параметров. Тем самым задается 
семейство операторов В определенной структуры, характеризу
емое указанными параметрами. Эти параметры следует выбирать 
из условия максимума | .  Некоторые примеры, в которых изу
чаются факторизованные операторы, будут рассмотрены в сле
дующем пункте. Здесь же отметим, что в качестве оператора В 
иногда можно взять регуляризатор ^ ( ^  =  73= 1 ),
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2. Итерационные схемы с факторизованным оператором. В п. 1
принцип регуляризации был проиллюстрирован на примере само
сопряженного оператора А. В этом случае неравенства (4) яв
ляются следствием неравенств (5) и (6).

В главе VI было показано, что если оператор А несамосо
пряжен в Я , а энергетическое пространство HD порождается 
самосопряженным положительно определенным оператором D, 
где D есть либо В, либо Л *£ 'М , то неравенства (4) следует 
заменить неравенствами

Ух(Вх, х) {Ах, х), (В~1Ах, Ля) уа (Лл:, х), уг > 0  (10) 
или неравенствами

у 1Я < Л < у 2Я, (В~1А1х, А ^ ^ у Ц В х ,  х), Y i > 0 ,  (11)
где Л1 =  0,5(Л — Л*)—несамосопряженная часть оператора Л. 
Пусть оператор В—В* >  0 построен, исходя из регуляризатора R, 
и выполнены неравенства (6). Тогда, если оператор R удовлет
воряет условиям

c^Rx, х ) ^ ( А х ,  х), (7?- 1Ax, Аж) с2 (Ля, ж), C j>  0, ( 10')

то имеют место неравенства (10) с постоянными Yi= c iYi> Уг=сгУг- 
Действительно, ив леммы 9 главы V й неравенства (6) сле

дует, что верны неравенства y1R~1^ .B ~ l t ^ y 2- R '1. Отсюда по
лучим

(£ - 1Аж, Аж)<1 Аж) ^  с2 у2 (Ах , х).
Аналогично доказывается, что если Оператор R удовлетворяет 

условиям
(R~lAlx, A ^ )^ c * ( /fa ,  х), >  0, (1Г)

то верны неравенства (11) с постоянными Yi =  ciYi. Ya — c»Ya« 
Y« =  c»Ya-

Таким образом, и в случае несамосопряженного оператора А 
необходимо уметь получать оценки для Yi и Ya> входящих в 
неравенства (6).

Займемся теперь получением неравенств (6) для самосопря
женных операторов R  и В, Рассмотрим два случая:

1) Оператор R представлен в виде суммы R = Rl +  Ri сопря
женных друг другу операторов R t и Ru:

( 12)

так что (Rtx, x) = (Rtx, ж) «=0,5 (Rx, х), х £ Н ,  а оператор В 
имеет вид

£  =  {£ +  «>#])(£ +  a>Rt), (13)

где со >  0—параметр.



2) Оператор R представим в виде суммы R = R l+ R t +  . .  . 4-Rp, 
р ^  2 , самосопряженных попарно перестановочных операторов 
Ra, а =  1, 2, . . . , / ) ,  так что

Ra ~  Ra> RaRfi^RflRoi., « , 0 = 1 , 2 , . . . , / ? ,  (14)
а оператор 5  факторизован и имеет вид

Я = П ( £  +  ©Я0), (15)

где © >  0— параметр.
В каждом из случаев оператор В является самосопряженным 

в Я. Особо подчеркнем универсальность выбора оператора В 
в виде (13), где операторы R x и R 2 удовлетворяют условию (12).

Наша задача состоит в получении оценок для ух и у2, содер
жащихся в (6), и выборе итерационного параметра © из условия 
максимума отношения % = y j y 2.

Каждый случай исследуем отдельно. Первый случай был 
подробно изучен в главе X, посвященной попеременно-треуголь
ному методу. Поэтому ограничимся здесь лишь формулировкой 
результатов.

Т е о р е м а  1. Пусть выполнены условия (12) и в неравенствах

R ^ 8 E ,  (R2x , R 2x) ^ ( R x , х), б >  0 (16)

заданы постоянные 6 и Л. Тогда при оптимальном значении 
параметра со =  оа0 =  2\V  6Д оператор В, определенный равен
ством (13), удовлетворяет неравенствам (6) с постоянными

• 6 ° б б
71 ~  2 (1 + / л ) *  7* ~ 4 y V  Ч~ Т '

Отметим, что можно рассмотреть более общий, нежели (13), 
вид оператора В, а именно:

В = +  ©#х) З ) -1 (3) +  ©#2),
где =5 $)* >  0. Из леммы 1 главы X следует, что теорема 1 
остается справедливой, необходимо лишь заменить (16) следую
щими неравенствами:

R >  Э " 1# 2х, В Д  <  4  (Я*. *)•

Здесь оператор 3> играет роль дополнительного итерационного 
параметра.

Оператор В легко обратим, например, в случае, когда опе
ратору R t соответствует нижняя треугольная матрица, R 2 — 
верхняя треугольная матрица, g>—диагональная матрица. Если 
оператор R соответствует разностному эллиптическому опера
тору, то указанные треугольные матрицы в каждой строке будут 
иметь конечное, не зависящее от числа узлов сетки число нену
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левых элементов. Поэтому обращение каждого множителя, вхо
дящего в оператор В, может быть осуществлено с затратой числа 
действий, пропорционального числу неизвестных в задаче.

Рассмотрим теперь второй случай.
Т е о р е м а  2. Пусть оператор В имеет вид (15), выполнены 

условия (14) и заданы границы операторов Ra:
^«7? ^  Ra ^  ^а^ » ^  О, 06=1, 2, . . . , р .

Тогда при оптимальном значении параметра а*
1 1—г\Чр(О = <0Л =
A Y)1 /р — Т)

оператор В удовлетворяет неравенствам (6) с постоянными

— (1-Но0Д)Я * ^  7i
P—k(  1 —  Т ))

где
РЧkjp

б
4 =  А’

б =  пипба, А =  max Аа, k =  ^ 3 ^ 7 ? ] ’

[а]— целая часть числа а.
Ввиду громоздкости доказательства мы его не приводим. 

Отметим лишь, что в силу условий (14) оператор В перестано
вочен с операторами R a, об= 1 , 2 , . . . ,  р, и поэтому

■ух=  шщ
б  ^  ^  А

#1 “Г Х 2 “Ь * * • ~\~х р

П  (!+ <“*«)а- 1

, у 2 = шах
* l  +  * 2 +  i * * - \ ~ Х р

П  (!+ <“*<*)а= 1
Отметим частные случаи теоремы 2. Если р =  2, то

2S
О+У' ч) 2 ’

1+Ц
Уч  0 +  / ч ) 2 ‘

Если р — 3, то 

k — 2, ©0 1 * _ о * Л - п 2/3У
з / б Д ( 3 / б + з / Д ) ’ 71 \  1 -4  )  •

А Ь(1 +  2*\){1-Ч*/3У  
7 ,“  t,2/3 \  1 - 4  /  '

Для случая р =  2 можно получить лучшие оценки для Vi и 
уа, вводя в оператор

B = (E +  e>1R 1)(E +  (o2R 2) (17)
два параметра ю1 и ©2, которые учитывают, что границы опе
раторов Ri и R2 различны. Имеет место

Т е о р е м а  3. Пусть оператор В имеет вид (17), выполнены 
условия

R a~ R at  06= 1 , 2 , R%R$ — R^Rit
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и заданы границы операторов R t и R 2:
8 а £ < / ? а <  Д а £ ,  а =  1, 2 ,  8 х +  8 2 > 0 .

' Тогда при оптимальных значениях параметров сох и со2
1 + tV"x\ _ _ i —tV n(о, со.

1 /•T '̂n +  s* 1 г У  т]—s

выполнены неравенства (6) с постоянными 
в _ 4]/~г] °
Yl~  <«*+«*) (1 +Уч)*  ’ Ya

где

2 ( l + t | )
(t0i +  (B2) (1 +  /  л) »

Л2 -f- Ах£?
= 1 +  6 ’

Д2 — Аф 
: 1+Ь ' t =

а — у (A i-e j (Д2—62)

1—6
1+ 6 ’

•2+  61
1 +  а’

а.(Ai +  62) (A2 +  6i) ’ Д2—Si
Для доказательства теоремы выполним замену, полагая 

Rt =  (rR! - s £ )  ( E - t R J - i ,  R2 = (rRt +  sE) (£ +  « , ) - *
с указанными значениями для r, s, t. Можно показать, что оп
ределяемые таким образом операторы

Rx -  (Rx + sE) (rE +  //?!)-», _R2 =  (R ,— $E){rE-tRJ-*_
удовлетворяют условиям Ra = Ra> сб = 1 , 2 , R 1R2 = R 2R1 и 
имеют одинаковые границы к] E ^ .R a^ E ,  ц >  0, а — 1 , 2 . Далее, 
так как операторы Е — tRt и E +  tR2 самосопряжены и поло
жительно определены, то существуют перестановочные операторы 
(£ — tR])lli и (E-\-tR2)1/2. Положим

x = ( E - tR J W { E  +  tRJ4*y.
Получим

(Вх, х) =  (1 — со^) (1 + (02s) (By, у), 
{Rx, x) = (r— st) {Ry, у),

где В = (Е +  oiRj) (Е +  ю#2), R = R ± + R2,
щ г — t _  шал +  <
1— 0)iS 1 + 0 ) 2S '

Из (20) найдем
о" <° i r — i I вУ +  * __ ( г — s t ) ( a i + a > 2)

1— G>iS 1 + 0 ) 2S (1— ©iS) (1 +  <d 2s)

Отсюда и из (18), (19) получим
(Rx, х) _  2а> (Ry, у)
(Вх, X) С0£ +  С02 (Jjyi у} *

(18)
(19)

(20)

(21)
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( 2 2 )

Используя теорему 2 , получим, что при

® =  ю0“ 1/К л
имеют место неравенства

Ъ {Ry, У) <  (By, У). (23)

v 2ч £  / ч  0 + ч )
Vl (1 + / ч ) 3’ Va 0 + ^ ч ) 2‘

Следовательно, из (20) и (22) получим оптимальные значе
ния для параметров ю1 и со2:

©1 1 +< г ъ
г y~n+s (О, г ц —s ’

а из (21) и (23) следуют неравенства (6) с постоянными yt и 
у2, указанными в формулировке теоремы 3. Теорема 3 доказана.

3. Способ неявного обращения оператора В (двухступенчатый 
метод). В п. 2 мы изучили способ построения неявных итера
ционных схем, характеризующийся тем, что оператор £  задается 
конструктивно в виде произведения легко обратимых операторов. 
Рассмотрим еще один способ, в котором итерационное прибли
жение ук+1 находится в результате вспомогательной процедуры, 
которую можно трактовать как неявное обращение некоторого 
оператора В.

Напомним, что общая идея такого способа рассмотрена в 
п. 4 § 3 гл. V. В п. 4 § 1 гл. XIII этот способ использовался 
При построении итерационного метода решения уравнения с не* 
линейным оператором А. Там же были сформулированы усло
вия, позволяющие получить оценки для ух и у2, входящих в не
равенства (6).

Изложим полученные результаты. Пусть итерационное при
ближение ук+1 находится по формуле схемы с поправкой: 
Ук+\= Ук—Tk+iwf>> й поправка w? есть приближенное решение 
вспомогательного уравнения

R w ^ r k, rk = Ayk—̂ f. (24)

Здесь R — регуляризатор, удовлетворяющий неравенствам (5) для 
случая самосопряженного оператора А и удовлетворяющий не
равенствам (10') или (1Г) для несамосопряженного А.

Пусть уравнение (24) решается при помощи какой-либо 
двухслойной итерационной схемы, так что погрешность гт — 
=  wm— w удовлетворяет уравнению

zm+1= S m+1zm, т =  0, 1, р — 1, =

где Sm+i—оператор перехода от m-й к ( т + 1)-й итерации. 
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Выбирая w° = 0, из равенств

гР — WP — w =  Тр (да0— да), 

w — R~lrk,

Tf = f [ S
m= 1

будем иметь
wp = B~ 1rk, где B = R {E — T p)~*.

Подставляя найденное для wp выражение в (23), получим не
явную итерационную схему (2) с указанным оператором В. 

Т е о р е м а  4. Пусть выполнены условия
# = / ? * >  О, t ;r  =  RTp, ||Т/,||Л< < 7 < 1 .

Тогда оператор B = R (Е—Тр)~1 самосопряжен и положительно 
определен в Н и верны неравенства (6) с постоянными == 1—q,
у2 — 1 +  <7-

Для доказательства см. лемму 2 главы XIII.
З а м е ч а н и е .  Если операторы R и Т р самосопряжены и 

перестановочны и 1| ^  <  1 , то справедливы утверждения
теоремы 4.

Описанным выше способом мы построили неявную двухслой
ную итерационную схему. Если же исходить из формул

Ук+l ~  ак+\Ук 0  a*+ i)0*-r ft —1, 2, . . .»
У1=Ул—

а поправку да£ для любого ft =  0, 1 , . . .  находить как прибли
женное решение уравнения (24), то мы получим неявную трех
слойную итерационную схему

£jfc+i“ «*+i(5—т*+И)У* +  0 —»*+i)Д & -1 +  a*+xT*+i/, (25) 
ВУх = ф —\A )y»  + 4if-

В заключение отметим, что итерационные параметры тА для 
схемы (2) и хк, ак для схемы (25) выбираются согласно общей 
теории итерационных методов. Здесь возникает задача выбора 
оптимального числа итераций р для вспомогательного итера
ционного процесса. Поясним ситуацию. Пусть для простоты 
вспомогательный процесс является стационарным (SB =  S), опе
раторы R и S самосопряжены и перестановочны и выполнено 
условие | | S J < p .  Тогда q = pP, т. е.

р =* In q/ln р. (26)

Операторы А и В удовлетворяют неравенствам (4) с постоян
ными

y1=c1(\^~q), yt = ct ( l+ q).
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Если итерационные параметры хк в схеме (2) выбраны по фор
мулам чебышевского метода, то для числа итераций верна 
оценка

где рх =  Рх (^)

я > я 0(е), я0(е) =  1п(0,5е)/1пр1,

|  . Тогда общее число ите-1+  У \  ’ Ь Уг 1 + q м ^

раций k =  ря оценивается величиной

^ ^  К  (®) >
и , х In 0,5е In q 

In p In Pi ((/)

Отсюда следует, что величина q, определяющая, согласно (26), 
число внутренних итераций, должна быть выбрана из условия 
минимума функции <р( )̂ =  1п ^ /1п р 1 (<7). Эта задача может быть 
решена численно.

§ 2. Системы эллиптических уравнений

1. Задача Дирихле для системы эллиптических уравнений в 
р-мерном параллелепипеде. Пусть и  = (и1(х), и2 (х), ит*(х))
и / = ( / 1 (х), / 2(х), . . . ,  / “«(х))—векторы размерности т0, х = 
= (хи х2, хр)—точка р-мерного пространства, & =  (&ар) —
клеточная матрица размера р х р ,  так что клетка ka$ =  (k%# (я)) 
является матрицей размера яг0х т 0:

kli k12 . .. kip • * £ ?
k2l koz . .. k2p

» ôs0
*22

■ klT
kpi kp2 .,.. kpp Q 2 ••

Lm0m0
J Ла0

В р-мерном параллелепипеде G — { 0 ^ .x a ^ . l a, а = 1 ,  2, . . . ,  р} 
с границей Г рассмотрим задачу Дирихле для системы эллип
тических уравнений:

L u = = o ^ i x ^  ==— ' Х ^ 0 ,  (1 )
tt(x) = g(x), х € Г .

Если перейти от векторной к скалярной записи, то задача (1) 
запишется в виде системы

(Lu)s =  — fs (x), x£G,
us(x )= g s (x), х £ Г ,  s = l ,  2, . . . .  mt ,

где

(2)
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Будем предполагать, что выполнено условие сильной эллип
тичности

ci 2 1Ыа< 2 1э)<са s Ца|а, (3)
а=1 а, р= 1 а=  1

где C i> 0, с2 >  О—постоянные, не зависящие от х, ?« =  (£«, 
1 «» •••» 1 а 0)» а = 1 , 2 , . . . ,  р, — произвольные векторы,

/П0 /П0|1а|2= 2 Ш ,  Ма, 1Р)= 2 «1?.S= 1 S, /п=1
Отметим, что левое неравенство (3) означает положительную 
определенность матрицы k.

Построим разностную схему, аппроксимирующую задачу (1). 
Для этого в области G введем прямоугольную равномерную 
сетку

©  =  • • * »  ^ €  ^ »  0  ^  itx ^

h<xNа ~  1а > Я =  1 , 2 , • . ., р}
с границей у, так что со =  со и у- На сетке со будем рассматри
вать векторные сеточные функции, компонентами которых явля
ются сеточные функции р дискретных переменных, например 
y ^ i y 1, У2» • • • »  У"0)» причем y* =  ys (x/) =  ys (t'i, i 2 ,  . . . ,  ip).

Разностная задача Дирихле для системы (1) на сетке со в 
векторной записи имеет вид

рЛ- у =  2 0,5[{Кьу- )Ха + {К ьу х )-] = — Ф(*), *€со,
а» (3=1 Р Р а

y(x)  = g{x), х£у .

Переходя к скалярной записи, получим систему
( =  — Ф* (х), х € со, (4ч

y s (x) =  gs (x), х £ у ,  s =  I, 2, . . . .  /п0,

где
Р /По

(А- у у =  2  2  0 , 5 [ ( « ) Жа +  ( « р Ь ] .а, 0=1 т-\ А0

Оператор Л", как и в случае скалярного эллиптического урав
нения, допускает другую запись, именно:

р
&ГУ ^  2  )^a "b(^aa^a b  ] 4*

a=l a a
1 -f-p

a 0 P 00
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Отметим, что для аппроксимации дифференциального опера
тора L можно также использовать и другие, отличные от Л" 
разностные операторы, например

А +У =  2  0.5 [̂ ссаУ̂  )Ха +  ikaay Xa)- ] +
а«»1 a a

+ a2 p 0,5 [(feap^p)xa + ( W s p)*e I

ИЛИ

Л°^ =  0 , 5 ( Л - + Л +) ^ ^
p 1

=  2  0,5[(^aa_y-)^a +  (ka9,yx b  ] 4- 2  (katyi»)ift •
CR«5l * a ХХ*й|3 P

Введем пространство Я  векторных сеточных функций, задан
ных на со, и определим в нем скалярное произведение

т 0
(», V) =  2  (4s, 0s), (us, vs) =  2  us (х) vs (х) hjtz . . . h p,

S =  1 X €  03

а=*(«х, «2, . . . ,  ы®»), я*=(о1, оа, o'®»), и, » € # .

Определим разностный оператор Лапласа:

2  у* (% )* ■ £ *  .1 %ха

В пространстве Я  обычным образом определим операторы А 
и R:

А у =  — А- у ,  Ry = — %,yt у £ Н ,
где у  (х) =  у  (х) для х£<х> и j>(x) =  0, если лс£у.

Используя введенные обозначения и подправляя очевидным 
образом правую часть <р уравнения (4) в приграничных узлах, 
запишем разностную задачу (4) в виде операторного уравнения

Att—f ,  (5)

заданного в гильбертовом пространстве Я.
Пользуясь разностной формулой Грина для скалярных се

точных функций, условиями (3) и предполагая, что выполнены 
условия симметрии

Щ  = a , P =  l, 2 ..........р, s, т**\, 2, . . . ,  тй, (6)

получим, что операторы R и А самосопряжены в Я  и энерге
тически эквивалентны с постоянными сг и с2, т, е. имеют место 
операторные неравенства

^ R ^ A ^ C f R ,  ct >  0.
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Для нахождения приближенного решения уравнения (5) вос
пользуемся неявным двухслойным итерационным методом с че- 
бышевскими параметрами

В k =Q> 1..........  л € Я , (8)

где
т0

* i+Po|ife 

2
r°~Y i+Y 2’

, cos

n 1 -5
P o - t + |. Pi =

(21—  1) я 
2 п

1 - У Т

, 1

k = l, 2, . п,

H-VT ’
п ^ п 0 (е) =  In (0,5е)/1п р1(

5 -? .Y2

a Yi и у2—постоянные энергетической эквивалентности самосо
пряженных операторов А и В:

YtB ^  А ̂  у2В, Yi >  О» А =  Л * ,  Д =  В*. (9 )

Если в качестве оператора В выбрать определенный выше 
оператор R,  то из (7) получим, что в неравенствах (9) 
и у2 = с2. Следовательно, число итераций метода (8) не зависит 
в рассматриваемом случае от числа узлов сетки: п =  0(1п(2/е)).

Из определения операторов А я В следует, что для на
хождения у к+1 по известному предыдущему приближению у к 
необходимо решить- следующую разностную задачу:

% + х = — Fk> Яй =  тк+1(А-ул + ч ) — Яуь,
Л+1 =  «Г. * €  Y-

В скалярном виде эта задача записывается в виде системы

Д м * . ) ; . , .  =  -« < * > •  * 6 » ,  т
ysk+i (x) =  gs(x)t х е у ,  $ =  1 , 2 ........ trig.

Так как каждое уравнение системы (10) может быть решено 
независимо от других уравнений, то нахождение приближе
ния ук+1 сводится к решению т0 разностных задач Дирихле 
в р-мерном параллелепипеде на равномерной прямоугольной 
сетке (о.

Если для решения р-мерной разностной задачи Дирихле для 
уравнения Пуассона использовать метод разделения переменных 
с алгоритмом быстрого дискретного преобразования Фурье, то 
можно показать, что потребуется q&\pNP loga N (Nt = N2 — . . .  =  
=>= Np =  А/ =  2л») арифметических действий. Следовательно, для 
решения системы (10) потребуется Qm„ =  m0<7 действий, а всего 
для нахождения решения разностной задачи (4) с точностью е
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необходимо затратить Q =  nQma == nm0q = О (m^pNP In ̂  log2 
арифметических операций.

Рассмотрим теперь попеременно-треугольный итерационный 
метод. Итерационная схема имеет вид (8), где В есть фактори
зованный оператор В =  (Е +  &RJ (Е +  соЯ2), Rt = RZ, R t +  R2 = R. 
Операторы R t и R 2 определяются при помощи разностных опе
раторов и М2 следующим образом: Ray  =  —Я а°у, а = 1 ,  2, 
у ( х )= у (х )  для х£(о и у  (х) = 0 для где

р . р

ot — 1 а — 1

Так же, как и в скалярном случае, доказывается, что вы
полнены неравенства R ^ b E ,  R x R ^ ^ ^ R ,  где

а = 1
sirr 7iha

~2iT а= 1
Из общей теории попеременно-треугольного метода (см. § 1 

главы X) следует, что при оптимальном значении параметра 
to =  (о0 =  2/уг8Д имеют место операторные неравенства

?i ^ > 0 ,  (11)
• 8 * 8  б

ГД Y l_  2 ( 1 + ^ )  ’ Ya 4 y"rj” ’ Ч _ А *

Сравнивая (7), (9) и (11), находим, что операторы А и В удов
летворяют неравенствам (9) с у1 =  с1'у1 и у2 =  с2у2-

Используя для схемы (8) чебышевский набор параметров тк, 
получим, что построенный попеременно-треугольный итерацион

ный метод требует п = 0
( j w  V Ч ln ‘i ’)

итераций, где

\h\* = h\-\-h\- \- . . .  +Ар. Так как переход от ук к yk+i осуществ
ляется по явным формулам с затратой О (trigN̂ ^ . . .Np) ариф
метических действий, то общее число действий, требуемое для 
нахождения решения задачи (4) с точностью е, оценивается 
величиной

Q^ofmiNP+o-* f / f  In 4 ) ,

если li =  /2 =  . . .  =  lp, Nt = N2 =  . . .  = N p = N.
В заключение отметим, что рассмотренные выше итерацион

ные методы сходятся в энергетическом пространстве HD, где 
в качестве оператора D можно взять один из операторов А, В 
или АВ~гА.
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2. Система уравнений теории упругости. Рассмотрим систему 
уравнений стационарной теории упругости (уравнений Ламэ)

L я  =  рАа +  (Я +  р) g raddiv«  =  —f{x),  (12)

ГДе It (П1, U , • • • г S  (/*) / 2> • • •» / )̂» X—  (̂ 1* *̂ 2* • • • » *̂ ?)» 
Я >  0 и у, >  0—постоянные Ламэ.

Напишем уравнение (12) в виде системы

(Le)s =  p 2
а= 1

d2us
*4

(я ч- и,) 2
p= i

=  - / * ,  S = l ,  2, р. (13)

При р — 2 систему (13) можно записать в виде
д2и2(Я +  2 р ) - ^ -  +  р ^ -

(Я +|х) ^и1
dxidxj

.. д2и2 
'** д х \

(Я + р )

/1 I о \ д2и2• (Я +  2р) - t- j- =

dxtfx, ~  f 1 ^ 1’ Х^ ’

Ш  ^*^1’ **)•
Эта система описывает равновесие однородного изотропного 

упругого твердого тела в случае плоской деформации. Неиз
вестные функции «Ч-ч, х2) и и2(х1гх2) имеют смысл перемещений 
точки по направлениям осей Охг и Ох2 соответственно.

Для системы (12) может быть поставлена задача отыскания 
вектора и{х), удовлетворяющего уравнению (12) в области G 
и принимающего на границе Г заданные значения

«(*) =  «■(*). * € Г . (14)
Сравнивая (13) с (2), находим, что система (12), (14) может 
быть записана в виде (1), где тй = р,

Щ  =  pSaP6sm +  (Я +  ц) [06as6Pm +  (1 - 0 )  батбЭ5], (15)

а 0—произвольная постоянная, Sj7 =  | q’ |  . Действительно,
подставляя (15) в (2), будем иметь

(Ltt)s — дха дхц )  ~  ^  2 -i 2 1  6“PSsia, 3=1 m = 1 4 a,P=lm = l

+ < i+ ‘‘) , i  (1 - \ t , £

I /1 i \ ж
— i a  o_

. uamu0s ̂

a = 1

Утверждение доказано.
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Найдем теперь постоянные и с4 в неравенствах (3). Пока
жем, что ггг =  р.. Имеем

£ £ £ (Ш2+
s, m * l  а, | а, s= 1

+ ( ^ + p ) f e  £  й й + ( 1- е )  £  й й 1 - *
L а, s= 1 а, s = 1 J

- р  £  ( ^ ) a+ ( ^ + f x ) I е Г £  l s Y + ( i - 0 )  £  Й 5г1. (16)
а, s= l L \а = 1  /  а, s= l J

Полагая здесь 0 =  1, найдем

£  ( м « . ы  -  и £  I ia г +  <я + и)( £  и ) '  ^  н £  I и  I2-а, р=1 а* 1 а= 1 а= 1
Нетрудно показать также, что с* =  Я +  2ц,. Полагая в (16) 0 =  0 
и используя неравенство Коши — Буняковского, получим

£  “  Р £  I Ы 8+ <я + Р) £  &£• <
а» ос» 1 a, s= 1

2 I & . I * + • £ £ & [  S  < & ) *  +  Е  ( i s “ ) 21  =
а* 1 **•», s«s 1 a, s =1 J

- n i l k P  +  f t  +  H) £  (iy* =  (A, +  2 | i ) £  U a p.
а=1 a, s=l  а=1

Построим теперь разностную схему, аппроксимирующую за
дачу (12), (14). Подставляя (15) в разностную схему (4), будем 
иметь

( A - j ^ - i i  £  У- +0,б(Х  +  ц) 2  (У%-_а=1 хаха 3=1 \ x$xs

y*(x) = gs (x), х £ у ,  s —1, 2, р,

* 6  со, 

(17)

где со =  со и V—сетка, введенная в п. 1.
Остается определить операторы А и /?, как это было сде

лано в я. 1. Условие симметрии (6) выполнено, поэтому, поль
зуясь первой разностной формулой Грина, находим, что опе
раторы Л и / ?  самосопряжены в Я  и имеют место неравенства 
c1R ^ . A ^ . c2R, где q  =  p, са =  Х +2р.

Здесь дальнейшие рассуждения совпадают с теми, которые 
проводились в п. 1. Так, итерационный метод (8) с B = R и 
чебышевскйми параметрами тА характеризуется следующей оцен
кой для числа итераций:

п > я 0(е)
In 0,5е 
In pi * Pi l — V l  * _  Cj Ц

1 - f /g  ’ s c3 Я+ 2Р ’
548



а попеременно-треугольный метод, построенный на основе регу- 
ляризатора R , характеризуется этой же оценкой, где

е [X 2 УЧ] __ 6
6 ~  *+2ц 1 + У ц ' ’П~  А *

Таким образом, для попеременно-треугольного метода число 

итераций пропорционально =  j /~ 2 +  :

П о ( е ) = У 2 + А „ ;  (е) ,

где ftj(e)—число итераций для решения р-мерного разностного 
уравнения Пуассона попеременно-треугольным методом.



Г Л А В А  XV

МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
В КРИВОЛИНЕЙНЫХ ОРТОГОНАЛЬНЫХ КООРДИНАТАХ

В этой главе рассматриваются примеры решения разностных задач, ап
проксимирующих краевые задачи для эллиптических уравнений в криволи
нейных системах координат. Для задач в цилиндрической и полярной системах 
координат выясняются условия применимости прямых и итерационных ме
тодов, в частности метода переменных направлений.

В § 1 приведена постановка краевых задач для дифференциальных урав
нений. Параграф 2 посвящен изложению прямых и итерационных методов 
решения разностных задач в (г, г) — геометрии, а также задач на поверхности 
цилиндра. В § 3 рассмотрены методы решения разностных задач в круге, 
кольце и кольцевом секторе.

§ 1. Постановка краевых задач для дифференциальных
уравнений

1. Эллиптические уравнения в цилиндрической системе коор
динат. Пусть задано уравнение Пуассона

Lu дЧ
дх\

дЧ
дх*

дги
дх1 2̂> ха). (1)

Если для этого уравнения ставится задача отыскания решения 
в конечном круговом цилиндре или в кольцевой трубе, то его 
естественно рассматривать в цилиндрических координатах. В этой 
системе координат уравнение Пуассона (1) имеет вид

LrtpzU —
1 д2и 

г2 dtp2
д*и
дг* — f(r,  ф, г), (2)

где г = У х \  + х%, tg  ц> = хг/х1, г = ха.
Уравнение (1) описывает, например, стационарное распреде

ление температуры и = и(х1, х2, ха) в однородной среде. Если 
среда неоднородна, но изотропна, то вместо (1) следует рас
смотреть уравнение

з
Lu =  div (k grad и) =  £  (fc ( * ) - ^ )  =  ~ f  М» (3)

которому в (г, ф, г)-системе соответствует уравнение

LГф2
_д_
дг
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Если среда анизотропна, т. е. коэффициент теплопровод
ности зависит не только от точки, но и от направления, то 
вместо (3) будем иметь уравнение со смешанными производными

(5)

Уравнению (5) в цилиндрической системе координат соответствует 
уравнение

где коэффициенты feap выражаются через &ар по формулам:
&и =  kn  cos2 ф 4- (k12 +  k21) sin ф cos ф + k22 sin2 ф, 

k12 =  kl2 cos2 ф -(- (k22—kn ) sin ф cos ф—k21 sin2 ф, 
k21 =  k2l cos2 ф - f  {k22—ku ) sin ф cos ф—k12 sin2 ф, 
k22 = kn  sin2 Ф— (k12 4- k21) sin ф cos ф + k22 cos2 ф, 
k13 = k13 cos ф 4- k23 sin Ф, &2S =  k23 cos ф—k13 sin ф, 

k31 — k31 cos ф 4- k32 sin ф, k32 = k32 cos ф—k31 sin ф, 
k = k

Уравнение (6) называется уравнением со смешанными производ
ными в цилиндрической системе координат. Если /г«р =  0 для 
а ^ Р ,  то (6) принимает вид

^ ■ 4 г  + - k - k  ( * • % ) + ■ * ■  ( * ■ £ )  -  <7>

где ka — kaa, a = l ,  2, 3, и называется уравнением без сме
шанных производных.

Отметим, что если &ар =  &ра, то £ap =  fep« и наоборот. Приве
денные выше уравнения (2) и (4) являются_частными случаями 
уравнения (7), соответствующими ka =  1 и ka =  k.

Уравнение (5) будет сильно эллиптично, если существует 
постоянная ct >  0 такая, что для любых | 2 и £3 справед
ливо неравенство

3 3
2  (х) E aip^  2  (®)a. р= 1 a=l

Если в (8) сделать замену, полагая

ij. —"Si cos ф— sin ф, ij j= " iiS H ^ 4 -l2 COS(P» £з =  £з»
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(9)

то неравенство (8) примет вид
з _ ______  з _

2  2  ia*
a, 3=1 a = l

На практике наиболее часто встречаются два случая.
А) В осесимметрическом случае коэффициенты и правая часть 

уравнения, а также само решение не зависят от угла <р. При 
этом уравнение (6) упрощается:

L r*u=sTT r  [ r (*и W +  ш) ] +  Ш % + Ьз* gj) =*—/('■» г), (Ю)

а в отсутствие смешанных производных уравнение, соответст
вующее (7), имеет вид

Б) В плоском случае коэффициенты, правая часть и реше
ние уравнения (6) не зависят от г, и, следовательно, уравне
ние (6) принимает вид

L u = - - l r ( l  & 4- *Й.*2Л"| -1- L ± ( T  
'V  г dr L v 11 &r ' t  ĉp J J ^  г дф \  2гдг ' r d y ) -fir, Ф)* 

( 12)

Если смешанные производные отсутствуют, то уравнение имеет 
вид

1гуа*ту [rhy ^  ц  {kt «= — /  {г, ф). (13)

В плоском случае говорят, что (12) и (13) есть эллиптические 
уравнения в полярной системе координат.

Отметим, что при fea ss 1, a = l ,  2, 3 формулы (11) и (13) 
описывают уравнение Пуассона в (г, г)- и (г, <р)-системах коор
динат.

Иногда требуется решить уравнение Пуассона или более об
щее эллиптическое уравнение на поверхности цилиндра радиу
са R. В этом случае

+  +  +  ̂ ss ff)**  — /(<Р> 2), (14)

а уравнение (7) без смешанных производных принимает вид

=  — /(Ф , г). (14')

Отметим, что замена ср' ~  Rq> позволяет свести эти уравне
ния к обычным эллиптическим уравнениям с переменными ко
эффициентами.
552



2. Краевые задачи для уравнений в цилиндрической системе 
координат. Рассмотрим сначала осесимметрический случай. Так 
как решение не зависит от угла ф, то в цилиндрических коор
динатах (г, г) область, где ищется решение, есть прямоугольник 
G " = { / i ^ r ^ L x, l3^ . z ^ L 3, 1 ^ 0 } .  Если исходная область
представляет собой кольцевой (полый) цилиндр, то 1г >  0.

Поставим краевые задачи для уравнения (10) в прямоугольни
ке G. В области G задается уравнение (10), на сторонах 
z —13 и z = L3 задается одно из краевых условий первого, вто
рого или третьего рода. Например, краевые условия третьего 
рода имеют вид

— К  d£ — k13 =  Kiu— gt  (г), г =  4 ,

k31̂  +  k33pz =:K3u — g3 {r), z ~  l3, (15)

— К  k33^  =  x i u — gt(r), z = L3.

При 1г =  0 уравнение (10) имеет особенность на оси г=« 0. 
В этом случае обычно интересуются ограниченным решением. 
Если lt >  0, то на стороне г =  может быть задано одно из
краевых условий первого, второго или третьего рода. Напри
мер, краевое условие третьего рода имеет вид

kupr + k 13^  =  xru—gr{z), r = lt >  0. (16)

Если 1г = 0, то ограниченное решение выделяется условием

Н т ,  (17)

В условиях (15), (16) x f(z )  и (г) неотрицательные функции.
Если на границе прямоугольника G заданы краевые условия 
второго рода (х±==0), то задача (10), (15), (16) разрешима лишь 
при выполнении условия

L$ L з

Ц  r f ( r , z ) d r d z + l  [Ltgt {z) +  lxgz (г)] dz +
/i U U

Li
+ J r[gt (r) + g i {r)] dr ш 0. (18)

lx
В этом случае решение не единственно и определяется с точ
ностью до постоянной, т. е. и (г, z) =  и0 (г, z) + co n st, где иЛ{г, г)— 
какое-либо решение.

Рассмотрим теперь уравнение (14) на поверхности цилиндра. 
В координатах (ф, z) область, где ищется решение, есть прямо
угольник (Г= {/а <  ф <  L3, la^ z t ^ L 3, L3— /а«^2я}.
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На сторонах z —  l 3 и z =  L 3 могут быть заданы краевые ус
ловия первого, второго или третьего рода, например

1 и ди , -г ди __ __, v ,3̂2 §ф 3̂3 "dz—̂  U (ф)» 2—/3,
"̂̂ 32̂  3̂Sdz (ф)» 2==L3.

(19)

Такого рода краевые условия могут быть заданы на сторонах 
Ф =  /2 и ср =  L2, если поверхность не замкнута (L2 — /2 <  2л). 
Например, краевые условия третьего рода имеют вид

1 т ди . 1 -г ди _ _ .  ч ,
# 2 &2 2 # к23-  ̂— к.2и —g2 (г), ф — /2, 2̂0)
1 Т" ди 1 77 ди I I / \ г

<9 =  1-2-

Здесь х± (г) > 0  и и± (ф) >  0.
Условие разрешимости задачи (14), (19), (20) при и±==0 

имеет вид

И  /  (ф. z) йф dz -f $  [ga+ (г) +  ga- (г)] dz +  $  [gf (ф) +  g j (ф)] с!ф =  0.
/2

Если поверхность замкнута (L2—/2 =  2я), то стороны ф =  /2 
и ф = Ь2 отождествляются и ставится задача отыскания перио
дического с периодом 2я решения уравнения (14), удовлетворяю
щего на сторонах z =  /3 и z = Ls одному из перечисленных выше 
условий. Если при этом в условиях (19) х*==0, то условие раз
решимости (с точностью до постоянной) указанной задачи имеет 
вид

и  и l2
$ Л /(Ф, г)^Ф^2 +  $ ^ ( ф )  +  £Г(ф)]Жр =  °-

/а /8 /а

Сформулируем теперь постановки краевых задач для уравне
ния (12), заданного в полярной системе координат, в случае, 
когда рассматриваемая область в декартовых переменных есть 
круг, кольцо или кольцевой сектор. Указанным областям в 
(г, ф)^-координатах соответствует прямоугольник G={/j ^  г 
/ а < Ф < 1 2 , 0 ,  1 2 - / 2 < 2 я } .

Пусть сначала исходная область есть круг. Уравнение (12) 
задается в G; при г = Ьг ставится одно из краевых условий 
первого, второго или третьего рода. Например, краевое условие 
третьего рода имеет вид

Т  ди__k u  ди
ni<d?~~dq> K iu — g i (  ф), r = Lv (21)
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Для корректности задачи (12), (21) необходимо наложить допол
нительное условие в центре круга. Обычно ищут ограниченное 
при г =  0 решение. Это решение удовлетворяет условию

Ввиду того, что в полярной системе координат точка г =  0 плос
кости {хг, х2) имеет произвольную координату ф, то все точки 
стороны прямоугольника G при г =  0 отождествляются. При этом 
и (0, ф) =  и0 =  const для 12 ф ^  Ь2 в силу непрерывности решения.

Далее, стороны ф =  /2 и ф =  L2 отождествляются и ставится 
задача отыскания периодического с периодом 2я решения урав
нения (12), удовлетворяющего перечисленным выше условиям.

В случае, когда при r =  Lx задано краевое условие второго 
рода (21) с x.i (ф) =  0, то решение задачи существует, если вы
полнено условие

2л Lt 2л
$ $ rf (Г, ф) dr dq> +  LX 5 gt  (ф) £?ф =  0. (23)
0 0 о

Решение при этом не единственно и определено с точностью до 
постоянной.

Пусть теперь исходная область есть кольцо, т. е. 1Х > 0 . 
В этом случае ищется периодическое с периодом 2я решение 
уравнения (12), удовлетворяющее на сторонах г =  /х и r =  Lx 
одному из краевых условий первого, второго или третьего рода. 
Приведем вид краевого условия третьего рода на внутренней 
стороне кольца

+  =  £Г(Ф), r = llt (24)

где и г (ф )> 0 .
Если заданы краевые условия второго рода (21), (24) сх±(ф )=0, 

то решение поставленной задачи существует, если выполнено 
условие

2л Li 2л
$ S rf (Г, ф) dr dtp +  $ [Ljgt (ф) +  l2gг (ф)] dtf =  0. (25)
о ц о

В этом случае решение определено с точностью до постоянной.
Если область есть кольцевой сектор (/х >  0, Ь2—12 <  2я), то 

ставится задача & нахождении решения уравнения (12), удов
летворяющего на сторонах прямоугольника G одному из усло
вий первого, второго или третьего рода, в частности условиям
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(21), (24) при г —  /.J и г =  /х и краевым условиям третьего рода

при ф =  /2 и ф =  L2, и±(г) > 0 .
Если заданы краевые условия второго рода (21), (24), (26) с 

и±(ф)ззО, и±(г)на 0, то решение задачи существует, если вы
полнено условие

При этом решение не единственно и определяется с точностью 
до постоянной.

§ 2. Решение разностных задач в цилиндрической 
системе координат

1. Разностные схемы без смешанных производных в осесим
метрическом случае. Рассмотрим краевые задачи для эллипти
ческих уравнений, не содержащих смешанные производные, 
в цилиндрической системе координат в случае осевой симметрии.

В прямоугольнике G =  /3< 2 < Z ,3, 0} тре
буется найти решение уравнения

--- П '-г)- (г'2,в0' (1)

удовлетворяющее на границе прямоугольника G следующим 
краевым условиям:

1) на стороне г — 1г, ls^ z ^ . L 3,

■т д а  , &22 д и

(26)

и (Г, z) =  £Г (г), если >  0, (2)

или

KlU— gi (г), если >  0,

если =  0;
(3 )

2) на стороне r = Llf l3^zs^.L„,

u (r> z) = Si (г) (4)
или

(б)
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(6 )

3) на стороне z  =  l3, l } ^ r ^ . L lt

и (г, z) = gg(r)
или

К %  =  Кзи —  Мг(&, (7)

4) на стороне z = L3, Lx,
tHr, z ) ^ g i ( r )  (8)

или
~ k* f t ^K sU — gi (г). (9)

Предполагается, что коэффициенты удовлетворяют условиям 
К  (г, г) >  ск >  0, k8 (г, z) ^  ct >  0, q (г, г) >  О, 

х ± (г )> 0 , х ± (г )> 0 .
В случае, когда q ^ 0 и x±=sO в краевых условиях (3), (5), 

(7), (9) или 1, =  0 и заданы краевые условия второго рода (5), 
(7), (9), требуем выполнения условия разрешимости (см. (18) § 1).

Будем рассматривать любые комбинации краевых условий 
(2)— (9). Построим разностные схемы, соответствующие указан
ным краевым задачам.

Введем в области G произвольную неравномерную прямо
угольную сетку

ю =  {(0, +  1 < i < N v  r 0 =  l l t  r N i  =  L u

=  1 < £ < Лг„  z0» lg, zNt =  Lg),
определим средние шаги

Г0,5Аа (1), m =  0,
(/»)==< 0,5 [Aa(m) +  Aa (m +  1)], 1 < /п < А 7 а — 1, 

^0,5/ia (JVa), n t ~ N a, a =  1, 3,

и сеточную функцию одного переменного

P ( i )  =  rt, l < t < N u  р(0) =  / т /г̂ 1)- 1^ ° >I к> к  >  0.
В простейшем случае непрерывных коэффициентов klt k3, q 

и f коэффициенты разностной схемы будем определять по фор
мулам

Oi (i, k) =  г Д  (г{, гк), а3 (i, k) =  k3 (r,-, zk),
d(i, k) — q (rh г*), Ф (i, k) =  f (r„ г*),

где ~rl = ri— Q,bhi(i), zk = zk— Q,5h3(k).
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Используя введенные обозначения, аппроксимируем (1) раз
ностным уравнением

7  («!«/?)?+ (о 8̂ ) г — dy = —<р, 1,
1 < Л < Л Г ,— 1.

Краевые условия первого рода (2), (4), (6), (8) аппроксими
руем точно:

y(0, k) = gr(zk), 0 < й < Л Г 3, (И)
y(Nt, k) = g t( zk), 0<А :<Л Г3, (12)

y(i, 0) = g9 (r{), 0 < г < / У 1( (13)
У(1, tf,) =  g*(r,)t (14)

Разностный аналог краевых условий (3) имеет вид

^ yr + (“> y ; k - { d + ^ ] ) у = — ф — 1=0, (15)

где 1 и x1_ = g r  =  0, если =  0. Краевые условия
(5), (7), (9) аппроксимируются следующим образом:

- % U7+<a,Uih~ ( i + : i ) y ~ - ' t - T -  , = N ■■ (,6)
где 1 1,

+ ---- Ф- f - .  6 = 0, (17)

} <“, = k - N „  (18)

где 1 ^  i <  iVx—1. Здесь использованы обозначения ai1=a1(i-\- \ , k ) \  
a ? = a 9( i ,k+ l ) -

Если на пересекающихся сторонах прямоугольника G заданы 
краевые условия третьего рода, то в угловых узлах сетки со 
ставятся краевые условия

•7 -# r+ * T “ y * ~ ( ^ + f L +  F ’V -  — Ф ~ Т — Y  ’ 1 =  6 =  0, (19)p/fri ' /*1 /̂ з'

-Я*+С*-(<+£+£)'~ ’-£-£-
+1
1 ■■ _ Д И _ | 0  i i £  i _ o,_ J L _ 1 ! L

pfti  Уг %а У* \  +  f t i  %9 ) У Ф %i %3

i =  N u k =  N s.

( 20)

(21)
m<4
P̂ :
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Как и раньше, если 11 =  0, то в (19) и (21) следует положить
— Si =  0.
Заметим, что разностная задача (10), (15) — (22) с краевыми 

условиями третьего рода на каждой стороне прямоугольника G 
может быть записана в компактном виде

Ay = — f, 0 0 
Л =  Л1 +  Л3, /  =  ф +  ф А  +  ФзДз»

(23)

где

IГ £Г> 1 =  0, ' £з“, fe =  0,
( P i ( t ,  k ) = \ 0, l < i < ^ - l ,  4>3(t,fe) =  , 0, l - < f c < t f , - - 1 ,

k Ss, k — N3,
(24)

Ку-

а разностные операторы Лг и Л3 задаются формулами

+ - g > ,  (=о,

J  («!*/;); —dil/. 1 <  i <  Nt— 1, (25)

i = Nlt 0 < f e < t f 3,

Ч ^ Уг~  ( Л* + - ^ ) У ’ k=Z°'
A3t/ = <[ («3 y-)£- d sy, l</e</v3-l, (26)

- j 2 . y _ - ( d 3 +  ? f ) y ,  k = N3,

Здесь d  ̂-J- d3 — d, d± ^  0 и d̂  0.
Найдем условия разрешимости разностной схемы (23) в слу

чае d =  0 и == 0, а = 1 ,  2.
В пространстве Я  сеточных функций, заданных на со, опре

делим скалярное произведение по формуле

JV, N ,

(и, о )=  2  2  «(»> k)v(i, k)p(i)Hl (i)1i3(k).i=оk=о
(27)

Определим операторы Аг и А3, действующие в Я , полагая 
Аа — — Ла, сс=1, 3. Тогда разностную схему (23) можно запи
сать в виде операторного уравнения

Au — f, A ^ A i  +  As. (28)
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Используя первую разностную формулу Грина, найдем для 
случая d =  0 и Х в = 0 ,  что

N t Ы,
(Лн, » )«  2  2  fti (О К (k) {axu j ) X k +t = 1 /2=0 Г Г

+  2  2 Д  (о Лз (*) р (о (09«г»-)/*=(«. ^0).
Следовательно, оператор Л самосопряжен в Я  и неотрицателен, 
причем (Ли, и) =  0 лишь в случае, когда u(i ,  к) =  const или 
и ((, &) =  0. Отсюда в силу неравенства Коши— Буняковского

(Ли, ц)2< ( Л п ,  Ли) (и, и)

следует, что Ли «О  для и ф О, если и есть константа на со. 
Таким образом, ядро оператора Л состоит из сеточных функ
ций, равных постоянным на сетке со. Поэтому задача (28) разре
шима, если выполнено условие (/, 1) =  0 или, в силу ©пределе* 
ния / , —условие

2  2  РФ̂х̂2 + 2 К  (Р£Г + Р̂Г) + 2  х̂Р [gr + gs] = 0- (29)
1=0 ft=0 fe=0 f=0

Условие (29) есть разностный аналог условия (18) разреши
мости дифференциальной задачи, соответствующей разностной 
задаче (23).

Если условие (29) выполнено, то решение задачи (23) в слу
чае dss= 0 и Кц =  0 существует, но не единственно, два любых 
решения отличаются на постоянную. Поэтому одно из возмож
ных решений можно выделить, фиксируя значение y(i,k) в ка
ком-либо узле сетки со.

2. Прямые методы. Рассмотрим случай, для которого разно
стные задачи (10)—(22) могут быть решены одним из прямых 
методов, изложенных в главах III и IV.

Пусть коэффициенты klt k3 и q уравнения (1) не зависят 
от г, т. е. k = kx(r), k3 = k3{r), q = g(r), в краевых условиях 
третьего рода (3), (5) коэффициенты хх и x f постоянны, а в услови
ях (7), (9) Хз=х£=зО.

Допускаются любые комбинации краевых условий (2) — (9). 
Предполагается, что сетка со равномерна по z, т. е. h3 (/е)=/г3, 
и может быть неравномерной по г. При указанных предполо
жениях разностные задачи (10) — (22) могут быть решены либо 
методом полной редукции, либо комбинированным методом не
полной редукции и разделения переменных.

Проиллюстрируем возможность применения прямых методов 
на примере, в котором на сторонах г = 1Х и г = ЬХ заданы крае
вые условия третьего (второго) рода (3), ( 5 ) ,  а при г =  /8 и



z = L3 — второго рода. Другие комбинации краевых условий рас
сматриваются аналогично.

Разностная схема, соответствующая поставленной задаче, 
имеет вид (23). В силу сделанных выше предположений коэф
фициенты разностной схемы определяются по формулам (ср. п. 1)
<4 =  «1 (0 =  г А  (г,), а3 = а3 (i) = k3 (г {), d — d(i) = q(ri), так что 
а+1= а 3. В определении (25) разностного оператора Лх выберем 
dx = d, а в формулах (26), задающих оператор Л3, положим 
х~ = я3 =0, ds = 0. Так как сетка со равномерна по г, то в (26) 
разностное выражение (а3у - ) j  следует заменить на аау-г.

Сведем теперь разностную задачу (23) к системе трехточеч
ных векторных уравнений. Для этого введем вектор неизвестных

Гл = (у(0, к), у(  1, к), . . . ,  y (N lt к)), 0 ^ k ^ N a,
содержащий значения искомой сеточной функции на k-й строке 
сетки со, и вектор правых частей

П  =  (0о/(О, к), QJ{ 1, к), . . . .  eNJ(Nlf к)), 0 < f c < V 3,
где Qi = ht/cLg(i), 0 Определим квадратную матрицу С, 
полагая

СК, =  ( (2 £ -0 .Л 1)У(О, Щ, . . . ,  (2E-QNlA1)y (N 1, к)).
Используя эти обозначения, разностную задачу (23) запишем 
в векторном виде

CY0—2Yt = F0, fc =  0,
- Y ^ + C Y b - Y ^ F b ,  l < f e < V 3- l ,  (30)

2 Yn, - i +  C Yn3 =  Fn„ k ^ N g .
Для того чтобы убедиться в этом, достаточно умножить 

каждое уравнение схемы (23) на (— 0,-) и перейти к векторной 
записи.

Напомним, что метод полной редукции для системы (30) был 
построен в п. 1 § 4 гл. III. Комбинированный метод неполной 
редукции и разделения переменных был рассмотрен в п. 2 § 3 
гл. IV. Здесь отличие от рассмотренных в главах III и IV при
меров заключается в ином определении оператора Лх. Но так 
как разностный оператор Ах по-прежнему трехточечный, то это 
отличие не влияет ни на конструкцию этих методов, ни на ха
рактер зависимости числа арифметических операций от числа 
узлов сетки со. Если Na = 2", то число арифметических операций 
для указанных методов оценивается величиной О (Nj^Ng loga Na).

В заключение отметим, что применение комбинированного 
метода с выделением одного из решений в вырожденном случае 
(ds= 0, хр =  к^ =  0) подробно описано в п. 2 § 4 гл. XII для 
декартовой системы координат.

3. Метод переменных направлений. Рассмотрим теперь част
ный случай задачи (1) — (9), для которого fe1 =  ^1(r), ks = ka(z), 
q = const, =  const, a = l ,  3, а на сторонах прямоугольника G
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задана любая комбинация краевых условий (2) — (9). В этом 
случае переменные в задаче (1)—(9) разделяются.

Предполагается, что сетка со —произвольная, неравномерная 
по каждому направлению. При сделанных предположениях раз
ностные задачи (10)— (22) могут быть решены методом перемен
ных направлений с оптимальным набором итерационных пара
метров, который приведен в главе XI для случая декартовой 
системы координат.

Проиллюстрируем применение этого метода на примере, в ко
тором на сторонах прямоугольника G заданы краевые условия 
третьего рода (3), (5), (7), (9). Разностная схема, соответствую
щая задаче (1), (3), (5), (7), (9), имеет вид (23), где операторы 
Лх и Л3 определены в (25), (26), а коэффициенты ах, а3, и d3 
задаются формулами a1(i) = rik1(ri), а3 (k) = k3 (zA), d1 = d3 = 0,5d, 
d = q.

В п. 1 было показано, что разностная задача (23) может быть 
записана в виде операторного уравнения (28)

Аи =  /, A = A1-j-A3

в гильбертовом пространстве Я  сеточных функций, заданных наш. 
Укажем основные свойства операторов Ах и А3:

1) операторы Ах и А 3 перестановочны, А1Аа = А 3Аг;
2) Ах и А3—самосопряженные операторы, (Ааи , v) = (u, Aav);
3) операторы Ах и А3— неотрицательные ограниченные опе

раторы, т. е. для любого и £ Н  выполнены неравенства
8а (и, ы ) < ( Л ац, ц ) < Д а (м, и),

ба > 0 ,  Да > 0 ,  а = 1 ,  3. (31)

Действительно, перестановочность операторов А1 и А3 сле
дует из структуры операторов Ах и А3 и предположения отно
сительно коэффициентов klt k3, q и х*.

Далее, используя определение (27) скалярного произведения 
в Я  и разностные формулы Грина, получим для Ах и любых 
и, о € Я  равенство

N, N,
(Atu , v) =  2  2 оК  (0 пз (k) {axu7v-)lk + dx (и, v) +

+  2  \  (k) [кгрмо |,=0 +  Ktpuv |i=Wl] (32) 
&=0

и аналогичное равенство для А3
N г N1

(A3u, V) =  2  2  Р (0 К  (0 h3 (k) (a3u-v-)ik -f-k- 1 t=0 4
N t

+  4> (и. v) +  2  P (0 К  (0 l*=o +  Ktuv !*=*,]•
t = 0

(33)



Меняя местами и и о, убеждаемся в самосопряженности операто
ров At и А3.

Если положить здесь u = v  и учесть условия ^ > ^ > 0 ,  
&зе^с1 > 0. <7s^0. иа ^ 0 »  ос=1,  3, то найдем, что операторы At 
и А3 неотрицательны, т. е. (Ааи, и ) >  0. Если выполнено ус
ловие

Ч~ (иа)2 4" (иа)2 0» а = 1 ,  3, (34)

то соответствующее 6а положительно. Пусть (34) выполнено.

Дадим оценку для б« снизу.
Из леммы 16 главы V для фиксированного i, 0 < i <  Ni, получим оценку

6 Я У\ К  (k) “ 2 ('. Л) < 2  h3 {k)a3(k)tii(i, k) +  
k=o k=l г

Ni
+ d 3 2  К  (k) иa (/, £) +  х^ы2 (1, 0 )+ x 3+us (1, N3), (35)

k=0

где l / 6 3=  max v(k), v (k) есть решение краевой задачи
о < к < лг *

( а 3» - ) 2  —  d3v = —  1 ,  1 < & <  — 1 ,

1. fc -0 . (36)

Так как выполнено условие (34), то решение вадачи (36) существует и един
ственно. Умножая теперь (35) на p ( 0 ^ i ( 0  и суммируя по i от 0 до Л ,̂ 
получим неравенство д3 (и, а ) ^ ( А 3ы, м). Решая численно задачу (36), опре
делим 6 3 . Итак, постоянная_6 3 найдена. Аналогично оценивается постоянная
6 *: 1/ 6 * =  max v(i), где v(i) — решение краевой задачи 

0 <  i <  N,

-1(01?-)^—dit) =  —1, 1 < К  Ni—lt

at1
C37)

Получим теперь оценки для А* и A3i Из (33) при и =  о найдем

Nt . Г N.
(А3и, и)= (0 2  /!з(*) a3(k)u. (i, k)+

1=0 L*=i г
"i ^

+<*. s  3̂ k)+x3u*(l, 0)+4иЦ{, Ns) .
k=o J
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Оценим выражение, стоящее в квадратных скобках* Из леммы 16 главы V 
получим 

Nt
d„ 2  u 2 (i, k ) h 3 (k) +  X3U* (i, 0 )+xt u* (i ,  Л д <

k=0
Г*. JV,

< % 2 %  (k) и- (l, k) hs (k)+  2  К  (k) “a 0. ft)]. (38)
L*=i k=o

где max w(k), a w (k)—решение краевой задачи
о <fe<JV8

— w=z — d3t N3— l t

Используя лемму 17 главы V, будем иметь
ЛГ, , JV,2  а3 (k)u- (i, k) hg (k) <  ntg 2 %г <*> “s O'. *). (40)
fe=l k=0

где

m§= max(Дз W  03 (1) 2 [03 (fo
%1{N3) ’ %l(0) * \ < k < N 9- \ j i 3 (k) l h 3 (k)

03 (̂ ~f~ 1)1 \  #
hs {k +  1) J )

Из (38) и (40) следует оценка
Мз О 3̂
2  h3(k)a3(k)u-(i, k) +  d3 2  hs(k)u*{it k) +  K~u2(i, 0)-f-
*=1 k=0

“ Ь ^ з 0 2 o*> N 3 )  ^  д 3 2  ^  (*> h ) p  д 3 = w tf *4* ^*2 ( i  4~ ffti)»
fc=0

Умножая полученное неравенство на p (0& i(0  и суммируя его по i от 0 
до Ni, будем иметь оценку {А3и, ц)«^Д3(и, и).

Аналогичным образом находится Д*: Aj =  mx +  m2 (1 +  m j, где
m i=  max a; (/), ш(0 — решение краевой задачи 

0<i<JV«

1 <  / <  — 1»

a)*=— , ;= o,

( * + Т г ) '  , - л '1'
причем

M W  « id )/П] — т а  x / i у . §\p М) *i (JVj) p(0)Ai(0)
2max ------г-----

1 <  p (j) (/)

(41)

0f (̂~4~ 1) 1 \  
h\ (i+ 1) J /
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Решая численно задачу (41), определим trif и, следовательно, Д*. Таким 
образом, постоянные ба и Да , а = 1 ,  3, фигурирующие в неравенствах (31), 
найдены.

Напомним, что итерационная схема метода переменных на
правлений для операторного уравнения (28) имеет вид (см. гл. XI)

^ ^ T T  + A y ^ f ,  fc =  0, 1, . . . .  у ^ Н ,  

Вк =  « > £  +  A,) « £  +  Л,), т* =  ю?> +  <>.
(42)

В п. 4 § 1 гл. XI для итерационной схемы (42), операторы At 
и А„ которой удовлетворяют перечисленным выше свойствам 
1)—3), был построен оптимальный набор параметров о#’ и сок\
k = l ,  2 ..........п. При использовании этого набора параметров
относительная точность е > 0  (||уп— и||0 ^ е | | уа—u\D, D — А, Е) 
достигается, если выполнить n ^ s  п 0 (е) итераций, где

По (е) 1 , 4 ,  4 _ 1 -д^ 1п т, 1п е • 1 + а’ (Д^бЛСДо-бз)
( Д 1  +  6 3 )  ( Д з + б х )  *

Набор оптимальных параметров со̂1’ и с42) для случая второй 
краевой задачи (d =  0, и* =  0) был построен в п. 1 §4гл .  XII.

4. Решение уравнений, заданных на поверхности цилиндра.
Рассмотрим теперь метод решения разностных аналогов крае

вых задач для эллиптического уравнения без смешанных про
изводных, заданного на поверхности цилиндра радиуса R. Огра
ничимся рассмотрением замкнутой по <р поверхности цилиндра, 
так как методы решения задач в случае незамкнутой поверхности 
ничем не отличаются от методов решения плоских задач в де
картовых переменных. _

Итак, в области G = {l2^ .  cp<!La, l3^ . z ^ L s, L3—/а =  2я} 
ищется решение уравнения

*>• <»• г>{ 0 - <43>
периодическое по ф с периодом 2я, удовлетворяющее на сторо
нах z = la и z = L3 либо краевым условиям первого рода 
ы(Ф, z) =  g r (ф) при г — 1ъ, ы(ф, 2) =  ̂ (ф )  при z =  L„ либо вто
рого или третьего рода

д (44)
— '^■==xaw—Si (ф)» z = Ls,

либо любой их комбинации. Предполагается, что коэффициенты 
удовлетворяют условиям

МФ> z) > ^ > 0 ,  k3 (ф, г ) > с а >  0, </(ф, г ) > 0 ,  х ^ (ф )> 0 .
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Ю = { ( ф у ,  2 ft) € G ,  ф /  =  Ф / - 1  + Л 2 ( / ) ,  1 < / ' < J V 2 , ф о  =  / 2 ,

флг 2 — Zfg = Zfr—i~\~h3 ( A ) ,  Zo =  / 3 ,

и определим средний шаг

В области О введем прозвольную неравномерную сетку

* , n _ J  0 ,5 [/ц (1 )+Л ,(В Д  / =  О,
2 Ш “ \ 0,5 [А, (/) +  * . ( / + О]. 1 < /< А Г ,- 1 .

(45)

Средний шаг %3 (k) определен выше.
Уравнение (43) с учетом условия периодичности аппрокси

мируем следующим образом:
(агУф)ф+(й3*/s)f—ф  =  — ty. 0 < / < Л Г 2— 1, 1, (46)
где использованы соотношения y(j,  k) — y(N3-\-j, А), / = 0 , — 1, 
о2(0, k) = a2(N2, k), h3(0) = h3(N3), являющиеся следствием
условия периодичности. В случае гладких коэффициентов k2, 
k3, q и /  коэффициенты в уравнении (46) можно выбрать, на
пример, так:

(/, k) = - ^ k 2 (фу—0,5/i2 (/), zA), d(/ ,  £) =  <7(Ф/, г*),

< * » ( / •  * )  =  * •  ( ф / .  z„— 0,5h3(k)), ф ( / ,  А )  =  / ( ф у ,  г * ) .

Краевые условия первого рода аппроксимируются точно
У(1. 0) =  &- (фД  А =  0, у а,  ЛГ3) =  ^ + ( Ф у ) ,  Ь =  ЛГ3 (47)

для 0 s ^ / ^ i V 2— 1, а разностный аналог краевых условий (44) 
третьего рода имеет вид для 0 ^ / ^ Л ^ 2— 1:

— * - f - .  ь - о .

(а2^)ф— ^ У г — ( d + ~ f c ) y = ~  f /  k = N 3-
В задаче (46), (47) неизвестными являются значения у (/, k) для 

— 1, l ^ / s ^ i V a— 1, а в задаче (46), (48)—для тех 
же значений } и 0 ^ k ^ . N 3.

Найдем условие разрешимости разностной задачи (46), (48) 
в случае, когда d== 0, и* =  0. Сначала запишем схему (46), 
(48) в виде

Лг/ =  — /, 0 < / < Л Г 2- 1 ,  0 < £ < Л Г 3,
Л =  л 2+ Л 3, / =  ф +  фз/^з, '  }

где разностный оператор Л3 определен в (26) с d.t — d, оператор 
Ла задается формулой Л2г/ =  (а2«/-)-, 0 < / < Л Г 3— 1,

( ет(я>/). а = о,
¥ • ( / , * ) = {  0, 1 < А < Л 7 8--1,

I в» (ф/). * =  ^8-
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Пусть теперь i s 0 и x*s= 0 . Обозначим через Я простран
ство сеточных функций, заданных на ш* =  -{(фу, zft)£(o, 0 < / г ^  
^ N2— 1, 0 ^ . k ^ N s}, скалярное произведение в котором опре
делим формулой

(и, t»)=Js 1 2  « а .  k)vd ,  k)ht u ) t , ( k ) ./=0 ft= о
Определим операторы А% и Ая, действующие в Я , равенствами: 
А3 =  — Л3, А2у = — Л2у, где у (j, k) = y(j, k) для 0 < / < Я 2 — 1, 

и г/ удовлетворяет условию периодичности у (/, fe) =*
= y(N t +  j, k), / =  0 , - 1 .

Используя введенные обозначения, запишем разностную схе
му (49) в виде операторного уравнения

Au — f, А = А2-\-А3. (50)

Учитывая условия периодичности, при помощи разностной фор
мулы Грина получим

___ N, ЛГ2-1
( Л « , V) =  — (Ли, у) =  2 о 2  (fe) А , (/') (я2«$»$)/* +

iV. //2-1
+  2  2  K ( j )K (k ) (a 3uFv - ) k =(и,  Av).k= 1 /=о J

Следовательно, оператор А самосопряжен в Я . Кроме того, 
рассматривая значения (Аи, и), найдем, что ядро оператора А 
состоит из сеточных функций, принимающих на сетке со* посто
янные значения. Поэтому решение разностной задачи (49) су
ществует, если выполнено условие (/, 1) =  0. Подставляя сюда /  
из (49), получим

2  2  К  (У) К  (А) ф (j,k) +  2  А»(/)[гг(Ф/)+в» (ф/)]= о./=0 k=Q /=0
При выполнении этого условия решение разностной задачи (46), 
(48) при d = 0  и хз" =  0 существует и два любых ее решения 
отличаются на постоянную.

Рассмотрим случаи, когда решение разностных задач (46)—(48) 
может быть найдено прямыми методами, изложенными в главах 
III и IV.

П е р в ы й  с л у ч а й .  Коэффициенты k%, ks и q уравнения (43) 
зависят только от ср, х^ =  const и сетка со равномерна по г. 
Разностная задача (46), (48) может быть записана в виде системы 
трехточечных векторных уравнений

(С +  2аЕ) Y0- 2 Y 1 =  F„, k =  0,
- y „ - x  +  CYk- Y k+l = FHt (51)

— 2Yn,-\  + (C +  2 Щ  Yn, =  Fn„ k = Ns,
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где N3 =  2", п >  О—целое число,
Ун=(у(0,к), у{\ , k), . . . .  y(N2- 1, £)),
Fk = (%f(0, k), . . . .  %

C =  ((2£—0„Л2)г/(0, fe)..........(2 E -Q Nl- l Ai)y (N i - l , k ))
для 0 ^ . k ^ . N 3. Оператор Л2 определен выше, / ( / ,  А) задано 
в (49) и 0у =  h3/ct3 (/), а = к3щ,  Р=А 3х£.

Напомним, что в п. 3 § 4 гл. III для решения задачи (51) 
при условии а 2+ р 2^=0 был построен метод полной редукции. 
Еслиа =  р =  0, но йщк0, то алгоритм метода изложен в п.1 §4 
гл. III.  Для последнего случая в п. 2 § 3 гл. IV был построен 
комбинированный метод неполной редукции и разделения пере
менных.

В т о р о й  с л у ч а й .  Коэффициенты k2, k 3 и q зависят только 
от г, х з =  const и сетка to равномерна по <р. Разностная задача 
(46), (48) записывается в виде системы трехточечных векторных 
уравнений

/ = о,
—  Fj- x + CYj— YJ+1 = Fj, 1 < / < Л ^ 2- 2 , (52)

— Yst- t  -\-CYni- ! —  F0 =  FNl. 1 » j == N 2  ̂*

2 =  2", n > 0 —целое число,

у , = { у ц ,  о), у а,  1 ) , . . . .  у а, ы,)),
Fj=(Qof(i, 0), QJU, 1)..........е „ л / ,  N3)),

СГу =  ((2 £ -е„Л 3)г/(/, 0), . . . .  (2E-QNsA3) y ( ! , N 3)),
где — 1. Разностный оператор Л3 определен в (26)
с d3 = d и Qk = hlla3(k), N3. Задача (52) может быть ре
шена методом полной редукции, построенным в п. 2 §4 гл. III 
или комбинированным методом, использующим алгоритм быстрого 
дискретного преобразования Фурье действительной периодиче
ской функции. Этот алгоритм построен в п. 4 § 1 гл. IV.

В каждом из рассмотренных случаев прямые методы реали
зуются с затратой О (N2Af3n) действий.

В заключение отметим, что если коэффициенты удовлетворяют 
условиям k3 = k2 (ф), k3 — k3 ( г ) ,  g  = const, x ^ c o n s t ,  а сетка не
равномерна по каждому направлению, то для нахождения решения 
задачи (46), (48) можно использовать метод переменных направ
лений с оптимальным набором параметров:

Bk^ yjLTT+ * =° -  1..........
в к =  к > £ + А2) к з,£ + А3), тк -  t o f+ < .

Здесь оператор А3 — — А3, А2у — — А2у, где разностный 
оператор Л3 определен в (26) cdg =  0,5d, а Л2# =  [а2щ)~ — 0,5 dy. 
Постоянные 6а и Да, являющиеся границами оператора Аа,
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оцениваются следующим образом: 83 и Л8 найдены в п. 3 § 2, 
постоянная 62 находится точно: 62 =  0,5d, а в качестве Д2 можно 
взять

Д2 = max
о <  I <  n , -  х

2 / а2 (/)
(/) Ц  (Л

а2 (/+  О \(/-н 1)У 2 J •

§ 3. Решение разностных задач в полярной системе 
координат

1. Разностные схемы для уравнений в круге и кольце. Рас
смотрим методы решения разностных схем для эллиптических 
уравнений без смешанных производных в полярной системе ко
ординат. Сначала изучим случай, когда область, где ищется 
решение, есть круг или кольцо в декартовой системе координат. 
В полярной системе координат указанным областям соответствует 
прямоугольник G =  {/1< r < L 1, /2^ c p ^ L 2, ^ 0, L2—/2 =  2я}.
Требуется найти решение уравнения

■ T w { rk^ ) + - k i ^ { k^ ) - ciu = - f '  w

являющееся периодическим по ф с периодом 2к и удовлетворя
ющее на границе прямоугольника G условиям:

1) при r =  L1, /2^ c p ^ L 2 либо краевым условиям первого 
рода

и (г, <p)=gi(q>), (2)
либо второго или третьего рода

— fci-57-=Ki«—ef (ф); (3)

2) при г =  /х >  0, /2 ^  ф ^  L2 либо краевым условиям первого 
рода

“ (г. ф)=£Г(ф), (4)
либо второго или третьего рода

^ • § 7  =  И 1_«— ёГ(ф); (5)

при г =  /х =  0 ставится условие

(6)
г -<-0 аг

выделяющее ограниченное решение.
Предполагается, что коэффициенты удовлетворяют условиям

К (г, <f>)>c1>0,  k2(r, ф )> С !> 0 ,  q(r, ф )> 0 ,  х1± (ф)>0.
Будем рассматривать любые комбинации краевых условий 

(2)—(5). Построим разностные схемы, соответствующие указан
ным краевым задачам.
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В области G введем произвольную неравномерную прямо
угольную сетку

® =  {(*■/. Фу) € G, rl = ri- i + h 1(i), 1 <  i < ЛГ,, г, = /lf
rNi= L t , Фу =  Фу_1+М /)> 1 < / < W 2, 4>0 = h,  Фn, =  L2\.

Средний шаг ht {i) определен в п. 1 §2, а шаг %2Ц)— ъ п. 4 § 2 
формулой (45). Определим сеточную функцию р (i):

'i  +  l - M 1), t = o,

p W H  ^ / + t [ai (/ +  1)—ai (0]. i,

i = N1.

(7)

В простейшем случае непрерывных коэффициентов k19 k2, q 
и f  коэффициенты разностной схемы будем определять по фор
мулам

«1 (*. /) =  / А ( г/. Ф у ) ,  a2(i, j) = k2(rh фу),
d(i, j) = qirh Фу), ф(1, j) = f ( rh фу),

где п  = г{— 0,5ЛХ (t), ф у  =  ф у —0,5/г2 (/).
Используя введенные обозначения, аппроксимируем (1) раз

ностным уравнением

АУ = \ { а 1У-)? + - L ( a 2y7̂ - d y  = - y ,
0 < / < А 2— 1.

Здесь для компактности записи использованы соотношения 
i) = y{t> A j-)- /), / =  0, 1, o.2{i, 0) — а2 (i, N2),

й2(0) =  /12(А2), W

являющиеся следствием условия периодичности.
Краевые условия (2), (4) аппроксимируются точно

y(Ni, i) = 8t(b)> У(°> /) =  ёГГ(Ф/), 0 < / < W a— 1. (10)
Разностный аналог краевых условий третьего рода (3), (5) имеет 
вид (для 0 < / '< Л Г 2—-1)

л » -  -  а » + v  ч ы ь ъ  ^ + ж ) у  ~  ( П )

(12)

Здесь использованы соотношения (9).
Осталось построить разностное краевое условие на стороне 

г = 1г для случая, когда 1г = 0. Так как все узлы, лежащие на
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стороне r =  О, отождествляются, то
У( 0, 1) = Уо, 0 < / < А Г , - 1 .  (13)

Далее, так как начало координат является внутренней точкой 
круга, то, записывая уравнение (1) в декартовой системе коор
динат и аппроксимируя его на радиально-кольцевой сетке при 
условии (6), получим

j Jv.-i
А у= *2^  S  < И 'У г к - й у  —  Ь  1 ~ О, (М )

d(0, j) = d0, ф(0, /") =  Фо> 0 < / < Л Г , — 1.
Здесь у0, d0 и гр0 — значения соответствующих сеточных функций 
в центре круга.

Итак, в случае круга имеем нелокальное краевое условие
(13), (14) на стороне г =  0 прямоугольника G. Разностные схемы 
построены.

Для разностной аппроксимации уравнения (1) в окрестности г =  0 часто 
используется другая сетка по г, в которой точка г — 0 не содержится;

со =  {(/■/, фу)£(?, / ' j= ( i  +  0,5)/ii, ( ) < * < # ! ,  rN t =*Li,

Фу =  Ф у _ 1 + Д 2 ( / )> 1 < / < А / а , фо =  /я» фЛГ| =  1 а }

(для простоты предполагаем, что сетка по г равномерна).
Тогда аг (i , / ) = 7 ^ 1(г/, фу), а2 ( i , j) =  k%(ri9 фу) и т. д., где 

Уравнения (8) остаются без изменений, а при i =  0 пишется следующее раз
ностное уравнение:

л /•) М ». / ) + ^ ( а д 5)ф~ - ^ = — Ф

(здесь r0 =  0,5/ii, =  которое является аналогом краевого условия
третьего рода.

Условие при г =  0 отсутствует; определить значение у при г « 0  из на
писанных разностных уравнений нельзя.

2. Разрешимость разностных краевых задач. В п. 1 были 
построены разностные схемы, аппроксимирующие задачи (1)—(6). 
Для круга схема задана формулами (8), (10), (11), (14), для 
кольца—формулами (8), (10), (12). Исследуем вопрос о разре
шимости указанных схем. _  _  _

Обозначим через со* часть сетки со: со* =  {(г,-, фу) € ®, 0 ^  I Nit 
0 ^ /< 1 Л Г а— 1}. Пространство Н состоит из сеточных функций, 
заданных на (о* и удовлетворяющих дополнительному условию 
у (0, /) =  const, 0 < / < N a— 1, если /х =  0. Скалярное произве
дение в Н определим формулой

(«, v) =  2  2  u ( t ,  i ) v ( i ,  j) р  (i) Йх (0 (/).
|*=0 i«Q
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Можно показать, что если функция р (i) определена форму* 
лами (7), то верно равенство

(1, l) =  0 ,5 (L f-/I)(L a- / 2) =  n (L ?-/? ), (15)
т. е. квадрат нормы функции, тождественно равной единице на 
со*, равен площади круга (lt = 0) или кольца (1г >  0). Кроме 
того, если рассматриваемая область есть круг, то, используя
постоянство по / при i =  0 сеточных функции из Я  и равенство
w,-i

2  л, (/) =  L%—/2 —2л, можно получить следующее выражение 
/ — 0

для введенного выше скалярного произведения:

N t N 3-  1
(и, v) =  р ( 0 ) ( 0 )  2лм0у0+  2  2  «(*'. /) ® (». /) Р(0 (0 2̂ (/). м счi -  1 /=0 (10)

где ыо =  ы(0, /), и0 =  о(0, /).
Исследуем разрешимость разностных задач (8), (11)1_(13),

(14) при/х =  0 и (8), (11), (12) при/х >  О, если d =  0, Xi=xf==0.  
Запишем указанные выше разностные задачи в виде оператор
ного уравнения

Au = f, (17)

где оператор А определим следующим образом: Ау — — Лу, 
y(i, j) = y{i, j) для — 1 и у удовлетворяет
условиям периодичности (9), кроме того, у (0, j) = y(Q, /') =  const.

Рассмотрим сначала оператор А, соответствующий разност
ному оператору Л задачи (8), (11), (13), (14). Учитывая, что 
первая разностная формула Грина для функций, удовлетворяю
щих условию периодичности (9), принимает вид

N 3- l  N3- l
(a2u - ) -vh %= — Д  a2u-v-htt

будем иметь с учетом (16)

(Ли, о ) = — (Лй, v) =
N , - 1 /  N t _  _ ЛГ, __  __  \

«в 2 К \  2 hla.u-v- +  ^ p n lduv-\-rxtuv\i=N, } +/г>0 V я » 1а 0 J
N, N3- I

+  2 4 г  («. Лп) =  (и, Av).
(=1 к 1=0

Следовательно, оператор А самосопряжен в Я .
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Для оператора А, соответствующего разностному опера
тору Л задачи (8), (11), (12), получим аналогичное равенство
(Аи, v) =

N, ,  N, - 1

+  £  aA « 5 » j = ( « .  Ло),
i=0  F 1 = 0

из которого следует самосопряженность оператора Л.
Если d =  0, x f  =  0, то из самосопряженности оператора Л, 

неравенства Коши—Буняковского (Аи, и ) ^ | |  Ли||||м|| следует, 
что ядро оператора Л состоит из сеточных функций, равных 
постоянной на сетке со*. Поэтому условие существования реше
ния операторного уравнения (17) имеет вид (/, 1) == 0. Для за
дачи (8), (11), (13), (14) ему соответствует условие

2  * 2  ф а, /) р (о К (о К (/) +к  * 2  К (/) gt (%■)= о, (18)
f*0  /= 0  /= 0

являющееся разностным аналогом условия (23) § 1. Для зада
чи (8), (11), (12) условие разрешимости имеет вид

2 * 2  Ф(‘\  i )p( i )K( i )h( i )  +  *2 ' К ( / ) (фу) +  KgT(ф, ) ] = 0i=0 1=0 1=0

и является аналогом условия (25) § 1, обеспечивающего 
разрешимость соответствующей дифференциальной задачи для 
кольца.

Если указанные условия выполнены, то решения рассмот
ренных задач существуют и любые два решения отличаются 
на постоянную. Нормальное решение этих задач удовлетворяет 
условию (у, 1) =  0.

Пусть у —одно из решений, которое можно найти, напри
мер, фиксируя искомое решение в одном узле сетки. Тогда, 
учитывая равенство (15), получим, что функция

У = У n (L l - f i )  у
(У, 1) 
(1.1)

является нормальным решением.
З а м е ч а н и е .  Если определить сеточную функцию р (/) 

формулами

Р(0 =  п> р(0) =
/ М0)/4, /» = 0, 
I /». К >  0.
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то изменится лишь равенство (15) для случая, когда /х =  О, 
В этом случае будем иметь

О, 1 )= т \ h l ( \ )
4 п = п

3* Принцип суперпозиции для задачи в круге. Решение разност
ных задач в круге осложнено наличием нелокального краевого 
условия (14), задаваемого при 1 =  0. Заметим, что если задача 
вырождена, а условие разрешимости (18) выполнено, то одно 
из решений удобно выделять, фиксируя его значение в центре 
круга, т. е. задавая у(0, j) — y0, В этом случае
условие (14) не используется, и полученная задача с задан
ным у0 аналогична задаче, поставленной для кольца с краевым 
условием первого рода на внутренней окружности. Пусть теперь 
разностная задача (8), (11), (13), (14) не вырождена. Покажем, 
что ее решение можно найти, решая две вспомогательные задачи 
с локальными краевыми условиями первого рода при 1 =  0, 
0 < / < Л Г 2- 1 .

Будем искать решение задачи (8), (11), (13), (14) в виде 

y(i, i ) - v ( l ,  j ) + y tw(i, I), 0 ^ i ^ N lt 0 < / < Л Г 2— 1, (19)

где у0— значение искомого решения в центре круга, a v( i , j)  
и w (1, }) удовлетворяют условиям периодичности

v(i, }) = v(i, N ,+  j), w(i, j) = w(i, N2+j),  / =  0 , - 1

и являются решениями следующих краевых задач:

Ф, 1 < 1 < Л 1 , — 1, 

0 < / < Л Г а— 1,
о(0, / ) s= 0, 1 =  0,

ЛW = J ( a twF) ; +  р  (a2w-)$ —dw =  0, 1 <  1 < Nt — 1,

1,
ш(0, / )  =  1, 1 =  0,

(20)

(21)

Очевидно, что функция у, определяемая согласно (19), удов
летворяет уравнению (8) и условиям (11), (13). Осталось опре
делить yQ. Подставляя (19) в неиспользованное еще условие (14)
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и учитывая краевые условия для v и до, получим
N 2 - l

2яр&1ф „ +  2  fli V ^ a 0 ' )  
/= 0 t=0

n 2 -  1
2 n p k id a—  2  a i 'w r k tU )  

/= 0 i = 0

(2 2 )

Покажем, что знаменатель в (22) отличен от нуля. Для этого 
умножим уравнение (21) скалярно на до. Используя краевые 
условия для до, соотношения периодичности и разностные фор
мулы Грина, получим

О
N i - l

21

JV 2 — 1
2/=0

N 2-  1

(Адо) wphfiz =  — 2  К  К Ч  |i=o +  LjXtw2 |;=Wl) —
N t N 2-  1 N t N 2-  1

—21 2 .  2 ,  21  К  \ - ^ a 2w l + h 2p dwA .
i= l /=0 £=1 /=o L P Ф J

Так как функция до отлична от постоянной, d ^ O ,  ак ^ с 1>  0, 
а = 1 ,  2, и х ^ ^ О , причем d2 +  (xj)2 Ф  0, то отсюда получим, 
что

JV* — 1

/ §
a\xw'fi12 |l*=0 "Х 0

и, следовательно, знаменатель в формуле (22) отличен от нуля.
Итак, решение исходной задачи (8), (11), (13), (14) сведено 

к решению двух задач (20) и (21) с локальными краевыми усло
виями и нахождению у0 по формуле (22). Искомое решение у 
находится по формуле (19).

Отметим, что если на стороне r =  Lt задано краевое условие 
первого рода y(N lt }) =g}  то для функций о и до вместо 
условий третьего рода в (20) и (21) следует положить v(Nlt /)=  
=  (ф/) и w(Nlt /) =  0 для 0 < / < А 2— 1. Формула (22) для
ув сохраняется. Если коэффициенты kly k2, q и xf не зависят 
от ф, то не зависит от ф и решение до задачи (21). В этом слу
чае для функции до мы имеем одномерную задачу

■j(a1w7) 7— dw = 0, l < t < А^— 1,

И°> /) = ! »
(Ч

phi

i =  0,

—̂ до =  0,туХ
ph.

i = Nu

которая решается методом прогонки.
4. Прямые методы решения уравнений в круге и кольце. Из

еказанного выше следует, что достаточно ограничиться рассмот
рением методов решения разностных задач (8), (10)—(12).
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Сначала изучим случай, для которого указанные разностные за
дачи могут быть решены одним из прямых методов, изложен
ных в главах III и IV.

Пусть коэффициенты kly k2 и q уравнения (1) не зависят 
от ф: kx = k-L (г), k2 = k2{r), q = q (г). Такая ситуация имеет место 
для уравнения Пуассона в полярной системе координат. Пусть, 
кроме того, в краевых условиях третьего рода (11), (12) кг и 
n f — постоянные. Предполагается, что сетка со равномерна по ф, 
т. е. /ta(/)=s/i2, и может быть неравномерной по г. При указан
ных предположениях разностное уравнение (8) с любой комби
нацией краевых условий (10) — (12) может быть решено либо 
методом полной редукции, либо комбинированным методом не
полной редукции и разделения переменных.

Проиллюстрируем возможность применения прямых методов 
на примере, в котором на сторонах г ~ 1 1 и г = L1 заданы крае
вые условия третьего (второго) рода (11), (12). Другие комбина
ции краевых условий рассматриваются аналогично.

В силу сделанных предположений коэффициенты разностной 
схемы определяются по формулам

М 0  =  ^ М с ) .  M 0  =  M C '). d (i) =  Q(r i)>

и так как сетка со равномерна по ф, то разностный оператор 
(<У/ф) ф заменяется на а2г/-ф.

Сведем разностную задачу (8), (11), (12) к системе трехто
чечных векторных уравнений

- K A r , - i + C K 0- y i  =  F „  / =  0,
— +  С Y j -  YJ+1 = Fp  1 <  / <  N t- 2, (23)

—  Y n , - 2  +  C Y n , - i —  Y 0 =  F n , - i , i =  N 2 - 1.

Здесь для 0 s ^ / «^ W2— 1 использованы обозначения:

Yj = (y(0, l ) , y(hJ) ,  . . . ,У(ЛГ1(/)),
Fj = (Q0f(0, j ),  QJ( l , /),  . . . , 0 м /(Л^г,/)),

CVj = ((2E-Q9A1)y(0, j).........(2E-QNlAl) y ( N 1, /)),

где

Ф(0. /)-
hg i  (ф/)

P (0) tn (0)
/(*. / ) =  ■{ Ф ( с /), 1,

i' =  0 ,

(24)

№ , / ) '
L ig t  (Ф/)

P W * i (JV,) *
-Nlt
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разностный оператор At действует следующим образом:

и, наконец, 9; =  р2 (/) h\/a2 (i), 0 ̂  i
Система (23) получается из (8), (11) и (12) умножением каж

дого уравнения на соответствующее 0,- и переходом к векторной 
записи.

Напомним, что алгоритм метода полной редукции для си
стемы (23) описан в п. 2 § 4 гл. III. В комбинированном методе 
используется алгоритм быстрого дискретного преобразования 
Фурье, который приведен в п. 4 § 1 гл. IV. Эти методы харак
теризуются оценкой О (N^ 2  log2 N2) арифметических действий 
при N2 = 2".

5. Метод переменных направлений. Пусть теперь коэффици
енты в уравнении (1) и краевых условиях (3), (5) удовлетво
ряют условиям =  (г), fc2 =  fe2(cp), 9 =  const, x f =  const, т. е.
для задачи (1), (3), (5) применим метод разделения переменных. 
Предполагается, что сетка со неравномерна по каждому направ
лению. Рассмотрим разностное уравнение (8) с любой комбина
цией краевых условий (10)—(12). При сделанных предположе
ниях переменные в разностной схеме разделяются, и ее 
приближенное решение может быть найдено при помощи метода 
переменных направлений с оптимальным набором итерационных 
параметров.

Для примера рассмотрим задачу (8), (11), (12) с краевыми 
условиями третьего рода при т — 1Х и г =  LX. Запишем эту задачу 
в виде

где Л1 =  р*А1_, оператор Л2 определен в (25), оператор Л2 задается 
равенством А2у — (а2у-)~, причем выполнены соотношения (9), 
а правая часть /  определена в (24). Уравнение (26) получено 
из (8), (11) и (12) умножением на р2.

В силу сделанных предположений коэффициенты разностной 
схемы (26) выбираются по формулам at (t) =  г fa  (г,-), а2 (/) =  k2 (<рД 
d = q = const.

(25)

A y = —f, 0 < /< Л Г , —1,
(26)

Л —Л1 +  Л2, /  =  р2/,
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первого рода. Постоянные ба и Ав оцениваются так же, как 
в рассмотренном ранее случае, только в (30) и (32) краевые 
условия третьего рода следует заменить на условия ц(0) =  0, 
v(N 1) =  0 и да(0) =  0, и;(Л^) =  0.

В заключение отметим, что при d — О, х£ — 0 задача (8), (11), 
(12) вырождена, и если выполнено условие разрешимости

N t N t -  1 N , -  1

2  2  2  ^ t [ ^ ig i+ / ig r ]  =  0,f=0 /=о /=о
то задача имеет неединственное решение. Для этого случая 
набор параметров (o(ku и со*2’ для метода переменных направле
ний (29) построен в п. 1 § 4 гл. XII.

6. Решение разностных задач в кольцевом секторе. Рассмот
рим методы решения разностных краевых задач для эллипти
ческого уравнения без смешанных производных, заданного 
в кольцевом секторе.

В области G = {l1^ .r  ̂ L it /2< ф ^ £ 2, ^  >  0, Lt—/2 <  2я} 
требуется найти решение уравнений (1), удовлетворяющее на 
сторонах r — lt и г = Ьг одному из краевых условий (2)—(5), а 
на сторонах <р =  /2 и ф —L2 одному из условий

и (Г, ф) =&-(/-), ф =  /2 (34)

или
fit да _ . . .  ,

S t ( r ) f  Ф“ *«. (35)

и (г, <p)=*gt(r), ф = 1 », (36)
или

—i r j f - r t u —gtir), q>=Lt. (37)

Предполагается, что коэффициенты удовлетворяют условиям 
kt(r, <р)>сг >0, kt (r, ф ) ^ ^  >  0, q(r, ф ) > 0, х ? ( ф ) > 0 ,  

х? (г) >  0.
В области G вводится произвольная неравномерная прямо

угольная сетка (о (см. п. 1 § 3):

Ф/)€С, 0 —r ^ + M O ,
rNl= L1. Ф/ =  Ф /-»+М /), Ф» =  **,

Г0 — 1̂» 
ф* ,= М

и определяются средние шаги (i) и (/):

( 0,5/ta (1), m =  0,
=  { 0,5[Аа (т) +  Ав (т  +  1)], 1< /л<Л Га—1,

I 0,5М ^ а ) , m = Na, а  =  1, 2.
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(38)

Уравнение (1) аппроксимируется разностным уравнением

j  (а>У7); +  р  {а* У г Х ~ йУ =
1 , 1 < / < Л ^ 2— 1 .

Краевые условия первого рода (2), (4), (34), (36) аппрокси
мируются точно:

У(М » j ) ~ g t ( < P j ) ,  У (0, /) =  ЯГ (фу), о < /< Л Г а, (39)
y( i,  Nt) = g t ( r t), У (*, 0)=&-(г,-), (40)

Условия третьего рода (3) и (5), заданные при r = Lt и г = 1и 
заменяются для 1 < K ^S- 1 условиями (11) и (12).

Разностный аналог краевых условий (35) и (37) имеет вид

У =  0 ,

/  =  ЛГа.

(41)

(42)

Если на пересекающихся сторонах прямоугольника заданы 
краевые условия третьего рода, то в угловых узлах сетки со 
ставятся следующие краевые условия:

<43)
если i — j = 0;

- ж У 7 + ^ ~ ( . < 1 + ^ : + 1 <44)

если i — Nt, / — 0;
e l 1 „  ( .  гхГ  , xt \ ku rgr gt / , Кч

р1нУг \ +  ̂ pAj р%2 ’  ̂ )
если t =  0, / =  У2; и, наконец,

(4б)
если i = N1, / =  Л/2.

Если рассматривается разностная задача (38), (11), (12),
(41)—(46) с 0 и * а = 0 ,  а = 1 , 2, то решение существует, 
если выполнено условие

N ,  JV, N t  N t

2  2 +  2  (Lxg t + / j r ) + 2  (g* -bgt)=!i0,
/=  0 /=  0 /= 0  ( = 0

являющееся разностным аналогом условия (27) § 1 разрешимо
сти соответствующей задачи для дифференциального уравнения.

681



В пространстве Н сеточных функций, заданных на со*, опре
делим скалярное произведение

N t N t -  1

( и ,  t») =  X  2
/= 0  /=  О

f i j  (0 (/)
Р (О «(*. /м » .  /)• (27)

Операторы At и Л2, действующие^ в Я, определим обычным 
образом: Аау=_—Аау, где */(/,/) =  г/( t , /') для 0 <
^  У ̂  Яа— 1 и у удовлетворяет соотношениям периодичности (9). 
Тогда схема (26) может быть записана в виде операторного 
уравнения

Au = f, А = А1 + Аг (28)
в пространстве Я.

Для решения уравнения (28) используем метод переменных 
направлений, итерационная схема которого имеет вид

B k + i  +  А Ук  =  A  k  =  0 ,  1 , . . . .  Л € Я ,

Вк =  (ю?>£ +  +  Л2), т* =  ©р +  сор.
Самосопряженность операторов и Л2 в пространстве Н 

устанавливается при помощи разностной формулы Грина, а пе
рестановочность их проверяется непосредственно.

Найдем теперь границы операторов Л* и Л2, т. е. постоянные 6а и Да , 
а = 1 , 2, в неравенствах

8а (и, м )< (Л ам, « )< Д а (м, и).
Найдем сначала б2 и Д2. Так как для функции и (i, /), удовлетворяющей 
условию периодичности (9), имеем

(Л2м,
w s - l

2
/= о

h i  ( i ) К  ( /)  

р (О

то
б2 =  0 , Д2 =  m ax

Да(/+1)
h» (У + 1 )

Да (/) 1 2
А2 (/') J &а (/) '

Здесь были учтены соотношения (9) для а2 и /г2.
Далее, используя аналог леммы 16 главы V, найдем, что 8х можно оце

нить следующим образом: l /8 i=  max v(i)y где v (i) — решение краевой
о < i < N t

задачи
р (aiVf)? —dp2v =  —1, l<t <  Wi— 1,

Задача (30) решается методом прогонки.
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Получим теперь оценку для Д|. Используя первую разностную формулу 
Грина и определение (27) для скалярного произведения, найдем
( AiU,  « ) =  —  (AiU,  и)  =»

+  № ^ ( 0 ,  /) + U X W  (Nb ЛЬ
Оценим выражение, стоящее в квадратных скобках. Из аналога леммы 16 

главы V получим оценку
N ,

й 2  (О  Р (Л  « а (!'. / )  +  № а ( 0 ,  / )  +  i i v i u 2 (J V i /•)<
(=0

; mi 4  (3|)t=l f=Q J
где шах a>(t), а w(t) есть решение задачи

о < * <  N t

Р — а>*= — ф в* 1 <  / <  — 1«

£ j ^ w r - - w = * ~ ~  Р2*

Далее, из аналога леммы 17 главы V получим оценку 
N t N t

2  «1 (о 4- ft л to < m* Е  т й и> л  я.
(= 1  («О н u

где
Ли М р М)  о, (Л р (0)т а —max ^ ^  (0) »

тах  j L a r s i a  
(о L Л1 (О

(32)

(33)

g l ( * + 1 ) 1 \

М « + 1)_|/
Из (31) и (33) следует оценка

У !  4"  ̂ 2  ^ iP^2 4* 1̂^1 «= о 4 “ и2 Jt = n  t <
{= 1 г i= 0

Nt  fi -
<А Е ' р  Ai*=«i+«a(l+»4).

i= 0  H

Умножая это неравенство на &а (Л и суммируя по / от 0 до — 1, полу* 
ним (Л^, u )< A i(u , и).

Итак, постоянные 6а и Дв, а =  1, 2, найдены. Напомним, 
что формулы для итерационных параметров Ц1’ и со̂2) были по
лучены в п. 4 § 1 гл. XI.

Аналогичным образом строится метод переменных направле
ний для разностной задачи (8), (10) с краевыми условиями
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При этом любые два решения указанной задачи отличаются на 
постоянную.

Приведенное утверждение доказывается почти так же, как 
это было сделано в п. 2 § 3, для случая круга и кольца. Здесь 
скалярное произведение в пространстве Н сеточных функций, 
заданных на со, определяется формулой

(«, v) -  S  §  и (i,j) v (i, /) р (О К (О К  (/)• (47)
£= о /=  о

Отметим, что коэффициенты at, а2, q и функция p(t) в данном 
пункте определяются, как и в п. 1 § 3.

Сделаем замечание относительно методов решения построен
ных разностных задач. Если коэффициенты kx, k2, q зависят 
только от г, x f —постоянные, а и* =  0, если заданы краевые 
условия (3), (5), (35), (37), и сетка со равномерна по <р, то соот
ветствующие разностные задачи могут быть решены прямыми 
методами, построенными в главах III и IV.

Если выполнены_ условия kl — kl (г), k2 = k2(q>), q = const, 
На =  const и сетка со неравномерна по каждому из направлений, 
то для решения разностных задач можно использовать метод 
переменных направлений с оптимальным набором параметров. 
В этом случае, так же как было сделано в предыдущем пункте, 
разностные уравнения следует предварительно умножить на р4 (i).

7. Общий случай переменных коэффициентов. Рассмотрим 
теперь случай, когда переменные не разделяются и решение 
разностной краевой задачи находится итерационным методом.

Пусть, например, требуется найти решение задачи Дирихле 
для уравнения (1) на сетке о» в предположениях, что сетка со 
равномерна по ф(/г, (/)ss/i2), q — 0, а коэффициенты kx и k2 
удовлетворяют условиям

0 < c 1< f ta (r, ф )< с 2, a —1, 2. (48)
При этих предположениях разностная задача записывается 

в виде

Лг/ =  j  (в#)? +-^г (а2у-)ф -  — ф, (г, q>) € ®,( 
У(г, ф) =  £(г, ф), (г, ф)€?,

где

(49)

(50)<h (i, /) =  г А  (г„ ф/), а2 (I, /) *  k2 (г„ фу),
г /  =  г , — 0,5hi(i),  ф /  =  ф / — 0 , 5 Л а .

В пространстве Н сеточных функций, заданных на со, опреде
лим скалярное произведение

(и, v) -  S  §  и («'. /) v (i, j) р (0 (i) ht
(mi  i =  i
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и операторы А и R, действующие в Я, Ау —— Ay, Ry=  ̂—?Ау,
где у (г, <р) =  у (г) ф) для (г, <р)€«> и у (г, ср) =  0 для (г, (р) € Y* 
Здесь разностный оператор определяется соотношением

Я У  =  } ( ~ У т ) ?  +  ^ У ^ ,  ( Г> Ф ) € © .

Используя разностные формулы Грина, можно проверить, 
что операторы Л и Я самосопряжены в Я и, кроме того, для 
любого у£Н  имеют место равенства

ЛГ, N , - 1 N ,  N t - l

(Ay, у)=Х 2 aiйм*+2 2
i = i  /= 1  /  =  1 i = i  р

JV2- 1  N 3 N t - 1

(Яг/, i/) = 2  2  7̂̂ 1*.+2 2
t = l  /= 1  /  = 1 1=1 Г

Отсюда и из (48), (50) следует, что операторы Л и / ?  энерге
тически эквивалентны с постоянными и у2 = с2:

Yi (Я«/,«/) <  (Ау, у) <  ?2 (Ry, у), у 1 >  0. (51)
Разностная задача (49) может быть записана в виде опера

торного уравнения
Аи =  f

с определенным выше оператором А. Для ее решения исполь
зуем неявную итерационную схему

в  =  * =  0, 1, . . . .  у0 е я ,  (52)

где Б =  7?.
Из общей теории итерационных методов, изложенной в 

главе VI, следует, что если параметры тк+1 в схеме (52) выбрать 
по формулам чебышевского метода

т -  т° 
к 1 + P o P fc ’

P * € ^  =  { -c o s ^ iz _ li? ,  1 k =l ,  2,

то для погрешности za = yn—и будет верна оценка 
\ У п ~ «Ио<е||г/0—и |о,

где D = A или D = B, D = ЛБ- 1Л, а число итераций 
удовлетворяет оценке

п ^ п 0 (е) =  In (0,5е)/1п рх.
Здесь

_  2

Т° _  V1 +  V2 ’
Ро =

1-Б
i + i ’ P j

i - V l
1+ У Т  ’
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Так как yt и у2 не зависят от шагов сетки о, то число ите
раций пропорционально |1п0,5е| и не меняется при измельчении 
сетки.

Для нахождения yk+i получим разностнУю задачу
ЯУк+i =  —-F. (г> Ф) € (о, yk+i =  g, (г, q>) g ©

с известной правой частью F = — Яук + тк+1(Аук + $). Отметим, 
что эта задача удовлетворяет всем условиям, позволяющим 
находить ее решение одним из прямых методов, например ме
тодом полной редукции с затратой О (NXN2 log2 N2) арифмети
ческих действий при Af2 =  2". Таким образом, общее число 
действий, которое необходимо затратить для нахождения реше
ния рассмотренной разностной задачи с точностью е, оцени
вается величиной О (Л^М2 log2 Л/2 In (2/8)).

Аналогичным образом могут быть построены, при соответст
вующих предположениях, итерационные методы решения постав
ленных в предыдущих параграфах разностных краевых задач 
в цилиндрической и полярной системах координат.



ДОПОЛНЕНИЕ

Построение полинома, наименее уклоняющегося от нуля
1. В § 2 гл. VI при рассмотрении двухслойных итерационных схем 

была сформулирована задача: построить полином степени п, принимающий 
в нуле значение 1, максимум модуля которого на отрезке [ух, у2] мини
мален.

Решим эту задачу. Нам будет удобно проводить все исследования не на 
отрезке [уь у2]> а на отрезке [—1, 1]. Для этого сделаем линейную замену 
переменной, переводящую отрезок уг * £ t ^ y 2 в отрезок — \ ^ х < \ 9 а 
точку yi в точку 1. Эта замена имеет вид

t
1 — рол:

То
2

У1 +  У2 *
Р о = 1 - 6

1+ Г
При такой замене точке t =  О соответствует точка * = 1 /р0 > 1.

Таким образом, сформулированная выше задача эквивалентна задаче: 
среди всех полиномов степени п, принимающих в точке х = 1 /р 0 > 1 значе
ние 1, найти наименее уклоняющийся от нуля на отрезке [—1, 1].

Это классическая чебышевская задача теории аппроксимации функций, 
решение которой хорошо известно, но нам полезно будет это решение найти 
заново. Для этого нам понадобится

Т е о р е м а  1. Каковы бы на была непрерывные на [—1, 1] функции 
g(x) > 0 и f (х), существует единственный полином Рп (х) степени не выше п 
такой, что

<7„ =  max £(•*)!/ (■*)—Рп(х) \ =  min max g (х) | /  (*)—Rk (х)|.
- 1 < * <  1

\  k < n  j

Этот полином вполне характеризуется следующим свойством: число последо
вательных точек отрезка [—1, 1], в которых функция g(x)(f (х)—Рп(х)) 
принимает с чередующимися знаками значение qn, не меньше 2.

Преобразуем поставленную задачу к задаче, фигурирующей в теореме 1. 
Учитывая, что искомый полином принимает значение 1 в точке х =  1/р0, 
представим его в виде

где Rn- i (x) — полином степени не выше п—1.
Отсюда следует, что наша задача сводится к задаче отыскания полинома 

Rn- i  (х) степени не выше п— 1, дающего наилучшее равномерное приближе
ние свесом g(x) =  ( 1—Ро*)/Ро > 0 функции /  (х) =  р0/(1—р0х) на отрезке [—1,1].

Именно эта задача и фигурирует в теореме 1.
Поэтому на основании теоремы 1 существует по меньшей мере п-j-l точек 

*i, х2, . . . ,  xn + i отрезка [—1, 1], в которых искомый полином Рп(х) при
нимает с чередующимися знаками значение qn.
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Покажем сначала, что таких точек должно быть ровно я + 1 . Действи
тельно, для того чтобы непрерывная функция более чем в л -f-1 последова
тельных точках отрезка [—1, 1] могла принимать отличные от нуля значе
ния qn с чередующимися знаками, она должна обратиться на этом отрезке 
в нуль не меньше чем в п точках.

Так как полином Рп(х) отличен от тождественно нулевого, то на от
резке ы .  1] он может обратиться в нуль не более чем в п точках. Тем 
самым, искомый многочлен Рп(х) на [—1, 1] значение qn с чередующимися 
знаками принимает ровно я+ 1  раз.

Охарактеризуем эти точки. Если полином Рп(х) во внутренней точке 
отрезка [—1, 1] принимает максимальное значение, то производная Рп (х) 
в этой точке обращается в нуль. Но степень Рп (х) равна п—1 и, следова
тельно, производная искомого полинома может обратиться в нуль лишь 
в п—1 точках. Поэтому искомый полином имеет п—1 внутренних экстре
мальных точек на [—1, 1] и следовательно, два краевых экстремума, т. е.

\Pn(- \ ) \  = \Pn(l)\ = qn-
Итак, мы имеем

Р п (ф/) “  0, / == 1» 2 ,  «и /2» | Р п {xj) J =  qnt ] == 1, 2, »«•» rt-f-1*

где (0/ —корни полинома, a xj—экстремальные точки
— 1 = х п+1 < &п < хп <  <  <о2 <  х 2 <  0)i <  * 1 = 1 .

Кроме того, так как Рп( 1/р0) =  1 и все корни полинома Рп (х) лежат на 
отрезке [—1, 1], то Pn (l) =  qn и» следовательно, справедливы равенства

/ =  1. 2 ............п + 1 .  (1)

Имеет место
Л е мм а  1. Полином Р п (х), который среди всех многочленов п-й степени, 

принимающих значение 1 при *=1/р0, наименее уклоняется от нуля на от
резке [— 1, 1], удовлетворяет дифференциальному уравнению

( l - x 2)(P')2 =  n2(q2n- P 2). (2)
Действительно, по доказанному точки х2, х3, **., хп есть простые нули 

полинома Р'п(х). Очевидно, что эти точки являются двукратными нулями 
полинома q \ —Рп(х), а  по доказанному точки хп+1=  — 1 и хг =  1 являются 
простыми нулями этого полинома. Поэтому полиномы (1—х2)(Р'п(х))2 и 

—Р2п (х) степени 2 имеют одни и те же нули. Следовательно, они пропор
циональны, т. е.

(1 - x * ) ( P d %= c ( q * n - P * n (х )).

Приравнивая коэффициенты при старших степенях х у обоих полиномов, на
ходим с =  п2. Лемма доказана.

2. Переходим к построению полинома Рп(х), используя уравнение (2). 
Это уравнение, помимо неизвестной функции Рп(х), содержит еще неизве
стный параметр qn. Мы не будем отдельно фиксировать дополнительные усло
вия, которые однозначно определяют решение уравнения (2), а будем поль
зоваться всей известной информацией относительно Рп(х).

Рассмотрим сначала уравнение (2) на отрезке [—1, 1]. В этом случае 
I Рп (*) | ^  Япу и, следовательно, из левой и правой частей уравнения (2) 
можно извлечь корень

dP dx
V q l - P *  К 1 - * 2

■, о ^  1. (3)

Исследуем левую часть (3). Если Pn (x/ + i)~9ny то ПРИ изменении х от xJ+i 
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до xj функция Рп(х) убывает от qn до — qn. При этом дифференциал dP отри
цателен, и поэтому в левой части уравнения (3) следует взять знак минус* 
Аналогично находим, что если Р п (*у+1) =  — q n ,  то следует взять энак плюс* 
Учитывая (1), получим, что на отрезке [лу+1, xj] уравнение (3) должно быть 
записано в виде

( - 1  / - i _ ^ L = = « - 7 = = . ,  */1. / - 1 .  2.......... я. (4)
У А — Р2 V ]~ х*

Получим теперь выражение для Рп(х) на отрезке [—1, 1]. Пусть * — 
любая точка отрезка [— 1, 1], и для определенности пусть х принадлежит, 
например, отрезку [xk+1, xk].

Проинтегрируем правую часть уравнения (4) по х от х до 1. Получим

dx
1

п arcsin х =  п arocos х*
х

Проинтегрируем левую часть уравнения (4). Когда х меняется от Xj+% 
до xj, функция Р (х) меняется от Р (*у + 1) =  (— \)Jqn до Р (*у) =  (—iy~ l qn. 
Поэтому

Р { x j

I dP

Р (Xj + 1 )
У я% - р * J У я \

*n
dP

- P 2r n
. parcsin —

Qn
— л*

Далее, при интегрировании левой части (4) от Р (х) до Р{х j) получим

р 1*к> dP

Р ( х ) УК-?*

’ п

I
<— 1)ЛГ—1 Р  (х)

-  ^  ■■ =arocos(—1)*-*—— .
У я 1 - Р  Яп

Так как
k - i  \Г ^х  Г ___l  г

J у т = Г 2 у т = т ?  +  £ -  J
*  *  /-1 х/+1

dx
V \ — X2

то окончательно получим

(5)

W

\ Р (х)
/zarccos x=(k  —  l )n  +  arccos (— l ) * - 1 — —  .

Qn
Отсюда найдем

Pn (*) =  <7n cos (narocos x), |* |^ 1 *
Полагая в (5) [*£+!, xj\, найдем корни полинома Pn (x)

(2k— 1) я . f
®* =  cos->— 2 n 9 * e I » 2 .............

Формула (6) определяет полином Рп(х) для д:^[—1, 1]. Найдем вид по
линома Рп {х) для \ х \ ^ \  и определим qn. Для этого заметим, что

(  2Л— 1 \  ,  , Л©n-*+i =  cos ( я ------я !  =  —о*, *= 1 , 2, . * *, п*

б°7



Поэтому Pn(~«)=a ( * - l№ (x )  и, следовательно, достаточно определить Рп(х) 
для х ^  1.

Исследуем уравнение (2) при * ;^1. В этом случае его следует перепи
сать следующим образом:

(*2-1 ) ( Р ') 2 =  я2(Ра- - ^ ) ,  1.
Так как х^Л,  то P(x)^sqn и функция возрастает. Поэтому, извлекая 

корень, получим
dP ^  п dx 

V P*—ql П Vx 2— 1
При интегрировании правой части этого уравнения от 1 до х левая часть 

будет интегрироваться от qn до Рп(х). Поэтому

Рп (X) , _______ ч
f  dP ( р п (X) / Р \ ( х )  \

3 vwrg-'Ч“ +К ТГ“7
Я п

arcch Рп (X)
Яп

X

= п Г ----ад п In (* -j- Y х2 — 1) *= n arcch
J

л?. (7)

Отсюда получим
Рп (х) — Яп ch (п arcch я), Х^5  1.

Так как Рп (а:) =  (— \)пРп (—х)> то для найдем
р п (х) =  (— 1)" qn ch (п aroch (—*)) =  qn ch (п arcch x)t * < - l .

Таким образом, для \ х \ ^ \  получим следующее выражение для полинома 
Р п  М*

Рп (*)~  Яп ch (ft агcch х)9 | * | ^ s l .  (8)

Найдем теперь qn. Полагая в (8) дс= 1/р0, и учитывая, чтоР„ (1/р0) =  1, получим 
qn— 1/ch (п arcch (1/р0))*

С другой стороны, полагая в (7) * =  1/р0, найдем

In
Яп

. , „ l i ± 2 z 5
Рв I

где

pi=: ь - У Т
1 + W

I Ро = 2Р1
1 +  Р|

Следовательно.

1
Яп— (  \ \

ch л arcch —
Ч Р е /

H - p f  < ! (9)
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(10)

Объединяя (6) и (8), получим

Р  п  М  ^ Ч п Т п  (х ) ~ Т п  ( Х ) / Т п  (l/Po)i

где

{cos (п arccos х), | х | <  1 
ch (п arcch х), | х | ^  1.

Полином Тп(х) называется полиномом Чебышева первого рода степени п.
Итак, поставленная задача полностью решена. Ее решение дается форму* 

лами (9), (10). Возвращаясь к переменной t , получим искомый полином

который наименее уклоняется от нуля на отрезке [yi» Ysb
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