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ПРЕДИСЛОВИЕ

Многие установившиеся процессы различной физической 
природы приводят к дифференциальным уравнениям в част­
ных производных эллиптического типа. Достаточно указать 
стационарные задачи теплопроводности и диффузии, задачу
о распределении тока в проводящей среде, задачи электро­
статики и магнитостатики, задачи теории упругости, теории 
фильтрации и т. д.

Точные решения краевых задач для эллиптических урав­
нений удается получить лишь в частных случаях. Поэтому 
надо уметь решать эти задачи приближенно.

Универсальным и эффективным методом решения эллип­
тических уравнений является метод конечных разностей, 
которому и посвящена данная книга.

Процесс решения дифференциальных уравнений разно­
стным методом состоит из двух основных этапов:

1) первый этап — замена дифференциального уравнения 
и дополнительных условий (например, краевых условий) 
системой сеточных уравнений (построение разностной схемы);

2) второй этап — решение полученной системы сеточных 
(разностных) уравнений.

В данной книге рассматриваются только вопросы, свя­
занные с построением и исследованием разностных схем, 
Методы (прямые и итерационные) решения разностных
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уравнений, аппроксимирующих эллиптические урав­
нения, будут рассмотрены в отдельной книге.

Основное внимание в этой книге уделяется построению 
разностных аппроксимаций уравнений и дополнительных 
условий для типичных задач математической физики. Мы 
ограничиваемся изучением только задач, соответствующих 
уравнениям и системам уравнений 2-го и 4-го порядков, 
особо выделяя те из них, которые имеют непосредственное 
практическое применение. В связи с этим мы сочли уме­
стным привести постановки ряда задач математической фи­
зики (гл. I), снабдив их выводом уравнений и граничных 
условий.

Отметим, что разностные аппроксимации эллиптических 
уравнений могут быть использованы при построении раз­
ностных схем для нестационарных задач математической 
физики, связанных с уравнениями параболического и гипер­
болического типов.

С целью упрощения изложения, в данной книге рас­
сматриваются в основном схемы для уравнений с двумя 
независимыми переменными. Переход к случаю трех из­
мерений не вызывает никаких принципиальных затрудне­
ний и приводит лишь к более громоздким формулам.

При написании разностных схем следует всегда иметь 
в виду ту вычислительную работу, которую придется за­
тратить для решения получающихся систем разностных 
уравнений. Поэтому мы ограничиваемся изучением простей­
ших схем с минимальным шаблоном, на котором обеспечи­
вается второй (или четвертый) порядок точности. Именно 
схемы подобного типа широко применяются на практике.

При построении разностных схем приходится заботиться 
не только о том, чтобы они хорошо аппроксимировали 
исходную задачу для дифференциального уравнения с точки 
зрения погрешности аппроксимации, но и о том, чтобы они 
моделировали в пространстве сеточных функций основные 
свойства исходной задачи (такие, например, как самосопря­



П Р ЕД И С Л О В И И 7

женность, эллиптичность и др.). В книге этому вопросу 
уделено должное внимание.

В настоящее время имеется довольно много способов 
построения разностных аппроксимаций для эллиптических 
вадач. Детальное изложение этих методов в общем виде 
в рамках данной книги не представляется возможным.

Различные методы построения разностных схем изла­
гаются на простейших примерах одномерных задач. Такой 
подход позволяет выделить конструктивную идею того' или 
иного метода, не перегружая изложение весьма сложными 
техническими деталями, которые появляются при рассмот­
рении достаточно общих уравнений.

Качество разностной схемы определяется прежде всего 
ее точностью. Изучение разностных схем в книге основано 
на детальном исследовании их погрешности аппроксимации 
и устойчивости, ибо именно эти характеристики определяют 
точность схемы.

Изучение устойчивости разностных схем сводится к по­
лучению априорных оценок для решений разностных крае­
вых задач. Для разностных схем, соответствующих эллипти­
ческим уравнениям, известно много различных априорных 
оценок, в той или иной степени имитирующих априорные 
оценки для дифференциальных уравнений.

В книге априорные оценки в значительной степени но­
сят иллюстративный характер. Не для всех разностных 
схем, построенных в книге, приводятся априорные оценки. 
Однако методы, изложенные в главах III, V и VI, позволяют 
эти оценки получить.

Наиболее детально изучены разностные схемы для 
уравнения Пуассона в различных системах координат 
(гл. III).

В главе IV рассмотрены разностные схемы для основных 
краевых задач в случае эллиптических уравнений второго 
порядка (со смешанными производными и без них, повы­
шенного порядка, схемы на неравномерных сетках и т. д.),
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для системы уравнений теории упругости, а также для 
уравнений четвертого порядка.

Подробно изучаются аппроксимации условий сопряже­
ния и граничных условий разного типа для уравнений 
второго и четвертого порядков.

В главе V вводится минимальный математический аппа­
рат теории разностных схем (разностные формулы Грина, 
задачи на собственные значения для разностных операто­
ров, сеточные теоремы вложения и др.), который исполь­
зуется в главе VI для получения методом энергетиче­
ских неравенств некоторых априорных оценок.

Методы построения разностных схем, изложенные в этой 
книге, могут быть использованы и при получении разност­
ных аппроксимаций для нелинейных уравнений. Однако 
нелинейные схемы в книге не рассматриваются, так как 
их изучение потребовало бы существенно большего внима­
ния к получению априорных оценок, что в этой книге пред­
ставляется нецелесообразным.

Эта книга возникла на основе лекций, читавшихся авто­
рами в течение многих лет в Московском университете для 
студентов механико-математического и физического факуль­
тетов и факультета вычислительной математики и киберне­
тики. Книга рассчитана на широкий круг читателей и 
может быть использована в качестве учебного пособия при 
изучении разностных методов решения уравнений матема­
тической физики. Изложение носит систематический и эле­
ментарный характер и не предполагает предварительно 
подготовки читателя по теории разностных схем. Следует 
отметить методическую и идейную близость этой книги 
с книгой А. А. Самарского «Введение в теорию разностных 
схем» («Наука», Москва, 1971 г.).

Авторы выражают благодарность И. Г. Белухиной за 
помощь при оформлении рукописи.

А . А . Самарский, В. Б . Андреев



Г Л А В А  I  

ВВЕДЕНИЕ

§ 1. Примеры научно-технических задач, приводящих 
к эллиптическим уравнениям

1. Стационарные задачи теплопроводности и диффузии.
Стационарные (т. е. не меняющиеся во времени) процессы 
различной физической природы описываются уравнени­
ями эллиптического типа, в простейшем случае (однород­
ной среды и отсутствия источников) — уравнением Лапласа. 
Укажем, например, задачи теплопроводности, диффузии, 
задачи электростатики, магнитостатики, задачи о потен­
циальном течении жидкости и т. д.

Рассмотрим задачу о стационарном распределении 
тепла в некотором объеме G с поверхностью Г трехмер­
ного пространства х ~ { х ъ лг2, *3). Процесс переноса тепла 
(или теплопроводности) определяется законом Фурье: 
вектор плотности теплового потока W  пропорционален 
градиенту температуры и =  и(х)> так что

W  =  — fcgradw, (1)

где k = k  (х) — коэффициент теплопроводности. Плотность 
теплового потока равна количеству тепла, протекающего 
в единицу времени через единичную площадку изотерми­
ческой поверхности.

Напишем уравнение баланса тепла для некоторого 
объема V , целиком лежащего внутри G и имеющего 
поверхность S. Пусть внутри объема V имеются источ­
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ники тепла, распределенные с плотностью f (x) ,  так что 
f  (*) dV есть количество тепла, выделившееся в объеме d V .

Пусть Wn — проекция вектора W  на внешнюю нор­
маль п  к поверхности S.  Уравнение баланса тепла выра­
жает очевидный факт: суммарный поток тепла через 
поверхность S

\ \ W . i S
S.

должен быть равен количеству тепла

W M d V .
V

выделяющегося в объеме V, т. е.

§ W n dS =  % f ( x ) d V .  (2)
s v

Воспользуемся формулой Остроградского 

SSW’.d S -S S S d iv W 'd V '
S V

и перепишем уравнение баланса (2) в виде

Ш сН  v W - f ( x ) ) d V = 0 .  (2')
v

Если f  (х) и div W — непрерывные функции точки х  — 
=  (*i. х2, х3), то в силу произвольности объема V из (2') 
следует:

div W = f  (лг). (3)

Подставляя сюда выражение (1) для вектора теплового 
потока W, получаем уравнение для стационарной темпе­
ратуры и =  и(х)

L« =  div(£gradw) = — f (x) ,  (4)

или в развернутом виде,

Коэффициент k  является функцией точки x — (xlt х2, х3): 
k = * k ( x ) = k ( x lt х2, ха).
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В случае однородной среды коэффициент теплопровод­
ности k =  const не зависит от точки х, и стационарное 
распределение температуры и =  и(х)  описывается уравне­
нием Пуассона

Ды = — /(* ), f — f/k.

Удобнее сохранить для правой части обозначение /  (х) 
и писать

Д ы = — /(* ), (5)

или в развернутом виде:

щ  +  щ  +  щ — f ^  (60

Если источников тепла нет, т. е. /(.*■) =  О, то для стацио­
нарной температуры и — и(х)  получаем однородное урав­
нение

div (&grad«) =  0,

(или уравнение Лапласа Д ы = 0  в случае & =const.)
Уравнение теплопроводности (4) получено в предпо­

ложении изотропности процесса переноса тепла. Если 
коэффициент теплопроводности зависит от направления 
и является тензором (среда анизотропна), то вместо (4) 
получается уравнение

а. р =  1

Если £«0 3 = 0  при а ф $ ,  то уравнение (6) принимает вид

Уравнение (4) выполняется во всех внутренних точках 
области G. На ее границе Г задаются дополнительные 
условия.

Обычно это одно из следующих условий:
а) задана температура: u = g ( x )  при л ;е Г ;
б) задан тепловой поток: k ^ — g(x)  при х е Г ;
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в) задан теплообмен по закону Ньютона-. 6 -f-
+  £(*)> дге  Г, где х =  и (лг) > 0 .

В соответствии с этим получаем три основных крае­
вых задачи:

а) первая краевая задача, или задача Дирихле: найти 
непрерывную в замкнутой области G +  Г функцию и (х) из 
условий
Lu = — f (x)  при x e G ,  u = g ( x )  при д ге Г ;

б) вторая краевая задача, или задача Неймана:

Lu =  — f(x)  при дr e G ,  k ^ — g(x)  при х е Г ;

в) третья краевая задача:

L u = — f(x)  при x e G ,  k ^ = m + g ( x )  при д г е Г .

Заметим, что для разрешимости задачи Неймана необ­
ходимо выполнение условия

\ g ( x ) d a  +  l f ( x ) d x = 0 ,  (7)
Г G

которое в случае однородного уравнения ( fs sQ) имеет 
вид

\ g ( x ) d o = 0 .  (8)
г

Это условие означает, что количество тепла, втекающего 
в область G, должно быть равно количеству вытекающего 
тепла (в противном случае процесс будет носить неста­
ционарный характер).

Процессы диффузии вещества во многом аналогичны 
процессам теплопроводности. При описании диффузии 
аналогом основного закона теплопроводности является 
закон Нернста, согласно которому вектор плотности
потока вещества \У пропорционален градиенту концент­
рации и =  и(х):

W =  — D grad и,

где D = D  (х) -  коэффициент диффузии. Подставляя это 
выражение в уравнение (3) при f (x)  =  0 (что означает
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отсутствие источников диффундирующего вещества), полу­
чаем уравнение диффузии

d iv (D g ra d « )= 0 ,

которое в случае однородной среды (D =  const) переходит 
в уравнение Лапласа А и — 0.

Если среда, в которой происходит диффузия, дви­
жется со скоростью v  — (vi, у2, va), то для стационарного 
распределения концентрации и =  и(х) уравнение диффу­
зии имеет вид

div (D grad и) — div (ом) =  0 (9)
или

div(DgTadu)-Vl^ - v ^ - v 9^  =  0,

если div г> =  0 (среда несжимаема). В самом деле, если 
среда движется, то суммарный поток вещества состоит 
из диффузионного потока, равного — D grad и, и потока 
переноса (трансляционного потока), равного uv,  так что 
суммарный поток есть

XV =  — Dgradu +  uv.
Теперь остается подставить это выражение в (3) при 
/=нО (нет источников). В процессе диффузии может про­
исходить реакция распада или размножения данного 
вещества, что соответствует появлению стоков или источ­
ников. Если плотность этих источников (стоков), напри­
мер, пропорциональна концентрации, то вместо (9) полу­
чим уравнение

div (£> grad ы) — (ograd«) +  P« =  0, (10)

где р — коэффициент пропорциональности (при Р > 0  
имеем источник (размножение вещества), при Р <С 0 — 
сток).

З а м е ч а н и е  1. К уравнениям указанного выше вида 
приводят и другие задачи. Рассмотрим, например, задачу 
об электростатическом поле в непроводящей среде. Она 
описывается уравнениями Максвелла

r o t £ = 0 ,  d iv /)  =  4np, D =  sE,

где Е  — вектор напряженности электрического поля, D  — 
вектор электрической индукции, е = е  (х) — диэлектри­
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ческая постоянная среды, р =  р (х) —объемная плотность 
зарядов в точке х = ( х х, х2, xs). Из уравнения rot £ = О 
следует, что Е  — потенциальный вектор, представимый 
в виде

Е =  — grad м,

где и — и (х) — потенциал поля. Подставляя £ = — grad и 
в уравнение d iv e £ = 4 n p , получаем

div (е grad и) — — 4яр.

Если среда однородна (в= const), то 

Д и =  — 4яр/е;

в пустоте (е = 1 )  мы будем иметь А и — — 4я;р.
Если задача стационарна, то для вектора напряжен­

ности магнитного поля из уравнений Максвелла получаем 
(уравнения магнитостатики)

го t H = 0 ,  div 5 = 0 ,  В = ц Н .

По аналогии с электростатикой вводим потенциал и 
магнитного поля, который в однородной среде (ц =  const) 
удовлетворяет уравнению Лапласа Ды =  0, причем Н  =  
=  — grad и.

З а м е ч а н и е  2. Потенциал скоростей <р стационар­
ного потока несжимаемой жидкости также удовлетворяет 
уравнению Лапласа Д<р =  0, причем скорость ® =  grad<p.

Если решение уравнения (4) не зависит от xs (что, 
очевидно, может иметь место лишь в случае f — f ( x u  х2), 
k = k ( x lt х.г), краевых условий, не зависящих от х3, 
и областей специального вида), то мы получаем для 
определения и =  и(хи  х2) двумерное уравнение

Lu==wAk(xь Ŝ;) + d̂ (k(Xi' х -̂
Это может, например, иметь место в случае бесконечной 
цилиндрической области с образующей вдоль ха при 
условии, если вдоль образующей не меняются входные 
данные, т. е. коэффициенты и правые части уравнения 
и краевых условий. Тогда задачу можно рассматривать
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в любом поперечном сечении цилиндра, параллельном 
плоскости (Xlt хг).

В дальнейшем для упрощения изложения рассматри­
ваем лишь двумерные задачи. Переход к трехмерным 
эллиптическим задачам принципиальных трудностей не 
вызывает, порождая, как правило, лишь усложнение 
вычислений и формул.

2. Задачи о стационарном распределении плотности 
тока в проводящей среде. К уравнениям эллиптического 
типа приводят задачи о стационарном распределении 
электрического и магнитного полей. Эти задачи описы­
ваются системой уравнений Максвелла, которые в стацио­
нарном случае имеют вид

r o t £ = 0 ,  

div ц Н = О, div ъЕ *= 4 яр,

где Е  — вектор напряженности электрического поля, Н — 
вектор напряженности магнитного поля, у —вектор объ­
емной плотности электрического тока, р — объемная плот­
ность электрических зарядов, ц — коэффициент магнитной 
проницаемости, е — коэффициент диэлектрической прони­
цаемости.

В общем случае анизотропной и неоднородной среды е 
и р, —тензоры, зависящие от точки x = (* i ,  хг, *8) про­
странства. Если среда изотропна, то е и ц — скалярные 
функции х. В случае однородной и изотропной среды е 
и р, — постоянные: е =  const >  0, ц .= const >  0. В диэлект­
рике можно считать ц =  1, в проводнике е =  1, в вакууме 
е =  [л =  1.

В общем случае вместо j  в уравнения (11) входит 
сумма j + J {eK где j (e) — вектор объемной плотности тока, 
происходящего от сторонних э. д. с. Мы считаем здесь, 
что j (e) — 0. Если среда непроводящая, то j = 0 .  Уравне­
ния магнитостатики (rot Н =  0, div р 7 /=  0) имеют место 
и в непроводящей среде.

Условие rot £  =  0 означает, как было отмечено выше, 
потенциальность вектора Е , а условие div Н — 0, которое 
имеет место при ц =  const, означает соленоидальность 
вектора Н, т. е. сущестбование векторного потенциала А  
такого, что / / = r o t  A , div Л =  0. Вектор А  удовлетворяет
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уравнению Пуассона А А  *  ( — 4я /с)/ В самом деле, пер­
вое уравнение (11) дает

rot / 7 =  rot rot А  =  grad div A — АЛ =» — AA  =  — (4n/c)j.
Интересные задачи возникают в связи с изучением 

стационарного распределения тока , в проводящей среде. 
Из уравнений Максвелла (11) следует закон сохранения 
электрического заряда

d iv y = 0 ,

к которому следует присоединить условие потенциаль­
ности электрического поля, т. е. формулу

Е =  —  grad а. (12)
Между векторами плотности тока j  и напряженности 
электрического поля существует связь. Эту связь выра­
жает закон Ома

/= < т £ , (13)

где а — коэффициент электропроводности, который яв­
ляется скалярной функцией x = ( x lf х2> х3), если прово­
димость среды не зависит от направления (среда изо­
тропна по проводимости); в противном случае а является 
тензором. Из двух последних формул следует: / =  
= — о grad и. Отсюда и из формулы d i v / = 0  получаем 
уравнение для потенциала: div (a grad и) =  0, которое в 
развернутом виде записывается следующим образом:

з

2  ^ ( СТ//̂ ) :==̂  в анизотРопн°й среде,

з

id  § ъ { °  ^ ) ==® в изотРопн°й сРеде,
1

з
Д ^ =  ^  д^==0 в однородной и изотропной среде. 

i= i ‘
На проводящей поверхности тангенциальная составляю­

щая вектора электрического поля равна нулю, что экви­
валентно постоянству потенциала: w =  const (краевое
условие первого рода). В частности, на заземленной иде­
ально проводящей поверхности « =  0. На границе про­



§ 1. П РИ М ЕРЫ  Н А У Ч Н О -Т Е Х Н И Ч Е С К И Х  ЗАДАЧ 17

водника с диэлектриком равна нулю нормальная состав-
диляющая плотности электрического тока, /я =  — <т^, т. е.

a
^=*=0 (краевое условие второго рода).

При изучении течений жидкостей и газов в магнито­
гидродинамических каналах, при исследовании поведения 
неравновесной плазмы в сильных магнитных полях и др. 
встречаются стационарные задачи электродинамики в огра­
ниченном объеме, характерной особенностью которых 
является обобщенный закон Ома, выражающий зависи­
мость вектора J  не только от Е,  но и от Н.  Заметим 
прежде всего, что в среде, движущейся со скоростью V, 
закон Ома (13) принимает вид

f = o ( E + [ v H ] ) .  (14)

Если среда движется со скоростью v  и учитывается так 
называемый эффект Холла, то имеет место обобщенный 
закон Ома

Я - Г / а ] = * ( £ + [ ® я ] ) ,  а = Р ( 7 П ' <15)

где Р —параметр Холла, о >  0 — коэффициент электро­
проводности.

Если параметр Холла р =  0, то это уравнение для j  
переходит в выражение для обычного закона Ома в дви­
жущейся среде.

Предположение о том, что токи смещения и индуци­
рованные магнитные поля пренебрежимо малы, позволяет 
считать магнитное поле постоянным и заданным.

Пространственное распределение проводимости а , пара­
метра Холла р и скорости среды v  будем считать задан­
ными. В общем случае эти величины находятся в резуль­
тате решения других уравнений, например уравнений 
магнитной газодинамики, закона сохранения энергии 
электронов и т. д.

В дальнейшем ограничимся изучением двумерной 
задачи, предполагая, что векторы J, Е  и ® не зависят 
от координаты х3 и лежат в одной плоскости (хх, х2), 
так что

У = ( / \ .  /г. 0), Е ='(Е 1, Ег> 0 ) ,  *> =  (»;, vv  0),
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а магнитное поле Н  и вектор Q перпендикулярны пло­
скости (хг, х2):

Я = (О , О, Я), fi =  (0. О, Q).
Все функции /1( /2, Еи  Е2, vlt »2, Н,  Q зависят только 
от Xi и х2. В этом случае уравнения r o t £ = 0 ,  d i v / = 0  
и закон Ома (15) имеют вид

__d E t ___ л  d j i  . d j t  ^
дх, dxt “ и* дх, +  дх2 и’

/1  +  о / * = a  ( £ i  + 1>*Н) , / а  —  Q / i = a (Ea -  vtH ) .

Здесь написаны четыре уравнения относительно четырех 
неизвестных функций Еъ Е2, jt и /,; функции vu  v2,
Н, Q и о являются заданными.

Рассмотрим эти уравнения в конечной области G 
с границей Г. На кривой Г должны быть заданы крае- 

, С вые условия. Рассмотрим сле-
дующие краевые условия.

а) Задана нормальная со­
ставляющая вектора плотности 
электрического тока, протекаю­
щего через границу:

/» = £ (« )  на Г,
где g  (s) — заданная функция 
длины дуги s, отсчитываемой 
от некоторой точки кривой Г, 

/„ — проекция вектора /  на внешнюю нормаль п к кривой Г.
Случай g (s) ss  0 соответствует идеальному диэлектрику, 

случай g(s)=£ 0 — «идеально-секционированному» электроду.
б) Другой тип краевого условия состоит в требовании 

непрерывности тангенциальной (касательной) составляю­
щей Ех вектора электрического поля на границе раздела 
двух сред. Так, вдоль сплошного идеально проводящего 
электрода тангенциальная составляющая электрического 
поля равна нулю:

£ * = 0 .

В общем случае граница Г разбита на конечное число 
участков Vs, на которых заданы краевые условия различ­
ного типа.

В дальнейшем мы предполагаем, что G — прямоуголь­
ник ABCD. Границей области Г являются идеально
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диэлектрические стенки, за исключением двух электродов 
ab с . АВ  и cd с= CD , которые являются либо идеально- 
секционированными (/„ ф  0), либо идеально проводящими 
(£т =  0). Из уравнений (16) следует, что можно ввести 
скалярную функцию <р (*ь х2) и положить

Е =  — grad ф или Ei =  — ^ ,  Я2 =  —

а также вектор-функцию (векторный потенциал) ф =  
=  (0, 0, t|? (ДГх, х2)) и положить

. . .  dil) дф 
/ = r o t  или /1= д ^ ,  h  =  - Wx-

Подставляя эти выражения в закон Ома (15), получим 

о  * t _  ------ т ,н ,
дхг дх2 dxt 45

Граничное условие /„ = g ( s )  принимает вид

и эквивалентно условию

1 > W U 6 r= v ( s )  =  Jg (s)ds. (18)

Вместо Е х= 0 получаем dy/ds =  0, откуда следует: 
ф («*) I *<=г =  const.

Систему двух уравнений первого порядка для функций 
и ф нетрудно свести путем исключения ф к одному урав­
нению второго порядка для функции ур:

___* / ±  J L ( b * * \  +
^  дх1 \  а дхг )  дхг \  о dx2 )  дхх \  о dx2 }  '

, d (  Q d $ \ _r
dx2 [ a  d x j  — I '

г - ^ ь щ + ^ ь т - л ь т -

Для этого достаточно умножить уравнения (17) на 1 /<т, 
продифференцировать первое уравнение по *2, а второе 
уравнение —по Xi и из первого равенства вычесть второе.
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Краевое условие остается в силе, а усло­
вие <p(s) =  const в силу уравнений (17), (18) переходит 
в условие с косой производной

* t  +  Q g _ ro .B . (19)

В самом деле, пусть п  — (cos a , sin а) — единичный вектор 
внешней нормали, а * = ( — sin a , cos а) — единичный 
вектор, касательный к кривой Г. Заметим сначала, что 
vn= Vi cos а  + 1>2 sin ос,

дф frb . дф . дф дф . Mа3- =  ь— cos а  +  з-2- sin a , -£■ — — 5-L s i n a +  ^J -co sa . dn dx, 1 <5x2 as dxi 1 oxt

Затем умножим уравнение (17) на —sin а, а уравнение 
(18) на cos а  и сложим полученные уравнения:

Отсюда и следует условие (19), если положить ф (s) =  
=  const или d<p/ds=0. Если параметры а и й  постоянны, 
то уравнение L ty= f переходит в уравнение Пуассона

Дф = — of.

Итак, мы имеем следующую краевую задачу:

Ц ) = /  при x = ( x lt х4)е < 5 ,
t|>(s)=v(s) на ylt ̂

причем 7 1+Тг==Г.
Рассмотрим класс Y функций i|), удовлетворяющих 

однородным условиям (18) или (19), или (19').
Оператор L, определенный выше, на классе ’F функ­

ций i|) является положительным:

(ф, £ф) =  jj $ dxi dx2 >  0

и вообще говоря, несамосопряженным, L=/= L* , т. е.

(i|>, гр)

для любых ф, ^  из Т . Заметим, однако, что если тока



S !. П РИ М ЕРЫ  Н А У Ч Н О -Т Е Х Н И Ч Е С К И Х  ЗАДАЧ 21

о
Холла нет, т. е. £2 =  0, то оператор L:

Щ  =  — div ^  grad г|з j ,

является самосопряженным, L — L*.
Покажем, например, справедливость соотношения 

(ф, Z/ф) >• 0. Д ля этого воспользуемся формулами Грина:

_  + у я(£g -

+ §Ч’7(Й + йЗ)‘й- (20)
Г

Под знаком интеграла по границе Г стоит функция

которая обращается в нуль, если для -ф и tj) выполнено* 
одно из условий (18) или (19), т. е. ij? и tjj принадлежат 
классу ¥ .  Полагая затем ■ф=о|) в формуле (20), сразу 
получаем

(i|), Ь|>) =  J J ^  | Vi|) |2 dXi dx2 =  (t|>, 2д>) >  0.

Из формулы (20) также видно, что 

(if, L i|))=  ^  L  ViJjVtp dxi dx2 +
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т. е. (ф, /л|>) =  (/л|>, ф) только при условии

с
которое выполняется в случае £2 =  0.

3. Статика упругого твердого тела. Под влиянием 
приложенных сил твердые тела в той или иной степени 
деформируются, т. е. меняют свою форму и объем. Пусть 
x = ( x lt хп,х3) — радиус-вектор некоторой точки твердого 
тела до того, как к нему были приложены внешние силы, 
а х '  =  {х[,х'<1,х '^ — радиус-вектор той же материальной 
точки после приложения сил. Перемещение точки при 
деформации характеризуется, вектором а — х '  — х ,  кото­
рый носит название вектора перемещения, компоненты 
которого равны:

Очевидно, что деформированное состояние тела пол­
ностью описывается заданием вектора перемещения для 
каждой точки тела.

Для вывода уравнений, описывающих деформирован­
ное состояние твердого тела (находящегося, по предпо­
ложению, в равновесии), выделим в теле произвольный 
объем V, ограниченный поверхностью S. Запишем усло­
вие равенства нулю главного вектора всех сил, действу­
ющих на объем V. Главный вектор объемных сил равен

где F = ( F u  F2, Fs) есть сила, действующая на единицу 
объема тела. Главный вектор сил, действующих на дан­
ный объем через поверхность 5  со стороны окружающих 
объем V частей, равен

где U, fa) есть сила, действующая на единицу
площади. Приравнивая нулю сумму главных векторов 
объемных и поверхностных сил, получим

щ (x)=*x’i — xh i =  l, 2, 3.

s

Ш ^  +  И  f d S  =  0. (21)
V S
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Преобразуем это соотношение. Согласно формуле 
Остроградского поверхностный интеграл

S

от скалярной функции Д может быть представлен в виде 
объемного интеграла от дивергенции некоторого вектора т;,

SJ/,<IS-SSSdlvt,<fl'. (22)
S V

где тг =  {тд, тга, тгз}. При этом

f i = x n  COS ( Я ,  X i) +  Ti2 COS ( Я ,  X2) - f  T/8 cos (л, ЛГ8), (23)

где л  —внешняя нормаль к S. Подставляя (22) в (21)
и учитывая, что (21) справедливо для любого объема V,  
получим следующую систему уравнений:

i S f + ^  =  0 ' * - 1 . 2 , 3 .  (24)
/ -  1

Тензор
Л II Tii Ti« т1з|
Т  =  I t2i Таг Таз

И *31 Т82 Т3з|

носит название тензора напряжения, а функции xik на­
зываются компонентами тензора напряжения.

Выясним механический смысл компонент тензора на­
пряжения. По определению f t есть проекция на ось ** 
силы /  (действующей на единицу поверхности), прило­
женной к поверхности S. Выбирая на S  точку, в кото­
рой внешняя нормаль направлена вдоль оси хг, из (23) 
получим, что

Тем самым Хц есть проекция на ось Oxi силы, дей­
ствующей на единицу поверхности, перпендикулярной 
оси Охг\ точнее, ти  есть нормальная составляющая этой 
силы, а т21 и т31 — тангенциальные составляющие. На 
рис. 2 иллюстрируется механический смысл компонент 
тензора напряжения.

Запишем теперь условия равенства нулю главных мо­
ментов относительно осей координат. Момент относительно
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оси Oxi равен нулю:

$ $ 5 (*2^8 -  *8^2) d ̂  +  И  (Х̂ 3 ~  Хз̂  dS =  0. (25)
V S

В силу формулы (23) имеем

5 \ (*г/з — *з/г) dS  =  55 {(*2Т31 -  Х3Т21) COS (я, * ,) +  
s s

+  (ХгТзг — •Хз'Чг) COS (я, х2) +  (л:2т33 — лг3т23) COS (я, дгх)} dS,

или, преобразуя последний интеграл по формуле Остро­
градского:

5 5 ( * Л  “  хз/г) d S  =  5 5 5 d iv  (^2Т 8 — х3т2) d V =
S  V

~ Ц \ Ы ж + д-£+<&)-

Подставляя это соотношение в (25) и принимая во 
внимание (24), получим

5 5 5 (Ts2-T28 ) d F = ° .
V

В силу произвольности объема V отсюда следует, что 
т32= т 23. Аналогично устанавливаются соотношения т1а =
=  T2i ,  Т]3 =  Т31.

Мы доказали, что тензор напряжений симметричен и, 
следовательно, система (24) содержит лишь шесть не­
известных функций.

Чтобы получить систему уравнений для отыскания 
вектора перемещения и, введем в рассмотрение тензор 
деформации и установим связь между компонентами тен­
зора напряжений и компонентами тензора деформации.

При деформировании тела меняются расстояния между 
его точками. Рассмотрим какие-нибудь две близкие точки. 
Пусть радиус-вектор первой есть x  =  (xt , х2, х3), а 
второй лг +  Длг =  (дг14-Дх1, *2 +  Дх2, х3 +  Д*3). Вектор
перемещения точки х  есть и (х) =  (и1 (х), и2(х),  иа (х)),  
а точки л; +  Длг —

р (jc-f-A*) =  (Mi(x -j-Д*), и2{х +  Длг), и3{х-\-кх)),



Вектор Аи =  » ( х  +  А х) — и ( х )  характеризует изменение 
положения вектора Ах, причем:

з

Д«г= 2  А * / | |  +  0 ( |Д * |2), (26)
/=  1

а вектор Дде +  Дю характеризует взаимное расположение
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указанных точек после их перемещения. Вычислим длину 
вектора А х  +  Аа:

з
|Дл: +  Д й |2= |  Адг|24-2  ^  Д*г A«i + 1 Д« |а=

г=1
з з

=  | Ах Г+ 2  2  (fe +  S  ЬьАХ/ +  \Аи |2 +  0 (I Ал: |8).
i = \ /= 1 *

Введем теперь предположения, принятые в геометри­
чески линейной теории упругости. Будем считать, что 
рассматриваемое тело деформируется слабо и поэтому 
можно предполагать, что д щ /д х у^ 1 .  Этим предположе­
нием допускается пренебрежение квадратами и произве­
дениями производных dtii/dXj по сравнению с их первыми 
степенями.
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Если
ди± _  дщ _ dUs _ (dui , дц2\ / ди2 , диЛ 
dxi ~~ дх2 ~~ дх3 \дх2 дхг) ~~ \д*3 ' дх2) **

-(ё+йг)=°’
то с точностью до О (1 Ajc Is + 1 Аи ]2) квадрат расстояния 
между точками х  и jt-f-A jt после их перемещения остается 
неизменным, т. е. в этом случае можно считать, что де­
формация отсутствует.

Итак, при сделанных предположениях условия (27) 
есть условия перемещения без деформации, т. е. жесткого 
перемещения.

Перепишем соотношения (26) в следующем виде:

+£)+т 1 Н щ  - ё)+
+ 0 ( 1 Л * |* ) ,  < = . 1 , 2 , 3 .

Из этой записи следует, что изменение положения век­
тора к х  после перемещения точек х  и х - ^ А х ,  характе­
ризующееся вектором Ли, с точностью до величин
О (| А х  |2) вызывается жестким перемещением и преобра­
зованием с симметричным тензором:

А II е 11 е 12 е 13 Ц 
8 =  е21 828 ваз LО 831 832 8881

где

= \  ( щ +д%)' (28)
Этот тензор носит название тензора деформации, а функ­
ции ъц (а:) называются компонентами тензора деформации.

Можно показать, что компоненты тензора деформации 
имеют следующий механический смысл: есть относи­
тельное удлинение отрезка, первоначально параллельного 
оси Охи при i Ф / представляет собой уменьшение 
угла, первоначально прямого, между двумя векторами, 
имеющими направления (положительные) осей Oxi9 Oxj.

Связь между компонентами тензоров напряжений и 
деформации устанавливает обобщенный закон Гука : ком­
поненты тензора напряжений есть однородные линейные
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функции компонент тензора деформации, т. е: 
з

t i j —  2 £</в0®ар»
а. 3=1

Тензор четвертого ранга Суар носит название тензора 
модулей упругости. Известно, что он всегда обладает сле­
дующими свойствами симметрии:

Cija р =  ̂ v'i'aP =  Ci/Pa =  Са ру,
т. е. из 81 параметра различными являются только 2 1 .

В случае изотропного тела число различных парамет­
ров сокращается до двух. В этом случае закон Гука при­
нимает вид

з
Ти=Я 2  еуу+2ц.ег<, t = l ,  2, 3,

/ - 1  \*У)
Т у = 2 | А 8у ,  /  Ф  / ,  / ,  / = 1 , 2 , 3 .

Подставляя (29) в (24) и учитывая (28), получим сле­
дующую систему уравнений равновесия упругого твердого 
тела (систему Ляме) в перемещениях:

з

Если тело однородно, т.' е. если коэффициенты Ляме X 
и ц не зависят от х, то система (30), будучи записанной 
в векторной форме, выглядит так:

ц Ди +  (Я +  ц) grad div и  +  F — 0.
Если, кроме того, F3 =  0 и ы3 =  0, a Fu F2 и иъ и% не за­
висят от лтд, то мы имеем плоскую задачу

^+^)Йг+^+^+^вд+^=°.

В качестве граничных условий, например для системы 
(31), могут быть заданы значения на границе области 
компонент вектора перемещения и ы2, т. е,

Ul =  g i ,  u t  =  g 2
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или компоненты вектора напряжения:
Т ц  cos (/i, хг) +  т 12 cos (/I, х2) =  f l9

Т 12 COS ( я ,  Хг) + T 22 cos (п, х2) =  / 2,

где Т/у—.определяются соотношениями (29), (28). Возможны 
постановки и других задач.

4. Равновесие пластины. В качестве второго примера 
задачи из теории упругости рассмотрим уравнение равно­
весия тонкой пластины. Под пластиной мы будем пони­
мать упругое тело, ограниченное с двух сторон парал­
лельными плоскостями, расстояние между которыми много 
меньше других измерений этого тела.

Возьмем однородную изотропную пластину, толщина ко­
торой равна h и расположим ее относительно координатных 
осей так, чтобы плоскость (хь  х2) являлась срединной 
плоскостью пластины. Предположим, что действующая 
на пластину нагрузка нормальна к ее поверхности и 
приложена, например, к ее верхней поверхности, а ниж­
няя поверхность свободна.

Чтобы получить уравнение, описывающее деформиро­
ванное состояние пластины, воспользуемся выведенными 
ранее соотношениями (24), полагая в них /7i =  /',2 =  /73= 0 ,  
т. е. считая, что объёмные силы отсутствуют.

Умножим первые два соотношения (24) на х3, про­
интегрируем их по х3 от —/i/2 до Л/2 и преобразуем 
последние члены левых частей при помощи интегрирова­
ния по частям. Принимая во внимание симметрию тен­
зора напряжения и то, что по условию нагрузка ортого­
нальна к поверхности пластины, т. е.
*is(-*a, х2, h/2) =  x l3 (xlt  х2, — Л/2) =

=  *28 ( * Ь  Х2, А/2) =  таз(дг1, х2, — Л /2 )= 0 ,
будем иметь

А/2 А/2 А/2

$ т п * з  dx3 +  r 12x3 dx3 -  J *1з  dx3 —  0 ,
— А/2 — А/2 - А / 2  W O J

А/2 А/2 Л/2
л  л  д С С

0— \  Т12Х3 dxy -j- g-- \ х22х3 dx3 ̂  т2з dx3 =  0 .
1 —л/2  ̂ - Л /2  - > 1/2

Проинтегрируем по х3 от — Л/2 до Л/2 третье уравнение 
(24), воспользуемся симметрией тензора напряжения и
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тем, что нагрузка приложена к верхней поверхности пла­
стины:

А/2 Л/2

\  Tig dxs -f- ^ т23 dx3 -f- Т33 (хь  х2, Л/2) =  0. (34)
1 - Л / 2  2 -*А/2

Введем следующие обозначения:
А/2 А/2

All =  ( tllXgdXs, Л12 =  ( Т22Хз 3,
— Л/2 — А/2

Л/2

м 12= — ( т12х3 dx3, ^ = т 33(х1, х2, /1/2), (35)
— Л/2

Л/2 Л/2

Q i=  j t i 3 d*8, Q2 — j т2зЛс3.
- Л / 2  — Л/2

Функции Afi(.Vi, дг2) и A42 (*i, дг2) называются изгибаю­
щими моментами, М l2 (Xj, х2) — крутящим моментом,
Qi (хь  х2) и Q2 (Xi, х2) — перерезывающими силами. В новых 
обозначениях уравнения (33), (34) примут вид:

Ш х -----_ 0 ,
дхг дх2

дМ.12 | дМ% __л
^  +  дх2 *

Исключая отсюда Qi и Q2, получим одно уравнение 
с тремя неизвестными

(36)

Однако эти три неизвестные не являются независимыми. 
В этом можно убедиться, выразив моменты М i, М г и УИ12 
через функцию прогиба w(xu  х2) =  ы3 (хх, х2, 0). Будем 
предполагать, что прогиб мал по сравнению с толщиной 
пластины, а срединная поверхность (та поверхность, 
в которую переходит срединная плоскость после прило­
жения нагрузки) нейтральна, т. е. не испытывает растя­
жений и сжатий.

Найдем сначала выражения через w для относитель­
ных удлинений eu (Xi, х2) х3), е22 (хх, х2, х3) и относитель­
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ного сдвига е12 (хг, хг, х8). Выделим элемент пластины, 
высекаемый из нее плоскостями x t = x i ,  х1= х 1 +  Ддг1; 
xa= jc a, х2=лг2 + Д * 2. Будем предполагать, что после де­
формации этого элемента его боковые поверхности остаются 
плоскими. Рассмотрим сечение деформированного элемента 
плоскостью, параллельной плоскости Oxi*8. Это сечение 
изображено на рис. 3.

В силу малости прогибов можно считать малыми и 
углы поворота срединной поверхности, а потому полагать 
их равными своим тангенсам. Тогда

Дф1 =  щ  fa ,  х2) - ^ ( * 1  +  Д*1> х2) =—  Ахг.

Относительное удлинение в направлении оси OxL элемента

пластины, отстоящего от срединнои поверхности на вели­
чину х3, пропорционально х3, и, следовательно,

Аю, d2w
е 1 1 = Х а л ^ - ~ ХаШ [-

Аналогично находим

8 =  — xs dxi ■

(37)

(38)

Относительные удлинения найдены.
Плоскости, высекающие рассматриваемый элемент по­

верхности, при деформации претерпевают вращение. При 
этом перемещение точки пластины будет тем большим,
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чем дальше она отстоит от срединной поверхности и чем 
больше угол поворота. Именно

М *  1. *2. ха) = - * з - | | - .

Из аналогичных соображений
/ ч дад

М2 (*1. *2. *з) = -

Подставляя эти соотношения в выражение для е12, полу­
чим

(39)

Для отыскания напряжений по заданным деформациям 
воспользуемся законом Гука (29). При этом будем предпо­
лагать, что компонента тензора напряжения т81 пренебре­
жимо мала по сравнению с тп  и т22. Тогда

* 4М Ц + * ) Г . J e L »
Tu 2ц+А, 11 +  2 ц + Х ,м ’
-  _  2|А „ , 4ц (ц+А.) _
Т** Щ Й Т  811 + ~ 2 р + Г ~
t-12 =  2̂ 6x2*

Переходя от коэффициентов Ляме К и ц. к другим упру­
гим постоянным — модулю растяжения (модулю Юнга) Е  
и коэффициенту Пуассона v, которые связаны с % и ц 
соотношениями

,  _ vE Е
(1+ v) (1 —2v) ’ •А“ 2 ( 1 + ^ г»

будем иметь
Е Е ‘

ТИ ~  “l _ va (ei l  +  V622) > T22 =  (V8a  +  e22) ,

T1 2 =  ]“ P7 e12-

Подставляя сюда соотношения (37)—(39), а новые пред­
ставления для ту в (35), получим представление момен­
тов через функцию прогибов

М  n  ( & т  | А Л  п /  &W , & Я> \
М ‘ — +  М ‘ ------ С Ы + Т 5 Г ) .

А Л  Г* /1 \А1и _ 0 ( 1 - , ) т е .
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где D = E h ? /12(1 — v2) — коэффициент цилиндрической 
жесткости пластины.

Подставляя, наконец, формулы (40) в уравнение (36), 
получим уравнение для функции прогибов

А» д*а> , 0 d*w , d*w q
dxf + 3*? дх\ dxl “ D '  ̂ ^

Граничные условия для уравнения (41) наиболее просто 
получаются при изучении вариации энергии пластины. 
Не останавливаясь на выводе представления для энергии, 
запишем ее выражение для случая квадратной пластины 
со стороной единичной длины:

r~£ jj
(42)

Проварьировав энергию (42) и преобразовав получен­
ное выражение с помощью интегрирования по частям, 
получим следующие варианты граничных условий (напри­
мер, при *1 =  0):

1) Условия жесткой заделки

ю(0, дг2) =  0, Ц ( 0 ,  *2) =  0.

2) Условия шарнирного опирания

0(5 + v5 )-a
3) Условия свободного края

Аналогичные граничные условия можно написать и на 
других участках границы пластины. Заметим только, что 
если на двух смежных сторонах пластины заданы условия 
свободного края, то в примыкающем к этим сторонам 
угле следует дополнительно задать значение крутящего 
момента.

Помимо написанных граничных условий, могут быть 
заданы условия и иного типа, но мы на этом здесь оста­
навливаться не будем.
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§ 2. Краткие сведения об эллиптических уравнениях

1. Уравнения второго порядка. Линейное дифференци­
альное уравнение в частных производных второго порядка 
с п независимыми переменными имеет вид

Ц а ) -  |  *•»<*> S J S S  +
а, 3=1

п

+  2  (л:) +  С (* )« = /(* ) . (1)
а =  1

Здесь Л ар, В а, С и /  — вещественные функции независи* 
мых переменных xlt х2, . . . ,  хп; переменные х1г х2, хп 
будем трактовать как координаты некоторой точки х  
в «-мерном евклидовом пространстве Еп. Будем считать 
также, что функции А ар, В а и С измеримы и ограничены. 
Уравнение (1) называется эллиптическим в точке X, если

У» (х) ia ip  ^ 0 при | £ | ^ 0 ,  (2)
а. 3=1

где £i» • •• • hi — любые вещественные числа, а | | |= *
/ п \ 1/2 

-  •
\ a = l  I
Условию эллиптичности (2) можно придать и несколько) 

иную форму. Левая часть неравенства (2) есть непрерыв­
ная функция ga, и поэтому при выполнении неравенства] 
(2) знакоопределенна. Изменив в случае необходимости
знаки всех коэффициентов Л ар, вместо (2) получим экви­
валентное условие:

S  Л ар(*)!а1р> 0  при | 6 | ^ 0 .  (3)
а, 3=  1

Без ограничения общности можно считать, что
Поэтому неравенство (3) есть условие положи­

тельной определенности квадратичной формы. Но для по­
ложительно определенных квадратичных форм справед­
ливо неравенство

2  Aat ( x ) u ^ v ( x )  2  а .  v (х) >  о, (4>
а, 3 =  1 а=1

2  А, А, Самарский, В. Б, Андреев
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где v (х) — минимальное собственное значение симметрич­
ной матрицы ||/4„р I- Следовательно, в определении эллип­
тичности уравнения (1) вместо условия (2) можно требо­
вать выполнения условия (4).

В случае пространства двух измерений, т. е. при п = 2, 
условие эллиптичности (2), или, что то же самое, требо­
вание положительной определенности квадратичной формы 
(2), можно сформулировать в виде

^ 1 2  ( ^ ) s = I ^ S l  (Я) (Я) -^2 2  (%)• (5)
Уравнение (1) называется эллиптическим в области 

D  е  Е„, если в каждой точке этой области оно эллип­
тично.

Уравнение (1) называется равномерно эллиптическим 
в области D г  Еп, если в условии (4)

inf v (JE)= v >  0.
л е с

В этом случае вместо (4) можно написать
п п

2  А *Ъ М  Selp  S »  V 2  й ,  V =  const > 0 ,
в .е = 1  а=1 (6)

Д С б О .

Примерами эллиптических уравнений второго порядка 
могут служить:

уравнение Лапласа

Au= i щ=°«
а=  1

уравнение Пуассона
— A u = f ( x ) ,

уравнение без смешанных производных

- 2 2 5aWS + C(X)U==/(̂
а=*1 а  а =  1 а

при
^ а а  (%) 0*

2. Уравнения высших порядков. Линейное дифферен­
циальное уравнение в частных производных порядка 2т
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с п независимыми переменными можно представить в виде 

2т п л*
2  2  Л “ Л " а * {Х) dxa i dxa “ ..dxak <7)
fe=*0ar a2, ...,a fe=l

Уравнение (7) называется эллиптическим в точке я, 
если

2  Аа1аг - аш (Х')^«11аг---1аш Ф 0  (8)
al - “s.......“sm” 1

при 151=9^0.

Уравнение (7) называется эллиптическим в области D e E „ ,  
если в каждой точке этой области оно эллиптично.

Так же, как и в случае уравнений второго порядка, 
условие эллиптичности (8) можно записать в виде

2  ^  « Л  • • • asm W  * ’ • ^аш  ̂  v №  S  . (9)
“i - “s.......“«я.*1 “ = l

Важным примером эллиптического уравнения высокого 
порядка является полигармоническое уравнение

(— A)mu =  f(x),

где Дт  означают т-ю итерацию оператора Лапласа и 
определяется рекуррентными соотношениями
Д1« =  Аы, Д2«= Д (Д ы ), Ати =  А (А т~1и), т >  1.

При /л = я= =  2 имеем бигармоническое уравнение на пло­
скости

Всякое эллиптическое уравнение при п >  1 имеет чет­
ный порядок.

3. Системы уравнений. Пусть система дифференциаль­
ных уравнений в частных производных содержит р неиз­
вестных функций Ui, ы2, . . . ,  ир, каждая из которых зави­
сит от п переменных, и пусть /и,- — наивысший порядок 
входящих в систему производных функций и,. Такую 

2*
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систему можно записать в виде

2  2  2  *• -  (х) ш~~дх; = f 1 (х)'
/= lft= la r  а,........аЛ = 1 “« “г а*

(Ю)
t =  1, 2 , р .

Рассмотрим определитель порядка р, у которого на пере- 
, сечении i-й строки и /-го столбца находится элемент

am/ • • • Ц„,-

Система (10) называется эллиптической в точке X, если

А а 1 % ••• ат, М  Ц Ц  • • • Ц  
“Г “2......“m/=I

при |g

det ^a,’ a, ... amj (•£) io,iae • • • £a„, ^  0

# 0 .  (11)

Система (10) называется эллиптической в некоторой обла­
сти D<=En, если она эллиптична в каждой точке J f e D .

Весьма важным примером эллиптической системы слу­
жит система уравнений Ляме

/1 , П ч <̂ «1 I I 3*а1 1 / 1 1  \ I
( ^ + 2 ц ) - ^  + 1* - щ  +  +  <*•+»*) +

/Л ■ ч d̂ Ui . д2и2 , /л . о 4 ^ 2  I д2«г I + + 1 + +t̂ +
+  < * + n > a £ f c - - / . .

&и,
)х<±

/л . \ д2и± , , ч д2и2 , д*и3 , д2и3 .
^  &Га* + ( Я + ^  ^  ^  +

+  (Х +  2 ц .)^ | = — /8.

Эта система содержит три неизвестные функции (р =  3), 
зависящие от трех независимых переменных (п =  3). Си­
стема содержит только вторые производные ( т / — 2). 
Определитель, фигурирующий в условии (11), для этой
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системы равен
М- I £ I2 +  ~Ь М') I !  (^ +  И*) E1I 2 +  М-)

(Х +  [Л )^ 2 \1 |1 |2 +  (^ +  И')^2 (^ +  М-)^3
(А/+|х)^1^з (  ̂+  И-) И* I£ 12+  (̂ ' +  М') 51

=  ̂ (Я  +  2И) | | |в .
По крайней мере при А ,> 0  и (а>>0, как это и бывает 
в реальных задачах, указанный определитель при |£ |=^=0 
в нуль не обращается.

В двумерном случае система принимает вид

< М - 2 ^  +  ^  +  (Я +  И > ^ = - / ь  

^  +  ^ ) ^  +  ^  +  (Я +  2 н ) ^  =  - / а,

а определитель из условия (11) равен ц, (X +  2fi) | £ J4.
4. Обобщенные решения. Пусть в гбласти G я-мерного 

евклидова пространства задано эллиптическое уравнение 
второго порядка
Lu ss

-  2 s b N ^ + i e.w^+cw»-/w.
а, Э —1 а=  1

(12)

Обобщенным решением из W$(G) уравнения (12) называется 
функция и(х ), принадлежащая пространству W^(G) и удов­
летворяющая интегральному тождеству

$(“ 1 А^ щ ё а+2ВазгаГ1+Сиу])ёх=1̂ (1х
<? ' а, р =  1 а =  1 /  G

(13)

при любой функции т| (*) s  (G).
Здесь Щ  (G) — пространство функций, принадлежащих 

L2 (G) и имеющих первые обобщенные производные, также 
принадлежащие L2(G). Норма в пространстве W%(G) оп­
ределяется равенством



38 ГЛ. Т. В В Е Д Е Н И В

Wi  (О) — подпространство пространства ^ ( G ) ,  полученное 
замыканием в норме W% (G) множества бесконечно диффе­
ренцируемых финитных функций с носителями в G.

Пусть для уравнения (12) на границе Г области G 
задано граничное условие

и ( х ) = 0 ,  д г е Г . (15)
Обобщенным решением из (G) задат  (12), (16) на­

зывается такая функция и (х) е  (G), которая при любой 
функции т) (х ) е  (G) удовлетворяет интегральному тож­
деству (13).

Пусть для уравнения (12) на границе Г задано гра­
ничное условие

’ g j "  2  *«)= 0 ’ <16) 
«, р—1 р

где « — внутренняя нормаль к Г.
Обобщенным решением из W \ (G) задачи (12), (16) назы­

вается такая функция и (х) е  Wi (G), которая удовлетво­
ряет интегральному тождеству (13) при любой функции
Л (*) е= И З Д .

Аналогичным образом определяются обобщенные реше­
ния для уравнений высокого порядка и для систем урав­
нений.

5. Вариационные формулировки краевых задач. Многие 
задачи математической физики, приводящие к эллиптиче­
ским уравнениям, помимо основной формулировки, связан­
ной с отысканием решения дифференциального уравнения, 
допускают еще так называемую вариационную формули­
ровку. Это означает, что существует функционал, мини­
мизирующий элемент которого совпадает с искомым реше­
нием рассматриваемой задачи. В этом случае вместо того, 
чтобы ставить задачу о нахождении того или иного реше­
ния дифференциального уравнения, можно поставить задачу
об отыскании элемента, доставляющего экстремум соответ­
ствующему функционалу.

Пусть в области G я-мерного евклидова пространства 
требуется найти решение уравнения
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удовлетворяющее на границе Г области G однородному 
граничному условию первого рода

Предполагается, что уравнение (17) —эллиптическое, а 
матрица {Аа$ (*)} симметрична, т. е. ЛаР (х) =  Л Ра (х). 
Задача (17), (18) эквивалентна следующей вариационной 
задаче: в классе достаточно гладких функций, удовлет­
воряющих условию (18), найти такую, которая миними­
зирует функционал

Если в области G требуется найти решение уравнения (17), 
удовлетворяющее граничным условиям второго рода (16), 
то соответствующая вариационная задача формулируется 
так: в классе достаточно гладких функций найти такую, 
которая минимизирует функционал (19). В случае задачи 
с граничными условиями второго рода на функции, среди 
которых ищется минимизирующий элемент, никакие гра­
ничные условия не накладываются.

Для системы Ляме

вариационная задача формулируется следующим образом: 
в классе достаточно гладких вектор-функций найти такую, 
которая минимизирует функционал

и(х) =  0, х &  Г. (18)

+  J  / ( * ) « ( * ) < * * •  ( 1 9 )
G

2

с граничными условиями второго рода
2

2  Ту cos (я, * /)+ /*  =  0, / = 1 , 2 ,  *<=Г,

2 2

1 (и) =  W (и) — $ 2  Fiui dx — S'E t h ut ds,
Г i= 1
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где

Функционал W (и) есть функционал энергии упругой 
деформации.

Отметим, наконец, вариационную формулировку первой 
краевой задачи для двумерного бигармонического урав­
нения. В области G ищется решение уравнения

tS?u =  f (x)9 x s O ,  (20)

удовлетворяющее на границе Г граничным условиям пер­
вого рода:

« w = T ==0' * в Г - <21>

Вариационная формулировка задачи (20), (21): в классе 
достаточно гладких функций, удовлетворяющих усло­
виям (21), найти такую, которая минимизирует функционал

1 (“)1- т $ -2 <11 - v> Шг й ~  ]} * -
G

- ~ \ f ( x ) u d x .  (22)
а

В задачах, связанных с изгибом пластинки, v есть коэф­
фициент Пуассона. В рассматриваемом случае миними­
зирующий элемент не зависит от v, так что для упроще­
ния функционала I (и) можно положить v =  1.

Если на класс функций, среди которых ищется мини­
мум функционала (22), не накладывать граничные усло­
вия (21), то всякий минимизирующий элемент этого функ­
ционала будет решением уравнения (20) с так называемыми 
граничными условиями свободного края (см. п. 4 § 1).
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МЕТОДЫ ПОСТРОЕНИЯ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ

§ 1. Основные понятия метода сеток

Метод конечных разностей, или метод сеток, в настоя­
щее время является одним из наиболее распространен­
ных методов приближенного решения краевых задач для 
дифференциальных уравнений в частных производных. 
Суть метода состоит в следующем. Область непрерывного 
изменения аргументов (например, отрезок, прямоугольник 
и т. д.) заменяется конечным (дискретным) множеством 
точек (узлов), называемым сеткой; вместо функций непре­
рывного аргумента рассматриваются функции дискрет­
ного аргумента, определенные в узлах сетки и называемые 
сеточными функциями. Производные, входящие в диф­
ференциальное уравнение и граничные условия, заме­
няются (аппроксимируются) разностными отношениями, 
т. е. линейными комбинациями значений сеточной функ­
ции в некоторых узлах сетки; при этом краевая задача 
для дифференциального уравнения заменяется системой 
линейных (если исходная задача была линейной) алгебр 
раических уравнений (разностной схемой).

Если полученная таким образом разностная краевая 
задача разрешима и ее решение при измельчении сетки 
приближается (сходится) к решению исходной задачи для 
дифференциального уравнения, то оно и принимается за 
приближенное решение исходной задачи.

Несмотря на кажущуюся простоту метода, прежде 
чем приступать к решению конкретной задачи, необхо­
димо уметь дать ответы на следующие вопросц:
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1. Как выбрать сетку?
2. Как написать разностную схему?

Если эти вопросы решены, то важно иметь информацию 
по следующим вопросам:

3. Сколь хорошо разностная схема аппроксимирует 
исходную задачу?

4. Устойчива ли разностная схема и в каком смысле?
5. Какова скорость сходимости решения разностной 

задачи к решению исходной задачи?
Разбору этих вопросов для тех чли иных задач и 

посвящена эта книга.
1. Сетки и сеточные функции. Рассмотрим простей­

шие примеры сеток. Пусть область изменения аргумента х  
есть отрезок O ^ x ^ l .  Разобьем этот отрезок точками 
Xi =  ih, i =  0, 1, . . . ,  N  на N равных частей длиныЛ =  / /#  
каждая. Множество точек xt =  ih, i =  0, 1, 2, . . . ,  N,  
называется равномерной сеткой на отрезке O ^ jc s g /  и 
обозначается й =  {хг =  й |  / =  0, 1, 2, . . . ,  N}, а число 
h — расстояние между точками (узлами) сетки й —назы­
вается шагом сетки.

Отрезок [0, /] можно разбить на N  частей, вводя про­
извольные ТОЧКИ 0 • <  ДГх < * 2 < .  <.Xi<.Xi+i < . .
Тогда получим сетку 65= {хг |* '= 0 , 1, 2, N, хо= 0 ,  
Xff— l} с шагом hi— Xi — Xi-x, который зависит от номера i 
узла х{. Если hi ф  hM  хотя бы для одного номера i, то 
сетка © называется неравномерной. Если ht =  const= h  — 
=  l/N  для всех * '=1, 2, М, то мы получаем по­
строенную выше равномерную сетку.

На бесконечной прямой — о о < х < о о  можно рассмат­
ривать сетку й  =  {дг +  »’А|*' =  0, ±  1, ± 2 ,  ...} с началом 
в любой точке х, состоящую из бесконечного числа узлов.

Иногда бывает удобно строить сетку так, что лишь 
один первый шаг отличен от остальных, а прочие шаги 
совпадают. Примером такой сетки на [0, /] может слу­
жить сетка

© =  {xt =  ih -I- 0,5Н | i =^0, 1, 2, ...»  N , h =  l/(M -j- 0,5)}.

В этом случае левый конец отрезка дг=0 не является 
узлом сетки.

Пусть область изменения аргументов *=(.* i, х2) есть 
Прямоугольник D — { x = (x l, х9) | 0 ^ х о ^ / а, а = 1 ,  2}.
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Построим на отрезке 0 ^ х а ^ 1 а сетку й а =  {*£«> =  iaha | 
(а =  0, 1, 2, N a) с шагом ha= l j N a. Множество уз­
лов *=дГ| =  (х?‘\  х[и)), t' =  (tb  i8) с координатами х ^  =  ix 
и х(<«> =  1*2^2 назовем сеткой в прямоугольнике D и обо­
значим через < з= { х = (х < 4  х ™ ) \ x£*) =  iaha, ia =  0, 1,
2, Na; a = l ,  2}. Эта сетка равномерна по каждому 
из переменных xt и х2. Если хотя бы одна из сеток о а 
неравномерна, то сетка й  называется неравномерной. Если 
/г1==/г2, то сетка называется квадратной. Если же hx Ф fh, то 
равномерную сетку о  будем называть прямоугольной. Сетка 
й, очевидно, состоит из точек пересечения прямых хх =  

<l) =  t1/i1, t’1= 0 ,  1, 2, . . . ,  ЛГЬ и прямых * 2 = 4 W =
=  i*2̂2* *̂2 — 0, 1, 2, • • ■ , Д̂2* (

Функцию <р=<р(лгг) дискретного аргумента дг*, t =  0, 1,
2, . . . ,  jV, называют сеточной функцией, определенной на 
сетке й  (сетка задана на отрезке [0, /]).

Всякой непрерывной функции /  (х), заданной на от­
резке [0, /], можно поставить в соответствие сеточную 
функцию qv, заданную на сетке й (спроектировать /  (дг) 
на сетку и), полагая, например, % — f  (*,•) а=/г, фг =  

*1 +  V*

=  4  § f ( x )d x  и т. д. Вторая из указанных проекций

на сетку может быть осуществлена не только для непре­
рывных функций, но и для функций, имеющих разрывы 
первого рода и даже для просто интегрируемых функций.

Следует иметь в виду, что одна и та же сеточная 
функция, будучи заданной на двух различных, но имею­
щих общие узлы сетках, не обязана в этих общих узлах 
принимать одно и то же значение. Более точно, пусть 
имеются некоторая сеточная функция <рА (дг) и две сетки, 
для одной из которых шаг h = h i,  а для другой h — h2, 
причем hi Ф  h%. Обозначим эти сетки о)Л» и соответ­
ственно. Тогда, вообще говоря, <pfti (х) ф  ф*» (дг) при х  <= оУ1' 
и х  е  юЧ Одним из простейших примеров таких функ-

<f+ 0,5) А

ций является сеточная функция <рг=  j   ̂ f(x)dx,
,  . . (г — 0,5) h

где j (ж) есть некоторая функция непрерывного аргу­
мента.
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2. Аппроксимация простейших дифференциальных one* 
раторов. Погрешность аппроксимации. Оператор Lh, пре­
образующий сеточную функцию у  в сеточную функцию 
Y — Lhy, называется сеточным или разностным операто­
ром. Дифференциальный оператор L, заданный в классе 
функций непрерывного аргумента, может быть прибли­
женно заменен (аппроксимирован) разностным оператором 
Lh, заданным на сеточных функциях. Для этого каждая 
из производных заменяется разностным отношением, со­
держащим значения сеточной функции в нискольких узлах 
сетки. Множество узлов сетки, используемое при напи­
сании разностного оператора, называется шаблоном этого 
оператора.

Посмотрим, как строится аппроксимация для первых 
и вторых производных функции одного переменного.

Пусть Q — {JP-f ih | i =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  ...} —равномерная 
сетка с шагом h на прямой — оо< д г-< о о . Рассмотрим 
первую производную Lv == v' функции и (х). Заменить ее 
разностным выражением можно различными способами. 
Например: .

L t > ~

— левое разностное отношение,

— правое разностное отношение,

— центральное разностное отношение.
Здесь vi =  v(xi), знак ~  означает соответствие или 

аппроксимацию. При замене Lv разностным выражением 
Lhv допускается погрешность LhVi — (Ly),=  ̂ ,  называемая 
погрешностью аппроксимации оператора L разностным опе­
ратором Lh. Естественно требовать, чтобы при стремле­
нии h к нулю эта погрешность стремилась к нулю. Для 
оценки нужно предположить, что v (х) — гладкая функ­
ция. Пусть v (х) е  С[т), где т ^  2. Разложим v (л:) в окрест­
ности точки х =  по формуле Тейлора:

Vi±i -= V i± hv'i-\-0  (h2)



\
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и вычислим
г|)Г =  L~hVi -  v'i =  О (Л), =  Ltvi — v'i =  0(h).

Отсюда следует, что ijjp —► 0 при Л —> 0.
Пусть L — дифференциальный оператор, ^  — разност­

ный оператор, заданный на некоторой сетке Й, где Л— 
параметр, характеризующий мелкость сетки. Говорят, 
что разностный оператор Lh:

1) аппроксимирует дифференциальный оператор L 
в узле Xi (j Q, если т|з( — LhVi — (Lv)h где v (х) — достаточно 
гладкая функция, стремится к нулю при h-+-0;

2) аппроксимирует L с порядком п (п >  0) в узле xt £ Q, 
если ^  =  О (hn).

Обращаясь к формулам для Lw, видим, что LhVt л L f v i  
аппроксимируют Lv =  v' с первым порядком при » е С (я |, 
где / п ^ 2 .  Увеличение числа т не меняет порядка ап­
проксимации.

Возьмем теперь оператор L%. Как нетрудно показать, 
Llvi аппроксимирует v'(x) при v (х) е  Сш , т ^ г З ,  со вто­
рым порядком.

В дальнейшем будем пользоваться обозначениями

В тех случаях, когда номер I узла не будет иметь 
значения, будем его опускать и писать просто v-, vx, v°x .

Рассмотрим теперь вторую производную Lv =з у". Оче­
видно, что на двухточечном шаблоне ее аппроксимиро­
вать нельзя. Выберем трехточечный шаблон, состоящий 
из узлов хI, хм , и рассмотрим разностный оператор

Если v ( x ) ^ C {m\  т 4, то можно написать, что

т. е. охх аппроксимирует v" со вторым порядком.

vx, i ^ £ ( V i -  и(_!) / h , у*,; =  (vM  -  V i) /h ,

v i  i =  -  Vi-i)/(2h) =  ~  (vx { ,).

Vj+l- 2P/ +  P<-1 
ft*

Отсюда следует (индекс i опускаем), что 
o „ - t r  =  0(A*),



Отметим, что на самом деле порядок аппроксимации 
разностного оператора Lh зависит от порядка пг диффе­
ренцируемости функции v(x).  Мы везде фактически гово­
рили о том максимальном порядке аппроксимации, кото­
рый не меняется при увеличении номера т класса С(т), 
считая, что v (х) — любая функция' из CimK 

Рассмотрим более сложный оператор
, А д*и . д*и 
Ь и е з Ь и з з щ  +  щ ,

где u ss u (X i ,  х2) — функция двух аргументов хг и х2, ме­
няющихся на плоскости 0 хгх2. Введем сетку

Й =  {*< =  *<,!, =  х{̂ ) \ х(аа) =  ха +  1ака>
j„  =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  а = 1 ,  2}.

и произведем замену
д*и 
дх\
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zti- xtxt, i9
32и I U (*</•>,*«. -  U)- 2u (*<<•>, +u (*<<«>, *<<, + 1) _
5 4 1 * -* ,----------------- Ц

= f
В результате получим разностный оператор LhUi =  
=  (их,х, +  их,х,)г ®тот оператор определен на шаблоне, 
состоящем из пяти точек 
*<<*>), (лг̂ *>, *(5'*_1)), (дг<<4), *<** + п). Так как

ui  х = д 2и/дх*а +  0  (h*a), а,— 1, 2,
аг а

то оператор Lh имеет второй порядок аппроксимации по 
hx и 1ц:

t  (*г) =  L HUit, i, -  (Lu)i,t, =  О (h\ +  h\).
До сих пор мы оценивали величину погрешности ап­

проксимации ip — Lhv — Lv в отдельном узле x t е  Q. Если 
оператор LH аппроксимирует оператор L во всех узлах 
xt <= й , то говорят, что Lh аппроксимирует L на сетке Q. 

.В этом случае для оценки погрешности аппроксимации 
удобно пользоваться нормой С:

||Ф||с =  т а х  |ф  (*) |. (1)
XEQ



1
Для оценки величины сеточной функции г|? можно исполь­
зовать и другие нормы, такие как

2  Н \ ц ( х ) \ ,  II’ФIk, = ( 2  Щ * ( х ) ) ' \  (2)

где Я = Л  в одномерном случае и в двумерном
случае.

Пусть || ij) I — некоторая норма для функций -ф (лг), за­
данных на сетке Q. В дальнейшем будем говорить, что 
разностный оператор Lh: 1) аппроксимирует дифферен­
циальный оператор L по норме ||-||, если ||^||=!Z<fty — 
_  1л  || о при h —> 0; 2) аппроксимирует с порядком п >• 0
(Lh имеет я-й порядок аппроксимации), если ||"Ф ||—О (Ля), 
или ЦфЦя^МЛ", где М — const >  0 не зависит от Л.

Если v — достаточно гладкая функция, а Й — равно­
мерная сетка, то все рассмотренные выше разностные 
операторы имеют один и тот же порядок аппроксимации 
в любой из норм (1), (2).

Иначе обстоит дело в случае неравномерной сетки. 
Пусть

ffi={Afi|t=0, 1, . . . ,  N, *0= 0 ,  *jv=1}

— неравномерная сетка с шагами h i= xi — xt-i, i =  1, 2 , . . .
N, на отрезке [0, 1]. Рассмотрим оператор Lv — v". 

Поставим ему в соответствие разностный оператор

U v i  =  -щ-[ V\ +lVi -  Щ h { i l ]* Hl==\  ^  +  h‘+J> (3)

определенный на трехточечном шаблоне ( х дг/+1). 
Вычислим погрешность аппроксимации 

^  =  -  (£у)г.

Предполагая, что » ( * ) е С и> [0, 1], и пользуясь разло­
жениями по формуле Тейлора

/г2 Л3
^+1 =  Vi +  Ы+iVi +  +  О (AJ+i),

Л? /г3
^ -i — Vi — hiVi + 2- — jr и"' +  О (AJ),

находим

^ р -  ^  0  ^ +j) +  о  (Л?) +  о  (Щ).
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Отсюда видно, что fi|)||c =  0  (Л0), Ц'Ф L  =  0  (А0), =*
=  О (Н0), ho— max (ц. Следовательно, Lh имеет первый по-

СО 1
рядок аппроксимации в нормах ||-||с, IM|l,» M l,-

Покажем, что при надлежащем выборе нормы, а именно 
при

[ N — 1 / I \2  -J1/2

г§ . М Д m k ! J ’ (4)

оператор (3) будет иметь второй порядок аппроксимации: 
Ж 1= || LHv - L v l  =  0(f4).

Так как v't" =  vT+\ +  0  (hi+i), то

и поэтому г|представима в виде 

♦ г = %  +  %*,
где

i|)f= О (hf) , i|>, =  щ (т)<+1 — г|,) =  г) д h

% = 4  h\Vi' =  0(h\).

Вычисляя 2  =  2  (ilft+1 —•П*) =  Лг+1 - 'П 1 и учитывая,
k=l k=\

что |г]| =  0(Л5), получим ||гр ||=0  (Л?). Отсюда следует, что
Ц'ФИ̂ И'ФИ +  ̂ 'Ф* ||^Л*Ло, где M =  c o n s t> 0  не зависит от 
сетки, т. е. оператор Lhy заданный формулой (3), имеет 
второй порядок аппроксимации в норме || • ||, определяе­
мой соотношением (4) на любой неравномерной сетке со,. 
Этот результат сохраняет силу и для норм

N— 1 / N —1 \ 2-

2 h i\  2 ftktyh,)
/V— 1

k—i

1/2

И « =  2  fh
1=5=1

2
/5=1,
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Отметим, что ||Ф ||^ |Ж |л , ^ | Ж к  ^ Ж с -  Обратные нера­
венства для произвольных сеточных функций неверны. 
В дальнейшем для разностных отношений на неравномер­
ной сетке будем использовать следующие обозначения

_  _  Щ — Щ-1 __щ+1—  . .  Л _  У;+1 —  vj
=  Vx , t ----------J— , V х ,  I й . ,

v r x , i = ^ ( v x, i - v - x<i) = Ti[ - 1~н Г ^ \ -

3. Постановка разностных задач. Аппроксимация и 
сходимость. До сих пор мы занимались аппроксимацией 
простейших дифференциальных операторов разностными. 
Обычно требуется решить дифференциальное уравнение 
Lu =  — f ( х) с некоторыми дополнительными (например, 
краевыми) условиями. Поэтому, кроме построения раз­
ностного оператора, нужно аппроксимировать на сетке 
правую часть дифференциального уравнения и дополни­
тельные условия, после чего можно поставить разностную 
задачу, т. е. написать систему разностных (алгебраичес­
ких) уравнений.

Рассмотрим несколько примеров постановки разностных 
задач.

П р и м е р  1. Краевой задаче для дифференциального 
уравнения второго порядка

Lu =  u'  =  — f (х), 0 < х < 1 ,  u ( 0 ) = g Ot # ( l ) = g ,  (5)

да равномерной сетке <о ставятся в соответствие разност­
ные краевые задачи:

(Ум — Ъу1 +  У1-д =  — ФгЛ2,
i =  1, 2, ; V - l t #0 =  goi Ум =  ёъ  (6)

где =  /(*,),

tyt+% ~  Цх +  Уь~ъ)= —<M2,
2* . ,  Af 1, yo ^g o t yjv =  gi, (7)

где Ф /= /  (*;) +
П р и м е р  2. Краевой задаче 

ы" = —/(*)> 0 <  < 1 ,  и (0) =  ки (0) — g0, и (1) = § !  (8).
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на равномерной сетке ю поставим-в соответствие две раз­
ностные задачи:

р- (У i-i — tyi +  Ум)

^  (Уi-i — tyi +  Ун-1)

Оставляя пока в стороне вопрос о разрешимости за­
дач (6), (7), (9), (10), выясним вопрос о погрешности 
аппроксимации этих задач. Разностный оператор Л, опре­
деляемый соотношением

& y i =  y M - 2 y i + y i- 1 (11)

(см. (6), (7)), не аппроксимирует дифференциальный опе-
, d2ti ратор Lu =  так как

Правая часть (6) также не аппроксимирует правую 
часть (5). Тем не менее дифференциальное уравнение (5) 
аппроксимируется разностным уравнением (6), так как 
в (6) мы имеем дело с уравнением, смысл которого не 
меняется от умножения его на некоторую функцию. Умно­
жая (6) на 1/А2, мы в левой части получаем аппроксима­
цию оператора d2Jdx2, а в правой части — аппроксимацию 
правой части (5). На всякой функции v (х ) е  С(4), как это 
было выяснено в п. 2, разностный оператор ЛЛ= / г 2Л 
аппроксимирует дифференциальный оператор d?/dx2 со 
вторым порядком. Правая часть (5) аппроксимируется 
точно. Тем самым, если бы мы погрешность аппроксима­
ции разностного уравнения определили соотношением

t|)(x) =  Lfta +  <p — (Lv +  f), *<=©, (12)

где v (*) — любая достаточно гладкая функция, то полу.- 
ч^ли бы. что (х) — 0  (Л2).

— <р,, 2, N - l ,

X (yi ~  Уо) =  Що -  go, y u = g u  (9) 

=  — Фь / — 1 , 2 .........N — 1,

х  ( y i - y o ) = * y o - ( g o + j f  (0)), 

t / * = g i  (Ю)
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Разностное уравнение (7) после умножения на / г 2 
также имело бы погрешность аппроксимации О (№) в смыс­
ле данного определения. Но, как отмечалось в п. 2, по­
рядок погрешности аппроксимации оператора существен­
ным образом зависит от гладкости функции, на которой 
осуществляется проверка. Поэтому, если в (12) функция 
v (х) имеет гладкость, меньшую чем С(4), то погрешность 
аппроксимации уравнения (6) будет хуже, чем О (Л2). 
В связи с этим гладкость v (х) нужно задавать такую же, 
как гладкость решения аппроксимируемой задачи (5). 
Более того, при аппроксимации задачи (5) нас больше 
должна интересовать точность приближенного решения 
задачи (6) по сравнению с решением задачи (5), чем 
погрешность аппроксимации схемы, хотя эти вопросы 
и тесно связаны друг с другом.

■ Пусть функция г{х) — у  (л:) ^  и (х) есть разность между 
решением задачи (6) и решением задачи (5) на сетке со. 
Найдем уравнение, которому должна удовлетворять сеточ­
ная функция г(х).  Подставляя у (х) — г(х)- \-и(х)  в (6), 
находим

zj+i -  2г, +  z,_! =  — h \ i  — (ui+1 -  2ut +  «;_i). (13)

Умножая (13) на Л-8, получаем

V =  —  (Ф +  £ Л«)> г Де  L hz =  zxx- О 4 )

Сравним выражение, стоящее в скобках в правой части
(14), с ранее введенным определением погрешности аппрок­
симации (12). Сравнение показывает, что указанное выра­
жение из (14) совпадает с функцией • $ ( * )  и з  (12), если
в качестве функции v (х) в (12) взять решение исходной
задачи (5). Если это выражение (14) принять за опреде­
ление погрешности аппроксимации, то автоматически отпа­
дает вопрос о гладкости функции v (х) в определении ф (х).

Итак, пусть имеется дифференциальное уравнение

Lu — — f  (х), (15)

которое аппроксимируется разностным уравнением

Lhy =  —  Ф (х) (16)
на сетке Q. Рассмотрим невязку г|)(х) =  Lhu +  ф (*), j t s Q ,  
где « — решение уравнения (15).
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Будем говорить, что функция -ф (лг) есть погрешность 

аппроксимации уравнения (15) разностным уравнением (16), 
если разностный оператор L* аппроксимирует на доста­
точно гладких функциях дифференциальный оператор L.

В дальнейшем будем говорить, что разностное урав­
нение (16):

1) аппроксимирует дифференциальное уравнение (15) 
по норме |-Ц, если ||ф ||= ||£лы 4-ф ||-»-0 при А-»- О,

2) аппроксимирует дифференциальное уравнение с по­
рядком п ( п > 0), если | | i | ) | |= 0 (hn) или ||ij)||sS МЛ", где 
Л4 =  const > 0  и не зависит от Л.

Исходя из нового определения погрешности аппрок­
симации разностных схем, проверим порядок погрешности 
схем (6) и (7) в предположении, что решение уравнения
(5) достаточно гладкое.

Для схемы (6)
/»2

ф = Lhu +  ф =  и-„ +  f = и" +  ?2 и'гv +  /  +  О (Л4) =  О (Л2). 

Д ля схемы (7)

ty =  Lhu +  ф =  uix -\-f +  у^Г — u”+ i 2 uIV"b^
/?2

+  О (А4) =  («' +  /) +  Т2.(и" +  f)” +  0  (А4) =  О (А4),

так как u" +f ( x )  =  0.
Тем самым, если решение задачи (5) « (x Je C * * 1, то 

погрешность аппроксимации схемы (6) есть О (А2), если 
решение задачи (5) и (х) е  С(в), то погрешность аппрокси­
мации схемы (7) есть О (Л4). Повышение порядка погреш­
ности аппроксимации схемы (7) по сравнению со схемой
(6) связано с тем, что погрешность аппроксимации мы 
исследуем на решении задачи (5), а не на произвольной 
функции v(x).

Очевидно, что погрешности аппроксимации задач (6) 
и (7) в целом (с учетом погрешности аппроксимации гра­
ничных условий) будут те же самые, так как граничные 
условия аппроксимируются точно.

Вычислим погрешность аппроксимации задачи (8) зада­
чами (9) и (10). Ясно, что погрешности аппроксимации 
уравнений в (9) и (10) будут величинами О (А2), так как 
они не отличаются от аппроксимации в задаче (6). Иссле­

I

II
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дуем погрешность аппроксимации граничного условия 
в точке * =  0.

Для схемы (9)

г|>у =  ux, 0 — xu0+ g 0 =  u' (0) + 1- и" (0) — пи (0) +
+  go +  0(h*) =  0(h).

Для схемы (10) 

ij>Y =  их, о — ш о +  (go +  2" / (0)) =

=  и' (0) +  - j  и" (0) — v.u (0) +  go +  ~2 f (®) "Ь ^ (^2) =

=  (и' (0) -  ш  (0) +go) +  4  («" (0) + /  (0)) +  О (/I2) = 0  (Л2),

так как
ы '( 0 ) = х м ( 0 ) - £ 0. u * + f = 0.

Снова увеличение порядка погрешности аппроксимации 
связано с тем, что. мы аппроксимируем граничное условие 
на решении задачи (8).

Как уже отмечалось выше, одним из основных вопро­
сов теории разностных схем является вопрос о скорости 
сходимости решения разностной задачи к решению исход­
ной задачи.

Пусть для некоторого дифференциального уравнения 
поставлена краевая задача

Lu =  — f(x),  lu =  — g(x).  (17)

Задача (17) на некоторой разностной сетке © аппрокси­
мирована разностной задачей

L hy  =  —  <р(х), * e = G ) ,  lhy  =  —  v ( x ) ,  ( 18)

где (о —множество внутренних узлов сетки ©, а у —мно­
жество граничных узлов, причем © =  со (J у. Будем гово­
рить, что решение разностной задачи (18):

1) сходится к решению исходной задачи на сетке со
в смысле нормы II• ||(iЛ>, если \\у — при 0;

2) сходится к решению исходной задачи в смысле нор­
мы ||•||^А) со скоростью О (hn), п > 0, если \ у  — u \ ^ h) =  0  (hn) 
(или \ \ y - u \ \ 0h ) ^ M h n, где М  — положительная постоян­
ная, не зависящая от Л).
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4. Устойчивость разностных схем. Выше мы познако­
мились с понятиями аппроксимации и сходимости схемы. 
Следует еще раз подчеркнуть следующее: погрешность 
аппроксимации рассматривается не на одной фиксирован­
ной сетке, а на последовательности сеток {соА}. Поэтому 
можно считать, что всюду речь шла не о решении отдель­
ной разностной задачи,а о последовательности {ун} реше­
ний разностной задачи, зависящей от выбора сеток. Здесь 
Л —параметр, характеризующий сетку. Если сетка одно­
мерна и равномерна, то Л —число (шаг сетки). В общем 
случае Л —вектор, имеющий норму | Л | > 0 .

Для оценки сходимости схемы надо исследовать схо­
димость последовательности {zh =  yh — uh\ при | / i |- > 0 ,  где 
ин — проекция точного решения и =  и(х)  исходной задачи 
на пространство сеточных функций, заданных на сетке со*.

Одним из основных понятий теории разностных схем 
является понятие устойчивости разностной схемы.

Пусть дана некоторая схема
Lhyh =  — фл (х), — v* (х).

и ее погрешность аппроксимации:
1|)л =  Lhuh +  q>\ ^  =  lhuh +  v \

Предполагая, что и =  и(х)  имеет достаточное число про­
изводных, можно получить асимптотическое разложение 

и г|э£ относительно \h\.  В качестве и =  и(х)  естествен­
но выбрать решение исходной задачи для дифференциаль­
ного уравнения. Однако знания порядка аппроксимации 
недостаточно для суждения о качестве схемы. Необ­
ходимо оценить точность схемы, т. е. порядок погреш­
ности zh =  y h — uh. Эта оценка может быть получена, если 
схема устойчива.

Дадим определение устойчивости схемы.
Пусть у \ и —решения задач (18) с правыми час­

тями ф*, vf и ф£, v* соответственно. Схема (18) называ­
ется устойчивой, если существуют такие положительные 
постоянные М 1у М 2 и h0f не зависящие от сетки щ  (от 
векторного параметра h) и от выбора правых частей, что 
при \ h \ ^ h 0 справедливо неравенство

№  - у! IK) <  Mi №  -  ф? I k ) + м 21 v* -  vi  |(3ft)) (19). 

где 1 ‘ l( 1Л), II-11(2А), II • i(3ft) — некоторые нормы, введенные на
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множестве сеточных функций, заданных на сетке щ .  
Устойчивость разностной схемы означает, что решение 
{ун} задачи (18) равномерно по h непрерывно зависит от 
правых частей (входных данных) {<pA, vA} и, следова­
тельно, малому изменению входных данных соответствует 
малое изменение решения.

Если схема (18) разрешима при любых допустимых 
правых частях (входных данных) {<рЛ, vA} и устойчива, то 
говорят, что разностная задача (18) поставлена корректно 
или схема (18) корректна. Если схема корректна, то она 
имеет единственное решение. В самом деле, предположим, 
что существует два решения у* и у* задачи (18), соответ­
ствующие одним и тем же входным данным {<рА, vh\, так 
что фА =  фА= ф А, vA= v A= v A. Тогда из (19) следует:

10S -  11(1 ft) ^  м  1II о 1(2А) +  Л*21 о ||(зА) — о, т. е. у ^ у Ч .

При определении устойчивости (19) не предполагалось, 
что уравнения (18) линейны. Предположим, что схема 
(18) линейна. Тогда / з О  есть решение задачи при 
ф/1_ va =  0. Полагая в (19) 1 /? = ^ ,  Ф? =  ФА> vA= v A 
и Уа =  Фз =  v ( ;= 0 , видим, что устойчивость линейной 
схемы означает выполнение априорной оценки

ll^ll(.A) < ^ i l k All(2ft) +  M 2 ||vA||(3/k). (20 )

В этой книге мы рассматриваем только линейные схемы. 
Изучение устойчивости разностной схемы (18) фактически 
сводится к получению априорной оценки вида (20).

Если схема устойчива, то нетрудно получить оценку 
погрешности решения

Л h
г ( х ) = у  (x) — uh (х),

где ун (л) — решение задачи (18), а и =  и(х) — решение 
исходной задачи (17), через погрешность аппроксимации:

г|)А(х) =  LftuA +  ф \  • дге=шЛ; /AuA +  vA, x<=yh.

В самом деле, решение и =  и(х)  удовлетворяет условиям 
Lhuh= — ( фа —фА), /ftMA =  _ ( v A- i f A).

Полагая затем yhi = y h, фа =  фа, v a = v a , «/А=виЛ, ф* =  фА—
— vhj =  vh— ^  и пользуясь оценкой (19), выражающей
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устойчивость схемы (18), получаем

I У11 “ «* 1(1*) <  Мг  К *  ||(2 А) +  М А Г М ) -  <21>
В случае линейной схемы для погрешности гн получаем 
задачу

Lhzh =  —  г|Л дг<=ю,. /ЛгЛ=  — я|з*, х е у ,

являющуюся аналогом задачи (18); для нее сразу можно 
воспользоваться оценкой (19) и получить (21).

Из оценки (21) следует вывод: если схема (18) устой­
чива и аппроксимирует задачу (17), то эта схема схо­
дится при | h | — 0. В самом деле, ||*/й —мЛ||(1д)-»-0 при 
|Л |-*-0, если II“Ф* 11(2а)-*■ 0 и И'Фу^Зд)->0 при |й |-* -0 .

Из оценки (21) видно, что порядок точности схемы 
(18) определяется порядком аппроксимации. Чтобы схема 
сходилась, например, со скоростью 0 ( \ h \ m), т >  0 
(имела точность 0 ( |Л |т )), достаточно чтобы она имела 
аппроксимацию (на решении и =  и(х) задачи (17)) того 
же. порядка, т. е.

т 1 (2й)= о ( | л г ) .  11^»(зй)= о ( | л г ) .

Доказательство устойчивости схем сводится к получе­
нию априорных оценок (19) или (20). В гл. I l l ,  V и VI 
будут получены оценки такого типа с различными нор­
мами И (ад), а =  1, 2, 3, для разностных схем, аппрокси­
мирующих эллиптические уравнения второго и четвертого 
порядков. Так, например, в гл. III устойчивость изуча­
ется при помощи принципа максимума и априорные 
оценки содержат сеточные нормы С:

IIУн ll(ift) =  max | у* (.х) |, || v* ||(3д> =  шах | vft (х) |„
Jf G CD ̂

1чра11(2а) = 1 фа1(1а>.

§ 2. Принципы иостроения разностных схем

1. Требования, предъявляемые к разностным схемам.
В предыдущем параграфе были приведены примеры раз­
ностных аппроксимаций для дифференциальных операто­
ров первого и второго порядков и для дифференциальных 
уравнений второго порядка с граничными условиями*
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содержащими первую производную. Мы рассматривали 
простейшие примеры.

В случае дифференциальных уравнений с переменными 
коэффициентами задача построения разностных схем суще­
ственно усложняется. На заданном шаблоне можно пост­
роить бесчисленное множество схем, эквивалентных по 
порядку аппроксимации. Так, например, для дифферен­
циального уравнения

0 - < 7 (х)и =  — f{x) (1)

можно построить на трехточечном шаблоне (х(- г, x if хм ) 
.однопараметрическое семейство схем

U y i = y^ ~ 2yhi +yui- -  diVi =  -  f„ (2)

di =  +  (1 -  2a) qt +  aqi+lt qt =  q (xt),

имеющих при любом значении параметра а  второй поря­
док аппроксимации t|) =  LA« +  /  =  0  (Л2). К коэффициенту 
di при tfi в формуле (2) можно без нарушения порядка 
аппроксимации добавить слагаемое |3/г2, где 0 — произ­
вольное число. Таким образом, возникает задача выбора 
разностных схем из множества допустимых схем, задан­
ных на некотором шаблоне и имеющих один и тот же 
порядок аппроксимации. Для этого нужно сформулировать 
требования, которые следует предъявлять к разностным 
схемам. Любой приближенный метод должен давать воз­
можность найти численное решение задачи с заданной 
точностью е за конечное число действий Q (е) (за конечное 
машинное время). Естественно стремиться минимизиро­
вать число действий Q (е), т. е. найти экономичный чис­
ленный метод.

Численное решение задачи математической физики 
состоит из двух этапов: а) написания системы сеточных 
уравнений (разностной схемы), аппроксимирующих задачу 
для дифференциального уравнения, б) решения этой систе­
мы сеточных уравнений.

В этой книге мы занимаемся лишь построением раз­
ностных схем. Однако при эхом мы должны иметь в виду 
и объем вычислительной работы, которую придется затра-
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тить для нахождения сеточного решения и которая зави* 
сит как от структуры системы сеточных уравнений, так 
и от порядка системы.

При фиксированном методе решения системы объем вы­
числений тем меньше, чем ниже порядок системы (крупнее 
шаг сетки). Однако уменьшение числа узлов сетки при­
водит к уменьшению точности схемы. Поэтому желательно 
иметь схему с возможно более высоким порядком точно­
сти (зависящим от гладкости коэффициентов дифференци­
ального уравнения, начальных и краевых условий). 
Практически это значит, что надо искать схемы с мини­
мальным шаблоном, имеющие максимально возможный на 
этом шаблоне порядок аппроксимации в случае доста­
точно гладких решений дифференциального уравнения.- 
Следует задать исходное семейство схем на выбранном 
шаблоне и в этом семействе искать «наилучшие» в неко­
тором смысле схемы. Термин «наилучшая схема» нужда­
ется в определении. Надо сформулировать требования 
к схеме, которые будут определять, как это принято гово­
рить, качество схемы.

Необходимо указать не только количественные, но 
и качественные характеристики схемы:

а) Схема должна быть однородной, т. е. сеточные 
уравнения для любой задачи из рассматриваемого класса 
К  и любой сетки в каждом узле должны записываться 
единообразно, по одному и тому же закону. Класс задач 
К  определяется заданием дифференциального уравнения 
и функционального пространства, которому должны при­
надлежать коэффициенты уравнения.

б) Система разностных уравнений должна быть разре­
шима на любой допустимой сетке и для любой задачи из 
рассматриваемого класса К-

в) Схема должна сходиться для любой задачи из рас­
сматриваемого класса К.

Эти требования определяют исходное семейство допу­
стимых разностных схем.

Предъявим затем к схемам дополнительные требо­
вания:

1) определенного порядка аппроксимации (например, 
■ф =  О (h2) на множестве К  s  К  гладких решений),

2) максимального порядка точности на всем классе К  
задач,



3) экономичности, т. е. минимума операций при машин­
ном решении системы сеточных уравнений.

Выделим из исходного семейства схем некоторое мно­
жество «наилучших схем». Поиски таких наилучших схем 
и являются целью теории. Остановимся далее детально 
на понятии однородности разностных схем.

2. Однородные разностные схемы. Рассмотрим случай 
функций одной переменной. Пусть

<ah =  {xl =  ih, i' =  0 , ± 1, ± 2 , ...}

— сетка на числовой оси — о о  ■<  * <  о о ,  k(x)  — вектор- 
функция коэффициентов дифференциального уравнения. 
Так, например, для уравнения

3^ [ki (х) ^  j  — кг (х) и =  k9 (х) 

очевидно, что вектор

k (*) =  {£i (х), h{x), М *)}
имеет компоненты (х), k2(x) и ks (x).

Однородность схемы означает, что ее коэффициенты 
являются функционалами коэффициентов дифференциаль­
ного уравнения, зависящими от шага h как от параметра 
и не зависящими от узла сетки и от выбора коэффици­
ентов k(x).

Пусть заданы целочисленный шаблон

Ш =  {— т1, — тг +  \, . . . — 1, 0, 1, . . . ,  т%),

где т х > 0  и п ц > 0 — целые числа, на котором определя­
ется сеточная функция #(/), / е й / ,  и шаблон £  =  
=  {— nil на котором определена вектор-функ-
ция k (s) (для простоты мы считаем, что концы шаблонов 
Ш и J  совпадают).

Обозначим Л/ [k (s)], Fh [/г (s)], / е  Ш, s e S - шаблон­
ные функционалы.

Рассматривается функционал
т,

Ф Ч у ( /) ]=  S  A f [ k  (s)] £*(/) +  /*  [*(*)]
/=— «!

и от него совершается переход к однородной схеме.
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Полагая
# ( / ) = /  (х} +  jh), k (s)— k (Xi  +  sh)

и пользуясь выражением для ФЛ, получаем однородную 
разностную схему

т*

(LhФ  +  F h)i —  2  Л/1 \k  (Xi -f- sh)] tj1 (xi +  jh) +
/= —m,

+  FA[A>(Ari +  sft)] =  0,
где ф  (Xi) — сеточная функция, k (x) — вектор-функция не­
прерывного аргумента x.

Семейство однородных схем задано, если заданы шаб­
лонные функционалы

i4/A[£(s)] и f*[J6 (s)], / =  — m,, — /nj +  1.........тг.

Произвол в их выборе должен быть ограничен требова­
ниями разрешимости, аппроксимации определенного по­
рядка, экономичности схемы.

Проиллюстрируем понятие однородности на примере 
трехточечных схем для задачи

= ° < * < Ь  <3)
и (0) =  Mi> и (1) =  1*2.

где k {х) >  0 , q(x )^s  0 .
Рассмотрим трехточечный шаблон (дг/.х, х ь хм ) на

сетке mh — {xt =  ih, i = 0, 1, . . . ,  N, h — 1/N}, так что шаб­
лон Ш =  {— 1, 0, 1} и m1= m 2=  1. Пусть коэффициентный 
шаблон E =  ( - l < s < l | ,  (s)], fiA[£(s)], /*[£(«)],
— 1 1, — шаблонные функционалы.

Рассмотрим однородную разностную схему
1 f t  Й+1 У1 „ Vi Vi-l~\ л __

7Г h-------Ul —  J - а д -
=  — фь / =  1, 2, — , — 1, (4)

#о=Ма» =  Ц а»
коэффициенты которой определяются во всех узлах xt е  
Е (0 и для любых k(x),  q (х) и /  (дг) одинаково:

a i ^ = A h [k{Xi-\-sh)\ , bt =  B h [k(Xi +  sh)],

di =  F h [q (Xi +  s/г)], q > , [/ (•*« +  sh)].
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Для простоты мы предположили (см. (5)), что каждый из 
коэффициентов разностного уравнения зависит только от 
соответствующего коэффициента, дифференциального урав­
нения. В общем случае Ah, Bh, Fh — нелинейные функ­
ционалы.

Пусть и (х) — решение задачи (3). Погрешность аппрок­
симации для схемы (4) определяется как невязка

b  =  \ [ b i itt^ - a l ^ = = ^ ] - d iu i +  4:i . (6)

Предполагая достаточную гладкость и(х),  разлагая U{±i 
по степеням h и обозначая через р* (ft) любые выражения, 
зависящие от xt и стремящиеся к нулю при ft-»-0 , полу* 
чим

и%
щ+1 — щ -f-hu'i +  ul +  ft2Pг (ft)> 

tit-1 — Hi — hu'i + j u J +  ftapi (ft), 

% =  bĵ -  u ’t +  bjI^ L ul — diUi +  ф,- +  pi (ft). 

Сравнивая с уравнением

ku” +  k 'u ' — qu-}-q) =  09
видим, что

Ь  =  -  bij «7 +  (^ Т Г 1- k‘) u>i —
— (di -  qt) Ul +  Ф,. -  fi +  p I (ft),

т. e.
=  при ft — 0 ,

если выполнены условия

' l %~1 =  kl +  Pi (h)>

b , - a -  (7)b- ^  =  k ’t + Pi(h),

d/ =  9i +  P/(ft), Фi =  / i  +  P/(ft).

В дальнейшем всюду предполагаем, что шаблонные функ­
ционалы Л, В, F линейны и не зависят от параметра ft.
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Воспользуемся разложениями
k (x- \ -sh)=k  (x) +  shk’ (х) +  Лр (Л), q (x +  sh) =  <7 (х) + р  (Н), 
f  ( x + s h ) = f ( x )  +  p(h) 
и найдем

at =  A [\\k i-\-hk\A  [s] +  ftp (h),
b ( = B  [1] ki +  hkiB [s] hp (h),
d i= F [ 1 ] <7,- +  p (h) , <pt =  F [ 1 ] fi +  p (h) .

Подставляя эти выражения в условия (7), найдем
Л [ 1 ] = Я [ 1 ] = / ф ] = 1 ,  5 [ s ] - ^ [ s ]  =  l. (8)

Если эти условия выполнены, то схема (4) обладает ап­
проксимацией, т. е. ip =  р (h) -> 0 при h-*~ 0 .

Требование аппроксимации второго порядка для схе­
мы (4) приводит к условиям

bJ+ B . =  ki +  0 (h*), bJ ^ L ^ k ' t + 0 ( h %

di =  qi +  0 ( h 2), ф(==А +  0 (Л2).

В этом можно убедиться, если подставить

щ ± \ = щ ± hu’i +  у  ы? ± ^  и'{"  +  ujv +  А4р(А)

в выражение для и потребовать, чтобы ij>,=0(As). По 
аналогии с проведенными выше рассуждениями можно 
показать, что из (9), кроме (8), следуют условия

fi[s2] =  4 [ s 2], F [s] =  0. (10)

Требование разрешимости системы разностных уравне­
ний (4), которую мы перепишем в виде

dit/i-i -  с м  +  Ь(у м  =  — h \ h 0 < i < N ,  Уо — jJ-D £/лг =  ̂ 2,

(И)
Ci— ai +  bi-\-h*di,

выполнено, если
й | >  0, bt >  0, ct — (at +  b i)= h2d i ^  0 (12)

для всех i =  1, 2, . . . ,  N — 1. В этом случае, как известно, 
решение yt может быть найдёно методом прогонки. Так 
как k {х) >  0 , <7 (х)2 г=0 , то достаточно потребовать, чтобы
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функционалы А, В и Р были положительными, т. е.

A [k (s>] > 0 ,  B [ k  (s)] > 0 ,  F[k  (s)] > 0  при k (s) >  0.

В этом случае a t >  0, bt >  0 и d t 0 при любых k ( x) >  0 
и q ( x ) ^ s  0 .

В простейшем случае А,  В  (и F) представляют собой 
линейные комбинации значений функций k (s) (f  (s)) в ко­
нечном числе точек на шаблоне Е =  {— 1 sg s  1}, на­
пример

A [k (а)] =  cl** ( - 1 )  +  а 0£ (0) +  a j i  (1),
В [k (s)] =  М  ( - 1 )  +  М  (0) +  М  (1) 

и т. д., так что
Gj =  a. -j- Ctfjki -j- &ik;+\ , bi =  +  f>0̂ i +  P/&/+1 (14)

(если £ (x) — непрерывная функция). Условия разрешимости 
(12) выполнены при

а у3=0, Ру2*0 для / = —1, 0, 1. (15)

Условия аппроксимации (8) дают

«-1 +  а 0 +  а 1=1. Р-1 + Po +  P i= l .  P i-  Р—1== 1 + « i  — <*-1.
(16)

Из условий нормировки a -j +  ao +  a i 3® 1 и а / ^ 0  сле­
дует, что O s S a , ^  1 и аналогично

OsSpysS 1, /  =  - 1 , 0 , 1 .  (17)

Проверим теперь условия второго порядка аппроксима­
ции (10). Так как A [s2] =  a_i +  a 1, В  [s2] =  P_i +  Pi, то

Pi +  P-i =  “ i +  a -i или р0=сс0. (18)
Для шести параметров aj, Рj, /  = — 1, 0, 1, мы получили
4 условия; два параметра а 2 и o lx остаются произволь­
ными, а «0 = 1  — (« !+  a_i), P_1 =  a _1 —0,5, P i ^ O ^  +  cti, 
Р0= а 0.

3. Консервативные разностные схемы. Помимо фор­
мальных требований разрешимости, аппроксимации опре­
деленного порядка, экономичности вычислительного алго­
ритма,—требований, выполнение которых проверяется 
непосредственно, необходимо обеспечить при выборе схемы 
наиболее важное требование — сходимость схемы с опре­
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деленной скоростью при стремлении шага сетки к нулю. 
Это свойство установить не всегда столь же просто, осо­
бенно в случае уравнений с разрывными коэффициентами 
и нелинейных уравнений.

В § 1 было показано, что сходимость разностной схемы 
есть следствие устойчивости и аппроксимации: если схема 
устойчива и обладает аппроксимацией, то она сходится. 
Напомним, что устойчивость выражает свойство непрерыв­
ной (равномерно относительно выбора сеток) зависимости 
решения разностной задачи от правой части уравнения 
и граничных условий.

В случае первой краевой задачи для погрешности 
г = у  — и, где и — решение исходной задачи для дифферен­
циального уравнения, у — решение соответствующей раз­
ностной задачи, — получаем неоднородное уравнение, пра­
вая часть которого есть погрешность аппроксимации, 
а краевые условия однородны. Если схема устойчива, то z 
оценивается через ф, и из этой оценки следует сходимость 
при наличии аппроксимации на последовательности сгу- 

§ щающихся сеток. Однако знание такого асимптотического 
' свойства схемы, как сходимость, недостаточно для априор­

ного суждения о величине погрешности на фиксированных 
сетках, используемых на практике для машинных расче­
тов. Эти реальные сетки в силу требования экономич­
ности вычислительного алгоритма, не могут быть слишком 
мелкими. Поэтому указанные выше априорные оценки 
вида

| 2г|(1) < л 1 Н>|т < т »

являются слишком грубыми; к тому же они содержат 
оценки для производных (например, четвертого порядка) 
искомого решения и(х). Чтобы получить хорошее прибли­
жение на реальных сетках, необходимо, как показывает 
практика, пользоваться схемами, хорошо отражающими 
основные свойства дифференциальных уравнений.

Уравнения математической физики выражают, как 
правило, законы сохранения (энергии, тепла, массы, за­
ряда и т. д.) в дифференциальной форме. Так, например, 
уравнение

Тх{к м л£ ) = - ^ Х)’ <19>
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можно трактовать как уравнение для стационарного (не 
меняющегося во времени) распределения температуры 
и — и(х) в стержне 0 < д г <  1 с коэффициентом теплопро­
водности k(x).  Интегрируя это уравнение по х  от * и) до 
jc(2,( получим закон сохранения тепла на отрезке дс(1’ ^

*<»>
W (*«>) -  W (ха>) =  J /  (х) dx, W(x)  =  — k  (x) g . (20) 

*'»»

Слева стоит разность тепловых потоков на концах от­
резка, справа — количество выделившегося (поглотивше­
гося) тепла.

Чтобы правильно описывать ход физического процесса 
при помощи дискретной модели, естественно стремиться 
к тому, чтобы эта дискретная модель правильно передавала 
на сетке основные свойства этого процесса, прежде всего 
такие, как законы сохранения. Разностные схемы, кото­
рые выражают законы сохранения на сетке, мы будем 
называть консервативными разностными схемами. Поясним 
смысл консервативности на примере трехточечной схемы 
(4) для уравнения

(k(x)u' ) '  = — f(x),  0 < х <  1, и (0 ) =  ц.х, и ( 1) =  ц,. 

Эта схема имеет вид

1 !и  №+i Hi п Vi У1-\\__  ™ / а п
7Г \ 1 h-------* h------ <21>

Переписывая ее иначе:
1 Л .  У1+1-У1 „У1-У1-i \ _  „  b i - a U lyi+1—yt
Т  ----h------- Qi---- h----J ------ Ъ --------h---------h----»

убеждаемся в том, что сеточным аналогом тождества (20) 
на отрезке *(1) =  iyh ̂ х ^  x w  =  i%h является тождество 

и i,

2  Лфг+ 2  Ф ^ а^ ) НЫТ М-> (22) 
i - i .  (=<,

где

-----a

8  А. А, Самарский, В. Б. Андреев
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В правую часть входит величина дисбаланса

l' = t,
которая обратится в нуль для любых сеточных функ­
ций yi только при

bi =  aM . (23)

В этом случае мы получаем схему

j  (ai+i yĵ  -  at =  -  cp, (24)

и вместо (22) сеточный закон сохранения

<  + . - < =  2  А ф | ,
i — il

являющийся алгебраическим следствием разностных урав­
нений (24). Схема (24) является консервативной, а усло­
вие (23) — необходимым и достаточным условием консер­
вативности. Свойство консервативности разностной схемы 
совпадает в данном случае со свойством самосопряжен­
ности разностного оператора

Лй _ 1 (ам ^ - а , * Ы Й = . )

в пространстве сеточных функций, заданных на сетке 
(ол =  \Xi =  ih, i = 0, 1, 2, . . . ,  N, h = \ / N }

и равных нулю на ее границе (при i — О, N).
4. Консервативность как необходимое условие сходи­

мости однородной схемы в классе разрывных коэффициен­
тов. Для того чтобы оправдать разумность требования 
консервативности, покажем, что консервативность однород­
ной схемы из некоторого семейства является необходимым 
условием сходимости этой схемы в классе разрывных 
коэффициентов, т. е. из сходимости схемы следует ее кон­
сервативность. Заметим прежде всего, что, поскольку 
речь идет о необходимом условии, то можно ограничиться 
изучением схем для простейшей задачи, например

E ( * W s f )  =  0’ 0 < * < 1’ «(°) =  Ь  и (1) =  0, (25)
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где k (х) — кусочно-постоянная функция
l k lt 0 < х < £ ,

* w - U  к * < 1-
В точке разрыва х — 1 выполняются обычные условия 

сопряжения
[ы ]= и  (£ +  0) — м (£ —0) =  0 ,

[ku']= Ь&' (£ +  0) -  kxu! (1 -  0) =  0 .
Эта задача, очевидно, имеет решение в виде кусочно-ли­
нейной функции

i \  /  1 —  Yo*»

И( ) \  60 (1 — лг),
где уо и 60 находятся из условий сопряжения: 1 — у0|  =  
=  б0 (1 — |) ,  £iY o=M o. так что

V o - i ,  Д . - | + | ( 1 - 1 ) .  (27)

Пусть |  =  х„ +  0/г, 0 < 6 ^ 1 .
Рассмотрим соответствующую однородную разностную 

схему
1 Г и yi+1-yi „ у t у i—i 1 а

Т [  b i h------1 h----- J - U>
i = l ,  2, . . . ,  N — 1, 0o = l .  yN= 0, (28)

где
a i = A [ k ( x i + s h ) \ ,  b{ —  B[k(xi-\-sh)], — l s g s s g l .

Пусть схема (28) аппроксимирует задачу (25); тогда вы­
полнены условия (8)

В [ 1] =  Л [ 1] = 1, B [ s ] - 4 [ s ] = l .
Так как к(х) =  кг при х ^ х п и k(x) =  k2 при х ^ х „ +1, 
то ai — bi =  k1 при 0 < i < n ,  аг =  Ь/ = ^ 2> ПРИ n-\-\<C.i<LN 
и разностные уравнения (28) можно записать в виде: 
Ui-i — 2& +  «/г+1 = 0  при 0 < t < n  и n + l d < N ,  у 0=  1, 
У ы=0,

Ьп (Уп+i -  уп) -  ап (уп -  </„_!) =  0,
^л+1 (Уп+2 0n+l) — Яд+1 (Ул+1 “  t/л) =  0 .

Из этих уравнений следует, что г/; =  1 — yxt при 0 
и 0 / =  б ( 1 — хг) при /г+  1 «St где у и б — коэффици-

3*
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енты, подлежащие определению из тех же уравнений при 
i = n ,  п + 1.

Исключая из уравнений при i = n  и i — n + 1 разность 
Уп+i — уп> получаем

Подставим это выражение в уравнение при i = n  и най-

При помощи линейной интерполяции определим во всех 
точках х  е  [0 , 1] функцию

9(х,  h ) = y l + ^ i (yi+ i - y t )  при 

Тогда будем иметь

Предположим, что разностная схема сходится в С; тогда

| р(х,  h ) - u ( x ) \ - * - 0  при Л- > 0 .

Сравнивая выражение для д(х,  Л) с формулой для и (х), 
получаем: v ^ Y o  и б-*-б0 при h-*-0. Переходя в фор­
муле для y к пределу при h-*~0, видим, что Н ш у = 70

h —► 0
только при условии

Это — необходимое условие сходимости схемы (28).
Зададим теперь исходное семейство схем, определив 

линейные шаблонные функционалы А и В  при помощи 
формулы (14) из п. 2, так что
й; =  а - Л -1 аой; -j- , bi =  P - i£ ;i  +  Po ;̂ 4~ Pi&i+i- (14)

Из этого семейства (линейных, «дискретных») схем выде­
лим множество схем, сходящихся в классе разрывных 
коэффициентов k (х), и покажем, что они консервативны. 
Так как схема обладает аппроксимацией, то коэффици­
енты а* и Ра удовлетворяют условиям (16), которые нам

дем

Y han/bn + * „ + ( 1  -  xn+i) anan+1/(bnbЯ+l)

пр» 0 < д г < { ,  (29)
при I 1.

при A->0. (30)
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удобно записать еще раз

a-i +  ao +  ai =  1. P-i +  Po +  P i= l . (31) 
Рх — Р-i == 1 +  ai — ®-i* 02)

Вычислим а{, bi при i =  n, п + 1 :

йп— (a_i 4" ао) ’’Ь a i^2= (1— ®i) "Ь ®Л ,

Ьп — (\ — Pl)&l +  Pl*2>
дя+х =  а_х^х Н" (®о Н- a i) — а-х*1 Ч" (1 ®-i) »

&n+X =  P-X^l +  (1 —  P-l) ̂ 2-

Рассмотрим разность Она не зависит от h, и потому 
условие (30) заменяется равенством R „ — 0  при любом h. 
Умножая R n на kxjk\  и обозначая t — kilkiy получаем

*((1-Pi)* +  Pi) (P-i/ +  ( l - P - x ) ) -

— ((1 — oti)^ +  «x) (а-х/ +  (1 — ®i)) =  0
или

(1 -  р,) Р-х/»+[РхР-1 +  (1 -  Pi) (1 -  Р-х) -  ®-i (1 -  ®i)] Р + 
+ [ P i  (1 — P - i )  -  “ i “ - i  — (1 —C 6 i) ( l  —  а - х ) ]  t —  а х  (1 -  а _ х )  =  0 .

В силу произвольности t все коэффициенты при степе* 
нях t равны нулю:

(1 —  Pi) P-i*=0, (1-а_х)ах=0,

PxP-i +  (1 -  Pi) (1 -  Р-х) -  а-х (1 -  ах)= 0 ,  (33)
Рх (1 -  P-i) -  аха-х -  (1 -  а_х) (1 -  а,)= 0 .

Последние два соотношения являются следствием усло­
вий (32) и (33). Система уравнений (31) —(33) с учетом 
ограничений (15) имеет однопараметрическое семейство 
неотрицательных решений

P-i =  a 1 =  0, а_х =  Ро =  1—а  0, Pi =  oto> O ^ iX g ^  1,

В самом деле, пусть Ох=р_х =  0 . Тогда из (31), (32) на* 
ходим: Рх =  1 - а _ х  =  ао, р0=  1 - р 1 =  1 - а 0.

Если положить Р_д* 0 ,  а.-х =ч= 1, то в силу условий 
(15) получим частный случай предыдущего решения, соот­
ветствующий а 0 =  0 . Аналогично исследуются и другие 
решения системы (33). С учетом найденного решения
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системы (31) —(33), (15) имеем
а, =  (1 — а0)£,_1+  <*<&. &< =  (1 — «о) £г +  «о г̂+i. (34) 

т. е. 6г =  а|+1.
Таким образом, мы показали, что если некоторая 

схема из исходного семейства (28), (14), (15) сходится 
в классе кусочно-непрерывных коэффициентов, то она кон­
сервативна и имеет вид

} = 1 ,  2.........N — l,
(35)

где
a, =  (l — а 0) k i - i  +  (*ok i, 0 < а 0< 1 ,

oto — произвольный параметр. Эта схема, очевидно, имеет 
первый порядок аппроксимации при любом а0 и второй 
порядок при а 0= 0 ,5 ,  т. е. при а4= 0 ,5  (йЬ 1  +  ̂ ,). Кон­
сервативность является не только необходимым, но и 
достаточным условием сходимости в классе разрывных 
коэффициентов для схемы

Ayt = ^  [a i+1 -  Щ ~  dtyi =  — ф„

t =  1, 2, . . . .  N — l, y0= iii ,  yN= l h ,

соответствующей уравнению (3). На доказательстве до­
статочности мы не останавливаемся.

Приведем в качестве примера неконсервативную схему, 
которая получается в результате почленной аппроксима­
ции со вторым порядком по h уравнения

Lu =  (ku')' — qu =  — ku" -\-k 'u ' — qu = — f.
Такая естественная аппроксимация порождает схему

t. yUl — tyi + yUl г ki+l — h-lVi+l—У1-1 n u — f {OC\ Hi jji — -i 2ft 2A Qm ------ lh (oo)
t =  1, 2 .........N - L

Запишем ее в виде 

где
di=*q(Xi), <p,= / ( * ) ,

. a i= k i  ( к м  — ki-i), b i ^ k i - \ - - f  (ki+i —



Отсюда видно, что Ь{ ^  а1+1, т. е. схема (36) неконсерва­
тивная. Сравнивая с (28), видим, что (36) соответствует 
значениям

а _ х =  -̂ -, с С о= 1 )  oci =  — -f ,  P-i =  — "5“» Р о = 1 *  Pi =  T-
Эта схема, вообще говоря, не является разрешимой. Если 
потребовать, чтобы выполнялось условие

Ы >  4 -1 ki+1 — ki-1 1,

то схема будет разрешимой. В частности, для задачи (36) 
имеем

ап>  0 , Ьп>  0 , ал+1 > 0 , Ьп+1> 0  при - ^ - < ^ < 5 .  

Подставляя в соотношение
Г> bffin+l anart+l  Л

Нп~  ft* ft, ~ и
выражения

и _ „   3/г2 +  t   5fe2—аЛ—  ̂ 4 » ал+1 4 » 0я+1  ̂ »

получаем равенство (&2 — ^х)3= 0 , которое выполняется 
только при k1 =  ki . Таким образом, схема (36) расходится 
в классе кусочно-непрерывных коэффициентов.

§ 3. Методы построения разностных схем

1. Интегро-интерполяционный метод (метод баланса).
Рассмотрим пример построения разностной схемы для 
дифференциального уравнения с переменными коэффици­
ентами:

Lu ==(k{x) u')' — q (х) u(x) = — f  (х). (1)

Будем рассматривать уравнение (1) как уравнение 
стационарного распределения тепла в стержне. Для этого 
уравнения справедлив закон сохранения тепла (уравнение 
баланса), который на отрезке [х111, х(2)] имеет вид

* х{*} х {%)
W (*«>) — W (х<2>) — $ q (х) и (х ) d x + §  f  (х) dx ==0 (2)

$ 3. МЕТОДЫ ПОСТРОЕНИЯ РА ЗН О С ТН Ы Х  СХЕМ 71
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и может быть получен интегрированием уравнения (1) 
по отрезку [х(1), дс(2)]. Здесь W (х)= —& (х) ^  — тепловой по­
ток, k  (х) >  0 — коэффициент теплопроводности, а и(х)  — 
температура.

Воспользуемся уравнением баланса (2) для написания 
разностной схемы для уравнения (1). Пусть © — равно­
мерная сетка с шагом А и xi—i/2 = x t — 0,5/t, х с+1/2 =  
=  Х( 0,5ft.

Напишем уравнение баланса (2) на отрезке [ x r - i/2, 
xi+1/2]:

*<+1/2 *<+1/2
Wi—i/2 — Wt+i/2 — J q (x) u (x) d x -f- J f ( x ) d x = 0. (3) 

*<—1/2 *<—1/2

Чтобы построить разностную схему, аппроксимируем W 
и первый интеграл в (3). Предположим, что н =  const =*щ 
при * i_ i/2 ^x=£S.*j-i-i/2. Тогда 
*<+1/2  ̂ *<+1/2 

^ q(x) и (х) dx ^h d iUi ,  dt = ^  ^ q{x)dx ,  (q(x) SsO). 
*<-1/2 *<-1/2

(4)
Проинтегрируем равенство du/dx=*— W/k на отрезке 

*i]:
Ъ

*<-i

Так как W входит в (3) в полуцелых точках *<+1/2, то, 
полагая W = c o n s t 1/2 при ,>сЬ1  будем иметь



Подставляя в (3) выражения (4) и (5) и обозначая иско­
мую функцию через yt, получим разностную схему, выра­
жающую закон сохранения тепла на сетке

1  |а г+1 -  щ % — ] -  djtfi =  — ф„

или более коротко в безындексных обозначениях

(аУ д х - й у = -  Ф, (7)
где

1 * V /2ф=ф« =  у  \  f ( x ) d x .  (8)
*I—1/2

Коэффициенты разностной схемы (7) вычисляются при 
помощи интегралов по формулам (4), (6) и (8). Если 
коэффициенты уравнения — гладкие функции, то с точ­
ностью до О {hr) a, d и ф можно заменить выражениями

a ,= k ( X i - 1/2), di — q(xi), ф,= /(* ,) .  (9)
Уравнение баланса (2) можно использовать и для 

построения разностных схем на неравномерной сетке. 
Пусть (о — неравномерная сетка и ht = x i  — x i - u  i =  
=  1, 2, . . . ,  N.  Полагая

x t - i/ г = Xi — 0,5Л/, xi + xp — Xi +  0,5h i + 1

и записывая уравнение баланса (2) для отрезка [л:/_ i/2, 
Xi+1/2], получим соотношение (3). Вместо (4) на неравно­
мерной сетке будем иметь

*<+1/2 *1+1/2
)  q ( x ) u { x ) d x ^ h idiuh dt— щ J q (х) dx, (4')

**-1/2 *<-1/2

где h; =  ~  (hi +  hi+1).
Аналогичные исправления нужно сделать и в (6), (8):

1 *' 1 1 

“‘“ l i  5 in k  • <6'>
I *( -i  
j ^ t ‘/2

4‘ =  Tt \  f  W  dx. (8 ')
xi— Ц2.
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Тогда разностная схема на неравномерной сетке будет 
иметь вид

£ = 1 , 2, N - 1.

При достаточной гладкости функций k(x),  q (х) и /(х) 
коэффициенты a, d и ф снова можно вычислять по фор­
мулам (9).

Рассмотрим еще один пример. Построим разностную 
аппроксимацию граничного условия третьего рода для 
уравнения (1). Пусть это условие задано в точке х =  0 
и имеет вид

и'(0) =  хы(0)—£. (10)

По предположению, коэффициент k(x)  в уравнении (1) 
больше нуля. Поэтому перепишем условие (10) в несколько 
более удобном виде

* (0)а'(0) =  х и ( 0 ) - * ,  (11)

где х = и 6 (0 ) , g = g k ( 0). Запись граничного условия 
в виде (11) более естественна, так как теперь в левой 
части с точностью до знака стоит тепловой поток. Напи­
шем уравнение баланса (2) на отрезке [0, Л/2]:

ft/2 А/2

W0- W i f l  -  j q (лг) u (x) d x +  I f ( x ) d x  =  0. (12)
о 0

Из (11) имеем
W 0 = ; - k  (0) «' (0) =  —  ш  ( 0 ) + * .

Подставляя это выражение в (12), получим
Л/2 Л/2

— № i/2= — « « 0 + 5 +  \ q(x) u W  d x +  I f  (x) dx. (13)
0 0

Л/2

Для аппроксимации W \ /2 и jj q (x )u (x )d x  в (13) прове-
o

дем те же самые рассуждения, что при выводе соотно­
шений (4), (5). В результате получим

а&х, o = ( x +  l do )« /o - (g  +  f  Фо) =  йг/о -  g ,  (14)
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где

[
А Т1 9 Ч2 л Н(г

*  * ] .  d° <Ро=т у ( X ) dx.

Эти интегралы тоже можно заменить теми или иными 
квадратурными формулами, например: a i= A (* i/2) =  £j/2>
do =  (7o» Фо=/о-

Легко проверить, что сеточные уравнения (7) с коэф­
фициентами, задаваемыми формулами (4), (б), (8) или (9), 
аппроксимируют уравнение (1) при достаточной гладкости 
его решения и =  и(х)  с погрешностью О (Л2). Сеточное 
граничное условие (14) также аппроксимирует условие (11) 
с погрешностью О (Л2). Очевидно, что при k(x) =  l, 
q(x) =  0 граничное условие (14) совпадает с граничным 
условием в задаче (10) § 1.

2. Метод Ритца. Как уже отмечалось, при построении 
численных методов решения краевых задач с самосопря­
женным оператором желательно сохранить свойство само­
сопряженности и для сеточной задачи. Однако если 
уравнение имеет достаточно сложный вид, а граничные 
условия содержат производные, то написание удовлетво­
рительной самосопряженной схемы может вызвать значи­
тельные трудности. В этом пункте будет изложен метод 
Ритца, который всегда приводит к самосопряженным 
схемам.

Напомним суть метода Ритца. Известно, что всякая 
самосопряженная задача для дифференциального уравне­
ния может быть сведена к эквивалентной задаче отыска­
ния функции, доставляющей минимум некоторому функ­
ционалу. Так, например, нахождение решения краевой 
задачи

/(*)• 0 < л г < 1 ,  (15)

k(0) и' (0) =  х0и (0) — g0, - k ( l ) u ' ( l )  =  K1u ( l ) - g 1 (16)

эквивалентно задаче отыскания функции и(х),  доставля­
ющей минимум функционалу
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где
1

[u, =  (х) и' (х) o' (х) +  q (x )u  (дг) v (*)] dx  +

+  х0ы (0 )у (0 )+ х 1м(1)и(1), (18)
для которого соотношение (15) есть уравнение Эйлера. 
Известно, что если функция q (л:) и постоянные х0, х, не 
отрицательны и q(x) не обращается тождественно в нуль, 
то минимум функционала (17) существует, и минимизи­
рующий элемент и(х)  принадлежит пространству [О, I], 
которое состоит из функций пространства Lt [0, 1], име­
ющих на [0, 1] интегрируемые с квадратом обобщенные 
производные.

Таким образом, если имеется эквивалентная вариаци­
онная' задача и существует минимум ее функционала, то 
вместо того, чтобы строить численный метод приближен­
ного решения непосредственно краевой задачи, можно 
воспользоваться методом Ритца для приближенного нахо­
ждения элемента и, минимизирующего функционал I (и). 
Напомним содержание этого метода. Пусть W есть то 
пространство, в котором ищется минимум функционала* 
/(и ), т. е. пусть функционал I (и) определен на элемен­
тах и е  и элемент ы, на котором достигается минимум
I (и), принадлежит W. Построим последовательность 
конечномерных подпространств V„<^W  и вместо того, 
чтобы искать минимум на W,  будем его искать на Vn. 
Пусть размерность подпространства V„ есть га и т)<л>, i — 
=  0, 1, . . . ,  га— 1, — базис этого подпространства, т. е. 
пусть любой элемент ип s  Vn представим в виде

(19)
(=0

Подставляя это представление ип вместо и в функционал
I (и), получим функцию га переменных а„» ai> •••> an-i- 
Так как мы желаем получить минимум этой функции, то 
числа Oi должны удовлетворять системе уравнений

j |  =  ° , / =  0 , 1 , 2 ..........л - 1 .  (20)

Решив эту систему, мы получим определенные значения 
параметров й0, ах, a„_lf дающие функции /  («„) абсо-



лютный минимум. Подставив эти значения а{ в (19), мы 
получим требуемое приближенное решение

п — 1 

<=0

Для того чтобы при п-+  оо приближенное решение ип 
сходилось к точному решению и, необходимо предпола­
гать, что конечномерные подпространства Vn в некотором 
смысле аппроксимируют пространство W.

Найдем вид системы (20), исходя из конкретного 
функционала (17). Подставляя (19) в (17), получим
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/ (Un) 1

Я— 1 П — 1 "I

2  аА ^ ,  2  а№  г -
1=0 1=0 J

-  \ f  2  d x - S o %  Ъ Tl}"> (°) “ 8i s  ai ^  ( ! )™
о i=m 0 i==0 i= 0

я — 1 л—1

в {  У  а г/а;а/ — ^  (21)
i , l=o  г -о

где

V - V = к л). л п .  <22>

§i =  \ f  (*) Л}п) (х) d x + g 0n\n> (0) +  ̂ ч |л) (1). (23)
о

Дифференцируя выражение (21) по at и приравнивая 
производные нулю, получаем систему уравнений для 
определения at:

я — 1

2  a , f l , - h =  0, 1 =  0 , 1 , 2 .......... я — 1. (24)
/=о

3. Построение методом Ритца разностной схемы для 
уравнения второго порядка. Сказанное выше относится 
к методу Ритца вообще. Наша же цель состоит в постро­
ении с помощью метода Ритца разностной схемы для 
задачи (15), (16). Это можно сделать с помощью специ­
ального выбора конечномерных подпространств Vп и коор­
динатных функций в этих подпространствах. Введем на
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отрезке [0, 1] равномерную сетку а с шагом h = l / ( n  — 1) 
и узлами Xi =  ih, i — О, 1, 2, п — 1.

Обозначим N  =  п — 1. Система (24) будет иметь вид 
трехточечной разностной схемы, если матрица этой системы 
будет трехдиагональной, т. е. если коэффициенты ау 
будут равны нулю при |t  — / | > 1 .  При этих условиях 
система (24) будет классической разностной схемой, если 
в качестве параметров в разложении (19) будут выбраны 
значения функции в узлах сетки й. Матрица системы (24) 
будет трехдиагональной, если координатные функции

подпространства Vn при | i — / 1 з* 2 будут ортогональны 
в смысле скалярного произведения (18). Если в качестве 
координатных функций взять функции, которые
отличны от нуля только при {x — x i l ^ h ,  * е [ 0 ,  1], то 
они будут ортогональны в смысле (18) при |t — / |3 * 2 .

Простейшими функциями указанного вида, принадле­
жащими являются функции

1
0 при Os^XCAf*-!, хг+1* £ х < 1 ,
(х — хг_!)/Л при x t - i ^ x ^ x i ,  (25)

(xM  — x)/h при xt < * s g j r /+1,

для t =  1, 2, . . . ,  N — 1,

(h — x)/h, 0 * ^ x s ^ h ,
0, h sg x  ̂  1,

w  \  0, 0 < jc s S 1  - h .

(26)
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Вид функций Т)( (х) на участках, где они отличны от 
нуля, изображен на рис. 4.

Если в качестве координатных функций взять функ­
ции (25), (26), а в качестве параметров в разложении (19) 
значения функции в узлах сетки, то подпространства 
Vn +1 будут состоять из кусочно-линейных непрерывных 
функций. Эти подпространства при N — 1, 2, . . .  аппрок­
симируют W^. Тем самым система (24) принимает вид

а г>i iUi-L-I- i!Ji" Н i+if/i+i ^ i :== 1, 2, . . . ,  N  — 1, 
а 0. аУо +  «о, 101 — Ро =  0, (27)

&N, N-li/N-1  +  a N, NUN —  P.V =  0.

Вычислим коэффициенты а,7 и р,-. Используя вид функ­
ций и формулы (18), (22), находим

-Х{+ \  X.

\ k { x ) d x +  5 q{x) ( x - x i ^ ) 2dx +
- xt-1 *i-i

+  \ q ( x ) ( x -  xi+1)2dx

h X‘
«о. о =  A"* Jj k (x ) d x  +  \ q  (x) (x -  h)2 dxj  +  x0,

Li

a *, /+i =  a *+i, / == h~2

k (x ) d x  +  J q{x )( x— \ - \ -K fd x  
h 1 - f t

+  И1*

xi+1
— 5 Л (л:) dx +

(28)

xi+1 T
+  5 ?(*) (*i+] - * )  ( * - * ; )  </* ,

*i J
r. *i+1 1
S f  (x) (x -  х , л) dx +  $ /(x) (xi+1- x ) d x | ,

Xi J

4
\

‘г-1
p f = / r x

Po=A_1$/(x) (A-*)dX-f  g,0>

Pjv h 1  ̂ /(* )(*  1 + /i)
l-f t



80 гл. И. М ЕТОДЫ  П О С ТРОЕНИЯ РА ЗН О С ТН Ы Х  СХЕМ

Введем обозначения:
*< xi

ai — hr1 J k (х) dx — hr1 $ q (x) (xt — x) (x — x^i )  dx, 
xi-1 *i-i

i =  1, 2 .........N.
Г *i xm

di=hr* I q(x)(x  — x i- l)dx-\r $ q(x) (xi+1 — x) dx
Ц - 1 xi

t =  l ,  2, N -  1.

d0= 2/г 2 J ^ (x) (A — x) dx,
0

1
dN — 2hri  ̂ <7 (л:) (x — 1 -f- /г) dx,

(29)

i - а

(ft =  h-% = ^hr9

*i+l
- x )  dxj,

t =  1, 2, N - U

ф0 =  2/ г 2 J f  (x) (A — x) dx,

Флг =  2A-2 J /  (x) (x — 1 +  A) dx. 
l -ft

Используя обозначения (29) и вид коэффициентов а г/ и 
р/ согласно (28), систему (27) можно записать в виде

(аУ х)х~dy=*— <ф(*), x = h ,  2Л........ 1—Л,
a ^ .o = ( « o  +  0,5Ado)|/o —(^о +  0»5Лфо), * = 0 ,  (30)

— «лг^лг— (и! +  0,5hdN) yN -  (g{ +  О.бАф^), х =  1.
Легко проверить, что если коэффициенты k(x) ,  q (х) и 
f  (х) достаточно гладкие, то ah dt и % отличаются от 
k (Xi — 0,5А), q (х/) и f  (х,) соответственно на величину О (А2). 
Исключение составляют d0, dN, ф0 и срд', которые отли­
чаются от соответствующих значений коэффициентов q (х) 
и /  (х) на величину 0(h).  При таком выборе коэффициен­
тов аппроксимации уравнения и левого граничного усло­
вия (30) совпадают с ранее построенным методом баланса 
аппроксимациями (7) и (14). Тем самым разностная задача



§ 3. М ЕТОДЫ  ПОСТРОЕНИЯ РА ЗН О С Т Н Ы Х  СХЕМ 81

(30) аппроксимирует задачу (15), (16) при достаточно 
гладких коэффициентах с погрешностью 0(Ла).

Если коэффициенты k(x)  и q{x) постоянны, то at и dt 
можно найти в явном виде

h2Oi— a = k — g- q, di =  d =  q.

4. Построение методом Ритца разностных схем для 
уравнения четвертого порядка. Рассмотрим еще один при­
мер построения разностной схемы с использованием метода 
Ритца для вариационной задачи. Построим разностную схе­
му, аппроксимирующую краевую задачу для простейшего 
обыкновенного дифференциального уравнения четвертого по­
рядка с так называемыми главными граничными условиями.

Рассматривается задача:
u lv ( x)= f(x ) ,  0 < * < 1 ,  (31)

ы (0 )= ы ' (0) =  и(1) =  и ' (1 )= 0 . (32)
Нахождение решения задачи (31)—(32) эквивалентно оты­
сканию такой функции и (х), удовлетворяющей условиям 
(32), которая доставляет минимум функционалу 

1 1
/  (и) гт  ̂( и у  dx — 2 \ f ( x ) u ( x )  dx. (33)

0 о
Известно, что минимум функционала (33) при условиях 
(32) существует, и минимизирующий элемент принадлежит 
пространству [0, 1], которое состоит из функций про­
странства Z-a [0, 1], удовлетворяющих условиям (32) и 
имеющих на [0, 1] интегрируемые с квадратом обобщен­
ные производные первого и второго порядков. Тем самым 
при использовании метода Ритца для приближенного оты­
скания решения задачи (33) в качестве V„ следует брать 
конечномерные подпространства Если, как и раньше, 
Л^Ч*), t = 0, 1, 2, п — 1, есть координатные функ­
ции в 7 , и а( — коэффициенты разложения (19), то для 
нахождения а{ снова получим систему (24), но на этот раз

°-а— а п —
о1

=  (x)dx,
о

Л Г
dx2

d \ f '  
dx2 dx,
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Снова на [0, 1] введем равномерную разностную сет­
ку. Приближенное решение задачи (31)—(32) нам нужно 
найти лишь во внутренних узлах сетки а ,  т. е. на to =  
=  {Xi =  ih | t =  1, 2, 3.........W - l} .

Д ля того чтобы из системы (24) можно было получить 
разностную схему, нужно, чтобы по крайней мере часть 
коэффициентов а,- в (19) была значениями сеточной функ­
ции в узлах ю. При этом координатные функции не могут 
быть отличными от нуля более, чем в одном узле сетки, 
так как в противном случае значения функции в узлах 
сетки не смогут быть параметрами. Более того, ограни­
читься параметрами, являющимися значениями функции 
в узлах сетки, не удается, так как подпространства V п 
в этом случае не будут аппроксимировать №\. Именно, 
при помощи таких семейств не удается равномерно при­
близить производные, что необходимо для аппроксима­
ции

Следовательно, число параметров (а тем самым и коор­
динатных функций) необходимо увеличить. В качестве 
дополнительных параметров можно взять значения про­
изводных искомой функции в узлах сетки. Тогда система 
(24) будет содержать в качестве неизвестных не только 
значения искомого решения в узлах сетки, но и значения 
первых производных в тех же узлах. В связи с этим (24) 
не будет уже разностной схемой в классическом понима­
нии, но такая разностная схема может быть получена 
отсюда путем исключения дополнительных неизвестных.

Итак, положим n= *2(N— 1), а в качестве парамет­
ров at возьмем величины: у и уг, . . . ,  y ^ - i  и vlt v2, . . . ,  vN^ .  
Пусть первая группа параметров является значениями 
искомого решения в узлах сетки <о, а вторая группа — 
значениями первой производной в тех же узлах. В преды­
дущем примере в качестве подпространства Vn мы брали про­
странство кусочно-линейных (линейных на каждом интер­
вале [хг_1( х^)  непрерывных функций. На этот раз такое 
подпространство мы брать не можем, так как эти функции 
даже не принадлежат W\  [0,1] из-за наличия разрывов первых 
производных в узлах сетки со. В качестве Vn можно брать 
пространство кусочно-полиномиальных (степени больше 
единицы) непрерывных и имеющих первые непрерывные 
производные функций. Напомним, что размерность про­
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странства V п мы уже зафиксировали равной 2 (N — 1) =  п. 
Если мы попытаемся взять в качестве V„ пространство 
кусочно-квадратичных (квадратичных на каждом интер­
вале [х*_ь  я,]) функций, обладающих требуемой гладкостью, 
то это нам не удастся сделать, так как это пространство 
будет иметь размерность N — 2 (N парабол второго порядка 
имеют 3N  коэффициентов. Чтобы удовлетворить граничным 
условиям (32) и обеспечить непрерывность функций и их 
первых производных в узлах сетки ю, требуется 2 (N +  1)

условий). Но в качестве V„ можно взять пространство 
кусочно-квадратичных функций из W\, которые на каж­
дом из интервалов [дг|_|, х(] представляются двумя парабо­
лами. Размерность этого пространства будет уже 2 (N — 1). 
В качестве V„ можно взять также пространство кусочно­
кубических (кубических на каждом из интервалов [хг_х, х,]) 
функций ИЗ IFj.

Смысл коэффициентов at в разложении (19) мы уже 
определили, и, следовательно, базис в Vn определяется 
однозначно. Он состоит из функций двух типов, которые 
мы обозначим через ц( (х) и & (х). Пусть коэффициентами 
в разложении (19) при функциях (х) служат параметры у {, 
а при £г (х) — параметры vh Тогда координатные функ­
ции г); (х) должны обращаться в нуль во всех узлах 
сетки о», кроме узла хг, в котором функция т)* (х) должна 
принимать значение единицы. Первые производные функ­
ций т), (*) должны равняться нулю во всех узлах сетки со.
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Координатные функции & (х) должны обращаться в нуль 
во всех узлах сетки и иметь производную, равную 1 
в узле xt. В остальных узлах еа первые производные & (х) 
должны обращаться в нуль. Легко проверить, что в ука­
занном выше пространстве кусочно-кубических функций 
базис задается функциями

%(*) =

£< (*)

О, 0  * ,• - ! , Х ,+1 X SC  1,

- 2 ( ^ ) 3 +  3 ( ^ 1 ) 2 , x^x^xt, ( 3 4 )

2 (£= T ±1)3 +  3(£ZF ±1)2«
О,  0 ^ х ^ х г_х ,  x , + i C x s £ l ,

h (X h ~ ' j  ~ h {~" h " )  • x i - i ^ x ^ x i>  (35)

H { j~ h ‘+1 )3 +  k  (X~ h +1 J  - < * < * < + 1.

В указанном выше пространстве кусочно-квадратичных 
функций базис есть

О, O ^ x ^ x t - u  х/+1< х < 1 ,  

2 ( Д?~ й <~1)2. * < -1< х«£*г — 0,5h,

- 2 (н Г * ) 2 + 1 ’ * i - 0 , 5 f t  < * < Д Г |  +  0 , 5Л , ( 3 6 )

2 {Х~ Н П )2’ *t +  0 J 5 h < x < x M ,

0, 0 < x = s

—  2Л ^  _  Х‘~

= Xt-1, *й-1 1,

x i - i < . x ^ x t  — 0,5ft,

2й
_3_
2А

^ X h (37)

* — =*£*<*« + 0,5Л,

(х -  х/+1) 2 f х, +  0,5Л sg х <  х/+1.

Вид функций (34)—(37) изображен на рис. 5 а и б.



Итак, приближенное решение задачи (33) будем искать 
в виде

ЛГ—1
И N (X) =  2  (УМ‘ (*) +  х &  (х)). (38)

1=1

Подставляя (38) в (33), получим 

I (“n ) “  j [  .2  М +  v&  W)] d x  ~  1

-  2 J f (дс) 2  (УЛ  (*) +  v ih  (*)) dx—
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1 Л Г-1

=  5 2  (W fa 7  +  2^0/1<С/ +  ViViUl’i) d x -
0 i, /— 1

- 2  $/(*) 2  to<4i +  Oib)<te=»
0 t =  l

ЛГ— 1 N — 1

=  2  (аф У !  -f Ъ<з.цУР, +  at/ViVf) — 2 2  (P#i +  Рг )̂> (39) 
/./=1 

где
i l

<*//=<*/; =  ) Л/Л/ dx> =  dx,
О о

1 *’
«</ =  $ Л<£' dx, рi =  $ /  (х) % (*) dx, (40)

0 о
1

$i =  \ f ( x ) t i ( x ) d x ,  £ = 1 , 2 .........ЛГ-1.
О

Дифференцируя (74) по уг и vt> i =  1, 2, . . . ,  W — 1, и при­
равнивая полученные производные нулю, получим систему 
для определения y t и vt

N -  1

2  +  “ Vy/ ) - Рг=°>
/=1

(41)
А/ — 1 __ ^

2  («/!»/+«у»/)  -  Pi= °» / = 1 ,  2 , Л Г —1.
/ = 1
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Перепишем эту систему в виде
AU =  F ,

где U =  ̂  j — искомый вектор, F =  ̂ jj-j — заданный вектор, 

А =  ̂  а, =  j  — клеточная матрица, элементами которой 

являются матрицы
«=(<*//)» а =  (а,7), й' =  (ауг). а=(а,7). 

Транспонированная матрица имеет вид

Л ' = ( “  5 ) ,\а' ос/
то есть матрица Л является симметричной матрицей.

Вычислим значения коэффициентов а у, а,-у, Щ.  Из 
(40), используя вид функций % (х) и & (х), согласно (34), 
(35), находим:

а г,* =  24/Л2, Я« =  0, а н = 8/Л , f =  1, 2, . . . ,  /V — 1, 
а/, <+i =  а /+1,( =  — 12/Л8, а г, г+1 =  6/Л2, 

j  6/Л2,
ам +г  =  а /+м  =  2/Л, t =  1, 2 ,  . . . ,  W  — 2 ,
а у = й у = а / у = 0 ,  | t — /  | 2.

Тем самым систему (41) можно записать в следующем 
виде:

h3I, (у, а) =з 2t/i_i -  4г/; +  2*/i+1 +  Лаг_1 -  hvi+1= -----g -fr ,
Л2 -

/Иг (у. v) =  3 г̂_х — Зу(+1 +  Лг»|_1 -J- 4fiVi +  hvi+1= ~7f Рь

t =  2, 3 .........Л Г -2 ,
Аз

k(y> v)=s —  4yi +  2г/2 — hv2 = -------------------------------g -p b  (42)
A3

^ -1  (*Л У) =  2̂ /дг_2 “  4(/^_x +  Лу^-2 = ---- 0“ PiV-l>
h2 -mx (г/, у) в  — 3#2 +  4/wi +  hv2 = pi,

/Wtf-i (*Л *0 — Зу^_2  +  Л̂ЛГ-2 +  *hvN-i =  -у- PjV-1*

Для удобства сравнения полученной схемы с обычной 
разностной схемой, исключим из (42) функцию р*. Легко
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проверить, что
U-1 +  4 U +  /*+1 — mi-1 +  m*+1 =  —- tji- 2 +  4#г+1 — +

+  4#/+1 — ̂ +2 =  — (PfV! +  4Р; +  Р;+1) ----g- (fjt_X — P/+l),

t =  3, 4, N — 3,
11 +  4̂ 2 4“ 4 “ т з =  4̂ /1 6t/2 4* 4f/3 — f/4=

=  -  I T  (Pi •+ 4ps +  ps) - £  (Pi -  Рз). 
7ll +  2li — ml +  2m2^ — l8y.i-\-9y2 — 2ys=‘

=  -  X  (7pi +  2pa) — iJ- (px -  2p,), (43) 

In -  8 +  4/лг_а +  In -i — ^лг-з +  /Ялг-i — ~  Улг-4 +  4#лг-з—6г/дг_2 +
ЛЗ /г* / -  ч

+  4 /̂лт-1= ---- 0~ (Рлг-8 +  4Р л г -2 +  Р л г -i) —■у  (Рлг-8 — Pw-i)»
21n- г +  7 /jv-i —  2тц-г 4 *  /ялг- i  =  —  2г/лг_3 9  ую-г — 1 &Уы-1 —

- - ■ j -  (2рлт-а +  7рлг-1) -  у  h* (2р„_2 -  рлг-х)-

Используя введенные ранее обозначения для разностных 
отношений, запишем систему (43) в виде разностной схемы

У =  ф (х), x = 2 h , ЗЛ, . . . .  1 —
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I =  2, 3, . . . , N - 2 ,

*<*>-sr{j /м[- Н (т)*+ |8(т)>+ 
+[ 'И |7(т )’- 10(т)’+24(т )’+

+ 12 ( т ) ’]  *  -  2 |  /  W  ( n r f  i x .

( 1—2h
2 [ f ( x ) [ ^ ± ^ f d x +  (45")

1—ЗЛ

+ T'w[14£4 y)’- 17(i^ )* +l2(£:T“ )‘+
1 — 2 h

+*4 № )> + , i /  м [>1 № 18 (т)’])
Если в методе Ритца в качестве координатных функций 
взять функции (36), (37), то разностная схема будет иметь 
вид

УЫх= У (*)» * = 2Л, ЗА, . . . ,  1—2Л,А , 5Л*
^ (0 )—0, ух 2 Ухх^~ 16 ^*** 

г /(1 )= о ,

7Л»
, - А==1 б '(Р(/1Ь (46>

7Л* _ ,,
—  - я г  * < '- * > •

где <р(я) определяется формулами, аналогичными форму­
лам (45). Можно проверить, что при достаточной глад­
кости решения задачи (31), (32) разностная схема (44) 
имеет погрешность аппроксимации О (А4). Схема (46) имеет 
погрешность О (Л2).

Заметим, что, в отличие от задачи (41), схемы (44) и 
(46) не являются самосопряженными. Этот дефект схемы 
появился в результате исключения неизвестных vt из 
системы (42).

5. Методы аппроксимации функционала. При построе­
нии методом Ритца разностной схемы для уравнения чет­
вертого порядка (задача. (31), (32)) мы столкнулись с тем.
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обстоятельством, что получаемая система уравнений со­
держит уравнений (и неизвестных) в два раза больше, чем 
число узлов сетки. В приведенном примере эти «лишние» 
неизвестные удалось исключить, но матрица полученной 
системы оказалась несимметричной. От этих неудобств 
свободен описываемый ниже метод аппроксимации функ­
ционала. В этом методе также исходят из вариационного 
функционала, но аппроксимируют не пространство, в ко­
тором ищется его минимум, а сам функционал. Если 
аппроксимация выбрана удачно, то этим методом можно 
построить хорошие разностные схемы.

Рассмотрим два примера построения разностных схем 
методом аппроксимации функционала. В качестве первого 
примера построим разностную схему для задачи (15), (16). 
Будем исходить из эквивалентной задачи отыскания мини­
мизирующего элемента функционала (17).

Д ля построения приближенного метода минимизации 
функционала (17) заменим интегралы, входящие в его 
выражение, квадратурными формулами, а производную — 
разностным отношением. Точнее, пусть © — равномерная 
сетка на отрезке [0, 1] с шагом А. Заменим первый интег­
рал в выражении (17) квадратурной формулой централь­
ных прямоугольников, а два следующих интеграла — 
квадратурными формулами трапеций. Значение производ­
ной, которая берется в точках xt — 0,5А, где xt — узлы 
сетки, заменим следующим разностным отношением:

« ' (х) \Х=Х1- 0М ~ “; , 1=  .

В результате получим
N

h  (у) = 2 к {х‘ -  ° '5h) + 4 ( ? ( ° ) ^ о +

+  Я  (1) У Ь  -  2/ (0) у 0 - 2/ (1) У п )  +
JV — 1

+  2  [<7 (*;) у! —2/ (*;) yi] h +  щу1 +  (47)
L = 1

l h (у) есть функция (N + 1 )  переменных уи и для того 
чтобы найти уравнения, определяющие точку ее мини­
мума, нужно приравнять нулю первые производные этой 
функции по y t. Для t = l , 2 ,  — 1 — имеем следующие
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(49)

уравнения:

~ ^ k ( X i  +  0,5h) (ум  - y t) + Y k (*t ~  у )  (Hi -  Vi-1) +  
-\-2q(x{)hyt — 2hf(xt) =  0, t =  1 , 2 .........N — 1, (48)

при i =  0 и t= /V  получим соответственно

“  T  k  ( 4 )  ^  +  hq ^  y° “  hf  +  2коУ° “  2^o= 0 ,

^ k ( \  — y j  (*/лг — «/jv-i) +  f t< 7 ( l)^  — h f ( \ )  - f

+  2x 1</JV- 2g 1 =  0 .

Умножая (48) на (—1) и деля на 2ft, находим, что

- ч М т — /М г -1,2.лг-1. (50)
Соотношения (49) разделим на 2:

k  ( т )  ^  “  (*0 +  т  * (0)) *0 -  (*0 +  4  /  (0)),

-*(1-т)£̂ г£1-(^+т^1))^- (51)
— (gl +  y / 0 ))-

Легко проверить, что разностная схема (50) совпадает 
с разностной схемой (7), построенной ранее методом ба­
ланса, если коэффициенты в (7) взять согласно (9). Ана­
логичное совпадение с граничным условием (14), постро­
енным ранее методом баланса, имеет место и для первого 
из граничных условий (51).

Рассмотрим еще один пример построения разностной 
схемы, но теперь уже для простейшего обыкновенного 
уравнения четвертого порядка с так называемыми естест­
венными граничными условиями:

u lv +  qu*=f(x), 0 < д с < 1, 9 = const,
и"(0) =  ит (0) =  м"(1) =  ы* (1) =  0. ( ’

Задача (52) эквивалентна задаче об отыскании элемента
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и (х), минимизирующего функционал

1 1
I  (и) =  \ ((«")* +  <?«2) dx — 2 \  u ( x ) f  (a:) dx. (53)

о о

На этот раз все интегралы будем аппроксимировать при 
помощи квадратурной формулы трапеций, причем при 
аппроксимации интеграла от (и” (х))2 воспользуемся гра­
ничными условиями (52), т. е. условиями и" (0 )=ы "(1)=0.

Заменяя теперь ы" на второе разностное отношение 
и , получим следующую аппроксимацию функционала
(53):

I h ( y ) =  2  {yir- ~ % i+ytJrlJ h +  2  Ш - Щ ( х 1) У д к +
i= l

+ 4  [чу1 +  qyb -  2f  (0) Уо -2 /(1 )  г/дг].

Продифференцируем I h (y) по y t и получим разностные
уравнения для отыскания уг\

(Ум — tyi - i  +  Уд — р  (У<-г ~  2г/г -|- <//+1) +

+  р- (yt — 2 у м  +  У1+2 ) +  2hqy t — 2hf (xi) =  0 ,  

<‘= 2 ,  3, . . . ,  N — 2,

- ^ ( y 0- 2 y 1 +  y2) +  ̂ ( y i - 2уг +  уа) +  2 (qyг - 2 / (Л)) =  0,

£  (i/ о -  2г/х +  й )  +  Л<7«/0 -  hf  (0) =  0 ,

£3 (УЛ̂ -З — 2#ЛГ-а +  t/jV-l) — Jf (УЛГ-2 — 2«/jV-1 +  i/лг) +

+  2 (?Улг-1 — 2Л/ (1 — /г)) =  0, 

(^лг-а — 2#лг-х +  #лг) +  —Л/ (1) =  0 .

Умножая полученные соотношения на подходящие выра­
жения и используя введенные ранее обозначения для
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разностных отношений, будем иметь 

y x *+ % qy = % f>  x = 0 f

У х ^ ~ т У х х + нЯУ=М> x = h ,

УЫх +  W ^ f ’ x = 2 h ,  3h .........1—2h, (54)

+  x = \ - h ,
■ Ла A2 f ,У}£ + -2<}У=2!' X==1-

Это и есть разностная задача, аппроксимирующая задачу 
(52). Д ля того чтобы убедиться в том, что ее погрешность 
аппроксимации есть величина О (Л2), необходимо сначала 
вместо второго и предпоследнего соотношений написать 
линейные комбинации первого и второго уравнений и пред­
последнего и последнего.

Именно, вместо второго имеем:

Ухх'х (h) +  кЯУ W +{<?!/ (0) =Л/ (Л) +  J- f (0), 
а вместо предпоследнего:

- ^ ( 1 - А ) + А < 7 0 ( 1 - Л ) + 4 ^ ( 1 )  =  Л /(1 -Л ) +  у / ( 1 ) .

Используя теперь формулу Тейлора, убедимся в том, что 
действительно погрешность аппроксимации задачи (54) 
есть О (И,2).

6. Метод Бубнова— Галеркина. Очень близким к изло­
женному в п. 2 методу Ритца, но имеющим несколько 
более широкую область применимости, является другой 
проекционный метод —метод Бубнова —Галеркина. Этот 
метод применим и тогда, когда задача не является само­
сопряженной или знакоопределенной. Рассмотрим метод 
Бубнова —Галеркина на примере следующей задачи:

+  / « •  ° < ' < ' .  (66) 
k  (0) и '  (0)=ХоМ (0) —go, — k  (1) и ' (1) =  «!« (1) — g t .

Напомним (см. § 2 гл. I), что обобщенным решением 
«•дачи (55) называется функция и (х) €  W'i [0, 1], которая
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при любой функции v (х) е  [О, 1J удовлетворяет интег­
ральному тождеству
1
$ (ku 'v’ — ru'v +  quv — fv) dx +
0

+  х„ы (0) о (0) +  »*!« (1) о (1) -  g0v (0) -  g lv (1) =  0. (56)

Пусть, как и прежде, Vп есть последовательность конеч­
номерных подпространств пространства Н?£[0, 1]. Будем 
искать приближенное решение ип (х) е  Vn задачи (55), 
удовлетворяя тождеству (56) на функциях v„ (х) е  Vn. 
Пусть а  —равномерная сетка на [0, 1] с шагом h = l / N ,  
и Vn — введенное ранее пространство кусочно-линейных 
непрерывных функций, а (х) — его координатные функ­
ции, задаваемые соотношениями (25), (26). Как и раньше, 
приближенное решение uN+i (*) будем искать в виде

«лг+1 (х) =  2  + | ) М - (57)
/=о

Полагая
v (лг) =  + 1 > (х)

и подставляя в (56) вместо и (х) выражение (57), имеем:
N  ,1

2 IJ [*(x)y>£;4\N + ') ^ v k N+l)- r ( x ) y j ±r\<jN+»r\W+»+  

+  Я (х) y(t\\N + l)r\)N +l) — f(x) т]^ +1)] ^  +

+ * M N+l) (°) “ (°)+ W } w+1) (1) +,) (1) -

(0) — g1r1j/v+ I> (1 )}= 0 .

Учитывая вид (25), (26) координатных функций г^(х), 
отсюда получаем систему уравнений

at, i-if/i-L +  «i, 1У1 +  а (, i+m+i -  Р<—0,
/ = 1 ,  2, . . . ,  N - 1 ,  (58)

®о. оУо +  <*о, — Pi =  0» «лг, n - i3Jn - i +  «лг, nVn  — Р#“ 0,
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i
— J k (x )dx  +  J (x — xt-i) r (x) dx +

Ul
*i I

+  $ (xi - x ) { x - x t- l) q ( x ) d x  , {

a u = h

Xi-1
*1+1 Xi

*i+i XM
— \ k (x ) d x  — J (xM  — x ) r ( x ) d x +  

*i xi

5 k  (x) dx — \ (x — x l-1) r ( x ) d x +
*<-i xi-1
Kt+1 xt

+  \ (xM - x ) r  (.x) d x - f  5 (x—Xj-i)2q (x) dx +  
xi  xi-1

*(+i 1
+  S (xi+i - x ) 2q(x) dx I,

*i J
Г *(+i *i+i

«г, г+1= Л“2

*/+1
-j-  ̂ (x — X]) (Xj+i — x) cj (x) dx , i =  1» 2) •••» N  1 >

xi
«0,0 =

r-A ft h -I
=  h-2\ \ k ( x ) d x + \ ( h - x ) r ( x ) d x  +  \ ( h - x ) * q ( x ) d x U - K 0,

h~2\  — [k  (x) dx — \ (h — x) r (x) d x +  \ x ( h  — x)q  (*) dx1, 
L o o  о J

Г 1 1
VN,N-I=h-2 -  $ k ( x ) d x +  I ( x - l  + h ) r ( x ) d x +

L 1— h 1—h

+  $ ( l - x )  ( x - l  +  h.) q (x) dx^,

<*N,N=*h-2\  $ k ( x ) d x -  $ (1 - x ) r ( x ) d x  +
Li- л  i-/i

+  l (1 - * ) •» ( * )  ^ 1  +  Xi,
»-* J

«0,1 =
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* 1+1

Р i= h - 1 $ (x — xi-1) f ( x ) d x +  $ (xM - x ) f ( x ) d x
Ц_, *t

t== l, 2.........N -  1,
h

h = h ~ 1[ ( h - x ) f ( x ) d x + g 0,

1
Pi =  h~l $ ( x - l + h ) f ( x ) d x + g 1.

I—h
Если ввести обозначения:

X;i
at =h~ J k (x) dx — J (Xi — x)(x  — Xi-i) q (x) dx

i-i

d i= h -

t = l ,  2 .........N ,
xiyl

$ (x — xh l ) q (x )dx  +  $ (xM - x ) q ( x ) d x
*i-1 xi 

t =  l, 2, N -  1,
xi

b t = h r 2 $ (* — Xi^) r (x) dx, t — 1, 2, . . . , N ,
*i-1 
xi+i

bt=h~* I (xi+1- x ) r ( x ) d x ,  t =  0, 1..N -  1;

\
d0 =  2 /r2 J q (x) (h — x) dx,

0
1

dN =  2hr2 J (* — l+A)<7(*)d*>

*(+! 1
5 (x— xi-i) f  (x) d x +  I (xi+1 -  x) f  (x) dx I, 

*. J

l 

5t-Л

Ф< =  Л-1р/ =  А-1 S«
ii-i

i = l ,  2....... JV-1,

Фо == 2ft~2 [(h — x ) f  (x) dx,

I
<Рлг =  2к~* I ( x — 1 + h ) f ( x )  dx, 

1—A
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то систему (58) можно переписать в виде
(ayic)x+b+yx + b~yt — dy*= — Ф> x==h> 2 А , 1— ft,
(cii +  bth)yx = ( x 0 +  0,5hdo) у  — (go +  0,5ft<p0), x =  0, (59)

— (aN — hb~N) y- =  (xx +  0,5hdN) y  — (gi +  0,5h<pN), x =  1.
Если r (x) =  0, то, очевидно, задача (59) полностью совпа­
дает с задачей (30). Если коэффициенты k(x),  g(x)  и г (х) 
постоянны, то at, di, bj  и bf  можно найти в явном виде

at =  a =  k — ^  q, di =  d — q, b j — b t = - j .

7. Метод аппроксимации интегрального тождества.
Этот метод находится в таком же отношении к методу 
Бубнова —Галеркина, как метод аппроксимации функцио­
нала к методу Ритца.

Метод аппроксимации интегрального тождества кратко 
проиллюстрируем на примере построения разностной схемы 
для задачи (55). Интегральное тождество (56), опреде­
ляющее обобщенное решение задачи (55) на равномерной 
сетке а , аппроксимируем сумматорным тождеством:

7 *= 1
N — \

+  2  [ ~  r (m i  5 h U1) Vi~>rq М  y‘Vl~ f  М  Pf]  h +

+  4 ^ y°Vo — /  (°) y0 +  ? (1) ysVN — f  (1) vN] +
+  ЩУоЩ +  k^ nVn  -  Sovo — giV/t =  o.

В этом тождестве о* — произвольная сеточная функция. 
Выбирая ее равной единице в одном из узлов сетки и 
равной нулю в остальных узлах, получим уравнение в той 
точке, где vi отлична от нуля. Перебирая таким образом 
все узлы, получим следующую разностную схему:

(k (х  -  4 )  у ; )я + r ( x ) y i - q ( x ) y =  —  f  (х), ДГ6ЕЮ,

( * ( 4 )  +  h ^ - )  у х =  (х „ +  4  Я (0) ) У ~  (go +  4  / (°)) * * = 0’

-  (fcji -  4 )  -  4 r (1) ) ^ = ( к1+ 4  q ^ ) y ~  (g i + 4 / ( 4
х =  1.
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8. Повышение порядка погрешности аппроксимации на 
решениях аппроксимируемых уравнений. В § 1 были при­
ведены примеры двух разностных схем (6) и (7) для урав­
нения (5), которые отличались лишь аппроксимацией
правой части, но первая из них имела погрешность О (Л2), 
а вторая О (А4). Опишем способ построения схемы (7) § 1. 
Для уравнения

LU£3U* =  — f  (х) (60)

напишем сначала простейшую аппроксимацию

LhUi—У и~  =  — Ф<» Ф<“=/(*г).

и вычислим ее погрешность в предположении, что и (х) о  
е С (в). По определению

1))(х)=1Ли +  ф,
а

Lhu =  Lu +  ̂ L 3u +  0  (А4), (61)

и, следовательно,

4>(*) =  ̂ L 2« +  0(A4). (62)

Из (60) находим', что L2« = — Lf. Подставляя это значе­
ние 1?и в (62), получим, что

'I’ W  +  S f  (*) =  0(А4). (63)

Из (63) следует, что для написания разностной схемы,
имеющей погрешность аппроксимации О (Л4), достаточно, 
чтобы погрешность аппроксимации -ф (х) этой схемы пред­
ставлялась в виде

\ p ( * ) = t ( * ) + ^ /"(*),

где г|> (х) определяется соотношением (62). Написать схему 
с такой погрешностью просто: в качестве правой части 
этой схемы нужно взять функцию

ФМ = Ш + ^ Г  (*). (64)
4 А, А, Самарский, В. Б, Андреев
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и эта схема будет иметь вид

£*0— — Ф(*)-

Ясно, что без уменьшения порядка погрешности аппрок­
симации в (64) вместо /" (х) можно поставить второе раз-
ногтное отношение функции f  (х), т. е. f-x (ж), Ф = / + jj/i* -

Точно так же можно построить указанную в § 1 раз­
ностную аппроксимацию (10) граничного условия треть­
его рода в задаче (8) § 1. Заметим, что эта аппроксимация 
была уже построена методом баланса. Снова напишем 
простейшую аппроксимацию этого условия:

l h y = ^ j ^ = m - V o ,  v0= g 0.

и вычислим ее погрешность:

“  к“°+ v° ™

-  В' ( 0 ) + 4  «' (0) -  Ш  (0) +  g0+  о  (Л*) -  J  и"  (0) +  <О  (А*).

Из уравнения (8) § 1 имеем и*  (0)=—— /(0 ). Тем самым

Ъ о + jf  (0) - О  (А*). (65)

Из (65) видно, что для написания разностной аппрокси­
мации с погрешностью О (Аа) достаточно правую часть v0 

выбрать равной v0= |f 0 +  | f 0,

o - v 0.

Рассмотрим еще два примера повышения порядка по­
грешности аппроксимации схем (для уравнений с посто­
янными коэффициентами). Сначала возьмем уравнение

u " - q u  = — f(x),  (66)

где <7= const. Простейшая аппроксимация этого уравнения 
имеет вид

L'hU=yxx — ЯУ ^ —  Ъ  Ф—/М -
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Ее погрешность 

г|э (x) =  Lhu +  q>=«
-  и" (х) +  ̂ 2 u'V(X) +  0 ( V ) - q u + f = ĥ u ' v  +  0  (А«).

Из уравнения (66) находим, что
a iv „  qu" (д) -  f ” (х) =  q*u -  q f - f ”.

Подставляя это значение u IV (х) в выражение для ф (х), 
получим, что

* ( x ) - Y 2 (q2u - q f - n  =  0(h*).

Как и раньше, отсюда следует, что для написания 
разностной схемы, имеющей погрешность аппроксимации 
О (Л4), достаточно, чтобы погрешность аппроксимации этой 
схемы представлялась в виде

♦  ДО “  5  (<72« - < # - /" ) •

Теперь уже недостаточно изменить только правую часть 
схемы, а нужно менять и коэффициент при у. Ясно, что 
разностная схема, имеющая погрешность аппроксимации 
О  (Л4), может быть взята в виде

Ухх~ я( 1 + Т 2 ^ ) ^ ~ —' { / + 1 2 ^  + /* )]•

Наконец, рассмотрим уравнение

u" +  ru' — qu =  —  f (x),  (67)

где г = const и <7= const. Весьма очевидна следующая 
аппроксимация этого уравнения:

у~ хх+ т г  (у * + Ух)  -  я у — f-

Вычислим погрешность аппроксимации этой схемы: 

и" +  й  И‘У + ru' +  Н§ ru 'n -  qu + f  +  О (А4) =

■ = ^ (H‘v +  2 r«" ')  +  0(A4).

4*
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. Из уравнения (67) находим, что 

и '” =  (га - f  q) и' — rqu+ rf  —
uiv =  — (rs +  2 rq) и'  +  (r2q +  q*)u +  r f  - q f - f  —  r2f.

Подставляя эти значения и'" и u lv в выражение для ij>, 
получим

ф - g  [ r V  +  q (q -  г2) и -  (q -  г2) /  -  rf' -  f ] +  О (h*) =

=  8  [4 г3 К  +  “i) +  <̂7 “  г2)« “  (<7 “  г2)/-  -  Г ] + О (Л4) •
Отсюда следует, что искомая схема должна иметь вид

f e + y r (1 “ 8 r2) ( ^ + ^ ) - ^ ( 1+ S ^ - r2))i' =

9. Схемы повышенного порядка точности для уравне­
ния с переменными коэффициентами. Рассмотрим в ка­
честве примера уравнение

с ( * « 5 ) — /<*)• «*>

Д ля этого уравнения различными способами была по* 
строена схема

Ф ( * ) .  (6 9 )

коэффициенты которой а(х) и ф (лг) в методе баланса, 
в методе Ритца и в методе аппроксимации функционала 
вычислялись по различным формулам. Однако при любом 
из указанных способов вычисления коэффициентов схема 
(69) имела погрешность аппроксимации О (А2).

Из п. 2 § 2 следует, что схема (69) имеет аппрокси­
мацию второго порядка, если

a{x+h) + a(x) = k { x ) + 0 { h 2)t £ (£± A b i“ W (*) +  0(Л*),

ф  W  = /  W  +  о  (Л2) .



Для уравнения (68) можно написать точную трехто­
чечную схему. Она имеет вид

— (70)
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Любое решение дифференциального уравнения (68) яв­
ляется решением разностного уравнения (70), т. е.

У1 =  Щ =  и (Xi).
Чтобы получить точную схему, проинтегрируем уравне­
ние (68) от Xi до х  и разделим на k (х):

$ /< * '> * '•  • <7 |>
*i

Интегрируя затем (71) по х  от xt-i до xt и от Х{ до хм  
и умножая на щЬг1 и ам к л  получим:

ъ ! ^  =  (ки’) ,+  'а,± jj J b L ^ f W d x ' ,
*i-i xi

*1+1 X

ам  =  +  °а м  Т  § S ̂ х ) dx’t
X, Xt

После исключения отсюда (kur) получаем: (а«-);с =  — ср (х),
где а и ф определены выше.

Конечно, практическое использование этой схемы весьма 
затруднено наличием интегралов для а и ф, точность 
вычисления которых, очевидно, и определяет фактическую 
точность схемы.

Для уравнения второго порядка

W =  — / W ,  0 < х <  1,
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можно построить трехточечную однородную схему, явля­
ющуюся точной на произвольной неравномерной сетке. 
При этом используется другой метод, основанный на том, 
что решение указанного уравнения второго порядка 
в произвольной точке может быть выражено через значе­
ния этого уравнения на концах любого интервала, содер­
жащего выбранную точку. Беря в качестве трех точек 
узлы сеток, получаем трехточечную разностную схему. 
Она имеет вид

Ее коэффициенты a, d, q> являются функционалами от 
коэффициентов k(x), q(x), f  (х) дифференциального урав­
нения.

Остановимся на методе получения разностной схемы 
О (А4) для уравнения (68) путем непосредственного изуче­
ния погрешности аппроксимации консервативной схемы. 
Удобнее будет переписать уравнение (68) в виде

второго порядка аппроксимации:
ip= Ли — Lu =  О (h3) .

Как было показано в п. 2 § 2, это имеет место при 
выполнении условий

Будем предполагать, что а(х) определяется при помощи 
линейного шаблонного функционала А \р (s)], — 1 C s s g O , 
так что

(ay-x)x - d y ------<р.

Аппроксимируем Lu трехточечным оператором

2 [a (x+h) +  а (r)J ~  р (ж) +  0 №  *

Разлагая
а ( х ) = А  [/?(*+sft)], —1

1Я

р ( x + s h ) = p  (.x ) + s h p ' ( x ) + % s y  (x) +  0(h>)
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И h*P(x + h  +  sh)=p(x)  +  ( l+ s )hp ' ( x )  +  ̂ ( l + s ) * p ' ( x )  +  0(h■), 

находим

• а  ( х ) - р  (X) А [1 ]+ hp ' (X) А  М + !  р '  (х) A [s*]+0 (hs), 

a ( x + h )  =
=  p ( x ) A [ l ] + h p ' ( x ) A [ l + s ] + % p * ( x ) A  [ (1 +  s)2] +  0 (A8).

Подставим эти выражения в условия (73) второго порядка 
аппроксимации. Очевидно, что Л[1] =  1.

Далее имеем

1 Г__!___ J L 1  „
Т |а(*+Л ) о (jc) J

- ш  К1 ■~ i411* ■+s>'  I  »'А [(| +s),, +
+/■> (£ )*  A I 1 + s ]  + 0  (ft1)) -  ( 1 -  i f  А И  - 1  р-А И +  

+ * ■ ( £ ) 'Д ' И + о о т ) ] -

“ (} ) ’ -  т (  Я ’ ^ [1+ 2s]+ 0  ( « = ( j ) ' + 0 «■*).

если 4 [ l + 2 s ] = 0 ,  т. е. Л[в] =  — 0,5.
При этом выполняется и первое из условий (73):

-  т  ~  £  t * + ° .6] + o , < « =

Покажем, что при выполнении условий

Л [1 ]= 1 , 4̂ [s] =  — 1/2, A [s2] =  1/3, A [s8] = —1/4 (74)

погрешность аппроксимации ч|) =  Ли —Z-и можно предста* 
вить в виде

y  =  Au — L u = ^ L  (pLu) +  О  (h*) ( {  (pLuyf+ O 'ih*).

Для этого разложим а(х) в окрестности точка Х=~х — Q,5h.
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Обозначая р ( х ) = р ( х )  и т. д., получим

а(х) =  А [р (x+sA)] =  /4 [р (х — 0,5Л +  (s +  0,5) А )]=

-  А [р +  A (s +  0,5) р'  +  h\  (s +  0,5)2 р" +  j  (s +  0,5)» р '"  +

+  £  (* •+ 0,5)4p IV+ 0  (A5) j = p + hp'A [ s + 4 ]  +

+ | p M [ ( s  + 0,5)*] +  ^ P ' " A [ ( s  +  0,5)»] +

+  | р ,УЛ [(s+ 0 ,5 )4]+ 0 (A « ).

Учитывая затем, что A [s +  0,5]= А  [s] +  0,5 =  0,

A [(s +  0,5)»]=A  [ s* + s  +  ± ]  =  1  -  -J- +  1  -  
A [(s +  0,5)3] =

=  ^ И + | л [ ^ ]  +  { л и + 1 = - |  +  1 - | -  +  1 = о ,

можно написать

а(х) =  р + ^ р ” +  ~ р ™ А  [(s +  0,5)4] +  О (Л5),
Л2 „

а (*  +  А )= р (*  +  Л) +  д р '( * + Л )  +

+  ^ P ,V ( * + * M  [(s +  0,5)4] +  0  (А5). 

Нам понадобятся также выражения

и (ж) = и  (Л) +  4  и' ( х ) + ^ и "  (X) + |  и " '  (*) +

*̂ * 16 • 24 №  +  32 • 120 uV №  "I-  ^

« ( х - А ) - «  ( * ) - у “ ' ( * > + ?  « ' (*) - й « ' "  W  +

"I-  16-24 U*V ^  32. 120 mV(^) +  О (Л®)-
Отсюда следует, что
1 1 I
а и  х р \

. № р" (х) ,
1 24 р (jc) "Г-

+сс(*)Л4)(« ' ( * ) + £ « '"  (х) +  р (*)А4) +  0  (А »)-

- К  + я ( т  I „ - + v « л * + 0 ( л г
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т. е.

где

! « ;  =  ( £ )  - +  h * 8 ( X )  +  y ( x ) h *  +  0 m ,
а х \ р j x —x

. » )  “ v wР W — 16 . 120 *
„ , , л  PtV (*М  [(s +  0,5)*] , (рЧ*))* 
a w = ------^  24~ г 576ра(ж)*

Воспользуемся затем формулами:

w ( X ) = w  (х) — 0,bhw' (х) w” (X)

w (x-\-h) =  w (х)+ 0 ,5 hw' (х) +  j  w* (х) +

+  я “ ' ' " ( дг) + т г а ® 1У W + ° W *

(W (Jt)b=m(*+- > - ^ W  (*) +  £ » '"  (ж) +  0 (Л4).

Отсюда и из формулы для w — ^ щ  следует:

(H.— H v + m + 9 - t '  т+®м-
Преобразуем выражение в квадратных скобках, учитывая,

>-Ш'-Ф'
_ f £ Y ___ р'  [ 2 (р ')2W \Р2/  Рг т р« *

что
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и, следовательно,

Таким образом, мы приходим к следующему выражению 
для погрешности аппроксимации:

ty= A u — Lu —

или

12q  =  ̂ H p L u )  +  0 (h%

Пусть и =  и(х)  есть решения уравнения Lu — { ^  M'j =■ 
= — /  (*). Тогда

t  W=-----§ 1 (р/) +  0 (Л4).
Так как

£ (р/)=(} (pfyj -л  о»/) + о (л8),
то разностная схема

л 0 =  — Ф, Ф= /  +  8л (Pf) (75)

имеет четвертый порядок аппроксимации на решении 
и = и ( х )  уравнения Lu =  — f (x) ,  так что

г |)= Л м  +  ф =  0  (Л4),

если f  е  С14’, р е  Сы  и выполнены условия (74) для 
линейного функционала

А [р (s)], — 1 s£s=s=0.

Выберем простейший функционал

4 № ( s ) ] - < t f ( - l J + < v ( -  } )  +  с«р(0),
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где си  с2, с0 — постоянные. Условия (74) дают:
A [ l ] = c i + c a +  с0=*1. с2=  1 —с0 — съ

A [s] =  — Ci — 0,5с2=  — 0,5, Cl +  0,5са =  0,5,

Отсюда находим
—-1 — — _  1 Ci— б , с2— j  , Со g .

Условие /4[s8] =  — -j  автоматически выполняется.
Таким образом, для простейшей схемы (75) четвертого 

порядка аппроксимации коэффициент а{ равен

at =  § (fit-1 +  4Pi- '/«+ Pi) •
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РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА. 
ПРИНЦИП МАКСИМУМА

Как уже отмечалось в гл. I, уравнение Пуассона (Лап­
ласа) является одним из наиболее типичных представи­
телей эллиптических уравнений. В этой главе будут 
построены разностные схемы различных порядков аппро­
ксимации для уравнения Пуассона, записанного в декар­
товых, полярных, цилиндрических или сферических коор­
динатах. Затем будут указаны аппроксимации граничных 
условий Дирихле для уравнения Лапласа, доказан прин­
цип максимума и с его помощью проведено исследование 
разрешимости и скорости сходимости построенных разност­
ных схем.

§ 1. Построение разностных схем для уравнения Пуассона

1. Аппроксимация уравнения Пуассона в декартовых 
координатах. Пусть на плоскости 0ххх2 задано уравнение 
Пуассона

Щ  = — f ( x)» *=(*i>  х2) (1)

и введена равномерная прямоугольная разностная сетка Q 
с шагом Аа по направлению Оха, а = -1 , 2. В § 1 гл. II 
была указана простейшая разностная аппроксимация 
оператора Лапласа на прямоугольной сетке. С помо­
щью введенного там разностного оператора простейшая
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аппроксимация уравнения (1) строится очевидным 
образом

(2)
где правую часть <р (х) можно выбрать, например, следую­
щим образом:

Ф (* )= /(* )•  (3)

Вычислим погрешность аппроксимации уравнения (2) 
с правой частью (3) на решении и =  и(х) уравнения (1). 
Учитывая, что

д*и h*d*u h* д*и 
• ^ t<==!Ыia*o= a ^ '^ T 2 g 4  +  360Л^■^0 ^ , ^

Ди =  L2) и — — f  (х), Lau — Q-f, а = 1 , 2 ,

находим
г|) ( х ) = А и  +  ф (х) =  (Лх+ Л 2) и +  Ф (х) =

-  (U +  L2) и +  Y2 (МЦи +  h 11Ли) +  /  (X) +  о  (I h I4) -  О (I h I2),

Следовательно, уравнение (2) с правой частью (3) аппро­
ксимирует уравнение (1) со вторым порядком.

Разностный оператор, использованный при написании 
уравнения (2), задан на простейшем пятиточечном шаблоне 
типа «крест». Можно доказать, что на этом шаблоне нельзя 
построить разностную аппроксимацию, имеющую погреш­
ность порядка более высокого, чем 0 ( |Л |г). Усложнение 
шаблона позволяет строить аппроксимации более высокого 
порядка. Так, на девятиточечном шаблоне типа «ящик» 
можно построить разностную аппроксимацию уравнения (1) 
0 ( | / t |4). Если же сетка квадратная, т. е. h1= f i 2 = h ,  то на 
этом же шаблоне можно построить аппроксимацию О (| h |в). 
Построим указанные аппроксимации. Из (4) следует, 
что

А и -  (Ц  +  U) и +  ±  (Н\Ц +  е д  и +  О (I h I4) -

■= (Li -f- L2) и -f j 2 (h\Li +  A|L2) (Li L2) и —

- ^ ^ «  +  0 (|А |Г . (5)
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Подставляя сюда из (1) Ди =  (Lx - f  L2) ы = — /  (х), получаем

Л и --------- / ( * ) — ^  №  +  f  ~  П Г 1 L ^ u +  ° ( | Л Г ) .

Заменим Z.jL2h = д*и/дх\ дх\ разностным выражением 

U U u  =  u-XiX-tXs +  О (| Л |») - Л А и  +  О (| АI»).

В результате получим

A « + ^ A A „ = ----- l f {x) +  2 l l a / )  +  0 p |« ) .
' o - I  /

Отсюда следует, что разностное уравнение

A 'y s = A y  +  l$ ^ A 1A ty =  —  <р(дг) (6)

с правой частью
Vi Л* д2/

ф м - / м + 2 т! и  <7>
- «—1

аппроксимирует уравнение (1) на «го решении и = и ( х )  
с погрешностью 0 ( |Л |4).

Формула (7), при помощи которой задается правая 
часть уравнения (6), не всегда удобна для вычислений 
из-за необходимости использования производных функ­
ции f  (х). Однако эти производные можно заменить их
разностными аппроксимациями. Учитывая, что

положим правую часть в уравнении (6) равной
2

Ф М = т +  2  | / i a , a = / W + I ^  W A J  +  hlAJ).  (7')
a » l

При этом погрешность аппроксимации схемы по-прежнему 
будет иметь четвертый порядок: i f = 0  (| Л |4).

Построим теперь схему, имеющую шестой порядок 
аппроксимации на квадратной сетке, т. е. при Л1= Л *= Л .
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Пользуясь разложением (4), получим 
Л ы = *Л 1и + Л 2ы =

=  (Lx +  L j)  U +  Y2 (^-1+  « +  300 (L\ -f- Lt) и - \ - 0  (А*).

В силу уравнения ( L t + L 2) «==— /  (х) и соотношений 
(£* L|) u =  (Li ^а)2 и — iLiL^u  =  -  (Li *1“ L2) f  2L\L<$i)
(L\ +  L\)u =  (L\ -  U U  +  L5) (^1 +  ------------(IS -  U U  +  L l)f,
предыдущую формулу можно записать в виде

Л и --------/ W - g d i  +  ^ Z - l o ^ - L i ^  +  L l ) / -

— у  LiLs« +  О (А®).

Чтобы заменить Z-iZ,2« его разностным аналогом с точ­
ностью О (А®), учтем (4). В результате получим

Л , Л 8ы =  U U u  +  ̂  U L s ( U  +  L J u  +  O (Л4) —

= L 1Lau - g z , 1L2/  +  0 (A4).
Поэтому можно написать

Л ' и = > Л и + ^ Л хЛ 2м = —  Ф (х) +  0 ( № ) ,

где

Ф М  = /  W + 8  д / + Ш  №  +  2 U L J ) .  (8)
Отсюда видно, что схема

Л-'у =  — ф (х) (9)

с правой частью ф (дс), определяемой по формуле (8), на
квадратной сетке аппроксимирует уравнение (1) с погреш­
ностью О (А®).

В качестве правой части в (9) можно взять другую 
функцию, которая сохраняет порядок аппроксимации схемы, 
но не содержит производных функции /  (х). Подставляя 
в (8) выражения

Д / = Л / - ^ ( Л ? +  Л | ) /  +  0 ( Л 4),

А* / -  (А» +  Л*)2/  +  0  (А2) = А |/  +  2A*A*f +  AJ/  +  О (А2), 
l*\Lj =■= -J- О (Л2)

* 1. ПОСТАРЕНИЕ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ И1
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/
и сохраняя лишь члены О (А4), получим следующую фор­
мулу для правой части <р(х) уравнения (9)

9 - / + g ( A 1+ A t ) / - g 5( A J + A 5 ) / + g A 1A J .  (8')

Формула (8') может оказаться более удобной для вычислений.

Иногда на квадратной сетке уравнение (1) аппрокси­
мируется по пятиточечному шаблону «косой крест», состо­
ящему из узлов

(*х, хй), (xi — h, x2- h ) ,  ( X i - h ,  x2+h) ,
(xi +  h, Xt +  h), (Xi +  h, xi — h),

Эта аппроксимация строится следующим образом. Из­
вестно, что оператор Лапласа инвариантен относительно 
поворота системы координат. Повернем исходную систему 
координат на угол я/4, а сетку Q оставим на месте. 
Тогда указанный выше шаблон в новой системе коорди­
нат будет обычным шаблоном «крест», только расстояние 
между его соседними узлами будет не A, a Y 2А. Следо­
вательно, новое уравнение на этом шаблоне можно 
аппроксимировать обычным образом и эта аппроксимация 
в старой системе координат примет вид

^ { y ( x ! - h ,  xi - h ) + y ( x l — h, x2+ h ) + y ( x 1+ h , x 2 - h )  +  

+  У (*X +  А» 4“ *$)}== — /  (*!» (10)
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Переписывая уравнение (10) при помощи обозначений 
§ 1 гл. II, получим

Умх, +  +  У W ,  =  А уУ +  А 2У + \ А 1А гУ = — f (*)• (И)

Очевидно, что погрешность аппроксимации уравнения (11) 
есть величина порядка О (А2).

2. Шестиугольные и треугольные сетки. Помимо 
прямоугольной и квадратной сеток, для аппроксимации 
уравнения Пуассона иногда используются регулярные 
сетки, составленные из правильны^ треугольников (рис. 6) 
или правильных шестиугольников (рис. 7) со стороной А.

Построим разностные аппроксимации уравнения (1) 
на этих сетках. Отметим сначала, что построение раз­
ностной аппроксимации уравнения (1) на шестиугольной 
сетке путем аппроксимации входящих в (1) производных 
невозможно, так как аппроксимация второй производной 
по какому-либо направлению требует наличия по крайней 
мере трех точек, находящихся на одной прямой, прохо­
дящей в этом направлении. Мы не будем использовать 
такой подход и при построении схемы на треугольной 
сетке.

Пусть х<0) — некоторый узел той или иной сетки, 
a x (i\  t =  l, 2, . . . ,  п, — его соседние узлы. Выпустим из 
х(°) п лучей, проходящих через соседние с *(0) узлы x (tK 
Обозначим эти лучи через llf /а, . . . ,  Угол между 
лучом U и осью Xi обозначим через 0г =  б4-2л//п, где 
угол 0 —начало отсчета. Введем правое разностное отно­
шение вдоль луча /i при помощи соотношения

\jli--- j{ t I —  X» Й»

и построим оператор

2  У ч .  (12)
t—i

Исследуем его асимптотику при Л ->0. Очевидно, что 
#ы  =
= \  (ди h &и . йа д*и h* д*и А4 , п  ,ш

.2d ( а / ,  +  2 Щ 6  Щ 24 д1\ +  120  ̂ ^  ^ ^
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Выразим производные по направлению /,, входящие 
в (13) через производные по Xi и х2. После несложных 
выкладок находим, что

^ " cos 6' a |  +  sin &1ЪГг’

Щ =  +  Т  cos 20,'(d if  ~  S*|) +  sin29idMS;»
*  стезеi(a> 0 »  \ , sin зв ,/0 a» d»\ ,
dlf “  4 [dxf dxx dxi)  4 \ dxfdx2 dxi)  '

+  T ( cos6^  +  s in 0 ^ ) A '
*  3 да  I cos49,/ д 8 fl d* \ . s ta4 9 ,/  d* d* \  ■
Щ ~  8 a +  8 \  dxf dxiJ T  2 \d x fd x ,  dx, dx*) ^

+ ^ ( 5 - £ ) + - ^ д- <и» 
^-4(c(>sii'^+!inê )4’+

i 5 cos 38г f  db( * _ _  ___ 3 _ * _ \\a*f дх\ дх\ дхг dxi)

(  9 »  о »  | » \ IV ~ dx! ^  dxi) ^
, cos5 in  »  \  ■

+  “ IT" \a*j 0 a«, а** ш a*? a**y ^

^  16 
5 sin 30/ 

16

a®sin 50,' /  a» . -
16 i “ ° a i f a ^ 10 ал:| a*j)e

x

Подставим соотношения (14) в (13) и учтем, чго
П

2  cosa0, =  c o s a ^ 9 - } -^ jp n jx

= | &  ' при S * 0. * 1. * 2...

( _  l)a(n + l)/n„ при £ =  0, ±  1, ± 2 ,

2  sin a0, =  sin a  0̂ -f- n j x

sin a n  л a  , A . « . 0-г-7— r-r* при — ф О ,  ±  1, ± 2 ,  . . . fsin (ая/л) * n ^  f

(— при ^  =  0, ±  1, z t 2,

(15)

i-1

( 1 6 )
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В результате получим (при л ^ З )

+  (бд, в +  бл, з) О (А4) +  О (Л8), (17)
где б„,< —символ Кронекера. Из (17) следует, что опера­
тор X  будет аппроксимировать оператор Лапласа при 
любом 3, если его домножить на величину 4/(oft). 
Введем следующее обозначение:

Тогда на треугольной сетке (п =  6) разностное уравнение

как это следует из (17), аппроксимирует уравнение (1) 
с погрешностью О (Л4). На шестиугольной сетке уравнение

А у =  —  <р(х), Ф (* )= /(* )  (21)

(выражение для Лу  мы не выписываем) аппроксимирует 
уравнение (1) с погрешностью О (Л), причем так как на этой 
сетке имеется два шаблона, соответствующих 0 = 0  
и 0 =  л, то

3. Разностный оператор Лапласа на неравномерной 
сетке. Рассмотрим еще один пример аппроксимации урав­
нения Ди — —/. Пусть ^  — произвольная неравномерная 
сетка на плоскости О х ^ :

A y =  —  (f(x), (19)
где

Ф ( * ) = / ( * ) + ! §  АД (20)

а  =  М*>, 4 и))\ А*=0, ± 1 ,  ± 2 ......... « - 1 ,  2}.
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Шаг сетки по направлению ха равен 

/»('“) = — х£а~а а оь
и зависит только от ta; средний шаг сетки по этому 
направлению —

Л «=л£«) =  } (Л а + Л + ), где Аа = / 4 Ч  Л + = А (> +1>.

Производные, входящие в уравнение (1), будем аппрок­
симировать соотношениями типа (3) § 1 гл. II:

дх* /"4'  И I А+ Л / V » ’ a —a  ' a  \  a  a  /  a  a
где

U<±l.) =  «(xf*±l>, JC<«), M<±'.)=u (*</*>,

Разностное уравнение, аппроксимирующее на неравно­
мерной сетке Q уравнение Пуассона Д« =  — /,  записы­
вается следующим образом:

АУ = У ;Х +  У ~х,х,--------------------------------------- /(*)» (22)
Погрешность аппроксимации

^ = Л и + / = « - А  + u-t£t+ f ( x ) ,

где а  —решения уравнения А и + / = 0 ,  можно предста­
вить в виде

2

Ъ = ( £ ш + п + ±  у  ( л ф ) А+ о д е + й » =
« - I '

= 6 2  +0 (h\ + Al).
о = 1 ' *'*<*

В самом деле, разлагая по степеням ha и
в окрестйости узла x = ( x ^ it), будем иметь

(+•«)-« а« л+а*и (Л+)2 Фи
Uxa ~  h i  =  дх~  +  Т  а л  ~ 6 ~  дх% ~^°а

«-«< _  а» ла ^« А|д»м
Лв ~  длса 2 ^ + 6 ^ + °  *"«>•
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и, следовательно,

Подставляя сюда выражение

получаем

4. Аппроксимация уравнения Пуассона в полярных 
координатах. Если для уравнения Пуассона (1) ставится 
задача отыскания решения в круге, в кольце, в круго­
вом или кольцевом секторе, то уравнение (1) естественно 
аппроксимировать на сетке в полярных координатах. 
Уравнение Пуассона в полярных координатах (г, <р) 
имеет вид

где r = y rx[ +  xl, tg<p=x2/*i, а плоскость Oxi*2 отобра­
жается на полуполосу { 0 ^ г < о о ,  0 < ;< р < 2 я} .

Коэффициенты уравнения (23) при г = 0  имеют особен­
ность, и поэтому для выделения интересующего нас 
решения здесь нужно оговорить дополнительные условия. 
Обычно интересуются ограниченными при г = 0  решени­
ями, а такие решения удовлетворяют условию

Итак, помимо уравнения (23), нам нужно еще аппрок­
симировать условие (24). Условие (24) наиболее удобно 
учитывать путем специального выбора сетки. Именно так 
мы и поступим. По переменной <р введем равномерную 
сетку с шагом Аф

а><р =  {q>m= тЛф, т =  0, 1, — 1, йф=2я/Л1},

по переменной г —сдвинутую на полшага равномерную
сетку с шагом hr

(rS)+i$— /<'• *>• <23>

(24)

«/■ =  {/■» =  (Л +  0,5)hrt /1 =  0, 1, 2, . . . ,  А ,> 0 } .
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Сетка в полуполосе будет иметь вид
£2=a>r xa>f =  {(rn, <pm) | г „ е в „  фт <=юф}.

Исключая точки с координатой г =  0 из числа точек 
сетки, мы избавляем себя от необходимости аппрокси­
мировать уравнение при г =  0, но создаем проблему 
аппроксимации уравнения (23) при r — hr/2 . Если бы по г 
была введена несдвинутая равномерная (етка и точки 
с координатой г = 0 вошли в число узловых, то для 
написания уравнения при г =  0 пришлось бы восполь­
зоваться декартовой записью уравнения (1) и использо­
вать оператор (18), (12) с h = h r и п = М .  Т. е. раз­
ностное уравнение при г = 0  содержало бы М + 1  неиз­
вестных, что не очень удобно при реализации схемы.

Аппроксимация уравнения (23) на сетке й  при 
г Ф  0,5hr не вызывает труда; именно, оператор L9  аппрок­
симируется очевидным образом

т 1 <9*0 л 1 ,пг\
V - V a j j * ~ V - ; r < W  (25)

а оператор Lr аппроксимируется как оператор с перемен­
ными коэффициентами (см. § 3 гл. II)

,  1 д ( dv\ А 1 ,  v
L^ T T r  \г д?) ~ Л^ = * 7  К " ) , ,  

где р (г)=*г — Аг/2. Тем самым аппроксимацию уравнения
(23) при г Ф  hr/2 можно взять в следующем виде:

Лу =  у  (РУг)г + ̂ ф ф =  — / (А> Ф). ГФ~Ь (26) 

Л =Л г-[-Лф.
Для вывода разностных уравнений при r = h r/2 вос­

пользуемся методом баланса. Умножим уравнение (23) на 
г и проинтегрируем его по г от е до hr и по ф от фот—
— Лф/2 до фт-Мф/2. Учитывая условие (24), перейдем 
в полученном соотношении к пределу при е-»-0. В ре­
зультате получим

9 я \ к^ д и  V  1 Гд и (  Аф\
К  )  W  (hr, Ф) +  \  -  [г, Фи +  j j  -

~ лф/2 ®

Ml * ^
-  [г> V" ~  т)| dr +  у  dr \  f  с*ф =  0. (27)

» ' V 2
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Аппроксимируя теперь каждый из интегралов в (27) 
квадратурной формулой центральных прямоугольников, 
найдем, что

Для получения разностного уравнения в узле (0,5hr, <pm) 
заменим входящее в это соотношение производные соот­
ветствующими разностными отношениями

Подставим сюда hr= 2г0 и учтем, что р(+1Л (гй) =  г1—
— hr/2 =  hr. В результате получим уравнение

Аппроксимация уравнения (23) во всех узлах сетки Q 
построена. Следует отметить, что на самом деле уравне­
ние (28) следует из (26), если в последнем положить 
r = h r/2 .

Действительно, так как

а р(Аг/2) =  0, то во всех узлах (г„, <рт ) сетки й  при 
га^гО и O sgm ssA l — 1 можно считать заданным уравне­
ние (26). Введем следующее обозначение:

Фм) + Л4  y-w  (r0, (Pm) =  - / ( ro, 4>m) ПРИ Г  =  К ' 2.

щ; Р{+Хг)Уг +  г* Ут  = — Н г,  Ф) при г = г й=  hr/2. (28)

^гУ =  7  (9У})г=жг (р<+ ' г)уг - рУ ^

7 ( Рvf)r П Р И  r & V2,

JL р(+ lr)Vr ПрИ r=*hfl2 (п*~ 0).
(29)
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Тогда аппроксимация уравнения (23) на всей сетке Q 
с учетом формул (26), (28), (29) примет вид

Я.У=*ИГУ +  \ У  =  — f (r ,  ф), (г, <р) s  Q. (30)
Вычислим погрешность аппроксимации разностного 

уравнения (30). Очевидно, что
* ___ 1 _  1 д*и , йф $й

\ и = ‘ 7* ит ~ г *  dip* Ф=тт  ■'*1 йг2 ду*'
где

$  =  г)* Ф е  [фт-ь qw d .

Погрешность аппроксимации оператора Л, вычислим 
более подробно. Раскладывая по степеням hn
получим, что
И {?п 4” hr* фт) “  И (̂ л+1> Фт) ~

ди h* д*и t h’ § /г* д4̂

и (/•„ — hr , фт ) =  a (fn- i , фт) =

/ ди а* а*и а; а»«\
==\ ы +  /г'-д> +  у ^ г  +  'б<Р' j , _ ,  +  я  аи

где

 ̂ ^ ди  ̂ h \(P u h*  ̂ h* д*и
= \“ — hr ~ д Г ■*" У дг* ~  6 д ^ )г = г п +  2*дг*'

д*и д4и /_ v __г ,
^  — ^г 4 (̂ я» Фт)» Г п  е= [гЛ, /*/8+1]»

Р и  64и г* v =  г 1
дг* — дг* п> У™'* Гп г я-1» *»Je

Отсюда следует, что
/ди . 1 , д*и . 1 #g д^и \  . hr д*й

Ur~~\dr  +  2 г дг2 "** 6 Нгд г * ) г - г п +  24дг*’
 ( д и ___ < дЧ  ̂ , 1 , а &*и\ _  й  д*й

Пг — \д7  ~2Пгд г * + ~6 г дг*)  24а/4 *

Учитывая затем, что р (гп) = г п — 0,5ЛГ, р(+*г) =Р  (/w) = 
=* /'л +  0,5Аг, получаем

-t ё [ 5 +  Т (г +  ° '5,,' , £ “ +  ?
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так что
Ц  ( Г я , ф т )  =  (А г, фЫ +  f ) r  -  гя> ф -  ф/п +

h l f f r u  f r+ 0,5hr d*u г -0 ,5 Н г Ш ]
+  6 r|_d^"* 4 dr* ^  4 dr* ]'=■'*

Л14- -JE___ (3 !)
^  12/-* Зф4 ’ '  * '

При г*=г0=0,5Л г имеем

Aru =  ̂ -  “/•* так как Р̂ + — h f

Подставляя сюда
/ди hr д*и h\ ^m\ h\ д*и

Ur |/--.0 ,8Аг =  ̂  +  у  f r i  +  6'§7s/r=0,5ftr +  24 dr* =

/ a /  a « \  а* а»м\ а» a*u
=  \dr V dr } +  ¥  d i^ )r^0 ,5hr +  24 ! r * '

получаем:
/ 1 d (  d u \  ft* & u \  А* Ш

А ги =  [ Т д г [ Гд г ) ~ ^ Т г  M j r ~ o , 5 h r +  24Jd r* '

Следует заметить, что при написании разложения (31) 
мй нигде не использовали условие (24), так что (31) оста­
ется справедливым и в том случае, когда условие (24) не 
выполнено. Более того, если рассматривать уравнения 
(30) как данные и отвлечься от способа построения урав­
нений при r =  0,5hr, то условие (24) снова не использу­
ется явно. Поэтому может сложиться впечатление, что 
(30) аппроксимирует уравнение (23) без предположения
(24). Однако это, конечно, не так. Если отказаться от 
условия (24), то решение уравнения (23) при г =  0 будет 
иметь особенность в лучшем случае типа In (1/г). Под­
ставляя такое решение в (31), найдем, что при r =  0 ( h r)

i p ( r ,  ф ) =  0  (1/А®),

т. е. на самом деле аппроксимация отсутствует. Если же 
предполагать выполнение условия (24), то оно гаранти­
рует не только ограниченность решения при г =  0, но 
и его достаточную гладкость (при надлежащей гладкости 
правой части /  {г, ф)).
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Исследуем погрешность аппроксимации (31) в предпо­
ложении, что решение уравнения (1) имеет четвертые 
ограниченные производные по декартовым переменным хг 
и х2. Это возможно лишь при выполнении условия огра­
ниченности (24). Убедимся в том, что производные по г и 
Ф являются линейными комбинациями с ограниченными ко­
эффициентами производных по Xi и х2. Для этого выразим 
производные по г и <р через производные по хг и х2. Учиты­
вая, что ЛГ] =  г cos ф, х2=*г sin ф, -gp- «  cos ф, ^—--csinq), а

дхл . дх*
------- П Ш ф ---------- * „  ^ - Г С 0 8 ф - Д Г ь

находим
ди
W

дф

ди . ди .cos Ф+ g ^ - sin ф,дх
д*и
дг*

д*и
dxf C0S  ̂̂  dxi дх2

Отсюда видно, что производные д3и/дг3 и д*и/дг4 линейно 
выражаются через производные по хг и х2 того же по­
рядка с ограниченными коэффициентами. Поэтому эти 
производные ограничены:

д*и • о I д*и . »
sin 2(p+ a ^ sln ф-

| д3и
I 'M \ М ,

д*и

Аналогично находим 
ди 
дф

*д*и д*и , д2и

дг*

*— Х2

;М , М =  const > 0 . (32)

ди . ди 
д ^  +  Хгд ^ ’

— 2 xLx2
д*и ди 

' X l dxi '
ди

■х>ш: и т. д.1 дхх дх2

Очевидно, что дки/дфЛ, k ^ l  представляет собой поли­
ном степени k по переменным хг и x2i причем коэффици­
ентами при членах степени n ^ k  стоят производные по 
x lt х2 или по Х\ и х2 того же порядка я, а член нулевой 
степени отсутствует. Из сказанного следует, что

д3и
дф3 ;гм ,

д*и
дф4 ; г м , (33)

где М — некоторые положительные постоянные. Подстав­
ляя в (31) оценки (32) и (33), получим

Ъ(г,  Ф ) - О р Ц ^ ) .  (34)

Таким образом, разностное уравнение (30) аппроксимирует
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дифференциальное уравнение (23) лишь при выполнении 
условия (24).

5. Аппроксимация уравнения Пуассона в цилиндриче­
ских координатах. Если для уравнения Пуассона ставится 
задача отыскания решения в конечном круговом цилиндре 
или в трубе, то уравнение естественно аппроксимировать 
на сетке в цилиндрических координатах. Уравнение 
Пуассона, будучи записанным в цилиндрических коорди­
натах, примет вид

Уравнение Пуассона в цилиндрических координатах (35) 
отличается от уравнения Пуассона в полярных координа­
тах лишь присутствием в (35) дополнительного слагаемого 
д2и/дга. По переменным г и <р снова можно использовать 
введенные сетки юг и юф, а по переменной г  введем рав­
номерную сетку с шагом Л* e>z =  {zk =  kht  \ k =  0 , ± 1 ,
± 2 ,  . . . ,  Лг > 0 } .  Сетка Q, на которой предстоит аппро­
ксимировать уравнение (35), примет вид 
Q =  o)r X«)q,X © ,=  {(/•„, <pm, zk) | <pm <= соф, r„e=Gv, zft<=coI}. 
Запишем оператор Лапласа Агфгм в виде суммы

На сетке Q операторы Lr и Lv можно аппроксимировать 
так же, как и в полярной системе координат (см. (29) 
и (25)), а оператор Lz аппроксимируем простейшим раз­
ностным оператором

Я у ^ Я гУ + Л чрУ + К у *—  f ( r ,  ф, г), (г, ф, г ) е ! 5 ,  (36)

где Хг и Л , определяются формулами (29) и (25).

— Ltftl LZU,

Разностную аппроксимацию уравнения (35) тогда можно 
записать в виде
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Погрешность аппроксимации схемы (36) равна 
\|) =  Am+ / = \ | v><p +  A*m,

где ^ г, ф= ^ /- и + Л фи + /  представляется в виде (31), 
а Л*и =  1*ы +  0  (Л§).

Полученные в предыдущем пункте оценки производных 
по г и ф справедливы и в данном случае. Поэтому для 
погрешности аппроксимации имеет место оценка

6. Аппроксимация уравнения Пуассона в сферических 
координатах. Если для уравнения Пуассона ставится за­
дача отыскания решения в шаре, шаровом кольце, шаро­
вом секторе или в другой области, которая при переходе 
к сферическим координатам отображается на параллелепи­
пед, то уравнение естественно аппроксимировать в сфе­
рических координатах. Уравнение Пуассона, будучи запи­
сано в сферических координах, примет вид

а пространство Охгхгх3 при переходе к сферическим коор­
динатам отобразится на полубесконечный параллелепипед

{ 0 < г < о о ,  0 ^ ф < 2 я ,  О ^ б ^ л } .

Для дальнейшего удобно ввести обозначения

В качестве сетки по переменной ф снова можно исполь­
зовать введенную ранее сетку <оф. По переменной г на 
этот раз целесообразно использовать равномерную сетку

(37)

где

г — У  x \ + x l + x l ,  6 = a rc c o s y , tg ф = ^ - ,

и переписать (38) в виде
Lru +  L^u-\-Ltu = — f  {г, ф, 0). (38')
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с шагом hr, сдвинутую на шаг вправо:
<о, =  {гп =  (л+ 1 )А г, л =  0, 1, 2 , . . . ,  Лг > 0 К

По переменной 0 удобно взять равномерную сетку, 
сдвинутую на полшага вправо от левого конца отрезка 
[О, я] и на полшага влево от правого конца этого отрезка:

©е={0< =  (/+О ,5)Лв, t= 0 ,.  1, 2, . . . ,  / — 1, Л е= я//} .

В результате получим сетку в параллелепипеде 

Q =(Dr X<Dqi + <в0 =  {(г„, фт , 6,), /•„<= wr , <рт <=<оф, 9( <=и 0}.

Оператор аппроксимируется очевидным образом 
(в узле (/•„, фт , 0,))

А _ 1 п г _ 1 д*о /ооч
фЫ г2 sin® 0 ^  <pVz= г* s in 2 в Эф2 '  '  *

Оператор Lr как оператор с переменными коэффициен­
тами можно аппроксимировать методом баланса (см. § 3 
гл. II) с использованием соотношения (6) § 3 гл. II. 
Учитывая это, получим, что

A ^ ( P v r ) ~ L rv - ^ ( r ^ ) ,  (40)

где р =  р(г) =  /т(-1 '■)=/•(/• — hr), r ^ h r. Выражение (40) 
при г — hr принимает вид

Л,0 =  7̂  Р (+1' Ч ,  р<+ ,'> =  г (г +  hr) =  2Л*, (40')

так как р (й ,)= 0 . Будем формально считать это выраже­
ние аппроксимацией оператора Lrv при r = h r.

Оператор Ци  есть также оператор с переменными 
коэффициентами, и применение метода баланса при 
Ф 0,51ц и 0 Ф л  — 0,5йэ с использованием соотношения (9) 
из § 3 гл. II приводит к оператору Ле, аппроксимирую­
щему оператор Lq:

^ (sin ^ е)е ~  ■V ; Ш  (sin 8 %) • <41>
где 9 =  =  6г — 0,5/ie =  ihe.

Учитывая, что

й =  0 при 0=О,5Л0 (/ =  0), 01+1) =  (е-О,5Ле)-1-Лв=я



при 0 =  я -О ,5 Л 0, напишем указанные выше выражения 
для Л0 при 0 =  О,5Ле и 0 =  я  — 0,5/^:

Л0у==$ Ж Г ^  ПРИ е =  ° ’5Лв. (91+1)= Л е), 

л е^ =  —v Tsi9n9^e П Р И  в —я- 0 ,5 Л в ,  ( В - я - А в ) .

Эти выражения примем в качестве разностной аппрок­
симации оператора Lq при 0 =  О,5Ле и б =  я  —0,5/ц, т. е. 
будем пользоваться формулой (41) во всех узлах сетки 
©е (и Q).

Таким образом, мы получили следующую разностную 
аппроксимацию на сетке Q уравнения (38)
A y = A ry- \-A<s, y + A ^ y — — f ( r ,  ф, 0), (г, ф , 9 ) е а ,  (42)
где операторы Лг, Лф, Л , определяются формулами (40), 
(40'), (39) и (41).

Перейдем к вычислению погрешности аппроксимации 
для разностной схемы (42):

H p = A u + f = A rt i + A <(lu- \ -Aeu + f ( r ,  ф, 0), (43)
где и — решение дифференциального уравнения (38). Про­
ведем разложение по степеням hr выражения Лги, затем 
Афи — по степеням /гф и Л0ы — по степеням /iq.

Учитывая, что
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_(ди . h r  Л/ , hr сРи\ , Лг д*и
Ur~ \ d ?  +  2 дг^ +  “6 dr* г~г + 24д?*'

__(ди _  /г, Л  , hr dsu\
u 'r~~\df  2  dr* +  6"fo*)r=r

h1 ¥ й  
24 dr*’

(44)

где
д*и ___ д4и

_ •

дг* ~~ дг*

f n ^  \ f  п* Гя+l]» 

гп ^ [ Г п - 1» Гп],

а р =  г (/* — hr), р^+1^  =  (г +  Лг) г, получаем 

Л,и =  1  (р«?)г =  ̂  (р(+1'Ч  -  Р«г-) =
,  h U 3u , А ? / Л  , hr \ ¥ h , { .  A ,\3Q  , . - v
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Для Лфы очевидно следующее представление:
§*и 

Г 12 dq>« *

[фт-1. Фт+l]*

Лф« — Lyti +  ri sjn, e j |  5(р4, (46)

Рассмотрим теперь выражение

= т е в  ( s in  Ч ) е - л ^ ж в  ls in  б(+1,“ в “  s in  4 1 .

Подставляя сюда выражения для ы0 и и0, найденные по 
формулам типа (44), после очевидных преобразований 
находим

2 fin1 (Ле/4) д2и . h% sin (Ле/2) cos б сРи .
/* д0а ‘ 3 Л0 /* sin б дб* +

+  Я Э Т 5 П [ > Ь  <» +0,5».) Ц  +  sin (8 - 0 . 5 А . ) Щ . (47)

После подстановки (45) — (47) в (43) получим разложение 
погрешности аппроксимации -ф по степеням кг, и /ц. 
Для оценки порядка i|> относительно hn  Лф и Ле необхо­
димо оценить входящие в выражение для ^  производные
по г, ф и 0.

Предположим, что решение уравнения (1) (или (38)) 
имеет четвертые ограниченные производные по декартовым 
переменным хи  хг, х3. Учитывая, что х1 =  л зт 0 с о 8 ф , 
ж4= г  sin в sin ф, x8= r c o s 0 ,  найдем производные

— —sin 6 cos ф ,  —  = s in 0 s i i^ , — = co s  0, —̂ = 0 ,
dr dr or dr*

J fe> l, / « 1 ,  2, 3.

Производные d*«/dr*, k — \,  2, 3 ,4 , представляются в виде 
линейных комбинаций производных от u по xlt х2 и х,  
порядка j ^ k  с коэффициентами, зависящими от dxrfdr,

1, 2, 3, и2, 3, и потому ограничены:
I д»и
I drk

где М  и М ' — положительные постоянны*.

< М ,
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Далее имеем 

?*  = дф
дх3 _  Л №xt _  д3*! „
"5ф — ’ дф*—  и  дф8 —  "Зф* 11 

_  
дф» ~

Вычисляя последовательно производные

2
ди _ VI ди дц
дф — ^  д*/ дф ’

/■sin0sin<p= — x2,
dx2  ̂
дф 3

d2*, &XxII 1

dq>3 =  X%9

xu
d*x2 __

*’ дф* = дф4

о‘и чг̂  <7‘и аде/ ох) ^  ом о**;
Э®* ^  dxidxi Ъф dtp dxi дф* И Т" ’

г,/= 1  »-1

видим, что
4

й  =  2  р >(*ъ *г; ы)*
/=i

где Р / (jfi, х2; и) — однородный многочлен переменных хи  
Xi степени / Ss 1 с коэффициентами, пропорциональными 
/-м производным функции и по переменным хг и лг2. По­
этому производная д4и/дц>* пропорциональна г sin 0. В силу 
ограниченности производных dku/dxsl dxklr s, s c & ,  i, i' =■ 1, 
2, 3, Л — 1, 2, 3, 4, будем иметь

| dftu
(дф4 ; M r  sin О, /H = = const> 0 .

Перейдем к оценке производных дки[д№, & =  1, 2, 3, 4:

ди VI ди дх(
Ж  ^  Z l  дх{ дв •

U !
3 3

d*a _  VI *̂и 3jci dxf \ i  &и <**1
W ~  2 i  dxt dxj Ж дв ^  dxi дв* И T‘ Д#
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Так как

^ - = r c o s 0 c o s < p ,  ^щ- =  г  cos 8 sin <p,

dx3 . Q d'2x, .-0 ~ =  — r s m  0, ~g^ =  — r s in 0 cos9  =  — xlt 
д2х2 __ д2х3 __  д3х1 _  dxx

dd*~~~ X"  W  dd
и т. д., то имеет место представление

k

| 2 P ' (r; ф’ 0; *= “ 1 .2 ,  3 ,4 ,
/=1

где Р,-(г, <p, 0; и) — однородный многочлен степени j  от 
переменной г с ограниченными коэффициентами, завися­
щими от ф, 0 и /-х производных функции и по перемен­
ным хи х2, х3. Таким образом, производные дки/дгк при 
любом k  1 пропорциональны г и

д и  “ГM r, A f= c o n s t> 0 ,  fe =  l, 2, 3, 4.
56*

В результате мы приходим к следующей оценке погреш­
ности аппроксимации (43):

+  или | +Y \ г 1 г sin 0 / | Т | ^  \ г 1 г sm 0 / *

где М =  const > 0 .

§ 2. Постановка сеточных краевых задач для уравнения 
Пуассона в случае граничных условий Дирихле

В § 1 мы рассматривали простейшие разностные ап­
проксимации уравнения Пуассона в декартовых, полярных, 
цилиндрических и сферических системах координат.

Перейдем теперь к формулировке соответствующих 
разностных задач Дирихле. Для этого надо поставить крае­
вые условия в граничных узлах сетки, а в случае криво­
линейной границы написать разностные уравнения в при­
граничных узлах сетки. Постановке разностных краевых 
задач и посвящен данный параграф.

1. Разностная задача Дирихле для прямоугольника. 
Пусть на плоскости ОхХх2 задана ограниченная область G

б  А, А, Самарский, В. Б. Андреев
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с границей Г. В G = G ( j r  рассматривается задача Дирихле 
для уравнения Пуассона: требуется найти непрерывное 
в G решение и (х) уравнения

Лм = — /(* ), x = ( x lt х2) <=G, (1)

которое удовлетворяет граничным условиям
u = g ( x ) ,  х =  (хи х2) е  Г, (2)

где f  (х) и g  (*) — заданные функции.
Прежде чем аппроксимировать задачу (1), (2) разност­

ной задачей, в области G нужно ввести сетку. При по­
строении сетки в G следует учитывать специфику ее гра­
ницы. Нужно стараться вводить такую сетку, на которой 
наиболее удобно аппроксимировать задачу (1), (2). Так, 
например, если область G является прямоугольником со 
сторонами, параллельными координатным осям

G = {*=(*!, х2) | аа <  ха <  Ьа, а=» 1, 2},

то величины шагов hx и Л2 прямоугольной равномерной 
сетки следует согласовывать с длинами сторон прямо­
угольника (Ьг — ах) и (Ь2 — аг). Именно, целесообразно счи­
тать, что

h\ —  (bi — Q-i)/N х, =  (b<i — а%)/ Л/ 2, (3)

где N t > 0  и N2> 0  — целые числа. Тогда в качестве 
сетки в G можно взять следующее множество точек:

■— йд -J- ioha, ct== 1, 2}. (4)
Множество

a = * { X i \ 0 < . i i < N lt 0  < 1 2 < Л Г 2} 

есть множество внутренних узлов сетки о, а

и  t 2 ===0 ,  ДГ2}

— множество граничных узлов этой сетки.
Построенная сетка о  обладает той особенностью, что 

она является равномерной по каждому из направлений 
*i и х2 и .ее граница у  расположена на границе Г прямо­
угольника G. Если бы мы отказались от специального



$ 8. ПОСТАНОВКА СЕ ТО Ч Н Ы Х  К Р А Е В Ы Х  ЗАДАЧ 131

выбора шагов (3), то нам пришлось бы мириться либо 
с неравномерностью сетки в G, либо с тем, что граница у  
сетки или ее часть не принадлежит границе Г прямо­
угольника G. Первое обстоятельство менее удобно при
аппроксимации уравнения (1), а второе —при аппроксима­
ции граничного условия (2).

Итак, сетка в G построена. На этой сетке задачу (1), 
(2) можно аппроксимир)вэть следующим образом:

A y = — f(x),  x = (* i ,  х2) е ю ,  (5)
y = g ( x ) ,  х  =  (хъ х2) 6= 7 , (6)

где Л — пятиточечный сеточный оператор:

Ух УXtXt

=   ̂(У(+и) -  2у+у<-'*> +  Щ -  2у + ^ > ) .  (7)

На сетке а  возможна и другая аппроксимация задачи
(1), (2). Именно,

А'«/== — Ф (*)> х  е  ю, (8)
y= g (x ) ,  (9)

где Л '— девятиточечный оператор, определяемый форму­
лой (6) из § 1, т. е.

Л ' ^  +  ̂ Л ^  (10)

ИЛИ

к 'У  =  У х ^  + У-х,х, + Ц т  У х ^ х ,.
где А ау = у -  х , о = 1 ,  2, а ф(х) задается формулой (7)
или (Т) из § 1.

Если стороны (bi — ai) и (b2 — а2) прямоугольника 
соизмеримы, то в G можно ввести квадратную сетку 
с шагом h , так что ее граница у снова будет принадле­
жать Г. На такой сетке задачу (1), (2) можно аппрокси­
мировать задачей

Л'г/=Лг/ +  ̂ Л 1Л2г/ =  — ф(х), хе=со,

y = g ( x ) ,  xe=Y,
где Л' определяется формулой (10) при hi =  f h = h ,  
а ф (х) — выражением (8) из § 1.
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2. Области с криволинейной границей. Однако выбор 
прямоугольной сетки нецелесообразен, если область G 
есть круг. В этом случае естественнее перейти к поляр­
ным координатам и ввести в G полярную сетку. Пусть G 
есть круг радиуса R  с центром в начале координат

G =  {*=(*!, х2) |* i +  *1 < R 2}.
Уравнение (1) в полярных координатах имеет вид

A ^ H = y J : ( r i ; )  +  ^ ^ = L' w +  L<!>w = — f ( r ,  ф). (12)

В предыдущем параграфе обсуждался целесообразный 
выбор сетки для аппроксимации уравнения (12). Оказа­
лось удобным точку г =  0 не включать в число узлов, 
а ближайшие к этой точке узлы сетки расположить на 
расстоянии 0,5hr, где hr — шаг сетки по г. Чтобы облег­
чить аппроксимацию граничных условий при r = R ,  сетку 
в G возьмем в следующем виде:
© =  {(гл> ф/п) I гп — (п +  0,5) hn п — 0, 1, 2, . . . ,  N — 1, N, 

h f—R/(N +  0,5), ф/п— ftihqn
т — 0, 1, . . . ,  М — 1, Лф =  2л/М}. 

Множество внутренних узлов сетки со есть

Ю =  {(/п. фт)<=0, П =  0, 1, . . . ,  N — 1,
т =  0, 1 ,  2 ,  . . . ,  М  — 1 } ,

а граничные узлы принадлежат множеству у =  а \ с о  и 
имеют координаты (R, фт ), т =  0, 1, 2, . . . ,  М — 1. 
На этой сетке задача (1), (2) аппроксимируется следующей 
задачей:

1 « / = Л , г /  +  Л ф« / =  —  f ( r ,  ф ) ,  ( г ,  ф ) е = ю ,  ’

У ( г ,  ф ) = У ( г ,  Ф +  2 п ) ,  ( г ,  ф )  е  со; ( 1 3 )

* /= £ (Ф). (г, Ф ) е т ,  .
где оператор Л определяется формулами (29), (30) из § 1.

Рассмотрим еще два примера областей, в которых 
сетку следует выбирать специальным образом.

Пусть G — прямоугольный треугольник с катетами, 
лежащими на координатных осях:

0 = | х  =  (х4, **) | 0 < < ах, 0 < х 2<  — ^ * !  +  а2},
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где Й 1> 0 . и я2> 0  —длины катетов; обозначим Г —гра­
ницу треугольника.

Каждый катет разделим на одно и то же число час­
тей N,  положив

и _и _______2*«1 — м • <4—до *

где N — целое число. Сетку со в области G образуем из 
точек пересечения прямых =  x2 — i jh ,  где iu  i2 =  
=  О, 1, 2 . . .  При таком выборе hx и h2 прямые x1 =  iihi 
и х2 =  t'2/i2 пересекаются с гипотенузой в одних и тех же 
точках, являющихся граничными узлами сетки. Получен­
ная сетка называется согласованной. Она равномерна по 
каждому из направлений. Обозначим через со — множество 
всех узлов сетки в области 6 = G |J  Г

«5 =  {xt =* (ijii ,  i2h2) е  G 10 ii <  N,
— ti, t2 =  0, 1, . . . ,  N}\

пусть со= {Xi — (i'A , iA )  s  G 10 <  i'i <  N, t2 <  /V — —
множество внутренних узлов, a

Y= й \  со =  {*, =  (t'A , / А ) е Г ,  £'i =  0, /V, i2= N  — ii]

— множество граничных узлов.
Во всех внутренних узлах этой сетки можно писать 

пятиточечную схему Л #= у - ^  +  у~л  ==—/  (лг), где Л опре­
деляется формулой (7), а на границе задавать функцию 
g(x),  полагая y = g  (х) при дг<=у. В результате мы при­
дем к задаче вида (5), (6).

Пусть область G есть криволинейный треугольник

0 = { х =  (хь  л:2) | аг«> 0 ,  а — 1, 2, х2 < F { x 1)\,

где F (л'х) — непрерывная, монотонно убывающая функция и

—  о о  <  F  ( х х) <  0 .

Ясно, что прямолинейные стороны этого треугольника 
имеют длины а1 =  /7-1(0), где F ^ 1 (х2) —функция, обратная 
к ' \xi) , и а2= F (0) соответственно. Если в G пытаться 
ввести равномерную сетку по каждой из осей, полагая, 
например, h i ^ F ' 1 (0)/N1 =  a1/Nl , h2 =  F (0)/N2 =  a2/N2, то 
может случиться так, что прямые =  пересекут 
кривую x2= F  (лгх) в одних точках, а прямые х 2 =  i2h2 —
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в совсем других точках, т. е. возможна ситуация, изоб­
раженная на рис. 8.

Если сетку в О считать равномерной, то ее граница 
у не будет полностью принадлежать границе Г исходной 
области, а это затрудняет аппроксимацию граничных усло­
вий. Если же в качестве границы у  взять точки пере­
сечения указанных выше прямых с границей Г, то сетка 
ю в окрестности криволинейного участка границы Г не 
будет равномерной.

Для областей указанного вида иногда бывает удобным 
вводить так называемую согласованную неравномерную сет­
ку. Задаваясь, например, равномерной сеткой с шагом

Но)

X

ПО)

Рис. 8. Рис. 9.

h1 =  F~1 (0)/N вдоль оси xlt сетку вдоль оси х2 выберем, 
полагая

= F ( x \ " - ‘>>), *<"-'•> гх =  0, 1, 2 ................. N.
Построенная сетка изображена на рис. 9. Все гранич­

ные узлы сетки лежат на границе криволинейного тре­
угольника. Сетка является согласованной. Ее шаги по х 2 

задаются соотношением
h«>) =*<'*> -  *(<.-!> = F  -  F (*<*-'•+»>) =
=  F(x[N~ u  +  Bh1)h 1 =  0 {hl), O < 0 < 1 ,  т. e. Л4= 0 ( / ь ) . .

На полученной сетке задачу (1), (2) можно аппрокси­
мировать схемой (5), (6), где А —обычный пятиточечный 
оператор, определяемый формулой (22) § 1.

3. Область произвольной формы. Пусть теперь грани­
ца Г области G есть кусочно-гладкая кривая достаточно 
сбщего вида. В этом случае трудно высказать какие-либо
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общие рекомендации по выбору специальной сетки. Для 
получения сетки a  (0) в области G =  GU Г зададим на пло­
скости 0 *1*2 прямоугольную равномерную сетку Q, обра­
зованную точками пересечения двух семейств параллель­
ных прямых хг — ithi, х2 =  i2hi, ilt ts =  0, ±  1, ±  2, . . . ;  
точки хг =  (х</‘>, х2<'»>) =  (tjfti, i2h2) суть узлы сетки Q. 
Имея в виду аппроксимацию уравнения (1) на пяти­
точечном шаблоне, узлы х — (хи х2) и /  =  (*;, x't) будем 
называть соседними *), если

х \  —  *»
At + 1 или | ii —1\ | + 1 it — i'i | =  1,

где xa =  iaha, Xa =  iaha, a = ' l ,  2, так что | t a - t a | = l  
либо 0. Обозначим <a =  {jc=(t]ftb  i jh )  e G )  множество всех 
тех узлов x = ( i ih i ,  i j i 2), которые лежат внутри области 
G; такие узлы назовем внутренними узлами сетки а  (G). 
Назовем внутренний узел x t е  © регулярным узлом, если 
все его четыре соседних узла, образующих вместе с xt 
пятиточечный шаблон «крест», принадлежат G. Множество 
регулярных внутренних узлов обозначим через о». Если 
хотя бы один из этих четырех соседних с xt узлов не 
принадлежит G (т. е. либо G, либо Г), то такой узел x t 
назовем нерегулярным внутренним узлом сетки о. Мно­
жество всех нерегулярных внутренних узлов обозначим
через а,  так что со U со= со. Точки пересечения прямых 
*i =  *Vh, x.z =  i2h2, ii ,  г2 =  0, ±  1, ±  2 . . .  с границей Г об­
ласти G назовем граничными узлами и множество всех 
граничных узлов обозначим у. Итак, в G построена сетка 
o  =  coUY. состоящая из внутренних узлов а> и граничных 
узлов у (рис. 10).

Поставим разностную задачу, аппроксимирующую за­
дачу (1), (2), на сетке а. Для этого необходимо аппрок­
симировать на а  уравнение (1) и граничное условие (2). 
Уравнение (1) на множестве внутренних регулярных уз­
лов со будем аппроксимировать по пятиточечному шаблону

*) Понятие соседнего узла существенным образом зависит от 
вида уравнения, которое будем аппроксимировать, точнее, от вида 
шаблона, на котором аппроксимируется уравнение. Приводимое здесь 
определение соседних узлов связано с аппроксимацией уравнения
(1) на пятиточечном шаблоне «крест», состоящем из узлов (дс1э jcj), 
\xi—nlt *g), (Xi-\-hu ха), (ххх4 — A*), (*x, *a-J-A*),
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«крест» уравнением (5). В граничных узлах у зададим 
значение искомой функции

У ~ ё  (*) при Х < = у .

Осталось написать аппроксимацию в нерегулярных узлах <в.

Здесь возможны различные варианты:
1. П р о с т о й  с н о с  и л и  и н т е р  по л я ци  я н у  л е -

¥
в о г о  п о р я д к а .  В сеточной краевой задаче узлы со рас­
сматриваются как граничные и условие на со задается соот­
ношением

где Я е  у — ближайший к х  узел границы у . Соотноше­
ние (14) можно трактовать как интерполяцию нулевого 
порядка. Легко видеть, что погрешность, с которой за­
дается искомое решение в узлах со есть величина 0 ( | / t | ) .

2. И н т е р п о л я ц и я  п е р в о г о  п о р я д к а .  Мно­
жество узлов со снова рассматривается как граничное, 
но краевое условие для сеточной задачи задается интер­
поляцией первого порядка вдоль одной из осей (xL или 
лг2). Например, для случая, изображенного на рис. 11, 
значение искомого решения в узле О определяется путем 
линейной интерполяции вдоль оси хг по узлам 3 и У, т. е.

Рис. 10

$
y ( x ) = g ( x ) ,  хе=ш, (14)

(15)
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(можно проверить, что погрешность аппроксимации соот­
ношения (15) есть 0 ( | / i | 2)). *

З а м е ч а н и е .  При некоторых рассмотрениях узлы© 
целесообразно рассматривать как внутренние. В этом слу­
чае соотношение (15), переписанное в виде

Ajt/o — — h
1 {Ух Уо

fti
_ У о ^ У з \  =  0>

ht I (16)

следует рассматривать как аппроксимацию уравнения (1). 
Очевидно, что погрешность аппроксимации уравнения (1)
соотношением (16) есть 0 ( 1) .  При такой трактовке узлов ю 
вместо (16) естественнее писать соотношение

-Ч1АЛ
Ух— Уо Уо—Уз

Л, АТ
+ : №

— ~ f o ,  (17) 

также есть О (1)погрешность аппроксимации которого 
(ср. (20)). В настоящее время 
простой снос и интерполяция 
первого порядка практически 
не используются.

3. А п п р о к с и м а ц и я  
у р а в н е н и я  н а  н е р а в н о -

*
м е р н о й  с е т к е .  Узлы со рас­
сматриваются как внутренние, 
а уравнение (1) аппроксими­
руется по пятиточечному шаб­
лону «крест» на неравномерной 
сетке. Один из возможных ти­
пов нерегулярных шаблонов
изображен на рис. 11. Узел 3 является граничным, уз­
лы /, 2, 4 являются внутренними. Тогда

Л * < / 0 = ^ Ух — У о  У(Г
hi +  /Р> (*/2 - 2 0 0  +  1/4)= — /о, (18)
— 0,5 (hi -)-Af).

В общем случае может оказаться, что граничными яв­
ляются узлы х<~’»> (или л:(+ ,‘>), (или дс(— *•>). Тогда
уравнение Пуассона аппроксимируется на пятиточечном 
нерегулярном шаблоне «крест» согласно

А*г/ =  Л ^  +  Л£^ при х<
*
(О,
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где

(19)

Ла =  0,5 (ha +  h%), Л£ — расстояние от х  до граничного узла

в нерегулярном узле ty* = А * и  — Lu, очевидно, имеет пер­
вый порядок относительно \h\, так как

4. В т о р о й  с п о с о б  а п п р о к с и м а ц и и  у р а в ­
н е н и я  в н е р е г у л я р н о м  у з л е  на  н е р а в н о м е р ­
н о й  с е т к е  ( к о н с е р в а т и в н а я  с х е м а ) .  Изучение 
разностного оператора, совпадающего с Л</=«- -\-у-о » . *1*1 XgXg
в регулярных узлах лгесо и с Л *у = у -~  +  у,* в нере-

*
гулярных узлах х  е  со, как оператора в пространстве 
сеточных функций, заданных на б) и равных нулю на у , 
показывает, что в некоторых случаях этот оператор теряет 
ряд важных свойств, присущих дифференциальному опе­
ратору Lu =  Au: самосопряженность и знакоопределен­
ность. Этот факт связан со способом аппроксимации one- 
ратора Лапласа в нерегулярных узлах. Меняя эту ап­
проксимацию, получим самосопряженный и знакоопреде­
ленный оператор разностной задачи Дирихле на сетке со. 
Достаточно положить

Формальное различие между оператором в (19) и (20)

х( 1а ) ^ у  или ^ + |« ) б у ,  Погрешность аппроксимации

Л&  — Lau =  О (йа) =  О ( ha).

A*y =  A iy  +  A£y, Л * # =  — f (х) при х <ее со,

где

К у  =

_1_

•j,

* (  ‘а )  е  у ,

(20)
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состоит в замене множителя 1/#а в формуле (19) множите­
лем 1/Ла в формуле (20). Пространство Н  сеточных функ­
ций, заданных на о  и обращающихся в нуль на v* снаб­
жено скалярным произведением

(У, £>)= 2  y ( x) v (x)hihа.

Свойство самосопряженности разностного оператора,
о котором мы говорили выше, означает, что матрица си­
стемы линейных алгебраических уравнений (разностных 
уравнений) относительно искомого вектора Y  (сеточной 
функции у (х ) у х е с о )  является симметричной. Это позво­
ляет использовать для нахождения у ~ у ( х )  быстросхо- 
дящиеся итерационные методы, развитые для уравнений 
Ay =  f  с симметричной матрицей А. Поэтому последний 
способ (20) аппроксимации уравнения Аи = — /  в нере-

*
гулярных внутренних узлах х е ш  заслуживает предпоч­
тения.

Итак, разностная задача Дирихле для уравнения Пуас­
сона ставится следующим образом:

АУ= У ы  +  Ух*х. : =~ в Регулярных узлах
х е  ©,

А*у  = — f  (х) в нерегулярных узлах I /01
* I Ц ч« е ю ,

У = 8 (х) в граничных узлах
*e=v,  .

где Л* определяется выражением (20).
Если Л* определяется формулой (19), то соответст­

вующую задачу обозначим как задачу (21').
Если у  — решение задачи (21), « — решение задачи (1), 

(2), то для погрешности z(x) -=y (х) — и (х) выполняются 
условия

Лг=*— (х) при х е ш ,  Л*г =  — г|>* (х) при х  е  to,l 
г (лг)=0 при х  е  у, ]

где 1|з (х) — Au +  f, ty* =  A*u-\-f .
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Если функция и = и ( х )  имеет в G ограниченные про­
изводные до четвертого порядка, i . е. и е  С* (G), то по­
грешность аппроксимации самосопряженной консерватив­
ной схемы (21) есть г|) (х) — 0  (| /г|2), i|>* (х) =  0  (1). Несмотря 
на понижение порядка аппроксимации (по сравнению со 
схемой (19)) в нерегулярных внутренних узлах, консер­
вативная схема (21) имеет, как будет показано в § 4 этой 
главы, второй порядок точности в равномерной метрике. 
Исследование вопроса о сходимости и порядке точности 
разностной схемы (21) сводится к оценке решения г за­
дачи (22) через правые части ij) и if*. Оценки для реше­
ния задачи (22) будут получены в § 4. Они основаны на 
принципе максимума для сеточных уравнений.

§ 3. Принцип максимума

В этом параграфе изучается некоторый класс сеточ­
ных уравнений, для которых имеет место так называемый 
принцип максимума. В рассматриваемый класс вклады­
вается большинство основных сеточных аппроксимаций 
краевых задач для эллиптических уравнений второго по­
рядка без смешанных производных. Принцип максимума 
позволяет установить разрешимость сеточной задачи, а 
в ряде случаев и получить априорную оценку ее решения.

1. Сеточные уравнения общего вида. Пусть й  —неко­
торое конечное множество точек (узлов) х = ( х 1г х2 ........хр)
р -мерного евклидова пространства (сетка). Пусть в каж­
дой точке j t e Q  задан шаблон Ш(х) cz £2, т. е. некоторое 
подмножество точек х  из Q. Обозначим через III' =  
ssIII(x)  \  {дг} окрестность точки х, т. е. множество всех 
узлов шаблона Ш(х) за исключением самого узла х. Рас­
смотрим уравнение

S y ( x ) = F ( x ) ,  r <=Q,  (1)
где у  (х) — искомая, F (х) — заданная сеточная функция 
(правая часть уравнения), a S —линейный оператор, оп­
ределяемый формулой

Sv (х) == А (х) v (х) -  2  В ? )у (£)> (2)
| S  Ш'  (х)

коэффициенты А (х) и В (х, £) которого — заданные сеточ­
ные функции j c e Q  и
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Будем предполагать, что коэффициенты А я В удов­
летворяют условиям

Л ( * ) > 0 ,  В ( х у Е )> 0 ,  V x g Q  и Vge=ZZ7'(x),

D(x)  —  A ( x ) -  2  В (х, 1 ) ^ 0 .  <3>
|  €=ЛГ (X)

Пусть х  — произвольный узел сетки й . Возможны два 
случая: а) либо окрестность Шг (х) этого узла есть пустое 
множество, б) либо U1 ' (х) содержит по крайней мере один 
узел I  е  £2.

Если окрестность Ш' (I) узла х есть пустое множество, 
то уравнение (1) при х =  х  имеет вид

A(x)y(x)=*F(x)  или y ( x ) = g ( x )  (g=F/A) .
Такую точку х будем называть граничным узлом, а осталь­
ные узлы, окрестность которых состоит по крайней мере 
из одной точки — внутренними узлами*). Обозначим у — мно­
жество всех граничных узлов, а со —множество всех внут­
ренних узлов сетки £2, так что cdUy =  £2.

Задача (1) при наличии граничных точек формули­
руется следующим образом: найти решение уравнения

Sy  (х) =  F (*) при лг £= (о, (4)
удовлетворяющее граничному условию

y(x)  =  g(x)  при XG=Y, (5)
где F (х) к g (*) — заданные функции. Это — первая крае­
вая задача на сетке Q.

В качестве примера рассмотрим задачу (5), (6) из § 2 
в прямоугольнике. Нетрудно переписать разностное урав- 
нение Л у = у - л  +  yitXl =  — /(*) так:

2 { ц  +  щ) У (*) ~  ц  + У (+и)) ~  ц  ¥ ~ и) + £ (+1*>) — 
= /( * ) ,  х<=а>, y ( x ) = g ( x ) ,  х е т .

Сравнение с (4) показывает, что здесь А (х) — 2 >
> 0 ,  В (х, l) — l/h\ или 1 //*2, F(x) =  f (x),  D ( x ) e 0 .

Если говорить о второй и третьей краевых задачах 
для разностных эллиптических уравнений (в простейшем

*) Очевидно, что введенные понятия внутреннего и граничного 
узлов связаны с видом оператора S, т. е. зависят от шаблонов Ш (я),
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случае для разностного уравнения Пуассона), то граница 
в смысле данного выше определения отсутствует. Узлы, 
лежащие на границе Г области G, выделяются лишь тем, 
что шаблон в этих узлах меньше, чем шаблон во внутрен­
них узлах сетки. В случае, например, третьей краевой 
задачи для уравнения Пуассона имеем D (х) >  0 в узлах 
х е Г  и D(x) =  0 в остальных узлах.

Введем понятие связной сетки. Пусть х, f  — любые 
два узла сетки, не являющиеся одновременно граничными; 
для определенности будем считать, что х не принадлежит 
границе у , т, е, х е  со. Сетка Q называется связной, если 
для любых х е ш ,  X e Q ,  можно указать такую последо­
вательность узлов хи х2, х3, хт , что каждый после­
дующий узел принадлежит окрестности предыдущего, точнее
х 1 ^ Ш ' ( х ) ,  x2e=ZZ/'(*х), . . . ,  4 G f ( U ,

* € = # / ' (хт). (6)

В дальнейшем всюду рассматриваются только связные 
сеточные области £2 и подобласти Q '.

З а м е ч а н и е  1. Очевидно, что для связных сеток Q 
множество внутренних узлов со также образует связную 
сетку, причем имеет место соотношение

Q =  [ }Ш (х ) .
лгесо

Для всякой связной*сеточной подобласти Q' ^  Q обо­
значим через

Й' =  (J  Ш(х).
дсеО'

2. Принцип максимума.
Т е о р е м а  1 (принцип максимума). Пусть Q — сеточ­

ная область, a S  — оператор, заданный на Q при помощи 
соотношения (2). Пусть Q — связная область, а Я ' ^  Q — 
связная подобласть Q, на которой коэффициенты опера­
тора S  удовлетворяют условиям (3). Тогда, если сеточная 
функция у(х), заданная на Q, не является постоянной на

Q '=  (J Ш(х) s  Q и S y ( x ) ^ 0  ( S y ( x ) ^ 0 )
x g Q'

при x s Q ' ,  то у(х) не может принимать положитель­
ного максимального (отрицательного минимального) значе­
ния на £2'.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Пусть
S y ( x ) <  0. (7)

Предположим, что существует узел ^ e Q ' ,  в котором у (х) 
принимает наибольшее положительное значение:

у  (X) — шах у  (х) >  0. (8)
*efi'

Тогда в этом узле

Sy (х) =  Л (х) у  (х) -  2  в  (*. I) У (1) =
I еШ'(х)

= D ( x ) y ( x ) +  ^  В (х, |)  {у (X) -  у  &)). (9)

Так как согласно условиям (3) D (X) Зг 0, а на основании 
допущения (8) у ( Х ) > 0 ,  то первое слагаемое правой 
части (9) неотрицательно. На основании того же допуще­
ния у ( х ) ^ у ( 1), а согласно одному из условий (3) 
В (х, £ ) > 0 .  Тем самым, и последующие слагаемые пра­
вой части (9) не могут быть отрицательными. Следова­
тельно,

Sy(X )5z0 .

В этом утверждении содержатся две возможности; либо 
S y ( X ) >  0, (10)

либо
S</(*) =  0. (11)

Утверждение (10) верным быть не может, так как оно про­
тиворечит условию (7) теоремы. Отсюда следует, что либо 
неверно допущение (8) и теорема доказана, либо из (10) 
и (11) верно последнее. Рассмотрим вторую возможность. 
Из соотношений (8), (9) и условия (3) следует, что при 
D ( х ) > 0  утверждение (11) верным быть не может и, сле­
довательно, либо допущение (8) неверно и теорема дока­
зана, либо D (X) — 0. Пусть £> (;с) =  0. Тогда из соотноше­
ний (8), (9) находим, что

У ®  =  У(Х), S e f f l ' W -  (12)
Так как по условию у(х)  const при а: е  Q', то сущест­
вует такой узел f e £ 2 ' ,  что у  (х) < у  (X). В силу связ­
ности Q' можно указать последовательность узлоэ
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xi, х2, . . . .  хт (xt £ 2')» которая удовлетворяет условиям 
(6). На основании (12) у (хг) — у (х). Без ограничения 
общности можно считать, что

У (Xi) — y (x2) = . .  .— у (хт) =  у(Х),
так как если бы эту цепочку равенств можно было бы 
продолжить_ лишь до некоторого т0, 1 < / n 0< m ,  то
в качестве х можно было бы взять хт„+и 

Вычислим

Sy  (Хт) =  D (хт) у  (хт) +  2  В (Хт, Ъ) (У (Хт) ~  У ( 1 ) ) ^

З г В(хт , x)(y (xm) - y ( Q c ) ) = B ( x m, Х ) ( у ( х ) - у ( х ) ) >  0.
Это утверждение противоречит условию (7) теоремы и, 
следовательно, допущение (8) неверно. Первое утвержде­
ние теоремы доказано.

2. Если Sy (х) ^  0, то достаточно заменить у (х) на 
(— у(х)), для которой S ( — у ) ^  0 и воспользоваться про­
веденными выше рассуждениями. Теорема 1 доказана.

3. Следствия из принципа максимума.
С л е д с т в и е  1. Если S y ( x ) ^ 0 ( S y ( x ) ^ 0) на Q и

существует по крайней мере один узел х 0 сетки Q, в котором
D (x  о ) > 0 ,  *0 <=й, (13)

то у ( х ) ^  0 (у (х) 0) на £2.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть S y ( x ) ^ 0. Если «/(*) =  

ЕЕ= const при х е й ,  то, вычисляя значение Sy (х) в узле 
х =  лг0, получим, что
Sy  (х0) =  D (х0) у  (х0) -  2  В (х0, 1) (у (х0) -  у  (£)) =

£е=Д/' (х0)
=  D (х0) у  (х0 ) ^ 0 .

Отсюда на основании (13) следует, что у ( х )  =  у ( х о) ^ 0 .  
Если же у  (х) const при х е й ,  то у ( х ) ^ 0  на основа­
нии принципа максимума (при Q' =  Q).

Второе утверждение доказывается аналогично. 
З а м е ч а н и е  2. Если сетка Q содержит граничные 

узлы .у, то условие (13) выполняется автоматически для 
х<= у.

С л е д с т в и е  2. Пусть оператор S на Q удовлетворяет 
условиям (3), (13). Тогда задана (1), (2) имеет единствен- 
ное решение.
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Для д о к а з а т е л ь с т в а  существования и единствен­
ности решения задачи (1), (2) при сделанных предположе­
ниях достаточно убедиться в том, что однородная задача 
Sy (х) =  0 на £2 (в случае первой краевой задачи Sy  (х) — О 
на со и у (х) — О на у) имеет только тривиальное решение. 
Применяя следствие 1, заключаем, что либо у ( х ) ^  О, 
либо y (x )^sO  на £2, так как равенство Sy  (х) — 0 в обоих 
случаях допустимо. Эти два условия совместимы лишь 
при у (х) =  0 на Q.

4. Теорема сравнения и априорные оценки. Пользуясь 
следствием 1 из принципа максимума, убедимся в том, 
что верна важная

Т е о р е м а  2 (теорема сравнения). Пусть у  (х)— реше­
ние задачи (1) — (3) , (13), а у (х) — решение той же задачи 
справой частью F (х). Тогда из условия | F  (*) | ^  F (дг) 
на Q следует, что

I £ (*) I 0 (*) «я

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу следствия 1 функция 
д ( х \ ^ 0  на Q. Сложим и вычтем уравнения S y = F  и 
S g = F :

s  (9 +  у) =  F (х) +  F (х) 350, S ( y - y )  =  F ( x ) - F ( x ) ^ 0 .

Применяя следствие 1, заключаем, что у  (дг) +  у (х) ^  0 и 
у (х) — у  (*) 0 или — 9  ( х ) ^ у ( х ) ^ д ( х ) ,  |0(*)
на Q, что и требовалось доказать.

З а м е ч а н и е  3. В случае первой краевой задачи (4) 
теорема сравнения означает, что из условий

|F(*) \ ^ F ( x )  на со, |g ( * ) |< g ( * )  на у

следует, что | у  (х) | ^  у  (х) на Q, где у  (л:) — решение за­
дачи Sy =  F на со, y =  g на у.

Таким образом, решение задачи (1), (2) можно оценить 
с помощью мажорантной функции у  (х), которая удовлет­
воряет уравнению S g = F ( x )  с правой частью F ( х ) ^  
^  | F (х) |, например, F (x) =  \F (дг) | или F (х) =  ||F (х) ||с и 
др. В следующем параграфе будет найдена мажорантная 
функция у  (л:) для разностной задачи Дирихле.

Теорема сравнения позволяет сразу получить оценку 
решения первой краевой задачи (4), (5) в случае однород­
ного уравнения.
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С л е д с т в и е  3. Для решения задачи, 
S y = 0 на to, y = g ( x )  на 7

имеет место априорная оценка
шах | у (*) | sg шах | g  (дг) |. (14)

СО V
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть у (дг) — решение задачи 

Sg =  0 на и, g = g = \ g ( x ) \  на у.
На основании теоремы сравнения \ у ( х ) \ ^ у ( х ) .  Если 

g (х) s= const на у, а у == const на Q, то шах д (х) =  max g, 
и неравенство (14) справедливо. Если же д (х) =£ const 
на Q, то из принципа максимума при Q' =  © следует, что 
максимум функции д (ж) S&0 на о  достигаться не может, 
и поэтому д (x )^ - .max \g \ ,  откуда и вытекает неравен­
ство (14).

Т е о р е м а  3. Если D ( x ) " > 0 на й , то для решения 
у{х) задачи (1) —(3) верна априорная оценка

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть у (х) — решение задачи 
Sg =  \F(x)\  на Q и, следовательно, | у  (*) | <  g (*). Функ­
ция g (х) Зг 0 до тигает наибольшего значения в некото­
ром узле х : g (х) =  max # (х) >  0. В этом узле уравне­

ние (1) запишем в виде

Отсюда и из условия | у (х) | ^  g (х) следует утверждение 
теоремы.

Т е о р е м а  4. Пусть сетка й  разбита на два непере- 
секающихся не пустых подмножества Q' и Q", причем 
&  — связная сетка. Если F(x) =  0 на Q ', а на Q" имеем 
F (х) 0, D ( x ) >  0, то для решения у (х) задачи (1) —(3)
справедлива оценка

т а х ^ М К т а х т щ ! . (15)

|  elii'G)
Так как g ( x ) ^ g ( |) .  то D (X) g (X) F (х) | и

шах | у  (*) | =sS (16)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введем мажорантную функ­
цию у (х), которая является решением того же уравне­
ния (1) с правой частью F (ж) =  | F  (х) | 3* 0 (Sg =  0  на Q \  
Sg =  F(x)  на Q"). Так как 0 , " Ф ф  и D ( jc )> 0  на Q", то 
на основании следствия 2 функции у(х)  и д(х)  сущест­
вуют и единственны. В силу следствия 1 д ( х ) ^  0 на Q, 
а в силу теоремы сравнения у ( х ) ^ д ( х )  на Q.

Оценим д (х). Из уравнений для д (х) следует, что 
либо # (х) =  const ;>  О на Q ', либо (в силу принципа мак­
симума) д (х) не может принимать наибольшее значение 
на Q'. Во втором случае

max у (х) «£ max д (х). (17)
Й' Q"

Так как й '  и Q" — непустые множества, a Q' и £2 — связные 
сетки, то Q' П й ' Ф ф,  откуда следует, что неравен­
ство (17) имеет место и в первом случае.

Оценим правую часть соотношения (17). Пусть шах д (х) 
достигается в узле x0e Q " .  Тогда в этом узле имеем

F (х0) = D  (х0) д (х0) +  2  в  (*«> 5) (9 (х0) ~  9 (D)
le lU 'M

~3z D  (х0) у  (х0),

так как ff (x0) ^ f f  (%)• Отсюда следует, что 

шах д { х ) = д  (х0) ^  F (x0)/D (х0) 9
Q

шах | у (х) | <  шах (| F (х) |/D (х) ) 9
Q Q"

что и требовалось доказать.

§ 4. Априорные оценки и оценки скорости сходимости 
разностной задачи Дирихле для уравнения Пуассона

В этом параграфе принцип максимума используется 
для получения априорных оценок решения разностных 
схем, рассмотренных в § 2, и оценки скорости сходимости 
этих схем.



148 ГЛ. I I I .  У Р А В Н Е Н И Е  ПУАССОНА. П РИ Н Ц И П  МАКСИМУМА

1. Априорные оценки для первой краевой задачи. Рас­
смотрим первую краевую задачу общего типа:

Sy(x) — F(x) при х е  со,
у \ х ) = 8 (х) п р и х е у .

где
Sy(x) =  A ( x ) t y ( x ) -  2  В ( х , 1)у&),  (2)

I  <=Ш'(х)
И

А ( х ) > 0 ,  B ( x , \ ) > 0 , D ( x )  =  A ( x ) -  2  B (x , t )S*0 .  (3)

о *  о

Т е о р е м а  1. Пусть co =  (oU®, где а  — связная сетка,
и D (х) ^  0 на (о, D (х) >  0 на со. Тогда решение задачи
(1), (2) существует, единственно и для него справедлива 
следующая оценка:

max | у  (х) | max | g  (х) | +  шах j U (х) | +  шах
й у ф g

где U (х) — мажорантная функция, являющаяся решением 
задачи
SU (x) — F (х), х е с о ,  t /(x )S s  0, x s y .

о _  %
F (x )3 s |F  (х) | при х е ш  и F (х) 0 при х е  со.

Д о к а з а т е л ь с т в о  1. Однородная задача Sy  =  О 
при х е ш ,  у(х)  — 0 при х е у ,  в силу принципа макси­
мума имеет только тривиальное решение (см. следствие 2). 
Поэтому задача (1), (2) имеет единственное решение.

2. Представим решение задачи (1) в виде суммы трех
1 2  3 i

слагаемых у ( х ) = у  (х) +  у ( х ) + у  (х), где у(х),  * =  1, 2, 3, 
определяются условиями:

S y = 0 , х е ш ,  ! ф ) = г ( х )  при хе=у.
S y — F(x), х е с о ,  S'y— О, х е ш  и у — 0  при х е у ,

S y — Q, х е ш ,  S y = F ( x ) ,  х е м  и у =  0 при х е у .
В силу следствия 3 из § 3 имеем

шах | г/ (х) | sS max | g  (х) |. (6)

} (5)

F(x)
D(x) , (4)
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Функцию у(х)  оценим с помощью мажорантной функции 
U (х), определяемой условиями (5). В силу теоремы 2 
§ 3 имеем

| у (х) | sg | U (х) | и шах | у  (х) | С  max 1 U (х) |. (7)

Так как ю — связная область и £> (* )>  0 при лг<=со, то
3

можно применить теорему 4 из § 3 для оценки у(х)

m a x | i / ( x ) | < m a x | ^ |  . (8 )
*<=G> * \ U \X)дгесо

I 1 I 12 I I 3 I . 3. Учитывая неравенство \y(x) |sg | у  (x) | + 1 у  (x) | +1 у  (x)|
и пользуясь оценками (6), (7) и (8), получаем неравен­
ство (4).

Из (4) видно, что построение мажорантной функции 
является самостоятельной проблемой. В п. 3 функция U (х) 
будет построена для уравнения Пуассона.

2 . Запись разностной задачи Дирихле для уравнения 
Пуассона в канонической форме. Чтобы воспользоваться 
предыдущей теоремой, надо разностные уравнения для 
задачи Дирихле записать в форме (1).

В § 2 в случае области общего вида разностная задача 
Дирихле формулировалась так:

Л* / +  Ух.х, =  — /(* ) ПРИ Агеш,
*

Л*1/ = Л ?0 +  Л ^ = — f (x )  при х<=(0 , 
y = g  (л-) при * е  у

(9)

где Л%у определялись по формуле (20) из § 2 :

' 1 ! у{ + 'а ) - у  _  у —у(~ ’а ) \  у( - 1а )
J  М  К  н* }•

J _ /у(+‘«)_у  _  (+ ,а)
h ' /?* h hа\ а па I

где ha — расстояние от со до *(+ 1а) или х^~1̂
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Кроме того, рассматривалась и другая схема: 

А У= УXlXx +  Ум.  =  - / ( * ) ,  *е=<Ь,
(10)Л*у =  Л?у +  Л%у=* — Цх),  x<=g>, 

y ( x ) = g ( x ) ,  хе=у,

Л & У = ] г ( У х  - У х п) = У х ' х » «̂==0,5(А„+А£).па \ ха а/ *а*а

В регулярных узлах лгео)  уравнение Лу =  — / запи­
шем так (рис. 12):

лгесо.  (11)

В нерегулярных узлах для схемы (9) имеем (рис. 13):
(Ь ±J$ +  !h± h t\ , )==
\ h\hf  +  h\h% ) У { )  

= т?/+и)+ к у {- Хг)+ ! М  +  ш * £ - и) + т ш £ <+,,). (12)hxh*
если и х (+ 1г)е у .

9^

hz
3 о- -о /

^2  

Рис. 12.

Если, например, х(_11)е у ,  a то вместо (12)
получим (рис. 14, а) 
te± A ? , 2 \
\  AfAf

=  i  ^ +1,) +  ̂ | (</+,г)+ # (_1г)) +  /  (*) +  щ ^ +и)-

Отсюда А (х) >  О, В (х, I) >  0, a D (лг) =  щ  +  - щ
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при е  у , е  у ,D (х)— е  у.

Аналогичные выражения для D (*) получаются и для 
других случаев, когда (рис. 14, б)

а) 6)
Рис. 14.

и т. д., а также при рассмотрении схемы (10). Нетрудно 
заметить, что во всех случаях для D (х) верна оценка:

D (х) ^  1/Л2, где й =  шах (hu  Л2), при х  е  со. (13)

Если х  е  со и все узлы g е  III' (х) являются внутренними,
то D (х) =  0. Если же х ^ с о  является регулярным внут­
ренним узлом, но по крайней мере один из его соседних 
узлов попадает на границу, т. е. x(±li) е у  или s y ,
тогда D ( a,) > 0. Таким образом,

D ( x ) ^  0 при хеЕсо. (14)
3. Оценка для погрешности задачи. Мажорантная 

функция. Пусть у =  у  (х) — решение задачи (9) или (10), 
а и =  и(х) — решение исходной задачи (1) из § 2. Обозна­
чим г ( х ) ~ у  — и погрешность решения. Подставляя у  =  
= z +  u в (9), получаем для 2 следующие условия:

*
Лг =  — -ф (л:), * е с о ,  Л*г =  — -ф* (лт), х е в ,

г —0, х  е  у. (15)

Эта задача может быть записана в виде

S z= i|)  при х ьв со, Sz=ijj*  при JCSCO,
г = 0  при д г е у .  (15')



Построим мажорантную функцию U (х) для задачи
о 2 *

5 2г=г|) при x e w ,  5z =  0 при х е с о ,
2

z =  0 при х  е  у.

Пусть начало координат (0, 0) находится внутри обла­
сти G, a R — радиус наименьшего круга с центром в на­
чале координат, содержащего область G. Положим

U ( х ) = %  (17)

где К  — положительная постоянная, которую мы выберем 
позже. Если х = ( х ь  x<z ) e G ,  то U ( х ) ^  0. Так как 
(xa +  ha)*-x*a = 2 ( x a +  0,5ha) h a, то (х?)-Л  =  2, (*?)*Л  =  0
и (Ai +  Ajj) (х?+х^) =  4, т. е. ЛU =  —  K  при х е ш .

В нерегулярных узлах х е ш  для схемы (9) имеем

Л * У — к ( А4 г  +  ^ )  =  — л ,  х > |
при х<—'•>, х<+1,) е  у

либо х<+ 1«>, и т. д. Если же лишь
то

Л’ У— 'к ( т 5 Г  +  1 ) .  * “ !Ь£ г + 7 > Т -
1 *

Таким образом, A*U =  — хК,  при х е ш .  Сравни­
вая уравнения
SU =  K , x ^ a > ;  SU =  xK,  х > у ,  х е ш ;  U ( х ) ^ 0, х е у  

с уравнениями (16), видим, что

. U (x )S s |z (x ) |, 
если положить, например, /С==шах |г|) (л:) |.

Х£(й
Таким образом, имеем

R2 „ R2
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(16)
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Учитывая, что D ( x ) ^ s 0 при х е ю  и D (x)^zl /h?  при
$

х е ш  и пользуясь теоремой 1, для решения задачи (15)
получаем оценку
шах | z (х) | =  шах | у  (х) — и (х) | «S

(О 0)
s-S^m ax | -ф (х) |4-Л2 max | 1|э* (х) |. (18)

“ %

Отсюда следует
Т е о р е м а  2. Если решение задачи (1), (2) из § 2 

и (х) е  С4 (G), то решения разностных задач (9) и (10) 
равномерно сходятся со скоростью О (\h |2):

шах | у (х) — и (х) | М • | h j2,
хесо

где М  =  const >  0 не зависит от hi, 1ц, \ h \2 = h l ^ -  Ц.
4. Схемы повышенного порядка точности. Рассмотрим 

схему (8), (9) из § 2 с погрешностью О (\h |4). Она опре­
делена на девятиточечном шаблоне «ящик», изображен­
ном на рис 15, и имеет вид

Л '^ = ( Л 1 +  Л2) г /+ ^ Ь М А 1Л2г/=  — <р(х), х е ш ,

y = g ( x ) при х е  у. ф (х) =  f +  +  h\K2f), (19)

где со — сетка в прямоугольнике {0 ^ x a *£=la, а  =  1 ,2 }, 
А ау — у- х , а = 1 , 2  (в этом случае все внутренние узлы
являются регулярными).

Запишем уравнение А ' у — — <р в каноническом виде 
S y — <р(х), где Sy  — — А'у.  Подставляя вместо А гу  и Л2г/ 
их выражения, получим, (см рис. 15)*)

3" (а* +  щ) У ^  =  6~ [щ ~~ hi) № ^  +

+  i  {щ ~  ц )  (2) + у  +

+  к  +  ц )  (У (5) + у ^  + 0(7)+0  (8)).

*) При /гх =  V S h 2 и при h2 =  V b h x шаблон содержит лишь семь 
узлов.
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Сравнивая с (1), видим, что

Л  М — f  ( j r  +  j j ) > ° :

■(*Г +  * Г ) > 0 .  С - 5 -  6 .  7 .  8 ;

V& hi

В ( Х ,  С) :
_1_
12

(20)

При условии (20) принцип максимума применим 
к схеме (19): очевидно, что D (х) =  0 при i s a  и D (х) =  
=  А (х) =  1 при Мажорантную функцию U (х), оче­
видно, можно выбрать следующим образом:

U (*) (Ч +  Ч ~ х\ — 4 ) .  0 < x 0 sS /0, а = 1 ,  2.

Так как Л ХЛ £ / =  0, то A'U — AU  =  — /С. Поэтому можно
положить К  =  max | т|з (дг) |. Так 

0)
как область G — прямоугольник и 
сетка ® равномерна по хг и х2, то 
все внутренние узлы являются 
регулярными. Для U (х) имеет 
место оценка

7о-
6-о

8 4
Рис. 15.

0 sg U (х) ■■ ■ П + Ч max | ф(дг) |.

В результате убеждаемся в 
том, что для погрешности г (х) —  

= у(х) — и(х)  схемы (19) выполняется оценка
*!+*!

! 4max \tj(x) — u (х) - max | aj) (x) |. (21)

Если решение исходной задачи м (х) е  Cle) (£?), то при 
условии (20) схема (19) равномерно сходится со ско­
ростью 0 (\h |4) (имеет четвертый порядок точности).

На квадратной сетке hl = h i = h  условие ' (20) автома­
тически выполнено. Поэтому оценкой (21) можно восполь­
зоваться для схемы (8), (9) из § 1, которая отличается
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от (19) только выражением для ф(х). Из (21) следует, 
что эта схема равномерно сходится со скоростью О (Л6) 
(имеет шестой порядок точности), если и (х) е  С(8) (G).

5. Схемы для уравнения в полярной и цилиндрической 
системах координат. Обратимся теперь к задаче (13) из § 2.

Kry - \ - \ y =  —  f ( r ,  ф), (г, ф)е=а>, 1
У (Г, Ф)=*у(г,  Ф +  2я), (г, ф)€=©, y = g ( ф),

(г, ф) <= у,

K y = j { m ) r ’ Р =  г —  0,5Л„ Лфг/ =  ̂  г/(7фф

(22)

(граница у состоит из узлов (R, ц>т).
Схема (22) аппроксимирует задачу Дирихле для урав­

нения Пуассона в круге O ^ r ^ R  радиуса R:
А I д I ди\ . 1 й  - ,  .
Аг.*и =  Т Т г [ г дг) +  г* Щ Г * --? (г '

О< / • < / ? ,  0 ^ ф < 2 я ,  (23)

/■ 57 г= 0  = 0 ,  U:B*S(4>) при =  
ы( г ,  ф) =  и ( г ,  ф +  2 я)  ( 0 < г < Я ,  0 < ф < 2 я ) .

Запишем уравнение (22) в форме (1). Очевидно, что 
х =  (г„, фт ), шаблон Ш (х) =  {(г„_1, фт ), (гп+1, фт ), (/•„, фт _х), 
(Гп> фт+l). (гп, Фт)} при г ф  0,5hr и Г ф  R,  Ш (*) = {(г1. фт ), 
(/•о. Фт-l) , ('■о. Фт+l). (/"о. Фт)} При Г =  0,5Л,.

Из вида Лг и Лф следует, что для задачи (22) условия
(2) выполнены, причем D(x) =  0 во всех внутренних уз­
лах х =  (гЛ, фт ), n < N  (гЛ< /? ) .  Сетка состоит только 
из регулярных внутренних узлов. В каждом из этих 
узлов для погрешности аппроксимации схемы (22) имеет 
место полученная в § 1 оценка

1|) =  Л/.м +  Л(ры + /( г ,  ф )= 0 р 4 Н  (24)

если и е  С(4) (0).
Для оценки решения задачи (22) при # |Y =  0 построим 

мажорантную функцию

U (г, < p ) = K ( R - r ) ,  /C =  c o n s t> 0 .

Применим к U оператор Л =  Лл4-Л ф. Учитывая, что Ц



156 ГЛ. I I I .  У Р А В Н Е Н И Е  ПУАССОНА. П РИ Н Ц И П  МАКСИМУМА

не зависит от ф и A <fU =  0, а также

Т  ( Р Ur)r = - £ г  ((Г +  0>5̂ ) -  (Г -  0>5Н'»  ---- Т .
IS

получаем AU —— -  при х = ( г ,  ф ) б ® ,  U (R, ф) =  0.
Потребуем, чтобы выполнялось неравенство К ^ r \ f  (г, ф)| 
для всех х  = ( г ,  ф) <= со. Это будет иметь место, если
положить К  =  max | rf (г, ф) |. Отсюда и из теоремы 1

€0
следует

Т е о р е м а  3. Решение задачи (22) существует и един­
ственно; для него верна оценка

шах | </ (х) | < ; max | g  (ф) | +  /? max \r f (г, ф)|. (25)
ф % “

Если решение дифференциального уравнения и (г, ф) имеет 
четыре ограниченные производные по хг и х2, то схема (22) 
равномерно сходится со вторым порядком (имеет второй 
порядок точности).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Условия теоремы 1 выпол­
нены. Поэтому можно воспользоваться оценкой (4) и под­
ставить в нее

max | U | sg K R = R  max | rf (г, ф) |.
<0 0)

2. Для погрешности г = у  — и имеем задачу
Лгг + Л фг =  — г|>, (г, ф)<=со, 2 =  0 при r — R  (26)

с однородным граничным условием. В силу априорной 
оценки (25)

max | г (г, ф) | ^  R  max | гф (г, ф) |. (27)
0) ©

Подставляя сюда оценку (24) или | л|) | =  0  (Лг+Лф), полу­
чаем max 12 1 sg УИ (hr +  h^), где М  =  const >  0 не зависит 
от hr и Теорема доказана.

Пусть в круговом цилиндре (см. §§ 1 и 2)
£  =  {(*i> *2, *з) |*! +  * К Я 2, 0=sS*3 =  2 < / }

требуется найти решение уравнения Пуассона, принима­
ющее на поверхности цилиндра заданные значения. В ци­
линдрических координатах указанная задача ставится 
следующим образом: найти ограниченное в G решение
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уравнения
А 1 5 /  ди\ . 1 д*и , д*и £ , ч /ООЧАлф,*ы—у  аг (г ^ = — /  (г, ф, г), (28)

удовлетворяющее условию периодичности по ф и крае­
вому условию и (г, ф, z ) = g ( r ,  ф, г) при r = R ,  O ^ z ^ l ,  
О ф s g 2я и при г — 0,1, O s ^ r ^ R ,  0 а ^ ф < :2 я . В ци­
линдре вводим описанную в § 1 сетку
и =  й/.Х(офх а г— {{г, ф, г ) | г < = о Г, ф е  шф, ?<=©*},

©, =  {гй=(га + 0 ,5 )Л „  n — Q, 1, 2, . . . .  N, hr = R / ( N  +  0,5)}, 
йф =  {фт  =  why , т  =  0, 1, 2, М — 1, Аф=2я/М}, 
Qs= { z k=khz,  /г =  0, 1, 2, . . . ,  / , А* =  ///}.
Граница у состоит из узлов (/?, фот, г*), (/•„, фт , 0) и 
(/■„, фт , /). Множество внутренних узлов со =  й \  у. Все 
узлы являются регулярными, т. е. <b =  cd. На сетке 05 =  Q 
разностная схема для задачи (28) имеет вид

Xy =  A ry  +  A vy +  A ,y =  —  f(r ,  Ф, г), х = ( г ,  Ф, г) е  ®, (29) 
У— g (г, Ф, г) при х<=у,

где А гу =  у-г, (Жг +  Лф) — оператор задачи (22). Записы­
вая (29) в каноническом виде (1), убеждаемся в том, что 
все условия (2) выполнены, причем ® =  Q, a D (х) =  0 
при х е и .  Чтобы воспользоваться теоремой 1, достаточно 
построить мажорантную функцию U = U ( r ,  ц>, г).

Нетрудно заметить, что функция U =  K ( R  — r) может 
служить мажорантой и для задачи (29) с однородными 
граничными условиями. Поэтому теорема 3 сохраняет силу 
и для разностной задачи Дирихле в цилиндре (29). В этом
случае погрешность аппроксимации ч |>=(у (Л* +  Аф) -fA lj, 
и для погрешности г — у — и верна оценка 

max | y  — (Лг +  А̂  +  А!),
(О

где М  =  const >  0 не зависит от шагов сетки. Таким 
образом, схема (29) имеет второй порядок точности.

6. Разностная задача Дирихле для уравнения Пуассона 
в сферических координатах. Пусть в шаре G =  {(xlt хг, х 8)\ 
*i +  *l +  *3^ ^ 2} требуется найти решение уравнения 
Пуассона, принимающее на поверхности шара заданные



158 ГЛ. I II .  У Р А В Н ЕН И Е  ПУАССОНА. П РИ Н Ц И П  МАКСИМУМА

значения. В сферических координатах задача ставится 
следующим образом: найти непрерывное в 0  решение 
уравнения

л „ Т д ( 2 ди\ . 1 д*и . 1 д ( . 0 ди\
&г,(р.еы— г% дг{г drJ +  ,2Sinaea(p3 +  r2 sin 0ge(s l n e dej — 

=  — f ( r > Ф> е) при 0 < r < R ,  0 « £ ф ^ 2 я ,
О <  б <  я , (30)

удовлетворяющее граничному урловию

и(г,  ф, б )= £ (ф , 0) при r = R ,  (30')

условиям ограниченности

/■2^  =  0 при г =  0; sin 0 ^ = 0  при 0 = 0 ,  я  (30*)

и условию периодичности по ф

и (г, ф, 0) =  ы (г, ф +  2я, 0), 0 ^ ф ^ 2 я .  (30'” )

Разностная схема для этой задачи была получена в §§ 1, 2. 
Вводится сетка

й  =  ®г Х щ Х щ = { ( г ,  ф, 0 ) | г  6 = ©г, ф £ Ш ф , 0 €= ©9 },

где о)ф определены выше, а
®r= { r n= ; ( n + l ) h r, п = 0, 1, 2, 1, hr =  R/N\ ,
®9= {0i =  (t + 0 ,5)Л0, t =  0, 1, . . . .  / - 1 ,  Л9 =  я//}.

Граница v сетки состоит из узлов (R, фт , 0г)

Y =  {(#> Фт, 0/) I (фт, 0i) S  (ОфХ(О0}.

Множество внутренних узлов

(0 =  ® \ 7  =  {(г, ф, в) | г <  /?! (ф, б )е (о фХ(йвЬ

На сетке <з =  Й разностная схема для задачи (30) запи­
сывается так:

А (/= А гг/ +  Лфг/ +  Лег/=  -  f(r,  Ф, 0), х =  (г, ф,0) е= со, \ 
У=ё(Ч>, б) при r =  R,  у (г, ф, в) =  у(г ,  ф +  2я, 0), ]
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г д е  А  =  А г - f  Л ф +  А 0 определяется формулами ( 3 9 )  —  (4 1 )  
из § 1. Перепишем их:

Л г У = ^ ( р г /7)л P = f ( r - h r),  г -= (и  +  1)й„

п =  О, 1, . . . ,  W — 1, 

V = 7 * i  Q ф̂ф> =  (sin9^)e*

=  9/ — -гр Й д  =  г й д ,

так что Рп =  0 при п =  0, 0 ,=О  при t — 0, 6, =  я  при 
/ = / .

Записывая схему (31) в канонической форме (1) при 
Q =  ®, видим, что условия (2) для нее выполнены и D (*) == О 
для всех х =  (га, фт , 0() е ю .  Для задачи (31) с однородным 
граничным условием у =  О при r = R  построим мажорант­
ную функцию

U (г, ф, b) =  K ( R -  г sin 8), (32)
где К = const > 0 .

Вычислим (Кг +  Лф +  Л0) U =  ArU +  -Х0{/.
Замечая, что

(рг?)г =  т 4 7 (р (+ 1 г)_ р )=

“ тщ ; ( п г + к ) - г ( г - к ) ) = ^ ,  

(sin б  (sin 0)e-)e_ , = - ^ г  (sin 9i+0,B (sin 0m  — sin 0,) —

1 h
— sin fy-0,8 (sin 0* — sin ©/_!.)) =  7j|Sin у  (sin 20i+o>5—sin 29^0,8) =

2 h 
=  sin sin й 0 cos 20<t

находим
All  =  — F, j r e c j ;  i /  =  /С/?(1 —sin0)3sO, : e y ,  (33) 

где

F = — (2 sin2 8 +  x cos 20) >  0, • - л 4 г — •
г sin б v 1 7 * «0 O,5 /t0

Так как функция ф(<%) =  (sina)/a  при 0 < а < С п / 2  мо­
нотонно убывающая, то для к справедливы двухсторонние
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оценки 4 ] /2 / я 2 ̂  к <  1 при любых he я/2. Функция £/, 
в силу теоремы сравнения из § 3 , является мажорантной для 
решения задачи (31) с однородным условием у — 0 при 
x — (R, ф, 6) е у, если F ( x ) ^ \ f ( x ) \ .  Это неравенство 
будет выполнено при г sin 0 F (х) =  /С (2 sin20 +  к (1 — 2 s in*0) 
JS sx /O -r  sin 0 j f (x) | .

Для этого достаточно положить
и/С =  шах | г sin bf (г, ф, 0) | .

СО

Отсюда находим условие на К'-

m a x | r s i n 0 f (г, ф, 0) | :77^-m ax | г sinBf(r, ф, 0) | .
со 4 у  2 (о

Д ля U (х) справедлива оценка 

U (x) =  U (г, ф, 0) < 2 R  max | г sin 0/  (г, ф, 0) | .
СО

Применяя теорему 1 к задаче (31), убеждаемся в том, что:
1) задача (31) имеет единственное решение; для него 

верна априорная оценка

max | у (г, ф, 0) | ==£
СО

fiS max |§(ф , 0) | +  2R max | г sin 0f (г, ф, 0) |, (34) 
“(рХ®0 °>

2) схема (31) имеет второй порядок точности, если 
решение и задачи (30) как функция декартовых перемен­
ных хх, х2, ха имеет в G ограниченные четвертые произ­
водные:

max | у (г, ф, в) — и (г, ф, 0) | < М  (ht +  h^ +  hl),
га

где М = const >  0 не зависит от hr, /г0.
Первое утверждение сразу следует из теоремы 1. Для 

оценки порядка точности рассматриваем задачу для по­
грешности

l 2 =  Arz +  A4,2 +  A92 =  — я|)(г, ф, 0), х = { г ,  ф, 0) е я ,
г =  0 при ж е  у.



Погрешность аппроксимации г|> исследована в § 1; 
нее верна оценка

(h i  Л*+А1\

Пользуясь оценкой (34), имеем

max| t /  — и | ^  2# max | г sin 0 • i|> (г, ф, 0)| ,
О) со

и, следовательно,

max | у (г, ф, 0)— и (г ,  ф, 0) \ = * 0  (h l+ h ^ + h l) .
©
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РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ ДЛЯ ОСНОВНЫХ КРАЕВЫХ 
ЗАДАЧ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ

Г Л А В А  IV

В этой главе строятся сеточные аппроксимации наибо­
лее характерных краевых задач для основных уравнений 
математической физики. Рассматриваются постановки кра­
евых задач для уравнений второго порядка, для системы 
уравнений Ляме, для бигармонического уравнения.

§ 1. Краевые задачи для уравнений второго порядка

В этом параграфе мы дадим постановки основных 
краевых задач для дифференциальных уравнений второго 
порядка и укажем некоторые виды условий сопряжения.

1. Уравнения второго порядка. Как уже неоднократ­
но отмечалось, простейшим эллиптическим уравнением 
второго порядка является уравнение Лапласа Д а = 0 ,  
которое в двумерном случае имеет вид

А дЧ . Фи л /1Ч
А и ^ щ  +  щ  =  °- <*>

В § 1 гл. I было показано, что уравнением Лапласа 
описывается, например, закон стационарного распределе­
ния температуры в однородной изотропной среде, не со­
держащей внутренних источников, установившаяся диф­
фузия и ряд других физических процессов.

Если среда содержит внутренние источники, то указан­
ные процессы описываются уравнением Пуассона

Ды— — Ж .  (*i. **. *»).



где функция f  (х ) является плотностью распределения ис­
точников.

Если плотность распределения источников не зависит 
от переменной х3, то, как отмечалось в § 1 гл. I, в ряде 
случаев искомое решение также не зависит от х 3, и тогда 
уравнение Пуассона можно записать в виде

х = (хъ Xi)- (2)
Будем всюду в дальнейшем предполагать, что искомое 

решение зависит только от двух переменных дгь  х2 и не зави­
сит от х3, т. е. и =  и (xlt х2). Это означает, что описываемый 
процесс протекает в теле, ограниченном цилиндрической 
поверхностью, образующая которой параллельна оси Ох3. 
При этом мы можем считать, что задача рассматривается 
в области, образованной сечением указанного цилиндра 
плоскостью ха =  const.

Для описания процессов, протекающих в неоднород­
ной среде, требуются уравнения, отличные от уравнения
(2). Так, например, распределение температуры в среде, 
коэффициент теплопроводности k которой меняется от 
точки к точке, т. е. k — k(x),  будет описываться 
уравнением

-4(* w I ) +Uk м I) - - ■’ *-<*■• *>■ <3)
Если к тому же процесс распространения тепла зависит 
от направления, т. е. среда анизотропна, то при над­
лежащем выборе независимых переменных уравнение при­
нимает вид

+  = - ж .  (4)
где к\ (х) — коэффициент теплопроводности вдоль оси 0 хи  
a k2 (х) — коэффициент теплопроводности вдоль оси 0 х2.

Плотность источников может быть заданной функцией 
точки х,  а может зависеть и от искомого решения и (дг). 
Если плотность источников линейно зависит от темпера­
туры, то в (4) к правой части следует добавить величи­
ну q (дг) и. Если плотность источников зависит еще и от тепло­
вого потока, то правая часть в (4) принимает следующий вид:

— (fei (дг) кг (х) д~  +  b2 (х) k2 (х) -  q (х) и + /  (х)).
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Подставляя это выражение в (4), получим следующее 
уравнение:

< )  +  £ ( М < > | )  +  +  М < -
- q ( x ) u + f ( x )  =  0, (5)

где /•1= Ь 1&1, г2 =  &262.
Уравнения (1) —(4) можно рассматривать как частные 

случаи уравнения (5).
Иногда при решении задач бывает целесообразным 

сделать замену независимых переменных так, чтобы 
в новых переменных область, в которой ищется решение, 
была по возможности проще. Эта замена может привести 
к появлению в уравнении (5) смешанных производных. 
В новых переменных (для них мы сохраним прежние 
обозначения) уравнение (5) будет выглядеть следующим 
образом:

+ к (*“ (х)й ) + ri(х)дй + r* w ds k - q{x)u+fix)= 0- (6)

Так как уравнение (6) эллиптическое, то его коэффи­
циенты k ap (х) должны образовывать знакоопределенную 
квадратичную форму, т. е.

| Ли (*) И +  (*12 (*) +  *21 (*)) Ilia +  *22 (*) U | ф  О
при |*+ И  Ф О .

А это будет так, если

4*и (*) *22 (х) >  (k12 (х) +  k21 (х))*. (7)
Соотношение (6) есть наиболее общее линейное эллипти­

ческое уравнение второго порядка на плоскости.
2. Условия сопряжения для уравнений второго порядка. 

Рассмотрим задачу о стационарном распределении тепла 
в двух соприкасающихся изотропных телах. Уравнения, 
описывающие распределение температуры в каждом из 
этих тел, имеют вид (3). Пусть kx (дг) и иг (дг) — коэффициент 
теплопроводности и температура первого тела, a k2 [х) 
и ы2 (дг) — коэффициент теплопроводности и температура 
второго тела. Пусть контакт первого и второго тела 
происходит по цилиндрической поверхности S с направ­
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ляющей С, задаваемой уравнением ср (*!, х2) =  0, и значе­
ния коэффициентов теплопроводности (х) и k 2 (х) на этой 
кривой различны. Предположим, что контакт между телами 
идеальный, т. е. температуры и тепловые потоки на кон­
тактирующих поверхностях в обоих телах совпадают. Это 
означает, что на кривой ф(*х, х2) =  0 должны выполняться 
условия вида:

«2(*)-«i(*) =  0, k ^ ( x ) - k xd-^(x) =  0, . х е С ,

где л —нормаль к С. Эти условия называются условиями 
сопряжения.

Если поверхность контакта есть плоскость, задаваемая 
уравнением хх= х х, то условия сопряжения принимают вид

«2 (*1. *а) — «1 (*1. *2) = 0 ,  
(8)

h  (*i> Xt) - Ъ щ  ( * ь  Х2) =  0.

В дальнейшем значения температуры в обоих- телах будем 
обозначать одной буквой и, а коэффициенты теплопровод­
ности одной буквой k. Тогда совокупность двух тел можно 
рассматривать как одно тело, но с разрывным коэффи­
циентом теплопроводности. Условия сопряжения (8) удобно
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где х = ( х и  х2).
Условия сопряжения (9) не являются единственно воз- 

' можными условиями на поверхности контакта тел. Рас­
смотрим другую модель контакта. Пусть между двумя 
плоскими изотропными телами с коэффициентом тепло­
проводности k(x)  помещена тонкая слабопроводящая про- j
слойка. Контакт между телами и прослойкой считаем 
идеальным. Пусть для простоты поверхности контакта 
плоские и имеют уравнения *x —О и ^  =  6. Мысленно 
вырежем из полученного тела призму с сечением (рис. 16) <

П = { — Д1<дг1< б  +  А1, 0 < х а 

На основании (3) и (9) имеем !

где е =  const —коэффициент теплопроводности прослойки. 
Проинтегрируем первое уравнение по области—А1< х 1<; О, 
0 < * t < A j ,  второе по области 0 < * !  - < i i ,  0 < * 2< Д а, 
где хх ш  (0, б), и сложим полученные соотношения. Вос-

переписать в виде

ы(*х +  0. хг) — и(кх — 0 , х2) =  [и],= • = 0 ,

(9)

F при — Д1 <  Jfj <  О, 

б <С Хх < 6 -1 - Дх,
(10)

при 0 < * х < б ,

0 ^  ^2 Д2»

[u]U = o=0,
(11)

[tt] I*, ОС в—0, k ди
дхг *,=б+о



пользовавшись условиями (11), в результате получим 

^ [в  ̂^   ̂ /̂ 1’ *>]
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+
*х

k (*ь х2) j dxi +  ^  е (дгх, х2) dxi +dxi

xi
+  \ f f c u x ^ d x i  

-At
= 0.

Поделим это равенство на Д2 и устремим Ах и Д2 к нулю: 

e | | ( * i .  0 ) - й ( 0 ,  0 ) ^ ( 0 ,  0) +

+ J (8 - Xl) [ г Щ  (хи  0) + f ( X i ,  0)]d*x =  0.

Полученное соотношение проинтегрируем по лгх аг 0 до б:

е [и (б, 0) -  и (0, 0)] -  8 k  (0, 0) ^  (0, 0) +
б

+  J ( в - * )  0 ) + / ( * ,  0)]<fe, =  0.
о

а затем поделим на б и устремим е и б к нулю так, 
чтобы е/б =  х =  const. В результате получим

Аналогично находится второе условие сопряжения
ди

* [ “]U .= o = £ *.=+о

(12)

(13)

Из (12) и (13), в частности, следует, что тепловой 
поток на линии контакта непрерывен

ди ди
* , - + о ~  дх! *,=— о*

• температура, вообще говоря, разрывна.
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Условия сопряжения (12), (13) можно трактовать как 
условия неидеального контакта. Контактирующие тела 
на поверхности контакта имеют различную температуру, 
скачок которой пропорционален тепловому потоку.

Для уравнения (3) возможны и другие варианты усло­
вий сопряжения, из которых отметим лишь следующий:

[ы] =  0, [ * i j ]  =  _ a ( * ) ,  ш С .  (14)

Из этих условий следует, что на поверхности контакта 
температура непрерывна, а тепловой поток претерпевает 
заданный скачок. Это означает, что на поверхности S рас­
пределены сосредоточенные источники с плотностью а  (х).

3. Основные краевые задачи для уравнений второго 
порядка. Перейдем к обсуждению краевых условий для 
уравнений второго порядка. Простейшими краевыми усло­
виями являются условия первого рода, т. е. условия вида

u ( x ) — g(x) при х е Г ,  (15)

где Г — граница области G, в которой задано, скажем, 
уравнение (6). Если иметь в виду тепловую задачу, то 
условия (15) задают температуру тела на его поверхности.

Если на границе задан (тепловой) поток, то мы имеем 
вторую краевую задачу. Если тело изотропно, т. е. про­
цесс описывается уравнением (3), то условия второго 
рода, в соответствии с § 1 гл. I, имеют вид

* е Г - (16) 

Здесь n — внутренняя нормаль к границе Г.
На границе Г часто задается условие третьего рода, 

т. е. условие вида

=  к (и — и0) =  я и — g(x),  леГ ,  (17)

где х (х) и и0 (х) — некоторые заданные функции, а g (х) — 
=  х (и )« 0 (х). Условия (17) выражают теплообмен тела 
с окружающей средой по закону Ньютона, при этом 
к (х) — коэффициент теплообмена, а и0 (х) — температура 
окружающей среды. Граничные условия второго рода (16) 
являются частным случаем граничных условий третьего 
рода (17) при х<аО.
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Для уравнения (6) аналогом условия (17) является 
следующее:

2

2  ^< *p |rcos(n’ A:a) = x u - g ( x ) ,  * е Г ,  (18)
а, 3«=1

где п — внутренняя нормаль к границе Г, a du/dN — так 
называемая производная по конормали. При k 12 =  k2i =  О 
и kn  =  k22 =  k условие (18) переходит в условие (17).

Для уравнения (6) или любого его частного случая 
может быть поставлена задача с косой производной, т. е. 
задача отыскания решения уравнения (6), удовлетворяю­
щего на границе краевому условию

(19)

где / =  / (х) — некоторое заданное поле направлений, при 
котором, вообще говоря, ди/д1 не совпадает с du/dN.

Помимо классических граничных условий первого, вто­
рого и третьего рода на границе Г могут быть заданы и 
другие условия. Мы сейчас получим граничное условие, 
которое описывает теплообмен тела с окружающей средой 
по закону Ньютона при наличии на поверхности тела 
тонкой хорошо проводящей пленки. Для простоты будем 
предполагать, что тело изотропно, а его поверхность 
плоская. Пусть пленка расположена на левой части поверх­
ности теплопроводящего тела, ее левая поверхность задана 
уравнением Х\ =  — б, а правая поверхность пленки и левая 
поверхность тела — уравнением *1 =  0. Выделим в окрест­
ности границы призму с прямоугольным сечением — б <  
< * х  < Д Ь 0 <Сх2 <С&2- Будем предполагать, что между 
пленкой и телом имеется идеальный контакт. Тогда на 
основании (3), (9) и (17) будем иметь

4~(S + S) = _ ~  б<*г.<0, 0<*2<Д2,
(20).

ш ;(к т£) +  Ы к Ш = - П х ) ’ ° < * * < Аь  ° < * . < Д . .

* ~ о - 0 ’ <21>
ди _  1 ди

* , = + о  е дхх[ы] =  0 при лгх =  0, k Qxi

ТШ[ =  х и ~ 8 ^  при *i =  — б> (22)
где 1/е — коэффициент теплопроводности пленки.
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Проинтегрируем каждое из уравнений (20) по своей 
области задания, сложим полученные соотношения и вос­
пользуемся условиями сопряжения (21) и граничным 
условием (22). В результате получим

дJ [* (Aj, х2) - х  (х2) u ( — 8 , X i ) + g  (*2)] dx2 +
о

+J LI ̂ S{х" Xi) dXl+ 1 ̂  ё(Хи Хг))dXi+
д. 1

+  $ f ( x 1, ДГ2) x A d x ^ O .
— б J

Поделим это соотношение на Л2 и перейдем к пределу
при Aj и Д2, стремящихся к нулю:

<°> °> “  Х “ < -  б’ ° > ' + 8  <°) +
о

+  \ [ т  Ш  °) +  f  °)]
—б

Устремим теперь е и б к нулю так, чтобы 6/е =  а =  const. 
В результате получим искомое граничное условие

• '■ = 0' <23> 

Выясним, какое условие нужно поставить в угловой 
точке, если на примыкающих к ней сторонах тела имеются 
тонкие пленки, быть может, разной толщины. Пусть угол 
прямой, его вершина расположена в начале координат, 
стороны параллельны осям, а тело расположено в пер­
вом квадранте. Выделим в окрестности угловой точки 
прямоугольник — б, < * 1< А 1, — б2< х2 < Д 2 (рис. 17). 
Напишем уравнение, условия сопряжения и граничные 
условия:

Ц к Ю  +  И к Ш — 1 " ри 0 < J r ' < A "  0 < * . < Д « ,

т ( 5 + 5 ) = - / -  — * . < * i < o ,  - « , < * , < л , .
< Д Ь — б2 <  Х г <  0,

(24)
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[« ]  =  0 , k j ± ( + 0 ,  * ) - ■ 1 | £ ( - 0 ,  дг2) = 0 ,  0 < лг2 < Д 2,

(25)

[ы]==0, k ^ ( x ,  +  0 ) - i * L ( x lt - 0 )  =  0, 0 < л :1< Л 1,
1 ди «

- г ^  =  *1=— 6l>

\ ж 2 =  **и ~ ё * при х2 =  — б2. (26)

Проинтегрируем каждое из уравнений (24) по своей области

задания, воспользуемся условиями сопряжения (25) и гра­
ничными условиями (26):

о д,

V  § | | ( А 1’ X2) d X 2 +  J А ^ ( Д Ь * 2 ) ^ 2  +
—б* о

О At

+  Т  S (Xl’ Аг) dXl +  \  k w 2 Аг) <**1 -
—в, о

д, д,
— I ( * i U - g i ) d x 2-  \ («2« - g 2)dA:1 +

-в , -в ,
At Лг

+  $ dx!  ̂ f ( x i, x2)dx 2 =  0 . 
-в , -в ,



172гл. IV. Р А ЗН О С ТН Ы Е СХЕМЫ ОСН ОВНЫ Х К РА Е В Ы Х  ЗАДАЧ

Устремим теперь Дх и Д2 к нулю; е, и б2 также устре­
мим к нулю, но при условии Si/e=<x1= co n st, 62/е =  
=  сг2 =  const. В результате получим

а 1 - ^  +  0* ^ ; " 0, * i = 0’ *2 =  0. (27)

§ 2. Сеточные аппроксимации уравнений второго порядка

В этом параграфе будут пос роены сеточные аппрок­
симации дифференциальных уравнений второго порядка, 
приведенных в § 1.

1. Разностные аппроксимации уравнений с переменными 
коэффициентами без смешанных производных. В преды­
дущей главе был построен ряд схем для уравнения Пуас­
сона. Здесь мы рассмотрим несколько более общее эллип­
тическое уравнение второго порядка, например, уравне­
ние (4) § 1!

Пусть Q — прямоугольная равномерная сетка на пло­
скости Охгх2. В гл. И был указан способ аппроксимации 
обыкновенных дифференциальных операторов второго по­
рядка с переменными коэффициентами. Так как оператор L 
является суммой двух операторов такого типа, то аппрок­
симацию уравнения (1) можно написать сразу. Именно

а у = ( “г 4 0 * . = - ? ( * ) >  <2)
где коэффициенты аа (х), а = 1 ,  2, и <р(х) можно выбрать, 
например, так

Oi( х ) = к г а2 (х)=кг (хи  x2 — ̂ f j ,  (3)

4>(x) =  f(x), x = ( x lt х2), x1 =  i1h1, x2 =  i2h2.
При таком выборе коэффициентов разностное уравнение (2) 
будет аппроксимировать уравнение (1) с погрешностью 
0( | Л)2), где | h | 2 =  A j+ /i|. Порядок погрешности аппрок­
симации не изменится, если коэффициенты аа (х) выбрать
следующим образом:

П /.Л h  (*!' *г) + к 1 (*1 -  h , хг)ui J п f
^  (4)



Возможны и другие способы выбора аа и ф. Отметим, 
что при написании разностного уравнения (2) использу­
ется пятиточечный шаблон «крест».

Пусть теперь Q — произвольная неравномерная прямо­
угольная сетка и
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На этой сетке уравнение (1) можно аппроксимировать 
следующим образом:

где cia, а =  1, 2, и ф (х) — вычисляются по формулам (3) 
или (4). Напомним, что

Уравнение (5) может быть построено, например, методом 
баланса с последующей аппроксимацией коэффициентов, 
как это было сделано в § 2 гл. II для обыкновенного 
дифференциального уравнения.

Вычислим погрешность аппроксимации уравнения (5) 
с коэффициентами (3) я|5=Ли +  ф. В силу (1) погрешность 
аппроксимации можно преобразовать к виду

АУ={а 1у- у х 1  +  ((цу-ху х 2 -------------------------Ф(*), (5)

2

ip— Au-\-<p— Lu — f —  2  Фа +  (ф—Л

где

(6)

Вычислим я|за . Имеют место формулы

из которых следует, что
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Так как ^  +  O (AS), то последнее тождество

позволяет представить dw/dха в виде

± - ( + * * Ь . - ± { * 3 ) > + 0 <№.

Полагая здесь w = k adu/dxa, будем иметь 

Тем самым
Ч>« =  (Т1а)5 + 0 (Л |) ,  (7)

а
где

п - л  „ (ь ди \ (_°'5а) . Л« ^  (ь ди\
*а “  Г °  d x j  + J d &  (ka a j *

Оценим г)а. Так как
( ^2м\("”0,5а)

а =  (м +  0,5Ла -— |- "Ь® №)»
\  д*а 8 дха/

( -  1  ̂ /  л а  ди . Ла а2“ \("°’5а) ,„< а) = ( « - 0 ,5 Л а _  +  - ^ )  +  0(Аа),

ТО

ч-Й П '+о »
и, следовательно,

/ ди \(—°»5а)
Tie= (fle -  ̂ o(“ °'Sot)) (^~ ) “ + 0 ( % ) .  (8)

Если теперь учесть (3), то для т)а будем иметь оценку
т]о =  0 (Л у .

Таким образом, если решение уравнения (1) u(xi , х2) 
имеет непрерывные производные по лг, и х2 до четвертого 
порядка включительно, то погрешность аппроксимации ф 
уравнения (5) с коэффициентами и правой частью (3) 
может быть представлена в виде

2  (Ч«)г + V ,  Г  =  0 ( Щ  +  Щ),  Ла =  0 ( Л У .  (9)
« = 1  “



2. Разностные схемы для уравнения со смешанными 
производными и переменными коэффициентами. Обратимся 
к уравнению

ы -  2  £(*"* '<*>»!)— '<*>• <10>
а, р =  1

Это уравнение является частным случаем уравнения (6) § 1. 
Оно будет эллиптическим, если его коэффициенты удов­
летворяют условию (7) § 1.

Построение разностной аппроксимации уравнения (10) 
на равномерной сетке не представляет большого труда. 
Легко проверить, что уравнение

2

2  [(*«рw yicX + (*«эw = - / w  (ii)
a ,  p =  l

аппроксимирует уравнение (10) с погрешностью О (| А |2). 
Укажем еще одну аппроксимацию уравнения (10) стой же 
погрешностью

2  [ ( ^ a k  +  {кааУ*а)~*а] +  Т  2  [(*•#%)*« +a= l

+ ( ^ p> a + ( ^ i pk + ( ^ p k ] = = _ / (х )- (12)
В случае постоянных коэффициентов ka$ уравнение (12) 
принимает вид

2

2  "I- )y°xlxi ~ —f W* (13)

где

о; =  ( г/+ *а)) — у( - |«))/(2/га).
а

Построим теперь разностную аппроксимацию уравне­
ния (10) на неравномерной сетке. Построение проведем 
с помощью метода Бубнова — Галеркина (см. § 3, гл. II).

Напомним (см. гл. I), что обобщенным из W7.> (G) реше­
нием уравнения (10) называется такая функция u { x ) ^ W ^ G ) t
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которая при любой функции

v (дг) <= Wh (G)
удовлетворяет интегральному тождеству

2

5 5  21 *«Р М  =  5 5 /  М  о (X) dx1 dx2. (14)
G а ,  р =  1 (/

Назовем приближенным решением уравнения (10) функцию 
и (х) е  V, которая при любой v (х) е  V удовлетворяет интег­
ральному тождеству (14). Здесь V — некоторое конечномер­
ное подпространство пространства W{ (G), а V = V  f) №a(G).
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Рис. 18.

Зададим пространство V. Пусть Q— произвольная нерав­
номерная прямоугольная сетка на плоскости Охгх2, обра­
зованная точками пересечения двух семейств прямых 
дг1==лг{4 *2=ж</»>, ia =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . . ;  а = 1 , 2 , . . .
Эти прямые разбивают плоскость Ох,х2 на прямоуголь­
ные ячейки 0[1] =  {дг=(дг1, х2) | х£<*) Разо­
бьем каждую из этих ячеек прямой, проходящей 
через ее противоположные вершины (х*/1*, х<‘»>), (х<<, + ,\  

на Два треугольника (рис. 18, а). Обозначим левый 
верхний треугольник через A +[t], а правый нижний тре­
угольник через A- [t]. Пусть Gh есть объединение всех 
таких треугольников А -  [t], пересечение которых с обла­
стью G не пусто, т. е. Gh= { х\х<= А± [/], А ± [i] f| О Ф  ф }. 
Тогда в качестве подпространства V пространства Wq (G) 
возьмем пространство непрерывных на Gh и линейных 
над каждым треугольником Д~ [г] е  Gh функций,
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Обозначим через ffi =  Gft П & множество узлов сетки Q, 
расположенных в GA, а через 30? =  {i =  (tb  i2) | s  а} — 
множество номеров узлов сетки о. Тогда приближенное 
решение уравнения (10) можно искать в виде

где {щ/} —базис пространства V.
Зададим базис в V. Пусть D [i] есть шестиугольник, 

образованный объединением шести треугольников А— [г], 
одна из вершин каждого из которых совпадает с узлом xt

(рис. 19). В качестве базиса в V возьмем совокупность 
непрерывных, кусочно-линейных функций, каждая из ко­
торых отлична от нуля лишь в одном узле сетки ffi. Будем 
считать, что это отличное от нуля значение равно единице. 
Тем самым каждая из базисных функций %(*) будет 
отлична от нуля лишь на Z)[i] и задаваться следующим 
соотношением:

Рис. 19. Рис. 20.

X (= D l [г], 
X 6= [»],

(хх — x i ^ / h i  +  ( * < '* + дг2)//£, х  <=Da [1],

( ^ • + !> — x j / h t  +  (х2 — х[ЩЦц, xe= D e [t],
0 [i], 

р. =  11 • • • ,6 .
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Вид функций (16) изображен на рис. 20. При выбранном 
базисе коэффициенты г/у в (15) имеют смысл значений 
приближенного решения в узлах сетки о.

Найдем те уравнения, которым должны удовлетворять 
неизвестные параметры у] из (15). Для этого подставим 
в (И)

и (х) =  й(х) и v (х ) =  r\i (дг).
В результате получим следующую систему уравнений:

2  А [у)=Ф<, t<=S0l,
/ешг

(17)

где

(18)Ld ^ д х л д х а '
a,(S =  l O ( ] D { i \

Ф ,=  fr\i dx1dx2, i =  (ii, J2), / =  ( / , / 2). (19)
onoiii

Предполагая сначала, что коэффициенты ka$ постоянны, 
и используя вид функций т]i(x), вычислим коэффициен­
ты Aj  для тех значений i, при которых D [г] a  G.

Из (16) находим, что

r-l/A f. x < = D u °, * e O i ,
0, x e D2, -1/Af. x e D 2,
1/Ai. x «= D3, -1/Af, Дte f is ,

H
I* I! l/Ai,

0,
jf e  D4> 
* s  Ds>

II 0,
I/Am.

-1/Af. x<= De, 1/A.if
0, ж е 0, ■
H = l , Ц = 1 , ..., 6.

(20)

Из (18) и (20) следует, что отличными от нуля могут 
быть лишь следующие коэффициенты:

Л  it, it — 1lit, 1
A (i + l» **-+■ 1l\£i %

a it — 1, i% — 1/%сгс9



\

2

fel-2 +  ̂ 21 
2
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Вычисления показывают, что

л iih  ^ 1 1  (hj[ | ^ 2  ) ^2  I ^ 2 \  I ^ 2 2  Mj" | I | Af\  2 + Ai *i Л+У 2 \AJ- + Л, + Л+ + aJ
”  (^l2 +  ̂ 2l)» 

1» t \  - { -  1 ,  t 2 ________ f h t  I ^ 2  \  I ^ 1 2 + ^ 2 1

Л М. — 2 Ui Ajv
л ii — 1. i»____/А? I M - I

A *. — 2 Ui Ai/

^ • + ,= - ^ ( g + 1 ) + H * ® »  <21>
A  ^1»  l%—“ \ ^ 2 2  (hi  | ^ l \  I & 1 2  +  & 2 1

Ahh =  —  T \ F 2 +JTJ +  ~ ~ '
л t‘ i  - f -  1 ,  i f  +  1 ___  jj  t'i —  1 ,  »a —  1 ___  ^ 1 2  +  ^ 2 1«* (‘itj - 2 *

Подставляя (21) в (17) и преобразовывая, получим

А+У ^ к Х 1 У ^ х Л К ^ Л Ь ^ ( У ^ Л У ^ = Ж г Ф -
Пусть теперь kap — переменные. Разностную аппрокси­

мацию уравнения (10) в этом случае напишем по аналогии 
с только что построенной аппроксимацией

[ ( * « А . ) * .+ ( * « А . ) 5 . ] +  2  [ V i , ) i . +
V a = l  a ,  p = l

а^Э

+  ( V i „ ) 5 j }  —  , W - ,22)
Вычислим погрешность аппроксимации уравнения (22) 

г|)+=Л+и +  /. Сначала преобразуем^*, заменяя в силу (10) 
/  на — Lu и записывая ее в виде суммы

2

■ф+ =  Л+Ы — LU=  ^  Фар»
а , 1

где

t|>£a =  у  [(*««“ ,J i e +  (^ааЫ*а)* а] -  ^-а (fe«a %£),
а

№»=т [(*apwip) se+ (k«tu г gVJ -  wa (‘fe“р $ ) • а ̂  р-
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Замечая, что

т  [(‘ - “О  V + ( * - Ч ) « . 1  “  т  ( ( * . . + С " > ) - ч Х .

и принимая во внимание (6), (7), находим, что

‘Фаа === (Лаа) * "Ь О (ha), 
а

а так как

‘ « . + С 1*1 - У к ^ - о К ) ,
то на основании (8 )

‘Цаа — О (ha)-
Далее

(*вры i р)хо +  (^арЫ ip ) i a =  W  {^а£и*р)*а ^ ^  (^аР%)*а =
_ W + V * 2  3 ^  _ ( А ^ - Л ’Л« & ( и дих ,
“  ЙЛ  ^ a l aP^ j +  2ЛД 3 4 ^ ^  +

h%(h№— h„hl д / д*и\ _
^------- ШС%-дГа (*«Э й | )  +  0  №  +  П*>'

и, следовательно,

1h+ ( ч - ь ж - ь * ) д (и ди\ , ( к т - h i h  *  (и ди\ .
 ̂ « Л  dxa [ y d x j +  « ,* , д х ^ д х ^ Г

K(h$,)2— h„hl д / Л\
------- 4Й ^------ (^«Р д^|) +  О (*1 +  *1), с с ф $ .

Подставляя i|)£p в выражение для \|э+, находим, что1|)+ =  0(1), 
т. е. аппроксимации в точке нет.

Построим другую аппроксимацию уравнения (10). Для 
этого воспользуемся тем же самым методом, но разбиение 
плоскости на треугольники возьмем иное, изображенное 
на рис. 18, б). Проводя аналогичные рассуждения, полу­
чим уравнение

Л-0 =  т {  2  [{кааУ^УХа +  {кааУхаУха}+  2  [ (* « Р ^ р К  +
{ а = 1  а ,  0 = 1

+ ( V * p ) j J } =— f>
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погрешность аппроксимации i | r = Л ~ и + /  которого имеет вид
2

2  “Фар*
а, Э =  1

где a
( h t - h ) ( h t - K )  д f h д и \  ,

—  4ЙА <5%  Г°Р <?*«/+
— h±hl д / №и\

л (̂*оР ц) +
+  0 (Й? +  Й|), а = ^ р ,

и, следовательно, -ф- — О (1).
Используя операторы Л+ и Л- , построим новый опера­

т о р  Л =  1/г(А+ +  Л- ) и с его помощью напишем новую 
аппроксимацию уравнения (10)

А у  -  у  (Л+ +  Л ')  у  =  j  2  [ (*««Уха)1а +  +
а = 1

2

+  Т  2  [ ( ^ * p ) * Aa +  ( ^ 1p)i a +  ( V i p ) i a +
a, jj= 1

+ ( ^ - . e) ' . i — f(x ) - (23)
Вычислим погрешность аппроксимации уравнения (23). 
Используя представления для а|5±р, находим, что

ф = Л м + / =  j ]  (Чв)л +  я|Л r,a =  0(/&), ** =  0 ( П  +  1®.
а —1 4 1 °

(24)

З а м е ч а н и е .  На равномерной сетке уравнение (23) 
совпадает с ранее построенным уравнением (12).

3. Схема повышенного порядка аппроксимации для 
уравнения со смешанными производными и постоянными 
коэффициентами. Построим разностную схему, аппрокси­
мирующую уравнение (10) в случае постоянных коэффи­
циентов с погрешностью 0 ( |Л |4). Для написания разност­
ного уравнения будем использовать девятиточечный шаблон 
типа «ящик». Этот шаблон уже использовался нами в гл. II 
при построении схем повышенного порядка аппроксимации 
для уравнения Пуассона. Оказывается, однако, что урав-

( K Y h - m  *  (и ди\ . ha ( 4 ) 2 
4ЙЛ  дха \ °Р dxJ  4П
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нение (10) на указанном шаблоне можно аппроксимировать 
с погрешностью 0 ( |/* |4) лишь при условии, что шаги 
сетки hx и h2 определенным образом связаны с коэффи­
циентами &ц и £22* Будем считать, что kn ==k22 =s:l 9 
ki2 =  k21 =  K. Тогда сетка Q должна быть квадратной. 

Изучим сначала разностный оператор

AV =  VXtXl +  +  *a (Vi iXi +  V . )  +  « (1 -  0) (»** +  »**,),
где а  —некоторый произвольный параметр. Разложим 
функцию Av  по степеням h
. т . ft2 (d*v , d*v \  , xA2 /  . d*v \ .

Av — L v +  +  dxi) +  3 [dxsdxt +  dxiex,j  +

^ [ 1 - 3 ( 1 - 2 < т) х + 2 к Ч 5| ^ + 0 ( й <)-

Отсюда следует, что разностное уравнение

A'y = y XtXt+ Ух,х, +*[<* (yXlXt+ yXlXt) +(1 -  о) {yXiX, +  */*,*,)]+ 
+  ^ ( l - 3 ( l - 2 o r ) x  +  2и2)yxixiitxi---- Ф\ (25)

где
Ф ' - / + § # .  26)

аппроксимирует уравнение (10) с погрешностью О (А4) при 
любом значении параметра а.

Покажем, что на самом деле уравнение (25) от пара­
метра о не зависит. Легко проверить, что

Ухххг Ух txt УХ\Х 2 У XiXz
и, следовательно,

Ух1*1 Ух 1*2 Ух 1*2 УХ\Хч УХ\Х\Х%Х<ь •
Подставляя это соотношение в А 'у, получим, что

А У==Ух1Х1 ”1" Ух2х2 ^ [а ( УххХ2 "Ь Ух 1*2) УХ\Х% "Ь Ух 1*2 +
h Уххх 1*2*2 G ( Ух 1*2 УХ\Х2 ^ ^*1*1*2**)]

+  Л2 ( т  “  Т +  И(Т +  ̂ )  +  У* !* ,  +
№

+  % {У~Х1Хг  +  У Х , х . )  +  6  ^  + З Х +  y i , XlX,X.-
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Тем самым разностное уравнение (25) принимает вид

4. Разностные схемы для уравнений с младшими чле­
нами. Рассмотрим уравнение

и построим для него разностную схему на равномерной 
сетке Q.

Простейшей схемой второго порядка аппроксимации 
для уравнения (28) является следующая:

*= (*1 , (29)

где Оа (х ) вычисляется, например, по формулам (3). Запи­
шем уравнение (29) в виде

Отсюда видно, что в случае, когда коэффициенты 
га (х) существенно больше коэффициентов ka {x), принцип 
максимума (см. гл. III) для схемы (29) верен лишь при 
достаточно малых ha. Чтобы избавиться от этого ограни­
чения, построим другую схему для уравнения (28).

Перепишем уравнение (28) в виде

А 'у =  Ухл  +  Ух,к, +  Х ( У-Х1Х, +  Ухгх,) +

+  V  ( 1 + 3 * +  2х2) y-XlX-XtXt =  — ф'. (27)

2

2

2

и будем аппроксимировать потоки
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в старших и в младших членах одинаково; тогда получим

А У =  2  [{а « У * Х  + 2 ^ ( < + 'а)Ч  +  й“^ а ) ] -------fM-
а=1

(30)
Очевидно, что погрешность аппроксимации оператора 
есть 0 ( |Л |2). Преобразуем младшие члены так:

JjL q(~I~ *а)м — fa. ± i r°  I. ‘а) ц _ Ш а (+>«)» ,
2ka a y *a 2ka “a y*a 2ka “a yV  /3 n

Za a »_ = r a z i r a i  a w. + 1£*_ a 
2fca 2*„ a *„ +  2*a I a

и обозначим г°—^ -= = /« 5 8  0, =sg0, r j = 0
при ra s=s0, /'a =  0 при ra ^ 0 .  Тогда подставляя (31) 
в (30), будем иметь

А » - 1  (■ + ё  ^ ' “’Ч + Й  ‘’- Va=  1
Но

2&а 1 I I ra I
1 + "2к Г

Поэтому можно взять разностную схему:

“- 11+ ^ г
(32)

Погрешность аппроксимации этой схемы есть О ( | h |а) 
и, как легко проверить, принцип максимума для нее 
имеет место при любых ha.

§ 3. Аппроксимация условий сопряжения 
и граничных условий для уравнений второго порядка

В этом параграфе строятся разностные аппроксимации 
условий сопряжения и граничных условий, отмеченных 
в § 1. Наибольшее внимание уделяется построению раз­
личных аппроксимаций граничных условий второго 
и третьего рода.



§ 3. АППРОКСИМАЦИЯ УСЛОВИЙ С О П РЯ Ж Е Н И Я

1. Аппроксимация условий сопряжения. Пусть коэффици­
ент теплопроводности kx (х) в уравнении (4) § 1

имеет разрыв первого рода на прямой *1 =  0 и требуется 
найти решение этого уравнения, удовлетворяющее усло­
виям сопряжения (9) § 1

Будем для простоты предполагать, что коэффициент k2 (х) 
и правая часть f  (х) уравнения (1) непрерывны при хг =  
=  0. Построим аппроксимацию условий сопряжения (2). 
Пусть сетка такова, что линия разрыва ^  =  0 проходит 
через ее узлы. На основании первого из условий (2) 
искомое решение непрерывно при .Vi =  0, поэтому значе­
ния сеточной функции при х1= 0  и будут его аппрокси­
мировать.

Напишем простейшую аппроксимацию второго из 
условий (2)

где коэффициент ах (х) задается, например, соотношением

д_
дх, (ki (Хи х2) Л )  +  дд-  [ к г (хъ Х г)  /  (Xi. Jf .)  (1)

ы (+  о, х2) — и ( —  0, хг) =  0,

М + 0 ,  х , ) £ -Ьхг о О, хг)

аЛ К  х* ) у * ~ аi(° -  x i) у* = 0’

(3) § 2, т. е.

и вычислим ее погрешность

Используя уравнение (1), выразим ч е р е з
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(k2 и f (x)  и подставим в (3):

Ч> =  - A, J -  (ft, ( x ) + 0 ( h l ) -

-  -  Л1 ( №  к  -  V  м + о  ( * ; + ^ ) -

Отсюда видно, что погрешность аппроксимации есть вели­
чина О (hi), но если второе из условий сопряжения (2) 
аппроксимировать соотношениями

а Л К  * * )  У * ,  ~  a i ( ° >  * . )  К  +  К  ( а ,У~х>U  +  V  W  =  °> (4 )

то погрешность нового уравнения будет уже 0(Н?+/*!)• 
Если уравнение (4) разделить на hi и преобразовать, то 
оно примет вид -

т. е. будет полностью совпадать с разностными уравне­
ниями (2) § 2 для других узлов, где разрыва нет.

Пусть теперь требуется найти решение уравнения (1) 
с разрывным на прямой =  0 коэффициентом kx (х) при 
выполнении условий сопряжения (12) § 1, (13) § 1, т, е.

ди
* _ _ о ’ к[и] — — -bn*

ди
=о г дхх

Сетку выберем так же, как и в предыдущем случае. На 
этот раз решение уравнения (1) при xL =  0 имеет разрыв 
первого рода и, следовательно, сеточная функция у(х),  
аппроксимирующая решение уравнения (1) при х1 =  0, 
должна иметь два значения. Обозначим эти значения 
через у+(0у х2) и у~ (0, х2). Напишем простейшие аппрок­
симации условий (5)

К ist--  IT) (0. *,) y-Xi, X (у* -  y~) (ft,, xt) yxo
где

Ухг —  jj-  У  ( Л х .  X2) -  У*  (0 ,  X , ) ] ,

н вычислим погрешности аппроксимации этих уравнений.
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Для первого уравнения погрешность аппроксимации равна 
% = х [ и ]  — ах(0, х%) и -  =

- * [ « ] - * > £  L _ „  +  hi  ЕГ (*■ £ )  I + °  <*Э -

-  _  ^  +  Л »--- • +  ° ( * ! +  Л1).

Аналогично вычисляется погрешность аппроксимации вто­
рого уравнения

у\)*2= х  а] —а* (/&!, = '2 '[(ааи^ ) ^ + / ] ^ 1ЯВ+о"Ь®(^1“Ь^1)

Из приведенных разложений следует, что погрешности 
аппроксимации обоих уравнений суть величины O(fti), но 
для уравнений

К (У+-  Г) -  й, y-Xl + у (Л, 4= )* +1 / = о, 
х -  г )  -  а(,+1,) -  у  ( a, y i ) X2- | / = о  ,

погрешности аппроксимации будут 0 (/г |+ /г |) . Поделим 
каждое из этих уравнений на h j 2:

к(у*—у~)—а у -
0 ^  “  +  ( а»0*)*. =  —

{̂ ух — к (у+ — у~)
V » .

В этом виде уравнения (6) напоминают уравнения (2) § 2 
для других узлов сетки.

Если для уравнения (1) при хх =  0 заданы условия сопря­
жения (14) § 1, то так же, как и в случае условий сопря­
жения (2), строится их сеточная аппроксимация

( “А , * > ) - т г -  СТ
2. Аппроксимация граничных условий для уравнения 

без смешанных производных. Перейдем к рассмотрению 
аппроксимаций граничных условий. Начнем рассмотрение 
с граничных условий для уравнения (1). Сначала пост­
роим разностные аппроксимации для граничных условий
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второго (16) § 1 и третьего (17) § 1 рода. Будем пока 
предполагать, что решение уравнения (1) ищется в пря­
моугольнике G = {x  =  (x 1, *2) 10 < л :а < / а> а = 1 ,  2}, на 
границе Г которого оно удовлетворяет граничным' усло­
виям третьего рода (17) § 1. В подробной записи рас­
сматриваемая задача выглядит так:

д ч { к 1 д ъ )  + Л ^(Й2̂ ) == — М

~  Sf-ot(-̂ p)» =■ О,
ди (8)

— ka £+а (*p)> *а— а̂> а » Р — 2, СС^р.

Как отмечалось в гл. I, отыскание решения задачи
(1), (8) эквивалентно нахождению элемента, доставляю­
щего минимум следующему функционалу:

[*1 (X) ( g ^ ) 2 +  k2 W  -  2f  (х) v ]d x  +

2

+  2  S “  2^-«U] U„-0 +  [и+оУ2 -  2g+al>] Ua- / a } dx&.
a= l  0

( 9)
Разностную схему для задачи (1), (8) построим мето­

дом аппроксимации функционала (9) (см. § 3 гл. II). 
В замкнутой области G =  G ( j r  введем прямоугольную 
равномерную сетку 0 = о х х й 2 =  {x— (xlt х2) | х а е  ffia, a =  
= *  1 1 2 } »  где (Оц =  { X q  | Xg, iaha> ia: =  0 »  1, ...,' N у, hfi =  
== la/Na\ — сетка на отрезке [0, /0]. Множество внутрен­
них узлов сетки ffi обозначим через ю =  {x= (x1( х2) | ха е
е ю а, a = l ,  2}, где (ва ={лг(/а)| ia =  I, 2 ..........  N a -  l},
а множество граничных узлов —через у =  ©\со. Пусть, 
кроме того, о)+={л£«)|, ta = l ,  2, . . . ,  N a), +®a = { ^ Ia)|. 
ia = 0, 1, . . . ,  jVa — 1}. Будем также использовать обозна­
чение

ha, *a f=(Oa,
\ ha/2, ха =  0, 1а.

Заменим квадратурными формулами все интегралы, 
входящие в функционал (9). Для разных интегралов
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будем использовать, вообще говоря, разные квадратурные 
формулы. В двойном интеграле

5ki w (£)2 <ьс=| \ ь (xi' dxi dx>
заменим интеграл по хг квадратурной формулой централь­
ных прямоугольников, а интеграл по х2 — квадратурной 
формулой трапеций

G

~ Z 2 ki[x'~^'x*)(!ik(X i х*)Ум*- (io)
AflGCOi"

В интеграле ^ k2 (х) dx формулой трапеций заменим

интеграл по л*, а формулой центральных прямоугольни­
ков интеграл по х2:

Wx)(£)2dx~G

~  2  2  h  (*•х* -  hi) ( ё  {Хи х2 ~  W  к к  (11)
xi gwi ^,eo)t

В последнем двукратном интеграле в (9) формулу трапеций 
используем как для замены интеграла по так и для 
замены интеграла по х2:

$ [— 2f  (х) v ] d x ~ -  2 21 S  f  (xi> **) u (*i« *2) M i -
G ^ £ (1)1 *2eco2

(12)

Все интегралы по границе заменим квадратурной фор­
мулой трапеций:
'О
5 [(И-а*»2 -  2g-af ) Ua ~ 0 +  (*+af 2 ~  2^+„У) |*а = ̂  ] dxр ~
О
~  S  [(х-а«2 -  2Я-аУ) Ua -0  +  (x+aV2 -  2g+al>) Ua - i a ] V  (13)
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Аппроксимируем в формулах (10) и (11) производные 
разностными отношениями:

£t{xi-T>x*)~v*> тгАх" <14>
Подставим теперь аппроксимации (10) — (14) в (9). 

В результате получим следующую аппроксимацию функ­
ционала (9):

Jh (v) в  '

s  Л  вЛ АЛ +  И  а« ^ АЛ - 2 _ 2  / ^ л +
®fx«. ©lX©8 (0lX©2

+  2 2  [(«-О»2 -  2g-0fl) Ua= о +  (x+aw2 -  2g+ay) Uo

(15)

где aa =  4 ~ ° '5<l)-
Итак, задача минимизации функционала (9) сведена 

к задаче минимизации аппроксимирующего функционала 
(15). Но Jh(v) есть не что иное, как функция многих 
переменных v (**), xt <= «а. Минимум этой функции дости­
гается в точке v (х) =  у(х), где ее первые* производные 
обращаются в нуль.

Пусть Х Е И . Вычисляя производную Jп (и) по v {х) 
н приравнивая ее нулю, после деления полученного урав­
нения на 2hih2 будем иметь

( ai У х Х  +  ( а*У-х,)х,"----- / W ’ х е < й - (16)

Мы построили разностную аппроксимацию уравнения (1). 
Эта аппроксимация совпадает с ранее построенной аппрок­
симацией (2) — (3) § 2.

Пусть х е у ,  *1 =  0, хг ФО,  /2; мы выбрали точку, 
расположенную на левой границе прямоугольника и не 
совпадающую ни с одним из его углов. Производя опи­
санные выше вычисления и деля полученное уравнение 
на 2Л2, получим

a i(+ 1,) УХ1 + %  ( аМ *  =  К-*У “  в - i  -  у / ’
=  0, х2 Ф 0, /2. (17)
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Это есть аппроксимация одного из граничных условий (8). 
Граничные условия на других сторонах прямоугольника 
аппроксимируются аналогично.

Пусть, наконец, х е у ,  х1= х 2 =  0. После вычислений 
найдем, что

_ А  -g(+U)Ur 4 ---- ^ _ а (+1,)« _
Ai+Лг ‘ Ух' ^Й1+Л2 2 Ух%

_hxK _2 _________________Ax/ta r _ _p.
~  Ax+A2 У Лх+А, 2 (*,+*,) >' Xl~ x* — u-

(18)

Аналогичные уравнения записываются и в остальных 
углах прямоугольника. Уравнение (18) можно рассматри­
вать как разностную аппроксимацию линейной комбина­
ции граничных условий (8) при x t =  0 и х2 =  0. Уравне­
ния типа (18) необходимы для замыкания систем урав­
нений (16), (17).

Оценим погрешность аппроксимации уравнения (17)

Ч > = [М Л1> *>) “* + т  ( U; X  ~ * - i u + 8-г +  т / ]  L_ о “
Ги ди . ht д ( и д и \  . ht д ( и д и \  .

=  Г 1 di~i +  Т  \ k l  d ^ J  +  2 дГг д ^ ) - * - 1и +

+ ^ - i  +  y /  +  C (Ai+AiAS)j.

Принимая во внимание уравнение (1) и граничное усло­
вие (8), отсюда находим, что ij? (0, х.2) —О ( |Л |2). Анало­
гично доказывается, что уравнение (18) тоже имеет по­
грешность аппроксимации 0 ( |А |г).

Рассмотрим другие граничные условия для уравнения (1). Пусть 
в прямоугольнике G ищется решение уравнения (1), удовлетворяю­
щее на границе прямоугольника граничным условиям типа (23) § 1 
(27) § 1.

Более подробно, пусть

в, Р -1 ,  2, а * Р ,
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**“ 0 х,~ 1г (20)
Г ди d u l l  . Г  ди д и ! \  п
[ ст_1 дхг 0+2 дхг J |*,=о ’ [ а+1 дх.г 0-2 dxi J U - / ,

хш*=12 х2 =  0

Отыскание решения задачи (1), (19), (20) эквивалентно нахож­
дению элемента и (хъ *2)> минимизирующего функционал

/(о) =  jj [*I W ( ^ - ) 2 +  *1 w ( ^ ) 2 -  2/ W о]

+К <2|)
Этот функционал отличается от функционала (9) лишь наличием

fdv \2
дополнительных слагаемых a+ a \ fa ~ J  в интегралах по границе.

Как и при построении разностной схемы для задачи (1), (8), 
аппроксимируем функционал (21) на сетке ©путем замены интегра­
лов подходящими квадратурными формулами, а производных —раз­
ностными отношениями. Подставляя в (21) аппроксимации

2 

2
где a± a « a t a (*0-/ip /2), из (10)—(14), получим,

А  (*0— 2  +  _ 2  /М Л +
©fxco* a>t x <02 ®iX«>i

2

+  j.2  2g-a0) !*в-о + (х-н*°*—ty-aP) l*e— j *0+
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Аппроксимации уравнения (1) и граничных условий (19), (20) полу* 
чаются пугем приравнивания нулю производных Jh(v )  по v (*).

Напишем аппроксимации граничных условий (19), (20). Пусть 
*<=Y, xt =  0, х2ф 0 ,  /2• Тогда

«1(+1Ч  +  [ ( ^ + Т а2) ^ 1 , =

=К-1У— g-1 — \ t ,  *1=0, *2=̂0, /а. (22)
Если *i =  *2 =  0, то

(а-2(+1-> + |« 1(+,->)̂  + (а-1<+1»>+|а2<+Ь))̂ =,
=  у  х-1 ^  xi = x2 = °- f23)

Аналогично записываются граничные условия и на остальных частях 
границы 7 .

Используя разложение по формуле Тейлора, легко проверить, 
что при достаточной гладкости решения и коэффициентов задачи (1), 
(19), (20) граничные условия (20) и (23) имеют погрешность аппрок­
симации О (| h |2).

3. Аппроксимация граничных условий третьего рода 
для уравнения со смешанными производными. Обратимся 
к аппроксимации граничных условий для уравнения (10) 
§ 2. Будем считать, что решение уравнения (10) § 2 
ищется в прямоугольнике G= { х =  (х19 х2) 10 ^  ха ^  /а , 
а = 1 ,  2}, на границе которого поставлены граничные 
условия (18) § 1. В подробной записи рассматриваемая 
задача выглядит так:

2  4 ( ^ < 5 )  =  - Ж ’ x<=G, (24)
а, 0 =  1

k аа Ь ^ а$  ̂  g ~а , Х а =  0 ,  а = ^ = Р ,
оха о ц  (25)

, ди * ди , /О.
— «аа а$ д х$ — И+а^ g +а» * а — *а»

Будем предполагать, что уравнение (24) эллипти­
ческое, и, следовательно, его коэффициенты удовлетво­
ряют условию (7) § 1. Самосопряженность задачи (24), 
(25) предполагать не будем, т. е. будем считать, что, 
вообще говоря, £12 (x)=£fe21 (*)•

Разностную схему для задачи (24), (25) построим 
методом аппроксимации интегрального тождества (см. § 3 
гл. II).

7 А» А, Самарский, В. Б, Андреев
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Напомним, что обобщенным решением задачи (24),
(25) называется такая функция и (л:) е  W% (G), которая 
при любой функции v (*) е  Щ  (G) удовлетворяет интег­
ральному тождеству

+  5 [х_2«р |*,_0 +Х+2И0 |*s _/, -  g-t v \х, „о -  g+2V |*2=;s] dX\ +

Интегральное тождество (26) аппроксимируем сумматор- 
ньм тождеством путем замены интегралов квадратурными 
формулами и производных — разностными отношениями. 
Интегралы по границе заменим квадратурными формулами 
трапеций, интегралы от функции fv  — формулами трапе­
ций, интегралы от функций ka$ ~  — линейными ком­
бинациями всевозможных формул правых и левых прямо­
угольников, точнее

Производные в этом соотношении заменим соответствую- 
щими разностными отношениями.

После указанных аппроксимаций интегральное тож­
дество (26) превратится в сумматорное тождество

dxi dx2 +

о
/2

+  \ [X-iUO U, =  0 +  Х+1МУ U, -  g . iV  U  =  0 —
о

<2*2 =  0. (26)



§ 3. АППРОКСИМАЦИЯ УСЛОВИЙ С О П РЯ Ж Е Н И Я  195

следующего вида:

”  hih-i +

+  т  2  [ К М ,  +  К М , + К М , + К М .) М *  +

т 2 Г 2 k̂%v*a+ 2
а, 3 = 1 Lto+xwf +©iX+tt)2

1

+©iXC£)f

+ т  2  \ к м , + h'h* -
©|Х+<*>2

-  2  / ° АЛ  + S [ ( X-2“ - ^ - 2 ) » U - 0  +
(DiXO)2 ©!

+  ( * + * «  -  £ + 2 >  У  к  -  / ,  J Й 1 +  2  [ (X - 1U  -  g - l )  V U . -  о +
0)2

+  (n+lu -  g+1) v U . 1, J Й, =  0. (27)

Приближенным решением задачи (24), (25) будем называть 
такую сеточную функцию у(х), заданную на со, которая 
при любой сеточной функции 1>(х), заданной на той же 
сетке о , удовлетворяет сумматорному тождеству (27). 
Выбирая сеточную функцию v равной единице в каком- 
либо одном узле сетки © и нулю в остальных узлах, 
получим разностное уравнение в том узле, где v отлична 
от нуля. Перебирая таким способом все узлы сетки а , 
мы получим сеточную задачу, аппроксимирующую задачу
(24), (25). При этом во внутренних узлах сетки со мы 
получаем аппроксимацию (24), совпадающую с ранее 
построенной аппроксимацией этого уравнения (12) § 2. 
В граничных узлах у получим аппроксимацию гранич­
ных условий (25). Так, например, при * i = 0 ,  л * #  О» h  
разностные уравнения имеют вид

i u i # ^  « „ + *  А + 1  | ( 4 а ± ^ с  , +

+  K M x .k  +  (*u9«)«]} “

—К-1y - g - i .  — \ f >  *г«“0; хг ф О ,  /„  (28)
7»
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а при х1= х 2 =  0 —
_ J h _ j k ll+ k n ^  +  х ^  +

+  Л~рг2 (*22+^ 2а уХг +  k21yXl -  и_2у +  g-а) +

+  f ( /^ +  Л2) [(^120*,)*, +  (ЬцУх,)х,+ Л = 0 ,  Хх=х2 =  0. (29)

В остальных узлах границы у уравнения пишутся ана­
логично.

Отметим, что при &12 =  &21==0, с точностью до спо­
соба вычисления коэффициентов уравнения (28) совпадают 
с уравнениями (17), а уравнения (29) — с уравнениями (18).

Легко проверить, что если решение и коэффициенты 
задачи (24), (25) достаточно гладкие, то уравнения (28) 
аппроксими]руют граничные условия (25) с погрешностью 
О (hi +  hi) , а уравнение (29) аппроксимирует линейную 
комбинацию граничных условий в угловой точке лишь 
с погрешностью О (/гх +  /г2).

Исследуем более подробно погрешность аппроксимации 
уравнения (29). С помощью формулы Тейлора находим, 
что

+  т  1 |  “  х iU + * -» ] +  аг+л; £  +

+  Ч  i k  (k22 ё ) + кг1 i k  + 1  -  х 2« +  g-2] +

+  Г(£тйГ) H i i kli Ш  +  ^  (*21 S ;  W ] + 0 № + л*) •
Примем во внимание, что и есть решение задачи (24),
(25). Тогда 
Ч>(0, 0) =

- J ( I ^ C * » S  +  f S ^ 1 3 * » S + 0 (4 + A 8 ' (30)
Отсюда следует, что если хотя бы одно из чисел 

1̂2 (0, 0) и &2д (0, 0) отлично от нуля, то погрешность 
аппроксимации в точке (0, 0) есть 0 ( / i i +Ла).

Покажем, как с помощью изменения коэффициентов 
при у ( 0, 0) в (29) можно построить уравнение, погреш-
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ность аппроксимации которого есть 0(hl +  hl). Будем при 
этом дополнительно предполагать, что

Ли (О, 0) +  а21(0, 0)^=0. (31)

Преобразуем выражение погрешности аппроксимации
(30) путем исключения из него производных ^  и (0, 0)

д а  1и (0, 0). На основании (25) граничные условия при
* i = * 2 = 0  имеют вид

*п +  *12 ^ = *-i« -  ё-и  (32)
, ди . , ди

**■ 22 дхъ ~  2“  “  В '2’

Отсюда находим, что при х1= * 2= 0  

St  =  [&п (к_гм — g-2) — k21 (к_^м gi)]/(^n^22 — *12*21)»

7u (33)
■jj — —  [&22 (X-iU — g- l) — k vi (x. 2U — g'- г ) / (*11^22 ~  *12*2l) •

Знаменатель в этих формулах в нуль не обращается, так 
как на основании условия эллиптичности (7) § 1 урав­
нения (24)

*11*22 — *12*21 ^  (*12 — ^2l)2/4. (34)

Продифференцируем первое из условий (25) по *а 
при а =  1 и по хг при а  =  2.

Присоединяя к этим уравнениям при х1= х 2 =  0 урав­
нение (24), получим систему уравнений относительно 
вторых производных д2и/дх\, d2u/dxL дхг и д2и/дх\ в точке 
(0, 0). Определитель системы равен

— (*12 4* *21) (*11*22 — * 12*21) U,=.*,-=o,

и на основании (31), (34) отличен от нуля. Это позволяет 
выразить вторые производные искомого решения в точке 
(0, 0) через само решение и его первые производные в 
«той же точке. Но на основании (33) первые производиью'
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в точке (0, 0) выражаются через само решение и, следо­
вательно, вторые производные можно представить в виде

0) =  ИчхИ(0> 0) — va, р=^=а. 

Подставим эти значения производных в (30)

tf(0> 0)=2 ( л г Ь з °) -v*) +
h2

+  2 (Лх4-Ла) ^ lU ^  ~  v l) "Ь ^  №  +  # ) •

Отсюда следует, что разностное уравнение

+  k12yXt -  x fy +  g* l) +

+  (kn+2™ '■ yXl +  k2iyXl- ^ - , y  +  gU ) +

+  2 (hf+ h2) +  (кнУх^х, +  /] =  0,
где

X* « = Х _ в +  - | ц р ,  g l a = ^ - o  +  ̂ V p ,  P ф  a ,

имеет погрешность аппроксимации 0(hl~\~hl).
Если сетка © неравномерная, то этим же методом 

аппроксимации интегрального тождества можно построить 
следующие аналоги условий (28) и (29):

Ка + ка* ,_ уХа +  к ^ Л _ Л +  * [ ( % ^ ) ^  +

+  +  №°У*а)% +  ( V ^ k  +  +

^ ^  ^  а "2^* ^  

h i+ Щ (*U"̂ 2 11— У*' ~  +  S-iy +

+  hf~fhf  (*?,г̂ 2 SS #** +  ̂ 21Ух, — К-ъУ +  g-zj  +

+  2(hl+hf) (кчУх^х, +  /] =“ 0, ДГ1=*9=»0 (36)

И т. д.



$ 3. АППРОКСИМАЦИЯ УСЛОВИЙ С О П РЯ Ж Е Н И Я  199

4. Разностная схема повышенного порядка аппрокси­
мации для задачи Неймана. В прямоугольнике G =  
=  {* =  (*ь х2) 10 <  х а <  la, а  =  1, 2} рассмотрим вто­
рую краевую задачу для уравнения Пуассона (задачу 
Неймана):

Задача (37), (38) является частным случаем уже рассмот­
ренной нами задачи (1), (8) и получается из последней 
при ^  =  ^2 =  1» х±а =  0.

Перепишем разностную схему (16)—(18), аппроксими­
рующую задачу (1), (8) применительно к рассматриваемой 
задаче (37), (38).

Введем обозначение

Тогда разностная схема, аппроксимирующая задачу (37),
(38), запишется так:

(^ i  +  A , ) 0 = — ф(дг),

уравнение

Л '^ = А Х̂ -Ь Л2# +  ̂ ± ^ Л 1Л.гг/ =  — ф' (х), лг<=<й, (40)

(37)

ха — /в, р ос. (38)

(39)

где
/(*), хенсо,

ф(х) =  . f  W  “Ь ^  б т а  (-̂ р)» Х а~ 0 ,  /а, Яр ^  0,/р,
2 2

/(* ) +  ^& + 2,*< = ® , Xj — 0, /ь  лг2 =  0 , /а.
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где

A o0=* W
которое аппроксимирует уравнение Пуассона (37) с по­
грешностью О (h\-{-h\).

Построим разностную схему, аппроксимирующую 
с погрешностью 0(А}+Л|) задачу (37), (38). По аналогии 
с (40) разностную схему будем искать в виде

Ф'(дг), д г е о ,  (41)

где правую часть Ф ' (х) при ж е ®  следует определить 
так, чтобы погрешность аппрокеимации была величиной 
требуемого порядка малости.

Если при х е ю  положить Ф ' =  <р', то уравнение (41) 
совпадает с уравнением (40) и, следовательно, будет 
аппроксимировать (37) с погрешностью 0(h\ +  h\).

Тем самым осталось задать Ф ' на границе у. Рассмот­
рим сначала уравнение (41) при х,1 =  0 и х2 ^ 0 ,  /2. Учи­
тывая (39), перепишем уравнение (41) в следующем виде:

Уъ +  \  УХгХ, +  Ух1хгх2 +  Т  ф '= 0 -  (42)

Вычислим погрешность аппроксимации этого уравнения

=  +  ~2 ИЬ*. +  112 +^2 Ф ' “

==Ж1 +  У АЫ +  Т ( Й 5  +  12Ж |)А“ +  Т ‘4 ЛИ +

+  h±t r k w i + £ < * ' + о ю + А 8 .

Используя уравнение (37) и граничное условие (38), 
отсюда находим, что

А_  a h± f - h ( h± ^ A _ hA W \ _ h ± d l _
W — —  g-i — 2 '  2 \12 dxi 12 dxi) 6 dxt

- - j / 1 +  |  Ф ' +  Q W + h\).

Тем самым, для того чтобы погрешность аппроксимации
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уравнения (42) была 0(Л}-|-Л*), достаточно положить

Л? * / , * ! * £ ,  2 /  ц  df  h l - h l & g A

ф  —' "Г" 12 12 а*! ^ "*■ 6 д х ! ^  12 3*1 / ”
_  „ /  I 2 ( с  \ h'  df  I * * ~ * ! * * М

+ ^ i ^ 1 + 6 - ^ x +  “ T2— asf]

при *1 =  0, x2=5>fc0, /2.
Определим теперь Ф' при =лг2 =  0. Учитывая (39), 

перепишем (41) в следующем виде:

*2 U I ^1 «. I  ̂ *1 ~Ь . .  I _ *1*2 ф ,  q
й Т + Л  *1 +  *2 +  6 Лх+ Л 2 У х ' х > + 2 (Л ,+ Л 2) Ф  ~ и -

Вычислим погрешность аппроксимации этого уравнения

I ■ *1*1 ф> ■ _  * Л  [ 2  аи , 2 д и  А
^  гсЛх-ЬАа) ^  2 (hl + h t ) \ h i d x 1 ^  t h d x ^ * u ^

/hi »  ц  a n ,  h  д . a ^ - a ;  a^ ди
+  \  12 Эх? +  12 dxi) +  3 dxt U +  6ht dx] dx, +

■ ht d a i Af—Aj ^  Эи , Ax(A? +  ft-) Э» du
3 дхг 6Л, 0дс| djtj 18/ij djcJ дхг

■ К ( К + Ч )  &> du h l + h U  'д du
I "  18Ai dxi dxi ~t'  ЗЛХЛ2 \ °  dx2 dxt +

+ С - » ) ^ ^ ) + « ,' + 0 ( Ч + Ч ) } -

Для преобразования выражения погрешности аппрокси­
мации воспользуемся уравнением (37) и граничными 
условиями (38):

»h /а  г \\______(■_/ I 2 /  ■ hi df ■ А$ h jtP g - i} I
ip (0, 0 ) — 2 (a1+ a4) \ ф  Ax \ ^ - ! +  6 Л /  6 алг| J т"

, 2 ( , hi df A f - A | ^ _ 2\
+  AT +  ¥  &TS +  12" dx\ i  +

+  _Lf! 
*i** \

*1 (*i+A j) ^ g _ t a; (Af +  *I)-̂ g - Z 
72 a*i '1 72 э*»

, * ? + * ! „  dg_! * ? + * ! ,

+  — I2“ a э̂ Г +  ~TS~,

Из вида погрешности аппроксимации следует, что оц%
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будет величиной порядка 0(h\ +  hl), если положить

® '(0 . 0 , = ф ' ( 0 . 0 ) + ! [ г - 1 + $ | . + Я ^ я а д  +

4 . 1  \ а \ h* df I ,
Л2 L 6 dxt ~'" 12 дх\ J ***

4 № + / » j g ag_i , Н Ц Ц + hl)
^  h ji  2 L 12 dxt ^  72 dxl

+  +  при x , - 0 ,  д г ,-0 .

где a — произвольный параметр, целесообразный выбор 
которого становится ясным при исследовании скорости 
сходимости схемы (41).

Для остальных участков границы у правая часть Ф ' 
определяется аналогично.

5. Аппроксимация граничного условия третьего рода 
на криволинейной границе (согласованная сетка). До сих 
пор мы строили аппроксимации граничных условий, содер­
жащих производные, когда участок границы, на котором 
рассматривалось граничное условие, был прямолинейным 
и параллельным одной из координатных осей. В этом 
и следующем пунктах мы рассмотрим более общую ситу­
ацию, когда участок границы либо криволинеен, либо 
прямолинеен, но не параллелен ни одной из осей координат.

Пусть в некоторой области G требуется найти реше­
ние уравнения (37), которое на участке Г0 границы G 
удовлетворяет условию

d£ = x u - g ( x ) ,  х  е  Г0, (43)

где « — направление внутренней нормали к Г0. Пусть Г0 
задается уравнениями

*а=Ш»(9* « =  1. 2. (44)
Будем для определенности предполагать, что производ­
ные (х« (t) функций ц.0 (0 положительны и удовлетворяют 
условиям

0 <  m\i't (t) s=g (0 =^М|х1 (/) < о о ,  (45)
а область расположена правее границы (рис. 21).

Будем говорить, что в области G введена согласован­
ная сетка (сетка, согласованная с участком границы Г0), 
если для значений х9, связанных условиями (44), ее узлы
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задаются точками пересечения прямых

Ха == f̂ a (fi) у ===  ̂ I === — 1» • • •
(рис. 21).

Построим аппроксимацию граничного условия (43) на 
согласованной сетке. Перепишем его в виде

J^-cos(rt, xL) +  ^ ~ c o s  (п, x 2) =  K U - g ( x )

и построим простейшую аппроксимацию этого условия 
yXiCOS(n, Xi) +  y Xtcos(n, X j  =  K y - g .

Вычислим погрешность аппроксимации написанного урав­
нения
ty =  uXi cos (л, Хг) +  иХ2СО$(пу x2) — x u + g  =

=  [ I “, + t ^  +  ° W ) ] c o s ( « - ^  +

+  [дх, ~  hi  %  +  0  H cos {n’ *•> “ x u + s  =

=  ^ c o s  (n, * i ) | | - | c o s ( n ,  x2) ^  +  0 № ) *  +  f®.

Преобразуем выражение погрешности аппроксимации. Бу­
дем считать, что шаг h\  за­
дан, а шаг h2 определим из 
условия 
htJ - C O S  (п, X !)  =  — j C O S  ( п ,  х , )  +

+  0 ( ( А П* '+ Л» .
Замечая, что в рассматриваемом 
случае

соМп’

условие на выбор Л2 можно записать следующим образом:

( Л ^  -  Л2ц()/(2У +  ̂ 3) =  0  m ) 2 +  hl).

Учитывая (45), находим, что это условие будет выполнено,
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если положить
л2= л г^ + 0  (№)*). 

f*l
(46)

Пусть (46) выполнено. Тогда с учетом (37) погреш­
ность аппроксимации преобразуется к виду

Отсюда следует, что разностное граничное условие

аппроксимирует условие (43) с погрешностью 0  ((/tf)2-f/t|).

§ 4. Краевые задачи для системы уравнений 
теории упругости

В этом параграфе будут указаны постановки основных 
задач теории упругости изотропного тела в случае плос­
кой деформации. Будут построены разностные уравнения, 
аппроксимирующие уравнения равновесия и граничные 
условия для них. Все рассмотрения будут проведены для 
прямоугольника со сторонами, параллельными координат­
ным осям.

1. Основные плоские задачи теории упругости. В § 1
гл. I было показано, что система уравнений равновесия 
однородного изотропного упругого твердого тела в случае 
плоской деформации имеет вид (31). Если тело не является 
однородным, а деформация остается плоской, то на осно­
вании (30) § 1 гл. I уравнения равновесия в этом случае 
примут вид

уХ) cos (n, *i) +  y-t cos (л, х2) = x y - ( g +  (47)

(1)
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Напомним, что в системе (1) неизвестные функции их (дг) 
и и2 (х) имеют смысл перемещений точки по направлениям 
осей Oxi и Ох2 соответственно, а к (х) >  0 и ц (дг) >  0 — 
коэффициенты Ляме, характеризующие упругие свойства 
тела.

Для системы уравнений (1) может быть поставлена 
задача отыскания вектора u — (ult и2) при условии, что 
на границе Г области вектор и задан (первая краевая 
задача)

u i= g i ,  u2= g 2 при *е= Г . (2)
*

Если на границе области заданы напряжения, то мы
имеем вторую краевую задачу. Граничные условия в этом
случае, согласно (28), (29) и (32) § 1 гл. I, будут иметь вид

[(Х +  2»)д£  +  Хд£ ] с о s(n. Xl) +

+  *A(a f  +  S ? )cos (п’ Хг)= ~ h> (3)

K£ + S)cos(n’ Xl) +
+  ( ^ ^  +  (^ +  2n )^ )c°s(w , x2) =  - f 2,

где ti — направление внутренней нормали к границе Г.
Если на границе области заданы нормальная состав­

ляющая вектора перемещения и касательная составляю­
щая вектора напряжения, то имеем третью краевую задачу

их cos (я, хг) +  и2 cos (ft, x2) =  g y 

И [2 -  f j )  cos (л, Хг) cos («, x 2) +

+  {d2 +  a ? ) (cos2 (n> ~  cos2 (»•

Для системы (1) часто ставится смешанная задача, 
когда на одних участках границы задаются условия одного 
типа, а на других —другого.
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Выпишем условия (3) i (4) в том случае, когда гра­
ница параллельна оси Охг и область расположена выше нее:

Я ^  +  (Я +  2 ^ ) §  =  - М * 1 .  0), (б)

u * = g(x i ,  0), +  =  _ f ( Xl, 0). (6)

2. Разностная аппроксимация задачи (1), (3). Построим 
разностную схему, аппроксимирующую систему уравне­
ний (1) с граничными условиями (3) в том случае, когда 
область является прямоугольником со сторонами, парал­
лельными координатным осям. Построение схемы прове­
дем методом Ритца.

Пусть G = { *  =  (*!, х2) | 0 < * a < / a, а =  1, 2} и Г — 
граница G. Легко проверить, что решение задачи (1), (3) 
в области G, если оно существует, доставляет минимум 
следующему функционалу:

и h
J (u) =  w  (ы) — $ $ (ЛИ] +  F2u%) dX\ dx2 —

о о
и

-  $ [ Ы * 1. 0 ) ы , + М * „  *s)«i+M*i. 0) 4-
о

h
4-/2  (*1> 2̂) и2] dxx — J [ / i(0 , *2) (Zi, -*2)^1 +

0
+  / 2 (0 , x2) +  / 2 (/1, x2) u 2] d x 2i (7)

где

+хШ  + щ) +v{  ̂+ i£)}dXldX2 (8)
есть энергия упругой деформации тела.

Будем называть решением задачи (1), (3) вектор и =  
=  («1, иг), ua <=Wz(G), который минимизирует функцио­
нал (7).

Согласно методу Ритца аппроксимируем пространство 
(G) конечномерным подпространством V и назовем при-
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ближенным решением задачи (1), (3) вектор S = (S j ,  б2), 
« „ е У ,  который минимизирует функционал (7) на под­
пространстве V.

Аппроксимирующее конечномерное подпространство по­
строим таким же способом, как это мы делали в п. 2 § 2 
при использовании метода Бубнова — Галеркина. Именно, 
пусть 65 =  |x  =  xi =  (xl‘l), Xj‘,)) \ x^a) =  iaha, ha — l j N a, ia =  
=  0, 1, N al a = l ,  2} — прямоугольная равномерная

h2

ft,

Рис. 22.

сетка в области б .  Разобьем область G на прямоуголь­
ные ячейки со сторонами hi и ft2 и вершинами в узлах 
сетки ©. Пусть G [ г ]= { * = (* 1, *2) |x £ a)«gx0 s=s*£“+1)}. 
Каждую ячейку G[t] в свою очередь разобьем прямой, 
проходящей через ее противоположные вершины

+ 1))> на два треугольника. Обозначим 
левые верхние треугольники через A+ [t], а правые ниж­
ние—через А-  [г]. (Разбиение области О на треугольники 
изображено на рис. 22.) В качестве подпространства V 
пространства Wi(G) возьмем пространство непрерывных 
в G и линейных над каждым треугольником А± [i] функций.

Приближенное решение задачи (1), (3) будем искать 
в виде

Й(Х)==(Й! (х), й2 (х)),
N, N,

(х) =  2  Л У*ЫгШ(х), а = 1 ,  2, * € = б , (9)
А=о /,=о

где {г|/(*)}, /= ( Д ,  i%) — базис пространства V,
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Чтобы воспользоваться (9), зададим базис в V. Оче­
видно, что в качестве базиса в V можно взять совокуп­
ность непрерывных в G, линейных над каждым треуголь­
ником A— [i] функций, каждая из которых отлична от 
нуля лишь в одном узле сетки ©. Будем считать, что 
*)<(*<)= !• При выбранном базисе коэффициенты уа/ 
в (9) имеют смысл значений приближенного решения в 
узлах сетки а .

Очевидно, что каждая из базисных функций т)г (х) 
отлична от нуля лишь в одной из областей, заштрихован­
ных на рис. 22. Формула, задающая координатную функ­
цию % (х) для 0 <  га <  Na, а = 1 ,  2 (функцию, соответ­
ствующую внутреннему узлу сетки ©), имеет вид (16) § 2, 
где в силу равномерности сетки а  следует положить 
Л5 =  Ла. Если один или оба индекса функции прини­
мают значения 0 или Ма, то формула для нее может быть 
легко написана, исходя из (16) § 2. На рис. 23 изобра­
жены функции % (х) в областях, где они отличны от нуля.

Найдем те уравнения, которым должны удовлетворять 
неизвестные параметры yaj из (9). Для этого подставим 
й(х)  из (9) в (7), (8). В результате получим функцию 
/ (« ) ,  зависящую от 2 (Л ^ +  1)(W2 +  1) переменных yat.

Дифференцируя J (й) по этим переменным и прирав­
нивая первые производные нулю, получим систему линей­
ных алгебраических уравнений для определения парамет­
ров Эта система имеет вид

2  2  2/1= 0 /1= 03=1
. . . ,  Л̂ д, ос=1, 2, (ЮУ
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где
ла/1/2 _ с с Г/л j 0|,\ ^ / 1/2 ^ 1*1*2 j N ^ / 1/2 j у  jy

Н (Я +  ^  ~^а  д х ~  +  - Щ - \  dXl dX*'о о

Я P/i/г С \  \%дЦ̂ дХ]̂  I Ц ^ ’^ Ь г  dx (П)
0 0

а ,  Р  =  1, 2, а  Ф  р ,
к U

4W , =  1 $ F aW , dx1 dx2 +  \ f ar\ilU ds. (12)
0 0 г

Вычислим коэффициенты Л а*, исходя из вида произ­
водных dr\i/dxa, которые задаются соотношениями (20) § 2 
при h i = h a. Из (11) и (20) § 2 следует, что Л„//4 =  0 при
I к  — /1 1 >  1 или | t*a — /а I >  1. Более того, ЛЙ<Г1,<,+1 =  
=  Aaitt x,i,~ x — §■ Тем самым отличными от нуля могут 
быть лишь следующие коэффициенты:
А РЭД* а **1г А 1s*aixi2> ♦ naiiiz >

лЩи * 2 - 1  л $ к - 1. * 2 - 1  /iP*i + 1. f . +  l
‘ *06t"î 2 > **’Ohi\iz * *

Предположим, что коэффициенты Ляме Я и ц  посто­
янны. Сначала вычислим при ia Ф  0, N a, а = 1 ,  2.

2 |^ (Я  +  2ц) +  ^  fxj, а ^ Р ,

А } h h  =  A \  U '•'* =  - 1  (Я +  2ц),

— Л 1 ^ 2 ---------

л 2 ^ — 1, i2   a 2 it +  1 * * 2 __ ____ ^2 ..
A  2 —  ^ 2  M 2 ----------/Ii М-»

л 2 tb 2̂— 1 __  /I 2 *i, *2 + 1 __  ^1 / 1  1 О..ЧЛ2М. — +  (13)
л Ш 1 -|- 1, /2+I __ A —  1» t* “  1 _  A  A PM 2 __ __  Л I \^aiii2 —^at\t2 — ^at‘it2-----л T P /i

^  P?l— 1. 2̂ _  A Wl +  1, *2__  /I P{l. *2~  1 „**ottit2
_  лР».. »•«+! _-  ̂+  Ц at‘i 2 *

Л p f i4 - 1. i . +  l _  i , - i _______ ( *  +  ц )
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Вычислим теперь Ла(‘,о при ix Ф  0, В силу сделанного 
ранее замечания отличными от нуля могут быть лишь 
следующие коэффициенты:

Л pi. о ,0<,1 лР«.+ ‘-° А Н 'Т 1-0 A 4 li u lrtaii 0> 0> л а/(0 * naix 0 > 1Х 0 »
которые, соответственно, равны

А х ( , о = ^ ( ^  +  2ц) +  ^ ц ,  а ф $ ,  

л 'М _  hl „
Л “ *°------

_ Л 1Ч—1.0_ А2 /« . л,Ли, 0 = ^ к ,  о =  — 2/£(a +  4v ,

^2i,'o = ----+  2ц ),

.2 t ,+  l,0  y .2 i, - l ,0  Й2
^2 i,0  = Л 2 ( ,0  2 F ^ ’

Л$о+1,1 =  0,

А ^ = А ^ Г - ' - - Ц ^ ,  « # Р ,  (14)

л 2^1+1» 0 л И , - 1 . 0  &
Л и , 0  = Л 2 * ь  0 = у >

- 2 4 - 1,0  л lt‘i +  1 , 0 М-
^ 1 ^ 0  =  ^ 2 t 10 ~  2 •

Наконец, вычислим коэффициенты Л ^ 2, входящие в 
уравнения, соответствующие нижним левому и правому 
уголкам.

Для точки (0, 0) имеем

•Л2оо =
Л 110 ^2

^10°— ^  2 ’
Л 101___ ^1 Л  Л 210__ ^2 i i

'*100—  ^  2 * 200 ^  2 *

i4SJ=-----^ '1 = 0 ,  Л£8Г=0, а ^ р ,  ° 5)

Л 210__  Л 1 0 1 ___  ^  /1201__  У| 110___ Ц
100 —  **200—  ~2 у л 100 —  л 200—  ”2 »

Л«оо - — , а Ф р.
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Для точки [1и  0) имеем

«aN, 0  Лр^ +  2Ц Л„Ц
ЛаЛГ'° ha 2 + h] 2 '

. i w , - i , o  Л3 Х +
1ЛГ,° =  — ^ ~ 2 ~ ’

, \ N ,  1 _  Л , .Лш,0 — —

I 2JV, — 1,0 _ *2 р.л'гм, — i,u   <>2 ^ /1fi\A2N,0 = — ^  J ,  (Ity

.2W.1 Л] * н-2ц
A2N.0 =  —
.pyv,o_ я+ц , о

^ a W , 0 -------------2 > а ^ Р »

, ? N , - 1.0 л Ш „ 1 _ И  
Л ш , 0  2Л̂ 10 — J ,

, 2 A f , l _  ,1ЛГ,-1.0 _  А,
Л1ЛГ.0 — rt2N,0 — Y"

Подставляя теперь (13) —(16) в (11) и проводя пре­
образования, получим:

аппроксимации уравнений

(X +  2ц) (iJi)-XiX< +  Ц (yi)XtX, +  \(У*)х,х, +  Ы * , xt]=

=  ~ h k  ф1’ (Xl’ *2) e  ®,

1(л)дг,лгг +  (№)* i j  +  ^ (У^Х.Х, +  (^ +  2и) (й )гл  =

=  -  p ;  фг. (Хх,дгг) е а ) ,  

аппроксимации граничных условий

^ 1 Ы „  +  (У2)^] +

+  | | ( i + 2 r t  ы , , , , + № + с ) Ы , , , , ] —

^ (yi)Xi +  (^ +  2 м*) (Уъ)Х2 +

+  | | ( 1 + С ) Ы „ , +  1‘ Ы ; „ 1]------ g

при x e f f l ,  дг2 =  0» -Xi^O. 1̂»

(17)

(18)
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аппроксимации граничных условий в углах

з ^ : ( * + 2 | * ) м * , + * & ) * ] +

+  7^qpra г1 [Ы** +  (&)*,] +  (Л +  Ы а д  =
2

~  к + л 5фь

Aj +  Aj [M</ib, +  (^ +  2ц) (1/2)д.J  +  (19)

+  Л7+*; М- [fe.b, +  tob ,J  +  (X +  ы « ,  =
2 л=  “ АТ+л;Фа ПРИ х, = Х 2 =  0,

- и У ( Я + а д ( ^ + * < ! ' '> . . 1 +

+  яг+л; I* + <№)х. I= — st^ts; <Pi-

j - i j -  |0- +  2.u) <й>,.+  ?- Ы ; ,  | -

~  k^-fJh ^  1^**  <»>;,!— л ,+ а , 41 
при Xi =  /i, x2 =  0.

На остальных участках границы уравнения записы­
ваются аналогично (18) —(20).

Вычислим погрешность аппроксимации построенных 
уравнений (17) — (20). Легко проверить, что погрешности 
аппроксимаций уравнений (17) имеют вид

'Фа (X) =  ( f i f e  Фа - ^ a W )  +  0  (h\ +  AJ), *  S  CO.

Но из (12) следует, что при хг е ю

Ф а = $$ ^  W Fa м  ^  dx
G

а
^  Г|г (х) dXi dx2 =  h-Jh, 55 Tli (x) (xa — x^a>) dxx йхг =  0.
о о

Тем самым при достаточно гладких Fa (х) 

j ~ ^ 4>a - F a (х) =  0 (h \  +  h\)
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и, следовательно,

♦«(*) =  О (Ai +  AO.

Для уравнений (18) находим

0) +  SJ +  0 (A p

X1 ~Г~: 0, 1\•
4>а(*1. 0)------ /„(JC, 0 ) - | F a (*i, 0) +  j f +  0(AJ +  AS),

На основании (12)
/«

фв (Ж, 0) =  55^ a W ll i10 W^br +  5 %,o(*i, 0) f a (Xt , 0)dxj. 
о о

Так как
It

J J ’Пг. о (*) (1х*=Ц*, J %,o (xb  0) d x ^ h ,  

i,
$ T]i,o (*i, 0) (xx— ^V ’) dxx =  0, 
о

то для достаточно гладких Fa (x) и f a (x1э 0)

Ф«(*, 0 ) = ^ F a (xlt 0) +  h1f a (x1, 0) +  0(Aj(Af+A|))

и, следовательно,

'M-Ki. 0) =  O(AJ+A|), х ф О , Zi.
Погрешность аппроксимации уравнений (19) представ­

ляется в виде

*«(0, 0)------ /„ (0 , 0 ) - j j ^ _ F „ ( 0 . 0 )  +  ^ <,(0 ,0) +

+  2 < * г ш  [*■* j j f + * л < * + р) ^  щ ]  “ * +
+  0(AJ+A5), а ^ = р ,

причем на основании (12)
h

Фо(0, 0) =  ̂ Лоо МЛх (*)<** +  $ 'Поо (*1. 0) f a (X, 0) dx, +
G О

h
+  \  'Поо (0, Х2) fa (0, х2) dx% =  ̂ - 7 „  (0, 0) +  О (AJ +  AS).
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Поэтому
Ч>«(0, о) =  0(/г1 +  Ла).

Аналогично доказывается, что
0) =  0 (й 1 +  Л1).

§ 5. Краевые задачи Для уравнений четвертого порядка

В этом лараграфе мы приводим основные дифференци­
альные уравнения четвертого порядка, встречающиеся 
в теории изгиба тонких упругих пластинок. На примере 
бигармонического уравнения формулируются условия 
сопряжения для уравнений четвертого порядка и всевоз­
можные граничные условия. Условия сопряжения и гра­
ничные условия моделируются сначала на примере обык­
новенного дифференциального уравнения четвертого по­
рядка.

1. Уравнения четвертого порядка. В § 1 гл. I было 
показано, что равновесие тонкой однородной изотропной 
поперечно нагруженной пластинки (плиты) в случае малых 
прогибов может быть приближенно описано уравнением

.«  d*w , п d*w , d*w о . . .
W ~ d x f ^  dxfdx'i +  d x \ ~ D '  W

где w — прогиб срединной поверхности пластинки, D =
— Eh9/ 12 (1 — v2) — коэффициент цилиндрической жесткости 
пластинки, Е — модуль Юнга, v — коэффициент Пуассона, 
h — толщина пластинки, q — интенсивность поперечной 
нагрузки.

Если коэффициент цилиндрической жесткости D пла­
стинки не является постоянным, а это возможно, напри­
мер, в случае переменной толщины ft (лг), то уравнение
равновесия на основании (15) § 1 гл. I и (19) § 1 гл. I
принимает вид
д® г. /дЧв . &w\ , <Р р. /3%  , cPw\ .
щ  W t + v  w +  м  W i + V  щ ) +

Если материал пластинки не является изотропным и 
в отношении своих упругих свойств обладает тремя вза­
имно ортогональными плоскостями симметрии, то пластинка
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называется ортотропной. Если эти плоскости принять 
в качестве координатных, то закон Гука для ортотропного 
материала будет иметь вид

где Ei  и Е2 — модули Юнга, vx и v2 — коэффициенты Пу­
ассона ( E ^ - E ^ V x ) ,  G — модуль сдвига (в изотропном 
случае G =  E/2 (1 + v )) .

Уравнение равновесия однородной ортотропной пла­
стинки выглядит так:

(Dx и D2 — коэффициенты жесткости изгиба, a DKp — ко­
эффициент жесткости кручения).

Если ортотропная пластинка к тому же не является 
однородной, то уравнение равновесия записывается так:

Можно выписать еще целый ряд уравнений четвертого 
порядка, описывающих равновесие тонкой пластинки при 
учете более общей анизотропии, при учете сил в ее сре­
динной плоскости и других обстоятельств, но мы этого 
делать не будем.

2. Условия сопряжения для обыкновенного дифферен­
циального уравнения четвертого порядка. Прежде чем 
формулировать условия сопряжения для уравнений (1),
(2), рассмотрим одномерную модель уравнения (1). Такой 
моделью является уравнение равновесия однородного 
стержня под действием поперечной нагрузки,

Здесь B =  E J  — коэффициент жесткости изгиба, Е  — модуль 
Юнга, /  — момент инерции сечения стержня, q — ин­
тенсивность внешней нагрузки. Принято называть: о>—■

Е Е
тп =  (®и +  vae22), Ti2 = у~^\^(е22 “Ь vi^ii)> т12 =  Ge12,

где
(3)

d2 p. ffiw _
<?*! дхг КР дх1 дх2 У' (4)

B w lv (x) =  q(x ). (5)
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прогибом, да' — углом поворота, — Bw" — изгибающим 
моментом, — Bw'" — перерезывающей силой. Рассмотрим 
стержень длины /, левый конец которого имеет координату 
* = 0 ,  а правый— х = 1 .  Величина

называется энергией упругой деформации стержня при 
изгибе. Легко проверить, что нахождение решений урав­
нения (5) эквивалентно отысканию функций w(x),  обра­
щающих в нуль первую вариацию функционала

Рассмотрим систему двух стержней, один из которых 
расположен на отрезке [—I, 0] оси х, а другой —на от­
резке [0, /]. Будем считать, что коэффициент жесткости 
левого стержня равен В~, а правого стержня — В +. Пусть 
оба стержня находятся под действием внешней нагрузки 
интенсивности <7 (л:). Согласно (6) энергия левого (правого) 
из рассмотренных стержней имеет вид

Приравнивая его первую вариацию нулю, выясним, 
каким условиям сопряжения должна удовлетворять функ­
ция w(x) при х =  0. Имеем

(6)

/  (да) =  W  — J w (х) q (х) dx.
о

Введем в рассмотрение функционал

I(w) =  W- +  W+-  $ w(x)q(x)dx.  (7)

6/  =  ^  /  (да +  t8w) t=o
о

— В~ J да"8да* dx +  В +  ̂да"6да" d x —  ̂ qftwdx.
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Производя интегрирование по частям и полагая 8 1 = 0 ,  
находим

о I I
В~ J w lv6w dx +  B +^ w lv8w dx  — $ qbwdx +

- i  о —i
+  В (w”6w' - w m6w) +  B+ (w"bw' - w mSw) |J =  0.

Отсюда, воспользовавшись произвольностью функции бw, 
при j c = 0 будем иметь

В (w"6wr — w"'6w) \x—0 — B+(w”6w' — w"'6w) |*_+0= 0 . (8)

Условия сопряжения при х = 0  зависят от способа 
соединения взаимодействующих стержней в этой точке. 
Будем считать, что стержни соединены так, что их про­
гибы в точке х = 0  одинаковы, т. е.

w (—0 ) = ш ( + 0 ) .  (9)

Очевидно, что этому же условию должна удовлетворять
функция бдо, т. е. бw (—0) =  бдо (+ 0).

Если теперь предположить, что стержни соединены 
жестко, т. е., помимо прогибов, совпадают и их углы 
поворота

ю '( - 0 )  =  а / ( + 0 ) ,  (10)

то уравнение (8) примет вид

(B+wm U_+0 -  B -w ” U_. о) bw (0) -
-  (B+w" U-,0  -  B-w” U._0) bw' (0) =  0, (11)

так как в этом случае функция bw' тоже непрерывна.
Снова используя произвольность функции бw (х) и 

полагая в (11) сначала бдо'(0) =  0, а затем бда(0) =  0, 
получим

B +w" U-+0 =  B-w” U—о, Я+да'" U_+0 =  B~w"' U-o- (12) 
Пусть

f' X<0‘
\B » ,  x > 0 .

Вспоминая введенные нами ранее обозначения

i f] U-o =  v (+ 0) -  v (—0) =  uu— vt
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и собирая (9), (10), (12), получим полный набор условий 
сопряжения в точке жесткого соединения двух стержней

[да] =  [да'] =  [ЯаЛ]==[Яда'''] =  0, х = 0 .  (13)

Рассмотрим другие способы соединения стержней 
в точке х = 0 .  Предположим, например, что в этой точке 
они соединены шарниром, не препятствующим их взаим­
ному повороту (идеальный шарнир). В этом случае мы 
уже не можем считать выполненным условие (10) и, сле­
довательно, не можем требовать непрерывности функции 
бда' в точке х =  0. Уравнение (8) в рассматриваемом слу­
чае принимает вид

(B w"'\x. +0- B  да'" U—o) бда (0) —
— B +w"8w' U-+0-f  £ “да"бдо' |* _ о = 0 . (14)

Используя произвольность функции бда (х) и полагая 
в (14) последовательно равными нулю б да' (—0) и б да' (+ 0), 
б ш '(—0) и бш (0), бда'(-(-0) и бда(0), получим следующие 
условия:

[Bw"']x. э= 0 ,  B +w" U_+0= B  w” |*__0= 0 .

Присоединяя к этим условиям уравнение (9), будем иметь 
полный набор условий сопряжения в точке соединения 
стержней идеальным шарниром

[да] =  да* (—0) =  да" (+ 0) =  [Вда'"] =  0, л:=0. (15)

Рассмотрим несколько более общий, чем (7), функци­
онал

о I
I(w) =  ~  § (w”)*dx +  Y ^  (w")2dx +

i
+  ( f  K l * + 4  w2)x=0 -  \  qw dx. (16)

Здесь а  и P — некоторые неотрицательные постоянные, 
смысл которых будет выяснен несколько позже. Наличие
в функционале ч. ена ^  w2 (0) заставляет мае предпола­

гать непрерывность w(x) в точке х = 0 ,  а член j  [wf]2 =
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ж= y  {w' (+ 0 ) — w' (—О)}2 имеет смысл лишь в случае раз­
рывности функции w' (х) при х = 0 .

Напишем вариацию функционала (16) и преобразуем 
ее при помощи интегрирования по частям

о I
8 I= B ~  J wlv8w dx-\-B+  ̂wlv8w dx —

—i о
i

— J q8w dx +  B~ (w"8w' — w'"8w) \̂ _t +
—i

-f-B+ (w"8w' — w'"6w) |£ +  a  [w'\ [6a»'] |*-0 +  Pw6a> U-0.

Приравнивая вариацию нулю и используя произвольность 
функции bw, имеем при х — 0:

{[В®"] +  N 1  U-о +  {—« W ]  +  B w " }  b w '  U_o +
+  {a[w'] — Bw"}bw' U_+0 =  0.

Используя произвол в выборе бw и приравнивая после­
довательно нулю bw' (— 0) и bw’ ( +  0), bw (0) и bw' ( +  0), 
бдо (0) и bw' (— 0), получим следующие условия сопряжения 
для функции w:

[Bw"'] =  —  N U _ 0, a[w '] =  Bay"U~o, a[w ']==£w "U _+o.

Вычитая и складывая последние два условия и вспоминая, 
что w непрерывна в точке х =  0, получим полный набор 
условий сопряжения

[да] =  0, a[w'] =  Bw", [Яю"] =  0, [Бда"'] =  — $w (17) 

при х = 0 .
Выясним механический смысл параметров а  и р. Если 

положить ос =  0, то первые три условия (17) совпадут с пер­
выми тремя условиями (15); последние же описывают идеаль­
ный шарнир. Учитывая эту аналогию, будем называть a  
коэффициентом жесткости шарнира. При а —>-со второе 
из условий (17) переходит в условие [да'] =  0, а поэтому 
первые три условия (17) совпадают с первыми тремя усло­
виями (13). Но условия (13) описывают жесткое соеди­
нение стержней, что естественно считать бесконечно жест­
ким шарниром, т. е. шарниром с коэффициентом жест* 
кости а  — оо. Но именно это мы и получили.
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При р — оо последнее из условий (17) принимает вид 
w (0) =  0. Но это условие означает, что в точке х — 0 
стержни поддерживаются жесткой опорой, так что Р 
можно называть коэффициентом жесткости опоры.

Рассмотрим теперь все возможные частные случаи 
условий (17).

1. а  =  р =  0.
[да] =  0, w„ =  wn =  0, [Bw’"] =  0.

Условие а = 0  означает, что шарнир идеальный, а условие 
Р =  0, — что опоры в точке лг=0 нет. Эти условия совпа­
дают с условиями (15). Здесь шл =  да(— 0), w„ =  w (4- 0).

2. a = c o n s t ,  р =  0.

[а>] =  0, a[w ']= B w ", [BwH} =  [Bnf"]=Q.

Это есть ‘ условия шарнира, который обладает конечной 
жесткостью.

3. а  =  оо, р = 0 .
Условие а = о о  означает, что производная tif непре­

рывна в точке дг=0, и поэтому соответствующий член 
в выражении^ 16) отсутствует. Отсюда, в частности, следует, 
что в (16) вместо двух интегралов можно писать один 
с пределами — / и /. Условия сопряжения имеют вид

[до] =  [w'\ =  [Bvtf'\ =  [Bw'"\ =  0.

Это условие означает, что соединение стержней абсолютно 
жесткое, и их можно рассматривать как один стержень. 
Условия совпадают с условиями (13).

4. a  =  0, р =  const.
[да] =  0, а>л=Юп=~0, [Bxif"\ — — f>w.

Первые три условия указывают на идеальный шарнир, 
а четвертое условие свидетельствует о наличии в точке 
сочленения стержней упругой опоры.

5. a = const, Р —const.
И  =  0, a[w ']= Bw ",  [5ш"] =  0, [Bw’"\ — — $w.

Первые три условия свидетельствуют о шарнире с конеч­
ной жесткостью, а четвертое —об упругом опирании.

6. a  =  oo, р =  const.

=  =  [Bw " } = * - № .
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Первые три условия говорят о том, что сочленение 
стержней абсолютно жесткое, т. е. имеется один стержень, 
а четвертое условие говорит о наличии упругой опоры.

7. а  =  0, р =  оо.

а>,=а»п=дал=а>п=0.
Первое и третье условия свидетельствуют о шарнир­

ном опирании в точке * =  0 левого стержня, а второе 
и четвертое —о шарнирном опирании правого стержня. 
В этом случае стержни ничем друг с другом не связаны 
и могут рассматриваться раздельно.

8. a  =  const, (J=oo.

wt = w n*=Q, a[xnf\=Bw", [В ш ']= 0 .

Здесь мы имеем шарнир с конечной жесткостью, 
подпертый абсолютной жесткой опорой.

9. а — с о ,  р  =  о о .

ьул= шп= 0, [йг/]==[Бш',] = 0 .

Стержень в точке дг=0 подперт абсолютно жесткой 
опорой.

3. Условия сопряжения для уравнений четвертого 
порядка с частными производными. Обратимся теперь 
к уравнению равновесия пластины (2). Рассмотрим прямо­
угольную изотропную пластинку, которая на плоскости Охххг 
занимает область G+ =  {x =  (л ,̂ х2) | 0 <,ха la, а — 1,2}. 
Как уже отмечалось в гл. I, энергия упругой деформации 
пластинки при изгибе имеет вид

Г  = 4  |  { ( Д ш ) . - 2 ( ,  - V ,  Щ Щ  -  dxt ъ.
(18)

Пусть рассматриваемая пластинка по краю ^  =  0 
жестко скреплена с поддерживающим ее стержнем, коэф­
фициент изгибной жесткости которого есть В ' , а коэффи­
циент крутильной жесткости — С+. Мы уже отмечали, что 
энергия упругой деформации стержня при изгибе есть
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энергией упругой деформации стержня при кручении назы­
вается величина

Прибавляя эти выражения к (18), мы получим выражение 
энергии пластинки, подкрепленной стержнем

Рассмотрим еще одну пластинку, занимающую область 
G- — {x — (x 1, хг), — 0 *=sx2 4}

и также подкрепленную по краю * i = 0  стержнем с жест­
костями В~ и С~. Энергия этой пластинки есть

Соединим эти две пластинки некоторым шарниром и 
будем считать, что энергия полученной системы есть

Здесь, как и в выражении энергии для системы стержней, 
а  есть коэффициент жесткости шарнира, а р ~  коэффи­
циент жесткости опоры, которая, быть может, имеется под 
шарниром.

Напишем функционал

(20)

+Ии«8,+с-(*аа1-.‘*- <21>о

г = № + + № - + ^ -
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Найдем его первую вариацию и приравняем ее нулю. 
Преобразовывая полученное соотношение с помощью фор­
мул интегрирования по частям и вводя обозначения

Л Л / \ г* fd*w I д2ш\Ml (х) — — D ( +  V щ J ,

/ \ д rb(d*w 1 д2ш\ о ^ / 1  \ п  ^2ш
Q iW — ^  \ d x \ ^ v dx-J дх2 ( a*i адг2 •

(25)

будем иметь

- М х ^ - б ш  +*, = + () <5*1 к  — О

+ 4 Ч _.+ч(в‘З Н . ■+о +

+  JL  (в-  Й )  бш I -  / -  (С + ^ - )  А  бш1 <3*5 \  дх\) \xi= —о дх2 \  d x i d x j  дхг 

дх2 \ dxl d x j d x 1 ^  — о 1
+ а Г | ^ |  _ | s |  1Г

L ^ ik = + o  d*i|*,-.-oJLd*i

*i= + 0

—-J-бш! 1 +
* i = * + 0  0Xx k = — Oj 1

■f* P*® бш Ui= о I dx2 +  . . . ,

где точками обозначены члены, не относящиеся к шарниру. 
Из (23) следует, что функция w(x) должна быть непре­
рывна при х1 =  0, а следовательно, должна быть непре­
рывна и ее вариация бш.

Приравнивая теперь последовательно нулю коэффи­

циенты при бш, ^ - б w ^ +0 и __ о’ П0ЛУЧИМ

!>» + £{<«♦+*-> £}L_„,
-  _  м  д  l n _ dht> \

*i = o 1 дх2 \ dxj дх2)  х,~—о'

Условия сопряжения будут выглядеть более симметрично, 
если вместо двух последних соотношений написать их

' dw
_dxi
'dw '
дхг



полусумму и разность. Добавляя сюда условие непрерыв­
ности w при *! =  (), будем иметь [ш] =  0,
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(Pw 
дх§ х , = - о■Й]-тИ5+’'ч )и .+ |>(ч+'

+  £ ( ^ U . - ^ № , ) L - - . b
(26)

№ * S )]=4 i(c%-?yU.+

- - f > » - | j < e 4 - e - > g
при Х\ =  0.

Используя для сокращения записи обозначения (25), 
выпишем наиболее интересные частные случаи условий (26).

1. а — оо,  р =  В ± = С ±  =  0.

M  =  [ | | ]  =  [M i]=[Q i] =  0 при Xi =  0.

Эти условия выражают тот факт, что пластинки жестко 
соединены. Выписанные условия можно еще переписать 
так:

[ш]=[£]=К З =[^Ш =0 при * 1 = °-
2. а  =  р =  0, =  =  С+ =  С = С .

d*W \ I А ГГЛ 1 о d2W Д &W
dif Щ-M = « .  +  i ( c ^ ) L , ± 0- o ,  Ш = ^ в ‘

Здесь мы имеем дело с двумя одинаковыми пластинками, 
соединенными с помощью идеального шарнира, причем их 
края, примыкающие к шарниру, подкреплены ребрами 
жесткости, которые работают как на изгиб, так и на 
кручение.

3. а — со, 0 =  0, В + =  В- =  В, С+ =  С~— С.

N - [ | ] - 0 ,  [М, 1 =  2 4 (0 ^ ) ,

[Q.1 — 2 щ ( В щ ) .

_ 4
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Эти условия отвечают целой пластинке, подкрепленной 
ребром жесткости.

4. а = р  =  С- =  С+ =  0, £+ =  £ -  =  £ .

Mk=o=MiU1=±o=0, = ПРИ *1=0.
Эти условия отличаются от условий 2 тем, что подкреп­
ляющие ребра не работают на кручение. В этом случае 
пластинки можно рассматривать не как жестко соединен­
ные с подкрепляющими их стержнями, а как опирающиеся 
на них.

5. ос=оо, р =  С - = С + =  0, В += В -  =  В.

Стержень служит опорой для жестко соединенных пла­
стинок (целой пластинки).

4. Граничные условия для уравнения равновесия стержня. 
Выпишем граничные условия для уравнения (5) в точке 
х = 0 .  К выражению для энергии стержня (6) добавим 
два слагаемых

I  К  (О))2 и {  ш2 (0)

и будем считать, что в результате того или иного способа 
закрепления стержня в точке х = 0 ,  его энергия приобре­
тает вид

i
W  =  J -  J Ю 2 dx +  % (w '  (0))* +  }  да* (0). (27)

0
Напишем теперь функционал

i
1 (w) =  W — \q ( x ) w  (х) dx ,

о
вычислим его первую вариацию и приравняем ее к нулю. 
После преобразований при помощи формулы интегрирования 
по частям, имеем

i
6/ = В  J wlY8w dx +  В (w"6w' — w"'8w) |* +

о
+  (aw'8w' +  рдобдо) U_o=0.

8  А, А, Самарский, В. Б, Андреев
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Отсюда обычным способом находим граничные условия
— B w " + сюу'=0, Вву'" +  рда =  0. (28)

Рассмотрим частные случаи граничных условий (28).
1. а = р  =  оо. В нуль обращаются и прогиб и угол 

поворота. Это условие жесткой заделки (жесткого защеп- 
ления)

w =  w '= 0 .

2. а = 0 ,  р = о о . В нуль обращаются прогиб и момент. 
Имеем условие шарнирного опирания

0.

3. а = р = 0 .  В этом случае обращаются в нуль изги­
бающий момент и перерезывающая сила. Мы имеем усло­
вия свободного конца

4. а = о о ,  р =  0. В нуль обращаются угол поворота 
и перерезывающая сила. Это есть условия симметрии ?

ю' =  а Г —0.

5. а = const, р =  оо. Прогиб равен нулю, а момент 
пропорционален углу поворота. Это есть условие упругого 
защемления,

ю = 0 ,  — Bw"-\- сш' =  0.

6. а = 0 ,  р = const. Момент равен нулю, а перерезы­
вающая сила пропорциональна прогибу. Это есть условие 
упругого опирания

ш " = 0, B w m +  pay =  0.

Приведенные частные случаи граничных условий (28) 
дают повод называть а  коэффициентом жесткости защем­
ления, а р коэффициентом жесткости опоры.

5. Граничные условия для уравнения равновесия изо­
тропной пластинки. Обратимся теперь к уравнению равно­
весия изотропной пластинки (2) и выведем для него гра­
ничные условия. Рассмотрим прямоугольную пластинку, 
которая на плоскости Охххг занимает область G = {*  =
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=  (jcx, х2) | O s^xa «S/a , a = l ,  2}. Будем считать, что ее 
край при *1 =  0 подкреплен ребром жесткости, коэффи­
циент изгибной жесткости которого равен В, а коэффи­
циент крутильной жесткости С.

Напишем граничные условия для уравнения (2) при 
д-! =  0. Энергия пластинки без учета ребра жесткости и 
способа закрепления границы выражается соотношением 
(18), энергия изгиба и кручения ребра жесткости — соот­
ношениями (19) и (20) соответственно. Закрепляя тем или 
иным способом пластинку по краю дгх= 0 ,  примем, что ее 
энергия есть

+ И д а + сШгЛ.-.^+о

+ И Кз|)‘+И,,-. '<*•■ <29>о

Напишем теперь функционал
/j 12

/  (ВУ) ==  W  — $ $ q (* )  W  (х) йхл dx2, 
о о

вычислим его первую вариацию и приравняем ее нулю. 
Производя обычные преобразования и выписывая лишь 
члены, относящиеся к краю *1 =  0, будем иметь

+  2 k ( l ~ v ) D ^ ^ d w + w i B i % b w ~

- к ( сwd к bw+i06щ  к 18w+ipwН.- о <***+■■■
(30)

8*
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Приравнивая последовательно нулю коэффициенты при 
•g—бдо и бw, получим искомые граничные условия

dw n (d2w . d2w\ , д t n  d*w \ 01ч
a w ,  =  D f e  +  v 37i) +  дХ~(с д ^ ш ; ) ’ <31)

д r . / d 2w . d2w\ 1 0 ^ / 1  \ n  d2w п д2 D d2w
W, \dx\  ~ ^ V dxl) +  ^  — V^D  ШГдх* $ т ~ щ  dx*

при X{ = 0 .
Выпишем наиболее важные частные случаи условий (31).
1. ot =  р =  оо. Имеем случай жестко защемленного края

— я г - 0- (32)
2. а — С =  0, Р =  оо. Это случай шарнирного опирания

(ч+’ ч)-8- (33)
Или

г\ /пл\
w = W j =  (34>

3. а  =  р =  5 = С = 0 .  Край пластинки свободен
г- (SPw . д%>\ л /ОС.
D (d*f +  Vdil) —° ’ (35)

д п  fd*w . d2w\  - 0 д v n  d2w л
+  V) дхх дхг ~ 0>

4. а  =  оо, р = 5  =  0. В этом случае условия (31) пере­
ходят в условия симметрии

дш азя,
(36>

5. а==р =  0. Пластинка имеет свободный край, под­
крепленный ребром жесткости.

Остановимся еще на условиях согласования в углах 
пластинки. Для этого выпишем выражение энергии для
прямоугольной пластинки, подкрепленной ребрами жест­
кости по сторонам *! =  () и х2 =  0 и некоторым образом 
закрепленной по этим краям. Обозначим параметры, отно­
сящиеся к краю *1 =  0, индексом— 1 (например, ос„,), 
а относящиеся к краю *2 =  0, индексом —2 (например, В_2)«
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Энергия пластинки будет иметь следующий вид: 
и

г - *+ ц { в -> т+ с4тВ*)‘+«->ш+

где W определяется соотношением (8). Напишем, как 
обычно, функционал I (w) и вычислим его первую вари­
ацию. Приравнивая нулю те слагаемые выражения вариа­
ции, которые относятся к точке Х х= х2=^0, будем иметь
п /1 ч r\ d2w с D d2w д * . д г> д2® *2<1_ v>Z> +

^  д2до д £ „  д2оу д * ,
- с - » ^ Ж Г ^ б£г’- ^ ^ ^ бш+

. д D d2̂  * ^  d2w д с ~ /Г|_Ч
+  ^ в -2а*!бйУ _с-г а ^ э ^ б“' = 0 - (3?)

Приравнивая теперь нулю коэффициенты при 6w9
^ - 8 w  и получим условия согласования при х± ~
=  Х2 =  0

0/1 лЛП ^  I А д  ^  , I d ^  _ П
2 ^  °  ал:! +  а*2 5-1 дх% +  2 а*? ~ 0,

В ^  +  С ., 0, С_1;г^ - + В _ 2^  =  0. (38)1 д*§ 1 2 дл:2 ’ 1 dxi дх2 1 £ дх\

Эти условия ставятся лишь в том случае, если 8w9
•^-6w сами в нуль не обращаются. Если, например,их а
6ш =  0, то первое из условий согласования (38) отсутст­
вует. При В_а =  С._а =  0, а = 1 ,  2, имеем единственное 
условие согласования

2 (1~ ^ ° т ё к г ° -  <39)
З а м е ч а н и е .  Так как мы нигде не учитывали ра­

боту внешних сил на линии закрепления, все выписан­
ные граничные условия оказались однородными. Учет 
указанных сил приводит к неоднородным условиям.
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§ 6. Аппроксимация краевых задач для уравнений 
четвертого порядка

В этом параграфе мы построим сеточные аппроксима­
ции уравнений равновесия, условий сопряжения и гра­
ничных условий, рассмотренных в предыдущем параграфе. 
Построение сеточных аппроксимаций проведем методом 
аппроксимации функционала (см. § 3 гл. II).

1. Аппроксимация уравнений равновесия пластинки. 
Рассмотрим наиболее общее из выписанных в предыдущем 
параграфе уравнений равновесия — уравнение (4) § 5 для 
неоднородной ортотропной пластинки. Будем считать пла­
стинку прямоугольной и на плоскости OxiX2, занимающей 
область G =  {x =  (xlt x2) |0 < ^ x a « s / 0}. Энергия упругой 
деформации ортотропной пластинки, находящейся под 
действием поперечной нагрузки, задается соотношением

*  W  - т  j  j  \D ' ( s f ) ’ +  D ‘  ( § ) +

Рассмотрим функционал
h к

I (w) =  W (w) — \ \ q (x) w (x) dxx dx2. (2)о 0

Легко проверить, что всякое решение уравнения (4) § 5 
обращает первую вариацию функционала 1 (w) в нуль.

Введем в области G прямоугольную равномерную 
сетку =  xg>2, где ffia = { * a =  *£a) |, =  iaha, la =
=  0, 1, . . . ,  Na}, и аппроксимируем на этой сетке функцио­
нал (2), (1). Так как нас сейчас интересует лишь аппро­
ксимация уравнения (4) § 5, то будем для простоты 
предполагать, что пластинка шарнирно оперта по контуру, 
т. е. удовлетворяет граничным условиям (34) § 5.

Заменим интегралы от первых трех слагаемых в (1) 
и от последнего слагаемого в (2) квадратурными форму­
лами трапеций, а интеграл от последнего слагаемого 
в (1) — линейной комбинацией всевозможных квадратур­
ных формул прямоугольников. Учитывая граничные
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условия (34) § 5, будем иметь

+ 1  j 2  D * v(dkdb)  h l I h +  2  Dkp W ^ ) - /1i/12 +
[ю+Хй)| (0+X+<02

+  2  hlh*+  2  ° к р { д ^ д ^ )  hlh2\> 
+ю1Хо>+ +©1X J+©2 J

к к
$ 5 q (х) w (х) dxt dx2 ~  2  Ф^Ма-
0 0 й>

Аппроксимируем теперь производные разностными отноше­
ниями. Пусть

3 S £ ~ “W
а смешанные производные в каждой сумме будем аппрок­
симировать таким образом, чтобы соответствующее сум­
мирование можно было осуществить для функций, задан­
ных на ©. Подставляя указанные аппроксимации в (2), 
получим следующую аппроксимацию функционала /  (w):

h  (У) = ■ № * ( £ ) -  2  <7 (* )  У М  А Л .
СО

* » < » > -  т  2  > ' +  D« ( ) ’ +

+ ( D i \ + D * v i )  у -х, * у * х . )  ЛЛ +
+ т (  2  2  D ,  < » « ,)■ * ,* ,+

а̂)+Х©+ ю+Х+<*>2

+  2  D ^ v „ i . ) ' h, K +  2  ° ч ( » . * . Г нА \ -
+©1Хсо+ +о)1Х+со2 J

h ( y ) есть функция переменных у(х)  при л: =  л:/есо. Вы­
числяя ее первые производные и приравнивая их к нулю 
в точках х  при ia= 2, 3, N a — 2, получим аппрокси­
мации уравнения (4) § 5:
( ^ 1  {^XtXi "Ь  "1“  ( Р ъ  { У х 9хг \ у х , х1) ) х гх ?

( Р ^ У х Г х ,  )*1*2 +  ( ° к р  У * х , ) х , х Л

+  (D kP У ъ * )* м  +  (D kP У * * ) ; ,*  = ? •  (3)
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Если пластинка является однородной, то уравнение 
несколько упрощается:

D 1 +  2Е)г Уьх,Ъх, =  (4)
где

Da=DiV  -)- 2DKp.

Если к тому же пластинка изотропна, D1= D 2 =  D3 =  
=  D, то имеем следующее уравнение:

^Ь.У Ух^х^х, "I” tyxiXiXtXt Ух,хгхгx, ■ (5)
Легко проверить, что погрешность аппроксимации 

уравнения (3) при достаточной гладкости коэффициентов 
и аппроксимируемого решения есть 0 (h]+ hl) .

2. Аппроксимация условий сопряжения для обыкновен­
ного уравнения четвертого порядка. Как и в п. 2 § 5 
рассмотрим систему двух стержней, первый из которых 
в недеформированном состоянии занимает отрезок [— /, 0] 
оси Ох, а второй — отрезок [0, /] той же оси. Пусть коэф­
фициент жесткости первого из них есть В~, а второго В+, 
и оба стержня находятся под действием поперечной на­
грузки интенсивности q (х). Форма в положении равновесия 
рассматриваемых стержней описывается уравнением (5) § 5, 
в котором следует положить В =  В~ для первого стержня 
и В =  5 + — для второго. Будем считать, что в точке соеди­
нения стержней х = 0  функция прогиба стержней до (лг) 
удовлетворяет условиям сопряжения (17) § 5:
[до] =  0, а[до' ]=Вдо\  [Вдо"] =  0, [Bw' " \ = — Рдо при х = 0 .

(6)
Наша задача состоит в построении сеточных аппроксима­
ций этих условий. Для этого введем на отрезке [— I, I] 
равномерную сетку ® = { x = xi — ih \ i  =  0, ± 1 ,  
и аппроксимируем на ней функционал (16) § 5:

0 1
1 ,до) =  ̂ - § ( w y d x +  у   ̂ (w*)*dx +

I

+  ( f  [ » Т  +  Y  ш2Ц о  -  \  <lw d x > (7)

из которого и были получены условия (1). Обозначим 
через <о= {xt | i =  0, ±  1, . . . ,  ± ( N — 1)} множество внут­



ренних узлов сетки со, через сол =  {*,-1/ =  — 1, — 2, . . .  
. . . ,  — (А̂  — 1)} — множество внутренних узлов сетки на 
отрезке [— /, 0], через соп =  {л/! / =  1, 2, . . . t N — 1} — мно­
жество внутренних узлов сетки на отрезке [0, /]. Так как 
нас интересует лишь аппрокоимация условий сопряжения, 
будем для простоты предполагать, что при х =  ± /  выпол­
няются условия шарнирного опирания

w = w"= 0  при х = ± 1 .

Будем аппроксимировать интегралы, входящие в (7), 
с помощью формулы трапеций. Учитывая граничные усло­
вия, будем иметь

i
$ qw dx ~  2  Я (*) w (х) Л,
- /  G>

0
J ( w y d x ^ ( wr h  + (w^ А
— / (0 ,

Л
1
 ̂ ( w 'Y d x ^ ^ w y h + iw X j ,

о
где

w’„ =  w"(—  0), ш5 =  д о" ( +0).

Подставляя эти аппроксимации в (7), получим

/ (ш)~ т[В ^ i w y h  + B+^iw'Yh — 2^<7(*)ay(x)ft1+
1 “ п “  I

+  / , +  -§-а>*<0), (8)

где

7«“ 4  { т 1 ^ )2 + Т ! К ) *  +  « К ] »  U - о } .  (9)

При и при х е < о п производные а>" заменим вто­
рыми разностными отношениями

w" ~  w- х е= ш соХЛ • Л л> п>

а способ аппроксимации производных в точке *■*■() иэу-! 
чим особо,.
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Сначала рассмотрим случай, когда а  конечно и не 
равно нулю. На основании (6)

В -  (Ю л)2 +  В + (Шп)2 =  +  J + )  ( 5 - Ш л ) * =

-(*=+рИ»т|,-.-
Подставляя это соотношение в (9), получим

/ . = | { l + ¥ ( J =  +  ^ ) | W  (10)

Напишем простейшую аппроксимацию скачка производной 
и исследуем ее погрешность

К  -  wi)  U-o =  I®'] |*-о + 1  К  +  0  +  0  (А1)-
Используя второе и третье условия (6), будем иметь

к  -  “>;) Ц  = I1 +'Т (J-- +  р)} ^  Lo +  0 <ла)
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или

И „ -. - ! '  +Т (г- + *)} +0 (»*)•
Подставляя это соотношение в (10), найдем, что

“  ? ) 1 +  ?  (g= +  4*)1"' Л  -  + °  №')•
Отбрасывая величину О (Л2), получим аппроксимацию 
выражения (10)

' . - ? { ' + ¥  (f  +  р ) Г ‘ К (11)
Рассмотрим теперь предельные случаи а = 0  и а = о о .  

Если а = 0 ,  то, согласно (6),
wZ=w'n =  0

и следовательно, / 0 обращается в нуль. Формально пола­
гая а = 0  в (11), мы получаем аппроксимацию / 0~ 0 .  
Если а  =  оо, то, согласно (6), [®']U_o =  0 и соотноше­
ние (9) принимает вид

/ ,  =  !  {Вии>п)* +  В - № ) ° } .  i  12)
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Переходя в (11) к пределу по а  ->-00 , получим 
, В+В '  / ч2
/ « ~ № + в=)(а,» - а,«)-

Проводя разложение по формуле Тейлора, найдем, что

<13>
В силу третьего из условий (6) B+w’n=B-w"„ и, следова­
тельно,
В+В- (Шп +  w’nf  =  В+В- (Шп)2 +  В+В~ (ш;)2 +  (В+ш;)г +

+  (B~w„f =  (В+ +  S-) {В+ М 2 +  В- (да;)8}.

Подставляя это соотношение в (13), находим, что

>(у + 8 - )  К  -  = т  Iе * < "в*+ в '  W I + 0  ('•*)■
Сравнивая это соотношение с (12), убеждаемся в том, что 
аппроксимация (11) при а  =  оо имеет погрешность О (А3).

Подставим теперь все аппроксимации в (8) и получим 
сеточную аппроксимацию функционала (7):

/ . и - 1  2 |  « * } +

-Ь f - { l  +  у  (fi'= +  £+)} (У*: +  /14)

.Преобразуем в (14) те слагаемые, которые, относятся к 
точке лг= 0:

т{ 1+%{г- + р)Г(у,-»;Г-
- ?1‘+!(»; +р)Г W -

Обозначим

В-

В~, х  <= шл
В+, х е м „

2В в+ (, 1
B- +  S+ I , «л х =  0.
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С учетом этого обозначения (14) примет вид

1 к ( .У ) = \ 2 ~ В  M f e ) 2+  т # г ( ° ) -
СО 0)

Аппроксимация функционала (7) построена. I h (у) есть 
функция переменных у(х), х е ю .  Дифференцируя ее по 
у  (х) и приравнивая первые производные нулю, для xt при 
t = 0 ,  ± 1 ,  . . . ,  ± ( N  — 2) получим следующие уравнения:

(~В У х х ) х х - №  (*) У =  ?(*)> (16)

б (дг) — сеточный аналог дельта-функции.
При х = ± 2 h, ± 3 h, . . . ,  ± ( 1 —2h) из (16) получается 

обычная аппроксимация уравнения (5) § 5

а при х = 0 ,  ± h  мы имеем аппроксимацию условий со­
пряжения (6). Исследуем эти уравнения. Будем для про­
стоты предполагать, что В ~ = В + — В. После некоторых 
преобразований из (16) при х =  0, ± h  находим следую­
щие уравнения:

В  ( У Ш х  — h ( l+ a h /B )  У~ххх —

“  Л2 (1 -\-ahlB) УхИ (О)) =  <7 (— Л).

8  ( f e i  <°> +  *■ <!+«№ ) (0>) +  <|7 >

В  [ у * х х х  “Ь h (1 +ah)B) У х х х  (®)

“  /г2(1 + а  hi В )  У х х  =  q

Покажем, что уравнения (17) в самом деле аппроксими­
руют условия сопряжения (6). Для этого запишем
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сначала уравнения (17) следующим образом:

(У — у -  1 1 \О ГXXX XXX_____________ _________________ */-- =
D \ h h( )+ah/B)  у *хх * h*(\+ahfB) * х х )

2 ==?(— А),

h I" Ifi (1 + a h / B )  У х х ^ +  h У =  ЯФ)>

в  ххх h х +  Л(1 +  а н/В) Уххх — W JT +a h /B )  У*х ) =  q

Здесь всюду, если иные указания отсутствуют, аргумент 
равен нулю. Сложим полученные соотношения и сумму 
умножим на h.

После упрощения получим аппроксимацию последнего 
из условий (6)

В  {Уххх -  уXX-х) ~  $У~*г 3 h q  ( 0 ) - Ь  h ? q x x . ( 1 9 )

Первое и третье уравнения (18) запишем в следующем 
виде

h (1 + a h / B )  УXX ~ B (h* Уi~x +  Л  УхТх) =  Я (— h),

в  (х  у*хх — Jfi Ухх) +  h (1 -\-оЛ/В) УXX =  Я (А)- (20)

Вычтем из первого уравнения (20) второе и разность 
умножим на ft2:

в  {Ухх - У;~х)= h B  (Уххх +  У г х х ) - ь * ( я ( Ц - я ( - Ь ) ) .  (21)

Это есть аппроксимация третьего из условий (6). 
Наконец, перепишем уравнения (20) в виде:

Л2 (1 +аЛ/В) ( У х ~  Ух) ~~ В  {h? Ухх "Ь 7Г Уххх) ~  Я ( А),

В  ( J  Уххх ~  И  У*х)  "I" ft2 (1 -j-ah/B) (Ух-У~х)  =  я  М -
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Складывая эти соотношения и умножая сумму на Л2/2, 
получим аппроксимацию второго условия из (6):

=  Т  (Ух* +  Уг*) ~  т  (Ухх, ~  Ухх J + h * q  +  j  ЯЪ . (22)

С помощью непосредственной проверки легко убедиться, 
что соотношения (19), (21), 22) аппроксимируют условия 
(6) по крайней мере с погрешностью О (Л2).

3. Аппроксимация условий сопряжения для уравнений 
четвертого порядка с частными производными. Построим 
аппроксимацию условий сопряжения (26) § 5 для урав­
нения (1) § 5. Чтобы несколько упростить выкладки, 
будем считать, что в условиях сопряжения С+= С ~ = 0 ,
В + =  В~— -2 , а в уравнении (1) £>л= / ) „ ,  где, как и выше,
v„ =  v (— 0, х2), vn =  v (+ 0 . х2). После сделанных допу­
щений условия (26) § 5 принимают вид

Сеточные аналоги условий (23) снова будем строить 
методом аппроксимации функционала. Для этого обра­
тимся к функционалу (24) § 5, (23) § 5, из которого 
были получены условия (26) § 5, и перепишем его с уче­
том сделанных нами допущений в следующем виде

T+ah/B (У* у х )  —

(23)

l\ 12
I (w) — W —  ̂ J q (х) w dxj dxz, (24)

о
где

w = w ++w-+
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а
i\ 11

TV7+ D  С С (/д2^  /д2ш\2 0У - Т }  JfeJ  + Ы  +2v«j<Gi +

+  2 <1- ' ' > ( 5 ^ ) ’} ‘ь - ^  да»

™ D С t  (/д%\2 . /д%>\2 . 0 д*юд*» .
T i ,  j  W  ^  + 2v^ S j  +

+ 2 <1- v) ( s r e ) 1 ‘ljri* i - (27)
В области £? =  { * = (лгх, х2) | — I i ^ X i ^ I d  0 < ;* 2 < М  

введем прямоугольную равномерную сетку о=<бхХ ®2 =  
=  {x=(x i ,  x2) |x 0 e s 0, а = 1 ,  2}, где ffix и ffi2 —сетки на 
отрезках [—/х, / J  и [0, /2] соответственно, причем ©х =  
=■ ® l,jU ® l,n  а

®1,л =  {^1 \ x 1 =  i 1h 1, i i  =  0 ,  — 1, . . . ,  — N i } ,

®i,n =  {*i1xi =  iihi, ii =  0, 1, N i}.

Пусть ©„ — множество внутренних узлов сетки ©а, 
a <altJ] («х, п) — множество внутренних узлов сетки ®1>л (©!,„). 

ббозначим
« = ( 01X002, ©л=со1,лхсо2, can=calinxco2, Y =  co\{< ол (J<вп}. 

Пусть, кроме того,
® | , л  =  «)1 \ ( 0 1>п, (O t,п =  ®1 \  ®1, л» +© 1 ,Л =  ® 1 \ ® 1 , П .  

+® i ; n — ® i \ ® i .  л-

Так как в данный момент нас интересует лишь аппрок­
симация условий сопряжения (23), то будем для простоты 
предполагать, что на границе области G функция w (х) 
удовлетворяет условиям (34) § 5, т. е.

Аппроксимируем квадратурными формулами интегралы 
в (24) — (27). Формулы трапеций используем для замены 
интеграла от последнего слагаемого в (24) и интегралов 
от трех первых слагаемых в (26), (27); линейные комби­
нации формул односторонних прямоугольников используем 
для аппроксимации последнего интеграла в (26) и в (27).
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Учитывая граничные условия для функции w( X) ,  по-, 
ложим

и и
J $ qwdxx dx2 2  qwhihz,

—h о ©

^ > ~ Щ 5 М ^ )!+2*53КД‘+ 
+ (W ‘ 2  ( & ) '* ■ * ■ +  2  ( я Ы * * +

(®Т, лХ®2 +<й1,лхо)2

+  2  ( * В У * * +  2  ( & ) ‘ W +
Ч . л Х +*1 Ч . лх Ч  j

. D f/d%A2 , fd2w\ , 0 d2on
+  + l a T i j + 2v lTfdi|}»

V

+ ^ j " z  ® ' м - +  2  ( * ) ■ * * +
K „ X < 4  +ш1,пхо)2

+  2  ( Й 5 Г М . +  2  Ш * М +
“ t n X ^ a  + “ i . n x + “ 2 )

. D  VlAiAj (/а*да\а , fd*w\* . 0  d*w d*w\+ TZ-Vfc) +Ы) +2v*j5F|l-
V

Пусть, кроме того, 
и

т  5  (s  ( й ) ’ + а Ш ’ + и л:* ~

~ т 2 { в © Г Ч ё Г + | И ^

Заменим вторые производные, входящие в суммы по сод 
и <Dn, вторыми разностными отношениями
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Смешанные производные в каждой сумме запишем по-сво­
ему. Пусть

I 0 (1 - у)
-г  4

W Н (У) = 2 2  {(«**)* + (%*)* + h lh * +
fl

[| 2  ( y * * , y h ih* +  2
К , л х < 4  + “ 1 ,л Хй)2

+ 2  (Ухоe,)*̂ î » + 2  (#*л)а̂ Д» (28)
“ l . j X S  + “ 1 ,л Х + ®2 j

w t  to) - 1 2  {(%,„)•+ f e , ) ’ + 24 W '« , I  " A +
®n

+ " t ./ 2  ( у ^ у н ^ +  2  (Ух,х2у н ^ +
( ш? .п Х ® 2 + “ l , n x<4

+  2  (Ухи,Y 2  (Ух̂ 2)2 htlh}. (29)
® t. пХ + ®2 +И1, пХ+И2 J

Нам осталось аппроксимировать производные в сумме 

]^A(w)h 2 , где
у

*  <■> -  ̂  { © : + ( £ ) ■ + *  (g r ) ,  5 + ( Щ 1 +

+ ( Ш ’ + 2Ч а ? Ш (  +  4 { » Ш Г +  в Ш ’ +  И -  <*»
Пусть а  конечно и не равно нулю. Тогда из (23) нахо­
дим, что

D  lfd*w  . № w \ 2 , / д 2ш . d*w\2\  а 2 ГдтЛ*
Т  f c  ■+'v +  \аё? +  v Щ)и\ =  о  LaixJ •

Подставляя это соотношение в (30), будем иметь

л и - т ( ' + $ ) [ * Г +
+ {{e + A,D(l-v’)}(^)'+fa»>. (31)
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Напишем простейшую аппроксимацию скачка производной 
[dw/dxi]*l5=o и исследуем ее погрешность

< ■ - - * >  . . . + * { © . + ( 5 ) . 1 + ° « > -

L̂ J U=o+ 2 да*? + v dxi )„ ^ ^ dxi /л)
- ' “ ' ’S , L - . + 0 O T -

Из (23) находим, что
fdho , . (d̂ w . d*w\ _2a Г dw ~l I
№*j +  V )n +  +V dx* /л “  F  [g*T J I*, -  о’

и, следовательно,

к  - i )  u - . - ( «  ■+ f )  [ &  -  -  * S  L . + °  «»•

Тем самым

Подставляя это выражение в (31) и заменяя d2w/dx\ вто­
рым разностным отношением, получим

A ( w) =  y  т + ^ / о { К  “ »*,) +  h'vw^ ,  +  ° ^  +  Щ  +

+  |  {В +  h j )  (1 -  V8)} ( ш ^ ) 2 +  4  w* +  0  (hi). (32)

Рассмотрим предельные случаи а — 0 и а  =  оо. Пола­
гая в (30) а  =  0 и учитывая (23), найдем, что

A(w) =  ± { B + h 1D (  1 -  V*)} (£?)* +  j  ю*.

Но выписанные главные члены в (32) при а = 0  как раз 
и аппроксимируют это выражение с погрешностью 0{Щ.  
Перейдем теперь в (30) к пределу при а -* о о . Снова 
учитывая (23), находим, что

- , , Dht \ fd2w \ 2 . 0 d2w d2w\ , 1 i f D , D h i\ fd 2w \ 2 ,
А ^ — г \ Ш  + 2 v S i ! a ? } + T ! ( B + y ) f e J  + И -
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Соотношение (32) при а->-оо принимает вид 

А (д а )= т р  {w-XiXt +  va»^t +  0(h i  +  h y h j y  +

+  j  {В +  htD (1 -  v2)} (w - ' J  +  |  ш* +  О

и, следовательно, его главные члены аппроксимируют 
(30) с погрешностью 0(h\-\-hl).

Итак,

W f e ) - 4  2 Ч т + л г в  U . +
V

+  [В + А' °  ( '  “ Тт м и в )  1 (Л ...У  +

+  t t S id к ,  - » , ) » „ , ( •  (33)

Тогда сеточная аппроксимация функционала /  (w) из (24) 
будет иметь вид

h  (y) =  W ft (г/) -  2  (34)
(О

где
w h (у) =  Гй (у) +  WX (У) +  WI (у),

а Wi (у), Wt (у) и W’k (у) определяются соотношениями 
(28), (29), (33).

Преобразуем несколько W%(y). Замечая, что

{У*, — #;,)2==/l< (^ад)2’ \ +  ahl /D =  D  (* — 1 +  аАi/£>)» 

для Wti(y) получим представление

V

+  ( 1 ~ T + a h j D  +  Ш ;)  +  2 ( 1 — T + a h J o )  •

Сравним выражения, стоящие под знаком суммы в Wl(y) 
и под знаками сумм по (ол(п) в Wjc (у)\ они отличаются 
лишь коэффициентами при разностных отношениях.
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Введем обозначения

°>=°(Чтта:д>-£)«<*■>)• “--“т .
где 6 (ATi) — сеточный аналог дельта-функции 

« < * > - (  f  ’
\  О ,  X, <= <»!, Хг ф 0 .

В новых обозначениях W h(y) примет вид 

Г» у) -  i  J ,Н А  (D, (ft, „)•+D, (fcj*+ J  +
(О

+  2 A l A a f e a )2+  2 {У х ; * , Т +

0̂)̂ Х(02 "*~CDi X ©2*

+  ^  hxh2 (yxixy  +  hlh2 (yXlXl)2\ +
©ГХ+©2 +fi)iX+(D; /

+ 4 2 /1Лрб(*1)^ -  (36) 
©

/л (У) в (34) есть функция переменных у(х) при лгесо. 
Дифференцируя ее по у(х)  при =^=± (/j — кг), х2ф к 1У 
4 — h2 и приравнивая производные нулю, получим сле­
дующие уравнения:

“Ь ( Р $ х 2х 2) х2х 2 iv^xxxt)x2x2 “Ь

+  ( ° ^ У х , ХХ х ,  +  4 D K P +  Р б  ( * )  У - Я  (*).

— hi), х% 1%2» — 2̂* (37)

Полагая в (37) хх =  0, d tfti, получим сеточные аппрок­
симации условий сопряжения (23). После некоторых
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преобразований указанные уравнения принимают вид:

^  { У х 1х 1х,х, ft, (1 -j- ahjD)^x<xixt Щ  (1 -j-ahjD^xix, У х , х гх гх,

“Ь ^ У х , х , х гх ,  Aj (1 -j-a/i,/D) У х хх гх г Af (1 +  a^/D) У х гх ^  

X = ( — h u  Х2) ,

D {у*,*,*,*, +  Af (1 +aA,/D)  ̂ — 1 +ah1/D D/zJ У*?х,х,х, “Ь
. 1 . 2vi/- В

+  Г ~  1 +аА,Д>) ̂ . w .  +  Щ (I + ah\/D) +  hx У =  q' ^ =  (°* *̂)«

^  { У х , х , х , х х "Ь /г, (1 -j-ahj/D) У х , х \ х ,  h] (1 +  ahx/D) У ^ х ,  "Ь"

"I" Ух2х2х2х2 “Ь Ухгххх2х2 hi (1 -^ahx/D) Ухtx2x2

“  Щ (1 +ah,/D )  =  q ' х==^ '  х*)•

Так же как и в случае уравнений (18), эти уравнения 
можно преобразовать к виду, из которого будет следовать, 
что построенные уравнения аппроксимируют условия (23) 
с погрешностью 0(/i? +  /i|).

4. Аппроксимация граничных условий для обыкновен­
ного дифференциального уравнения четвертого порядка. 
Будем аппроксимировать граничные условия (28) § 5 для 
уравнения (5) § 5, только вместо однородных условий будем 
рассматривать неоднородные:

— Bw" +  a ( w ’ — w'0) = M 0, B w ”’ -\-§ (w — w0) =  Q0, х = 0 .
(38)

Здесь w0, Wo, М 0 и Q0 —заданные постоянные; (величины до0 
и w'0 введены для удобства).

Пусть уравнение (5) § 5 рассматривается на отрезке 
[О, /], причем при х — 1 его решение удовлетворяет усло­
виям w (I) =  ш" (/) =  0, а при х = 0  — условиям (38). Рас­
смотрим функционал

i
I (w) — W (w) — ^qw dx — Q (ji) w(0) — M (a) w’ (0), (39)

о
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где
i
\  ( w y d x  +  % ( w ' m *  +  4 ^ ( 0 ) ,  (40)
о

Q ( P ) = Q o  +  N o .  M ( a )  =  M 0 +  aw'0.

Легко проверить, что граничные условия (38) и урав­
нение (5) § 5 являются необходимыми условиями для того, 
чтобы первая вариация функционала (39) обратилась в нуль.

Разностные аналоги граничных условий (38) построим 
методом аппроксимации функционала (39). Пусть й — 
равномерная сетка на отрезке [0, /]. Аппроксимируем 
интегралы, входящие в (39), (40), квадратурными форму­
лами трапеций и учтем граничные условия при х =1:

q w d x ~ 2  qwh +  q -  ̂  ^  h,
СО

I
f  5 ( д о " ) ^ - | 2 ( ^ " ) 2Л + 4 ( ^ ( 0 ) ) 2у -

0 (о
Вторые производные в сумме по со заменим вторыми раз­
ностными отношениями

Тогда будем иметь

/ и  ~  4  2  (*« ~  2 1qwh+ т  ( т  №  (°))а+ ® -
0) 0)

-  2М (a) w' (0)) +  У (рш2 (0) -  qhw (0) -  2Q (Р) w (0)).

Построим аппроксимацию выражения

А (ш )= 4 { § (ш "(0 ))2 +  а (о ;' (0))*~2М  (а)ш ' (0)}.

На основании (38) имеем
w „ (<;))̂ a w [ ( Q ) - M  (а.)'

и, следовательно,

A (W) =  ^ ( l  + ~ ^ j [ a ( w \ 0 ) ) 2 — 2M(a)w'  (0)] +  Ш 2(а)/(4В).

(41)



Аппроксимируем в (41) первую производную правым раз­
ностным отношением

w x = w'  +  у  оЛ +  О (А2) .

Учитывая первое из граничных условий (38), находим, что 

а 'х=(1 +  ||)д а '-^ А 1 (а )  +  0 (Л2),
или

W ^  =  +2В  ^  (а )) +  0  (А2)’

Подставляя это соотношение в (41) и отбрасывая величи­
ны О (Л2), получим требуемую аппроксимацию A (w):

A h ( w )  =  ~2 j _ ( - аЛ/( 2 В)  — ~  4B(1 + a h / ( 2 B ) ) '

Итак, сеточную аппроксимацию функционала /  (до) возьмем 
в виде

б)

~ 2 да/г +  2 (1+«* /(25)) & * > * -  Ш  У*) L  +
<О

+  j  ( №  (0) -  qhy (0) -  2Q (Ц) у  (0)) -  4В ^ S w )Y (42)

Дифференцируя теперь (42) по у (  0) н у  (А) и приравнивая 
производные нулю, получим следующие аппроксимации 
граничных условий (38):

СС | 1 п 1 ft/ I ^  (ot)
— h (1 +  ah/(2B)) Ух +  Т  Jxx  ‘ p y i “ Л(1 +aft/(2B)) “

- Q ( P ) - ^ = o ,  (43)

В . п j ______ <%Ух_____ М  (а)_______h n ( h \ ___П
— h уXX -I- в у х х х  - г  ft (1 +  ah 1(2В)) h (1 +  ah/(2B)) 4 { > ~

Складывая эти соотношения, получим аппроксимацию вто­
рого из условий (38); умножая первое соотношение на — А,

§ б. АПП РО КСИ МАЦ ИЯ К Р А Е В Ы Х  З А Д А Ч  2 4 7
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получим аппроксимацию первого из условий (38)

—  В У х х  +  i _ j . a /j/(2B) ( У *  *  ш «) ~ Ь $ ( У ~  w o) =

_  _____ uq _  ̂  /44)
1+аЛ/(2В) Vo 2 * '***

Byxxx +  $ ( y - w 0) =  Q()+ h ( ^ ~ \ - q { h ) y}, х = 0 .

Легко проверить, что при конечном р и любых а  усло­
вия (44) аппроксимируют условия (38) с погрешностью 0(Ла). 

Если р =  оо, то из (43) находим, что
y=Wo, х=0,

а это и есть аппроксимация одного из условий (38) в этом 
случае.

5. Аппроксимация граничных условий для дифференци­
альных уравнений с частными производными четвертого 
порядка. Пусть в области G =  { x = ( x lt х2) 10 <  ха <  /„, 
a  = 1 ,2}  ищется решение уравнения (1) § 5

DA2w =  q, x s G ,  (45)

удовлетворяющие при Xj =  0 неоднородным граничным 
условиям типа (31) § 5 с С = 0 :

а при Xi — li и при *8 =  0, /2 — граничным условиям типа 
(34) § 5:

W(XuQy =  W(li,  Х*) =  И*1> к) =  щ ( 11> ^а)=*

(47)
На основании (37) § 5 при а ф о о  в угловых точках 
(0, 0), (0, /2) области должны удовлетворяться условия 
согласования, которые в рассматриваемом нами случае 
рмеют вид:

В  ~ !  =  0, ^i =  0, ** =  0, (48)
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Построим сеточные аналоги граничных условий (46). 
Построение проведем методом аппроксимации функционала.

Легко проверить, что решение w(x)  задачи (45) —(48) 
доставляет минимум функционалу 

h и и
/ И  =  г -  J q ( x ) w d x -  J |Л1 (х2) ^  +  Q (х2) и»}|Ж 1 = 0 >

О О О
(49)

где
W =  W +  W,

и и

+ 2 ^ - v ) { d B ^ J \ dxidX2t (50)

W ( w ) = ±  jj \B ( ^ y  +  a ( ^ y  +  № } \ x^ Qdx2,
о

который мы и будем аппроксимировать на прямоугольной 
равномерной сетке а =«5! х  Функционалы такого типа 
мы уже аппроксимировали, так что, используя граничные 
условия (47), сразу напишем 

h и
J \ q ( x ) w  (х) dx\ dx2~ ^  qwhJh +  ̂  у  ^  ,  0 ’ ^
0 0 0 (0,

ll+Ц L. ~ 2 iM st+Qw) L-.As-(0.
Далее, учитывая условия согласования (48),

©+ X о*

+ * * 4 4 l L - . -  <62>

О),
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В первом из соотношений (52) заменим производные, сто­
ящие под знаком разностными отношениями w-x х 9

а> а а
а = 1 ,  2, смешанные производные — разностными отноше­
ниями w- - и обозначим

Wh (У) = Т  2  {(юа д )а+ hl fh +
<D

+ Z > ( l - v )  2  К * ) * Л Л -  (53)
Ю+Х (0+

Отдельно изучим аппроксимацию производных в (51), (52), 
стоящих под знаком 2 -  Из сумм по coj в (51) и (52)

G>2

составим выражение

0)2

. Dht  Г (дЫ  . f r w y  , . .  ,, fd2w \ ^
+  +  + (l ~ v ) [d4) \ -

- 2 M ^ - 2 Q w - htfw} x =o, (54)

которое входит в аппроксимацию функционала /  (w) квад­
ратурными формулами. Аппроксимация вторых производных 
по х2 в (54) не вызывает труда, так что сосредоточим свое 
внимание на аппроксимации выражения

. .  . /д ш \а  . Dhi (d*w . cPw\3 0 i i  Л
+  Y U f + v a,i) ~ 2M w,-

Используя первое из граничных условий (46), будем иметь

м«)=«{Ш+т{<-м )'~2м%~
- ( • + » ) [ « © ■ - » * ] + А * * -

Теперь А  (до) выражается лишь через первую производную 
dw/dx 1, а способ ее аппроксимации мы уже обсуждали 
неоднократно. Подставляя в разложение

dw . A, d^w , „  Л
Ш** =  а ^  +  '2 +  *1 —



вторую производную из граничного условия (46), получим

Л  I h±a \d w  hiV 'd2w hxM . ^ /и2\
=  + 2 /г )  Ш + ° № -

Отсюда находим, что

dw Л  , /* ia \- ir  . hiV d*w , hxM , Л „  *ч 1
^  =  ( 1 + г Ь )  [ ^  +  - Г Щ  +  -Ш  +  ° Щ

и, следовательно,

■4 w - Ч 1 + ^ Г К + ¥ ч + Л# + о < « ) Г  -

-  2М [w„ +  g  +  " -§■ + О (AS) ] +  2%  М*.

Подставим это выражение для Л (до) в (54), заменим вто­
рые производные по х2 вторыми разностными отношения- 
ми wx,x, и отбросим члены, обозначенные через 0(h\).  Полу­
ченное выражение обозначим через /J  (до), т. е.

П  И = 4 2 М В  ( w i , x f  +  N 2 +  ^ ( l - v 2) K 2J 2 +
С02
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- h iqw - 2 M ( w Xl +  h£  (55)

Итак, будем аппроксимировать функционал (49), (50) 
сеточным функционалом

Ih (w) =  Wh (w) +  I hl (w)-\-'^l qwh1h2, (56)
СО

где Wh (w) и /*(о>) определяются формулами (53) и (55) 
соответственно.

Чтобы построить сеточные аппроксимации граничных 
условий (46), нужно продифференцировать сеточный функ­
ционал (56) по w(xlt х2) при * 1 = 0 , /ti и х2 е  ojj, а за­
тем приравнять полученные выражения к нулю. После



252 ГЛ. IV РА З Н О С Т Н Ы Е  СХ ЕМ Ы  О С Н О В Н Ы Х  К Р А Е В Ы Х  З А Д А Ч

умножения полученных соотношений на hih^  будем иметь 
(*i =  0, х2 е с о 2):

D К Л  +  vwx2J +U) +  2D (1 -  v) h i W ^  +

+  +  N  +  у  D ( 1 ~  v*)w w »* , “
a  (  x h iv , ,

~  At (1 +  /ixcc/(2D)) +  "2" +  2D +

+  2(l+4a/(2D)) (“ *,*,*» +  "T  шw . * a +  "IT ^5.*.) ~

- Q - | 9 + f - ^ M - 4  =  0, (57)

Т + Щ 2 5 )  К  +  4  w*«)  ~  D К * .  +  VW* , J +U) +

+  Dhi (wW l  +  W w . ) (+I,) +  hlD I® w *  +

+  (2 “  v) ^  w , -  -  г + Щ Щ  =  °- (58)

Легко проверить, что уравнение (58) аппроксимирует 
первое из граничных условий (46) с погрешностью 
0 ( |й |2). Складывая (57) и (58) и деля результат на hlt 
получим аппроксимацию второго из условий (46):

D (“W .  +  (2 -  v) “W ) <+1,) +  Bwадад +  P“> +  Q +
I AiV a  /  - hxv  \ .

+  T  1 +  hxa/(?D) \ Ww ,  +  ~2~ w i*w . j  +

- f  y D ( l - v 2) ^ w - jX2 + / i t D  +  v a > - W t )< + > o  -

— у  V — M (+1,) — i f  +  2(1 +/i!a/(2D)) 2 6 M ^tx,:==0- (59)

Уравнение (59) аппроксимирует второе из граничных 
условий (46) с погрешностью 0 ( |Л |2).



Г Л А В А  V

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АППАРАТ ТЕОРИИ 
РАЗНОСТНЫХ СХЕМ

Настоящая глава носит вспомогательный характер. 
Здесь вводятся некоторые из наиболее часто используемых 
в дальнейшем обозначений и выводятся основные формулы, 
при помощи которых преобразовываются выражения, 
содержащие сеточные функции. Затем излагаются основ­
ные методы получения априорных оценок и исследования 
сходимости разностных схем. Эти методы иллюстрируются 
на примерах одномерных задач. Далее изучаются сеточ­
ные аналоги теорем вложения и выводятся оценки снизу 
для некоторых сеточных операторов. Эти результаты 
используются при получении априорных оценок и иссле­
довании скорости сходимости разностных схем в гл. VI.

§ 1. Обозначения, разностные формулы 
и некоторые неравенства

1. Обозначения. Пусть © =  |* =  0, 1,
*0 =  0, Xn  =  1} есть сетка на [0, /]. Шаг сетки в точке хг 
задается величиной h i = x t — i = l ,  2, а средний 
шаг — величиной fti =  (hi-\-hi+l)/2, i =  1, 2, N — l.
Положим H0 =  hi/2f HN =  hN/2. Если во всех узлах сетки 
шаг постоянен, т. е. h =  l /N9 то сетка © называется рав­
номерной.

Введем следующие обозначения:

(о =  {xt | i =  1, 2, . . . ,  iV— 1}, 0> =  {x*|,
i =  2, 3, N - 2 } <  

co+ =  {Xi 11 =  1, 2, N}, +0) =  {x/ |,
i =  0, 1, . . . ,  N - l } .

Пусть v(x) и w (x) — некоторые сеточные функции, 
заданные на со. Определим скалярное произведение этих
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функций следующей формулой:
N

(у. wh  =  2  о (*<•) ® (*/)*»• (1)
i = о

Если o(JCf) и w{xt) рассматривать как значения на 
сетке ffi функций v(x) и w(x)  непрерывного аргумента 
х  е= [0, /], то скалярное произведение (1) представляет 
сооой квадратурную формулу трапеций для интеграла

i
 ̂о (jc) w (х) dx. (2)

о
Помимо скалярного произведения (1), определенного для 
сеточнЫх функций, заданных на а , нам потребуются 
в дальнейшем скалярные произведения для сеточных 
функций, заданных на со+, +со, со и со. Пусть

N

(v , ш)а-н =  ^  v (*/) w (*/) hi, (3)
i =  1 

ЛГ-1

(v, W)+a =  y M  W <Xi) Л*+1’ 
t = 0 

N  -  1

(v, w)a =  2  v(Xi)w(Xi)Hh (5)
i~  1 
N-2

(y- ® )i= - I ]  v (Xi) w (Xi) n,.
1 = 2

Скалярное произведение (3) можно трактовать как квад­
ратурную формулу правых прямоугольников для интег­
рала (2), а (4) —как квадратурную формулу левых 
прямоугольников для того же интеграла. Легко прове­
рить, что

(V, 0 > ) - = - 2  [( р, ш) о,+  +  (г», ш)+<о].

Иногда, если это не будет вызывать недоразумений, 
индекс, указывающий, по какой сетке осуществляется 
суммирование, будем опускать и писать просто (v, w).

2. Разностные формулы. Для преобразования выра­
жений, содержащих разностные отношения сеточных функ­
ций, полезны формулы взятия разностного отношения от
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произведения. Используя определения разностных отно­
шений, нетрудно проверить, что имеют место следующие 
формулы:
(ow)-t t =  О- W._t +  VtWi' , =  tw. +  Vi_1wi  t. =

=  iWi +  ViWi. I -  h iV*. l Wx. h  (6 ) 
(vw)x> i =  VXt tWM  +  V,WX, i =  Vx< iWi +  VM WXi I =

=  Vx> iWi +  v t w X' I +  h l+1v x , tw x , {. (7)

Из этих формул легко выводятся формулы суммиро­
вания по частям. Умножая, например, (6) на ht и сум­
мируя полученное соотношение по t от т  +  1 до п 
(O s g m C n ^ J V ) , находим, что

п  п  п

2  (vwk  Л =  2  vx,iwi-ihi +  2  viwx, thi-
i = i=m  +1

Выполняя суммирование в левой части и делая замену
индекса суммирования I — 1 = Г  в  первой сумме правой
части, после некоторой перегруппировки получим следую­
щую формулу:

П  П — 1
2  У Л , Л  =  —  2  vx,tWthi+l +  v nw „  —  v mw m (8 )

1 =  i*=*m

(формула суммирования по частям). Первое слагаемое
суммы, стоящей в правой части (8), равно

vx , mw mhm+l =  Vm+iW m — VmWm.

Поэтому формулу (8) можно преобразовать к виду
П — \ п

2  vx>iWihM  =  —  2  (9)

Из формулы (9), учитывая, что

v* . K i  =  v i . K
получим следующую формулу:

П — 1 tl
2  Vx , iWlHi == 2  ViWX, i h i + VnWn ~ Vm+l Wm- (10)

f«=m-J-l i = m -\-1
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Если в соотношении (10) положить vi ==aiux ^ w. =  v., то 
будем иметь формулу

п — 1

2i=m+\
п

=  - 2  а Л “, Л ,  Л  +  a nUl  п«п -  ат+х “  < Л .  ( 1 1 )i=m+l
Формула (11) при т =  0, n =  N называется первой раз­
ностной формулой Грина и может быть записана так:

( ( « « ; ) ; •  У )со =  - ( а Ы ; -  U i ) a , +  +  a w « x , ^ ^ - a 1 ^ , o U 0 - ( 1 2 )

Вычитая из (12) соотношение

i (avi ) x ’ “ )«, =  -  (avi> «5V  +  лг«лг -  V , ,  о“ о» 
получим, что

((««5)5» ').-(K )i-  “)<* =
=  aN (ul v - u v - ^ N - a l (uxv - u v x)(j (13)

(вторая разностная формула Грина).
Соотношения, аналогичные первой и второй разност­

ным формулам Грина (12) и (13), имеют место и для 
разностного оператора четвертого порядка (Ьихх)хх- Уста­
новим, например, аналог первой формулы Грина (12) 
в предположении, что сетка <5 равномерная. Из (11) при 
т — \, n =  N — I, ае= 1, u =  w рассуждениями, использо­
ванными для доказательства (13), выводим тождество

К * ’ * » ) i- (w . о * ) ь = ' ( » ^ - ^ ) л г - 1 - К ® - « » » Л .
Вычтем из левой и правой частей этого тождества вели­
чину h ( w 1viX t l+ w N_ lviXtN_ l ) и заметим, что

(vx ~ hvix ) l= v i, 1 = ° Х . 0 ,
( - v x - h v xx)N _ l =  - v x N_ l = - v x N.

В результате имеем

(“'г*. ° ) ь - ( “'’
=  К .  N - l VN - \ - WN -  1 О*, n ) ~  К .  1°I -  о).

Полагая w =  b u получим первую разностную формулу
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Грина для оператора четвертого порядка

((*“« )« »  vk = ( bu~ ’ vx X  +  l(bu;*);v ~ Ч л к - , -
- [ ( bub ) xv ~ bu-xxv;}i- О4)

3. Некоторые неравенства. В дальнейшем мы часто 
будем пользоваться некоторыми хорошо известными 
алгебраическими неравенствами.

1) Неравенство Коши:
1/2/ п \ 1/2

( 2  <*»АМ » 05)
\{,  / - 0  /

где а у ^ 0  при /, /=»0, 1, . . . ,  п.
2) г-неравенство:

| а Ь |< е а а +  ̂ г>а, (16)

где е —любое положительное число.
Общее неравенство Коши (15) в конкретных ситуациях 

принимает специальный вид. Так, например, если n = N ,  
a tj — 0 при 1Ф1, a u = h i  при г =  1, 2, . . . ,  N — 1, а 00 =  
=*/ii/2, aNN— h^/2 и ai =  u(Xi), bt =  v (Xi), то неравенство 
(15) может быть записано следующим образом:

|(«. 0 ) s |< ( “ . u) ' f ( v ' y)i/2.
Величина (v , v)lJ 2 является сеточным аналогом нормы 
в L2. Учитывая это обстоятельство, введем следующее 
обозначение:

■ № ®  =  (и> v№> 
тогда предыдущее неравенство запишется в виде 

|( “ » ^ I ^ N o N o ,  
где И о = Н 1 м 5 ) -

§ 2. Одномерные модели

Материал этого параграфа носит в основном методи­
ческий характер. Здесь изучаются краевые задачи для 
обыкновенных разностных уравнений второго и четвертого 
порядков, и на этих простейших примерах иллюстри­
руется методика исследования сеточных задач.

9  А, А, Самарский, В. Б, Андреев

Ц  a ifiibf
i, / = О
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Исследование сеточной задачи состоит из трех этапов:
1) выяснения вопроса о разрешимости задачи, 2) исследо­
вания устойчивости задачи по правой части и граничным 
условиям, 3) исследования скорости сходимости решения 
сеточной задачи к решению аппроксимируемой задачи. 
Основная цель второго этапа состоит в получении априор­
ной оценки решения. При помощи априорной оценки, 
с одной стороны, можно выяснить вопрос о разрешимости 
задачи, а с другой стороны, получить оценку скорости 
сходимости сеточной задачи.

1. Первая краевая задача для одномерного уравнения 
второго порядка. На сетке а  =  { х = х ; | г =  0, I, . . . ,  N; 
* о = 0 , хN=1}  рассмотрим следующую задачу:

Л « / = = - ( ш / - ) * = ф ,  *<=ю , у ( 0 )  =  и0, у  (/) =  U\. (1)

Будем предполагать, что коэффициенты а (х) задачи (1) 
удовлетворяют условию

а (х) Ss  с0 >  0, х  е= со+. (2)

Исследуем вопрос о разрешимости поставленной задачи. 
Рассмотрим однородную задачу (ф =  0, u0=M i =  0), реше­
ние которой заведомо существует. Пусть у  (х) — одно из 
решений однородной задачи. Умножим уравнение (1) на 
уН и просуммируем по сетке со. Преобразовывая получен­
ное выражение при помощи первой разностной формулы 
Грина (12) § 1, будем иметь

(Лу, у)ш=\у, у]=*0, (3)
где

[v, v] =  (av-, v - ) ^ .  (4)

Из соотношения (4) с учетом неравенства (2) находим, 
что [» , v ] Ssc„(v~ ,  v - ) a+ Зг 0. Но (v- ,  v - ) (O+ =  0 лишь при 
v (я) =  const» xeCD, и поэтому из формулы (3) следует, 
что единственным решением однородной задачи является 
постоянная, которая в силу граничных условий равна 
нулю. Тем самым решение задачи (1), (2) при любых ср (х), 
и0 и Ui существует и единственно.

Получим априорную оценку решения задачи (1). Рас­
смотрим сначала задачу с однородными граничными
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условиями
0 ( О ) - 0 ( О “ О. (5)

Пусть V' — множество сеточных функций, заданных на © 
и обращающихся в  нуль при * =  0, L Для функций из 
этого множества введем две нормы:

14* и;)•+. (6)
которая превращает множество V в нормированное про­
странство, обозначаемое через (а), и

«ф[и== su p o i i 2 ^ i ,  (7)
офиеР  I И?

превращающую его в нормированное пространство W 1 (со). 
Умножим уравнение (1) на yh, просуммируем его по сетке со 
и, учитывая граничные условия (5), преобразуем полу­
ченное выражение при помощи первой разностной фор­
мулы Грина (12) § 1.

В результате получим

(аУх> У)ш‘
Учитывая неравенство (2) и принимая во внимание соот­
ношения (6), (7), находим отсюда, что

соIIУII! < |( Ф .  У )» \< \У Иг IIФЩ. (8)
ИЛИ

Ill/If ^ I H U -  (9)

Априорная оценка решения задачи (1), (5) получена.
Вернемся к задаче (1) с неоднородными граничными 

условиями. Представим решение этой задачи в виде

У ( х )= д  (х) + У(*)< д ге о , (10)
где

9 (0) =  «о, 9(l) =  ui> (П)

Ау =  (р — Ау,  *<=<», у  (0) — у  (/) =  0. (12)

Оценим решения задач (11) и (12). Дополнительно к (2) 
будем предполагать, что

a(x)« iC i, дге<о+. (13)
9*
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Для оценки решения задачи (12) воспользуемся соотно­
шением (8), на основании которого

Со||у |1!< ||ф ||-1 ||у ||?+ |(Л^, у \ , | .  (14)
Принимая во внимание первую разностную формулу Грина
(12) § ], находим, что

I (Л#, г/)® | =  j (ад-, у;)а+12= | [д, °у] |,

а используя условие (13) и неравенство Коши (15) § 1, 
будем иметь оценку

1(Л0, £ ) « К с ,№ Ы |£ |г .
Подставляя эту оценку в (14), получим

со II у  ill ^  II ф ll-i I II?+ ci\\g Hr II у Кг*
откуда

I H - < ^ l v l - i  +  f l ^ l r .  (15)

Найдем теперь д(х). Из (11) следует, что

9(х) =  ^ = г ^ х  +  и0, (16)

и поэтому

Подставляя это соотношение в (15), получим оценку функ­
ции I/ (х)

ll l̂lf ^  IIф 11-1 н— w  1"1 — I- (17)
Cq Cq у  I

Оценим д. Функция у (х) не принадлежит множеству V, 
т. е. не обращается в нуль при х =  0, I. Поэтому величина 
(Ух' #*)«>+ не может служить нормой этой функции, ибо 
(v-, ^ ) ш+= 0  ПРИ v (*) — const ~Ф- 0, х е  и. В связи с этим 
введем новую норму

||i>||? =  (i>-, у-)ш+ +  (1>, v)-  (18)

и оценим д в этой норме. Из соотношения (16) следует, что
П-Ч -- I Ui ц0 |2

\УX 9 Ух)(й+ I

(P. 9)g ̂  I шах | # |2 «S / (| и<> 1 + 1 I )а*
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и поэтому

. ||0||i<  VT+Tfl ( I И0 1 + 1 « 1 1). (19)

Вернемся к оценке решения задачи (1). Из соотноше­
ния (10) вытекает неравенство

IIУ Hi IIУ ||i +  IIУ lli* (20)

Первое слагаемое правой части ЦдЦх оценивается неравен­
ством (19), а для функции у  мы имеем оценку лишь 
в норме $ г .Н о  из (6) и (18) вытекает, что

IM IM M I IH - ^ .  v)-,

и, следовательно, достаточно оценить (у , у ) -  =  [|у||о. В § 5 
этой главы (лемма 2) будет показано, что для функций 
из V выполняется неравенство *)

Поэтому
1 "у II?. (21)II v  111 ^  (1: +  /2 /8 )

Учитывая эту оценку, из неравенства (17) находим,
что

>/1 +  Р/8 Ц ф Щ + ^  >/1^ / 2/8 (| «0 I +  I «11)*
Cq Cq I

Оценивая при помощи, этого неравенства и неравенства 
(19) правую часть соотношения (20), окончательно получим

IIУ ||i ^  Mi 1 ф |]—1 +  Л42 (I и01 + 1 иг |), (22)
где

м , = 1 И ,  M, _ i j q E 2 _ + K r n 7 /
Со с 0 l l /z

Априорная оценка решения задачи (1) получена. 
Отметим, что постоянные и М2, фигурирующие в этой

*) Как уже отмечалось, излагаемый здесь материал носит мето­
дический характер. Одна из преследуемых нами целей состоит в том, 
чтобы выяснить, какого типа специальные неравенства требуются для 
исследования разностных схем. Эта и последующие ссылки как раз 
и связаны с такими неравенствами, доказательства которых мы при­
водим в §§ 4, 5.*
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оценке, не зависят от сетки ©, так что из (22) следует 
устойчивость решения задачи (1) по правой части и по 
граничным условиям.

Воспользуемся полученной априорной оценкой для 
исследования скорости сходимости разностной схемы. 
Рассмотрим на отрезке [0, /] следующую задачу:

(ku'Y =  — f, 0 < * < / ,  и(0) =  ио, ^ (0  =  ^  (23)

и, согласно § 2 гл. II, аппроксимируем ее на произволь­
ной неравномерной сетке 65 задачей (1), полагая, на­
пример,

a{Xi) =  k (x { — hi/2), ф ( x t )= f(x t). (24)

Для функции z ( x ) = y ( x )  — u(x),  х  е  ffi получим задачу

Az=i|>, *e<D, z(0) =  z(/) =  0, (25)

где i|) ( х )= А и  +  /  — погрешность аппроксимации. Оценим 
решение задачи (25). Учитывая неравенство (9), нахо­
дим, что

(26)

Легко проверить (см., например, формулы (6) —(8) 
§ 2 гл. IV), что для погрешности аппроксимации ф(х) 
имеет место следующее представление:

♦  =  r\(x) =  0(h?), ( x ) = 0 ( h 2). (27)

Принимая во внимание, что Jip ||-i. определяется соотно­
шением (7), оценим (tf>, v)a при в е к .  Учитывая пред­
ставление (27) и вспоминая, что ь  будем
иметь

М>. »)ю= ( г11, ®)e +  ( i ,  »)«=* 2  Л*.^Л+1 +  ({ , v ) J
i =  1

Преобразовывая первое слагаемое правой части при по­
мощи формулы суммирования по частям (9) § 1, нахо­
дим, что

»).= “ — (Л. »).•
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Применяя для оценки правой части неравенство Коши 
(15) § 1, получим

Подставим эту оценку в определение (7) и учтем нера­
венство (21). В результате будем иметь неравенство

Принимая во внимание (27), отсюда и из (26) находим, 
что

Итак, решение разностной задачи (1), (24) при выполне­
нии условия (2) сходится к достаточно гладкому решению 
задачи (23) со скоростью О (| h |2).

2. Третья краевая задача для одномерного уравнения 
второго порядка. На равномерной сетке о, расположен­
ной на отрезке [0, /], рассмотрим следующую задачу:

Будем предполагать, что коэффициент а (х) удовлетворяет 
условию (2), а коэффициенты d(x),  к0 и — условиям

l№> i ) 2 ? M i + U U 4 <

< K i + m { ( r i a. i v + И И о Г .

l |2 |h = O P |2), | h | =  max h (x).

A y & s - ( a y - ) x +  dy=<p(x), x e w ,

— «1#*, о +  +  у  #o=go +  у  фо. (28)

аыУх, N "Ь (Х1 “Ь ~2 d N) y N = g | +  2" Флг.

d ( x ) ^ s 0 ,  x e f f l ,  х03*0, Ki Ss 0, 
+  (d, 1)—> 0 .

Введем оператор Л, определяемый формулой

(29)
(30)

’ — у я 10 л :-ь (- |к о +  do'jv, Х =  0,

A t,(x )= J— (av-x)x + d v ,  хе=ю,

+  +  X =  l ,

* е < » ,  ( 3 1 )



264 ГЛ. V. М АТЕ М АТИ Ч Е СК ИЙ  АППА РАТ  Р А З Н О С Т Н Ы Х  GXEM

(32)

(33)

Изучим вопрос о разрешимости задачи (32). Исследуем 
скалярное произведение (Ла, v)q. Используя формулу 
Грина (12) § 1, находим, что

(А», i>)- =  (at>-, v - ) ^  +  (dv, v )-  +  K<vl +  %viM!3s[v, о].

Отсюда с учетом условий (2) и (29) следует, что

хотя бы одна из величин к0, х и  d(x) ,  где х  — некоторый 
узел сетки <з, больше нуля, равенство [и, i>] =  0 влечет 
за собой равенство нулю либо v ( 0 ) либо v (/), либо

Положим теперь в уравнении (32) Ф =  0, х е а  и 
рассмотрим полученную однородную задачу. Ее решение 
у(х)  на основании тождества (34) удовлетворяет условию 
[уу у\ =  0, что в силу только что доказанного влечет за 
собой утверждение у  (дг) =  0, х  е  га. Итак, однородная 
задача (32) при выполнении условий (2), (29), (30) имеет 
лишь тривиальное решение, а следовательно, задача (32) 
при тех же условиях однозначно разрешима для любой 
функции Ф (х). Получим априорную оценку решения 
задачи (32). Для этого положим в (34) v ~ y  и учтем 
уравнение (32) и формулу (33). В результате получим

Будем оценивать решение у(х)  в норме пространства 
W 2 (й) (см. (18)). Предположим, что коэффициенты d (х), 
х0 и задачи (32) таковы, что имеет место неравенство

(34)

[и, p]S £0 ,

причем, если [у, у] =  0, то v =  const, х е б .  Так как

i>(x), т. е. г>зз0.

[У, !/] =  (Ф, У)а+ ё 0У (°) +  ё хУ (0- (35)

[w, (36)
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где m — положительная постоянная, не зависящая ни от 
сетки ©, ни от функции v(x). Учитывая (34), легко про­
верить, что неравенство (36) будет иметь место, если, 
помимо условий (2) и (29), выполнено дополнительное 
условие

d ( * ) 3 s c 8 >  0 ,  х е й ,

Другие достаточные условия, обеспечивающие спра­
ведливость неравенства (36), будут установлены в § 5 
настоящей главы.

Итак, из тождества (35) и неравенства (36) следует,
что

№11! (Ф* У к  I +  \ёоУ (°) I + ! 8 1 У (О I}.
Пусть

I (Ф, о)- I
|»Ь--Р04тг- <37>

Тогда

l » f l l< - s - { l v L ! l y f l i + l f t l l y ( 0 ) |+ |f t | |^ ( O I } .

Чтобы отсюда получить априорную оценку, нужно уметь 
оценивать \у(0)\  и \у(1)\ через \\yh- В § 4 (теорема 2) 
будет доказано, что

ЦоЦсп шах | j> (*) | «£ М H |i ,  (38)
х е  со

где M =  c o n s t> 0  не зависит ни от сетки ©, ни от v(x). 
Подставляя это неравенство в предыдущее, получим апри­
орную оценку

l l< / lk < i{ W I—1 + М ( Ы + Ы ) } .  (39)

Из этой оценки вытекает устойчивость решения задачи 
(30) по правой части и по граничным условиям.

Воспользуемся априорной оценкой (39) для исследо­
вания сходимости разностной схемы. На отрезке [0, /] 
рассмотрим задачу

( k u j - q u ------ f(x),  0 < х  < / ,  (40)
k  (0) и' (0) =  х  0« (0) — go, - k ( l i  и' (/) =  щи (l)—gi
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и, согласно § 2 гл. II, аппроксимируем ее на равномер­
ной сетке ffi задачей (28), положив

a (x i )= k(x i  — h/ 2), d(x i) — q(xi), y ( x t)= f(x t ) .  (41) 
Функция г ( х )= у  (х) — и (х), х е г о ,  где у  (х) — решение 

задачи (28), (41), а и (х) — решение задачи (40), является 
в свою очередь решением следующей задачи:

В § 3 гл. II было показано, что при достаточной 
гладкости решения задачи (40) погрешности аппроксима­
ций уравнения и граничных условий есть величины
О (Л2), т. е.

■ф(лт) =  0(Л2), дгесо, г|)0= О (Л 2), ipN =  0 ( h 2). (43)
Для решения задачи (42) в силу неравенства (39) спра­
ведлива оценка

1 И 1 < ^ { 1 Ж Ц  +  М (Ы Ч Ч Ф * 1 )} .

Так как (см. формулу (37)) ||i|)||_5 < ||ч|>||0 sSV7||i|>flc, то из
вышеприведенной оценки с учетом соотношений (43) по­
лучаем, что 12112 =  0  (Л2). Таким образом, решение за­
дачи (28) при выполнении условия (36) сходится к ре­
шению задачи (40) со скоростью 0 ( h 2).

3. Вторая краевая задача для одномерного уравнения 
второго порядка. Положим в (28) d (х) == 0, х0= х 1= 0 .  
При этих предположениях задача (28) примет вид

Заметим, что высказанные предположения противоречат 
условию (30), которое играло определяющую роль при 
исследовании разрешимости задачи (28). Легко проверить, 
что однородная задача (44) имеет нетривиальное решение 
у(х) =  const и, следовательно, задача (43) вырождена, 
а потому не может иметь решение при любых правых 
частях ф(х) и g0, gi. Так как [у, к] =  (аи5, у; ) ш+ =  0

Лг=а|)(лг), дгесо,

(42)

— (ау-х)х =  Ф. х <=а,
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лишь при у(х) =  const, то на основании тождества (34) 
у  (х) =  const является единственным решением задачи (44).

Введем оператор А, определяемый следующей форму­
лой (ср. с (31)):

Из вышесказанного следует, что нуль является однократ­
ным собственным значением этого оператора и, следова­
тельно, неоднородная задача (44) будет разрешима, если 
на ее правые части будет наложено одно условие. Пре­
образовывая скалярное произведение \Ау, 1)-  при помощи 
второй разностной формулы Грина (13) § 1, найдем, что

Итак, при выполнении условия (45) задача (44) разре­
шима. Получим априорную оценку этого решения. Как 
и при исследовании задачи (28), находим, что

[У, У] =  &)а,+ ==(Ф. У)й+8оУ(°) +  §1У(1)-
Учитывая условие (12), определение (37) и неравенство 
(38), получим

В § 5 этой главы будет доказано (лемма 3), что

где Mi и М2 — положительные постоянные, не зависящие 
ни от сетки а , ни от v (х). Учитывая это, из неравенства
(46) находим

c0Ali||t/||! ^ k l L i i i / l i  +  ^ d ^ o l  +  lgxD li/li+CoM *^. 1 4 .

( 2 л— -д axvx, х = 0 ,

Ь  ( * ) = { - ( « » ; ) , ,  * е ( о ,

(л«/, 0 ^  =  0. Но, с другой стороны,

и, следовательно, должно выполняться условие

(ф. l ) s + £ o + £ i  — О* (45)

С о  (У;> У х )  ш+ < ||ф  L i I У  111 +  М  (I go I + 1 gi I) II у  fli. (46)
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Используя теперь е-неравеНство (16) § 1 для оценки про- 
изведений ||ф ||_1 IM|i> IgollMli. IgillMI» имеем оценку

(с0Мх — е — 2Ме) || у  ||i <

^  i  IIФ Lf +  (I Яо I2+ 1 gi I2)+ С0М, (у, 1 ) 1

Выбирая е > 0 ,  например, из условия (с0А1, — в — 2Me) =  
=  c0Mi/2, получим следующую априорную оценку:

l |« / | | f < ^ 3 { b L f  +  l^ol2 +  |g i |2 +  (^, Щ .  (47)

Правая часть (47) содержит, помимо известных величин, 
квадрат скалярного произведения искомого решения на 
единицу. Наличие этого слагаемого связано с тем обстоя­
тельством, что искомое решение находится не однозначно, 
как в задачах (1) и (28), а с точностью до произвольного 
постоянного слагаемого.

Воспользуемся априорной оценкой (47) для исследова­
ния скорости сходимости разностной схемы. На отрезке 
[О, /] рассмотрим задачу

(ku')' =  - f ( x ) ,  * (0 )« '(0 ) =  - £ о. - k { l ) u ' ( l )  =  - g  1. (48)

Будем считать выполненным условие разрешимости
i
\ f ( x ) d x  +  g0 +  g l ^ O .  (49)
О

Задание проекции искомого решения на единицу
i
\ u ( x ) d x  =  Q (50)
о

обеспечивает его единственность. На равномерной сетке ©
задачу (48), (49) аппроксимируем задачей (44), у которой

а (х.)  =  Л (*, -  у ) , q>(xi) =  f ( x i) - R / l ,

R =  (f* 1)й +  £о +  £1» (51)

а условие (50) аппроксимируем условием

(У, l ) a = Q -  ( 5 2 )
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Условие (45) на основании формул (51) для аппроксими­
руемой задачи выполняется, и, следовательно, она раз­
решима.

Введем в рассмотрение функцию г ( х ) = у  (х) — и(х), 
где у {х) — решение задачи (44), (51), '52), а и(х) — реше­
ние задачи (48) —(50). Для функции г{х) получим задачу
—  { a z i ) x = x И * ) .  “ аЛ ,  о = а К ° ) ’ a Nz i . N =:XН О .

(г, 1 ) -= Q  —(ы, % .  (53)

Так как задачи (44), (51), (52) и (48) —(50) разрешимы, 
то разрешима и задача (53). С учетом априорной оценки
(47) для г (х) имеем

«г||12< Л 4 3{||я|;|1г Ы ^ ( 0 ) |а +  |^ ( / ) Р  +  (2, Щ .  (54) 

По ранее доказанному ij; (х) =  0  (Л2), а в силу (53)

(2. % = £ - ( “ • l)a =  \ u ( x ) d x - ( u ,  1 ) -  =  0(Л2).

Тем самым из (54) находим, что \ z \ i -= 0  (h2). Сходимость 
разностной схемы (44), (51), (52) доказана.

4. Первая краевая задача для одномерного уравне­
ния четвертого порядка. Обратимся теперь к разност­
ным схемам, аппроксимирующим краевые задачи для обык­
новенного дифференциального уравнения четвертого по­
рядка. Пусть на отрезке 0*=;дг<:/ введена равномер­
ная сетка (о с шагом h. На сетке со рассмотрим следу­
ющую задачу:

УЫх =  Ф (*)» х<=ш, (55)

у  (0) =  wa, Ух ~  4  Ухх +  у  Уххх U=o =  у  ф (h) +  wo, (56)
I h . h2 h3 /1 i\ i * 11\

У;+-2 У г х (0 =  «ь-

Как было показано в п. 4 § 6 гл. IV, задача (55), (56) 
аппроксимирует с погрешностью О (h2) задачу

ш 1У =  ср(.к), 0 < л : < / ,  57
w (0) =  Wq, w '(0) =  Wo, w(/) =  wi, w'( l)  = wU '
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Исследуем вопрос о разрешимости задачи (55), (56) и 
получим априорную оценку ее решения. Умножим урав­
нение (55) на y (x )h  и просуммируем полученное соотноше­
ние по сетке со:

{ У ы х *  » ) ; - ( ф -  у )  to.

Преобразовывая левую часть при помощи формулы Гри­
на (14) § 1, будем иметь

(у 1  • 1)«, +  \ У ы У  ~  УххУ*]ы - 1 “  [У-ХХХУ ~  У-ххУ-Ai =  у к -
(58)

Для дальнейшего преобразования левой части полученного 
соотношения воспользуемся граничными условиями (56). 
Так как у% =  y0+ h y x0 , yN_t =  yN - h y -  N, то

l У х х х У  ~  У - х х  У х ]  1 =  -  У х х х У \ х = 0  +  У Х  ( УX X  -  h y XXX ) U ,

[ У х Х х У  У X X У x \n - 1 УX X X  у \ х = * 1  У X  ( УX X  +  Ь у х х х  ) \ х  =  1 ,

а учитывая (56), получим, что 

\УхххУ УххУ дг!х
2 2 

=  -  Уххх, 0^0 +  Tj- Ух, о — Лф (h) у  (h) +  h((> (h) w0 — j  w(>yx, 0,

[ У х х £ У - У - Х х У х \ ы - г  =

“  У XXX, N W 1 +  \ y \ ,  ( l  —  h ) y ( l  —  h )  +

+ h ( p ( l - h ) w i - j y ~ Nwi. 

Подставляя эти соотношения в (58), найдем, что

(УХХ. 1)“ +  т(Ух, 0 +  У-х, N) =

“  (ф. У)ф +  т(У*- 0% +Ух, NW[) -
— h[<f>(h)w0 — Ф(  ̂— h)Wj\. (59)

Пусть у (х) — одно из решений однородной (ф =  0, w0 =
— Wj — w'o = wi =  0) задачи (55), (56). Тогда из (59) сле­
дует, что ( £ ,  1 )й =  О, у1  0 =  0, y l  n =  0. Но (*4, 1) =  о 
лишь при у (*) =  ах +  Ь, где а и b — некоторые постоянные.
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Из соотношений у* 0 =  0 и у\  ы =  0 следует, что а =  0, 
т. е. y(*) =  const, * е б .  Так как по предположению 
y Q — y N =  0,  то у  (х) =  0, х е й .  Итак, у ( х ) = =  0 есть един­
ственное решение однородной задачи (55), (56), и, тем 
самым, решение задачи (55), (56) при любых <p(x), w0, 
wu Wo, w'i существует и единственно.

Получим априорную оценку решения задачи (55), (56).
Представим ее решение в виде у  (х) яг  д ( х ) у  (х), где 
д (х) есть решение однородного уравнения с неоднород­
ными граничными условиями

^ = ° *  x<=®,g0= w 0, g0= w ’0, gi t N = w \ ,  gN = w x ,
(60)

а у  (x) — решение следующей задачи: 

у .  - = ф ,  д г е й ,  у  = y N =  0,
* хххх

h о , Л* • . _  .
Ух  —~ 2У хх~ Т'2 Ухх*U = o—*

-  f -  ф (А) +  4  (дхх -  hgxxx)\ 0, (61)

• j h . h2 о - _
У х * 1Г Ухх ' ~2 У хххI *=/

=  -  f  - ф (/ -  А) -  J- (дГх +  hy---)\x=l.

Для сеточных функций, заданных на о , введем норму 
по формуле +  где

Д ля решения задачи (61) на основании тождества (59) 
находим, что

1^ И.о +  х ( ^ . о  +  #1. лг) =
=  (ф, Р  )ф + у х , о (дхх -  hgxxx\ - y ~x N  (дх-+ hg~-)N. (62)

Оценим правую часть этого соотношения. Так как 

( £ « -  hhxx)o= Щ* Ф) ~  У**
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то, дважды применяя е-неравенство (16) § 1, будем иметь 

|Ух, О (Ухх^^Уххх)о | \ух, оВхх, оУхх, г| ^

* = ( * , + • . ) « , . + Т^Г <*) +  Л

Положим е1 +  е2 =  2/Л и приравняем коэффициенты при 
у 2-х (h) и у \х (2/г), т. е. положим 1/е1= 1 /4 е2. Решая эту 
систему, найдем, что 81 =  4е2 =  8/Л. Тем самым,

\ К , » (» „  -  « « Л  I <  X # + т  А [ й  № + Я ,  (2А)].

Аналогично устанавливается оценка

I j 'i, jv ( ^ г + Л̂ ;г )л г | ^

«тй.» + т*[й, ('-*) + «, ('-»)]•
Подставляя полученные оценки в (62), получим, что 

при h ^ И5 (т. е. при 2к ф 1  — 2Л)

S1)»! +  т * [ Й « ( * ) + ? ;« <2*)+ Й > (<  —2*) +

+ « - , ( * - * ) ] < к » .  » ) . 1 + т 1 » 6 . -  <63)

Оценим первое слагаемое правой части при помощи не­
равенства Коши (15) и е-неравенства (16) § 1:

I (ф. у )ш |^ е || </|.) +4^||ф||о- (64)

В § 5 этой главы (лемма 5) будет доказано, что для се­
точных функций, заданных на сетке и и обращающихся 
в нуль при х =  0 и х =  I, справедливо неравенство

1 fJ* (|о Ss М61 у М6 =  const >  0. (65)

Подставляя оценку (65) в неравенство (64), а его, в свою 
очередь, в оценку (63) и полагая е =  (2Л/в)-1, получим:

Ш ! ,о < М в||ф ! +  4 |£ | | ! , 0. (66)

Оценим теперь решение задачи (60). Проводя соответ­
ствующие выкладки, находим, что решение задачи (60)
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имеет вид

S W - w , + ^ x + b = ^ + ^ g b S I ( , _ , ) . +

+  й = ^ й д - 22,,(, _ 1)] х а л  (67)

Оценивая д-х (х ), будем иметь, что

I В;,\с («) {3 ( I w0 | +  | юх| ) +  2/ ( | »S | + |  w[ | )}

и, тем самым, при h < , l /5

1^111о< |-{3(|Ш о| +  |ш 1|)  +  2 / ( К |+ |ш 1 |) } * .  (68)

Подставляя эту оценку в (66) и учитывая неравенство 
(65), получим оценку функции у  в норме U?i (о):

||£||S<(l+yW e)||<p||S +

"I" Т  {3 ( I шо I + 1 *011) +  2/ ( | ДОо I + 1 1 )}2-
Оценим в норме W\  (55) функцию д (х). Из (67) нахо­

дим, что
19 ||о <  / {2 ( | te>o | + 1 1) + 1 ( | w '91 + 1 w[ | )}а.

Учитывая это неравенство и неравенство (68), получим

\ 9 t <  W I3 ( I“»о I + 1 Ю| I) +  2 / ( | w'0 1 + 1 w[ | )}а +

+  Ч2 ( I Wo I + 1 и>11) + 1 ( IW* I +  1 Wi I )}a.
Осталось оценить функцию y(x) ,  которая равна сумме 

функций у(х)  и д(х). В результате получаем искомую 
априорную оценку:

I M I K  2  ( ! £ ! + № <

< 2 ( 1 + М в)||ф |? +  /{2(|а»о| +  | w i|) +  / ( |w j |  +  |a»i |)}2 +
Н— {3 ( I I + 1 !) +  2/ ( | | + 1 | )}а.

Оценка решения задачи (55), (56) получена. Из получен­
ной априорной оценки с учетом оценки погрешности ап­
проксимации (см. п. 4 § 6 гл. IV) задачи (57) зада­
чей (55), (56) следует сходимость решения задачи (55), 
(56) со скоростью О (Л2).
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5. Дискретная модель опертого упругого стержня. Рас­
смотрим следующую сеточную задачу:

=  (69)
у  (0) =  w0, -  ухх +  hyxxx |,_0 =  0 ^ 0  +  Л2ф (h),

у т = и г. (70)

и получим для нее априорную оценку. Представим реше­
ние этой задачи в виде у(х) =  у (х)-\-д (х), х <= й, где 
д(х) есть решение задачи

Ухх хх —  0 ,  X  £ :  Ю,

9  (0 ) =  «о. -  9ХХ+ hgxxx |Л_0 =  0 , д -  - f  hgixx  |w  =  0 ,
у(1) =  ии  (71)

а у (х) определяется из уравнений 

&*г* =  Ч>(*). Х(=а,
jr(0) —0. — S f„ + /iS f,„ U -o « « * .+ f tV (A > . (72)

i ( 4 - 0.

Умножим уравнение в задаче (72) на y (x ) h  и просумми­
руем полученное выражение по сетке со. Преобразовывая 
полученное соотношение при помощи формулы Грина (14) 
§ 1 и учитывая граничные условия (72), найдем, что

II i ' l l  о =  (сР> ^ ) а + 0̂ о ^ ,о  +  ®^1^. Ы- (73)
Оценим слагаемые, стоящие в правой части получен­

ного соотношения. На основании неравенства Коши (15) § 1

|(ф, ' /Ы ^ Ы Ш Н о -
Принимая во внимание неравенство (65), получим, что 
(0 <  cr <  1)

Выбирая параметр о из условия равенства коэффици-
ентов при \\yf-, и || j f i .o , найдем [|у |0< ^ ( 1  +Л1в)/Л1в||у ||2,
и, следовательно,

| (ф, у)ш ; II У ||г II ф |9.
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В § 4 этой главы (теорема 3) будет показано, что для 
любой сеточной функции v (*), заданной на равномерной 
сетке ©,

II IS «о+, <  М  || tF |g, М =  const >  0. (74)

Используя это неравенство, находим, что

Отсюда и из равенства (73) следует:

II У1 . 0 { ] Л ^ 4 ^ | |  Ф ||о +  К м  ( I 0 ^0  I +  I I )}II &

В силу (65) имеем

'

Подставляя эту оценку в левую часть предыдущего нера­
венства, получаем априорную оценку для решения за­
дачи (72):

Оценим решение задачи (71). Очевидно, что 

g(x) =  w0 + ™1~ w° х

и поэтому

\ в и = 1 у Ь \в]р <  V~i ( I ю01 + 1 щ  | ).
Тем самым,

М < 1Н + | * Ь < ___

+ vHr ( | mo I +! в ы  D-
Оценка решения задачи (69), (70) найдена. Используя 

результаты п. 4 § 6 гл. IV, легко проверить, что задача 
(69), (70) аппроксимирует с погрешностью О (/г2) задачу 
об изгибе шарнирно опертого стержня, т. е. задачу

WIV =  q>(*), 0 < * < / ,  ,-еч
w (0) =  w0, — да" (0) =  оМ0, w" (/) =  w (/) =  Wi.
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С учетом этого факта из полученной априорной оценки 
следует сходимость решения задачи (69), (70) к решению 
задачи (75) со скоростью О (Л2).

6. Дискретная модель упругого стержня с одним «сво­
бодным концом». Получим априорную оценку для задачи

PW*

У (0) 53 0) Ух 2 Ухх~\~ ~2 Уххх U-o =  ~2 Ф Ф)* (76)

У X X ,  « = ® ^  +  A Q  +  y  Ф(0» — ух х х ,  N  в

=  ф + Л  |\р (/ — Л) +  у  Ф (/)j,

которая моделирует на сетке б  задачу об изгибе упру­
гого стержня, левый конец которого (х  =  0) жестко заде­
лан, а правый конец находится под действием приложен­
ной силы. Представим решение задачи (76) в виде суммы
двух функций if (х) и д  (х), где у  (х) =  [ у  (ухх,о ~  hyxxx< „) +  

+  у ф (А )]* , а у  (дг) есть решение следующей задачи:

(77)
^  ( 0 )  =  0 ,  г/ж. 0 =  0 ,  ( 7 8 )

У й , „ - в* + « 2 + ? ф < 0 .  - f e -

Умножим уравнение (77) на y ( x ) h  и просуммируем это 
соотношение по сетке <в. Преобразовывая полученное 
тождество при помощи формулы Грина (14) § 1 и прини­
мая во внимание граничные условия (78), после некото­
рых преобразований будем иметь

Ш 2,о = (ф- УУЛМ ы +М У-х.»- (79)
Оценим правую часть этого соотношения. На основа­

нии неравенства Коши | (ср, у)- \  ^ | |ф | |0||у |0. В § 5 этой 
главы (лемма 6) будет показано, что для любой сеточной 
функции v(x)9 заданной на со и удовлетворяющей



условиям 0o =  0i =  0, справедливо неравенство

И ^ Й Н Ь ,  (80)

так что ! 0 [|о /4/( 12 +  /4) I о |||. Тем самым,

Кф*

На основании того же неравенства (80)

т . ° ^ г ц т . т -

Подставляя эти оценки в равенство (79), найдем, что

(81)

В § 4 этой главы будет показано (теорема 3), что для 
любой сеточной функции v (x ), заданной на ©, справед­
ливо неравенство

IIV l i e м  IIv III. М  =  const >  0. (82)

Принимая во внимание это неравенство и неравенство (74), 
получим

\Q\ \y„\ +  \ M \ \ y - ' N \*Q{M\Q\ +  M \ * M \ ) \ y b .

Из этого неравенства и неравенства (81) следует оценка

i ^ ^ 1̂ [ 7 l l T r J <pllo+^ IQ I+A ll0# l}  (83)
Оценим теперь функцию у (х). Очевидно, что 

IIВ |2 <  1ъп [  | 4  (Ьхх, 0 -  h y xxx, о) | +  у  | ф  (А) | ] .

Но

Т  I У XX, 0 —  XXX, о I =  У  I ~  2 у х, 1 ''‘Ух, 2 —  Ух,  3 I

и на основании неравенства (74) Л/21 ухх< 0 — hpxxx>0\ ^  
Ш I у  |а. Далее,

Л3----  ^/!/2|UlL
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Учитывая эти неравенства, для Ц̂ Ца получим оценку 
|| {7 Цг <  ЗМ/3/21| у  |2 +  /4/21 ф ||0. Подставляя сюда оценку (83) 
и используя для оценки нормы у(х)  = у- \ -у  неравенство 
треугольника, получим ( ^ l o  +  l ^ l  +  IQI).
М  =  const >  0.

Как обычно, из этой априорной оценки вытекает схо­
димость решения задачи (76) к решению соответствующей 
задачи для дифференциального уравнения, но мы на этом 
уже не останавливаемся.

7. Дискретная модель системы двух стержней, соеди­
ненных идеальным шарниром. Посмотрим, как исследуется 
сеточная задача при наличии условий сопряжения. 
Пусть о  =  {* =  *; |Xi =  ih, i =  0, ± 1 ,  . . .  , ± N ,  h =  l/N} — 
равномерная сетка с шагом Л, заданная на отрезке 
[— I, /]. Обозначим через ол подмножество узлов сетки
о, расположенное на отрезке [— I, 0], т. е. ®л =  {*, | i =  
z=— N,  — N  +  1, . . . ,  0}. Будем обозначать через юл, <ал, toj, 

подмножества 0.,, определяемые аналогично со, го и 
т. д. (см. п. 1 § 1). Пусть о п, юп и т. д. — соответствующие 
подмножества ш, расположенные на [0, /].

На сетке ffi рассмотрим следующую задачу:

У хххх =  ф м  - * €Е сол и ®п. (84)
Ухх +  ИУххх= - h \ ( — h),  х = 0 ,

-  У х х  +  hyxxx =  +  h \ ( h ) ,  х  =  0, (85)
У х х х  -  Угхх =  Ф +  ЗЛф (0) +  /г3ф- (0), дг =  0,
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А , А2
У  ( 0  — 0» У х  2 У х х ~̂~ 2 У х х х  х — i — 2

A®

А2 А8 (86)

Легко проверить, что задача (84) —(86) аппроксимирует 
на сетке б с погрешностью О (А2) задачу об изгибе сис­
темы двух стержней, соединенных между собой идеаль­
ным шарниром в точке лг= 0 и жестко заделанных при 
х  =  — / и х=1:

йу1у =  ф(дг), — / < * < 0 ,  0 < х < 1 ,
[до] U_0 =  0, w" ( -  0) =  <M-t -  w” ( +  0) =

=  <М\[аГ] и-0 = Ф, [ )
до (— I) =  до' (— /) =  до' (/) =  до (/) =  0.
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Соотношения (85), аппроксимирующие условия сопря­
жения задачи (87), были построены в гл. IV (см. фор­
мулы (20) и (19) § 6 при а  =  р =  0).

Получим априорную оценку решения задачи (84) — 
(86). Умножим уравнения (84) на y(x)h ,  просуммируем 
их по сеткам ©л и (оп и полученные соотношения сложим. 
После преобразований при помощи сеточной формулы 
Грина (14) § 1 получим соотношение

f e l l ,  (“л) +  II У ' х х Ц  («п) +  -  У х~ х У х ) о  ~

-  { у х х х  У {+1) -  уXX У х ) -1  +  ( У х Г х  У (~1] -  УXX У ц Ь  -

- ( У х х х У ^ - У х х У х )0 =  (ф, */>&, + (ф. У ) ъ п .

Преобразовывая левую часть полученного тождества при 
помощи условий сопряжения (85) и граничных условий 
(86), получим следующее энергетическое тождество:

Ь ; * 1 ч “л ) + 1 ^ Л м “„ ) +  Ц + У *  W ) =  (88^

=  (ф, у)ы+ Фу (0) +  < М~  у- (0) +  У х  (0).

Оценим правую часть этого тождества:

I (ф, y)v> +  ФУ (0) +  ей*- у - (0) +  ®^+ ух (0) I <

<  II ф 1 \ \ у II»+ 1ф11У(0) I'+ 1 1 1 У- (0) 1 +! м *  11 ух (0)I ^  

<1ф1о \ y l + 1 ф I \\у 1с &  +  ! • * - !  N l c « > + 1  1II У - х \ \ с ( К ) .

Используя для дальнейших оценок е-неравенство и при­
нимая во внимание соотношения (74), (82), получим

I (Ф. у ) (D+ ФУ  (0) +  у-х (0) +  0^+ У х  (0) | ^

^  е  (1 +  М +  М) (I у Ц»'! (Mj) +  IIУ llrl (юц)) +  (89)

+  ^(1|ф||3 +  | ф | а+ 1 ^ - Г + 1 ^ Т ) -

Оценим снизу левую часть тождества (88). Полагая 
в лемме 2 § 5 хх =  0, щ  =  2/h, й =  +сол, для функции
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v(x) =  ух (х), заданной на +(ол, получим оценку:

I! у*  I t  м + !  ̂  ( -  0  ^  2 ^ =

=  l ( t -h )  flУ~х!•.(*>л). (90)

Так как у ( —/) =  0, то полагая в лемме 2 § 5 Xj — 0,
0  =  ©л и переходя к пределу при х0-»-оо, убеждаемся
в справедливости неравенства Учи'
тывая эту оценку, из (90) находим, что

Ы 1 .  <„,>+i  « и - 1) » p y b j  1 'С . ы -

Предполагая, что h ^ l / 2 ,  будем иметь оценку 

Из этой оценки следует, что

Аналогично доказывается оценка

Вернемся к энергетическому тождеству (88). Принимая 
во внимание неравенства (89), (91) и (92), из (88) полу­
чаем оценку

[jq i/i  — е(1 + М  +  М )](]|'/ ||V| (йл) +  IIУ IIV| (5П)) ^

<  i  (II ф Но+ 1 ф I2+ 1 12+ 1 ® ^ + 12).
Полагая здесь, например, е =  2[(4 + / 4) ( 1 - f  УИ +  М )]-1, 
приходим к априорной оценке решения задачи (84)—(86):

IIУ lV! (ол) "ЬIУIIV! Йп) ^

< л1 (1ф К +  1ф Г + | ^ - | 2 +  1®^+ 12),
где М — const >  0.

Из полученной априорной оценки обычным образом 
выводится оценка скорости сходимости решения задачи 
(84)—(86) к решению задачи (87).
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§ 3. Сеточные задачи на собственные значения

При получении тех или иных оценок, связанных с ис­
следованием разностных схем, появляется необходимость 
представления сеточной функции в виде разложения по 
собственным функциям подходящей разностной задачи. 
В этом параграфе мы изучим основные свойства простей­
ших сеточных задач на собственные значения. Будут рас­
смотрены первая и вторая задачи для оператора второго 
разностного отношения и для пятиточечной аппроксима­
ции оператора Лапласа в прямоугольнике. Все рассмотре- 
лия проводятся для случая равномерной сетки.

1. Первая краевая задача на собственные значения для 
оператора второго разностного отношения. Как известно, 
проблема отыскания, собственных функций и собственных 
значений задачи

и"(х) +  Лы =  0, 0 < * < / ,  и(0) =  и(1) =  0 (1)

состоит в нахождении таких значений параметра Я (собст­
венных значений), при которых существуют нетривиаль­
ные (отличные от тождественного нуля) решения и (х) 
•(собственные функции) однородной задачи (1).

Сеточный аналог задачи (1) сформулируем следующим 
образом. Пусть на отрезке [0, /] введена равномерная 
сетка а  с шагом h — 1/N. На сетке © задана разностная 
аппроксимация задачи (1):

+  * е ( 0 > 0о= 0лг =  °- (2)
Требуется найти такие значения параметра Я (собствен­
ные значения), при которых существуют нетривиальные 
решения у (х) (собственные функции) задачи (2).

Найдем вид общего решения задачи (2). Перепишем 
уравнения (2) в следующем виде:

« м - 2 ( 1 - т г ) и  +  0/+1 =  О, / = Ь 2 ..N - 1. (3)

Введем следующее обозначение:
1 * /л.1 — 2~ =  cos an. (4)

С учетом обозначения (4), характеристическое уравнение 
для (3) можно привести к виду ,q% -г- 2 cos ahq +  1 =  0.
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Корни этого уравнения ql = e ia>l, q2= e - ‘ah. Следова­
тельно, общее решение уравнения (2) имеет вид

у  (х) =  Сгё ах +  C2e~iax=Ci  sin ах-\-сг cos ах.

Постоянные сг и са определим из граничных усло­
вий (2):

у  (0 )= с 2 =  0, у  ( / ) = Cj sin ос/ =  0. (5)

Для того чтобы выполнялось второе из соотношений (5), 
нужно, чтобы либо Сц либо sin а / обращались в нуль. 
Но Ci не может обращаться в нуль, так как +  
Следовательно, s ina /  =  0, или a = k n / l ,  k =  ± l ,  ± 2 ,  . . .  
Тем самым решениями задачи (2) являются функции

\ik { x ) = c s \ n ^ j - ,  k =  ± \ ,  ± 2 ,  . . .  (6)

Из (4) находим, что собственные значения задачи (2) 
находятся среди чисел

X* =  ̂ s i n 2^ ,  й =  ±  1, ± 2 ,  . . .

Заметим, что число нуль не может быть собственным зна­
чением задачи (2), так как ему соответствует решение, 
тождественно равное нулю. Из оставшихся членов ука­
занной выше последовательности имеется только (N — 1) 
различных между собой, например %k при Л = 1 , 2 ,  . . .  
. . . ,  N — 1. Это собственные значения задачи (2).

Докажем теперь, что собственные функции щ(х) ,  опре­
деляемые соотношением (6) при k = \ ,  2, . . . ,  N — 1, по­
парно ортогональны. В самом деле, пусть собственному 
значению X* отвечает собственная функция ц*(х), а соб­
ственному значению %т — собственная функция \хт (х). 
Пусть k j b m  и l s g £ ,  m ^ N  — 1. Умножим скалярно 
соотношение

* е с °. (7)
на |хт  (х), а соотношение

на и вычтем второе из первого. Получим

(У'тхх,
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Применяя к первым двум слагаемым правой части первую 
разностную формулу Грина (12) § 1, в результате имеем

°  =  - ( ^ Ъ  +(»***. М ^ + ( Ч - Я т )(Н*, !*»)« =
=  k кт) (Щ, (̂ т)со-

Так как при k Ф т, 1 m c W  — 1, Я к Ф 1т, то 

(Ца>
Тем самым собственные функции ортогональны. Выберем 
постоянную с в (6) так, чтобы собственные функции 
имели норму, равную единице. Непосредственные вычис­
ления показывают, что

__  (И*. |а*)ш= с2//2.
Полагая c — Y^-lU получим, что ||цА||0 =  1.

Вычислим левое разностное отношение собственных 
функций (6) при c = V 2 / l :

[И* (*) ]~ =  V W l 5in ( W O — sin (kn (x— h)/l) =

• = У Щ  2sin (kxh/(2l)) co s  kn ( x - h /2 )  =  
h I

= V У  2// cos (kn (x — h/2)/l).
Умножим уравнение (7) скалярно на цот(лг) и полученное 
соотношение преобразуем при помощи первой формулы 
Грина (12) § 1:

=  (И'*!, "Ь (Ц*> Ня»)<о-
Отсюда следует, что при к ф т

( Н ъ  1**5).* =  ° ’
т. е. разностные отношения собственных функций ортого­
нальны в смысле скалярного произведения ( ,  )ш+.

Пусть f  (х) — произвольная сеточная функция, заданная 
на «о (или сеточная функция, заданная на о , и обращаю­
щаяся в нуль при х = 0  и х=1).  Разложим f (x)  по соб­
ственным функциям {(i* (*)}"- 1 , т. е. представим f(x)  
суммой вида

/ м =  2 / * м * ) .  (в)
k= 1



4
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где f k — коэффициенты Фурье функции /(*). Умножая 
соотношение (8) скалярно на цт (х), найдем, что

N— 1
(ft М'/п)о)== 2  f k (М1*» M'm)w== /т* 

k = l
Возведем левую и правую части (8) в квадрат и умножим 
скалярно на единицу

,N-\ \ 2

iV-l tf-1
=  S  /л/тСИ'Л* Цт)© =  2

А, т =  1 Л —1
Полученное соотношение есть сеточный аналог равенства 
Парсеваля.

Исследуем более подробно собственные значения Хк
kjihзадачи (2). Заметим, что функция s in -^ r  монотонно воз­

растает при изменении k от 1 до N  — 1. Следовательно, 
Хк < кт при k < .m .  Известно, что при 0 < а ^ я / 2  для 
функции (s in a ) /a  справедливы оценки

2/ я  <  (sin a ) /a  <  1.
Так как

,  fkn  \2 /  sin (knh/(2l)) \2 fkn  \ 2 ( sin a  \2
=  1 knh/(2 l) j ~[т) I— J * W

to  (2k/1)2 <  Xk «S (kn/l)2 и, в частности,
Я* Ss A* Ss 4//2.

На самом деле справедлива более точная оценка снизу 
первого собственного значения А*. Из (9) имеем

^ . _ ( * д ) 2 « М 2 ( а _ ( 8 а ) < ° 1 0 < а < ” .

Отсюда вытекает, что собственные числа убывают при 
увеличении шага h , а так как максимальным шагом 
сетки со на отрезке [0, /] для задачи (2) является h0 =  
=  //2, то

h  (h0) =  8/l2^ X 1 ( h ) ^ X k (h).

Подытожим сведения, полученные относительно собст­
венных функций и собственных значений задачи (2).
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Чтобы подчеркнуть аналогию собственных функций и соб­
ственных значений задачи (1) и (2), приведем парал­
лельно и свойства решений задачи (1).

Для задачи (1) | Для задачи (2)
Собственные функции

uk (x) = y~2 j i  s i n ^ - ,

k = \ , 2, ...
Собственные значения

%k =  (kn/l)*,

A=l, 2...

И-ft (х) =  V 2 /l sin 
k = l ,  2, ЛГ-1 (10)

. 4 . „ йяЛ
* ft*Sln 21 ’

k = l , 2 .........N - l ,  (11)
(2k/l)2^ X k ^ ( k n J l f t 
Kk >  Xm при k  >  m, 

Х ^ 8 / 1 2 (12)
Ортонормированность собственных функций

К  >  при & >  т

5 Ы* (х) tim (х) dx — 6^ т

(13)
где б*>т есть символ Кронекера, т. е.

|  1 при k =  т,
к' т \ 0 при k Ф т.

Производные (разностные отношения) собственных 
функций 
и'к (х) =

=  Y K V 2 H  cos^ j -, 

k = l ,  2, . . .
=V~^k Y W i  co skn (д:~ й/2) =

=  K A ftfIft(*), 
6 = 1 ,  2, . . . ,  W - l

Ортогональность производных (разностных отношений) 
собственных функций

 ̂ ^тЗс)©+я== ̂ (^) Mm (х) dx— hkbkt )

#+
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Полнота системы собственных функций
Для любой функции 

/ ( * )< = М о ,  I),

/ ( * ) =  Е  fkUk(x),
k = \

где

/ * = $ / ( * )  U k (x)dx,

Для любой сеточной 
функции f  (х), заданной на о>

N - 1

/ ( * ) =  2 ( И)
л- i

где
/ * = ( / ,  (15)
6 = 1 ,  2 , N -  1

Л = 1 ,  2, . . .
Равенство Парсеваля

я  i f & . < . > « ! / вО k = 1 W-1
=  2 / 1  (16)

2. Вторая краевая задача на собственные значения 
для оператора второй разности. Рассмотрим сеточный 
аналог задачи

и” (х)-\-Хи =  0, 0 < х  <  /, и' (0) =  и' (/) =  0.

'Граничные условия будем аппроксимировать с погреш­
ностью О (/г2). Именно

у-х -\-Ху =  О, хе=0), у*, о+ -2 ^ 0  = 0.
НК

УХ,М 2 Ум —
Обратим внимание на то, что в разностной задаче (17) 
собственные значения входят в граничные условия, хотя 
в аппроксимируемой задаче в граничные условия они не 
входили.

Пусть Л есть сеточный оператор, определяемый соот­
ношениями

2

A v = ;

* =  °.

~ V>x,

l vi .  *=*•

(18 )



Тогда задачу (17) можно переписать так:
_̂

Лу — Ху, х е ® .

Решения задачи (17) и их свойства получаются точно 
так же, как и в случае задачи (2). Поэтому мы не будем 
останавливаться на их получении, а сразу приведем сводку 
результатов.

1) Собственные функции

M * )  =  K 2 //co s  (£шг//), й = 1 ,  2, . . . ,  N — l,  ^  

ц,0( х ) = |А / / ,  nN (x) =  ] / l / /  cos (Nnx/l).

2) Собственные значения

x* = 4 sinaj^ - >  k = 0 > 1.........N > (20>
(2k/l)2 (kn/l )\  . k =  1, 2 ....N,  (21)

h  >  K ,  k > m ,  (22)
Я0= 0 .  (23)

3) Ортонормированность собственных функций]

(Ц*. (24)

4) Разностные отношения собственных функций 

(Н* W ); =  — У  К  V W l  sin kn ((х -  А/2)//) =  У к *  ц* (дг),
Л - 1 ,  2, . . . ,  N - 1 ,  (26)

(|Ллл (*)h =  — V h i  y l /7 s in  N n ( ( x -  Л/2)//)= V h t  M * )-

5) Ортогональность разностных отношений собственных 
функций

^г)<о+ =  М к .т .  (26)
6) Собственные функции образуют базис на сетке о.

Для любой сеточной функции /(* ), заданной на а ,

/ ( * ) = ! ; ( 2 7 )  
fc = 0

где
— М'а)̂ , k =  0, 1, . . . ,  (28)

коэффициенты Фурье функции f(x).
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7) Равенство Парсеваля

1/11,6»-W -tf. fli-S fl. (29)k = 0
3. Задачи на собственные значения для сеточного 

оператора Лапласа. Пусть в прямоугольнике G =  {0=o:a <; 
«S /a, a = l ,  2} задана прямоугольная равномерная сетка 

=  Х®2- Пусть са= ©х х  ©а — множество внутренних
узлов этой сетки, а у = й \ ( о  —множество ее граничных 
узлов. На сетке ® рассмотрим следующую задачу на соб­
ственные значения:

A y s s — y - x - y - i x = x y ,  *€=«>, у ( х ) = 0, *<= у- (30)

Легко видеть, что задача (30) допускает разделение пере­
менных и имеет решение

Цл (* )  s  М - х ,*i C^i) Ич,* »  ( * 2)» —  ^ i ,  ft> +  ^ 2, ft»» ( 3 1 )
k*=(klt k2), * „ = 1 ,  2.........N a - l ,  a = l ,  2,

где Цо, ka (xa) задается соотношением (10) при l =  la, k  =  
=  k a, x — xa, a A,„,*a задается соотношением (11) с / = / a , 
k — ka, h = h a =  la/Na. Собственные функции (31) задачи 
(30) ортонормированы, т. е.

( М * ) »  Хг ) у . т { Х и  Х 2) =  ь к<т.
0)] й)2

Рассмотрим на сетке 65 еще одну задачу на собствен­
ные значения

Л«/ =  ( Л х +  А 2) у — Ху,  * < = о ,  (32)
О

где оператор Лв определяется соотношением (18) при 
х = х а, / =  /а, h = h a, со ==<»„. Задача (32) является сеточ­
ным аналогом второй краевой задачи на собственные 
значения для двумерного оператора Лапласа в прямо­
угольнике. Как и (30), задача допускает разделение пе­
ременных и имеет следующее решение:

M-ft (х)s  l-̂ i, *i (*i) I4ft, (-̂ г). Я* =  ftt +  ^г, ft.» (33) 
k — (ki,-ki), ka=*0, I, N a, a =  1, 2,

где i*a,fta (*a) задается соотношениями (19) при l = l a,
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k = k a, х = х а, a V * e задается соотношением (20) с 1 =  1а, 
k = k a, h = h a =  l j N а. Собственные функции (33; задачи 
(32) ортонормированы:

(М-* (лг), fim(x ) ) -= 6 i t„.

§ 4. Теоремы вложения

В § 2 этой главы при получении априорных оценок 
для решений сеточных задач на отрезке мы столкнулись 
с необходимостью сравнивать различные нормы одной и 
той же функции. При сравнении норм требовались оценки 
одной нормы через другую с постоянными, не завися­
щими от сетки. Аналогичная ситуация возникает и при 
изучении многомерных сеточных задач.

В этом параграфе будет установлен ряд таких нера­
венств, устанавливающих связь между некоторыми нор­
мами сеточных функций, заданных на сетке, расположен­
ной на отрезке или в прямоугольнике. Будут рассмат­
риваться только такие неравенства, постоянные в которых 
не зависят ни от самой функции, ни от сетки, на кото­
рой функция задана. Предложения, утверждающие эти 
неравенства, будем называть теоремами вложения.

1. Теоремы вложения для сеточных функций одного 
аргумента. Будем изучать сеточные функции, заданные 
на сетке а е [ 0 ,  /]. В части теорем этого пункта будем 
предполагать, что сетка равномерная, а в других —пред­
положение о равномерности сетки использовать не будем. 
Напомним обозначения для норм сеточных функций, 
которые будут использоваться в этом пункте:

| о | с —тах|о(дс) | ,  | о ^ = ш а х  | о ; ( * ) | ,
х е ш  х е < я + ‘

I» l » H * L  v)° 2’ Ы 1 о = К >
II у-  || = ( v -  v -  у /2II хх ||о V хх» хх/ю •

Т е о р е м а  1. Для любой сеточной функции v (x ), за­
данной на произвольной неравномерной сетке © и обра­
щающейся в нуль при * = 0  и х = 1 ,  справедливо неравен­
ство

еде М 1 =  1/4.
10 А. А. Самарский, В. Б. Андреев
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для функции и(дг) справедливы 
представления

I  N
V i - %  V- / l h V ,------ 2  V - J l

/-1  /-<+1

Отсюда, используя неравенства Коши (15) § 1, получаем

I X -  Д ,  (2)

t f < ( / - * i )  2  (3)
/=-<+1

Умножим неравенство (2) на (l  — Xi), а неравенство (3) 
на xt. Сложим полученные соотношения и результат поде­
лим на /. Тогда

, а в .

1ак как это неравенство справедливо для любого х, то 
оно справедливо и для того х — х0, в котором функция 
v2 (х) достигает наибольшего значения. Теорема доказана.

З а м е ч а н и е  1. Неравенство (1) справедливо (с по­
стоянной M i =  l) и для функций, обращающихся в нуль 
лишь при * = 0  или при х = 1 .

З а м е ч а н и е  2. Неравенство (1) с Л4х =  //4 является 
точным в том смысле, что существуют такая сетка Q и 
такая функция v (х), для которых равенство в (1) дости­
гается. Примером может служить функция v (х) =  \х  — 1/2\ 
на любой сетке, у которой точка дг= //2 является узловой.

Обобщением теоремы 1 на случай произвольных сеточ­
ных функций является

Т е о р е м а  2. Для любой сеточной функции v (х), 
заданной на произвольной неравномерной сетке о , спра­
ведливо неравенство

||t> ib < e |o - |U + (l/8 + l//) ||t» |S , (4)

где е — произвольная положительная постоянная.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из соотношений

и? =  1»/+ t  (v\  A ,
* = / + 1

vl =  v } -  ^  (v%  k h ,  * < / .  
fc = i+l

следует, что при любых (*, ! / ) е й

У2 («/) +  ( |(l»2)- |,  1)й+.

Считая х  фиксированным, умножим это неравенство ска­
лярно на 1:

fo*(*)<||i>||? +  /(| (t>2)-| ,  1)ш+. (5)

Легко проверить, что (здесь и(-1) =  vt _i)

(о*)  ̂=  (о +  »(_1))»^.

Учитывая неравенство Коши (15) § 1 и е-неравенство (16) 
§ 1, получим, что

( | И ; | -  | рг ! ) и++ ( 1 у(_1)1.

; e INIo +  i ^  v2( x - h )  h +  ^  У2 (х)h\  =
:еш+ *eco+ J

= е 1 ° г С + т 1 ° В -

Подставляя эту оценку в (5) и деля полученное соотно­
шение на /, приходим к неравенству (4). Теорема дока­
зана.

В неравенстве, утверждаемом теоремой 2, вместо 
функции можно поставить ее разностное отношение.

Л е м м а  1. Для любой сеточной функции v(x), задан- 
ной на равномерной сетке со, справедливо неравенство

K t - s ' K S + W ' + w i K i t .  (6)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проводя рассуждения, анало­
гичные использованным при доказательстве неравенства 
(5), получим, что

/*>!(*) < |К 1 о  +  / ( | ( ^ ) , | ,  1)о>. (7)
10*
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Так как
(ч* ~Ь ®хх>

то на основании неравенства Коши (15) § 1 и е-неравен- 
ства (16)§ 1 имеем

Подставляя это неравенство в (7), получим (6). Лемма 
доказана.

Л е м м а  2. Д ля любой сеточной функции v (х), задан­
ной на равномерной сетке а ,  справедливо неравенство

(8)

где е — произвольная положительная постоянная, а М  — 
некоторая положительная постоянная, не зависящая от а.  
Если функция v (х) при х = 0  и при х = 1  обращается 
в нуль, то наряду с (8) для нее справедливо и более точ­
ное неравенство

K-K-s'M+iw (»)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Умножим неравенство

( ' ^ ‘Ъ + Т Т г 1’)’ * 0

на h, просуммируем его по х  е  ю и преобразуем полу­
ченное соотношение при помощи формулы Грина (12) § 1

/2“ I 101» “  2 II II» +  2 (vi° I*-/ “  v*v ко ) ^  °-

Если v (0) =  »(/) =  0, то, полагая здесь I2а/2  =  е, получим 
неравенство (9). В общем же случае после очевидных 
выкладок находим, что

k l o ^ - 2  ll Л̂Г Hi Н ■2̂ /5'11у11о +  Р/ К ( 0) +  1;л-(/)) +

+  +  (10)
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Оценим слагаемые, содержащиеся в скобках. Полагая 
в (4) e = y l ,  а в (6) е =  6/, получим, что

о’ (0) +  о ' (О «S 2 У v £ « ;  2yl |  V- [ + 2  +  1/i) | о

Подставляя эти оценки в (10) и преобразовывая полу­
ченное неравенство, будем иметь

II | 2  р , ___________а / 2 + 2 Р 6  || „  ,

Р д г Ц о ^ *  1 — 2р — 2р/6— v/(2p) 1 •**1#
, 1 i / « + i /(Py ) + i /P  f ll) ||,  n n

^  2/a 1 — 20  — 2f$/6— v/(2p )  l u U®‘

где a , p , у  и  б — произвольные положительные постоян­
ные, удовлетворяющие условию

1 — 2р — 2Р/6 — V/(2p) >  0. (12)

Покажем, что эти постоянные можно выбрать так, чтобы 
коэффициент при был сколь угодно малым. Обозна­
чим через

£__________ и/2 -|- 2^6_ /. о\
fc—  1 - 2 Р - 2 Р / 6 - т /(2Р) 

и найдем отсюда б. Имеем

ь = (t -  2Н -  а/2 -  гё/(2р) +
+  V&  -  Ж  -  а/2 -  Т?/(2Р))2 -  8Р2£ >  0.

Положим выражение, стоящее под знаком корня, равным 
нулю. Тогда

Ь =  (14)

Подставим это значение б в (13) и найдем оттуда

£ - « / 2 + K ( g - « / 2 ) g - 4 y S ( g - f 3 K W 2 )  ^  а  

4 ( 5 + з К £ / / 2 )  ^  *

Предполагая, что
£ — а/2 >  0, (15)

снова положим выражение, стоящее под знаком корня,
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равным нулю. Тогда

<1 6 > 

< 1 7 >

Отметим, что при выполнении условия (15) постоянные 
Р, Y и S, определяемые соотношениями (16), (17) и (14), 
удовлетворяют и условию (12).

Полагая теперь, например, а = £  и принимая цо вни­
мание (14), (16), (17), находим, что

м  ( Т \  l / «  +  l/(Pv) +  l/P  _
™ w  2 (1 —2 p - 2 p/6 - v / ( 2 {»)) ~

1/ £ + 2 ? (3/К2 +  К Р Ч  +  8  (3 V H V 2 +  !)/£
о Л  ( V I + V * )  1

\  4 (W 2 + V 1 )  4 .
О (ZIV2 +  Y I Y  l + 2 ? ( 3 / K 2 + K g ) 2 + 8 ( 3 K £ / | / 2 + l )  ..

=  С ‘ ( 7^2  +  2 ] / p ( 3 / K 2 + K D
< Л 1  (1 +  1/Q.

Подставляя эту оценку в (10) и обозначая 1% через е, 
получим неравенство (8). Лемма доказана.

Т е о р е м а  3. Для любой сеточной функции v (х), за­
данной на равномерной сетке оа, справедливы неравенства

М & < И М о  +  Л * (1 / '+ 1 /е1/3)М1?. (18)
1 !с <  е I Ц  +  М 0/* +  1/е3) II у К, (19)

где е >  0 — произвольное число, а М — некоторая положи­
тельная постоянная, не зависящая ни от сетки ©, ни от
функции v(x).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем сначала неравенство 
(18). Положим в (4) е =  а /, а в (8) е =  р/2. Оценим \\v-fQ 
в первом из упомянутых неравенств при ломощи второго. 
Тогда

II v Ъ ̂  ар/* || О- 5 + 1  [М а (1 +  1/Р) +  1 +  1/а] Ц у | .  (20)

Пусть ар =  у, р =  у/2. Полагая
V 1 / 3  'а 1+V1/3’
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будем иметь

М а (1 - |-1 /р )+ 1  +  1/“  =

Полагая 13у =  е и учитывая полученную оценку, находим, 
что из (20) следует (18).

Докажем теперь неравенство (19). Положим в (6) 
е =  а /, а в (8) е  =  р/2. Снова оценивая |о -|£  в первом из 
упомянутых неравенств при помощи второго, получим, 
что

1 VX | с  <  /  ( а  +  р / а  +  Р )  II v i x | о  ( 1 +  1 / а ) ( 1 +  ! / Р )  IIу  ft .

г.х (21)
г  v •

Введем следую щ ее обозначение^

ос +  Р / а + £ = у
- • • s.-

и выразим Р через а  и у:

R-1 =  , +  ,/<х ' - • - -
• " у —а '

Полагая теперь, например, а = у /2 ,  будем иметь неравен­
ство

(1 +  1/a) (1 +  1/р) =  [1 +  (2/У)*] i^ s /v + l /v ) '  <  24 ( l  +  Г 3)-

Рстользуя это неравенство для оценки коэффициента при 
|| у о в (21) и полагая у /= е ,  получим (19). Теорема до­
казана.

2. Теоремы вложения для сеточных функций двух аргу­
ментов. В этом пункте мы будем изучать сеточные функ­
ции, заданные на прямоугольной сетке рас­
положенной в прямоугольнике G =  {Ar=(*i, х2) \ 0 ^ х а^ 1 а, 
а = 1 ,  2}. Пусть to= ah ха>2 — множество внутренних узлов 
сетки э ,  а у  =* й \ ю  — множество ее граничных узлов.
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Для сеточных функций, заданных на сетке ©, введем 
следующие нормы:

Цр||с= max |о(дг)|, Н ,8 =  1 ] й 1 Л  *2»а (*)•
xeG> ©1 ©2

К 8 “ 2 * * 2 * > » Ь  м .
©i* ©2 ©1 ©2

llv " I M y« !o + K I|S >  M M M + I N & .
Пусть

(и, ^ = 2 “
V

где

тм Ц h a (*а)’ Хаs ®а’ х*:“ °* /р: р ф а * т \
1 '  l [ * i  (* i )  +  A« ( * ) ] / 2 ,  * « » 0 ,  / а ; а = 1 , 2 ,  , ;

есть сеточный аналог скалярного произведения следов 
функций и (х) и и (х) на границе, а

|о |5 — (о. V)}/2.

Для сеточных функций, заданных на равномерной 
сетке ® и обращающихся в нуль на ее границе у* введем 
норму

№ в  =  1 > Л  № 1Х1 +  С » )  +  2  И  Ai  I ]  .
© ©+ ©+1 2

Т е о р е м а  4. Для любой функции v (х), заданной на 
произвольной неравномерной сетке о , справедливо нера­
венство

N o ‘ <eflVt,||8 +  A M e )N 8 ,
где е — произвольная положительная постоянная, а

2(/х+ У  , 8Мг(е)==^ ™ + .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При произвольном фиксирован­
ном х2 для функции v(x)  на основании теоремы 2 спра­
ведливо неравенство 
V* (0, **) +  li2 (/ь  *2)sS

«^2*. 2  W  +  2 (1//а +  1/ej) 2  У2 W  
•Г «1
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Умножая это неравенство на h2(x%) и суммируя получен­
ное соотношение по с&2, будем иметь

2 0 2(°> x%) h 2 +  v2(lit х2)Й2] <

s^281|y - i |2 +  2 (1//х+  l/8i)||y  ||о. 

Аналогично доказывается неравенство 

5 > * ( * ъ  0)H1 +  v*(x1, 12)НХJ <
COI

< 2 е 1 | ^  +  2 ( 1 / / 1 +  1 / е 1) | о | й .

Складывая последние два неравенства и полагая 2ei =  e, 
приходим к утверждению теоремы.

Т е о р е м а  5. Для любой сеточной функции v (х), задан­
ной на равномерной сетке а  и обращающейся в нуль на 
границе у, справедливо неравенство

где

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ц*(х ) — собственные функ­
ции сеточного оператора Лапласа на сетке а , удовлетво­
ряющие граничным условиям первого рода. Разложим 
функцию о(х) по функциям (х):

v ( x ) = ' 2 , v k\ik (x), k =  (kt , As).
k

В силу (31) § 3 функции |д*(дг) равномерно ограничены, 
и поэтому

V2 (X) -Е ( x j j  д ^ 2 1 i J  • (23)

Оценим квадрат суммы, стоящей в правой части нера­
венства (23):

(2 1 Vk >)*= (2 1 1 ^  2 т  2  (24)

где Xk — собственные значения сеточного оператора Лап­
ласа. Используя ортонормированность собственных функ-
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ций и ортогональность их разностных отношений
(см. задачи (30) § 3 и (2) § 3), находим, что

2 < т -  * 2  2 ' < « . + 2Я» А . + « . ) -

Отсюда и из соотношений (24), (23) следует оценка
|M|h <  М I а ! ,  о, (25)

где

k .

Оценим постоянную М . Так как
л^- i  n 2 — 1

2 ^ 3= V +  2  Ц  V ,
ft kх -—■ 1 “— 1

2,

то на основании формул (31), (11) и (12) § 3 имеем

2 * < ( W r + ' ! S  2 , ( ' г « + * * » ) , <Л *= 1 ks — \ki~\- kt̂>2 nf2 со
< f J i i _ l V (  с лг_ _

L8 (̂ i +  y J  . cos* ф +  -75- я’п* ф)* 1 Г3

_Г___I2 | nh h ( 4 Jr4)
L8№ +  /1)J ^  27

ибо*)

- S

я / 2  я 72
I ______sin2 ф dtp_____ __  ( cos2 ф йф
J (a2 cos2 ф +  62 sin2 ф)2 J (а2 sin2 ф +  62 cos2 ф)2 4ab9 *
о о

Подставляя эту оценку в (25), получим утверждение тео­
ремы.

*) См., например, формулу 3.642.3 в книге: Г р а д ш т е й н  И. С.,
Р ы ж и к  И. М., Таблицы интегралов, сумм, рядов и произведений, 
М-, «Наука», 1971,
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§ 5. Оценки снизу для некоторых операторов

В § 2 этой главы при изучении одномерных моделей 
на том или ином этапе исследований мы сталкивались 
с необходимостью иметь оценки типа

где [и, v] =  (Аи, и)ш или [и , v] == (Аи, v ) - y а Л й Л — 
аппроксимации соответствующих дифференциальных опе­
раторов и граничных условий для них. Все рассматри­
вавшиеся в § 2 операторы были самосопряженными 
в смысле соответствующих скалярных произведений, а для 
самосопряженных операторов справедлива оценка

где Jimin —минимальное собственное значение оператора,

Отсюда следует, что неравенство (1) устанавливает оценку 
снизу для минимального собственного значения соответ­
ствующего сеточного оператора.

В этом параграфе будут установлены оценки (1) для 
некоторых сеточных операторов, действующих на сеточ­
ных функциях одного или двух аргументов. Для того 
чтобы не повторять однотипные рассуждения, доказывае­
мые утверждения мы будем формулировать не в терминах 
операторов, а в терминах квадратичных форм [v, v]9 кото­
рые очевидным образом связаны с оцениваемыми опера­
торами.

1. Сеточные функции одного аргумента. Будем рас­
сматривать сеточные функции, заданные на сетке ©, рас­
положенной на отрезке [0, /].

Л е м м а  1 (неравенство Фридрихса). Для любой сеточ­
ной функции v (л*), заданной на равномерной сетке со 
с шагом h и обращающейся в нуль при лг= 0 и х =  1, 
справедливо неравенство

[у, y ] ^ M \ \ y l b ,  /И =  const >  О, (1)

Ят!п(1>, V),

т. е.
Ят т  =  ш т Я ( Л ) .

K j o ^ i N ° >  где M i = [ -
2  sin  (nh/(2l)) 

Л Г
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании разностной фор­
мулы Грина (12) § 1 справедливо следующее соотношение:

N I H - K .  *»)..
Таким образом, для получения (2) достаточно оценить 
оператор второго разностного отношения с граничными 
условиями первого рода. В § 3 была рассмотрена соот­
ветствующая задача на собственные значения и было, 
в частности, показано, что минимальное собственное зна­
чение этой задачи равно М г. Отсюда вытекает неравен­
ство (2). Лемма доказана.

З а м е ч а н и е  1. Неравенство (2) с постоянной М i 
является точным в том смысле, что оно переходит в ра­
венство, если в качестве v (х) взять первую собственную 
функцию задачи (2) § 3.

З а м е ч а н и е  2. Постоянная М г в неравенстве (2) 
зависит от шага А, но на основании соотношения (12) § 3 
она может быть оценена снизу величиной, от h не зави­
сящей. Именно при h //2 имеет место оценка 5=8/7*.

З а м е ч а н и е  3. Неравенство (2) остается в силе и 
в случае произвольной неравномерной сетки, если посто­
янную M i положить равной 8/I3 (см. лемму 2).

З а м е ч а н и е  4. Неравенство (2) справедливо и для 
функций, которые обращаются в нуль лишь на одном 
конце, т. е. при х =  0 или при х = 1 , но с несколько 
большей постоянной (см. замечание 2 к лемме 2).

З а м е ч а н и е  5. Если v (х) есть произвольная сеточ­
ная функция на о , то для нее неравенство (2), вообще 
говоря, не имеет места. Примером может служить функ­
ция v (дг) == const при J te ff l , для которой левая часть в (2) 
обращается в нуль. Аналоги неравенства (2) для произ­
вольных функций будут установлены в леммах 2 и 3.

Л е м м а  2. Для любой сеточной функции v (х), задан­
ной на произвольной неравномерной сетке о, справедливо 
неравенство

1 Vx |о+ xow*(°)+ ( 0  Но, (3)
где к0 и щ  — неотрицательные постоянные, сумма кото­
рых положительна, а

м  ________ 8 (хи+ х 1 +  /х0х 1)2________  ш
т %  ~  1(2 + /х,) (2 + /хх) (2хо+ 2 *!  +  /х„х  ̂ ' W



Если v (0) =  у (/) =  0, то неравенство (3) принимает вид

Идею доказательства поясним на примере функций 
непрерывного аргумента. Для любой гладкой функции
v (х) имеет место тождество

o ( jf ) -p (0 )  +  Ji<(6)dg.
о

Возводя это тождество в квадрат и оценивая правую 
часть при помощи неравенства Коши — Буняковского и 
е-неравенства (16) § 1, будем иметь

о* (*) <  (1 +  е 0) о 8 (0) +  (1 +  1/во) * |  V'* (£) (Щ.

Пусть x ^ y ^ l .  Тогда

о* (х) <  (1 +  е0) о* (0) +  (1+  1/е,) * f  о'2 (0  f t .
о

Интегрируя это неравенство по х  от 0 до у, получим, что 

|  и 2 (х) dx <  (1 +  в*) yv* (0) +  (1 +  1/во) -yY  J у '2 (6) <%>.

Аналогично доказывается неравенство
i
J v2 (х) dx ^
о

i
<  (1 +  ei) (/ -  у) v2 (I) +  (1 +  Мгг) J rf* (i) dg.

и

Выберем теперь у  <= [0, /] так, чтобы коэффициенты при 
интегралах в обоих неравенствах совпадали. Это будет 
при у=*у0, где

и lV T + W i  
У  1 + 1/®о +V 1 + l/8l

Складывая указанные выше неравенства при этом
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значении у, будем иметь

J v2 (х) dx  ̂
о

4 _ р  (1+ 1/е») (1+ 1/е,)
"Г 2 ( / I  +  1/8о+/ 1  + l/8l)2

С

J V'2 (х) dx.

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы .  Реализуем теперь эту 
идею для сеточной функции v (х), заданной на ©. Так 
как точка у = у0 может не принадлежать сетке о , то рас­
суждения придется несколько усложнить.

Для любой сеточной функции о (je)= vt имеет место 
тождество

Возводя левую и правую части этого тождества в квад­
рат и оценивая правую часть при помощи неравенства 
Коши (15) § 1 и е-неравенства (16) § 1, будем иметь

Пусть xk е  ffl. Тогда для xt ^ x r*_i из соотношения (6) 
находим, что

Умножим это неравенство на % и просуммируем по i 
от 0 до ft — 1. Замечая, что

О | - » 0+ 2  /Л/.
/-1

о}*£(1 + е 0)»б4-(1 +  1/е0)*г Д] i>f, (6)
/= i

k
v\ <  (1 +  80) o| +  (1 +  l/e0) X, 2  ,hf.

2 „ » , - 2 ' ' 2 ± L i
*/+1 — * /-1 _  *kXk-l

2
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будем иметь 
ft—i
2  vfflj <  (1 +  £o)(*k — 4 г )  ^о+

/ - °
+  (1 +  1/е0) ^ ^  ^  »* Л,. (7)

;■= 1
Положим теперь в неравенстве (6) г=&,  умножим его на
еНк, где 1, и прибавим к (7):
* —I
2  v % + evlhk <  (1 +  е0) +  еftk)vb +

/ - о

+  (1 +  1/во) 2  v l  khk . (8)
/= i

Положим
Ч = х к - ^  +  е11к= х к - ( 1 - е ) - Н*- +  г Ц ±  (9)

и заметим, что при г е а  и е е [ 0 ,  1] т) может при­
нимать любые значения из [0, /]. Легко проверить, что

Ч  {xk l +  2е й * )= 4  +  ̂ ( — (1 - е ) hk +  гкм ) < r j 2.
Учитывая это обстоятельство, из соотношения (8) полу­
чим неравенство 
ft—1 ft
^  v)tif +  evkftk ^  (1 +  е0) т)̂ о +  (1 +  1/е0) y  ^  ^  у/г. (Ю) 

/ - о  / =1
Из тождества

N
V, = VN- 2

/ =  *+1
рассуждениями, аналогичными проведенным выше, дока­
зывается неравенство

2  У/Й; +  (1 -  е) ^  (1 +  е,) (/ — ri) v% +
/=*+i

+  (1 +  l/8i) 2 ^ -  2  VX’ ihf. (11)
/-=*+1
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Полагая теперь в неравенствах (10) и (11)

l V \  +  TWi
K l +  1/eo +  K l +  l/ei 

и складывая их, после преобразований получим

I ^  ( 1  I l / ~  ^  п *  ( I )  ^  ( ^ A * +  1/e ° + V r l  +  l / 8 x ) 2 II м

+  — V  +  V 7 +  Щ Г Г  > ( ! +  l/eoJd +  l/eO 1у 1«-
Осталось выразить во и ех через щ  и Эти выра­

жения мы найдем, полагая коэффициент при v2 (0) равным 
к0. а коэффициент при v2(l) равным щ,  т. е.

(12)

л  Г  1 +  1/вр _  btp . _  Ко .

V 1 +  1/в! “  280 i _  8» Ь

л П Ш .  — Ы1 1 _  ,
г Ч " 1/во 8х *

где
х0—/ко/2, — /Х]/2а

Из формул (12) находим, что

Л '1, Т. е. 1  =  1  +  '13)
«о W } во Хо Хо \ f i i )

Подставляя значение е~* во второе из уравнений (12) 
и возводя обе части равенства в квадрат, после некоторых 
преобразований получим уравнение для ех

(1 +  1/йо) kJ/8i =  2хх +  щ /х0 +  1.
Отсюда

xf (хо "4* 1)©1 =  —Г—3----  ---- =—
ЪхоЩ + Щ + Кг ’

Подставляя это значение ех в (13), находим

Сц _*j (><! +  1)̂
° ЙХаХх +  Хо+Хх *

Выразим через х0 и кх постоянную

АЛ 2 (]/1 1/е0 +  V l  +  l/8i)2
— /*(1 +  1/8,,) (1 +  1/8,) '
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Из формул (12) следует, что

Хо _  V l +  1/вр+У  ̂1 +  1/бх щ _в У 1Н- Убр+Т1̂I +  */̂ 1
8о K i+ W » ’ «1 к т + ж

и поэтому
М а r =  1  2 Х 0Х ! / К е 08 1 (1 + 8 0) ( 1  + е 1) .

Подставляя сюда значения е0 и ви  получим, что
м _________ SCXo +  Xt+ZXpX!)*________
т 2— 1(2+ыо) (2 + /Xj) (2хо +  2*!+/ХрХх) ‘

Неравенство (3) доказано.
Неравенство (5) получается из (3), если в последнем 

положить i>(0) =  »(/) = 0 ,  а в (4) перейти к пределу при 
х0—>- аз и Xi — оо. Лемма доказана.

З а м е ч а н и е  1. Пусть сеточная функция v (х) обра­
щается в нуль на одном из концов отрезка [0, /], например, 
при * = 0 .  Тогда в формуле (4) можно перейти к пределу 
при х0-»-оо

г *  м . - « е т .  (И)

З а м е ч а н и е  2. При тех же предположениях можно 
получить оценку снизу через ||i>|* и для |w-|*. Для 
этого в (14) нужно положить Хх =  0:

< 1 6 >

З а м е ч а н и е  3. Если в (3) положить нулю, напри­
мер х0, то оценка примет вид

где (16)

Л е м м а  3 (неравенство Пуанкаре). Для любой сеточной 
функции v (*), заданной на произвольной неравномерной 
сетке а , справедливо неравенство

'>-• <17>
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть*/ и хк — два любых узла 

сетки о. Так как при х( < х к выполнено соотношение

( V i - v k) * J  2  v-XJh \  < ( * * - * , )  2  v l , h it
V— HI /
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а при Xi >  хк — соотношение

f a - * * ) '“ ( S  ^ .Д - )  < ( * - * )  2  « Ь Л/.
\/ = *+1 / /-Л+1

то всегда справедливо неравенство

Умножим это неравенство на Й* и просуммируем по i от 0 
до N.  После некоторых преобразований получим

H l o + 4 - 2M w’

так как
N k

2  \xt — xk \ h i=   ̂ \ t ->xk \dt =  \ (xk - t ) d t +  \ { t - x k) d t -
0 0 xk

=  Y ~ ^ l ~ x^ Xk^ T '

Умножая теперь последнее неравенство на hk и суммируя 
по k  от 0 до N , найдем, что

—2(„,

откуда и следует (17). Лемма доказана.
Л е м м а  4. Пусть неравномерная сетка о  такова, что

2  ^ (х) т, (18)
® п [«. *1

где [а, Ь] а  [0, /]. Тогда для любой сеточной функции v (х), 
заданной на о, справедливо неравенство

1 М  +  1*_ 2  М 2 . М . Н .  <»>
й) П [а. &]

где М ^ Щ -7т^)Г а ^ =  const > 0 .
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  При x i ^ x k выполнено соотно­
шение

v ! = U -  2  v-XJh \  <
\ /-И-1 /

< ( - l + e ) o *  +  ( l  +  l / e ) |  2  vx.ihi\

<  (1 +  в) 0* +  1 +  1/е) j*, -  ** ; \\vx I*.
Легко проверить, что написанное неравенство остается 
справедливым и при x i ^ x k. Потому умножим его на 
и просуммируем по i от 0 до N:
| » | *  <  /  (1  + в ) 0 *  +  (1 +  1 /8 )  \V-X |1* ( | * ft -  | ,  1) ^

< / ( 1 + 8 ) 0 * +  (1 +  1/8)

Вновь полученное неравенство умножим на tlk и просумми­
руем по дг* е  а  П [я. Ь\. Получим

2  * ! < * «
«о П [в. ft]

< / ( 1 + 8 )  2  * < Х ) П  +  ( 1 +  1 /8 )  5  2  f t I M -

юП1>.&1 ©П1в. Ь]
Используя теперь условие (18) и полагая e =  fi/m/2, полу­
чим (19). Лемма доказана.

Л е м м а  5. Для любой сеточной функции v {х), заданной 
на равномерной сетке © с шагом h, и обращающейся в нуль 
при * = 3 ,  и х =  1, справедливо неравенство

K , | f 3 > « „ W  (20)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании неравенства (9) § 4, 
при любом к >  0 справедлива оценка

I M - 4 р | ° 6 .

а на основании леммы 1

M ^ , | №  где
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Оценивая ||р-|* в первом из неравенств при помощи вто­
рого, будем иметь

Ы И т ‘ - 5 г ) К -
Выберем е так, чтобы коэффициент при ||г>||о был максималь­
ным: е =  l/(2Afx). Подставляя это значение е в последнее 
неравенство, приходим к (20). Лемма доказана.

Л е м м а  6. Для любой сеточной функции v (*), заданной 
на равномерной сетке ® с шагом h, и обращающейся в нуль 
при х = 0  и x — h, справедливо неравенство

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Учитывая, что v (0) =  0, напишем
формулу

i i 

vi=  £  К / =  И  hxi . iv-x.t

и преобразуем ее при помощи формулы (И ) § 1, полагая 
в последней т =  0, n =  i9 ав= 1, u =  v y v =  x:

i—  1

vi =  x iv i j ~  H x /Vix.ih- 
/ =  1

Учитывая, что v- (h) =  0, находим
t—l

/ - 1

Подставляя это соотношение в предыдущее, будем иметь
i—  1

V i = ' Z ( Xi - Xi)Vix.ilt‘/ = I
Отсюда находим, что

Н =  Ё  А[ Ё  ,л } +

+  | | Д H ( XN - * t ) V-h |  •

Оценим суммы, стоящие в правой части полученного соот­
ношения. Используя неравенство Коши (15) § 1, находим,
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что для любого г ==• 2, . . . ,  N  — I выполнено неравенство

{ 2  ( x i ~  x DvxX, / 4  <  2  (*г-  xf f h  уvix , (J.
1/—1 ) /==1

Учитывая эту оценку, из последнего тождества получаем 
неравенство

И И  м  1^1» ,
где

М =  2  л |  Д) h (Xi -  x j f  +  4  i*N -  Xi)2J. 

Вычисления показывают, что

откуда и следует утверждение леммы.
2. Сеточные функции двух аргументов. Здесь мы будем 

изучать сеточные функции, заданные на прямоугольной 
сетке i5=ffi1 x  ®2i расположенной в прямоугольнике

G =  { x = ( x u  х2) 10 х0 /а, а = 1 ,2 } .
Будем использовать обозначения, введенные в п. 2 § 4.

Л е м м а  7 (неравенство Фридрихса). Для любой сеточ­
ной функции v {х), заданной на произвольной прямоугольной 
неравномерной сетке <з и обращающейся в нуль на гра­
нице у справедливо неравенство

II Vo |U ^  (8/11 +  8//1) I о ||о. (21)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для функции v(x) =  v(x lt дг2) при 
фиксированном х2 на основании неравенства (5) справедливо 
соотношение

2  ( v; ( xi ’ xt ) ) \ ( x i ) ^ %  2  v*(Xl' ы ь м -

Умножая это неравенство на h2 (x2) и суммируя по е о 2, 
получим

К  В = * ( « " ! )  M S -

Аналогично находим, что
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вкладывая последние два соотношения, получим неравен­
ство (21). Лемма доказана.

Л е м м а  8 (неравенство Пуанкаре). Для любой сеточной 
функции v (х), заданной на произвольной прямоугольной 
fieравномерной сетке ®, справедливо неравенство

I I I I* ^ T f+ T fIIv II®— itit Щ + 4) (v' ^

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х{ — ( * < г,)) и xj =  
(x[i' )» А 1г)) есть Два любых узла сетки ©. Для любой 

функции v (х) справедливо тождество *)

Г
[Vi -  VjY =  sign ( h - h )  2

L k i = m i - 1-1

+  s i g n ( t , - / a) f ]  AaOjif/ltJ ,
= nti -(* 1 J

ГДе
m„ =  m in{i0, /<,}, n0 =  max{t'e , /„}, a = l ,  2.

(Отсюда на основании е-неравенства (16) § 1 и неравенства 
{<оши (15) § 1 находим, что

[v (х) -  v [y)f  <  (1 +  е) | X ! - y t | 21 hi vi  ( x i> хг) +

+  (1 +  1/е)|лг2 — | 2 (23)

Умножим это неравенство на (*i) #2 (х2) йх (г/х) й2 (у2)
0  просуммируем по x s f f l  и у  «= ©. Так как

У! ll/a Ха \ fia ^sla./2> (24)

<Г°
2 1, 1, | o |i  -  2 (v, 1)L « ( 1  +  е) f ■ К  ( + < 1  +  1/е) (»;, J.

{Зыбирая теперь е  =  ( l-J li)2, получим (22). Лемма доказана.

*) Такой вид на сетке приобретает очевидное для функций непре- 
рывного аргумента соотношение

[V (x)—V (£/)]- =
Vi
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Л е м м а 9. Пусть со с о  — некоторое множество узлов 
сетки со, причем

2  ^  т . (25)
0)

Тогда для любой функции v{x), заданной на ©, справед­
ливо неравенство

II ||о 4“ И* 2  у2/̂ х ^  IIу ||б> (26)
0)

где [х= const >  0 произвольна, а 
i f _______ 2от(г
" ' " " / А Р + и Ю + Ф Г

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть x =  (xlt х%) и у = { у \ ,  у2) — 
два произвольных узла сетки а . Для v(x)  справедливо 
неравенство

[t> (х) -  v {y)f  2* (1 — ej) v2 (x) -  ( l /8l -  1) v2 (y),

откуда на основании (23) находим, что

(1 — 8j) у2 (дг) <  (1/в! — 1) v2 (у) +

+  (1+8а) \ xi ~  Уг (^i* *2)^1 "t"
<0+

+  (\ +  \ 1 ч ) \ х * - у г \ ^ 1 г( у х, X2)h2. 
(0|

Умножим это неравенство на ЛгН2 и просуммируем по ^ е й ,  
Принимая во внимание оценку (24), получим:

(1 -  гг) || о Ц <  /,/2 (1/в! -  1) о* (у) +  (1 +  е*)£  \\v-Xi £ +

+ ( i + i / e i ) ¥ 2 ° u * * ’ * * ) v  <27>

Умножим это неравенство на #i^2 и просуммируем по у  =  со* 
После некоторых оценок найдем, что

(1 -  е,) ̂  IV U <  (l/8i — 1) l \ k  2  +
со ю

+  (1 + С*) V lK I |o  +  (l +  1/е2 )^ '|^ ,1 о -
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Полагая е2 == (/2//i)2» будем иметь оценку 

(1 — 8х) 2 ]  ^ 1̂ 2 1 v ||о ^  (l/^i — 1) l\l<i 2  V2fttfl2 +

+  кНЩ+П) |)Vcl||l

Выбирая здесь ei из условия (1/еа — 1) =  jn. (If +  /!)/2 и при­
нимая во внимание условие (25), получим оценку (26). 
Лемма доказана.

Л е м м а  10. Пусть у а  у  есть некоторое множество 
узлов границы, а неравномерная сетка о  такова, что

2  т (*) Зг т, (28)
г

где х (х) задается соотношением (22) §4. Тогда для любой 
функции v(x),  заданной на и, справедливо неравенство

+  (29)
V

где
М т М-

8~  k k + V ( l l + l l ) ( l i + i * y

а |х — произвольная положительная постоянная. Если, 
в частности, t>(*)=0 при х ^ у ,  то для функции v(x) 
справедливо неравенство

' (30). 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для функции v(x)  справедливо 
неравенство (27). Наряду с неравенством (27) для v(x) 
справедливо также аналогично доказываемое неравенство 
( 1 -8 ! )  || U ||5 «£ 1г12 (1/Bj -  1) V2 (у) +

+  ( 1 + е . ) !| 2 !,и дгг « + ( | + | Л!) | К 8 -  <31>
“Г

Пусть y = y (1) U Y<2)> гДе Т1а) есть множество узлов у, рас­
положенных на прямой дга =  0 или ха =  1а- Умножим (27) 
на tli (ух) и просуммируем его по у(2). Будем иметь
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неравенство

(1 — е±) 2  ftiiyi) 1) 2  v* (У) +
Уг s ? 111 m s?1»

+  ( 1 + е 2) П 11>- р +  (1 +  1/Н) U l  I о- |&.

Умножая обе части соотношения (31) на Л2 (г/2) и сумми­
руя полученный результат по 7 (1), приходим к неравен­
ству

(1—ei) 2  — 1) I ]  Ла»2(*/) +

+ (1 + 82) II V~t ||о + (1/8S + 1) l\ || ||S.
Складывая последние два неравенства, найдем

(1 -  8i) 2  Т || V £ < k k  (1/8!— 1)2у2(*)т +
+  (1+ 82) 1\ (к  +  4) I Vjct |U +  (1 +  1/8а) II (к +  к) I v~t ||J. 

Полагая теперь е2= ( / 2//1)8, получим

(1  -  81) S  т IIv  Р <  (1/®i ~  !) 2  °* W т (*) +

+  «  +  «)(/i +  /i)|Vt»|S. (32)
Выбирая 8j из условия

/ i / * ( l / e i - l ) - | i ( / i  +  « W  +  «)
и принимая во внимание условие (28), получим оценку (29).

Пусть теперь » ( х ) = 0  при х<=у. Тогда первый член 
правой части наравенства (32) выпадает. Так как ех есть 
произвольное неотрицательное число, то, полагая ех =  О 
и принимая во внимание (28), получим (30). Лемма до­
казана.



Г Л А В А  V! 
АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ

В главе IV были приведены примеры построения раз­
ностных аппроксимаций для широкого класса задач мате­
матической физики. После того как разностная схема по­
строена и исследована её погрешность аппроксимации, 
возникает вопрос об оценке скорости сходимости решения 
сеточной задачи к решению аппроксимируемой задачи. 
Как уже отмечалось, оценка скорости сходимости разно­
стной схемы может быть выведена из априорной оценки 
для этой схемы. Настоящая глава и посвящена получе­
нию априорных оценок для некоторых разностных схем, 
построенных в гл. IV. Приводимые априорные оценки 
носят, в основном* иллюстративный характер и далеко 
не охватывают всех задач даже из числа рассмотренных 
в гл. IV. Однако изучаемые здесь задачи типичны в том 
отношении, что излагаемые для них методы получения 
априорных позволяют получать аналогичные оценки для 
существенно более широкого класса задач.

В этой главе излагаются два метода получения априор­
ных оценок: метод энергетических неравенств и метод 
функции Грина. Третий метод получения априорных оце­
нок, широко используемый на практике, основан на прин­
ципе максимума и был изложен в гл. III. Примеры, ил­
люстрирующие использование метода энергетических нера­
венств при получении априорных оценок для одномерных 
моделей разностных уравнений второго и четвертого по­
рядков, изложены в § 2 гл. V.
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§ 1. Метод энергетических неравенств

В этом параграфе излагается метод энергетических 
неравенств получения априорных оценок для разностных 
задач. Изучаемые задачи предполагаются заданными на 
прямоугольной равномерной сетке о  =  й) х  й2. Рассмат­
риваются разностная схема, аппроксимирующая первую 
краевую задачу для уравнения второго порядка со сме­
шанными производными, разностные схемы четвертого 
порядка аппроксимации для уравнения Пуассона и урав­
нения со смешанными производными (коэффициенты по­
стоянны), разностные схемы, аппроксимирующие вторую 
и третью краевые задачи для уравнения второго порядка 
без смешанных производных.

1. Введение. Введем две новые нормы сеточных функ­
ций, используемые в этом параграфе при получении 
априорных оценок

Другие нормы, используемые в этом параграфе, были 
введены в § 4 гл. V.

Установим одно вспомогательное утверждение. Имеет 
место

Л е м м а  1. Д ля любой сеточной функции v (х), задан­
ной на равномерной сетке й = й 1 х й 2, справедливо нера­
венство

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем доказательство, на­
пример, для случая а = 1 .  По определению

Почленно перемножая и используя неравенство Коши, 
получим, что

2. Задача Дирихле для самосопряженного уравнения 
Ьторого порядка со смешанными производными. Рассмот­
рим следующую задачу. В прямоугольнике D =  {* =  (*!, х2)\
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I

0 < * а < ^ а »  а = 1 »  2} найти решение уравнения 
2

Lw== 2  x s D , ( l )
«,0*1 а

удовлетворяющее на границе Г области D условию

« (* )= £ (* ) . *е=Г.  (2)
Будем предполагать, что при всех х е  D =  D (J Г мат­

рица {Л0р(*)| симметрична, положительно определена 
и имеет ограниченные элементы, т. е. при всех x e D

о»(й +  й ) <  2 !  k afi(x)laZ ^ c 2(?t +  Ц), (3)
ос, 0  =  1

Cl =  const > 0 ,  с2 =  const >  0.
Будем, кроме того, предполагать, что

<7(x)Ss0, x e D .  (4)

Введем в D прямоугольную равномерную сетку ©. Для
оператора L в гл. IV была построена разностная аппрок­
симация, которую мы и используем при построении раз­
ностной схемы для задачи (1), (2). Именно, пусть

А у =  —  ср(х), y = g ( x ) ,  *<=?,  (5)
где

Л г /= у  (Л -+А+) у  — dy,
' 2

л - 0 =  2  { К ,  (х)у=)х ,
а ,  Э =  1 Р а

2

л +« / =  2
а. Р = 1 р ®

Ф ( х ) = / ( д г ) ,  d ( x )  =  <7(x), л е в .

Исследуем задачу (5).
Т е о р е м а  1. Решение задачи (5) существует и един­

ственно. Д ля решения задачи (5) с однородными краевыми 
условиями (g =  0) справедлива априорная оценка



§ 1. МЕТОД ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ НЕРАВЕНСТВ 817

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть v (*) есть сеточная функ­
ция, заданная на о  и v ( x ) ~ 0  при х е у .  Тогда, исполь­
зуя формулы суммирования по частям (9) § 1 гл. V, 
находим, что

2

(А-v, v)m=* 2  ((*«з (*) % ) * ’ -
а,  3 =  1

2

— — S  ( k  а (X) V- , V- )
а pl.1  ̂ fi V®iXmi

Отсюда на основании условия (3) следует, что
O i|V o |J<  —(Л-о, у)ш.

Точно также доказывается неравенство
C i I ^ | |» < - ( A +u, о)ш.

Объединяя эти неравенства и учитывая условия (4), по­
лучаем

С! II Vo II? (Ли, (6)
Из (6) на основании леммы (7) § 5 гл. V находим, что

l ” B < - i [ 1+ T ( ^ J ! ) - ] ( A» - » V  <7>

Отсюда следует, что если A o s O  при х е ш ,  то и v =  О 
при х е ю .  Таким образом, мы доказали, что однородная 
задача (5) имеет лишь тривиальное решение у(х)==0,  
а следовательно, решение неоднородной задачи (3) сущест­
вует при любых ф и g  и это решение единственно.

Получим теперь априорную оценку решения задачи 
(5) при условии, что g(x) =  0, х<=у.  Для этого предста­
вим в (7) v = y  и учтем, что Ау =  — ф. Будем иметь

M ^ [ 1 + s i f + d (,b (8)
Так как

|(Ф, II фЦ-ill!/||ь
то из (8) следует искомая априорная оценка. Теорема 
доказана.

3. Разностные схемы повышенного порядка аппрокси­
мации. Рассмотрим задачу Дирихле для уравнения Пуас­
сона в прямоугольнике D:

Ды = — f{x) ,  u =  g(x), х  s  Г. (9)
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Для уравнения (9) в гл. III на прямоугольной равномер­
ной сетке со была построена разностная аппроксимация, 
имеющая на гладких решениях уравнения (9) погрешность 
0 ( | Л | 4). Используя эту аппроксимацию, построим разност­
ную схему для задачи (9) следующим образом:

+  ̂  +  — 4>w. * S ( 0 ,  (10)

y(x)  =  g(x)  при *e=Y,
где

<р— '  +  \2дх\ ^  12 д х Г  

Для задачи (10) при условии

1/I/ 5

была доказана однозначная разрешимость и получена ап­
риорная оценка (21) § 4 гл. III в метрике С. Здесь мы
докажем разрешимость задачи (10) без каких-либо огра­
ничений на сетку о.

Т е о р е м а  2. Решение задачи (10) существует на лю­
бой равномерной сетке ©. Это решение единственно, и 
для него при g (х) =  0 справедливы априорные оценки

(11)

1*/!ко<-§-Ц(р10’ (12)
||г/|!с<М ||ф ||о, М =  const > 0 .  (13)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть v (х) есть сеточная функ­
ция, заданная на О и равная нулю на границе: (дс) — 0
при х е у .

Тогда
/j2 _ L / j2

(Л'», t»)<o =  K V l , +  »)« =

(^* l’ X (Oa ®хг}а>, x « .t +
I Л } + А |  1 ч __ и ||2 . ip

■Т- - - - - 1 2  Vi,i,ut X  соt- - - - - - II V t > И  f 2 ~  II vi,i, Но-

На основании леммы 1
4  и „  и» II . .  п» ^  4
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и, следовательно,

(A'v, »)»*£ —J -Ц Vo |5.

На основании леммы 7 § 5 гл. V отсюда следует, что

1 » В < - ? ( 1 + 8 1 ? г Ь » ) ( Л ' ° .  «О- (14)

Тем самым, если Л'р =  0 при х з < о ,  то и i / ( ^ ) s O  при 
л е в .  Отсюда следует, что задача (10) имеет единствен­
ное решение при любых ф и g. Априорная оценка (11) 
следует из (14) очевидным образом.

Рассмотрим теперь соотношение

(А'°* ^  +  +  VxlXt +  V̂ X  +

"j 12 { ( v x tx{x%x%* V x i X i ) ® ^  ftxtXtXiX»* Vxtx2)(i)}

н ^ + к л + 2к ^ -т(к « .|;+
+ K m .IC)- <15>

В силу леммы 1 справедливы соотношения

I • « ; ! + 1  Р <  i f  О 1 5 + 1  В).

I 1 5 + 1  lo «  ^  (I ' i ,» ,  ! • + 1  В  •

Подставляя неравенства (16) в (15), получим

(Л'и> 33 i  (II I +1 Но +  211 Ц).
Если v = y ,  то в силу (10) имеем:

I V i*  to+ II у-,* Но+ 21 у-х*  В <  т  I (V* + у ;**Х  I <
<  Т1<»>и ^ ,  +  У**г Но-

Но
! ^ ,  +  ^ s|o = l^ J o  +  l ^ , l o +  2f c ,  f> М М Ц, 0 .

и, следовательно,
з .  ,

(16)
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Неравенство (13) следует из (12) на основании теоремы 5 
§ 4 гл. V. Теорема доказана.

Рассмотрим задачу Дирихле для уравнения второго 
порядка с постоянными коэффициентами и смешанной 
производной:
. дги . дги . 0 д*и с , ч rv - -_-
1и==-Щ -+  а ^ + 2 а Ж ^ = - ^ х)*

(17)
u ( x ) = g ( x ) ,  х е Г .

При | а | < 1  уравнение (17) является эллиптическим. 
В гл. IV на квадратной сетке со с шагом h для уравне­
ния (17) была построена разностная схема, аппроксими­
рующая (17) на гладких решениях с погрешностью О (| h |4). 
Используя эту схему, разностную задачу, аппроксими­
рующую задачу (17), поставим следующим образом:

А У У]С1Х 1 "l” У х “l” ® (УХ1Хг “Ь УхГх.)
+  н* 1-+- - 6+2a2 ^-l W ,=-----Ф(*), *е=а>, (18)

y = g  при х ( = у ,
где

Ф = / М + Т ^ -
Исследуем задачу (18).
Т е о р е м а  3. Решение задачи (18) существует и един­

ственно. Для решения задачи (18) при g  =  0 справедливы 
априорные оценки

+  (|9)
Н У ||г, о *£= 2 (1 — | « |) IIФ И°* ( ^ )

||г/||с«£М||ф||о» М  =  const >  0. (21)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Преобразуем оператор А'. Заме­

тим сначала, что

Н%У*W , "  У*Гх, +  Ух1Х. ~  Ух1х, ~  Ух1хг • (22)
Оператор А' удобно преобразовать так, чтобы коэффици-

Л2
ентом при -g- Ух1х1х,х, было выражение

1 — 3 | a |+ 2 a 2. (23)
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Учитывая формулу (22), напишем 

А 'У-У-Х1Х1 +  y -XlXt +  а  +  УХ1Хг) +

+  а+ 2,а |  (y*t;, +  у*» ~  Ух1Хг ~  ух,х, ) +

+  ^  (1 -  3 1 а  | +  2 а 2) у-1Х-гХг =  у - ^  +  у ^  +

+  а - ^ ~  (У;1Х, +  Ухл ) +  “" V  “ 1 (Ухл +  Ух,ъ) +

+  ^ -  (1 -  3 1 а  | +  2а2) у-%х-гх1 =  i  (1 -  sign а) А~у +

+  у  (1 +  sign а) А+у +  £  (1 -  3 1 а  | +  2а2) y itXiXiXa, (24)

где
А ~У= Ух,х, +  У'.,*, +  а  (*/;„, +  Ух ~х, ),
А+У=У;,Х, +  Ух2х, +  а  (Угл +  Ух^)-

Пусть v(x) есть сеточная функция, заданная на © и 
у(д:)=*0 при х е у .  На основании условия | а | < 1  имеем

(Л V (tN , , ^i2)wtX(02

- « ( V  yJ < o tx o ) j - a K >  0;г) 4 х о ) ^ _ ( 1 - 1а  I)IIV v Но-
(25)

Аналогично доказывается, что

(Л+о, iF)e < - ( l - | a | ) | V * | 8 .  (26)
На основании леммы 1

h2 (? i„ W  °)a»==A2 К *  » ) 4 х 4  ^  2 i V° Но- (2Т)
Заметим, что функция (23) неположительна при 0,5 «5 
s g ; | a | - < l  и положительна при 0 sg: | а  | <  0,5. Тем самым 
при 0,5 | а  | <  1 из соотношений (24) — (27) находим, что

- ( A ’v, o)e ^ ( l - | a | ) | V o | 1 8 .  (28)
При 0 ^ | a |  < 0 ,5

- (A'v, о ) .>  (1 - 1 а  | -  1~ 3 | | l-+2a2) I Vvfo. (29) 

Объединяя (28) и (29) при всех | а | < 1 ,  будем иметь

j ( l - | a | ) [ V y | ! i < - ( A 'y ,  vU. (30)

11 А, Л, Самарский, В, 5, Андреев
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Из неравенства (30) на основании леммы 7 § б гл. V 
находим, что

«г» 1! ^  — 4  {(! +  -sW+Tf))/(1 — 1 « I)} (Л^, v)a. (31)

Если Л 'г>=0 при х е с о ,  то из (31) следует, что с ( д : ) э 0  
при х е ш .  Таким образом, мы доказали, что решение 
задачи (18) существует и единственно. Априорная оценка 
(19) следует из неравенства (31) очевидным образом.

Докажем справедливость априорной оценки (20).. На 
основании условия | а  | <  1 получаем

К *1  "I” VXtXt ^Х,Х,)ф
- (°;.* +  2ayw  «:^

^  (1 -  I « I) (II % Х1 ||о +  II Но) • (32)

Аналогично находим, что

(33)
Объединяя (32) и (33), получим

X I -1 « » ( 1 “,-.,1+||»;ЛК+21''«.!5). (34)
Точно также доказывается неравенство

( ' й , + » ^  +  + Чм Х . =*
^ ( i - l “ l)(ll»;,-,B+I^J+2i‘’«B). (35)

Складывая (34) и (35) и деля результат на 2, получим
^  +  “  М ) (II v xlXt Цо+1 v i,x, ||о +  2 1 | ) .

(36)
Совершенно аналогично находим, что
(Л+о, viiXi +  v - ^  5* (1 - 1 a  I) ( | v-iXi |  +  J vitXt J* +  2 j - |*).

(37)Далее на основании леммы 1

^  ( VXtXiXtXt 9 Vx 1x1 4 "  VX2Xi)(0 e  ^  (1 V XtXtXt [o 1 Vx1xtx3 |o )  ^

3 * -2<K,B+l»«.B+2K iB -  (3«)
Точно так же, как и при доказательстве неравенства (30),
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находим, что

1 ||о +  2 1 ||о + 1 Vxtxt ||о <

« 4 t = W ( a '"' ■’« . + ”« .) .•  <з9>
Подставляя в (39) v (x )= y(x ) ,  обычным образом получаем 
оценку (20). Оценка (21) следует из оценки (20) на осно­
вании теоремы 5 § 4 гл. V.

3. Третья краевая задача для самосопряженного урав­
нения второго порядка без смешанных производных в пря­
моугольнике. Рассмотрим задачу

2

L « = 2  Lau =  —  f(x),  х е £ > ,  (40)
а= 1

j | = x ( s ) w - g ( s ) ,  s e r ,  (41)

где d/dN есть оператор производной по внутренней конор- 
мали к границе Г, т. е.,

* J  * . - 0 .

^  1 - k “M W a' Ха==/а’ а =и1’ 2’
s —длина дуги границы Г, отсчитываемая от точки с ко­
ординатами (0, 0) против часовой стрелки,

Будем предполагать, что коэффициенты задачи (40), (41) 
удовлетворяют условиям

^ ( W > c l > 0 ,  qa ( x ) ^ 0 ,  J t(s)3s0 . (42)
Положим

К у = ( а« » 0 * « ~  d«y ' х« е  ^

Ла1/=  Ла{/ =  д--£я£  ̂  ̂Уха (^"а ~2 ^ada j У j > %а ~  0»

А.&У =  £ й а у Х(1 ^*С+а hado^J У  j Х а =  /а .

Тогда разностную аппроксимацию задачи (40), (41) можно 
записать в виде

=  — Ф(лг), л е ю ,  (43)
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где
А  =  , ф  (х) =  ф (х) +  б (у) g  (х),

а 6 (у) — сеточный аналог дельта —функции, сосредоточен­
ной на границе, т. е. (v, 6 (y ))- — (v, 1)у.

Т е о р е м а  4. Если для любой функции v (дг), заданной 
на ш, равномерно по | h \ выполнено соотношение

— (Я». v ) - ^ c l v f lt с =  const > 0 ,  (44)

то существует единственное решение задачи (43), и для 
него справедлива априорная оценка

II у  II? <  М  ( II ф II?-, +  II g  i;*), М =  const >  0. (45)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (43) и (44) следует, что если 
Ф (х) =  0 при х  е  ю, то и v (дг) =  0 при х  е  а . Тем самым 
решение задачи (43) существует и единственно.

Умножим (43) скалярно на у

-  (АУ> У)* =  (ф . У)* —  (ф- У к  +  (s> У)у. (46)

На основании определения нормы ||-||_х и е-неравенства 
(16) § 1 гл. V получаем

| (Ф. 1/)^! ^  IIФ1Ц II1/ 111 ^  » I ^ И? Ч- ^ ! Ф Illj. (47)
С учетом неравенства Коши (15) § 1 гл. V и е-неравен- 
ства (16) § 1 гл. V:

|te . i/)Y|<e|« /fl;*  +  i | | g | | ; \  (48)

В силу теоремы § 4 гл. V справедлива оценка

1М&’ < М 2|Ы1!- (49)
Подставляя оценки (47) — (49) в (46) и принимая во вни­
мание неравенство (44) при е = с /(2(1 Н-М2)), получим (45). 
Теорема доказана.

Т е о р ем а 5. Если
d(x)==x(s)  =  0 (50)

и для любой функции v (дг), заданной на ®, равномерно по 
|Л | выполнено соотношение

— v ) - ^ c ||V u j |^  с = const> О, (51)
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то при выполнении условия

(Ф, 1)Ж- ( Ф, 1 ) -  +  (g, l)v=  0 (52)

решение задачи (43) существует. Оно единственно, если

О/. 1 )»=<?. (53)

где Q — фиксированная постоянная. Для решения задачи 
(43), (50) справедлива априорная оценка

' [ у Ъ < М { \ * 1 - 1 + М  +  {у, I)2}, (54)
где М = const >  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из вида оператора Л следует, что 
он самосопряжен. Легко проверить, что при выполнении 
условий (50) нуль есть собственное значение этого опе­
ратора, которому соответствует собственная функция, 
равная постоянной. Тем самым из (52) следует существо­
вание, а из (53) единственность решения задачи (43).

Для получения априорной оценки умножим (43) ска- 
лярно на у. Будем иметь — (Ау, у ) -  =  (ф, y)„ +  (g, у)у. 
Правую часть тождества оценим точно так же, как в тео­
реме 4. Тогда, принимая во внимание (51), получим

с  II У г /1  <  е (1 +  М г) I у  |  1  (I ф ||?-1 + 1 g  | 0 .

Используя теперь неравенство Пуанкаре (лемма 8 § 5 
гл. V) при достаточно малом е получим (54). Теорема 
доказана.

Априорная оценка (45) теоремы (4) установлена в пред­
положении справедливости соотношения (44). Выясним 
теперь, какие условия нужно наложить на коэффициенты 
задачи (40), (41), чтобы соотношение (44) выполнялось.

Т е о р е м а  б (первое достаточное условие). Пусть ко­
эффициенты задачи (40), (41) удовлетворяют условиям 
(42) и, кроме того,

q (х) ^  с2 >  0, * <= D 0, (55)
где

D0=  {*=(*!, х2) \ 1 - а ^ х а ^ / +а, а =  1, 2} c D .

Тогда, р с л и  сетка выбрана таким образом, что выпол­
нено условие леммы 9 § 5 гл. У, то для любой сеточной



326 ГЛ. VI. А П Р И О Р Н Ы Е  О Ц Е Н К И

функции v (x ), заданной на выполняется неравенсПгво:
— (Av, v ) - ^ c  1 у||^ c = c o n s t > 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании условия (55)

Сd,, V2) - » * * Л -  

©ПД> ©Г)£>о
По построению

_ ( Л » ,  о ) - =  2  2  ° Л АЛ +  2  2  e« * W . +
©1* 0)2 ©1 ©2

+  (d, о2) -  +  (х, v*)y . (56)

На основании условий (42) из леммы 9 § 5 гл. V и пре­
дыдущего неравенства следует, что

— (До. v) ^ ^ ci || Vy|j + c2J £  i>2M a3scM li.
fflf|O0

Теорема доказана.
Т е о р е м а  7 (второе достаточное условие). Пусть ко­

эффициенты задачи (40), (41) удовлетворяют условиям (42)
и, кроме того,

х (s) Ss сз >  0, s e r 0, (57)

где Г0 е Г .  Тогда, если сетка выбрана таким образом, 
что выполнено условие леммы 10 § 5 гл. V, то для любой 
сеточной функции v(x),  заданной на й, — (Ли, v ) - ^  
^  СII У III, с =  const >  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании условия (57)

( я ,  o2)ySs 2  я Л  c-j 2  o h .  

vflfo vnf .
Отсюда из (56) и леммы 9 § 5 гл. V на основании усло­
вий (42) следует, что

'- (So , tOsSscJVolg + c , ^
vnf.  '

Теорема доказана.
Л е м м а  2. При выполнении условий (42) для любой 

функции о (дг), заданной на а ,
-(Я». oJ-SsCjJVog.

Доказательство немедленно следует из соотношения (56).
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Т е о р е м а  8 . Если выполнены условия (42) и (55) или 
(42) и (57), то решение задачи (43) сходится в смысле 
нормы пространства к достаточно главкому решению 
задачи (40), (41) со скоростью 0 ( | А | 2), /п. е.

\ \ y - u h ^ M \ h \ 2.

Доказательство немедленно следует из теорем 4, 6 
и 7 и утверждения о том, что погрешность аппроксима­
ции, (задача (43)) есть величина 0 ( \ h \ 2).

Рассмотрим задачу (40), (41) при выполнении условий 
(42) и (50). Как уже отмечалось, в этом случае задача 
имеет решение не при любых правых частях f u g .  Для 
существования решения необходимо предполагать, что

J f ( x ) d x - \ - \ g ( s ) d s  =  0. (58)
d  г

Единственное решение в этом случае можно выделить 
условием

J и (х) d x = Q  — const. (59)
D

Т е о р е м а  9. Если выполнены условия (42) и (50), то 
решение задачи (43), (52), (53) с правой частью

Ф =  Ф(*) +  6 (7)£  — {(/, %  +  (£, l)y}/mesD

сходится в смысле нормы пространства к достаточно 
гладкому решению задачи (40), (41), (58), (59) со скоростью 
0( |Л|*) ,  т. е.

||г /-ы ||1^ М  |Л|2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для погрешности решения г =  
шш у — и на основании теоремы 5 имеем оценку

где i|) — погрешность аппроксимации уравнения, а — 
погрешность аппроксимации граничных условий. Так как 
решение исходной задачи предполагается достаточно глад­
ким, то функции ф и i|)v будут О ( | h |*) если возмущение 
правой части

(/. !)„- +  (*. l)v
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будет 0 ( \ h \ 2). Но это так, ибо и (/, 1)- и (g , 1)у cytb 
квадратурные формулы трапеций, которые имеют погреш­
ность 0 ( | Л | 2). Учитывая условие (58), находим, что

(/, !)*+(£> Dv =  0 ( | A | 2).

Нам осталось оценить (г, 1)|-. По определению и на ос­
новании условий (53) и (59)

(*. 1)*=(</. 1 )^-(и , %  =  $ u d x - ( u ,  1)̂  =  О( |А,2),
D

так как (и, 1)- есть квадратурная формула трапеций. 
Теорема доказана.

4. Первая краевая задача для системы уравнений теории 
упругости в прямоугольнике. Обратимся к рассмотрению 
задачи для системы уравнений. Пусть D — ранее опреде­
ленный прямоугольник и Г —его граница. Пусть в D 
задана система уравнений равновесия однородного изотроп­
ного упругого тела

(60)

<*+l‘>ast+^ +(*+2rts +*-0
и требуется найти решение этой системы, удовлетворяю* 
щее на границе Г однородным граничным условиям перво­
го рода

Wi!r =  tt2 |r =  0. (61)

Пусть О —прямоугольная равномерная сетка в D =  
« D U Г. В § 4 гл. IV на такой сетке была построена 
сеточная аппроксимация системы (60) и было показано, 
что ее погрешность есть 0 ( | Л | 2). Указанная система сеточ­
ных уравнений может быть записана в виде

№ + * ) « * ) * + № * ) « +

+  т  К И* ) * , + ) * ,  +  (^ 2 * ,)* ,+ ( м ч  )* ] + ^ i “ 0,

2" [ ( ХУ и Х г  +  )х, +  ( ^ 1*,)* +  (Wte, Ь ,] +
+  (^ *1, к  +  ((* +  2и) y*i, )х, +  F% -  о, х е  со. (62)
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Так как коэффициенты Я и ц постоянны, то на самом 
деле, например,

( k y 2 x 2)xt "Ь (M/2*i)*2 == “Ь Н') У * Х хх %$

однако использованная нами запись этих членов в (62) 
будет удобна для дальнейшего исследования. Дополняя 
систему (62) аппроксимацией граничных условий (61):

Ух lv =  !v =  (®3)

получим сеточную задачу (62), (63), которая аппроксими­
рует задачу (60), (61).

Установим априорную оценку решения задачи (62), 
(63). Для этого умножим первое из уравнений (62) 
на ух (х) hxh2, второе —на y % ( x ) h ^  просуммируем получен­
ные соотношения по сетке со и сложим. Преобразуем выра­
жения, стоящие под знаком суммы, при помощи первой 
разностной формулы Грина (12) § 1 гл. V и формул сум­
мирования по частям (8) и (9) того же параграфа. При 
этом преобразование каждого выражения проведем только 
по одной переменной, указанной внешним индексом взятия 
разностного отношения. После учета граничных условий 
(63) и перегруппировки слагаемых будем иметь

2Wh =  {Flt 0 i)w +  (F„ у,)т (64)
где

+  т ( ( ^ 1*  + 0 1 * )* . l )<*tx*0h +  j ( ( y lx,+y*-xt) \  1 К . Х 4 +

+  -2 ((Vi* +025,)2, OcotxV, +

+  t ( ( ^ + V ) 2. l K x « i  (66)

есть сеточный аналог энергии упругой деформации.
Преобразуем два последних выражения, стоящих в пра­

вой части (65). Производя возведение в квадрат, преобразо­
вывая с учетом граничных условий (63) выражение (yax^t 
#3*а)(о ПРИ а=тё=Р> а» Р =  1.2 сначала при помощи формулы 
суммирования по частям (8) § 1 гл. V по переменной ха, 
а затем при помощи формулы (9) того же параграфа —
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по переменной хр, получим

У & а У ’ 1 )<ваХ+ир =  II Но II У * Х г  ||о +  2(^а*а’ %лгр)б>‘

Подставляя эти соотношения в (65) и отбрасывая слагае­
мые с коэффициентами Я/2, найдем, что

Р + |* й  IE+
+  (!']«,' У 2 ; Х Л ( У и г  »!*,)„•

На основании неравенства Коши (15) § 1 гл. V и е-нера- 
венства (16) того же параграфа

I (*««’ | ^  "2 I У ^ 1  р +  Т  II Уъ с г Р*
Учитывая это, заключаем, что

2

®’* э> t  2
а ,  (3=  1

Доказанное неравенство является сеточным аналогом нера­
венства Корна для первой краевой задачи. Из неравенства 
Корна и из соотношения (64) следует, что

И (II v */i II» +  II ^г/2 II») <  I (F\> У\) о, I + 1 (^2. У г) а | • (66)
Слагаемые, стоящие в правой части, оценим снова при 
помощи неравенства Коши и е-неравенства:

2 2

2  к^а, * « )•!<  2  (e (I I^P +  I I ^ P ) + i l ^ P ) .
а = 1  а  =  1

На основании леммы 7 § 5 гл. V

II Уг Р +  II Уг Р ^  (8//f +  8/Л) - 1 (II ||3 +  II V y 2|) .
Отсюда, из предыдущего неравенства и из неравенства (66) 
при е =  ц (8/1! - f  8/Л) находим, что

II *уг ||§ + 1 Vy, ||§ <  V *  (8/Я +  8/Л)"1 (IF,  р +  \Ft ||§).
Это и есть искомая априорная оценка, из которой следует 
разрешимость задачи (62), (63) и сходимость ее решения 
к решению задачи (60), (61) со скоростью 0 ( \ h f ) .
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5. Смешанная краевая задача для системы уравнений 
теории упругости в прямоугольнике. Для системы уравне­
ний (60) рассмотрим смешанную задачу. Пусть в прямо­
угольнике D требуется найти решение системы уравне­
ний (60), удовлетворяющее на границе Г следующим кра­
евым условиям:
и1(х) =  и2 (х) =  0 при *2 =  /2, O ^ X i ^ U  (67)

и при х1 — 0, *i =  /i, 0 с  х2 < U 2,

при *2 =  0, O ^ X x ^ h *
На прямоугольной равномерной сетке © систему урав­

нений (60) аппроксимируем системой сеточных уравнений 
(62), а граничные условия (67) — сеточными граничными 
условиями

Уг{х) =  уг (х)=*0 при х2 =  /2, (69)
И при =  0, Xi — /ь  х2 s  ®2.

Граничные условия (68) аппроксимируем соотношениями 
типа (18) § 4 гл. IV, относительно которых в § 4 гл. IV дока­
зано, что они имеют погрешность аппроксимации О (| h |2):

^ {УI*, +  Угх,) +  Т  [((^ +  2 V) УГх,)хг +  ( t y i x X ,  +  ( ^ , ) d =

0), (70)

t y lx ,  +  (^ +  2^) УчХ1 +  J  [(^1*,)*, +  +  (н#з*,и “

= — Ь - ^ Р г ( Х и  0)

При X t  =  0, X i  е  «#!.
Исследуем сеточную задачу (62), (69), (70), которая 

аппроксимирует задачу (60), (67), (68) с погрешностью
О (| Л |2). Умножим первое из уравнений (62) на у х (х) 
второе — на у.г (х ) просуммируем полученные соотноше­
ния по сетке to и сложим. Затем умножим первое из гра­
ничных условий (70) на ух (хь  0) /гь  второе — на г/2 (*i, 0) hlt 
просуммируем полученные соотношения по и сложим. 
Прибавим теперь это соотношение к ранее полученному и 
преобразуем выражения, стоящие под знаками сумм, как это
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мы делаем в п. 4 при доказательстве соотношения (64). 
Учитывая граничные условия (69), находим, что

2W h=  2  (Fa, </„)- +  2  2 ^ ° U = ohi, (71)
a=l a=l

где W h определяется соотношением (65).
Оценим Wh снизу. Так как выражения, входящие в Wh 

с множителями %/2, неотрицательны, то

г«И№а+1»*1Е)+'Ь <72>
где

1 =  ~2 ((̂ 1*. > I )и+Х+0)2 +  "2 ((У1хг +  ̂ ?дг,)2, 1)+<01Х<0+.

Преобразуем выражение I.  Производя возведение в квад­
рат и преобразовывая выражение {yUtt */2- ) щ+ х +Wj сна­
чала при помощи формулы суммирования по частям (9) 
§ 1 гл. V по переменной х2, а затем при помощи формулы 
(8) того же параграфа —по переменной х и  найдем, что

(Уи„ #2ж1)+(0,Х+а>г ~(У1хГ У2х,)+ф,Х<»а~'
<а,+ |дг, = О

Аналогично находим, что 

( У \ х г > ^2*,)+(0, X fflt =  ( У \ х г» y2x^ti>t X +<о, ~  2  У ^ У ъ х г  А1-
+(i)j х2 — О

Принимая во внимание полученные соотношения, будем 
иметь

1 “  IIУIX, Цо + 1  y2it So +  (^1*. ’ y ^ h ». X mt +

+  (Mli, • 2̂ Jo,}- X +<D, -  2  У1 +  У2( 10 yb c S  (73)
й)1+

Оценим третье и четвертое слагаемые правой части (73) 
при помощи неравенства Коши и е-неравенства с е =  а , а 
последнее слагаемое — при помощи теоремы из дополнения 2
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и е-неравенства с е =  р. В результате получим

- р[-|»а1+(̂ +4)|».'.|:]-
<74>

Так как 0, то при a s  [0, 1] I ^ a l .  Учитывая это 
неравенство и неравенство (74), из соотношения (72) 
находим, что

2 r . 3 . | i { [ 2 - a ( «  +  | ) ( I + 4

+  [ 2  -  К з  +  1  

+ < г [ 1 - м | ! / 1 л ? : + 4 |

I f e . E

(я»

Придадим параметрам е2 и а  некоторые фиксированные 
значения. Вибирая затем параметр р из условия р >  (1 /е2 +  
+  /х/я/2), параметр ех из условия 0 <  % <  р х, а параметр 
а из условия

О <  a  <  min {1, 2 [ a  +  р ( 1  +  £ ) ] -1, 2 [1  +  Щ ],

в правой части неравенства (75) получим линейную ком­
бинацию норм функций у - , a , р =  1, 2, с положитель-
ными коэффициентами. Тем самым,

2 Г Л^ т ( | | а д  +  | а д ) ,  (76)
где т =  т (ц, а , р, а, ви  е2) >» 0. Неравенство (76) назы­
вается неравенством Корна рассматриваемой смешанной 
задачи.

На основании леммы 10 § 5 гл. V М х\у1^,
так что вместо (76) можно написать неравенство

2W fl^ m M 1d y 1\\?+1Ы1!)- 
Учитывая это неравенство, из соотношения (71) находим 
оценку

« л м М ! + Ы ! Х

< S ( i  у«) « I +  2  Ч  (77)a=  1 I о)! х г = 0 )
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Оценим правую часть этого неравенства. На основании 
неравенства Коши, леммы 10 § 5 гл. V и е-неравенства

All,

Далее, неравенство Коши, теорема 4 § 4 гл. V и е-нера- 
венство приво ят к оценке

М\
/Р,/ аУа
со,

hi
х 2 — 0

; е  II f a  !|12 «0,) + I f f  Il^allf.

Принимая во внимание эти оценки, из неравенства (77) 
находим, что

2

а= 1
Выбирая теперь е достаточно большим, получим следую­
щую априорную оценку решения задачи (62), (69), (70):

Ы  +  £  (|| F a  ||о “Н | /  a I^e (oil)) •
a =  1

Из полученной априорной оценки следует разреши­
мость задачи (62), (69), (70) и сходимость ее решения
к решению задачи (60), (67), (68) со скоростью О (| h |2).

§ 2. Метод функции Грина

Рассмотрим разностную задачу

K y = s  £  А ау =  — Ф(х),

V. 1)-й- = о,
(У> 1Ь =  <7-

(1)

(2)

(3)

где

тг Ух а» Ха —  " ,  па

У~хаУха> Ха £  С0а ,

1  — / д  Уха* Ха —  / а .
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Сетка © предполагается равномерной. Рассмотрим функ­
ции Грина оператора А. Так как для оператора А нуль 
является точкой спектра, которой отвечает собственная 
функция, равная постоянной, то речь идет об обобщенной 
функции Грина. Она определяется следующим образом:

AG (х, £) =  и — б (х, 1)9 х е б ,  к =  (mesD)“\  (4)
(G(x, I), l ) - = Q  =  const. (5)

Простыми выкладками легко убедиться в том, что реше­
ние задачи (1) —(3) представимо в виде

y(x) =  (G(x, 1), ф (1))щ +  (G (х, |) ,  g ( t ) ) y +  *(y( t ) ,  % .
(6)

На основании (6) можно написать, что
1У (х) lie <  max ( || G (х, £) ||Ll || Ф ||с + 1| G (х, £) Щ, |^ |с )  +

+  x | f o ( S ) .  1 ) ? | .  ( 7 )

Если нормы G(x, I), участвующие в (7), равномерно по 
|А| ограничены, то (7) дает априорную оценку решения 
задачи (1) —(3).

Для оценки указанных норм функции Грина будем 
пользоваться ее разложением по собственным функциям 
оператора Л. Можно показать, что для функции G(x, |) ,  
удовлетворяющей соотношениям (4), (5), разложение по 
собственным функциям оператора Л имеет вид

G(x,  I ) = Q * +  2  ® > (8)
l*i^o *

где ^

\ k ? = ^ k l ,  £„ =  0 , 1 Na,
а *= 1

a Hk(x) и К  определяются формулами (33), (19), (20) § 3 гл. V.
Л е м м а  1. Если проекция функции Грина G(х, |)  на 

единицу удовлетворяет условию
QSs2/§, /0 =  гпах (1г12), (9)

то G (х, |)  неотрицательна на в , и для нее справедливы 
соотношения
шах I G (х, |)  |t, =  Q, шах || G (х, I) Ц*., <  (2Qk + j \  (lx + 12).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть G(jt, £; d)aeG(1)(x, I; d) 
есть функция Грина оператора (K — dE) (d =  const >  0), 
a Glm) (х, I; d) — ее итерации, которые определяются соот­
ношениями

( - A  +  dE)m& m'(x,  d) =  8 ( * - l ) ,  m = l ,  2, . . . .  л.
П

Сравним функцию G (лг, |)  с функцией 2  dт̂ 1 G{m) (х,
_  _  т — 1

d). Так как операторы Л, (A — dE) и (K — dE)m имеют 
общую систему собственных функций, то

с » < * , б « о - £ +  2  Х + У ' т ~ ‘ ’ 2 ........“ • <10>
1*1*0

Из (8) и (10) находим, что 

G(x, D -  21 d ^ G ^ i x ,  Е; « О -
m = l

— (п _^ U - l  - dn ^  М-л (*) Ил (Е) /11\
\ц  ч г + а  Z  r a + 3 j s -  (11>

I Л | "ф- о
Ясно, что за счет надлежащего выбора параметра п 
всегда можно обеспечить равномерную по \h \ ограничен­
ность суммы в правой части (11). В данном случае дву­
мерного пространства п достаточно взять равным единице. 
Пусть эта сумма ограничена по абсолютной величине 
постоянной М.  Тогда из (11) следует, что при

Q ^ U d  +  dM/K =  Q(d)  (12)

для функции G(x, |)  справедлива оценка снизу вида

G(x, | ) ^ G (1) (х, I; d). (13)

Но для оператора (A — dE) при d > 0 справедлив принцип 
максимума и, следовательно, на основании следствия 1 
из теоремы 1 § 3 гл. I l l  G(x, £; d ) ^ 0 * ) .  Из неотри-

*) Из неотрицательности функции Грина Ga ) (*, £; d) следует 
неотрицательность и всех ее итераций, ибо

ОЦх, 1; d) =  (G‘1) Сх, п; <0, G<1) f t ,  &



цательности функции G(x, £) при выполнении условия (12) 
очевидным образом следует оценка ее норм на о. В са­
мом деле,

max||G(x, g)||Li =  max(G(*, |) , % = Q .
дгеи I s a

Далее

IIG (х, I) ||l, =  (G (х , £), 1)Y =
=  У  Ц & М ) ,  Dv +  Qxmesr. (14)

|А|^:0
Но

(И* (£)> 1)у==(М'*1 (il) № 2  (I2)> 1)V =
= S o ,  к, [ м * *  ( 0 )  +  N ,  ih)VVк  +  S o ,  кг [ ц * .  ( 0 )  +  И * ,  (k)VVT2,

где 6ар есть символ Кронекера.
Подставляя это выражение в (14) и, учитывая соотно­

шения (33), (19), (21) § 3 гл. V, получим:

1G (*, £) ||l, =  2  (*1) О4*» "b M*. (k))/hk, +
*,=1

Nt

+  2  (*a) (К*. (0) +  И*. ( Ш К  +
00 .

H - Q x m e s r ^ ^ - f / a )  2  j r  + Q « m e s r= (2 Q x  +  Jb (/x H- /2).

(15)
Покажем теперь, что из неотрицательности G(x , g) при 
выполнении условия (12) следует ее неотрицательность 
и при выполнении условия (9). Д ля этого найдем посто­
янную М,  оценивающую абсолютную величину суммы 
в правой части (11). Учитывая вид функций ц*(х) (33) 
§ 3 гл. V, получим

. 2  т а й !  * = 4* 2  ^ ■ л . + ч ) - .  ов )
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1*1*0
а так как на основании (33) и (21) § 3 гл. V

я* ^
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ТО

2  b k ' i h  +  d)-1* 
1*1*0

= (/о/2)4

; ( W  2  |Л | 
1*1^0 > о

1

+

*=1 

(*1 +  *1)-2

/г = 1

kit ki
; (/о/2)445 T + * S

dx
( l+ x 2)*

Подставляя эту оценку в (16), найдем

1*1*0

V-k (*) и» (I) 
■̂k +  d)

Постоянная M  найдена. Для завершения доказательства 
воспользуемся полученной оценкой и найдем минимум по 
d функционала Q(d). Легко проверить, что

minQ (d) =  2/#.
d> о

Лемма 1 доказана.
Т е о р е м а  1. Решение задачи (1) — (3) существует, 

единственно и для него справедливая априорная оценка

1У Ik <  2/J | ф |с +  (4/Jx +  £ )  (/i •+ It) ||£ || с +  х | [у, 1 ] |.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Существование и единственность 
решения задачи следует из теоремы 5 предыдущего пара­
графа, а априорная оценка — из леммы 1 и неравенства (7).

Из теоремы 1 и результатов предыдущего параграфа сле­
дует

Т е о р е м а  2. Если при ka(x) =э 1, d (х) =  и =  0 реше­
ние задачи (40), (41), (58), (59) § 1 и (х) е  С(4) (D), то ре­
шение задачи (1) —(3), правые части которой вычисляются 
согласно теореме 9 1, равномерно сходится к решению
аппроксимируемой задачи со скоростью 0 ( | / t | 2), т. е.

\ \ y - u \ c ^ M \ h \ \  
где М — положительная постоянная, нь зависящая от \h\.



АППРОКСИМАЦИЯ ГРАНИЧНОГО УСЛОВИЯ ТРЕТЬЕГО РОДА 
НА КРИВОЛИНЕЙНОЙ ГРАНИЦЕ (НЕСОГЛАСОВАННАЯ СЕТКА)

Д О П О Л Н Е Н И Е  t

В п. 5 § 3 гл. IV была построена аппроксимация указанного 
граничного условия для уравнения Пуассона на специально постро­
енной (согласованной) сетке. Здесь мы рассмотрим аппроксимацию 
граничного условия третьего рода для уравнения Пуассона на кри­
волинейной^ границе в наиболее общем случае, т. е. на сетке, кото­
рая не является согласованной. Построение сеточной аппроксимации 
граничного условия и уравнения вблизи границы проведем при 
помощи метода Ритца.

Пусть в области G с границей Г ищется решение задачи

Ди = — /(*), *e=G, d̂t =  %(x)u— g(  х), *е=Г, (1)
где функция к ( х ) ^  0 при д г е Г  и к (х )ф О .  Нахождение решения 
задачи (1) эквивалентно отысканию функции и (*) е  W J (G), мини­
мизирующей следующий функционал:

/(u)sH [(Si)2+(fe)1 dx+̂ l **
Q Г

— ^ Цх) и (*) dx— g (х) и (х) ds. (2)
О г

Покроем плоскость Охххг прямоугольной равномерной сеткой 

Q =  {*=(*(<.), *<<«>)! x(J^ =  haia, ia =  О, ±  1, ±  2, . . . ;  а =  1,2} 

Каждую прямоугольную ячейку

GI«1={*=(*1. * 2 ) |^ a)^ * o ^ 4 ia+1)’ a = 1 -2}

разделим диагональю, образующей угол a rc tg ^ /^ i с осью Охъ на 
два треугольника. Как и в п. 2§2 гл. IV, обозначим через G^ наименьшее 
объединение указанных треугольников, содержащее G, а в качестве 
конечномерного подпространства V пространства Wl(G)  возьмем 
пространство функций, непрерывных на G^ и линейных над каждым 
треугольником. Пусть со =  Gh П Q — сетка для задачи (1), о) =  соП G — 
множество внутренних узлов сетки, а у  =  а>\а>—множество гранич­
ных узлов. Обозначим aK={t =  (t1, /2) | jc* е  ©}.
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Приближенное решение задачи (1) будем искать в виде

« ( * ) =  2  W ' ( 4  /  =  ( / 1, / 2),  (Э)
/ е !

где {rjy} — базис просгранства У, элементы г)у (*) которого задаются 
соотношением (16) § 2 гл. IV.

Как обычно, подставим соотношение (3) в функционал (2), про­
дифференцируем полученное выражение по yj и результат приравняем 
нулю. В результате получим систему уравнений

2  < е а и ,  (4)
/ G l

где коэффициенты системы вычисляются согласно формуле

4 - $  [ £ ё + ё ё Ь + $  ^ ds’ (5)
<? “ г

а элементы правой части — согласно формуле

h i d x + \ g r \ i  ds. (6)
& Г

Вычислим коэффициенты Л\ и правые части Ф* для /, отвечаю­
щих граничным узлам 7 и некоторым внутренним узлам со, приле­
гающим к границе. Чтобы иметь возможность довести вычисления 
до конца, будем предполагать прямолинейность границы в окрест­
ности рассматриваемого узла. Более того, предположим для простоты, 
чт© на рассматриваемом участке границы и(*) =  0 .

Пусть xi е  ю, а е  у, где i ' =  ( i 'i+ l ,  /2)- Будем считать, что 
узел xi находится в начале координат, т. е. fl 3=i2 =  0, и граница Г 
в окрестности этого узла задается уравнением

Xl . j_ , *2 , =  1
0А  +  е2л2 ’ {)

где О < 0Ь ба <  1.
Вычислим коэффициенты и правые части уравнений (4) для 

внутреннего узла (0, 0) и граничного узла (hv  Л2). Перенумеруем 
интересующие нас в дальнейшем узлы следующим образом: 0 —узел 
с координатами (0, 0), 1 — узел (Нъ  0), 2 — узел (0, /^), 3— узел 
(— hit 0), 4 — узел (0, — h2) и 5 — узел (Ль h£. Подставляя в (5) 
выражения производных dr\i/dxa из (20) § 2 гл. IV и принимая 
во внимание, что координаты точек пересечения границы, задаваемой 
уравнением (7), с прямыми =  0 и д^//^ — *2//?2 =  ^  1 суть
соответственно

/ M l  и м 2 Л  ( 01(1-02), (1+01)02, \
leT+ ё / 1’ к + ь ^ ) '  I ёТ+ёГ 11 " в ^ н Г М ’

i b , - ! l p h L b b ) ,( Ь Л + M h  О - Ц  
\ 01 +  02 г* 01+02

находим коэффициенты уравнений.
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Для точки 0:
Л 1 __ К  9i(l+29a) hx еа (1+28!)

0 2 0X+0J ’ л » ~  2Ла 9г +  ва ’
„  _ А* вх +  2в2 ч- 2вгаа—0!©!
Л» ~  2А, в ! +  в2

Ах 201+ в 2+ 2б1е2 - б 1е2
2ft* вх+в,

А%----- ( Л ‘ + Л3 + Л?  + Л ‘).
Для точки 5:

А I — _  —L л а   h* 9ifl| Л5  ( А 14 - А ‘)
А ь ~  2Лг 6, + ва’ Л> 2ftx Oj +  e^’ А> +

Ф0 =

Подставляя в (6) выражения %(.*) (16) § 2 гл. IV, находим

j  /  (*) По (х) <**+ ?£  М  т|о М  ds, 
с п 0 [0] Г

Ф&= \ £(*)%(*) * •СПО[б] г
Если в рассматриваемой окрестности точки 0 функции f(x)  и g(x)  
постоянны, то

Ф° =  / 6 ( e ! + V [3 (9‘+ 0̂ + 6eie^ 6i + e*> +  в№ <е» + 6*> -

-  26f8| (9f +  01)1 + g — J -Ц ; - '91 (i  ~  Ц 1

л а  т  Vhm+Mfii  
ф‘ = f Т  iT W * + 'g “ 2 (вГ + ^Г > л -

Подставляя найденные коэффициенты и правые части в (4), получим 
следующие уравнения:
1 p i  О +  202) У 1 ~ У о  0i +  262+ 2 6 102 — 0i0|  у 0 — у 3 1

лх L2 (et +  Oa) hx 2(б1 +  02) К J ^

+i[I  [62 (1 ~l~2Qi) у 2 — t/о  02~|-20х -j-28]62 — 0f02 у о  у4 "!
2(0i +  02) h2 2 (0i +  02) Л2 J

- ю г ф о,hxh
К  6х6|  у6—у2 , 6|бг Уъ— Уг ф
"2" бх -}- б* hi 2 6х +  92 А] ^

Д О П О Л Н Е Н  И Е 2

ОЦЕНКА СЛЕДА ПРОИЗВЕДЕНИЯ СЕТОЧНЫХ ФУНКЦИЙ

При доказательстве сеточного аналога неравенства Корна в слу­
чае, когда вектор-функция у =  (ух (х)у у2 (л:)) обращается в нуль 
лишь на трех сторонах сеточного прямоугольника, мы столкнулись
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с необходимостью уметь оценивать

V  У1 +  У1(" 1‘)

xt eo)f
2 --------

при фиксированном значении х2 е  со2. Интересующую нас оценку дает 
Т е о р е м а  6. Для любой пары сеточных функций и (х) и v (*), 

заданных на равномерной сетке со — сох X со2 и обращающихся в нуль 
при ^ = 0  w х1~ 1 ъ справедливо неравенство

•А- i.) w  ||
2 ■V- ^*1

\\с (со*)

U o + ( i  +  4 ) l “**N
11/2

X

(1)

где еЛ и е2 — произвольные положительные постоянные.
Д о к а з а т е л ь с т в о  проведем в три этапа. На первом этапе 

докажем, что неравенство (1) следует из аналогичного неравенства 
для функций непрерывного аргумента, т. е. из неравенства

sup
/i

дЪ (У)

I д й  

\дуг

I8X iHt
L, (D) +

дЪ

1 +  к  
8j 7tl2

т  ip 11/2 
dyi Ik (о))

Wt  lit, (5 )+ { { + к )  II £  L  (о)}1/2-
Затем установим оценку 

\ й{у)д< к Лу' : II й I

(2)

(3)

где |1 • f-jpi/2 j-0 / -j — некоторая норма, определяемая ниже. Завершим

доказательство теоремы получением для функции й {у) и v (у) оценок 
вида

'  ...........................................................£ Г
dy i  ||i., (d )

sup s £ e f |^  +  ( -  +  4 -<Zv,<l, s LU’ ,J II дуг | |l8 (d ) ^  \ e  г л/о0 <#**
где e — любое положительное число.

Реализуем намеченный план. 1) Пусть D =  {y — (уъ у2)\ 0 ^ у а ^  1а* 
а « 1, 2} — прямоугольник, аш — а)! X со2 -сетка  в прямоугольникеD,
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где юа — {*а = М а 1  < а= °. Л/а =  /а/Аа}. Разобьем пря­
моугольник D прямыми ya =  haia и i/2=  ~  где ia =  0, ±  1,

Л1
± 2, . . .  , на равные прямоугольные треугольники, вершинами кото­
рых являются узлы сетки ю. По сеточным функциям и (х) и v (*), 
x g g ) ,  построим их кусочно-линейные восполнения й(у)  и v(y), т. е. 
такие непрерывные функции, которые линейны над каждым из ука­
занных выше треугольников и совпадают с и (х) и v(x)  при у — х ^  со. 
Производные построенных функций дй/дуа и ду/дуа кусочно-пос­
тоянны, и поэтому

It U h и
и-  11* = dyidy2, %E“S |(£ dyidyt .

Далее,
- и (х) +  и{ Il} (х)
th - ~2-— \  W

(5)

совпадает с квадратурной формулой трапеций для интеграла

, dv (у)й(у) dyj dyl t

а так как йдд/дух кусочно линейна, то при y2 — x2 ez <о2
U<- и» (*> о- (*).Х1

дг, е  а) Г
Отсюда следует, что

с (ю2) 
к

\ sup
о

(6)

(7)

Принимая во внимание соотношения (5)— (7), заключаем, что теорема 
будет доказана, если будет установлено неравенство (2).

2) Докажем теперь неравенство (3). Пусть до (уг) есть некоторая 
функция, заданная на отрезке [О, /х] и обращающаяся в нуль при 
ух =  0 и Уч =  Обозначим

||а>||V 1/210, /,] = 2  wk ^ , (8)
к— I
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где «^ — коэффициенты Фурье функции w (уг) при разложении по 
ортонормированной системе s i n ^ y ^  , т. е.

h
Wk = V W i  ̂ W Ш  *= 1 ,2 ,...

При фиксированном у2 е  [0, /2] разложим функции й (у) и v (у) по 
указанной ортонормированной системе:

й ( У ) = ] Л |- 2  S* (j'*)sin 2
k=l k — \

Подставляя это разложение в левую часть неравенства (3) и выпол­
няя простые вычисления, находим, что

2  ^ - * 11- ( - 1)Р+?] ep(W«*(W.
О р ,  <7=1

р ф ц

Принимая во внимание определение (8) и это соотношение, заключаем, 
что неравенство (3) будет установлено, если будет доказана ограничен­
ность билинейной формы

оо
А(1, Г|)э. 2 ]  ард1рцд, (9)

Р, <7 = *  1
р ф я

где

а Р 9  =  I1 -  ( -  *)р+ ?Ь Р  +  Ч» 0 ° )

постоянной я/2, т. е.
/ 00 00 \ 1/2 

\а & ч ) к 2  ч 2  • о»)
' р - 1  <7 =  1 /

Докажем неравенство (11). Сначала рассмотрим билинейную форму 
В (g, т}), коэффициенты которой определяются соотношениями

1_(__ Пр + 0
bpq~  q , bpp~Ot (12)

и докажем, что она ограничена постоянной я. Для этого введем 
в рассмотрение билинейную форму С(£, т]) с коэффициентами

1 _ (_ 1  )Р+я
с , , д ---------- - р~ я

и сопряженные формы В ' ( |, г]) и С' (g, i]), матрицы коэффициентов 
В ' и С' которых являются сопряженными матрицам коэффициентов
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В и С форм В (g, tj) и С(£,т|) соответственно. По формам В (£, rj), 
С (£, л) и им сопряженным построим формы F (5, г|) и G (£, т]), матрицы 
коэффициентов F и G которых являются произведениями матриц В 
на В ' и С на С' соответственно, т. е.

сю оо

fpq~ 2  bpkbqk* Ярд*** 2  cpkCqk'

Очевидно, что матрицы F и G симметричны и неотрицательны: 
F =  F', G =  G \ F f o  | ) ^ 0 ,  G(I, 0 ^ 0 .

Пусть квадратичная F (5, £ форма) ограничена постоянной МЧ

F &  f j  6*. Тогда
P*=\

B(t, Л) | -

o o  00 /  00  \  1 / 2  ( <50 /  00  \2\  1 / 2

2  ’i? 2  bF9%p 2  *)?) 1 2  ( 2  bp9%p\ } —
« =  1 P — 1 \ « « =  1 /  U = l \ p = l  I  )

00 \ 1/2 j  CO со \ 1/2

{F<b §)}1/2< a i( £  s  nj , (*3)
<7=1 /  \ P =  1 <7=1 7

т. e. из ограниченности квадратичной формы F (£, J) постоянной M8 
следует ограниченность билинейной формы В ( |, у\) постоянной М, 
и поэтому достаточно доказать ограниченность F (£, Далее, так как 
0(6, 6)2*0, то F&,  6) ^ ( 6. O +  Offi, 0 - Я ( Б ,  0 .

Оценим квадратичную форму J I  (I, %), Сначала вычислим ее коэф­
фициенты:
hpp—fpp +gPP =

k  =  1  /г =  1

00

k  = —  0 0

Делая замену индекса суммирования p-\-k=*k' и опуская штрих, 
получим, что

оо

Арр=2 2  [1 - (— (— 1 ) ^ -
fe** —00

00

“ в 2
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Известно *), что
со

2
 1  Я 2  1

(2fc_ 1)8=  8 > и П0ЭТ0МУ АРР =  п2- 2 [ ! - ( -  !)р] - а.
* - 1

При р ф д
СО

^РЯ8=2 2  (^Pk^qk'^~cpkcqk)=a
*-1

k «* 1

i 1 \  [i—(— np+fe] [i—(— i)g^fei
(p—6) ( ? — * )  J (P+6)(<7+*)

[ l - ( - l ) P ] [ l  - ( - ! ) ? ]

k*= — CO

[ ! _ ( _  l)P] [1 —(— l) ]̂
P<7 P<7

Исследуем Аде!

£=* —сю

__ 4 _
Р - ?

со

^  [<7 +  2/г —1 р +  2^— l]*

1

k =  — оо 
00

2  [?+2* p+2ft]’iq  +  2k p +  2k\£«■» —00 
О,

Изучим каждую сумму в отдельности:
оо

если р  и ^ —четные,

если р и (/—нечетные, 

если p + q  — нечетное.

2  [?+2Л-1 p +  2 * - l ] “
Г »  —  09

”  *1“  2  [?+2Л—1 “ Р+2А —l]*
Лят—Д

*) Г р а д ш т е й н  И. С., Р ы ж и к  И. М., Таблицы интегралов, 
йумм, рядов и произведений, М., «Наука», 1971, Формула 0. 234. 2.
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Допредельное выражение можно ваписать в виде 
к

2  \_q +  2k — 1 p +  2k— l ] - -

, i v + 2 ' - '
Так как р и <7— четные числа, то в каждом из сумм можно сделать 
замену индекса суммирования: q +  2 i =  2k, p +  2 j =  2k. В результате 
получим

K+ q/2  К+р/2

«<*>- 2  S=T- 2  5=1-
- K + q / 2  k = - К + Р /2

При | р | ,  | ? | < / С  И p < q
К+Р/2   ̂ K+q/2  ^

_ _ 2k — 1
* = - « + ? /  2 f c = K + l + p / 2

- Х - 1 + 0 / 2  К + Р /2

-  2  S=T- 2  5гЬг-
- K + p / 2  k = - K + q / 2

К+Р/2 -  - К -  l+g/2
_  у  _ L _  -  V _ J _

jL  2k— 1 А  2/г — 1
k =K +\+P /2  k = - K + p l  2

Отсюда находим, что при p < q  и | р |, | ^ | <  /С

I hp'q (К) | ̂  2К+ [ Zjp|»
и, следовательно, при р <  q

оо

2  [ ? t s = t  _  л ^ ^ т ]  -  H O 'J’4 <К) =
k——co

Аналогично устанавливается равенство нулю этой суммы и при 
р >  q, а также равенство нулю суммы

оо

[ ? + 2/г р +  2#]*
k:

Итак, hpq =  0 и, следовательно,

, . [ 1 - ( - 0*4 [1 - ( - ! )* ]
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Тем самым.

» « .  !>-«> ^  й -  I  П - ( - 1 ) > Ш - ( - Ч « 1 м > .

. „ > 2 й - 4  2  и , - ' и ' - '

Р= 1 Р, <7=1

Но

^  £гр - 1 -1
Ad (2р — 1) (2а — 1) 

р, *^1

р = 1  р, <7=1 

?2р-

С2р— 1) (2^— 1)"

V  «р-1 
Z  2рИТ

Р = 1

и, следовательно,

Я (5, ?)*£я* 2  &  
р—1

Отсюда и из (13) получаем оценку

I В (Е, л) I =
Р, <7=1 
Р̂ <7

1 - ( — 1)Р + 4 
p - q 1рЦд

СО с о 1/2

р= 1 <7= 1

Прежде чем переходить к доказательству неравенства (11), вве­
дем в рассмотрение еще одну квадратичную форму:

5 ( 6 .  1 ) =  2
Р, <7=1

\p%q
~р+я'

(15)

W

Так как -Д— =  V е~'Р+^,( dt, то 
Р+Ч .)

Р, <7=1 о \р= 1 У
т. е. квадратичная форма S (£, £) неотрицательна. Полагая в (15) 
|р  =  Кр£р» убеждаемся в том, что квадратичная форма

Р, <7=1

. У ря.
р + ?  ’

также неотрицательна. Пусть л —некоторое натуральное число и

?л(£» £ ) — ^  ^ р ? ~

р, <7=1

V ря
Р +  Я'

(16)
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По доказанному квадратичная форма Тп (£, £) неотрицательна, 
и, следовательно, из ее матрицы можно извлечь квадратный корень 
T lJ 2 =  Un. Пусть Upq — элементы матрицы Un. Тогда

п

2  u r p urq* (17)
r=  1

Рассмотрим билинейную форму
п

л* а.  л )=  S
Р, <7=1 

Р ф Я

коэффициенты которой определяются соотношениями (10). При п - * с о 
эта билинейная форма переходит в интересующую нас форму (9). 
Из (10), (12), (16) и (17) следует, что

п

a p q — b r q t r q  ^  Ь р д  Ur p  Ur q 9
r= 1

т. e.
n n n

An  (5» Л) ~  2  2  ( Ur p  5p) (urq Л?) ^  2  В л  (llrp U r q r\g)f ( 1 8 )
r=  1 p, q =  1 r =  1

р ф я

n
где Bn (ap, P9) =  ^  bpqa p $q. На основании (14) билинейная

p, q—\

форма B n (ap, P^) имеет грань я, и, следовательно,

B n  (urp u rq Л?‘) I ^

{
П П 11/2 тг ^

2 3  <и ' р  Ь ) 2 2  (и ' р  v 2J <  у  2 (Urp)2 + ^

Используя это неравенство для оценки правой части соотношения 
(18) и принимая во внимание (17), получим, что

р =  1 Г— 1
П П

= т  2 tpp ^ + ^  , “ p i , , tpp 2р= 1 Р=1
Но из (16) следует, что m a x t p p = \ / 2 , и поэтому

п

м « ( |. t O K - J  2
Р =  1
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п п
Пусть 2  Е*=  2  “П р ^ 1* ТогДа \ An(lt  Л )1 ^ я /2 .  Полагая 

р = 1  р = 1
в Ап (£, г\)

в р ^ 2)- ^ = ^ / ( 2 , %*)•

приходим к следующему неравенству:
i n  п  \ 1/2

\Ап (%', 2 2 ч* •
W  1 (7=1 /\р = 1 (7=1

Переходя в этом неравенстве к пределу при л -» оо, получим неравен­
ство (11), из которого следует оценка (3).

3) Нам осталось доказать неравенство (4). Пусть w (у) есть функ­
ция, совпадающая либо с й (у), либо с v (у). Согласно определению (8)

оо
8® (Pi. y*)llVi/2[0, Л]= 2 (1Э)

k =1

Используя теорему 2 § 4 гл. V, легко показать, что

&l ̂ е* I ( Ш  dyt+{i+i) J м ^
Подставляя эту оценку в правую часть соотношения (19) и полагая 
ел^л//1 =  е, получим, что

И w (г/i. у*) llVj/ 2 [о. i,i «52

< - i '$(%)'«■+z  а + ш у
Л - 1.0 л =■ 1 о

Но

( т + 4 )  I  ( т + 4 )  I  i’ ( i )  *  * *

a
00

Л - 1

\ *1 / \ ~ 2/ ft/ k=\ 0 0 0
откуда и следует неравенство (4). Теорема полностью доказана
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К гл. I, § 1. Другие примеры или более подробное изложение 
рассмотренных примеров задач физики и механики, приводящих 
к эллиптическим уравнениям, можно найти в книгах [8], [12].

К гл. I, § 2. Более подробные сведения об эллиптических уравне­
ниях и их обобщенных решениях можно почерпнуть из книг [5] 
и [10].

К гл. II, §§ 1, 2. Материал близкого содержания с более под­
робным изложением теории однородных разностных схем содержится 
в книге

К гл. II, § 3. Подробное изложение метода Ритца можно наити 
в книге [7]. Методы построения разностных схем излагаются в кни­
гах [2], [6], [9], [И].

К гл. III. Разностные аппроксимации уравнения Пуассона и 
граничных условий для него рассматриваются в книгах [3], [4], 
111]. В этих же книгах приводится и изложение принципа макси­
мума.

К гл. V. Другие теоремы вложения и оценки для иных сеточных 
операторов можно найти в книгах [2], J5], [11].

К гл. VI. Метод энергетических неравенств при исследовании 
разностных схем широко используется в книгах [2], [5], [11]. 
В книге [9] проводится исследование вариационно-разностных схем»
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