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При построении разностных схем для задач гидродинамики, тепло- и массопереноса большое 
внимание уделяется монотонным схемам, т.е. схемам, для которых выполнен принцип макси­
мума на сеточном уровне. Рассмотрены монотонные схемы на неструктурированных сетках, 
построенных на основе триангуляции Делоне интегроинтерполяционным методом (методом 
баланса) при выборе контрольных объемов в виде многоугольников Вороного. В качестве 
модельных рассмотрены стационарные краевые задачи для уравнения конвекции-диффузии 
с дивергентными и недивергентными конвективными слагаемыми. Формулируются доста­
точные условия монотонности, безусловно монотонные схемы строятся на основе принципа 
регуляризации разностных схем. Библ. 33. 

С в о й с т в о м о н о т о н н о с т и м ы с в я з ы в а е м с в ы п о л н е н и е м принципа м а к с и м у м а для р а з н о с т н ы х 
уравнений [1], [2]. П р и использовании р е г у л я р н ы х п р я м о у г о л ь н ы х с е т о к н а и б о л е е п р о с т о стро­
ятся б е з у с л о в н о - м о н о т о н н ы е с х е м ы с н а п р а в л е н н ы м и разностями . Д л я задач к о н в е к ц и и - д и ф ф у ­
зии и з в е с т н ы (см., н а п р и м е р , [3], [4]) р а з л и ч н ы е т и п ы б е з у с л о в н о - м о н о т о н н ы х р а з н о с т н ы х схем 
в т о р о г о п о р я д к а . 

К а к п р а в и л о , принцип м а к с и м у м а ф о р м у л и р у е т с я для э л л и п т и ч е с к и х уравнений с к о н в е к т и в ­
н ы м и с л а г а е м ы м и , з а п и с а н н ы м и в недивергентной ф о р м е (см., н а п р и м е р , [5] для д и ф ф е р е н ц и ­
а л ь н ы х и [1] для с е т о ч н ы х задач соответственно) . Т е м не м е н е е задачи с к о н в е к т и в н ы м и слага­
е м ы м и в д и в е р г е н т н о й ф о р м е и м е ю т не м е н ь ш и й т е о р е т и ч е с к и й и п р а к т и ч е с к и й интерес . Се ­
т о ч н ы й принцип м а к с и м у м а для о д н о м е р н ы х д и в е р г е н т н ы х уравнений к о н в е к ц и и - д и ф ф у з и и 
в п е р в ы е с ф о р м у л и р о в а н в [6]. 

Р а б о т а [7] п о с в я щ е н а п о с т р о е н и ю м о н о т о н н ы х р а з н о с т н ы х схем для э л л и п т и ч е с к и х уравне­
ний в т о р о г о п о р я д к а с н е д и в е р г е н т н ы м и и д и в е р г е н т н ы м и к о н в е к т и в н ы м и с л а г а е м ы м и . П р и н ­
цип м а к с и м у м а ф о р м у л и р у е т с я для с е т о ч н ы х задач , з аписанных на стан дар тно м п я т и т о ч е ч н о м 
ш а б л о н е при р а с с м о т р е н и и д в у м е р н ы х задач на р е г у л я р н ы х п р я м о у г о л ь н ы х сетках . В соответ ­
ствии с п р и н ц и п о м р е г у л я р и з а ц и и р а з н о с т н ы х схем [1], [8], м о н о т о н н ы е с х е м ы строятся на осно­
ве в о з м у щ е н и я к о э ф ф и ц и е н т о в р а з н о с т н о й схемы с тем , ч т о б ы в ы п о л н и т ь д о с т а т о ч н ы е условия 
справедливости принципа максимума . 

В н а с т о я щ е й р а б о т е строятся м о н о т о н н ы е аппроксимации к о н в е к т и в н о г о переноса с исполь­
зованием н а п р а в л е н н ы х р а з н о с т е й на п р о и з в о л ь н о й н е с т р у к т у р и р о в а н н о й сетке . Д л я заданного 
н а б о р а узлов ф о р м и р у е т с я триангуляция Д е л о н е , а сами р а з н о с т н ы е схемы строятся и н т е г р о и н ­
т е р п о л я ц и о н н ы м м е т о д о м (методом баланса) . В к а ч е с т в е к о н т р о л ь н о г о о б ъ е м а в ы с т у п а ю т м н о ­
г о у г о л ь н и к и В о р о н о г о . Н а основе принципа регуляризации п р е д л а г а ю т с я безусловно м о н о т о н ­
н ы е с х е м ы для задач к о н в е к ц и и - д и ф ф у з и и , п о д о б н ы е тем , ч т о рассматривались на п р я м о у г о л ь ­
н ы х сетках [7]. Р е з у л ь т а т ы данной р а б о т ы а н о н с и р о в а н ы в [9]. 

1. З А Д А Ч И К О Н В Е К Ц И И - Д И Ф Ф У З И И 

Д л я с о д е р ж а т е л ь н о г о обсуждения п р о б л е м п о с т р о е н и я м о н о т о н н ы х р а з н о с т н ы х схем в к а ч е ­
стве м о д е л ь н ы х будем р а с с м а т р и в а т ь к р а е в ы е задачи для уравнений к о н в е к ц и и - д и ф ф у з и и . Н е ­
обходимо в ы д е л и т ь записи к о н в е к т и в н о г о с л а г а е м о г о в дивергентной , недивергентной и симме­
т р и ч н о й ф о р м а х [10], к о т о р ы е я в л я ю т с я т и п и ч н ы м и в р а з л и ч н ы х п р и к л а д н ы х п р о б л е м а х . 
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ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 42 № 9 2002 

В о б л а с т и О и щ е м р е ш е н и е уравнения к о н в е к ц и и - д и ф ф у з и и в недивергентной (характерис­
тической) ф о р м е : 

а = 1 а = 1 

к о т о р о е дополняется п р о с т е й ш и м и г р а н и ч н ы м и условиями 

и(х) = О, х е ЭО. (2) 

Т а к ж е рассматриваем уравнение конвекции-диффузии в дивергентной (консервативной) ф о р м е : 

И, наконец, часто представляет интерес уравнение конвекции-диффузии в симметричной ф о р м е : 

а = 1 а = 1 

Н а м н о ж е с т в е ф у н к ц и й и(х), у д о в л е т в о р я ю щ и х о д н о р о д н ы м г р а н и ч н ы м условиям (2), стаци­
о н а р н у ю задачу к о н в е к ц и и - д и ф ф у з и и м о ж н о записать в виде о п е р а т о р н о г о уравнения 

siu = f9 34 = ^ + 2 ) . (5) 

З д е с ь 2) - о п е р а т о р д и ф ф у з и и , к о т о р ы й о п р е д е л я е т с я в ы р а ж е н и е м 

a = 1 

О п е р а т о р к о н в е к т и в н о г о переноса с € , в соответствии с (1), (3), (4), з а п и с ы в а е т с я в р а з л и ч н ы х 
ф о р м а х . Д л я о п е р а т о р а к о н в е к т и в н о г о переноса в недивергентной ф о р м е в соответствии с (1) 
п о л о ж и м % = % , где 

a = 1 Х * 

А н а л о г и ч н о , из (3) и м е е м % = % ъ где 

% 2 U = i ^ > ( v ( a ) ( x ) M ) - ( 8 ) 

a = 1 
П р и н и м а я во внимание (4), находим, ч т о о п е р а т о р к о н в е к т и в н о г о переноса в с и м м е т р и ч н о й 
ф о р м е и м е е т вид 

% = = (<6 1 +<€ 2)/2, 
п р и ч е м 

а = 1 

Н а д и с к р е т н о м уровне н е о б х о д и м о сохранить все о с н о в н ы е свойства д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й за­
дачи. Э т о достигается , в частности , т е м , ч т о для с е т о ч н ы х о п е р а т о р о в з а ф и к с и р о в а н ы т е ж е ос­
н о в н ы е свойства, ч т о и для д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х [10]. В к а ч е с т в е п р и м е р а о т м е т и м свойство кон­
сервативности ( в ы п о л н е н и е з а к о н о в сохранения на с е т о ч н о м уровне) . З д е с ь м ы основное внима­
ние уделим свойству м о н о т о н н о с т и . 

Р е ш е н и я к р а е в ы х задач для э л л и п т и ч е с к и х уравнений в т о р о г о п о р я д к а с п е р в ы м и производ­
н ы м и у д о в л е т в о р я ю т принципу м а к с и м у м а [5]. Н а основе принципа максимума п о л у ч е н ы соот­
в е т с т в у ю щ и е а п р и о р н ы е о ц е н к и в р а в н о м е р н о й н о р м е . В т е о р и и р а з н о с т н ы х схем [1] принципу 
м а к с и м у м а традиционно и давно (см., н а п р и м е р , [2]) уделяется з н а ч и т е л ь н о е внимание . В част-
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ности , он используется для исследования сходимости р а з н о с т н ы х схем в р а в н о м е р н о й н о р м е . 
Р а з н о с т н ы е схемы, у д о в л е т в о р я ю щ и е принципу максимума , н а з ы в а ю т с я м о н о т о н н ы м и . 

П р и н ц и п м а к с и м у м а о б ы ч н о ф о р м у л и р у е т с я для уравнений с к о н в е к т и в н ы м и с л а г а е м ы м и в 
недивергентной ф о р м е (1). Э т о относится к а к к д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й (см. [5]), т а к и к р а з н о с т н о й 
(см. [1]) з адачам . О д н а к о не м е н ь ш и й и н т е р е с п р е д с т а в л я ю т задачи с к о н в е к т и в н ы м и с л а г а е м ы ­
ми в диве рг е нт ной ф о р м е (3). Д л я р а с с м а т р и в а е м ы х задач к о н в е к ц и и - д и ф ф у з и и в ы п о л н е н прин­
цип максимума , к о т о р ы й ф о р м у л и р у е т с я в с л е д у ю щ е м виде. 

Т е о р е м а 1 (принцип максимума) . Пусть Д х ) > 0 ( Д х ) < 0) в уравнении (5), тогда и(х) > 0 
(м(х) < 0) для всех х е О . 

П р и н ц и п м а к с и м у м а для э л л и п т и ч е с к и х уравнений с н е д и в е р г е н т н ы м и к о н в е к т и в н ы м и слага­
е м ы м и (уравнение к о н в е к ц и и - д и ф ф у з и и в ф о р м е (1)) х о р о ш о известен [11]. Н е к о т о р ы е б о л е е 
о б щ и е р е з у л ь т а т ы в э т о м н а п р а в л е н и и п р и в е д е н ы , н а п р и м е р , в [5], [12]. 

О с т а н о в и м с я п о э т о м у на р а с с м о т р е н и и уравнения к о н в е к ц и и - д и ф ф у з и и в дивергентной ф о р ­
м е (3). Д о к а з а т е л ь с т в о (см. [7]) снова проводится от п р о т и в н о г о . Б у д е м считать , ч т о при в ы п о л ­
нении Д х ) > 0, х е О, и м е е т с я о б л а с т ь О*, ц е л и к о м л е ж а щ а я внутри О , в к о т о р о й и(х) < 0. 

Д л я уравнения (3) с к о н в е к т и в н ы м и с л а г а е м ы м и в дивергентном виде д о к а з а т е л ь с т в о п р о в е ­
дем на основе и н т е г р и р о в а н и я уравнения (3) по подобласти О* . С у ч е т о м и(х) = 0, х е ЭО*, и т е ­
о р е м ы о дивергенции и м е е м 

где д/дп - п р о и з в о д н а я по н а п р а в л е н и ю в н е ш н е й н о р м а л и к границе ЭО*. В силу н а ш и х предпо­
л о ж е н и й об о т р и ц а т е л ь н о с т и р е ш е н и я в подобласти О* , л е в а я ч а с т ь (10) н е о т р и ц а т е л ь н а , а пра­
вая - п о л о ж и т е л ь н а . П о л у ч е н н о е п р о т и в о р е ч и е и дает д о к а з ы в а е м о е неравенство и(х) > 0, х е О . 

Д о к а з а т е л ь с т в о принципа м а к с и м у м а для уравнения к о н в е к ц и и - д и ф ф у з и и в с и м м е т р и ч н о й 
ф о р м е (4) проводится а н а л о г и ч н о . В условиях Д х ) > 0, х е О , п р е д п о л о ж и м , ч т о в п о д о б л а с т и О * 
( О * и ЭО* е О ) для р е ш е н и я задачи (2), (4) в е р н о и(х) < 0. Д о м н о ж и м уравнение (4) на и(х) и п р о ­
и н т е г р и р у е м его по О* . И с п о л ь з у я ф о р м у л у Грина , приходим к равенству 

Снова э т о р а в е н с т в о не м о ж е т и м е т ь места , и п о э т о м у и(х) > 0 во всей о б л а с т и О . 
Замечание 1. Принцип максимума доказывается и в усиленной формулировке, когда вместо строгих 

неравенств Д х ) > 0 ( Д х ) < 0) используются условия Д х ) > 0 ( Д х ) < 0). 
Н а основе с ф о р м у л и р о в а н н о г о принципа максимума исследуется однозначная р а з р е ш и м о с т ь 

к р а е в ы х задач к о н в е к ц и и - д и ф ф у з и и . В частности , для уравнений в недивергентной ф о р м е уста­
н а в л и в а ю т с я с о о т в е т с т в у ю щ и е а п р и о р н ы е о ц е н к и в р а в н о м е р н о й н о р м е . 

П р о и з в о л ь н а я сетка генерируется из н е к о т о р о г о м н о ж е с т в а узлов . Н а и б о л е е естественно и 
п р о с т о по э т о м у о б щ е м у м н о ж е с т в у т о ч е к о п р е д е л и т ь т р и а н г у л я ц и ю - п о с т р о и т ь т р е у г о л ь н у ю 
сетку. И с п о л ь з о в а т ь б о л е е с л о ж н ы е конструкции н е с т р у к т у р и р о в а н н ы х с е т о к ч а щ е всего нет 
необходимости . 

В с т а е т п р о б л е м а о п т и м и з а ц и и триангуляции по к а к и м - т о к р и т е р и я м . О с н о в н о й к р и т е р и й оп­
тимизации состоит в т о м , ч т о б ы п о л у ч е н н ы е треугольники , с одной с т о р о н ы , б ы л и б л и з к и к р а в ­
н о с т о р о н н и м (не д о л ж н о б ы т ь с л и ш к о м о с т р ы х углов) . Э т о л о к а л ь н ы й к р и т е р и й , к о т о р ы й от­
носится к одному треугольнику . В т о р о й ( г л о б а л ь н ы й ) к р и т е р и й состоит в т о м , ч т о б ы соседние 
т р е у г о л ь н и к и не с л и ш к о м сильно разнились по п л о щ а д и ( к р и т е р и й р а в н о м е р н о с т и сетки) . 

И м е е т с я специальная триангуляция - триангуляция Д е л о н е , к о т о р а я о б л а д а е т р я д о м опти­
м а л ь н ы х свойств. О д н о из них з а к л ю ч а е т с я в с тремлении п о л у ч е н н ы х т р е у г о л ь н и к о в к р а в н о ­
у г о л ь н ы м . Б о л е е т о ч н о о т м е ч е н н о е свойство ф о р м у л и р у е т с я с л е д у ю щ и м о б р а з о м : при триангу­
ляции Д е л о н е максимизируется м и н и м а л ь н о е значение внутренних углов т р е у г о л ь н и к о в . Б о л е е 
п о л н о е обсуждение свойств триангуляции Д е л о н е и связанных с н е ю п р о б л е м м о ж н о найти в об ­
зорах [13], [14]. Ф о р м а л ь н о е определение триангуляции Д е л о н е (см., н а п р и м е р , [15]) с в я з ы в а е т с я 

(10) 

(11) 

2. Р А С Ч Е Т Н Ы Е С Е Т К И 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 42 № 9 2002 
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со свойством, ч т о для к а ж д о г о т р е у г о л ь н и к а все другие у з л ы л е ж а т вне описанной о к р у ж н о с т и . 
Д л я н а ш е г о д а л ь н е й ш е г о и з л о ж е н и я о ч е н ь в а ж н а связь триангуляции Д е л о н е с д и а г р а м м н о й 
(разбиением) В о р о н о г о . 

М н о г о у г о л ь н и к о м В о р о н о г о для о т д е л ь н о г о узла будет м н о ж е с т в о т о ч е к , к о т о р ы е л е ж а т 
б л и ж е к э т о м у узлу, ч е м к о всем другим. Д л я двух т о ч е к м н о ж е с т в а о п р е д е л я ю т с я полуплоскос ­
т ь ю , к о т о р а я ограничена п е р п е н д и к у л я р о м к середине о т р е з к а , с о е д и н я ю щ е г о э т и две т о ч к и . 
П о э т о м у м н о г о у г о л ь н и к о м В о р о н о г о будет п е р е с е ч е н и е таких по л у пл о ско стей для всех п а р уз­
лов , о б р а з о в а н н ы х д а н н ы м у з л о м и всеми другими узлами . П о д ч е р к н е м , ч т о э т о т м н о г о у г о л ь н и к 
всегда в ы п у к л ы й . 

К а ж д а я в е р ш и н а м н о г о у г о л ь н и к а В о р о н о г о является т о ч к о й встречи трех м н о г о у г о л ь н и к о в 
В о р о н о г о . С к а ж д о й из этих в е р ш и н связывается т р е у г о л ь н и к , п о с т р о е н н ы й п о с о о т в е т с т в у ю ­
щ и м у з л а м к о н т а к т и р у ю щ и х м н о г о у г о л ь н и к о в В о р о н о г о . Э т о и есть триангуляция Д е л о н е . Т е м 
с а м ы м м е ж д у д и а г р а м м о й В о р о н о г о и триангуляцией устанавливается в заимное соответствие . 

П р и триангуляции Д е л о н е м ы п о л у ч а е м о п т и м а л ь н о е р а з б и е н и е р а с ч е т н о й области по задан­
ному м н о ж е с т в у узлов - о п т и м а л ь н о е с т о ч к и зрения максимизации м и н и м а л ь н ы х углов треу­
гольников . Триангуляции Д е л о н е соответствует д и а г р а м м а В о р о н о г о , к о т о р а я для к а ж д о г о узла 
однозначно о п р е д е л я е т м н о ж е с т в о т о ч е к области . Э т о в ы д е л е н и е м н о ж е с т в а т о ч е к делается по 
с о в е р ш е н н о п р о з р а ч н о м у г е о м е т р и ч е с к о м у к р и т е р и ю м а к с и м а л ь н о й близости к узлу. Т е м са­
м ы м триангуляция Д е л о н е и диаграмма В о р о н о г о п о л н о с т ь ю о п р е д е л я ю т (и о п р е д е л я ю т опти­
м а л ь н о и однозначно) р а с ч е т н у ю т р е у г о л ь н у ю сетку и к о н т р о л ь н ы й о б ъ е м . 

Т р и а н г у л я ц и я Д е л о н е а к т и в н о используется в в ы ч и с л и т е л ь н о й п р а к т и к е при п о с т р о е н и и 
схем к о н е ч н ы х э л е м е н т о в (см., н а п р и м е р , [16]). И м е е т с я т а к ж е м н о г о х о р о ш о п р о р а б о т а н н ы х 
в ы ч и с л и т е л ь н ы х м е т о д о в генерации т а к и х т р е у г о л ь н ы х с е т о к и с о о т в е т с т в у ю щ е е п р о г р а м м н о е 
обеспечение . 

Д л я п р о с т о т ы и з л о ж е н и я ограничимся р а с с м о т р е н и е м д в у м е р н ы х задач . Б у д е м считать , ч т о 
р а с ч е т н а я о б л а с т ь представляет собой в ы п у к л ы й м н о г о у г о л ь н и к О с границей ЭО. Д л я т о ч е к об­
ласти используем о б о з н а ч е н и я х = ( х ( 1 ) , х ( 2 ) ) . 

В о б л а с т и О = О и ЭО введена сетка со, с о с т о я щ а я из узлов х / ? i = 1, 2, М, п р и ч е м у г л ы 
м н о г о у г о л ь н и к а О я в л я ю т с я узлами. П у с т ь со - м н о ж е с т в о внутренних, а Э с о - м н о ж е с т в о гранич­
ных узлов , т .е . со = со п О , Эсо = бз п ЭО. С к а ж д ы м у з л о м xh i = 1 , 2, М, с в я ж е м к о н т р о л ь н ы й 
о б ъ е м О, к а к о п р е д е л е н н у ю часть р а с ч е т н о й области . В к а ч е с т в е к о н т р о л ь н о г о о б ъ е м а в ы б и р а ­
ю т с я м н о г о у г о л ь н и к и В о р о н о г о или их часть , п р и н а д л е ж а щ а я О. 

К о н т р о л ь н ы е о б ъ е м ы п о к р ы в а ю т в с ю р а с ч е т н у ю о б л а с т ь , т а к ч т о 

_ м _ _ 
О = KJQh О/ = О у и ЭО,-, О, n Q j = 0 , 1Ф j \ i, j = 1,2, . . . , М . 

/ = 1 

Д л я о б щ и х граней к о н т р о л ь н ы х о б ъ е м о в используем о б о з н а ч е н и я 

ЭО; п Э О ; = Гф i Ф j , /, j = 1,2, М. 

Д л я узла i определим м н о ж е с т в о соседних узлов W(i), для к о т о р ы х к о н т р о л ь н ы е о б ъ е м ы 
и м е ю т о б щ и е грани с к о н т р о л ь н ы м о б ъ е м о м для узла /, т .е . 

W(i) = {; I Э О ; П Э О 7 . * 0 , j = 1,2, . . . , М } , i = 1,2, . . . , М . 

В в е д е м т а к ж е о б о з н а ч е н и я 

Vi = р х , ltj = р х , i,j = 1,2, . . . , М , 

для п л о щ а д и к о н т р о л ь н о г о о б ъ е м а и д л и н ы р е б р а м н о г о у г о л ь н и к а В о р о н о г о соответственно . 

3. Р А З Н О С Т Н Ы Е О П Е Р А Т О Р Ы Д И Ф Ф У З И О Н Н О Г О П Е Р Е Н О С А 

П р е ж д е ч е м переходить к к о н к р е т н о м у о б с у ж д е н и ю п р о б л е м построения р а з н о с т н ы х схем на 
т р е у г о л ь н ы х сетках , о т м е т и м н е к о т о р ы е в о з м о ж н ы е о б щ и е подходы, к о т о р ы е могут найти (и 
находят) применение . 
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Схемы метода конечных элементов. Н а и б о л е е п р о с т о й (с м е т о д о л о г и ч е с к о й т о ч к и зрения) 
подход к п о с т р о е н и ю д и с к р е т н ы х а н а л о г о в на т р е у г о л ь н ы х сетках состоит в использовании ме ­
тода к о н е ч н ы х э л е м е н т о в . Д р у г о е дело , ч т о не всегда м о ж н о ограничиться с т а н д а р т н ы м и вари­
а н т а м и к о н е ч н о э л е м е н т н о й аппроксимации . 

В в ы ч и с л и т е л ь н о й п р а к т и к е ш и р о к о и с п о л ь з у ю т с я к у с о ч н о - л и н е й н ы е к о н е ч н ы е э л е м е н т ы , 
к о т о р ы е с о о т в е т с т в у ю т а п п р о к с и м а ц и и п р и б л и ж е н н о г о р е ш е н и я на к а ж д о м т р е у г о л ь н и к е ли­
н е й н о й ф у н к ц и е й . П р и э т о м в задачах к о н в е к ц и и - д и ф ф у з и и м ы п о л у ч а е м а н а л о г и схем с цент­
р а л ь н о - р а з н о с т н о й а п п р о к с и м а ц и е й к о н в е к т и в н ы х с л а г а е м ы х . 

П р и к о н е ч н о э л е м е н т н о й а п п р о к с и м а ц и и есть п р о б л е м ы получения м о н о т о н н ы х схем, т .е . 
схем, для к о т о р ы х в ы п о л н е н принцип максимума . В т е о р и и м е т о д а к о н е ч н ы х э л е м е н т о в п р о б л е ­
ма р е ш а е т с я и с п о л ь з о в а н и е м не м е т о д а Г а л е р к и н а , а е го о б о б щ е н и я - м е т о д а П е т р о в а - Г а л е р -
к и н а (см., н а п р и м е р , [3]). В э т о м случае п р о б н ы е ф у н к ц и и , из к о т о р ы х конструируется р е ш е н и е , 
и п о в е р о ч н ы е , к о т о р ы е д а ю т систему уравнений , р а з л и ч а ю т с я . Н а т а к о м д о с т а т о ч н о искусст­
в е н н о м пути п о л у ч а ю т с я с х е м ы , и м е ю щ и е , н а п р и м е р , б о л ь ш о е сходство со схемами с н а п р а в л е н ­
н ы м и р а з н о с т я м и . 

Метод опорных операторов. В э т о м подходе (более п о д р о б н о е и з л о ж е н и е см. в [17], [18]) ис­
ходная задача ф о р м у л и р у е т с я в т е р м и н а х д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х о п е р а т о р о в в е к т о р н о г о анализа : 
дивергенция , градиент и р о т о р . Д а л е е на в ы б р а н н о й сетке аппроксимируется один из этих опе­
р а т о р о в . Другие о п е р а т о р ы у ж е о п р е д е л я ю т с я из н е к о т о р ы х связей и н т е г р а л ь н о г о х а р а к т е р а 
м е ж д у д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м и о п е р а т о р а м и . Э т и м достигается согласованная а п п р о к с и м а ц и я опе­
р а т о р о в , д а ю щ а я т а к и е свойства , к а к консервативность , с о п р я ж е н н о с т ь и т.д. 

Д л я т р е у г о л ь н ы х р а с ч е т н ы х с е т о к м е т о д о п о р н ы х о п е р а т о р о в развивается , н а п р и м е р , в [19]. 
О с н о в н ы е о с о б е н н о с т и с в я з а н ы с заданием м н о ж е с т в а с е т о ч н ы х ф у н к ц и й . Н а п р и м е р , р е ш е н и е 
м о ж е т а п п р о к с и м и р о в а т ь с я в узлах т р е у г о л ь н о й сетки , п о т о к и - в я ч е й к а х ( ячеечно-узловая ап­
проксимация) л и б о в ц е н т р а х г р а н е й я ч е й к и ( р а з н е с е н н ы е сетки) . 

Метод баланса (интегроинтерполяционный метод). О д н и м из о с н о в н ы х подходов к постро ­
е н и ю р а з н о с т н ы х схем на н е р е г у л я р н ы х сетках является классический и н т е г р о и н т е р п о л я ц и о н ­
н ы й м е т о д [20]. М е т о д баланса основан на следующих о с н о в н ы х п о л о ж е н и я х . 

(i) Н е о б х о д и м о задать сетку (определить м н о ж е с т в о узлов , м н о ж е с т в о с е т о ч н ы х ф у н к ц и й ) . 

(и) Д л я к а ж д о г о о т д е л ь н о г о узла о п р е д е л я е т с я о к р е с т н о с т ь ( к о н т р о л ь н ы й о б ъ е м ) - ч а с т ь рас­
ч е т н о й области , о т н е с е н н о й к заданному узлу. 

( i l l ) Р а з н о с т н а я схема п о л у ч а е т с я и н т е г р и р о в а н и е м исходного уравнения по к о н т р о л ь н о м у 
о б ъ е м у с н е к и м и п р е д п о л о ж е н и я м и о поведении р е ш е н и я . 

В зависимости о т т о г о , к а к все э т о делается , м ы и приходим к т о м у или иному варианту м е т о ­
да к о н т р о л ь н о г о о б ъ е м а . 

П р и п о с т р о е н и и р а з н о с т н ы х схем на т р е у г о л ь н о й сетке м е т о д о м к о н т р о л ь н о г о о б ъ е м а есте­
ственно з а д а в а т ь с е т о ч н ы е ф у н к ц и и в узлах. Э т о стандартный , но единственный вариант . В ка­
честве а л ь т е р н а т и в ы м о ж н о и с п о л ь з о в а т ь задание ф у н к ц и и в н е к о т о р ы х т о ч к а х , с в я з ы в а е м ы х с 
т р е у г о л ь н о й я ч е й к о й . П р и м е р о м м о ж е т с л у ж и т ь задание с е т о ч н ы х ф у н к ц и й в в е р ш и н а х м н о г о ­
у г о л ь н и к о в В о р о н о г о . 

В т о р о й , н е о п р е д е л е н н ы й м о м е н т п о р о ж д е н в ы б о р о м к о н т р о л ь н о г о о б ъ е м а . П р и триангуля ­
ции в к а ч е с т в е к о н т р о л ь н о г о о б ъ е м а во многих р а б о т а х в ы б и р а е т с я ч а с т ь т р е у г о л ь н и к а , к о т о ­
р а я в ы д е л я е т с я при п е р е с е ч е н и и медиан. В э т о м случае к к а ж д о м у из узлов относится р а в н а я по 
п л о щ а д и часть т р е у г о л ь н и к а . 

И н т е р е с н ы й в а р и а н т в ы б о р а к о н т р о л ь н о г о о б ъ е м а связан с д и а г р а м м о й В о р о н о г о . В э т о м 
случае к к а ж д о м у о т д е л ь н о м у узлу относится часть всей р а с ч е т н о й области , к о т о р а я б л и ж е все­
го р а с п о л о ж е н а к нему (никакого р а в н о в е л и к о г о р а з д е л е н и я т р е у г о л ь н и к о в здесь, к о н е ч н о , нет) . 
В а ж н о , ч т о и в т о м , и в другом случае в к а ч е с т в е к р и т е р и я в ы б о р а к о н т р о л ь н о г о о б ъ е м а п о л о ­
ж е н ы с о в е р ш е н н о п р о з р а ч н ы е г е о м е т р и ч е с к и е т р е б о в а н и я : в п е р в о м случае - р а з д е л е н и е треу­
г о л ь н и к а на т р и р а в н о в е л и к и е части , во в т о р о м - г е о м е т р и ч е с к а я близость т о ч е к р а с ч е т н о й об ­
ласти . 

Среди п л ю с о в р а з д е л е н и я медианами о т м е т и м , ч т о его п р о в о д и л и для п р о и з в о л ь н о г о р а з б и ­
ения на т р е у г о л ь н и к и , не ограничиваясь триангуляцией Д е л о н е . П р е и м у щ е с т в а р а з б и е н и я В о р о ­
н о г о п р е д с т а в л я ю т с я б о л е е в е с о м ы м и и с в я з а н ы с о р т о г о н а л ь н о с т ь ю сторон т р е у г о л ь н и к а к гра­
ням м н о г о у г о л ь н и к о в В о р о н о г о . 
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х,- е ш 

О п р е д е л и м расстояние м е ж д у узлами xh х;-: 

d(xi9Xj) = 

и середину о т р е з к а , с о е д и н я ю щ е г о э т и у з л ы : 

2 

2<*ie)-*5e)) 
-сс = 1 

1/2 

_ , (1) (2)ч (а) _ I, (а) (а)ч ^ _ i о 
— V-̂ /y ? j? — 7 ' ' ^ ~~ I , Z . 

С е т о ч н ы й о п е р а т о р д и ф ф у з и о н н о г о переноса , к о т о р ы й относится к о внутреннему узлу хг- е со, 
определяется в соответствии с и н т е г р о и н т е р п о л я ц и о н н ы м м е т о д о м из и н т е г р и р о в а н и я по кон­
т р о л ь н о м у о б ъ е м у Q t : 

Du = {D^^^rl^udx. (13) 
v i J 

Д л я в е к т о р а д и ф ф у з и о н н о г о п о т о к а используем в ы р а ж е н и е 

q = -fc(x)gradw 

и тогда и м е е м 

2) и = d i v q . 

С у ч е т о м э т о г о для п р а в о й части (13) п о л у ч а е м 

l^budx = J (q , n ) d x , . (14) 

о, эц 

где п - в н е ш н я я н о р м а л ь . 
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Эвристические с о о б р а ж е н и я в пользу м н о г о у г о л ь н и к о в В о р о н о г о с в я з а н ы с идеей г л о б а л и з а ­
ции (оптимизации) сетки и к о н т р о л ь н ы х о б ъ е м о в : о п т и м и з а ц и я для всех узлов , а не для о т д е л ь ­
ного треугольника . 

М е т о д баланса при использовании т р е у г о л ь н ы х с е т о к н е о б х о д и м о р е а л и з о в ы в а т ь на т р и а н ­
гуляции Д е л о н е при в ы б о р е м н о г о у г о л ь н и к о в В о р о н о г о в к а ч е с т в е к о н т р о л ь н о г о о б ъ е м а . Э т о 
наиболее естественная процедура , п о з в о л я ю щ а я н а и б о л е е п р о с т о с т р о и т ь р а з н о с т н ы е с х е м ы с 
использованием о п т и м и з и р о в а н н ы х т р е у г о л ь н ы х сеток . 

В г и л ь б е р т о в о м пространстве Ж = ^Е2(Р) введем с к а л я р н о е произведение и норму 

( Л 1 / 2 

(и, w) = ju(x)w(x)dx, \\и\\ = (и, w ) 1 / 2 = ju2(x)dx 

a h i у 

для п р о и з в о л ь н ы х ф у н к ц и й и(х) и w(x), о б р а щ а ю щ и х с я в нуль на 3 Q . 
О с н о в н о е свойство о п е р а т о р а д и ф ф у з и о н н о г о переноса , о п р е д е л я е м о е согласно (6), связано 

с с а м о с о п р я ж е н н о с т ь ю и п о л о ж и т е л ь н о й о п р е д е л е н н о с т ь ю в Ж: 

2 ) = 3 * > - ^ £ ( 1 2 ) 

при к(х) > к > 0. З д е с ь Е - т о ж д е с т в е н н ы й о п е р а т о р , а М0 - постоянная в неравенстве Фридрихса 

Д л я с е т о ч н ы х ф у н к ц и й у(х), w(x), з а д а н н ы х в узлах Х Е Ш И о б р а щ а ю щ и х с я в нуль в г р а н и ч ­
ных узлах х е ЭО, зададим с к а л я р н о е произведение в Н = L 2(co) и норму с о о т н о ш е н и я м и 
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Шу) = -2± 1 '««̂ ЖЧЙТ) ' (18) 

х,. е coy е °lf(0 7 

он я в л я е т с я т а к ж е и п о л о ж и т е л ь н ы м (D = D * > 0). 
Б о л е е т о г о , с е т о ч н ы й о п е р а т о р д и ф ф у з и о н н о г о переноса п о л о ж и т е л ь н о определен . А имен­

но , к а к и в д и ф ф е р е н ц и а л ь н о м случае , и м е е м (см. [21]) 

D = D * > - ^ - £ , (19) 

где М0 - постоянная , не з а в и с я щ а я от сетки , в р а з н о с т н о м неравенстве Фридрихса 

х,е o ) . /g 'W(i) 7 

Н а свойстве м о н о т о н н о с т и р а з н о с т н о г о о п е р а т о р а д и ф ф у з и о н н о г о переноса м ы остановимся 
позднее , после п о с т р о е н и я д и с к р е т н ы х а н а л о г о в о п е р а т о р о в к о н в е к т и в н о г о переноса . 

4. А П П Р О К С И М А Ц И Я О П Е Р А Т О Р О В К О Н В Е К Т И В Н О Г О П Е Р Е Н О С А 

П р и п о с т р о е н и и р а з н о с т н ы х о п е р а т о р о в к о н в е к т и в н о г о переноса м е т о д о м баланса удобно 
н а ч а т ь с р а с с м о т р е н и я о п е р а т о р а переноса в дивергентной ф о р м е (8). П о л о ж и м 

С2и = {С2и)^^\%2ийх (20) 

ц 

для внутренних узлов сетки . Д л я п р а в о й части и м е е м 

^%2udK = J (v, n)udx. 

П о д о б н о с л у ч а ю а п п р о к с и м а ц и и д и ф ф у з и о н н о г о переноса , будем о тно си ть н о р м а л ь н у ю к о м п о ­
ненту с к о р о с т и к середине о т р е з к а , с о е д и н я ю щ е г о у з л ы сетки . П р и использовании о б о з н а ч е н и й 

bu = (v, п ) ( х / 7 ) 
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Р а з н о с т н у ю а п п р о к с и м а ц и ю н о р м а л ь н о й к о м п о н е н т ы п о т о к а на грани ytj о б о з н а ч и м и по ­
э т о м у из (13), (14) для р а з н о с т н о г о о п е р а т о р а д и ф ф у з и о н н о г о переноса п о л у ч и м представление 

^ = v. I ^ ' х< е ( 0- ( 1 5 ) 

Д л я случая гладких к о э ф ф и ц и е н т о в уравнения и самого р е ш е н и я естественно и с п о л ь з о в а т ь 
п р о с т е й ш и е а п п р о к с и м а ц и и для п о т о к а по н о р м а л и в т о ч к е х / ;-: 

«»=-*<*̂1й>- <1б) 

И з (15), (16) п о л у ч и м для р а з н о с т н о г о о п е р а т о р а д и ф ф у з и о н н о г о переноса и с к о м о е представ­
л е н и е 

< а д - - у , Е у < Ч ^ . ж , е в . от) 

К а к и при р а с с м о т р е н и и р а з н о с т н ы х схем на р е г у л я р н ы х сетках [10], м о ж н о исследовать и 
другие а п п р о к с и м а ц и и для п о т о к о в . Э т о т м о м е н т особенно в а ж е н , в частности , для задач с ку­
сочно- гладкими к о э ф ф и ц и е н т а м и уравнения . 

Д л я с е т о ч н ы х ф у н к ц и й у( = у(х() = 0, wt = 0, хг- е ЭО, и м е е м (Z>y, w) = (у, т .е . р а з н о с т н ы й 
о п е р а т о р (17) я в л я е т с я с а м о с о п р я ж е н н ы м в Я . В силу 

1 v v , . . . . . ш . J >J~y> 4 2 
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2 
iv Э т - ( а ) 

d i v v = Х ^ Т = ° - х е (24) 
к о с о с и м м е т р и ч н ы м и будут и о п е р а т о р ы к о н в е к т и в н о г о переноса в н е д и в е р г е н т н о м (7) и дивер­
гентном (8) видах. П р и н ц и п и а л ь н ы м при п о с т р о е н и и д и с к р е т н ы х аппроксимаций о п е р а т о р о в 
к о н в е к т и в н о г о переноса является т о , ч т о свойство к о с о с и м м е т р и ч н о с т и для о п е р а т о р а и м е е т 
место для л ю б ы х v ( a ) ( x ) , a = 1, 2, в т о м числе и не у д о в л е т в о р я ю щ и х у с л о в и ю н е с ж и м а е м о с т и 
(24). 

Н е п о с р е д с т в е н н ы е в ы к л а д к и д а ю т 

2 JLd jLj vij~ijsrri 2 
X,- g coy e °W(i) x(- g coy € °W(i) 

I _ _ I 

X- G CO7 G °W(i) X(- G CO у G 

где учтено , ч т о Ь̂ - = - й ^ . Э т о дает в о з м о ж н о с т ь о п р е д е л и т ь р а з н о с т н ы й о п е р а т о р 

1 ^ , L Уу -У« 
( С 1 У ) = у . 2* WiH-Y1* со. (25) 

П о п о с т р о е н и ю , р а з н о с т н ы е о п е р а т о р ы к о н в е к т и в н о г о переноса в дивергентной и недивергент­
ной ф о р м а х , о п р е д е л я е м ы е согласно (21), (25), с т о ч н о с т ь ю до з н а к а с о п р я ж е н ы друг другу, т .е . 

С * = - С 2 . (26) 

Д л я о п е р а т о р а к о н в е к т и в н о г о переноса в с и м м е т р и ч н о й ф о р м е (9) с у ч е т о м представления 

С 0 = ( С 1 + С 2 ) / 2 

из (21) и (25) п о л у ч и м н а и б о л е е к о м п а к т н у ю а п п р о к с и м а ц и ю 

' j e ¥ ( i ) 

Основное свойство э т о г о р а з н о с т н о г о о п е р а т о р а есть 

С* = - С 0 , . (28) 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 42 № 9 2002 

для р а з н о с т н о г о о п е р а т о р а к о н в е к т и в н о г о п е р е н о с а из (20) п о л у ч и м 

ljeW(i) 

Р а с с м о т р и м т е п е р ь а п п р о к с и м а ц и ю о п е р а т о р а к о н в е к т и в н о г о переноса в недивергентной 
ф о р м е (7). В м е с т о т о г о ч т о б ы п ы т а т ь с я с т р о и т ь н е п о с р е д с т в е н н ы е аппроксимации (1), исполь­
зуем свойство с о п р я ж е н н о с т и с т о ч н о с т ь ю до з н а к а о п е р а т о р о в к о н в е к т и в н о г о переноса в ди­
вергентной и недивергентной ф о р м а х . 

П р и н и м а я во внимание о д н о р о д н ы е г р а н и ч н ы е условия (2), и м е е м 

a = l Q o c = 1 q 

Тем с а м ы м 

%f = -Ч2. (22) 

В силу (22), о п е р а т о р к о н в е к т и в н о г о переноса в с и м м е т р и ч н о й ф о р м е (9) будет кососиммет -
р и ч н ы м ((Я1о0и, и) = 0): 

= - ^ о * . (23) 

П р и в ы п о л н е н и и условия н е с ж и м а е м о с т и среды 
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п р и ч е м э т о свойство к о с о с и м м е т р и ч н о с т и и м е е т м е с т о при л ю б о м п о л е с к о р о с т е й (для п р о и з ­
в о л ь н ы х в е к т о р о в v, не о б я з а т е л ь н о у д о в л е т в о р я ю щ и х к а к о м у - т о р а з н о с т н о м у аналогу свойства 
н е с ж и м а е м о с т и (24)). 

П р и ч и с л е н н о м р е ш е н и и задач м е х а н и к и с п л о ш н о й с р е д ы б о л ь ш о е значение и м е е т согласо­
вание а п п р о к с и м а ц и й о п е р а т о р о в к о н в е к т и в н о г о п е р е н о с а в дивергентной и недивергентной 
ф о р м а х . С о г л а с о в а н н о с т ь п о н и м а е т с я в т о м с м ы с л е , ч т о один р а з н о с т н ы й о п е р а т о р совпадает с 
другим в случае , когда с о о т в е т с т в у ю щ е е р а з н о с т н о е условие н е с ж и м а е м о с т и и м е е т место . Т а к о й 
м о м е н т в а ж е н , т а к к а к в случае д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х уравнений т а к а я э к в и в а л е н т н о с т ь сущест­
вует и и м е н н о она о б е с п е ч и в а е т в ы п о л н и м о с т ь не одного , а н е с к о л ь к и х з а к о н о в сохранения . 
В частности , для уравнений Н а в ь е - С т о к с а для н е с ж и м а е м о й с р е д ы о п е р а т о р к о н в е к т и в н о г о пе­
реноса в уравнении д в и ж е н и я не дает в к л а д а ни в к и н е т и ч е с к у ю э н е р г и ю , ни в о т д е л ь н ы е к о м ­
п о н е н т ы импульса ( э н е р г е т и ч е с к а я н е й т р а л ь н о с т ь и н е й т р а л ь н о с т ь по импульсу) . П р и использо ­
вании п р о с т е й ш и х а п п р о к с и м а ц и й м ы м о ж е м р а с с ч и т ы в а т ь на ч т о - т о одно: м ы следим л и б о за 
к и н е т и ч е с к о й э н е р г и е й , л и б о за импульсом. 

П р и р а с с м о т р е н и и н е с ж и м а е м о й с р е д ы (условие (24)) на д и ф ф е р е н ц и а л ь н о м уровне м о ж н о 
использовать л ю б у ю из трех (7)-(9) э к в и в а л е н т н ы х ф о р м записи к о н в е к т и в н ы х слагаемых. Э т о -
следствие с л е д у ю щ е й ф о р м у л ы в е к т о р н о г о анализа : 

div(vw) = (v • gradw) + wdivv , 

к о т о р а я , в с в о ю о ч е р е д ь , базируется на ф о р м у л е д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я произведения двух ф у н к ­
ций. Д л я о п е р а т о р о в к о н в е к т и в н о г о переноса 

%и = ^ a + Cdivv)!*. (29) 

П р и п о с т р о е н и и к о н е ч н о - р а з н о с т н ы х а п п р о к с и м а ц и й о п е р а т о р о в к о н в е к т и в н о г о переноса 
естественно с т р е м и т ь с я к о т б о р у т а к и х р а з н о с т н ы х о п е р а т о р о в , к о т о р ы е и м е л и б ы о т м е ч е н н о е 
в ы ш е свойство (29) д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х о п е р а т о р о в - свойство перехода одной р а з н о с т н о й апп­
р о к с и м а ц и и в другую. 

И з (21), (25) и м е е м 

С2у = С{у + у ^ //А)7" х / е ю-
Э т о м у равенству придадим ф о р м у , а н а л о г и ч н у ю (29): 

С2у = C{y + (divhv)y, (30) 

где р а з н о с т н ы й о п е р а т о р дивергенции есть 

div / 7 v = у ] Г lijbip х,-е со. (31) 
lJeW(i) 

К а п п р о к с и м а ц и и дивергенции в е к т о р а посредством (31) приходим, используя о п р е д е л е н и е 

( Л r ^ _i 
div v = lim [dV 

5 - » 0 J J 
W J 4 ) -

где V - о б л а с т ь , dV - граница области , 8 - д и а м е т р области . В ы р а ж е н и е (31) м о ж н о рассматри­
в а т ь к а к с о о т в е т с т в у ю щ у ю к в а д р а т у р н у ю ф о р м у л у для п р а в о й части при и н т е г р и р о в а н и и по 
к о н т р о л ь н о м у о б ъ е м у для узла х,- е со. 

Н а р а в н о м е р н ы х п р я м о у г о л ь н ы х сетках о п е р а т о р ы (21), (25) с о о т в е т с т в у ю т и с п о л ь з о в а н и ю 
о б ы ч н ы х ц е н т р а л ь н о - р а з н о с т н ы х аппроксимаций . П о с р а в н е н и ю с а п п р о к с и м а ц и я м и направ ­
л е н н ы м и р а з н о с т я м и м ы в э т о м случае м о ж е м р а с с ч и т ы в а т ь на б о л ь ш у ю т о ч н о с т ь . О д н а к о при 
э т о м не всегда для р а з н о с т н о г о р е ш е н и я в ы п о л н е н принцип максимума , т .е . схемы с ц е н т р а л ь н о -
р а з н о с т н ы м и аппроксимациями не всегда являются м о н о т о н н ы м и . П р и построении безусловно 
м о н о т о н н ы х схем необходимо ориентироваться на применение схем с н а п р а в л е н н ы м и разностями. 

В ы д е л и м п о л о ж и т е л ь н у ю и о т р и ц а т е л ь н у ю с о с т а в л я ю щ и е н о р м а л ь н о й к о м п о н е н т ы с к о р о ­
сти, п о л о ж и в 

btj = bl + by, 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 42 № 9 2002 
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где 

b l = + b~a = \(ьч-\ьи\)-

П р и аппроксимации п р а в о й части (22) будем и с п о л ь з о в а т ь значение с е т о ч н о й ф у н к ц и и л и б о 
в ц е н т р а л ь н о м , л и б о в п е р и ф е р и й н о м узле , в зависимости о т з н а к а скорости . Э т о приводит нас 
к разностному о п е р а т о р у к о н в е к т и в н о г о переноса в виде 

(С^ = У. Б + (32) 
ljeW(i) 

Н а и б о л е е п р о с т о аппроксимация о п е р а т о р а к о н в е к т и в н о г о п е р е н о с а в недивергентной ф о р ­
ме (9) проводится на основе использования (30). П р и использовании р а з н о с т н о г о о п е р а т о р а ди­
вергенции (31) для р а з н о с т н о г о а н а л о г а (9) и м е е м в ы р а ж е н и е 

( С 1 У ) , = ^ X hMyj-уд, х г - Е Ш . (33) 
lJEW(i) 

Т е м с а м ы м п о л у ч е н ы а п п р о к с и м а ц и и (32) и (33) о п е р а т о р о в к о н в е к т и в н о г о переноса в дивер­
гентной (9) и недивергентной (7) ф о р м а х н а п р а в л е н н ы м и разностями . П р и ч е м э т и аппроксима­
ции с о г л а с о в а н ы в с м ы с л е в ы п о л н е н и я равенства (30). 

5. М О Н О Т О Н Н О С Т Ь Р А З Н О С Т Н Ы Х С Х Е М 

К р а е в ы м з а д а ч а м (1), (2) и (2), (3) п о с т а в и м в соответствие р а з н о с т н ы е задачи 

Cy + Dy = ф ( х ) , х е со, (34) 

для с е т о ч н ы х ф у н к ц и й у(х) = 0, х е Эсо. Д л я п р а в ы х частей (34) п о л о ж и м , н а п р и м е р , 

1 f 
ф ( х ) = — J / ( x ) A , х е со. 

Д л я т о г о ч т о б ы вос пользоваться р е з у л ь т а т а м и в ы п о л н е н и я принципа максимума на с е т о ч н о м 
уровне [1], з а п и ш е м р а з н о с т н ы е задачи (34) в виде 

«/У,-- X 1 V < = Ф<' х / G ш > * (35) 

уг- = 0 , X G Эсо. (36) 

Б у д е м считать , ч т о со является связной сеткой . 

Д л я р а з н о с т н о й задачи (35), (36) справедлив принцип максимума , т .е . р а з н о с т н а я схема м о н о ­
тонна при в ы п о л н е н и и (см. [1]) условий 

сЛ->0, р у > 0 , j e ¥ ( i ) , (37) 

5 ^ а , - ] Г р / 7 > 0 , х , е со. (38) 
jeW(i) 

Р а з н о с т н а я схема (34) для задачи (1), (2) при использовании аппроксимаций (17) и (33) з а п и с ы ­
вается в виде (35), (36) с к о э ф ф и ц и е н т а м и 

je°lf(0 ;e^(i) J 

8/ = 0 , X; G CO. 

У с л о в и я м о н о т о н н о с т и (37), (38) безусловно в ы п о л н е н ы . 

7 ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 42 № 9 2002 
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ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 42 № 9 2002 

Р а с с м о т р и м т е п е р ь схему (34), в к о т о р о й используется р а з н о с т н ы й о п е р а т о р к о н в е к т и в н о г о 
п е р е н о с а С = Съ о п р е д е л я е м ы й согласно (25). Схема (17), (25), (34) з а п и с ы в а е т с я в к а н о н и ч е с к о м 
виде (35), (36) п р и 

8; = О, X; G CO. 

О п р е д е л и м л о к а л ь н о е с е т о ч н о е число П е к л е : 

= 1 \ ^ J \ jeW(i), х - е с о . 

У с л о в и я м о н о т о н н о с т и (37) приводят к о г р а н и ч е н и я м 

Р е / ; - < 2 , jeW(i), х . е с о . (39) 

Т а к и е о г р а н и ч е н и я т и п и ч н ы при использовании ц е н т р а л ь н о - р а з н о с т н ы х аппроксимаций на р е ­
г у л я р н ы х сетках [10]. 

Д л я задачи к о н в е к ц и и - д и ф ф у з и и с д и в е р г е н т н ы м и к о н в е к т и в н ы м и с л а г а е м ы м и (2), (3) при 
и с п о л ь з о в а н и и н а п р а в л е н н ы х аппроксимаций (17) и (32) и м е е м 

8, = d iv A v , xte со. 

Т е м с а м ы м с т а н д а р т н ы е условия м о н о т о н н о с т и (37), (38) будут в ы п о л н е н ы т о л ь к о при div^v > 0. 
А н а л о г и ч н а я ситуация и м е е т м е с т о при р а с с м о т р е н и и р а з н о с т н ы х схем на п р я м о у г о л ь н ы х 

сетках [10], [22]. Б е з у с л о в н о е в ы п о л н е н и е принципа максимума для схем с н а п р а в л е н н ы м и р а з ­
н о с т я м и для уравнения (34) м о ж н о в э т о м случае связать с д и а г о н а л ь н ы м п р е о б л а д а н и е м не по 
с т р о к а м ( к а к условия (37), (38)), а п о столбцам . В т о р а я , б о л е е п е р с п е к т и в н а я при р а с с м о т р е н и и 
р а з н о с т н ы х схем на н е с т р у к т у р и р о в а н н ы х сетках в о з м о ж н о с т ь связана с установлением принци­
па м а к с и м у м а в стандартной ф о р м у л и р о в к е для с о п р я ж е н н о й задачи (см. [10], [23]). 

Р а с с м о т р и м с о п р я ж е н н ы й к С 2 , о п р е д е л я е м ы й согласно (32) о п е р а т о р . П р и н и м а я во внимание 

lij = lVp b~{j = -b]j, п о л у ч а е м 

(С2У^)= X X w ^ + ^ k - = х X lijyibUvt-vj)-

X,- € со у G °W (0 Х- G со у е W (i) 

Т е м с а м ы м 

C 2 V = ^ X htfjivt-vj), xte со. (40) 

П р и р а с с м о т р е н и и с о п р я ж е н н о й задачи 

C 2 V + D v = ф ( х ) , х Е со, (41) 

устанавливается о б ы ч н ы м о б р а з о м безусловная в ы п о л н и м о с т ь принципа м а к с и м у м а в стандарт­
ной ф о р м у л и р о в к е . Н а п о м н и м , ч т о р е ч ь идет о ф о р м у л и р о в к е принципа м а к с и м у м а в следую­
щ е й ф о р м е : п р и в ы п о л н е н и и условий (37), (38) р е ш е н и е задачи (35), (36) н е о т р и ц а т е л ь н о (непо­
л о ж и т е л ь н о ) , если п р а в а я ч а с т ь (35) н е о т р и ц а т е л ь н а ( н е п о л о ж и т е л ь н а ) . 
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П о к а ж е м , ч т о из в ы п о л н е н и я принципа м а к с и м у м а для с о п р я ж е н н о й задачи следует в ы п о л ­
нение принципа максимума для исходной задачи. Д л я к а ж д о г о xf- е со о п р е д е л и м с е т о ч н у ю ф у н к ­
цию 

Г 1 Д / , х = х , 

[О, х^х, - . 

Определим с е т о ч н у ю ф у н к ц и ю G(x, xt) при заданном xt е со к а к р е ш е н и е задачи 

C^G + DG = 5 / Л х - Х ; ) , х G со. (42) 

В силу в ы п о л н е н и я принципа м а к с и м у м а для с о п р я ж е н н о й задачи (41), ф у н к ц и я G(x, xt) > 0. 
Д о м н о ж и в с к а л я р н о уравнение (42) на р е ш е н и е исходной к р а е в о й задачи 

С2у + Dy = ф(х), хе со, 
с учетом (42) п о л у ч и м представление р е ш е н и я 

y(xt) = ( G ( x , x f - ) , 9 ( x ) ) . 

Тем с а м ы м у(х г ) > 0, х е со. С л е д о в а т е л ь н о , принцип м а к с и м у м а и м е е т м е с т о и для исходной за­
дачи (17), (32), (34). 

П р и рассмотрении р а з н о с т н о й с х е м ы (17), (21), (34) исследование проводится аналогично . 
М о н о т о н н о с т ь р а з н о с т н о й схемы (17), (21), (41) устанавливается при ограничениях (39). И т о г на­
шему р а с с м о т р е н и ю подводит 

Т е о р е м а 2 . Разностные схемы с аппроксимациями конвективного переноса направленными 
разностями (17), (33), (41) и (17), (32), (41) для задач конвекции-диффузии (1), (2) и (2), (3) явля­
ются безусловно монотонными, а для схем (17), (25), (34) и (17), (21), (34) принцип максимума 
выполнен при ограничениях (39). 

6. Р Е Г У Л Я Р И З О В А Н Н Ы Е М О Н О Т О Н Н Ы Е С Х Е М Ы 

Обсудим к р а т к о в о з м о ж н о с т и п о с т р о е н и я м о н о т о н н ы х р а з н о с т н ы х схем на основе принципа 
регуляризации на п р и м е р е м о д е л ь н ы х задач к о н в е к ц и и - д и ф ф у з и и (1), (3). А н а л о г и ч н ы е р е з у л ь ­
т а т ы б ы л и п о л у ч е н ы при р а с с м о т р е н и и р а з н о с т н ы х схем на р е г у л я р н ы х п р я м о у г о л ь н ы х сетках 
[10], [7], [22]. 

П р и н ц и п регуляризации р а з н о с т н ы х схем п р е д л о ж е н в [8], где его «возможности при п о с т р о е ­
нии р а з н о с т н ы х схем н е о б х о д и м о г о к а ч е с т в а д е м о н с т р и р у ю т с я на ряде п р и м е р о в . Н а и б о л е е впе­
ч а т л я ю щ и е р е з у л ь т а т ы п о л у ч е н ы (см., н а п р и м е р , [1], [24], [25]) в процессе р а с с м о т р е н и я неста­
ц и о н а р н ы х задач м а т е м а т и ч е с к о й ф и з и к и (схемы р а с щ е п л е н и я ) при построении и т е р а ц и о н н ы х 
методов р е ш е н и я с е т о ч н ы х уравнений. 

П р и н ц и п регуляризации т рад иционно ш и р о к о используется для построения устойчивых 
р а з н о с т н ы х схем при п р и б л и ж е н н о м р е ш е н и и к р а е в ы х задач для уравнений с ч а с т н ы м и п р о и з ­
водными . З а счет м а л ы х в о з м у щ е н и й о п е р а т о р о в р а з н о с т н о й схемы имеется в о з м о ж н о с т ь кон ­
т р о л и р о в а т ь рост н о р м ы р е ш е н и я при переходе с одного в р е м е н н о г о слоя на другой. Б у д е м ис­
п о л ь з о в а т ь э т о т о б щ и й м е т о д о л о г и ч е с к и й п р и е м для п о с т р о е н и я б е з у с л о в н о - м о н о т о н н ы х р а з ­
н о с т н ы х схем на т р е у г о л ь н ы х сетках . 

П о с т р о е н и е б е з у с л о в н о - м о н о т о н н ы х р а з н о с т н ы х схем на основе принципа регуляризации р е ­
ализуется с л е д у ю щ и м о б р а з о м . 

1. Д л я п о с т а в л е н н о й задачи строится н е к о т о р а я п р о с т е й ш а я р а з н о с т н а я схема (производящая 
р а з н о с т н а я схема) , к о т о р а я не о б л а д а е т н е о б х о д и м ы м и свойствами, н а п р и м е р является условно-
м о н о т о н н о й . 

2. Э т а схема з а п и с ы в а е т с я в единой (канонической) ф о р м е , для к о т о р о й условия м о н о т о н н о ­
сти и з в е с т н ы . 

3. К а ч е с т в о р а з н о с т н о й с х е м ы (ее м о н о т о н н о с т ь ) у л у ч ш а е т с я за счет в о з м у щ е н и я к о э ф ф и ц и -
е н т о в ( о п е р а т о р о в ) р а з н о с т н о й с х е м ы в н е о б х о д и м о м н а п р а в л е н и и . 

В к а ч е с т в е п р о и з в о д я щ е й (исходной, первичной) для з а д а ч и . к о н в е к ц и и - д и ф ф у з и и с недивер­
г е н т н ы м к о н в е к т и в н ы м п е р е н о с о м (1), (2) в о з ь м е м схему (17), (34), в к о т о р о й используется р а з ­
н о с т н ы й о п е р а т о р к о н в е к т и в н о г о п е р е н о с а С = Сх в виде (25). Схема з а п и с ы в а е т с я в каноничес -
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(ад = - v : X + ^ ^ k ^ i t b f х<'G ш - ( 4 4 ) 

Р е г у л я р и з о в а н н а я схема (44) п р и н и м а е т вид (15), (16) при 

а ' = 2V,. 

С е т о ч н ы й к о э ф ф и ц и е н т p t j о б е с п е ч и в а е т м о н о т о н н о с т ь при 

l + p , 7 > P e i 7 / 2 , ; G ¥ ( / ) , X . E C O . (45) 

Т е м с а м ы м п о л у ч е н ы условия м о н о т о н н о с т и р е г у л я р и з о в а н н о й с х е м ы (44). Д а ж е в рассматрива ­
е м ы х условиях м о н о т о н и з а ц и и за счет к о э ф ф и ц и е н т а д и ф ф у з и и м ы и м е е м о ч е н ь м н о г о в о з м о ж ­
ностей : м о ж н о у к а з а т ь м н о г о с е т о ч н ы х ф у н к ц и й р(х), к о т о р ы е о б е с п е ч и в а ю т в ы п о л н и м о с т ь 
(45). П о н я т н о , ч т о н е о б х о д и м о стремиться к тому, ч т о б ы э т а р е г у л я р и з у ю щ а я ф у н к ц и я б ы л а 
м а к с и м а л ь н о б л и з к а к н у л ю . О т м е т и м н е к о т о р ы е в о з м о ж н о с т и в э т о м направлении , о т т а л к и в а ­
ясь п р е ж д е всего о т и з в е с т н ы х в л и т е р а т у р е по в ы ч и с л и т е л ь н о й гидродинамике безусловно-мо­
н о т о н н ы х схем. 

П р и н и м а я во внимание , ч т о Р е , = 0 ( h ) , для сохранения порядка а п п р о к с и м а ц и и при использо ­
вании р а в н о м е р н о й п р я м о у г о л ь н о й сетки в ы б е р е м р е г у л я р и з у ю щ и й м н о ж и т е л ь ptj = 0(h2). А н а ­
л о г и ч н о поступим и при использовании т р е у г о л ь н о й сетки: 

Ру > TiPeJ, j Е W(i), х{ Е со. (46) 

И з д о с т а т о ч н ы х условий м о н о т о н н о с т и (45) следует , ч т о д о с т а т о ч н о п о л о ж и т ь Г| > 1/16. К классу 
(46) п р и н а д л е ж а т , н а п р и м е р , с х е м ы п р е д л о ж е н н ы е в [26], [27]. 

П о н я т н о , ч т о в м е с т о (46) м о ж н о и с п о л ь з о в а т ь б о л е е с л о ж н ы е р е г у л я р и з а т о р ы . П р и м е р о м 
м о ж е т с л у ж и т ь э к с п о н е н ц и а л ь н а я схема [28], [29], к о т о р а я соответствует и с п о л ь з о в а н и ю регу-
л я р и з а т о р а в ф о р м е 

pij = P e / 7 c t h P e / 7 - 1, j Е W(i), xt E СО. (47) 

Э к с п о н е н ц и а л ь н а я схема (43), (44), (47) является безусловно м о н о т о н н о й и и м е е т в т о р о й п о р я д о к 
а п п р о к с и м а ц и и при использовании п р я м о у г о л ь н ы х р а в н о м е р н ы х р а с ч е т н ы х сеток . О с н о в н о й ее 
н е д о с т а т о к связан с о т н о с и т е л ь н о б о л ь ш о й в ы ч и с л и т е л ь н о й с л о ж н о с т ь ю задания к о э ф ф и ц и е н ­
т о в р а з н о с т н о й схемы. Е с т е с т в е н н о п о п ы т а т ь с я упростить к о э ф ф и ц и е н т ы э т о й р а з н о с т н о й схе­
м ы без п о т е р и о с н о в н ы х ее свойств. 

И с п о л ь з у я р а з л о ж е н и е при м а л ы х Р е / у : 

c t h P e y « l/Pe f J. + P e f / 3 , 

к о м виде, в к а ч е с т в е к о т о р о г о при р а с с м о т р е н и и м о н о т о н н ы х схем естественно в з я т ь (35), (36). 
К а к м ы установили в ы ш е , э т а схема я в л я е т с я м о н о т о н н о й при ограничениях (39). 

М о н о т о н и з а ц и ю с х е м ы п р о в е д е м на основе в о з м у щ е н и я с е т о ч н ы х к о э ф ф и ц и е н т о в . С у ч е т о м 
о п р е д е л е н и я л о к а л ь н о г о с е т о ч н о г о числа П е к л е м ы м о ж е м в о з м у щ а т ь к а к к о э ф ф и ц и е н т д и ф ­
ф у з и и , т а к и к о м п о н е н т ы скоростей . Д л я т о г о ч т о б ы п о л у ч и т ь м о н о т о н н у ю схему, н е о б х о д и м о 
л и б о у м е н ь ш а т ь скорость , л и б о у в е л и ч и в а т ь д и ф ф у з и ю (и т о и другое и м е е т п р а в о на жизнь ) . 
М ы здесь о г р а н и ч и м с я в а р и а н т о м с в о з м у щ е н и е м к о э ф ф и ц и е н т а д и ф ф у з и и . 

Р е г у л я р и з о в а н н у ю схему з а п и ш е м в виде 

Су + D9y = (р(х), х Е со. (43) 

З а р е г у л я р и з а ц и ю о т в е ч а е т с е т о ч н а я ф у н к ц и я р(х) > 0, о п р е д е л е н н а я в т о ч к а х % р а с ч е т н о й об­
л а с т и О . Р е г у л я р и з о в а н н ы й о п е р а т о р д и ф ф у з и о н н о г о переноса по аналогии с (17) определяется 
в ы р а ж е н и е м 
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jeW(i) jeW(i) 

П о д о б н о задаче к о н в е к ц и и - д и ф ф у з и и с о п е р а т о р о м к о н в е к т и в н о г о переноса в недивергент­
ной ф о р м е , р е г у л я р и з а ц и ю проведем на основе в о з м у щ е н и я к о э ф ф и ц и е н т а д и ф ф у з и и , т .е . вме ­
сто с х е м ы (34) будем и с п о л ь з о в а т ь (43). В э т о м случае 

P« = - 2 7 / A + 7 / l + P « W 5 ( ^ ) . Je°W(i), x , e c o . 

П р и ограничениях (45) устанавливается м о н о т о н н о с т ь э т о й схемы. Н е о б х о д и м о т о л ь к о е щ е 
раз п о д ч е р к н у т ь , ч т о для исследования т а к и х схем п р и в л е к а е т с я с о п р я ж е н н а я задача . Т е м с а м ы м 
верна 

Т е о р е м а 3 . Регуляризованные разностные схемы (21), (43), (44) и (25), (43), (44) для задач кон­
векции-диффузии (1), (2) и (2), (3) являются безусловно-монотонными при ограничениях (45) на 
регуляризующую сеточную функцию. 

Н а основе принципа р е г у л я р и з а ц и и строятся и н е л и н е й н ы е м о н о т о н н ы е схемы на р е г у л я р ­
н ы х [33] и т р е у г о л ь н ы х [9] сетках . 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 42 № 9 2002 

из (47) п о л у ч а е м 

р ^ ц Р е ' / З , щеш. (48) 

Схема (43), (44), (48) п р и н а д л е ж и т к р а н е е в ы д е л е н н о м у классу р е г у л я р и з о в а н н ы х р а з н о с т н ы х 
схем (43), (44), (46) (г| = 1/3). П о д о б н ы е п о п ы т к и о б с у ж д а ю т с я в [30], [31].-

И н т е р е с н о , ч т о д о с т а т о ч н ы е условия (45) м о н о т о н н о с т и р е г у л я р и з о в а н н о й с х е м ы (43) могут 
б ы т ь у д о в л е т в о р е н ы в ы б о р о м 

P / ; > r | P e / y , jsW(i)9 xt Е со, (49) 

при Г) > 1/2. О д н а к о при э т о м т е р я е т с я п о р я д о к аппроксимации : р е г у л я р и з о в а н н а я схема (43), 
(44), (49) и м е е т т о л ь к о п е р в ы й п о р я д о к а п п р о к с и м а ц и и на р а в н о м е р н ы х п р я м о у г о л ь н ы х сетках . 
П р и Г| = 1/2 из (49) п о л у ч а е м о б ы ч н у ю схему с н а п р а в л е н н ы м и разностями . 

Г и б р и д н ы е м о н о т о н н ы е схемы строятся на основе и с п о л ь з о в а н и я р а з р ы в н ы х р е г у л я р и з а т о -
ров Р е / Г Н а п р и м е р , х о р о ш о известная гибридная схема из [30] соответствует в ы б о р у п р о с т е й ш е ­
го р а з р ы в н о г о р е г у л я р и з а т о р а 

K w [ Р е у / 2 , Р е г 7 > 2 , 

в р е г у л я р и з о в а н н о й схеме (43), (44). О ч е в и д н о , ч т о э т а гибридная схема безусловно м о н о т о н н а . 
М о ж н о п р е д л о ж и т ь и другие р е г у л я р и з о в а н н ы е м о н о т о н н ы е с х е м ы , связанные с н е к о т о р ы м и 

другими в о з м о ж н о с т я м и [10], [7] задания с е т о ч н о й ф у н к ц и и ptj = 0(h2). Среди них о т м е т и м 

Р е 2 

Ри = 4 + 2 Р е , . ' Je°W(i), х , . е ю , 
lJ 

к о т о р а я представляет собой аналог м о н о т о н н о й схемы, р а с с м о т р е н н о й в [32]. 
П о д о б н ы м о б р а з о м строятся и безусловно м о н о т о н н ы е р а з н о с т н ы е с х е м ы для уравнения (3). 

В к а ч е с т в е п р о и з в о д я щ е й в о з ь м е м схему (17), (34) с о п е р а т о р о м к о н в е к т и в н о г о переноса (21). 
П р и записи э т о й с х е м ы в виде (35), (36) п о л у ч и м 
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