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Центральное место при теоретическом иссле
довании численных методов решения задач мате
матической физики занимает общая теория ус
тойчивости (корректности) операторно-разност
ных схем [1, 2]. Получены ^достаточные и 
необходимые условия устойчивости разностных 
схем, рассматриваемых в конечномерных гиль
бертовых пространствах,,по начальным данным и 
правой части для широких классов двух- и трех
слойных схем [3]. Результаты более поздних ис
следований отражены в работах [4, 5].

Для повышения точности приближенного ре
шения, адаптации используемой расчетной сетки 
к особенностям точного решения задачи исполь
зуются неравномерные сетки. Среди таких адап
тивных методов выделим, схемы на неравномер
ных сетках по пространству для задач с большими 
изменениями решения по пространственным пе
ременным. Вторая возможность ориентирована 
на задачи с адаптацией по времени, использова
нием неравномерных сеток по времени.

К настоящему времени основные результаты те
ории устойчивости операторно-разностных схем 
получены при использовании равномерных сеток 
по времени. Для двухслойных разностных схем 
переход на неравномерные сетки не носит прин
ципиального характера [6] -  из послойных оце
нок нетрудно получить оценки устойчивости на 
любой момент времени. Для трехслойных схем 
ситуация становится сложнее. Имеются лишь не
которые (см., например, [7, 8]) частные результа
ты в этом направлении исследований.

В данной работе получены общие условия ус
тойчивости трехслойных операторно-разностных 
схем на неравномерных сетках. Рассмотрение бази
руется на использовании двух канонических форм 
трехслойных разностных схем, одна из которых 
(традиционная каноническая форма [1, 3]) более 
подходит для сетки с увеличивающимся шагом,
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вторая -  для сетки с уменьшением шага по време
ни. Достаточные условия устойчивости согласо
ваны с известными результатами по устойчивос
ти при использовании равномерной сетки.

1: Приведем вначЙле канонические формы 
трехслойных ойерашрио^разностных схем, кото
рые используются нами при исследовании схем на 
неравномерных по времени еетках. Пусть заданы 
вещественное конечномерное пространство Я  и 
неравномерная сетка по времени

= {tn = tn_l + Tn, п =± 1,2, N, t0 = 0 , t N= T }  = 

. = юти { 0 , Г } .

Обозначим через Ва: Я  —»Я, а  = 0,1,2,  линейные 
операторы в Я, зависящие от хп, tn. Рассмотрим за
дачу Коши для операторно-разностного уравне
ния

В г У п  +1 + + В о У п  -1 = Ф>

^(0) = и0, ^,(0) = щ, 
п  = 1, 2, . . . ,  N -  1,

(1)

где у = уп= y{tn) е Я  -  искомая функция, а ф„, и0, 
щ е  Я  заданы. Будем использовать следующие 
безындексные обозначения для шагов сетки и се
точных функций:

X = т„, т+ = т„ + 1’

т* = 0.5(тп+1 + тп), у = ув+1, f  = уп_х. 

Для разностных производных положим 

Уп + 1-Уп
yt =

  Уп Уп — 1   Уп+ 1 Уп — 1
У* /г ’ t Т 4- Т 5•и •'и * «'и -I- 1

_ yt -y-t _ yt -y-t
я, У U jij ’ Уи

X* ~п+1

Получение общих критериев устойчивости ба
зируется на использовании той или иной канони
ческой формы для записи операторно-разност
ной схемы. При удачном выборе канонической
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формы критерии устойчивости записываются в гов хп + 1и т„. При использовании сетки с увеличе- 
наиболее Простых и максимально удобных для нием шага по времени рассмотрим задачу Коши
Практического использования операторных нера
венствах.

. Традиционная каноническая форма для трех
слойной разностной схемы (1) имеет вид

Dyn + Вуо + Ау = 0, t е ют 

у(0) = и0, у,(0) = щ.

(4)

(5)

где

Dyrt + Byf + Ay = ф, ( е й , ,  

у( 0) = и0, у,(0) = ии
• i

А = В0 + В { + В2, B = x*(B 2 — Bq),

D = - f ( B 2 + B0),

1 1в 2 = —-—D + ——В,
Х+Х* 2х*

В { = А-

Для самосопряженного и неотрицательного опе- 
(2) ратора R определим полунорму сеточной функ

ций и:

||и||2 = (Ru,u), R = R *>  0.

Непостоянный самосопряженный положитель
но-определенный оператор R липшиц-непреры- 
вен с постоянной cR > 0, если

|((ЯВ“ Rn-i)un, и„)| < cRxn(Rn_гип, ип). (6)

Т е о р е м а  1. Пусть операторы схемы (4), (5) 
при

vt+t* tt’V  ’ тт* 2т*

Каноническая форма (2) для трехслойной схемы удовлетворяют условиям 
(1) может непосредственно связываться с аппрок 
симацией эволюционного уравнения

; ? п + , >'Т„

Dn = D(tn) = D *>  0,

П—гг + S-y- + Аи = /.. 7 J* 'fd f dt
Bn = B(tn)>  0, An = A(tn) = A *>  0, 

+1
Эту запись удобно использовать при рассмотре
нии схемы (1) при хп + 1> хп.

Мы будем также рассматривать трехслойную 
операторно-разностную схему (1) в виде

п Уп+ 1- Ьп  + Уп-1 , пУп+1~Уп-1 ■ ЛD----------------------+ В ---------------+ Ауп = Ф,VC„ +1 ъп + тп +! Y (3)

Rn = Dn- -Ап> 0,

В > Хп + \ ТдА.

(7)

(8)

(9)

(Ю)

где

у(0) = и„, j>t(0 ) = щ,

А -  й0 + + В2, В = х*,(В2 -  BQ);

Z > = ^ № + A ) .  B ^ ± - D  + ± . B ,

Тогда решение задачи-{А), (5) устойчиво по на
чальным данным и имеют место априорные 
оценки:

II^ J«  + ll#1|A^lbX0)|«+br1|A. (П)

если операторы R, А постоянные;

11л„1Г Л 1 л 5 Ы 0 ) Г  .■ + Й . 0 2 )
D--2PA

4
D-hA

B l = A - — D, В0 = — D ■
' 2x*

B.
если операторы D, А постоянные;

Данная каноническая форма удобна при получе
нии априорных оценок для случая хп + 1 < хп.

2. Для простоты ограничимся исследованием 
устойчивости трехслойной операторно-разност
ной схемы (1) по начальным данным. На основе 
приводимых ниже априорных оценок можно [3, 4] 
получить основные априорные оценки устойчи
вости и по правой части.:

Исследуем устойчивость схемы (1) по началь
ным данным в зависимости от соотношения ша-

1М а + II vi° )̂|| А. —

<М  ||у((0)||2 т2 ' + Ы (
«0-^0

(13)

СпТ
где М = е , с0 = max {cD, сЛ}, если операторы D, 
А липшиц-непрерывные.

Для получения априорных оценок при хп + 1<хп 
приведем разностную схему (4) к виду (3). Имеет
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место следующее представление: Тогда решение задачи (4), (5) устойчиво по на
чальным данным и для произвольных х выполня- 

уп + 1 -  2уп + >’„_! ется априорная оценка

= °- <14)

Т „ __0 гт„^, . ги*\ D/.ч а где к -  конечное число изменений принципа сгу-1 е о р е м а  I. Пусть операторы D(t), Bit),, А Г ’ 47n г '  г  г к , \ щения сетки,удовлетворяют условиям ^
4. Приведем иллюстративный пример исследо- 

D(t) = D *(t)>  0, В (7) > 0, А = А* > 0, вания трехслойной схемы с весами на неравно
мерной сетке для эволюционного уравнения вто- 

R = D -  Ъ-JLIAa >о рого порядка. Рассмотрим схему с весами
(<Ji, о2)4

Уп + Ау ’ = 0, у(0) = и0, у,(0) = и„
u A ,R -  постоянные операторы. Тогда при (21)

У ° " ° 2) =  а1Уп+1 + ( 1 - ° 1 - ° 2 ) У п  + С!2Уп-1-

Схема (21) приводится к каноническому виду (2) 
операторно-разностная схема {А) устойчива по при 
начальным данным и выполняется априорная 
оценка л . . .... ... : D. =

IbtJIj + br’ILsfr^-l X в ,  = ( a ,z , t ,-o ,T „)A  =
\ % п + и

it2 II (0.5)И2- — (<■— — . /— . — Л .+ 1-*«
х{|л(0)«* + | у Н л }- <16) = ^(Oi-®2)г* + (а1 + о2)-= ^ — " JA,

Доказательство основывается на использова- А = A* ^A(f) >0
нии записи схемы в виде (14) и скалярном умно
жении на T„Tn + iCyn + 1 - y n_i). Оператор

3. Объединим полученные результаты и сфор- т т„ + 1 х % х(  п
мулируем общую теорему о равномерной устойчи- R = D — - " + А = Е + Oj + о2 -  -  JA
вости .трехслойных операторно-разностных схем. ^
Рассмотрим наиболее сложный случай, когда б постоянным при 
принцип сгущения может меняться. Положим, J г
что переход от одного закона сгущения к другому 1

проходит к раз в узлах 0 < tm < < ... < tmk < Т. + ° 2 “ 2'

Т е о р е м а  3. Пусть операторы D(t), B(t), А Тогда оператор В примет вид 
удовлетворяют условиям

В = r( 0 l - o 2)T* + ^ l ^ V -D(t) = D*(t) > 0, А = А* > 0,
XX (17)

R ~ D-r- — j- А > 0, Условие В > Хп + \- Т”А при a t + a2 = \ будет вы-

полнено, если a t > а 2 ^ 0:
В > max |'C" +1 о| (18) Таким образом, при выполнении условий

+ = с?1 ^ СУ2 ^ 0 (22)
и A, R — постоянные операторы. Пусть времен
ные шаги связаны соотношением схема с весами (21) устойчива по начальным дан

ным и при любых х верна априорная оценка

V “ “  (19) i y, , j 4 | | r 1 ^ c ; { | b , ( 0 ) f  + b r f } .  (23)
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где

с~01< ^ < с 0, п =  1,2, . . . , N - 1 ,  
t n +1

а к -  конечное число изменений принципа сгуще
ния сетки.
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