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Учет движения деформируемой пористой сре­
ды (скелета) при фильтрации жидкости важен во 
многих прикладных проблемах. Под фильтраци­
онной консолидацией понимают взаимосвязан­
ные процессы деформирования пористой среды и 
фильтрации насыщающей ее жидкости [1,2].

Первые математические модели фильтраци­
онной консолидации предложены в работе [3] в 
предположении о несжимаемости скелета и жид­
кости. В модели Био поведение системы пористая 
среда-жидкость описывается системой уравне­
ний для неизвестного вектора перемещений ске­
лета и давления жидкости. В настоящее время по­
строены модели для описания фильтрационной 
консолидации в более общих условиях [4], напри­
мер, рассматриваются задачи с нелинейным зако­
ном фильтрации насыщающей жидкости, прово­
дится учет реологических свойств.

Исследованию проблем существования и един­
ственности решения начально-краевой задачи 
для уравнений Био посвящена работа [5]. Вопро­
сы корректности для нелинейных моделей филь­
трационной консолидации обсуждаются, напри­
мер, в статье [6]. Численные алгоритмы решения 
задач фильтрационной консолидации на основе 
конечноэлементных аппроксимаций рассматри­
ваются для модели Био в работах [7, 8]. В [9] ис­
следуются приближенные методы для более об­
щих нелинейных задач фильтрационной консоли­
дации несжимаемой жидкости.

В данной работе представлены вопросы по­
строения разностных схем для численного реше­
ния задач фильтрационной консолидации с уче­
том сжимаемости жидкости, в частности модель­
ная задача с постоянными коэффициентами в 
прямоугольной расчетной области. Рассмотрение 
базируется на использовании согласованных апп­
роксимаций операторов градиента и дивергенции. 
Получены априорные оценки разностного реше-
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ния задачи и на их основе устанавливается сходи­
мость двухслойной разностной схемы.

1. В качестве модельной возьмем двумерную 
задачу фильтрационной консолидации. Для точек 
ограниченной расчетной области О с кусочно­
гладкой границей 3Q используем обозначения х = 
= (хь х2). Пусть v = (vb v2) - вектор перемещений 
скелета, а р -  давление жидкости.

Ограничимся простейшим случаем однород­
ной среды с постоянными свойствами скелета и 
жидкости. Классическая модель Био основывает­
ся на предположении о несжимаемости скелета и 
фильтрующейся жидкости. Мы рассматриваем 
несколько более общую ситуацию с учетом сжи­
маемости жидкости. Нестационарный процесс 
фильтрационной консолидации при отмеченных 
условиях описывается (см., например, [2]) систе­
мой уравнений

-|lAv- (Я + |i)graddivv + gradp = 0, (1)

ai +I(diTV)-*A'’ = /<,M)' (2)
x g  О , 0 < t< T .

Здесь X и [Д, — коэффициенты Ламэ, а = nfi, лу - по­

ристость, Р - сжимаемость жидкости, % = — , к -
М-/

проницаемость, а |X f-  вязкость жидкости. И сточ- 
никовы й ч л ен Д х , t) используется, например, для 
описания процессов нагнетания или откачки 
ф ильтрую щ ей жидкости.

Граничные условия для уравнений (1), (2) возь­
мем в простейшем виде

v(x, t) = 0, х е дО, (3)

р(х, О = 0, х е дО. (4)

Принимая во внимание (2), зададим также на­
чальные условия

divv(x, 0) = s(x), х е  Q, (5)

р(х, 0) = р 0(\), х е  О. (6)

Условия (5), (6) позволяют найти начальное рас­
пределение перемещений v(x, 0) = v0(x).
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Из (1), (3) имеем краевую задачу

-|lAv0- (Х. + |l)grads + gradpo = О, 

v0(x) = 0, х е dQ

хчя определения v0(x).

2. Определим гильбертово пространство Ж =
= L^iQ) со скалярным произведением и нормой
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для с6 = Чо* > уЕ, у > 0. Принимая во внимание 
свойства самосопряженности и положительной 
определенности операторов s i и 2Й, нетрудно ус­
тановить следующую априорную оценку для ре­
шения (10), (11):

1Ы1̂  + аМ|2<

(и, v )  = ju ( x ) v ( x )d x ,  ||м|| = (и, и)2, 

а

Для двумерных векторов u, v зададим гильберто­

во пространство Ж2 = Ж © Ж, в котором скаляр­
ное произведение

( u ,  V )  =  0 „  v , )  +  ( m 2, v 2 ) .

Определим на множестве вектор-функций v, 
равных нулю на c)Q, оператор

siv = - |lAv - (X + |l)graddivv. (7)

Оператор s i самосопряжен в Ж2. Кроме того, 
имеет место энергетическая эквивалентность 
оператора s i и оператора

А =

f \ 
А 0

0 А

(8)

А именно, справедлива оценка

-|X(Av, v) < (siv, v) < -(A, + 2|i)(Av, v).

С учетом этого s i = si* > [aSE, где Е - единичный 
(тождественный) оператор, а 5 > 0 - минимальное 
собственное значение оператора Лапласа.

Отмеченные свойства самосопряженности и 
положительной определенности оператора s i в 
пространстве Ж2 отслеживаются при построении 
дискретных аналогов поставленной дифференци­
альной задачи (1)-(6).

Аналогично для функций, удовлетворяющих 
граничному условию (3), определим оператор 2Й:

'ЗЬр = -Х4Р- (9)

В Ж оператор 2Й - 2Й* > %ЬЕ.

С учетом введенных обозначений дифферен­
циальную задачу (1)-(6) запишем в виде системы 
уравнений

siv + grad р = 0,

а ~т + -r(divv) + = / ,
dt dr 1 J

дополненной начальными условиями. 

Будем использовать обозначения

(и,у)% = и, у), \\и\\ч = J (u ,  и)щ

которая обеспечивает устойчивость по началь­
ным данным и правой части.

3. Построение разностных схем для решения 
краевой задачи (1)-(6) начнем с аппроксимации 
по пространству. Для того чтобы не осложнять 
изложение техническими деталями, будем рас­
сматривать задачу в прямоугольнике

Q = {х| х = (хь х2), 0 <xa < la, а  = 1, 2}

и использовать равномерную прямоугольную 
сетку с шагами ha, а =  1,2. Пусть со - множество 

внутренних узлов сетки:

со = {х| х = (*„ х2), ха = iaha, ia = 1, 2, ..., Na- 1,

Naha = la, a  = 1, 2},

а Эсо - множество граничных узлов. Разностное 
решение задачи (1)-(6) на момент времени t обо­
значим vh(x, t), ph(x, t),xe  (i)U Эсо, 0 < t<T .

В стандартных безындексных обозначениях 
теории разностных схем [10] для правой и левой 
разностных производных имеем

vy(x) - w(x - h) 

h ’

_  w(x + h)-w (x) 

h
W-r =

и поэтому, например, вторая разностная произ­
водная определяется выражением

1,
= r(w r + W 
h х

v w(x + h) - 2w(x) + w(x-h) 
0 ~ 7?. *

h

Для сеточных функций, обращающихся в 
нуль на Эсо, определим гильбертово пространст­
во Я  = Ь2((й), скалярное произведение и норму в 
котором введем соотношениями

(Ю) 

(П)

(у> w) = ^ y w h xh2, Ы  = J(y ,y).

х е  со *

Для векторных сеточных функций у(х, t) анало­

гично дифференциальному случаю положим Я 2 = 
= Я  ® Я, так что

(y,w) = (yx,w x) + {y2,w 2), llyll = (у, у)
1/2

Если оператор С = С* > 0, то через Нс обозначим 
пространство Я, снабженное скалярным произве­

дением (у, w)c = (Су, w) и нормой ||;у|| = J(Cy, у ) .
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Аппроксимируем дифференциальный опера­
тор М разностным оператором

А =

/ л
Ап А,2

А21 А22 у
(13)

С использованием обычных аппроксимаций [10] 
для отдельных элементов операторной матрицы 
получим

АиУ = -нАо’- Ф  + цЪъ,.

а л ^  M y
АцУ = Л21У = -- 2^(У х , х2 Ух ,)>

А22у = -цА hy - (k  + \i)y-x

Здесь использована обычная пятиточечная ап­
проксимация оператора Лапласа:

Ahy = ySlX, + Ух2х2-

Для сеточных функций у(х) = w(x) = 0 , х е  Эсо, 
имеем

(Ay, w) = (у, Aw),

т.е. оператор А самосопряжен в Н2. 

Кроме того, имеем

-(Д-Аа < А < -(А, + 2(Д,)А*,

где

(14)

Ал =

/ \ 
А„ о

о А,h

На множестве функций v(x, t) = 0 ,х е  дО., име­
ет место равенство

(v, gradp) = -(p.divv),

т.е. оператор дивергенции совпадает с сопряжен­
ным к оператору градиента. Будем ориентиро­
ваться на такие аппроксимации операторов гра­
диента и дивергенции, чтобы аналогичное свой­
ство было выполнено на разностном уровне:

(vA, gradhph) = -(ph, divh\h). (18)

Эта оценка полностью аналогична приведенной 
выше оценке (8) для дифференциального опера­
тора Л .

На основании этого А = А* > цб/Д 8Й > 0, и тем 
самым разностный оператор А обладает теми же 
основными свойствами самосопряженности и по­
ложительной определенности, что и дифферен­
циальный оператор si.

При аппроксимации оператора 2Й, определяе­
мого согласно (9), получим

By = ~lAhy, (15)

причем В = В* > %8/Д

После аппроксимации по пространству от (10), 
(11) придем к задаче Коши для системы диффе­
ренциально-разностных уравнений

Avh + gradhph = 0, (16)

а~ Ж  + It(div,iVft) + Bph = х € Ю ' (17)

Аппроксимация операторов градиента и дивер­
генции заслуживает отдельного рассмотрения.

Различные классы таких согласованных аппрок­
симаций операторов градиента и дивергенции ши­
роко используются при численном решении задач 
динамики вязкой несжимаемой жидкости (см., на­
пример, [11, 12]). Отметим некоторые основные 
возможности при использовании общей сетки для 
компонент вектора перемещений и давления.

Простейший вариант связан с использованием 
направленных разностей для аппроксимаций опе­
раторов градиента и дивергенции. Например, при 
использовании разностного оператора градиента

grad hy = {yXl,yX2}, хесо ,

согласованная аппроксимация для оператора ди­
вергенции имеет вид

div*w = х е ш .

Можно использовать аппроксимации второго 
порядка для градиента и дивергенции, когда

grad hy = {у^,у^}, 

dh^w = (w,)^ + (w2).°, x e to,

на множестве сеточных функций v(x, t) = 0, 
w(x, t) = 0, x g Эсо.

4. Построим простейшие разностные схемы 
для решения задачи Коши для системы (16), (17). 
Будем использовать равномерную сетку по вре­
мени с шагом т > 0. Пусть уп(х) = у(х, t„), где tn = пх, 
л = 0, 1, ...,N,N% = Т.

Рассмотрим двухслойную схему с весом о:

Av"h + i + g ra d e r  ‘ = 0, п = 0, 1, ..., N, (19)
п +  1

п + 1
Ph ■Ph, div^

п + 1 ■»•  п
dwhvh

+ B(apnh +' + (1 - a)pnh) = f h(x, otn+, + (1 - o)f„),(20)

n = 1,2, CO.

При стандартных ограничениях на вес с  уста­
навливается устойчивость разностной схемы (19), 
(20). Более точно имеет место следующее ут­
верждение.
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Т е о р е м а  1. При о  > 0.5 для разностного ре­
шения системы (19), (20) справедлива априорная 
оценка

п + 111 2
А + а\\ръ -|| <\\уЦ\А + а\\р,г\ +

+ |||/л(х, ог„+, + (1- 0)01^.- (21)

Оценка (21) является разностным аналогом 
оценки (12) для решения дифференциальной за­
дачи (1)-(6).

Для исследования скорости сходимости разно­
стной схемы рассмотрим задачу для погрешнос­
ти. Пусть

8v"(x) = v"(x) - v(x, tn), Ьр"(х) = pn{\) - p(x, tn), 

x e со, n = 0, 1, ..., N, 

тогда из (19), (20) получим

n+ 1A  С‘ П + 1 J S' И + 1 n +  1 / 4

Abvh + gradAS ph = \|/, (x),

n = 0, 1,

 ̂ W + 1 1* с я + 1 J • ^  n
5ph - oph , divhovh - divAovA

a---------+--------------- н
T T

+ B(abpnh + l + ( l- o )S Pnh) = \|/2 + 1(x), 

n = 1, 2, ..., N, x e (0.

(22)

(23)

Для погрешности аппроксимации уравнения
(1) на гладких решениях задачи имеем

\|/" + ‘(х) = -Av(x, ?„+,)- 

-gradAp(x, r„ + 1) = 0(\h\a),

где \h\ = Jh] + hi и a  = 1 при использовании аппрок­

симаций операторов градиента и дивергенции на­
правленными разностями и а  = 2 - центральными 
разностями.

Для погрешности аппроксимации уравнения
(2)получим

vT'OO = O t f  + \h\a),

где v = 2 при о  = 0.5 и v= 1 при с  Ф 0.5.

Т е о р е м а  2. При о  > 0.5 разностное решение 
задачи Коши для системы уравнений (19), (20) 
сходится к достаточно гладкому решению зада­
чи (1)-(6) со скоростью 0(xv + |й|“).

Доказательство основывается на получении 
для решения разностной задачи (22), (23) оценки, 
которая аналогична (21). Причем разностное ре­

шение \h в Н 2а , a ph в Н. Аналогично исследуются 

разностные схемы для приближенного решения 
задач фильтрационной консолидации в более об­
щий случай неоднородной среды.
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