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Для эллиптических и параболических уравнений произвольной размерности со знакопеременными 
коэффициентами при смешанных производных построены монотонные разностные схемы второго 
порядка локальной аппроксимации, удовлетворяющие принципу максимума. Получены априорные 
оценки устойчивости в норме С без соотношений на шаги сетки х и Аа, а=1,2,...,р (безусловная 
устойчивость). 
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There are considered elliptic and parabolic equations of arbitrary dimension with alternating coefficients at 
mixed derivatives. For such equations monotone difference schemes of the second order of local 
approximation are constructed. Schemes suggested satisfy the principle of maximum. A priori estimates of 
stability in the norm С without limitation on the grid steps x and ha, a=l,2,...,/? are obtained 
(unconditional stability). 

1. Введение 
При численном решении задач математической физики особое внимание уделяется 

построению монотонных разностных схем с сохранением второго порядка локальной 
аппроксимации [1-2], которые хорошо зарекомендовали себя в вычислительной практике. 
Такие алгоритмы в настоящее время построены для эллиптических и параболических 
уравнений (без смешанных производных) с наличием младших производных. При построении 
монотонных разностных схем желательно сохранить второй порядок аппроксимации. 
Например, в работах [3-4] для линейного уравнения переноса строятся нелинейные разностные 
схемы второго порядка локальной аппроксимации по пространственной переменной. 

В настоящей работе на основе комбинации двух известных разностных схем второго 
порядка аппроксимации [1] строятся схемы, удовлетворяющие принципу масимума для 
многомерных эллиптических и параболических уравнений со смешанными производными. 
Для этих алгоритмов получены априорные оценки устойчивости в сильной норме С. 
Отметим, что уравнения со смешанными производными возникают при рассмотрении 
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вычислительных методов для классических уравнений (Лапласа, Пуассона и др.) на про
извольных неортогональных сетках. Вследствие этого полученные результаты могут быть 
применены к построению эффективных вычислительных методов на адаптивных сетках. 
Кроме того, они могут послужить теоретической основой для обоснования вопросов устой
чивости и сходимости хорошо известного метода динамической адаптации [5]. 

2. Разностные схемы для уравнений со знакопостоянными коэффициентами 

В прямоугольнике G = {0 < ха < /а , а = 1,2} с границей Г рассмотрим задачу 
Дирихле для эллиптического уравнения, содержащего смешанные производные, 

Lu — q{x)u — —/(я), х G6', и = ц(х), х € Г, х = (х\,х2), q(x) > CQ > О, (2.1) 

2 О / Q \ 

Lu = V" Lapu, Lapu = -—\kap-z—). (2.2) 

Предполагаются выполненными следующие условия эллиптичности: 

2 2 2 
Cl]L£a< £ *«/>(*Ka^<C2X^e' *€G\ (2.3) 

а = 1 а ,0=1 а = 1 

где ci > О, С2 > 0 - постоянные, а £ = (£1,^2) - любой вектор. Из (2.3) в частности следует, 
что 

О < С! < kaQ < с2, a = 1,2, knk22 - ki2k2i > с\. 

В прямоугольнике G построим равномерную сетку й^ — и^ U7/1, ^ь — {х{ = \х\ ,х2 ) , 

г(х — О,1, . . . , ЛГа —1, Ха = 0, ха
 а ) = /а, а = 1,2} с постоянными шагами h\ — х^ -x[ll~1', 

h2 — х2*2 —аг2'а~ , 7л ~ множество граничных узлов. На сетке и;/, введем сеточные операторы 

ЛсаУ - (a Q t t yO* e = (a(a+aU)(y( + l e ) " У) ~ <*««(У ~ 2/(~U))) /hl 

КрУ- 0.5 ((^У**)*» + (*а/*Уг,Ьв) , <*,/?= 1,2, a ^ /?, 

Ла/?У = ^ ( ( ^ « / З У ^ ) * * +(^а /32/гд)х а ) , а , / ? = 1,2, а ^ 0 , 

а а а = 0,5(/:аа(а:а ,хз-а) + &«<*(*<* - Аа,*з-а)) , v ( ± u ) = v(xa ± Аа,ж3-а). 

В вычислительной практике при аппроксимации уравнения (2.1) используются сле
дующие разностные схемы второго порядка локальной аппроксимации [1] 

Л"у - dy- -у?, x€uh, y = Ai(x), a?€7fci (2-4) 

Л+?/ - dy = -у?, хЕо; л , у = ц(х), x£jh, (2.5) 

где Л" = Л п + Л ^ + Л^+Лгг, Л+ = Лц-f Л^ + Л^Ч-Л22, d > с0, >̂ — некоторые шаблонные 
функционалы соответственно от q и / [1]. 

Для получения априорных оценок устойчивости по правой части и граничным усло
виям используем принцип максимума. Для этого разностные схемы (2.4), (2.5) следует при
вести к каноническому виду (см. [1, с. 242]) 

А{х)у{х) = Y, В(х^ЫО + Р{х), xe^h, у(аг) =/i(*), *€7*1 ( 2 6 ) 
^Ш'(г) 
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и проверить следующие достаточные условия на коэффициенты 

А{х) > 0, # (* ,£ )> 0, D{x)=A(x)~ Yl B(x,£)>0, xE^h. (2.7) 

Здесь Ш'(;г) = Ш(аг)\{;г}, Ш(х) — шаблон схемы. На рис. 1-2 приведены шаблоны схем 
(2.4), (2.5) соответственно: 

• 1 1 

А, 
X 

1 

1 , 

Рис. 1. Шаблон схемы (2.4). Рис. 2. Шаблон схемы (2.5). 

Узлы шаблона пронумеруем согласно рис. 1, 2. Тогда для схемы (2.4) будем иметь 
5 т 7 9 

J2 В(х,() = J2 5 ' + 5 " + 5 " , соответственно для схемы (2.5) ]Г # ( # , 0 = 
*еШ'(*) 

6 т 8 m 
Y2 В* + ^ + - Выпишем значения коэффициентов В±: 

т=2 

иШ'(х) 

1 m 1 т 
о _ Aril + Aril , Аг21 И" Л: 12 -о = гт^ Ь 2h\ 2h\h,2 

™+_ An + An A21 + A12 
2Л? 2 / l l / l 2 

m = 2,3, 

D - Аг22 + Аг22 , Ari2 4" Аг21 
в — гго 1-2h\ 2h\h 1^2 

1 m 1 m 
+ __ Аг22 4" Аг22 Ari2 "f- Аг21 

2 / I | 2 / i i /12 
£+ = m = 4,5, 

7 2 4 2 5 3 5 
D - _ Ari2 4- ЛГ21 p-f-_ fcl2 + Аг21 о - _ _ ^ 1 2 + Аг21 

2 / l i / l 2 2 / l i / l 2 2h\li2 
B+ = 

3 4 
Ari2 4- Аг21 

2h\\i2 

1 1 1 1 2 3 4 5 
._ __ , Arn Ari2 + Аг21 Аг22 , _ Arn 4- Arn АГ22 4- Ar22 n 

A ~k+~h\+ hxh2
 + ~£p *~ 2A? + 2h\ > ' 

1 
Л + — L 1 ^ i l _ fo2 + ^21 Ar_22 

/ l j Д1 /l2 / i | 

Пользуясь условием эллиптичности (2.3) и полагая £ = (1/Ль 1/Лг), £+ = 
(—l/hi, I//12), убеждаемся в положительности коэффициентов Л*. Из структуры коэф-

m 
фициентов В* видно, что разностную схему (2.4) следует применять при отрицательных 
коэффициентах кар, а ф /?, а схему (2.5) — при положительных. 

Для исследования устойчивости одновременно по граничным условиям и правой части 
более удобной (особенно в нестационарном случае) является следующая 



20 Л.А.Самарский, В.И.Мажукин, П.П.Матус 

Лемма 1. Пусть выполнены условия положительности коэффициентов (2.7) для схе
мы (2.6). Тогда для решения задачи (2.6) справедлива оценка 

| | t f | l e<max{ | | y | | c > . | | F /D | | c } , (2.8) 

г * Н е = ^ m » J • I, | | - H c , = m a x H , ||-||c = max| • |-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Максимум модуля сеточной функции может достигаться либо 

на границе области 

IMIc < Ы\су - (2-9) 

либо во внутренней точке. Пусть \у(х)\ достигает наибольшего значения при х — х* G ^ , 
так что |у(х*)| > \у(х)\ при любом J ; G W / I = u>/, U7/i- Тогда из уравнения (2.6) при х — х* 
следует неравенство 

А(*т)\у{**)\< £ £ ( ^ Ш * * ) 1 + И Л 1 -
СбШ'(х') 

Отсюда находим 

\А(х')- Yl B(x\S)\\y(z')\ = D{z')\y{z')\<\F(x-)\. 
\ «elHV) / 

Следовательно, 

\\y\\c<\\y\\c<\\F/D\\c. 

Объединяя последнюю оценку с (2.10), приходим к утверждению леммы. 
Имеет место следующее утверждение. 
Т е о р е м а 1. Пусть при всех х Е Uh выполнены условия положительности коэффи-

т 
циентов В±, т = 2, 3, 4, 5: 

1 m 1 m 
I «12 + «21 | . hx . Arii 4- Aru , 0 i n x max —Л < —- < mm — . 2.10) m=4,5 J ™ - hn - m=2,3 , J , ™ , 

«22 + «22 ~ | «21 + «12 | 

Тогда при kap(x) < 0, а ф 0, разностная схема (2.4) (а при кар(х) > 0 разностная схе
ма (2.5)) устойчива по правой части, граничным условиям и для ее решения имеет место 
оценка 

| Ы 1 ё < т а Х { | Н | с , , 1 М 1 с / с о } . (2.11) 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы проведем для схемы (2.4) (для схемы (2.5) оно прово
дится аналогично). Так как коэффициенты «12(2), ^2i(^) для всех х Е О неположительны, то 

7 9 

В~> О, В~> 0. Используя предположение (2.11) легко показывается, что и все КОЭффИЦИеН-
ты В~> 0, m = 2,3,4,5, также являются неотрицательными. Непосредственно проверяется, 
что для любого узла сетки х Е ин, 

D(x) = А(х) - Y, В ( х ' 0 = d(x) > со > 0. 
*€Ш'(*) 
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Так как теперь выполнены все условия леммы 1, то из априорной оценки (2.9) полу
чаем требуемое неравенство (2.12). Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е . 1. Если матрица коэффициентов уравнения (2.1) имеет диагональное 
преобладание по строкам и столбцам: каа > \кар\, а,(3 = 1,2, а ф 0, то можно, например, 
положить hi = h2 = h и условие (2.11) в этом случае всегда выполнено. 

Рассмотрим вопрос о сходимости рассматриваемых разностных схем. Всюду в даль
нейшем предполагаем существование ограниченных производных от решения и(х) и коэф
фициентов уравнения (2.1). Подставляя у = z + и в уравнения (2.4), (2.5), получим задачи 
для погрешности метода 

\~z-dz = -гр-, x£u)h) z = 0, я б 7 л . (2.12) 

A+z-dz^-ф*, xEwh, г = О, х £ 7 л , (2.13) 

где ф* = А^и — du + <р — погрешность аппроксимации разностных схем (2.4), (2.5) на 
решении дифференциальной задачи (2.1). От шаблонных функционалов d(x) и <р(х) требуем 
выполнения обычных условий аппроксимации коэффициента q(x) и правой части f(x): 

d(x) - q(x) = 0(h\ + h\), ф) - f(x) = 0(h\ + h2
2). (2.14) 

Заметим также, (см. [1, стр. 268]), что на гладких решениях 

А'и - Lu = 0{h\ + hi), А+и -Lu = 0{h\ + h\). 

Следовательно, разностные схемы (2.4), (2.5) аппроксимируют исходную дифферен
циальную задачу (2.1) со вторым порядком, так что 

Ik"\\c < M(h*+hD> h+\\c < м№+hD' 
где М > О — положительная постоянная, не зависящая от сеточных шагов hi, hi-

Применяя теорему 1 для решения задач (2.13), (2.14), убеждаемся в справедливости 
следующей теоремы. 

Т е о р е м а 2. Пусть при всех х £ шь выполнены условия (2.11). Тогда при кар < О, 
а ф 0, решение разностной схемы (2.4) (а при кар > О, а ф /3, решение разностной схемы 
(2.4)) сходится к точному решению дифференциальной задачи (2.1) и имеет место оценка 

\\y-u\\c<McZl(h\ + h\). 

3. Схемы для уравнений со знакопеременными коэффициентами 

В данном пункте будут построены монотонные разностные схемы для решения кра
евой задачи (2.1) с недивергентным оператором L вида 

д2и д^и д2и 
)—2 + 2Аг12(х) + к22(х) —2 , 
дх{ dxidx2 0x2 Lu = *ц(*)а-2 + 2М*)о я + Ar22(^)^-2, (3-15) 

в котором коэффициент ki2(x) может менять знак при х 6 G. При этом условие эллиптич
ности (2.3) считается выполненным. Дифференциальную задачу (2.1), (3.1) аппроксимируем 
монотонной разностной схемой второго порядка локальной аппроксимации 0{h\ + h2) вида 

Ay - dy= -<p, x€uh) y = p(x), xGih, (3.16) 

где 

Л*/ = кпу*1Х1 + kf2Af2y + к^А^у + к22Ух2х2, (3.17) 

file:///~z-dz
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kf2(x) - О, Ь(кп{х) + |^i2(^)|) > О, Л^2у = уххх2 + yXlx2> x Е ыл, 

кй(х) = 0}Ь(кп(х) - \к12(х)\) < 0, Ai2y= Уххх2 + Уххг*> * £uh. 

Шаблон схемы (3.2)-(3.5) в общем случае является 9-ти-точечным. 

(3.18) 

(3.19) 

42 

Рис. 3. Шаблон схемы (3.2)-(3.5). 

Данная разностная схема (3.2)-(3.5) записывается в каноническом виде (2.6) с коэф
фициентами 

2 _ з _ кп 
В-В~1{\ 

8 2к 2ки Я=Я= т-f- > О, В=В= —j-f- > 0, Л(х) = }2 В 
(3.20) 

/ l l /*2 ^ 1 ^ 2 

Очевидно, что все коэффициенты (3.20) являются положительными при любом х 6 G и 

(3.21) I&12J < ^1 < *П 
к22 "" /l2 ~ |Аг12| 

Для того, чтобы система неравенств (3.21) имела смысл, необходимо, чтобы коэффициенты 
уравнения (2.1), (3.1) удовлетворяли условию kii/\ki2\-\kn\/k22 > 0- Но так как из условия 
эллиптичности (2.3) следует оценка 

* 1 1 * 2 2 - * 1 2 > С? > О, 

то шаги hi и h2 всегда можно выбрать из соотношений (3.21). В этом случае разностная 
схема (3.2) - (3.5) является монотонной, и для ее решения имеет место оценка устойчивости 
по граничным условиям, правой части вида (2.12). 

4. Разностные схемы для уравнений общего вида 

К сожалению, непосредственно монотонных схем для дивергентных (консервативных) 
уравнений (2.1), (2.2) в случае знакопеременных коэффициентов ki2(x), к2\(х) при смешан
ных производных построить не удается. Чтобы приведенные выше результаты имели за
конченный характер, необходимо рассмотреть задачи с наличием младших производных. 
Вновь рассмотрим дифференциальную задачу (2.1) с 

г V- Л , J2u , M 8 u \ o l , N д2и . . (4.22) 
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причем \ка\ < сз, q(x) > с0 > 0, а коэффициенты kQp(x)} a,ft = 1,2, удовлетворяют усло
виям эллиптичности (2.3). Отметим, что дивергентный оператор (2.2) всегда может быть 
приведен к виду (4.1). Для построения соответствующих монотонных схем второго поряд
ка локальной аппроксимации 0(h\ + /i2) для уравнений с наличием младших производных 
воспользуемся идеей А. А. Самарского [1, стр. 184]. Входящие в (4.1) производные на нерав
номерной сетке u>h заменим конечно-разностными соотношениями 

k«<*(x)~fa2 + ка^~^~ ~ 1 +
а д Ux°Xa + k«Uxa + k*Uxa + ° ^ ^ ' 

Я« = 0, 5|*а|Ав/*аа> к± = 0, Цка ± |* а | ) , 

д2и 
2к12(х)-дх = А^2А+и + Ar-2Af2u + 0(h{ + /^) . 

В результате получим следующую разностную схему второго порядка локальной аппрокси
мации: 

Y\ I + a
Ra У*«хЛк1Уха + *£ Ух а) + ^1"2

Л12У + 1̂~2ЛГ2У ~ dy = <р, X €о; Л , ^ 

где операторы А12± определены соотношениями (3.4), (3.5), а с/, <£> — некоторые шаблонные 
функционалы [1], которые в частности могут быть взяты в виде: d(x) = q{x), (р(х) — /(#), 
xGw/i. Для того, чтобы схема (4.2) была монотонной (и тем самым удовлетворяла принципу 
максимума), достаточно потребовать выполнения условия 

\k]2(x)\(l + R2(x)) . п± , кп(х) 
к<п[х) s h 2 - iM*)i(i + tfiwr x£uJh' [ ] 

Так как Яа(я) = 0(ha), то систему неравенств (4.3) всегда можно удовлетворить. 
З а м е ч а н и е 2. Полученные выше результаты естественным образом обобщаются на 

р-мерные (р > 2 любое число) эллиптические уравнения со смешанными производными. 

5. Разностные схемы для многомерных параболических уравнений 

Пусть теперь G — {0 < ха < /а , а = 1,р} — р-мерный параллелепипед с границей 
Г, х = (xi, Х2,..., хр). Требуется найти непрерывную функцию п(х, /), удовлетворяющую в 
QT — G х [0,Т] начально-краевой задаче 

-£ = Lu + f(x,t), xeG, /G(0,T] , и(х,0) = ио(х), и\г = ф,г), (5.25) 

Р Л / Я \ 
Lu = У^ La/?*', Ьари=-— ( АгЛ/?(аг)-—J. (5.26) 

Аналогично (2.3) предполагаются выполненными следующие условия: 

р р Р 

^J2^< £ *«/»(*)*«&<<*£& ^eG. (5.27) 
a=l a,/?=l a=l 

Зависимость коэффициентов от пространственных переменных предполагается лишь 
для сокращения несущественных выкладок. Для простоты рассуждений будем предполагать 
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знакопостоянность коэффициентов при смешанных производных. Тогда с учетом (5.27) бу
дем иметь: 

О < ci < kQQ(x) <с2,а = 1,2, кар(х) > 0, а, /3 = Т7р, а ф /?, х Е G. (5.28) 

На отрезке [0,Т] введем в рассмотрение равномерную с шагом г сетку по времени й)т = 
{<п = пг, га = 0, 1, • • •, А̂ о; тА̂ о = Т } = u T U T , а в параллелепипеде G введем равномерную 
по каждому направлению ха сетку й^ — и>ь U 7л, lh — множество граничных узлов, 

Qh = U = (x ( ; i ) ,X^ ) , . . . ,4 t p )) , ^ ' о ) = *«*«, 

га = 1 , 2 , . . . , ^ а - 1 , haNa = la, а = 1,2,...,р>. 

Операторы Lact аппроксимируем разностными: 

Ла ау - (аааУха)ха, ааа = 0,5 [к{
а~а

1а) + каа) , а = Т7р, (5.29) 

где vl±l°) = v (x{jl\..., a f e \ a£ e ) ± Ла, ^ ° , • • •, 4 ' p ) ) , a операторы Ьа0,аф /3, следу
ющим образом: 

AtpV = 0, 5 ((Ага/3ух,)гЛ + (*a/*lto,bj , <* 9* /?. (5.30) 

Ha равномерной сетке и> =w/,xu;T дифференциальную задачу (5.25) аппроксимируем 
чисто неявной разностной схемой 

р р 

1Л = ] £ л л а у + Y. К(зУ + Ч>, (5.31) 
а=1 а,/3=1 

y(z,0) = и0(я), г ^ л , yk=/*(*»<)i * £ 7 л , (5.32) 

где у = f, у = y(x,-,tn), х,- G а;Л, *„ € wT, у = yn + 1 = y(x,-,*n+i), yt = (yn+1 - yn) /r . 
Используя формулы 

ЛааЗ/ = (a<+U )(y ( + U ) - У) - ааа(у - у '"1"')) /hi 

^У = ( С V + 1 <" + U ) - */(+М) - *«/»(У(+1,,) - У)+ 

+ка0{у - yf-1"») - fc^1-)(y(_U) - у1"1"'-1"»)) /(2АаЛ„), 

р (+i„) Р (jt(+1°)u(+i«) +jfe„flU(+1")l p 

v - aaa (+ln) у ^ 1в
а/? у +К«0У ) _ V n „(+L) 

<**0 

л hi У L 2hahp -Ь,Ь«У 
а=1 а «,/9=1 а Р а=1 

hi h 2h«h? a~ hi h 2h°h? ' 
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разностную схему (5.31) запишем в каноническом виде (2.6) 

A(x)y(xJ) = Yl ^ a / ? ! / ( + 1 " ' + l e ) + C a ^ - 1 ^ - l e ) ) + 
а .0=1 
а*0 

Р 

+ £ г(£>«у<+1в) + Е^-1^) + F(x, 0, (*,*) € ы. 

(5.33) 

Здесь 

# а / 5 = 2hah(3 > 0, CQ^ =" 7 

r . ( - l o ) 
'а/? 

2ftQfy(? 
>0, 

О а а i a aor kail Л = ! + T\ L Д2 L £" F[x,t) = r<p + y. 

Т е о р е м а 2. Пусть при всех х Е tj/, 

D a ( : r )>0 , Еа(х)>0} a = 1,2,..., р. 

Тогда решение разностной схемы (5.31), (5.32) при любом г > 0 безусловно устойчиво (без 
ограничений на г и ha, а — 1,2,.. . ,pj по начальным данным, граничным условиям, правой 
части и при любом tn E иТ справедлива оценка 

f + ^ l m n l m C ' ^ g J W c A + l l W l - -
k=0 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как выполнены условия леммы 1, то на основании априорной 
оценки (2.9) \\уп+1\\с < max{||j^+1 |1е^ • WFWcl Заметим, что | |F | |C < \\уп\\с + т \\<рп\\с. 
Подставляя данную оценку в последнее неравенство, находим цепочку соотношений 

\\уп+%<т*х{№+1ЪСуЖ\\с + гШс) < 
< m ax{ | | J / "+ 1 | | c > , | | y ' ' | k + ^ll^llc. | |2/"-1 | lc + 4 k ' , " 1 | l c + l l ^ l l c } < - - < 

k=0 /c=0 

Из данного неравенства и следует требуемое соотношение. Теорема доказана. 
З а м е ч а н и е 3. Условия теоремы 2 всегда можно удовлетворить, если матрица ко

эффициентов уравнения (5.25) К = {̂ с*/?}»/?=i и м е е т диагональное преобладание по стро-
р ' р 

кам и столбцам, т. е. kaa > Y2 \кар\, каа > ^ \kpa\- В этом случае можно положить 
0=1 
0yta 

0 = 1 
0*0, 

hi = h>2 — . . . = hp. 
З а м е ч а н и е 4. Для того, чтобы построить монотонную разностную схему для зна

копеременных коэффициентов кар(х), а ф /?, уравнение (5.25) следует записать в недивер
гентном виде 

ди v ^ (. . хд2и , . ч ди \ v-^ f 

дг дха а,0=1 
<**0 

д2и 
дхахр + f(x,t). 

file:///kpa/-
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Тогда монотонная разностная схема (при условии диагонального преобладания матрицы А') 
второго порядка локальной аппроксимации 0(ti\ + h\ + . . . + h^) будет иметь вид 

р 

Уг 

а*0 

где 

Я а = 0,5|Ага |/1а/А:аа, fc± = 0, 5(А;а ± | * а | ) , 

*а/3 = 0 ,5( fc e /?± |*а/Н)> A+/j2/ = 2 / s 1 * a + y r i a r a , Ь1рУ = Ух,х2 +Ух1Х2-
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