
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ 
МОДЕЛИРОВАНИЕ 

ТОМ 13 номер 2 год 2001 

МЛ ТЕМА ТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 

УДК 519.86 

Р А З Н О С Т Н Ы Е МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 
ФИЗИКИ НА Н Е Р Е Г У Л Я Р Н Ы Х СЕТКАХ 

© А. А. Самарский, П.Н. Вабищевич 

Институт математического моделирования Р А Н , Москва 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (гранты 98-01-00335, 99-01-00958) 

Обсуждаются возможности решения задач математической физики на нерегулярных 
сетках. Как наиболее важная для приложений рассматривается проблема аппрокси­
мации уравнений конвекции-диффузии. Основное внимание уделяется построению 
разностных схем на треугольных сетках (как наиболее общих неструктурирован­
ных сетках). Выделены аппроксимации на сетках (триангуляциях) Делоне, которые 
обладают оптимальными свойствами. 

Основой построения дискретных аналогов является метод баланса (интегро-интер-
поляционный метод), для которого в настоящее время утвердился (в англоязычной 
литературе) термин метод конечного объема. Конструктивизм такого подхода осо­
бенно сильно проявляется при построении разностных схем на нерегулярных сетках. 
В качестве контрольного объема при триангуляциях Делоне выступают многоуголь­
ники Вороного. 

DIFFERENCE METHODS FOR SOLVING MATHEMATICAL PHYSICS PROBLEMS 
ON U N S T R U C T U R E D GRIDS 

A.A.Samarskii, P.N. Vabishchevich 

Institute for Mathematical Modeling RAS, Moscow, Russia 

In the present work there are discussed possibilities to solve problems of mathematical 
physics on unstructured grids. The emphasis is on approximation of the convection-
diffusion equation as the most important application. The main attention is given to 
constructing difference schemes on triangular grids (as the most general unstructured 
grids). Approximations on the grids designed via the Delaunay triangulation are 
highlighted as the most optimal. 

The basis for constructing discrete analogs is the balance method (integro-interpolation 
approach) which in publications in English is referred to as the finite volume method. 
Positive features of this approach are very attractive in case of unstructured grids. For 
the Delaunay triangulation we have Voronoi cells as control volumes. 



в А. А. Самарский, П.Н. Вабищевич 

a b 

Рис. 1. Топологическое соответствие 

1. Структурированные и неструктурированные сетки 
При нашем обсуждении в качестве модельных будем рассматривать стацио­

нарные и нестационарные двухмерные краевые задачи для уравнения конвекции-
диффузии. Приближенное решение краевых задач математической физики в слож­
ных областях проводится с использованием нерегулярных сеток [1]-[4]. Расчетная 
область Q предполагается нерегулярной (непрямоугольной, не составленной из пря­
моугольников). В силу этого приходится использовать непрямоугольные расчетные 
сетки. Среди нерегулярных сеток выделим два основных класса. 

Структурированные сетки. Наиболее важным примером таких сеток являются 
нерегулярные четырехугольные сетки, которые во многом наследуют (топо­
логически эквивалентны) свойства стандартных прямоугольных сеток. 

Неструктурированные сетки. В этом случае шаблон разностной схемы не со­
храняет структуру. Нет возможности топологически связать расчетную сет­
ку с регулярной прямоугольной сеткой. В частности, схема пишется в каждой 
точке с разным числом соседей. 

Аппроксимация на структурированных сетках может проводится на основе 
отмеченной близости этих сеток к стандартным прямоугольным сеткам. Наиболее 
просто эта ситуация реализуется в рамках использования новых независимых пере­
менных. В этом случае нерегулярная в исходных координатах сетка преобразуется 
в регулярную в новых независимых координатах (рис.1). Не выделяя каких-либо 
работ в данном направлении, укажем только на книгу [3], в которой эта технология 
широко используется. 

Вторая возможность не связана с формальным введением новых координат и 
реализуется на основе аппроксимации исходной задачи на такой нерегулярной сетке. 
Понятно, что использование простейших подходов для построения разностных схем 
на основе неопределенных коэффициентов для нерегулярных сеток хотя и возможно, 
но не является конструктивно оправданным. Отметим некоторые общие подходы к 
построению разностных схем на таких структурированных нерегулярных сетках. 
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Рис. 2. Триангуляция структурированной сетки 

Метод баланса. Это общий подход к построению дискретных аналогов. На его ос­
нове строятся схемы для базовых задач математической физики, механики 
сплошных сред. Метод баланса (интегро-интерполяционный метод) [5, 6] был 
предложен А.А. Самарским в работе [7] и с середины 50-х годов активно ис­
пользуется в вычислительной практике при численном решении различных 
прикладных проблем. В настоящее время в англоязычной литературе утвер­
дился термин метод конечного объема (см., например, [8]). Конструктивизм 
интегро-интерполяционного метода особенно сильно проявляется при постро­
ении разностных схем на нерегулярных сетках [2], в задачах с разрывными 
коэффициентами. 

Метод опорных операторов. В этом случае задача формулируется в терминах 
инвариантных операторов векторного анализа — дивергенция, градиент, ро­
тор. Далее один из них (который и называется опорным) аппроксимируется, 
а аппроксимации других согласуются с аппроксимацией опорного на основе 
интегральных соотношений векторного анализа. Наиболее простое описание 
такого подхода имеется в книге [10], математически более полному описанию 
посвящена работа [2]. В идейном плане этот подход примыкает к смешанно­
му методу конечных элементов [11], когда исходное эллиптическое уравнение 
второго порядка записывается в виде системы уравнений первого порядка и 
в качестве неизвестных выступает само решение и его первые производные. 

Схемы метода конечных элементов. Как и для общих неструктурированных 
сеток так и для структурированных можно строить разностные схемы на 
основе конечноэлементных аппроксимаций [12]. Например, в исходной нере­
гулярной четырехугольной сетке (см. рис.2) проведем триангуляцию с по­
мощью диагоналей. В этом случае при использовании линейных элементов 
шаблон разностной схемы при решении эллиптического уравнения второго 
порядка остается девятиточечным, но при этом проявляется наиболее важ­
ные конструктивные особенности метода конечных элементов. 
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Преимущества структурированных сеток связаны именно с сохранением ка­
нонической структуры соседей для каждого узла сетки, с сохранением шаблона. Это 
облегчает жизнь, в частности, при программировании, при решении сеточных за­
дач. Проблемы же построения разностных схем на таких сетках не намного легче, 
чем для общих неструктурированных сеток. 

Среди структурированных сеток необходимо выделить важный класс ортого­
нальных сеток. В этом случае действительно проявляются преимущества структу­
рированных сеток перед неструктурированными. В этом случае многие проблемы 
построения сеточных задач, решения сеточных уравнений принципиально упроща­
ются. Если необходимо в наибольшей степени использовать преимущества струк­
турированных нерегулярных сеток перед неструктурированными, то лучше огра­
ничиться ортогональными криволинейными сетками. Проблемы генерации сеток не 
всегда (более того, именно это и является наиболее типичной ситуацией) сложнее 
решаемых задач. Поэтому лучше тратить усилия (сравнимые с решением поставлен­
ной задачи) на оптимизацию расчетной сетки. В сложных расчетных областях имеет 
смысл использовать многоблочную технология генерации ортогональных сеток [13], 
базирующуюся на современных CAD-системах. 

2. Треугольные сетки 

Произвольная сетка генерируется из некоторого множества узлов. Наиболее 
естественно и просто по этому общему множеству точек определить триангуля­
цию — построить треугольную сетку. Использовать более сложные конструкции 
неструктурированных сеток чаще всего нет необходимости. 

По заданным точкам можно провести триангуляцию различными способами 
(пример на рис.3). Отметим также, что при любом способе триангуляции для дан­
ного набора узлов мы получим одно и тоже число треугольников. 

Встает проблема оптимизации триангуляции по каким-то критериям. Основ­
ной критерий оптимизации состоит в том, чтобы полученные треугольники, с одной 
стороны, были блики к равносторонним (не должно быть слишком острых углов). 
Это локальный критерий, который относится к одному треугольнику. Второй (гло­
бальный) критерий состоит в том, чтобы соседние треугольники не слишком сильно 
разнились по площади — критерий равномерности сетки. 

Имеется специальная триангуляция — триангуляция Делоне, которая обладает 
рядом оптимальных свойств. Одно из них заключается в стремлении полученных 
треугольников к равноугольным. Более точно отмеченное свойство формулирует­
ся следующим образом: при триангуляции Делоне максимизируется минимальное 
значение внутренних углов треугольников. Более полное обсуждение свойств три­
ангуляции Делоне и связанных проблем можно найти в обзорах [14, 15]. Формальное 
определение триангуляции Делоне (см., например, [16]) связывается со свойством, 
что для каждого треугольника все другие узлы лежат вне описанной окружнос­
ти. Для нашего дальнейшего изложения очень важна связь триангуляции Делоне с 
диаграммной (разбиением) Вороного. 

Многоугольником Вороного для отдельного узла будет множество точек, ко­
торые лежат ближе к этому узлу, чем ко всем другим. Для двух точек множества 
определяются полуплоскостью, которая ограничена перпендикуляром к середине 
отрезка соединяющего эти две точки. Поэтому многоугольником Вороного будет 
пересечение таких полуплоскостей для всех пар узлов, образованных данным узлом 
и всеми другими узлами. Подчеркнем, что этот многоугольник всегда выпуклый. 
Схематично диаграмма Вороного для некоторого набора узлов с выделением отдель­
ного многоугольника Вороного отображена на рис.4. 
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Рис. 3. Неоднозначность триангуляции 

Рис. 4. Триангуляция Делоне и диаграмма Вороного 
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Каждая вершина многоугольника Вороного является точкой встречи трех мно­
гоугольников Вороного. С каждой из этих вершин связывается треугольник, постро­
енный по соответствующим узлам контактирующих многоугольников Вороного. 
Это есть именно триангуляция Делоне. Тем самым между диаграммой Вороного 
и триангуляцией устанавливается взаимное соответствие. 

При триангуляции Делоне мы получаем оптимальное разбиение расчетной об­
ласти по заданному множеству узлов. Оптимальное с точки зрения максимилизации 
минимальных углов треугольников. Триангуляции Делоне соответствует диаграм­
ма Вороного, которая для каждого узла однозначно определяет множество точек 
области. Это выделение множества точек делается по совершенно прозрачному гео­
метрическому критерию максимальной близости к узлу. Тем самым триангуляция 
Делоне и диаграмма Вороного полностью определяют (и определяют оптимально и 
однозначно) расчетную треугольную сетку и контрольный объем. 

Триангуляция Делоне активно используется в вычислительной практике при 
построении схем конечных элементов (см., например, [17]). Имеется также мно­
го хорошо проработанных вычислительных методов генерации таких треугольных 
сеток, доступно и соответствующее программное обеспечение. 

3. Разностные схемы на треугольных сетках 
Прежде чем переходит к конкретному обсуждению проблем построения раз­

ностных схем на треугольных сетках отметим некоторые возможные общие подхо­
ды, которые могут найти (и находят) применение. 

3.1. Схемы метода конечных элементов 

Наиболее простой (с методологической точки зрения) подход к построению дискрет­
ных аналогов на треугольных сетках состоит в использовании метода конечных эле­
ментов. Другое дело, что не всегда можно ограничиться стандартными вариантами 
конечноэлементной аппроксимации. 

Наиболее широко в вычислительной практике используются кусочно-линейные 
конечные элементы, которые соответствуют аппроксимации приближенного реше­
ния на каждом треугольнике линейной функцией. При этом в задачах конвекции-
диффузии мы получаем аналоги схем с центральноразностной аппроксимацией кон­
вективных слагаемых. 

При конечноэлементной аппроксимации есть проблемы получения монотон­
ных схем, т.е. схем, для которых выполнен принцип максимума. В теории метода 
конечных элементом проблема решается использованием не метода Галеркина, а его 
обобщения — метода Петрова-Галеркина (см., например, [18]). В этом случае проб­
ные функции, из которых конструируется решение, и поверочные, которые дают 
систему уравнений, различаются. На таком достаточно искусственном пути полу­
чаются схемы, имеющие, например, большое сходство со схемами с направленными 
разностями. 

3.2. Метод опорных операторов 
В этом подходе (более подробное изложение в [2,10]) исходная задача формулируется 
терминах дифференциальных операторов векторного анализа: дивергенция, гради­
ент и ротор. Далее на выбранной сетке аппроксимируется один из этих операторов. 
Другие операторы уже определяются из некоторых связей интегрального характера 
между дифференциальными операторами. Этим достигается согласованная аппрок­
симация операторов, дающая такие свойства как консервативность, сопряженность 
и т.д. 
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Рис. 5. Контрольный объем, построенный по медианам 

Для треугольных расчетных сеток метод опорных операторов развивается, 
например, в [19]. Основные особенности связаны с заданием множества сеточных 
функций. Например, решение может аппроксимироваться в узлах треугольной сет­
ки, потоки — в ячейках (ячеечно-узловая) аппроксимация либо в центрах граней 
ячейки (разнесенные сетки). 

3.3. Метод баланса (интегро-интерполяционный метод) 

Один из основных подходов к построению разностных схем на нерегулярных сетках 
является классический интегро-интерполяционный метод. Метод баланса основан 
на следующих основных положениях. Первое, мы должны задать сетку (определить 
множество узлов, множество сеточных функций). Второе, для каждого отдельного 
узла определяется окрестность (контрольный объем) — часть расчетной области, 
отнесенной к заданному узлу. Третье, разностная схема получается интегрирова­
нием исходного уравнения по контрольному объему с некими предположениями о 
поведении решения. В зависимости от того, как все это делается мы и приходит к 
тому или иному варианту метода контрольного объема. 

При построении разностных схем на треугольной сетке методом контрольно­
го объема естественно задавать сеточные функции в узлах. Это стандартный, но 
единственный вариант. В качестве альтернативы можно использовать задание се­
точных в некоторых точках, связываемых с треугольной ячейкой. Примером может 
служить задание сеточных функций в вершинах многоугольников Вороного. 

Второй неопределенный момент порожден выбором контрольного объема. При 
триангуляции в качестве контрольного объема во многих работах выбирается часть 
треугольника, которая выделяется при пересечении медиан (рис.5). В этом случае 
к каждому из узлов относится равная по площади часть треугольника. 
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Интересный вариант выбора контрольного объема связан с диаграммой Воро­
ного (см. рис.4). В этом случае к каждому отдельному узлу относится часть всей 
расчетной области, которая ближе всего расположена к нему (никакого равновели­
кого разделения треугольников здесь, конечно, нет). Важно, что и в том и в другом 
случае в качестве критерия выбора контрольного объема положены совершенно про­
зрачные геометрические требования: в первом случае — разделение треугольника 
на три равновеликие части, во втором — геометричаская близость точек расчетной 
области. 

Среди плюсов разделения медианами отметим, что оно проводиться для про­
извольного разбиения на треугольники, не ограничиваясь триантуляцией Делоне. 
Преимущества разбиения Вороного представляются более весомыми и связаны с 
ортогональностью сторон треугольника к граням многоугольников Вороного. 

Эвристические соображения в пользу многоугольников Вороного связаны с 
идеей глобализации (оптимизации) сетки и контрольных объемов — оптимизация 
для всех узлов, а не для отдельного треугольника. 

Метод баланса при использовании треугольных сеток необходимо реализовы-
вать на триангуляции Делоне при выборе многоугольников Вороного в качестве 
контрольного объема. Это наиболее естественная процедура, позволяющая наиболее 
просто строить разностные схемы с использованием оптимизированных треуголь­
ных сеток. 

4. Сетки 
Будем считать, что расчетная область представляет собой выпуклый мно­

гоугольник ft с границей dQ. Для точек области используем обозначения х = 
(x(J),x(2)). 

В области ft = ft |J<9ft введена сетка й;, состоящая из узлов х;, г = 1,2,..., М, 
причем углы многоугольника ft являются узлами. Пусть UJ — множество внутрен­
них, а ди — множество граничных узлов, т.е. и = u>f)Q, ди = Uf]dQ. 

С каждым узлов хг, г = 1,2,...,М, свяжем контрольный объем ft; как опре­
деленную часть расчетной области. В качестве контрольного объема выбираются 
многоугольники Вороного или их часть, принадлежащая ft. Многоугольником Во­
роного для отдельного узла будет множество точек, которые лежат ближе к этому 
узлу, чем ко всем другим. Для двух точек множества определяются полуплоскос­
тью, которая ограничена перпендикуляром к середине отрезка соединяющего эти 
две точки. С каждой из вершин многоугольника Вороного связывается треуголь­
ник, построенный по соответствующим узлам контактирующих многоугольников 
Вороного. Эти треугольники определяют триангуляцию Делоне. 

Контрольные объемы покрывают всю расчетную область, так что 

_ м _ _ 
ft= (Jft,, Qi = Qi\JdQu ft^ft, = 0, i±j, t\ j = l,2,.. . ,M. 

t=i 

Для общих граней контрольных объемов используем обозначения 
dQif]dQJ = riJ1 *Фз, h j = I , 2 , . . . , M . 

Для узла г определим множество соседних узлов W(i), для которых контрольные 
объемы имеют общие грани с контрольным объемом для узла г, т.е. 

W (г) = {j | д ft {f| дП; ф 0, J = 1,2, • • •, М}, i = 1,2,..., М. 



Разностные методы решение задач математической физики на нерегулярных сетках 13 

Введем также обозначения 

Vi= с/х, ltj = / eZx, г, j = 1,2,...,М, 

для площади контрольного объема и длины ребра многоугольника Вороного соот­
ветственно. 

5. Задачи конвекции-диффузии 

В качестве модельных рассматриваются стационарные краевые задачи кон-
векционно-диффузионного переноса. В области Q ищется решение уравнения 
конвекции-диффузии в недивергентной (характеристической) форме 

которое дополняется простейшими граничными условиями 

и{х) = О, х G дП. (5.2) 

В качестве основного рассматривается также уравнение конвекции-диффузии 
в дивергентной (консервативной) форме: 

t : i ( ' ' , a ) ( x ) « ) - t ^ ( * ( x ) ^ ) = / ( x ) , х € П . (5.3) 

И наконец, будем отдельно исследовать случай, когда решение определяется 
из уравнения конвекции-диффузии в симметричной форме: 

- Е ^ ( * ( х ) ^ ) = Лх), жен. 

На множестве функций м(х), удовлетворяющих граничным условиям (5.2), 
стационарную задачу конвекции-диффузии запишем в виде операторного уравнения 

Au = f, A = C + V. (5.5) 

Здесь V — оператор диффузионного переноса, который определяется выражением 

"•-ГаЗдК&у)- <5-6» 
а = 1 

Оператор конвективного переноса С в соответствии с (5.1),(5.3),(5.4) записыва­
ется в различных формах. Для оператора конвективного переноса в недивергентной 
форме в соответствии с (5.1) положим С = С\1 где 

C i « = E « ( e , W ^ y . (5-7) 
а=1 



14 Л.Л. Самарский, П.Н. Вабищевин 

Аналогично из (5.3) имеем С = Сг, где теперь 

С>и=Е^(« ( о , (*)«)- (5-8) 
а = \ 

С учетом (5.4) оператор конвективного переноса в симметричной форме имеет вид 

С = Со = ^(С!+С2), 

причем 

С . Н £ ( » М М ^ + ̂ < " М < х М ) . (5.9) 

Решение дискретной задачи должно наследовать основные свойства дифферен­
циальной задачи. Это обеспечивается, когда сеточные операторы будут иметь те же 
основные свойства, что и дифференциальные операторы [20]. 

6. Разностные операторы 
Определим расстояние между узлами хг, Xj 

1/2 

d(xt-,Xj) 
la = l J 

и середину отрезка, соединяющего эти узлы: 

x* = (*g\*g , ) I x!;) = l(x<e> + x f ) , a =1,2. 

Будем, для простоты, рассматривать случай, когда коэффициенты уравнения 
конвекции-диффузии и само решение достаточно гладкие. Для разностного опера­
тора диффузионного переноса интегро-интерполяционным методом получим пред­
ставление 

(Dy)i = -± J2 1^^7ГИГУ х'€ш- ( 6Л0) 

Sew(t) <Цх,-,х,-; 
Будем относить нормальную компоненту скорости к середине отрезка, соеди­

няющего узлы сетки. При использовании обозначений 

bij = (v,n)(xj,-) 

для разностного оператора конвективного переноса методом баланса получим 

(С2У).-=рг £ М ^ ^ А xt-6u;. (6.11) 
1 jew(i) 

Разностные операторы конвективного переноса в недивергентной и симмет­
ричной формах не очень удобны строить на основе прямого использования метода 
баланса. Отметим возможность согласования аппроксимаций операторов конвектив­
ного переноса в дивергентной и недивергентной формах, которая понимается в том 
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смысле, что один разностный оператор совпадает с другим в случае, когда соответ­
ствующее разностное условие несжимаемости имеет место. 

На основе метода баланса определим разностный оператор дивергенции соот­
ношением 

div/j v = — ] Г lijbij, xt- G и. (6.12) 
1 j€W(t) 

Из (6.11) и (6.12) непосредственно следует 

( C i y ) . - = i £ № ^ ~ , x.-Gu;. (6.13) 
' j € W ( t ) 

Для оператора конвективного переноса в симметричной форме (5.9) получим 
наиболее компактную аппроксимацию 

(Coy)i = трг J2 liJbijyji Х* G <*>' ( 6 Л 4 ) 

При построении безусловно монотонных схем необходимо ориентироваться на 
применение схем с направленными разностями для операторов конвективного пере­
носа. 

Выделим положительную и отрицательную составляющие нормальной компо­
ненты скорости, положив 

*о-= *£•+*;;-
где 

bb = \(btJ + \btJ\), 

К] = 2 ^ - Ы -

Для разностного оператора конвективного переноса в дивергентном виде по­
лучим 

(с*у)* = у. Е М*«и+ *««). ъе*. (6.15) 
1 j€W(t) 

Аппроксимация оператора конвективного переноса в недивергентной форме дает 

1 j € W ( 0 

Ha основе аппроксимаций (6.15), (6.16) строятся монотонные разностные схемы для 
задач конвекции-диффузии (5.1), (5.2) и (5.2), (5.3). 

Основной вывод состоит в следующем. На основе метода баланса построение 
разностных схем заданного качества для базовых задач математической физики 
на треугольных сетках проводится легко и просто. Никаких преимуществ метод 
конечных элементов при этом не имеет. 
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