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Приближенное решение краевых задач мате­
матической физики в сложных расчетных облас­
тях проводится с использованием нерегулярных 
сеток [1-4]. Среди наиболее общих неструктури­
рованных сеток выделим треугольные (при рас­
смотрении двумерных задач) сетки. Для заданно­
го набора расчетных узлов существует единст­
венная триангуляция Делоне, которая является 
оптимальной в смысле стремления полученных 
треугольников к равносторонним. Б олее  точно 
отмеченное свойство формулируется следующим 
образом: при триангуляции Делоне максимизиру­
ется минимальное значение внутренних углов 
треугольников [5-7J.

При построении дискретных аналогов в каче­
стве основного используется универсальный ме­
тод баланса (интегроинтерполяционный метод) 
18]. Он бы л предложен А .А .  Самарским в работе 
[9] и с середины 50-х годов активно используется 
в вычислительной практике. В настоящее время в 
англоязычной литературе утвердился термин 
“ метод конечного объем а” (см., например, [10]). 
Конструктивизм такого подхода особенно сильно 
проявляется при построении разностных схем на 
нерегулярных сетках [11]. В качестве контроль­
ного объем а при триангуляциях Д елоне естест­
венно использовать многоугольники Вороного.

В качестве базовой математической модели 
для задач механики сплошной среды выступают 
краевые задачи для уравнений конвекции-диф­
фузии, основные особенности которых связаны с 
несамосопряженностью эллиптического опера­
тора. В книге [12] рассмотрены вопросы построе­
ния и исследования разностных схем для стацио­
нарных и нестационарных уравнений конвекции- 
диффузии на регулярных прямоугольных сетках. 
В данной работе отмечаются наиболее важные 
проблемы построения разностных схем при ис­
пользовании треугольных сеток. Разностные схе­
мы строятся на основе метода баланса с использо­
ванием триангуляций Д елоне и многоугольников 
Вороного. Основное внимание уделяется свойст­
вам разностных операторов конвективного и
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диффузионного переноса. Рассмотрены особен­
ности аппроксимаций конвективных слагаемых в 
дивергентной (консервативной), недивергентной 
(характеристической) и симметричной формах.

1. Для простоты изложения ограничимся рас­
смотрением двумерных задач. Будем считать, что 
расчетная область представляет собой выпуклый 
многоугольник Q с границей д£2. Для точек об ла ­
сти используем обозначения х = (jc(1), jc(2)).

В области П  = f l u 8 Q введена сетка со, состо­
ящая из узлов х„ i = 1 ,2 , . . . ,  М,  причем углы  мно­
гоугольника О  являются узлами. Пусть со -  мно­
жество внутренних, а Эю -  множество граничных 
узлов, т.е. ш = й  л й ,  Эсо = со n  3Q.

С  каждым из узлов х,-, i =  1, 2, ... . М.  свяжем 
контрольный объем  L\ как определенную часть 
расчетной области. В качестве контрольного 
объем а выбираются многоугольники Вороного 
или их часть, принадлежащая Q. М ногоугольни­
ком Вороного для отдельного узла будет множе­
ство точек, которые леж ат ближе к этому узлу, 
чем ко всем другим. Для двух точек множества 
определяются полуплоскостью, которая ограни­
чена перпендикуляром к середине отрезка, соеди­
няющего эти две точки. С  каждой из вершин мно­
гоугольника Вороного связывается треугольник, 
построенный по соответствующим узлам контак­
тирующих многоугольников Вороного. Эти тре­
угольники определяют триангуляцию Делоне.

Контрольны е объем ы  покрывают всю расчет­
ную область, так что

_  м  —  _

q  =  и а ,  ц  =  а , п ц - = 0 .
i = 1

i * j ,  i , j  -  1, 2, ..., М .

Для общих граней контрольных объем ов  исполь­
зуем обозначения

d Q iO d Q - j  =  Tij , i Ф j ,  i , j  =  \,2, ..., М .

Для узла i определим множество соседних узлов 
W ( i ) ,  для которых контрольные объемы имеют об­
щие грани с контрольным объемом для узла г, т.е.

°ИГ(г) =  {j\ д О , П Щ * 0 , ] =  Ь '2 , - , М } ,

i =  1,2,  ..., AT.
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Введем также обозначения в недивергентной форме в соответствии с (1) по­
ложим где
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= Jdx , =  Jrfx, i , j  = 1,2, ..., М „

а
= У  v M ( x ) - ^ - .  (7)

“  д У 0)а = I
для площади контрольного объем а и длины реб- А
ра многоугольника Вороного соответственно. Аналогично из (3) имеем %  -  Чо2> ГДС теперь

2. В качестве модельных рассматриваются ста- 2
ционарные краевые задачи конвекционно-диф-
фузионного переноса. В области Q  ищется реше- а = i
ние уравнения конвекции-диффузии в недивер­
гентной (характеристической) форме С учетом (4) оператор конвективного переноса в

симметричной форме имеет вид

£ v<” ’ ( x )^ -  (1) < € = < € „  =
а  = 1 а = 1

х е  Q, причем

которое дополняется простейшими граничными 2

условиями % QU =  ‘ £  ( V a>( x ) - ^  + - ± - ^ а\ х )и ) ] .  (9)

и ( х )  = 0, х е  3Q. (2) a=1 Х Х

В качестве основного рассматривается также Решение дискретной задачи должно наследо- 
уравнение конвекции-диффузии в дивергентной вать основные свойства дифференциально» зада-
у  „ оч , J ^ чи. Это обеспечивается, когда сеточные операто-
(консервативнои) форме: _ м к
v к ^  г  рЫ будут иметь те же основные свойства, что и

2 2 д (  Ъ \ дифференциальные операторы.

X  J~7a)(via)(x ')u) ~ X  T l a j f )  =  /ox Пусть Ж =  S62(Ci) -  гильбертово пространст-
«  = ] ° х  a = 1 ах J U ) во со скалярным произведением и нормой

X € Q.

И  наконец, будем отдельно исследовать слу- ( u, w )  =  [m (x)w (x)^x, \\u\\=(u , u ) 2 =  I \u\x)dx
чай, когда решение определяется из уравнения J J
конвекции-диффузии в симметричной форме:

1
Л2

для произвольных функций и(х)  и w(x), обращаю-
1 V  f  (а)/ Ч Эи Э . (а), X Л  щихся в нуль на Э£2.
- >  V ( х ) ---—; + --- ; ( v  ( х ) “ ) -  ^

Эх Эх ' Оператор диффузионного переноса, опреде­
ляемый согласно (6), самосопряжен и положи- 

^ г э и \ тельно определен в Ж:

а = 1 
2

а = 1 v = ® * > j - E  (10)

Н а множестве функций и(х) ,  удовлетворяю- 0
щих граничным условиям (2), стационарную зада- при к(х) > к  > 0. Здесь Е  -  тождественный опера-
чу конвекции-диффузии запишем в виде опера- Topi а М 0 -  постоянная в неравенства Фридрихса
торного уравнения

J&U = /, sA =  < € + 2 ).  (5) J M̂ x < i t 02 ; J ^ J j x .

Здесь 21 -  оператор диффузионного переноса, ко- n a= i n
торый определяется выражением Ддя сеточных функций у(х)> w (x ), заданных в

2 узлах х е ш и  обращающихся в нуль в граничных
f/c(x) I (6) узлах x e  Эсо, определим скалярное произведение

Эх(а) V dx(a)J в Я  = L 2(co) и норму соотношениями
а = 1

Оператор конвективного переноса %  в соот- 2

ветствии с (1), (3), (4) записывается в различных w) =  2-/ ^ ( x i) lv(x i) ’ М  = (У> ? ) •
формах. Для оператора конвективного переноса х, е w
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Определим расстояние между узлами xh х; :

Г  2  1 1 / 2

d(\„ Xj) 5 > :
(а) («к2

)
La = 1

и середину отрезка, соединяющего эти узлы:

/ (1) (2)ч х (7 =  ( х и , х и ) , и

Будем для простоты рассматривать случай, 
когда коэффициенты уравнения конвекции-диф­
фузии и само решение достаточно гладкие. Для 
разностного оператора диффузионного переноса 
интегроинтерполяционным методом получим 
представление

У} -У> х ; е  to. (11)

j S W { i )  J

Для сеточных функций yt =  у(х,) =  0, w, =  О, 
х,- е  Эсо, как и в дифференциальном случае (см. (10)), 
имеем

к
D = D * > ^ - E ,

М  п
(12)

где М 0 -  постоянная, не зависящая от сетки, в раз­
ностном неравенстве Фридрихса

М,
\у\\2 < - у ^  £  hjdf rnXj )

y j - y j
d ( x X,)

Х , . £  G 1 j e  W СО

4. Непосредственно устанавливается сопря­
женность с точностью до знака операторов кон­
вективного переноса в дивергентной и недивер- 
гентной формах друг другу, т.е.

о ? *  _  с оv) I — — 1. (13)

Оператор конвективного переноса в симметричной 
форме (9) будет кососимметричным ((%0и, и) =  0):

(14)

Для энергии операторов конвективного пере­
носа в дивергентной и недивергентной формах 
имеем

IC^aM, и)\ < ^i||w|[2, a  =  1,2, (15)

где постоянная J l j  зависит только  от divv:

М j = J||divv||C(n), ||w||c(Q) =max|w(x)|. (16)
Z  x e

И мею т место также оценки подчиненности опе­
ратора конвективного переноса оператору диффу­
зионного переноса:

с постоянной М^,  зависящей от скорости. При %  = ,
можем положить

М 2 =  -ш ах^  1( v  )
,(а )ч2||

К  а
|С(П)

Аналогично при % - % 2 получим

2тах<! ||( v (a))'||c-(Q) [■ + jW,0||divv||c(Q)

(18)

• (19)

При имеем

к
З тах

a
| ( v (a)) lc (Q ) [ + ^ o lld iv v ||c (Q) . (20)

Приведенные оценки (15), (17) служат ориенти­
ром при исследовании дискретных аналогов опе­
раторов конвективного переноса.

Будем относить нормальную компоненту ско­
рости к середине отрезка, соединяющего узлы  
сетки. При использовании обозначений

Ьц =  (v , п ) ( х у )

для разностного оператора конвективного пере­
носа методом баланса получим

(° 2У)‘ = V. S  х/е ю- (21)
V, ^  2

j e W ( i )

Разностные операторы конвективного пере­
носа в недивергентной и симметричной формах 
не очень удобно строить на основе прямого ис­
пользования метода баланса. Отметим возмож­
ность согласования аппроксимаций операторов 
конвективного переноса в дивергентной и неди­
вергентной формах, которая понимается в том 
смысле, что один разностный оператор совпадает 
с другим в случае, когда соответствующее разно­
стное условие несжимаемости имеет место.

Для операторов конвективного переноса имеем

% . и  -  % 9w - d i v v w . (22)

При построении конечно-разностных аппрок­
симаций операторов конвективного переноса ес­
тественно стремиться к отбору таких разностных 
операторов, которые имели бы отмеченное вы­
ше свойство (22) дифференциальных операторов. 
С учетом этого положим

С\У =  С г У - & * куу. (23)

Н а основе метода баланса определим разностный 
оператор дивергенции соотношением

divbv =
\% и\~ < М , 2{ЧЬи, и)  (17)
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И з (21), (23) и (24) непосредственно следует

x - s “ - <2 5 >

Разностные операторы конвективного пере­
носа в дивергентной и недивергентной формах, 
определяемые согласно (21) и (25), с точностью 
до знака сопряжены друг другу, т.е. аналогично 
(13)

с? = - С 2. (26)

Для оператора конвективного переноса в сим­
метричной форме (9) с учетом представления

С0 =  1- ( С 1 +  С 2)

получим наиболее компактную аппроксимацию

( C 0y ) i  =  2 7  X  l nb i j y j '  х«’ е w- (27)
W(0

Основное свойство (см. (14)) этого разностного 
оператора есть

С0* = - С 0, (28)

причем это свойство кососимметричности имеет
место при лю бом  поле скоростей (для произволь­
ных векторов v, необязательно удовлетворяю­
щих какому-то разностному аналогу свойства не­
сжимаемости).

Приведем также оценки энергии оператора 
конвективного переноса в недивергентной и ди­
вергентной формах. Аналогично (15) имеем

\(Сау , у ) \ < М М 2, а  = 1, 2 . (29)

Постоянная М { зависит только  от сжимаемости 
среды (на разностном уровне),

м \ = ^lldiv/,v||C(00), 1Ы1с(со) =шах |у(\.)| (30)
Z  х,- е со

и согласована с (16).

Неравенству (17) на разностном уровне сопос­
тавляется неравенство подчиненности

\\Cy\\2< M 2( D y , y ) ,  (31)

в котором при С  =  С] постоянная (см. (18)) есть

2 ?
М 2 =  -  max max \ЬЛ .

К х ,е  о) j e
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Для оператора С  =  С2 имеем оценку (31), в кото­
рой (см. (19))

Для разностного оператора конвективного пере­
носа в симметричной форме (27) аналогично ус­
танавливается неравенство (31) с (см. (20))

Полученны е оценки (29) и (31) разностных 
операторов конвективного переноса полностью 
согласованы с непрерывным случаем и служат 
основой при исследовании стационарных и неста­
ционарных разностных задач конвекции-диффу- 
зии[11].

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского фонда фундаментальных исследова­
ний (проекты 98—01—00335, 99-01-00958).
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