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Свойство монотонности мы связываем с вы
полнением принципа максимума для разностных 
уравнений [1]. При использовании регулярных 
прямоугольных сеток наиболее просто строятся 
безусловно монотонные схемы с направленными 
разностями. Для задач конвекции-диффузии из
вестны (см., например, [2, 3]) различные типы без
условно монотонных разностных схем второго 
порядка. Наиболее общий подход к их построе
нию связан с применением принципа регуляриза
ции разностных схем [4] и основан на фактичес
ком переходе к схемам первого порядка в области 
нарушения монотонности.

Для уравнения переноса при численном реше
нии задач механики сплошной среды широко ис
пользуются нелинейные монотонные схемы. В схе
мах TVD безусловная монотонность достигается за 
счет нелинейного ограничения потоков в исходной 
схеме с центральными разностями второго поряд
ка [5]. В нашей работе [6] Нелинейные монотонные 
схемы для недивергентного уравнения переноса 
построены с привлечением принципа регуляриза
ции разностных схем с минимальным набором ре- 
гуляризирующих параметров.

В настоящем сообщении строятся монотон
ные аппроксимации конвективного переноса с ис
пользованием направленных разностей на произ
вольной неструктурированной сеткег Для задан
ного набора узлов формируется' триангуляция 
Делоне, а сами разностные схемы строятся инте- 
гроинтерполяционным методом (методом балан
са). В качестве контрольного объема выступают 
многоугольники Вороного. На основе принципа 
регуляризации предлагаются безусловно моно
тонные схемы для задач конвекции-диффузии, 
подобные тем, что рассматривались на прямо
угольных сетках [7]. Для задач с доминированием 
конвективного переноса над диффузионным по
строены нелинейные монотонные схемы.

1. Для содержательного обсуждения вопросов 
построения монотонных разностных схем будем 
рассматривать уравнения конвекции-диффузии в 
недивергентной
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формах. Дополним эти уравнения однородными 
краевыми условиями первого рода

и(х) = 0, х е  ЭС}. (3)

Для эллиптических уравнений, записанных в 
недивергентной форме (1), выполнен принцип мак
симума (см., например, [8]). Наиболее важные осо
бенности, связанные с уравнением конвекции-диф
фузии в дивергентной форме, обсуждаются в [9]. 
Для разностных аналогов краевых задач (1), (3) и 
(2), (3) строятся различные классы монотонных 
разностных схем [1, 9] при использовании стан
дартных прямоугольных сеток. Здесь мы рассмо
трим вопросы построения монотонных разност
ных схем для краевых задач конвекции-диффу
зии на общих треугольных сетках.

Введем некоторые обозначения. Для простоты 
изложения мы ограничились рассмотрением двух
мерных задач, переход к трехмерным задачам но
сит в значительной степени редакционный харак
тер. Пусть х = дЯ) и О, есть выпуклый много
угольник с границей Э£Х В области О, = £2 и  д£2 
введена сетка <в, состоящая из узлов xh i= 1,2, 
причем углы многоугольника £2 являются узлами. 
Пусть со -  множество внутренних, а Эсо -  множе
ство граничных узлов (со = й  n  Q, Эсо = й  п  Э£2).

С каждым узлом х„ г = 1, 2, ..., М, свяжем кон
трольный объем Ц  как определенную часть рас
четной области. В качестве контрольного объе-, 
ма выбираются многоугольники Вороного или их! 
часть, принадлежащая £1 С каждой из вершин мнец 
гоугольника Вороного связывается треугольник, 
построенный по соответствуюпщм узлам контак-
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тирующих многоугольников Вороного. Эти тре
угольники определяют триангуляцию Делоне [10].

Контрольные объемы покрывают всю расчет
ную область, так что

_  м _  _
& = LJQ ;, О, = 0 , и Э 0 ;, = 0 ,

i = 1
h j  = 1, 2, ..., М.

Для общих граней контрольных объемов исполь
зуем обозначения

ЭО ,пЭ  Sl j  = Г у, i * j ,  j  = 1,2
Для узла i определим множество соседних узлов 
°W(i), для которых контрольные объемы имеют 
общие грани с контрольным объемом для узла г, 
т.с.

W (i)  = UI Э Ц . п Э О ^ 0 , ; =  1,2 , . . . ,М},  

i -  1, 2, ..., М .

Введем также обозначения

Для нормальных компонент скорости на каждой 
грани многоугольника Вороного используется 
выражение

Ьи = (▼, п)(ху),

где п -  внешняя нормаль.
На равномерных прямоугольных сетках (7) со

ответствует использованию обычных централь
но-разностных аппроксимаций. По сравнению с 
аппроксимациями направленными разностями в 
этом случае можно рассчитывать на большую 
точность. Однако при этом не всегда для разност
ного решения выполнен принцип максимума, т.е. 
схемы с центрально-разностными аппроксимаци
ями не всегда являются монотонными. При по
строении безусловно монотонных схем необходи
мо ориентироваться на применение схем с на
правленными разностями.

Выделим положительную и отрицательную 
составляющие нормальной компоненты скоро
сти, положив

/ /у — i, j  1,2, ..., М,

для площади контрольного объема и длины реб
ра многоугольника Вороного соответственно.

2. Аппроксимацию проведем с использовани
ем интегроинтерполяционного метода (метода 
баланса) [1, 111. В качестве основной использует
ся треугольная сетка (триангуляция) Делоне, ког
да контрольным объемом для внутренних узлов 
является соответствующий многоугольник Воро
ного [12, 13].

Для оператора диффузионного переноса

2)1 ■ - Z
а = 1,1х

3 (к(1) э “.(«) Эх'(а) (4)

основной [13] является аппроксимация

= - Ц  I
'je 'W'(i)

X, G (О.

(5)

где

Ьц = Ьц + b,j.

bl

При аппроксимации правой части

С2и = (C2u)i ~ ^4a2udx-

будем использовать значение сеточной функции 
либо в центральном, либо в периферийном узле в 
зависимости от знака скорости. Это приводит к 
разностному оператору конвективного переноса 
в виде

(C2y)i = у  X  1и(ьиУ] + ьиУ‘^  xi
‘jeWU)

, е  со. (8)

При аппроксимации оператора конвективного 
переноса в дивергентной форме

Наиболее просто аппроксимация оператора 
конвективного переноса в недивергентной форме

и = Z r ^ o o u )
а= 1°Х

стандартной является аппроксимация

<С2Й, - i  V X, 6 (О.

(6)

(7)

a = 1 дх ( a ) (9)

проводится на основе использования разностного 
аналога соотношения

у е VO')
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Для разностного оператора дивергенции лоло- 1 _ 1 /
жим [13] Ру = - y lubij+ v k ^Xij)d ( x ‘J, x . y

, .  1 I L /,1Ч 5( = о, х, е со.divAv = -  £  Zyby, х ,есо.  (11)
Ое W(0 Условия монотонности (17), (18) безусловно вы-

полнены.
3 м. ’’ Для задачи (2), (3) при использовании аппрок-

С\У = С2у -  divAvy (12) симаций (5) и (8) имеем

для разностного аналога (9) имеем выражение 1 + \ 1

«. = y t 2  ' A - v , L

<c i *<«">•  <13> . . ,
‘' • « о

Тем самым получены аппроксимации (8) и (13) ' '
операторов конвективного переноса в дивергент- 8, =  divAv, х* g  со.
ной (6) и недивергентной (9) формах направлен- ^
ными разностями. Причем эти аппроксимации со- ^ем  стандаРтные условия монотонности
гласованы в смысле выполнения равенства (12). ( ) будут выполнены только при div^v _ 0.

3. Краевым задачам (1), (3) и (2), (3) поставим в Аналогичная ситуация имеет место при рас-
соответствие разностные задачи смотрении разностных схем на прямоугольных

сетках [4, 9]. Безусловное выполнение принципа 
Cy + Dy = ф(х), х е с р ,  (14) максимума для схем с направленными разностями

„ для уравнения (10) можно в этом случае связать с
для сеточных функции у(х) - 0 , х е  Эсо. Для пра- диагональным преобладанием не по строкам (как
вых частей (14) положим, например, условия (17), (18)), а с диагональным преоблада

нием по столбцам. Вторая, более перспективная 
, _ J_ f f ( x )dx  x e  m при рассмотрении разностных схем на неструкту-

^  ~ V/J ’ ‘ рированных сетках возможность связана с уста-
Q, новлением принципа максимума в стандартной

Для того чтобы воспользоваться результата- Формулировке для сопряженной задачи [9,14].
ми о выполнении принципа максимума на сеточ- Рассмотрим сопряженный к С2 оператор^ Ска
ном уровне [1], запишем разностные задачи (14) в лярное произведение для сеточных функций у(х),
виде w(x), заданных в узлах х е  <5 и обращающихся в

нуль в граничных узлах х е Эсо, задается соотно
шением

744 САМАРСКИЙ, ВАБИЩЕВИЧ

« Л -  X  t o  = 6 w’ (15)
jeW(i)

y t = 0, X G Эю. (16)

Будем считать, что со является связной сеткой. Принимая во внимание lt] = 1р  Ь% = - b ]t , получим
Для разностной задачи (15), (16) справедлив * 

принцип максимума, т.е. разностная схема моно- v  V  - +
тонна, при выполнении [1] условий (С2У> v )  = ^  ^  + =

а, > 0, р;, > 0 ,  j e W ( i ) ,  (17)

= Е  X  h y ibU v i ~ v j)-
8г = а , -  X  Эу > 0, Х,е СО. (18) х;е (о/еИф)

yeva) Тем самым
Разностная схема (14) для задачи (1), (3) при ис 

•льзовании аппроксимаций (5) и (13) записыва _
ется в виде (15), (16) с коэффициентами ” V,
пользовании аппроксимаций (5) и (13) записыва- с*  v  = — ^  l b+{ v  - v  ) х е со (19)

а ‘ I/. X  lUbV + Vi 2  /^ (Хг'),УГх.,х.Л’

у е -Ж(г)
При рассмотрении сопряженной задачи

V‘j e ’W(0 11 11 VijeW(i) 11 11 d ^ b C*V + DU = ф(х), XE CO,
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устанавливается обычным образом безусловная Сеточный коэффициент ру обеспечивает моно
выполнимость принципа максимума в стандарт- тонность при
ной формулировке. Следовательно, принцип мак
симума имеет место и для исходной задачи (5), (8),
(14). Напомним, что речь идет о формулировке

1 + ру > 1 + ^ ,  j  € °W (г), х, 6 со. (22)

принципа максимума в следующей форме: при „  , п
выполнении условий (17), (18) решение задачи Принимая во внимание (см. (21)), что Ре, = 0(h), для
(15), (16) неотрицательно (неположительно), если сохранения порядка аппроксимации (второго на
правая часть (15) неотрицательна (неположи- прямоугольной сетке) выберем регуляризирую-
тельна) щнн множитель ру = 0(hz). Из (22) следует, что до-

4. Обсудим кратко возможности построения 
монотонных разностных схем на основе принципа 
регуляризации на примере модельной задачи (1),
(3). В качестве производящей (исходной, первич
ной) возьмем схему (14), в которой используется

статочно положить

Ру > Г|Ре^, ;e° IV( i) ,  х, е со. (23)

Можно предложить и другие регуляризован-
обычный разностный оператор конвективного ные монотонные схемы, связанные с некоторыми

другими возможностями [4, 9] задания сеточной 
функции ру = 0(h2). Среди них отметим

переноса С = Сь где

<с,у), -  £  £  X, <= ю. (20) Ре2
4 + 2Ре -, j  6 ° r ( 0 ,  x, 6 (0,

Схема (5), (14), (20) записывается в каноничес
ком виде (15), (16) при

= “2?. 2  1иьи + у_ £  ^ (ХУ}
1

jeWU) j e  W(0

Py 2 V ,lijbu + V ^ ^ d i x i ,  x ;)

d(x„ XjY

которая представляет аналог монотонной схемы, 
рассмотренной в [15].

Подобным образом строятся и безусловно мо
нотонные разностные схемы для уравнения (2). 
В качестве производящей возьмем схему (5), (14) 
с оператором конвективного переноса

5; = 0, х, е со.

Определим локальное сеточное число Пекле

| Xj)

л 1 V  ; и У} + У> X; 6 СО. (24)

Ре-- = —  гсч j  <= °W(г), X; е ю.

Условия монотонности (17) приводят к ограниче
ниям

yenf(i)
При записи схемы (5), (14), (24) в виде (15), (16) 

получим

а' = 2V. X l ‘JbU+ v, X Zy*(xtf>d(xt, \ Х

Pe;/ < 2, j e ° W ( i ) ,  x,gco. (21)

2V
' j e - W( i )

P «  =

> ¥ ( / )

1 lijbu + b k(xij):2 v r J~,J ’ V r ~ ,J'd ( x t, Xj)’

j  e °W(г), x, e (0.Монотонизацию схемы проведем на основе 
возмущения сеточных коэффициентов. Можно 
возмущать как коэффициент диффузии, так и Подобно задаче конвекции-диффузии с операто- 
компоненты скоростей. Мы ограничимся вариан- ром конвективного переноса в недивергентной
том с возмущением коэффициента диффузии, за
писав регуляризованную схему в виде (15), (16) с

форме, регуляризацию проведем на основе воз
мущения коэффициента диффузии, т.е.

ос' 2V- X  l‘jbiJ
' j e W ( i )

+ V, £  ,»<1 +

Pi/ = -^Т7^Л- + ^ ( 1 + Р«Жху)2 V -11" 11 ' ‘ r,jy'" " ‘j'd(x,, Xj)'

j  G 'W’(l), X; 6 CO.

a, 2У- X lUbij +
lj €  °W(i)

+ V. X  M 1 +Pi^ k(-X^d(X:.X:y
jeWU)

d(x0 Xj)

К ’ * 1

./ G “W (/), X;6(0.

*</
Pi/ 2 V ,V y + v/ 1 + 9lj)k{Xij)d(xl, XjY
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При ограничениях (23) устанавливается моно
тонность этой схемы. Необходимо только еще 
раз подчеркнуть, что для исследования таких 
схем привлекается сопряженная задача.

5. При построении нелинейных монотонных 
аппроксимаций операторов конвективного пере
носа в недивергентной форме для задач с домини
рованием конвективного переноса над диффузи
онным будем следовать работе [6]. Монотонная 
схема строится на фактической записи исходной 
разностной схемы в виде нелинейной схемы с на
правленными разностями.

Будем записывать разностный оператор (20) 
как некий нелинейный разностный оператор ти
па (13). Имеем

= V, £  =

Последнее слагаемое (см. (5)) интерпретируется 
как оператор диффузионного переноса со специ
альным коэффициентом диффузии порядка 0{h), 
равный -\by\dlxi, х;). Приходим к формальному 
представлению

(25)

где нелинейный множитель

X, = 1 + 1и\Н(У}-У1)*
'jeWd) 

f  V 1
7  X  W . V / - V , )

V 'ie1V(0 >
X

Немонотонность разностного оператора С* 
определяемого в соответствии с (20), связана с 
возможной неотрицательностью множителя 
в представлении (25). Для того чтобы получить 
безусловно монотонный оператор, выберем ре- 
гуляризирующий множитель в виде

gl + ygl
(26)

где

& 1 у  hfiijiyj Уi)i

82 =

jeW  (0

При у > 0.25 имеем %г > 0 и поэтому нелинейный 
разностный оператор (25) является монотонным.

Схемы с подобной аппроксимацией конвек
тивного переноса опробованы при решении при
кладных задач тепло- и массопереноса, гидроди
намики несжимаемой жидкости и доказали свою 
работоспособность. Здесь мы лишь отметили 
аналог таких аппроксимаций при использовании 
произвольных неструктурированных сеток.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского фонда фундаментальных исследова
ний (проекты 98-01-00335, 99-01-00958).
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