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П овы ш ение точности метода без увеличения 
стандартного ш аблона разностных схем всегда 
б ы ло  актуальной задачей математической физи­
ки. М ногочисленны е примеры построения таких 
вычислительных методов четвертого порядка ап­
проксимации по пространственной переменной в 
случае равномерной сетки узлов для одномерных 
и многомерных уравнений математической физи­
ки можно найти в известной монографии [1 ]. При 
переходе от  равномерной сетки к неравномерной 
порядок локальной  погрешности аппроксимации 
обы чно  понижается. В работах [2-7 ] указывается 
на возможность повышения точности метода за 
счет аппроксимации исходного дифференциаль­
ного уравнения не в узлах расчетной сетки, а в не­
которых промежуточных точках. К  сожалению, 
полученные в этих работах результаты  в общ ем 
случае не обобщ аю тся на дифференциальные 
уравнения с переменными коэффициентами.

В настоящем сообщении предлагаются прин­
ципиально новые алгоритмы повыш енного по­
рядка аппроксимации на неравномерных сетках с 
использованием трехточечного  шаблона для ста­
ционарных и нестационарных задач с непостоян­
ными коэффициентами. Несомненными достоин­
ствами предложенных разностных схем являются 
достаточная простота алгоритма при их машин­
ной реализации, безусловная монотонность (вы ­
полнение принципа максимума без ограничений 
на соотношения между пространственным шагом 
и величиной переменного коэффициента), вы­
рождение в случае равномерной сетки узлов  в из­
вестную консервативную разностную схему.

В работе получены  соответствующие априор­
ные оценки разностного решения, выражающие 
устойчивость по начальным данным и правой ча­
сти. Доказана сходимость предложенных а лго ­
ритмов к реш ению исходной дифференциальной 
задачи со вторым порядком. Теоретические ис-
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следования базируются на общ ей  теории опера­
торно-разностных схем [1 ,6 ].

1. Рассмотрим простейшую дифференциаль­
ную задачу

L u  =  ( k { x ) u ' ( x ) ) '  =  - f ( x ) ,  0 < х < 1 ,  (1)

и (0 )  =  Ц], и{1) =  |i2, 0 < k i < k ( x )  < к 2. (2)

При построении монотонных схем второго по­
рядка точности на трехточечном ш аблоне с ис­
пользованием произвольной неравномерной сет­

ки С О /, = {Xj =  Xj _ i + hh i =  1,2, N, x 0 = Q, xN =  1} 
будем ориентироваться на соотношение [2, 3]

_ о _ ~
= х, = +

г  (3)=  .

Здесь используются стандартные обозначения [1]:

их -  их и+ — и и — и_
и-х1 =  , их =  иf =  —

й -  0.5 ( h + +  h ) ,  v + =  v O /±l) =  v i±1.

Выражение (3 ) означает, что относительно не­

расчетной точки х, (в случае равномерной сетки 

х, =  х^ ип  аппроксимирует вторую  производную 

со вторым порядком. Для построения аналогич­
ных методов для уравнения (1) будем использо­
вать тождество

(ки ' ) '  =  0.5 ( ( к и ) "  +  ки" -  к"и ) .

Заменим на сетке юл дифференциальный опера­

тор L  разностным L h:

L hu — 0.5 ( ( к и ) хх + к и Гх — кГхй ) ,  (4)

где

к = к + hkx, и =  и +  hux при h >  0, кх~х >  0, 

к =  к +  hk-x, U =  и + hux при h <  0, кГх <  0.

Л ю б о п ы т н о  отм етить , что  разностный опера­
тор  (4 ) допускает с л ед ую щ ую  эквивалентную
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ф орм у записи:

h+ ~ h
L hy = {аух)~х +  — г - { к хуГх- к п у-х),

1
(5)

а =  ~ (к  +  к_).

Так  как

к - к ( х )  =  0 ( h 2), U - u ( x )  -  0 ( й 2), (6)

то  в силу (3), (4) заключаем, что разностная схема

L hy =  -Ф , ф; =  / ( * , ) ,  Уо =  p.,, yN =  JJ-2 (7)

аппроксимирует дифференциальную задачу (1), 
(2) со вторым порядком. Несомненным достоин­
ством схемы (7) является тот  факт, что в случае 
равномерной сетки она вырождается в известную 
консервативную схему [1 ].

Схема (7 ) мож ет бы ть  записана в каноничес­
ком виде [1J

А 1У1- 1 ~ C , y l +  B iy l+x =  - F i ,  i =  1,2,

Jo -  Ц-Н yN — M-2>
(8)

причем условия принципа максимума А, > О, В, > О, 
D, =  С, -  А,- - B i >  0 выполнены при произвольных 
шагах неравномерной сетки и коэффициентах 
к(х), удовлетворяющ их условию (2) (безусловная 
монотонность).

2. В прямоугольнике D  =  {0 < х  <  I, 0 <  t <  Т} 
ищется непрерывное решение и(х, t) задачи

Эи Э Л ,  , Эи\ ..

r t =  d k w T x r n x ' , ) ' (9)
О <  jc <  /, 0 < t < T ,

и ( х , 0 )  =  и0( х ) ,  и (0, t )  =  u ( l , t )  =  0. (10)

Наряду с ранее введенной произвольной неравно­

мерной пространственной сеткой со * будем рас­
сматривать равномерную сетку по временной пе­

ременной ют =  {tn =  пт, п -  0, 1, ..., N 0, xN0 =  Т\ =

= сот u  { Т ) .  Так  как точка x t =  jc, +
h i + , - h ,

3
не яв­

ляется в общ ем  случае расчетной, то  на основа­
нии разложений (6) заключаем, что

(а„а2) ’ v ( x , ) 0 ( h 2),

v (a,,a2) =  0 , V + +  ( l - 0 , - 0 2) v + 0 2V. ,
(П)

где переменные по пространству весовые множи­
тели определяются по формулам

о,
0.5 (h  +  \h\) 0.5(h  -  \h\)

И спользуем  ф ормулу (11) для построения схем 
второго порядка ЧК(0(Л2))  аппроксимации на не­

равномерной сетке со =  юЛ х  сот:

где v, =

J(a„a2)f =  L hy +  f ( x , t ) ,  ( x , t ) e  со, (12)

0 / \

V -  V

п + 1 п + 1 г\
Уо =  Уы =  0, (13)

, а оператор L h определен ф ормулой

(5). Д ля  простоты дальнейших выкладок п о ло ­
жим h+ > h  (сетка сгущается к началу координат). 
Тогда разностное уравнение (12) преобразуется к 
виду

h . - h
У1 н----- о— Уи = L hy +  f ( x , t ) ,  ( x , t ) e  CO. (14)

Т е о р е м а  1. П уст ь  

х >
h2 - h 2

4 а
(15)

То гд а  для решения задачи  (13), (14) при л ю бом  
tn е  сот справедлива априорная оценка

П -  1

к)\\С’
к = 0

где  ||v(/)|lc =  max |v(jc, /)|.
.V е й,,

Д ля  доказательства теоремы  необходимо схе­
му (14) привести к каноническому виду (8) и вос­
пользоваться следующим утверждением [1J. 

Л е м м а  1. П уст ь выполнены условия

А,- > 0, £, > 0, D, =  C i - A i - B i >  0,

i =  1,2,

Тогда  для решения задачи  (8), (13) справедлива

оценка  ||у||с <

Подставляя у =  z +  и в уравнения (12), (13), по­
лучим задачу для погрешности

z(c „o2v =  ^ aZ +  V ,  ( jc, f )  e  со, (16)

0 n tl + I /7+1 ,0.
Zj — 0, Z{) — Zn — 0. (17)

В дальнейшем предполагаем существование со­
ответствующих ограниченных производных от 
решения и(х, t) дифференциальной задачи (9), 
(10). Тогда, согласно формулам  (3), (4 )- (6 ),  (11), 
заключаем, что невязка

¥  =  - u(a1.a2) t+  L hy + f ( X ’ t )  =  0 ( й 2 +  X)

h+ ' 1 h 
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имеет второй порядок малости по пространствен­
ной переменной и первый по временной. Так  как 
задачи (16), (17) и (12), (13) идентичны, то  при



выполнении предположения (15) находим следу- Т о гд а  при
ю щ ую  оценку точности: ^ „  . . .  ,

J J B { t ) > t E  +  0.5хА,,

Ikll с - М { й  +  х ), М > 0 -  const. г >  0 -п р о и з в о л ь н а я  константа,

3. Для  т о ю  чтобы  избавиться от  ограничений решение разност ной  схемы  (21) р -уст ойчиво  в
(15), воспользуемся общ ей  теорией операторно- „

г, ^  тз /1 л\ п Л и имеет место априорная оценкаразностных схем [1, 6]. Вместо (14) рассмотрим 1 1 ’
более  общ ую  схему с постоянным по времени ве- и_,

312 СА М А РСКИ Й  и др.

СОМО: II ||2 ^ ,,
\ \ Х - ^ М 2

D y l +  A xy a) +  A 1y -  ф, ф =  / <а)(х , г ) ,  (18) V ^ k  = о У

где лАа) =  a v { t  +  х) + (1 -  o ) v ( t )  =  a v  +  (1 -  o ) v ,  а . . .  5
„  . . • , л, 1 ^ где пост оянная М  = е , т с = — .

операторы Д А Ь А 2 при i =  I, 2, ..., N - l, =  yN =  0 £ 2е

(24)

определяются следующим образом. Л е м м а  3. П уст ь  в разност ной  схеме (18)

-А„ ,  ( A 0y ) t =

(^ i.v ) i  =  - ( a y J s j ,

h:. I — hj
D  =  E  + A 0, ( A 0y),. =  - ' Ч -  V ,  h+

3 •x ‘' '  (19) 7 f “ c "

То гд а  неравенство  (23) для операт оров  (19), (20)

^ . V ) (- = - i+̂ h‘ikx ,,у,- 2kx iy-x + k, ,yx f). (20) „ _ 2cj( I + c,)
6 n [ "  ' выполнено с пост оянной  о = ------ ---------.

k i
о

П усть  Q.h -  множество сеточны х функций, за- И спользуя  лем м ы  1-3, нетрудно доказать сле-
^  дую щ ее утверждение,

данных при каждом t е  ох на со/, и равных нулю  т, ~ „
~  1 г  , . 1 е о р е м а  2. П уст ь выполнены  условия

на границе. О пределим  вектор у =  y (t )  =  (уД/), j
, чч7. „ г ° лемм 1 и 3. Т о гд а  при о  >  0.5, 0 < £ <  -  для реше-

У2(П, ..., yN ](г)) и линеиное пространство Н  =  L lh 3
как множество таких векторов со скалярным про- ния разност ной  задачи  (21), (22) справедлива ап-

n - 1 риорная оценка  (24).

изведением (и, v )  = У  щ v / i, и нормой ||-|| =  . 4. Рассмотрим краевую задачу для уравнения
колебаний/ “ 1

Т а к к а к А ,  = А *  > 0 , т о ч е р е з # л обозначим гиль- д_и _  д_(  г 1»—м
-  , £ (х )^ -

бертово пространство, состоящее из элементов at "
пространства Я  и снабженное скалярным произ- 0 < х < 1  0 < 1 < Т
ведением и нормой > -  >

N и{х,  0 ) =  и0( х ) ,  ^ ( х ,  0 ) =  м0(х ) ,
1Ы1л, = (̂ 1̂ , У )  = ( a , y l ]  =  «;>’], А-.

I - 1 и (0, г1) = и(/, Г) = 0.
Тогда разностная схема (18)—(20), (13) мож ет Используя стандартные обозначения
бы ть записана в каноническом виде [ 1]

Ву, +  Ау  =  ф, >'„ =  щ ,  (21) у = у \  У =  у ' " 1, У =

В = D  + o T A u А  =  А , +  Ат, A , = A f >  0 . (2 2 )  у -  t i l  у -  Z z l
X X

В дальнейшем нам понадобятся леммы из [5, 6].
Л е м м а  1. П р и  произвольны х соот нош ениях  _  У/~У>

на сет очные шаги и h+ > h имеет, место опера-  х ’

т орное  неравенство D > ^ E .  а  ^  +   ̂j _  ^  у  +

Л е м м а  2. Пуст ь в операт орно-разност ной  по аналогии с (18) на сетке со/, х  сот построим схс-
схеме ( 2 1) п о ст оя нны й  оператор  А =  А , +  А 2, А , = Му ВТОрОГО порядка аппроксимации по простран-

= А *  >  0 и оператор А 2 подчинен  А, в следующем  ственной переменной

смысле: ,^г . (

||A2j ||2 < 5 |H | ^ ,  5 = const > 0 .  (23) >■„ + + А ,У  ’ 4> = A 2v + ф, (25)

ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК том 367 № 3 1999



П О В Ы Ш ЕН И Е Т О Ч Н О С Т И  РА ЗН О С Т Н Ы Х  СХЕМ 313

y i x , 0) = и0(х),  У,(х, 0) = й0(х),  

Уо = Ум = 0,
(26)

где ф =  /  { х ,  t), t е  сот, и0(х )  выбирается так,

чтобы  погрешность аппроксимации второго на­
чального  условия бы ла  величиной 0 {х 2), операто­
ры Л ], А 2 определены  соотношениями (19), (20). 
При к{х) =  const схема (25), (26) совпадает с пред­
лож енной в [3].

Д ля  получения соответствующих априорных 
оценок запишем разностную схему в каноничес­
ком виде [1,6]

D y u + By, +  A xy =  ф,, ф, -  Л 2у +  ф, (27)

где

D  -  S  +  Aq +  O.St ( о 3 +  о 4)А , ,

. 2
А0у =

h
'Ух В  =  т ( с 3- о 4)Л|.

Л е м м а  4 [1, 6]. Пуст ь в операторно-разно-  
стной схеме (27)

А , =  A f  >  0, В >  0, D > (1 +/ )Х Л „

D~ l <  В, е = const > 0.
Тогда  схема уст ойчива по начальным данным, 
правой части, а для ее решения при произвол ь ­
ном £ >  0 имеет место априорная оценка

< М ll>40)IL + II у ,
к -  1 428 )

М  =
1 + е

Тогда  для решения разност ной  задачи имеет ме­
ст о априорная оценка  (28) с конст антой

67(1 +е)7 е;„ 1 +  £
М  = е

5. На трехточечном ш аблоне на неравномер­
ной пространственной сетке можно строить раз­
ностные схемы и более  высокого порядка точно­
сти. П усть  к(х) -  1,

а , =
2 (h  +  2h+) ( h + -  h)  

9 hh  ’

<з1 =
2 (2 h +  h+) ( h + -  h)

9 h h + 

Тогда разностная схема

h2 +  hh+ +  h\ 

36 ‘

+  5>’ш-
(0 .5 )

У а  + Ф>

Ф = f i x ,  t )  +  b f n , l =  t ,,
(29)

аппроксимирует исходную задачу с порядком 
Oifi? +  т2). Л ю боп ы тн о  отметить, что в случае 
равномерной сетки схема (29) преобразуется в из­
вестную [ 11

У!
(®о)

У X X  +ф> On
1

2 '

/Г

12т

Л е м м а  5 [1]. Пуст ь g n >  0, п =  1, 2, ..., uf„  >  0, 
п =  0, 1, ..., — неотрицательные функции. Если  
/„ -  неубывающая функция (fn + i >  f n), т о  из нера­
венства

II

8п + 1 — с*о ^  ̂  ^ 8 к Ул’  ̂ — 1) 2, . . . ,
к - I

8) -  /о> с0 -  const > 0 
следует оценка

^  г
8п + 1 — ^ J п •

И спользуя  лем м ы  4, 5, условие подчиненности 
операторов (23) совершенно нетрудно доказать, 
что справедлива

Т е о р е м а  3. П у с т ь  в р а з н о с т н о й  схеме 
(25), (26 )

^ 1 (\ + £  /г2
о 3> о 4, а 3 +  с 4 > - ^ — + -

с четвертым порядком аппроксимации.

П олученны е результаты  при помощ и идей, из­
лож енны х в работах [5, 6, 8|, обобщ аю тся и на 
многомерные параболические и эллиптические 
уравнения с переменными коэффициентами. Рас­
смотрению этого  вопроса будет посвящена от ­
дельная работа.
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