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Доказано существование точных трехточечных разностных схем (т. т. р. с.) для нелинейных 
краевых задач с кусочно-гладкими коэффициентами. На основании т. т. р. с. построены од­
нородные трехтрчечные разностные схемы (т. р. с.) m-го порядка ТОЧНОСТИ, которые прибли­
жают решение ы(х) и его поток k(x)du/dx. Предложенные т. р. с. m-го порядка ТОЧНОСТИ для 
своего построения в каждом узле сетки требуют решения двух нелинейных задач Кощи на от­
резках [XJ_ b xj], [Xj, Xj+i\, что осуществляется за один шаг любым одношаговым методом. 

: 1. ВВЕДЕНИЕ 

В данной работе рассматривается задача построения точной трехточечной разностной схемы 
(т. т. р. с.) для нелинейной краевой задачи вида 

d_ 
dx 

' , ,du 
dx 

= -f(xyu(x)), х е ( 0 , 1 ) , u(0) = A, u{\) = B, (1.1) 

0 < c, < k(x), ' \f(x, u) -f(x, v)\ < L\u - v\ VJC G [ 0 , 1], u, veQu,. 

адеС(1)[0,11]иС(1){11,1], / ( М ) б С [ 0 , т | ] и С [ 1 1 , 1 ] ; Ц'е ( 0 , 1 ) , Vu e Q M , 
(1.2) 

где О м - некоторая окрестность решения задачи (1.1), (1.2), которая будет определена ниже (см. 
замечание 2), в точке разрыва Г| требуется выполнение обычных условий согласования 

«от-(»= «(n+o). А ( П - 0 ) ^ 1 ^ 1 ) _ Цц+0)щт. 
, dx dx 

На основании т. т. р. с. построены однородные трехточечные разностные схемы (т. р. с.) m-го 
порядка точности как в отношении приближения функции, так и ее потока kdu/dx в узлах сетки 
оол. Предложенные т. р. с. m-го порядка точности для своего построения требуют для каждого 
узла Xj(j= 1 , 2 , N - 1) сетки щ решения двух нелинейных задач Кошй на отрезках [jcy-_ (впе­
ред) и [х7, Xj+l] (назад), что осуществляется за один шаг с помощью какого-либо одношагового 
метода - разложения в ряд Тейлора или Рунге-Кутты. Предпочтение отдано методу разложения 
в ряд Тейлора. Эффективность т. р. с. 4-го порядка точности иллюстрируется на числовом при­
мере. Для линейного случая т. р. с. m-го порядка точности построены в [1], [2]. Данная работа 
является модификацией и развитием результатов, анонсированных в [3], 

Заметим, что попытка построения для задачи (1.1) т. р. с. 4-го порядка точности была пред­
принята в [4], но обоснование дано только для случая k(x) - exp(bx/a). Предложенная в [4] мето­
дика не может быть использована даже в таком специальном случае для построения т. р. с. более 
высокого порядка точности (больше 4). 

• • '\ • • 
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46 КУТНИВ и др. 

2. СУЩЕСТВОВАНИЕ Т О Ч Н О Й Т Р Е Х Т О Ч Е Ч Н О Й Р А З Н О С Т Н О Й СХЕМЫ 
Для простоты ограничимся равномерной сеткой (ок= {ху = jh,j = 1 , 2 , N - \,h = l/N] и одной 

точкой разрыва ц, совпадающей с i-м узлом сетки х,:. Введем функции wJ

a(x, и, ba), lJ

a(X, и, Ьа) 
(ос = 1, 2), являющиеся решением следующих двух задач Коши: 

(! .,, , . lJ

a(x,u,ba) ; TxWa(x,u,ba)= k ( x ) , 

•j^li(x, и, ba)'= - / ( x , ^ + ( _ i ) a + ( ^ l ) . a + l b a v y

a ( x ) + w y

a ( x , t < , b 6 ( ) ) , ч (2.1) 

*i ?..,<<-*•<-V/ i + u , wJ

a(x. + {i)a,u,ba) = lJ

a(x. + { _ l } a , u,ba) = 0, ,a = 1,2, 

где 

Свяжем решения левой и правой задач Коши в точке Xj через параметры Ьа(а = 1,2) условиями 

uj'_x+bxv\{xj) + w\{xpu,bx) = uj+]-b2vJ

2(Xj) + wJ

2(xp и, b2), 

+bxv\{x) + w\(x,.u,bx)]\ = . | в д ^ [ ^ . 

Если задача (2.1), (2.2) имеет решение, то будем его обозначать через wj

a(x, и) = w^(x, w, fea), 

(х, и) - lj

a (х, щ Ь а ); при этом параметры Ьа будут иметь вид 

К = bJa(u) = [v\(xJ + \)]~A{2huo j + wJ

2(xj,u)-w\(xpu)+ ' ' • 2 3 

+,(-1 ) a + ' vJ

3_a(x7)[/7

2(x7, «> - l\(xp и ) ] } , a = 1 , 2 . ' 
Имеет место следующая 
Лемма 1. Пусть задана (1.1), (1.2) имеет единственное решение и{х) и параметр h0 > 0 выбран 

так, что тах{/г0/С], Lh0(3 + 2/ZQ/C!).} = 1; тогда V/i е (0, /г0) задачи (2.1), (2.2) имеют единственное 

решение wJ

a (х, и), lJ

a (х, w) (a = 1, 2), причем 

и(х) = u. + i_])a + (-l)a+]bavJ

a(x) + \yJa(x,u), хе [xj_2 + a , X j _ l + a ] , л а = 1 , 2 . (2.4) 

Доказательство. Введем векторы 

,YJ

a(xyu) = {wJ

a(x,u)JJ

a(x,.u)}, а = 1,2, 

и вектор-операторы A a(x, Y^ (х, и)) (а = 1, 2) согласно формулам 

A a (x ,Y 7

a (x , и)) = {A a ; (x, Y ;

a (x, и ) ) } ; - = 1 , 

A a , ( x , Y i ( x , M » = ( - l ) a + ' J ЩТГ*' 
• ' " • ' , 7 + Й 1 , ) А 

, A a 2 ( x , Y J

a ( x , M ) ) = ( - l ) a j, / ( / ) H . + H ) a H - l f ' * a v i ( r ) W a ( t , « ) ) 4 r , 1 

где Xj_2 + a ^x< X j _ l + a . Рассмотрим вопрос о существовании и единственности решения уравне­
ний 

Yj

a(x,u) = A a(x, Yj

a(x,u)); a = 1 , 2 , . (2.5) 
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или, что то же самое, о неподвижных точках операторов А а . 
В качестве нормы вектора U a(x) возьмем 

\\иа(х)\\х = max max \Uas(x)\. 
- • v ,v= 1,2 хе и,.._2 + А , * ; _ | + А ] 

Пусть ^ 

Y«i(x, w) = {W 7

a l(x,M),Z y

a l(x, и )} , Y 7

a 2 (x, и) = {wJ

a2(x, и), lJ

a2(x, и)}-; 

тогда будем иметь 

| |A a(x, Y 7

a l (x , и)) - А а ( х , Ya 2 (x, м ) ) | ,< 

< max \ \ \L(t,u)-lj

a2tt,u)\dt]L j | ( - 1 ) а + 1 ( 6 а 1 - Ь а 2 ) < ( 0 + v^al(f, w ) - V a 2 ( r , 
л ; - 2 + а 

< тах< Y y

a l (x , M ) - Y 7

a 2 ( x , и) |„ L J z 1 4 a + 1 ^ a ( 0 г 7 / \ У / \ 7 / \ . 
( -1) — :[W2i(Xj,u)-W22(Xj,u)-Wu(xp U) + 

dt + w\2(Xj, + WJ

al(t, ll)-WJ

a2(t, U) + VJ

3_a(Xj)[l2i(Xj, u)-lJ

22(Xj, u) - /{,(/, u) + l\2(t, u)] 

a = 1,2. ; 

Так как v{ (/) > 0 монотонно возрастает на (xj_ h xj+,], a v 2 (О > 0 монотонно убывает на [х,_ 

л > , ) , то v\,\t) < v \ (х, + , ) , / е [Xj_2 + a , х,. | + ( Х ) . Кроме того, v{ a (x,) < /г/с,. Тогда 
' 2 

]|A a(x, Y 7

a l (x , и ) ) - А а ( х , Y y

a 2 (x, й))||, < m a x ( - , 3Lh + ' | |Y 7

a l(x, и) -"Y y

a 2(x, u)| | , , a = 1,2. 

Таким образом, если /г0 > 0 таково, что 

2hf тЫ-,ШЗ + —"И. = 1- (2.6) 

то V/г е (0, /г0) операторы A a(x, Y a(x, w)) (ос = 1,2) сжимающие и система (2.5) имеет единственное 
решение. 

Легко видеть, что \ 

dx Ц * ) ^ ( ^ + Н ) « + ( - l ) a + bAVJ

a(x) + ^ ( - Х , U)) 

= -f{x, w ^ ^ ^ a + X - l ) " ^ ^ ^ ^ ^ ) ^ - w y

a ( ^ c , и)), Х Е ( х у _ 2 + а , х у _ 1 + а ) , а = .1,2,' 

4 - 1 + ^ i v i ( ^ ) + w ) = ^ + I - b 2 v y

2 ( x y ) + M;y

2(x7-,w), 
J ^ 

- | * ( * ) ^ K . - i + ^ r ^ ( x ) + w ^ ( x , » ] I = i W ^ [ « j 4 l - ^ 2 ( x ) + w f e « ) ] 

•", + <-/)" + ( - l ) a + X ^ + ( _, ) 0 ) + < ( х . + Н ) а , и ) = M ( x . + ( i ) a ) , 
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4 8 КУТНИВ и др. 

следовательно, функция 

"". ' ^ "Г**>-1 +b]VJ

i(x) + WJ

](x, U), X , , < Х < Х у - , v 

и ^ X ) — л 

\ {uj+l-b2vJ

2(x) + wJ

2(x,u), Xj<X<XJ+l, 

является решением краевой задачи 
d_ 

dx. 
&(х)— 

dx 
= -f(x,u(x)), ХЕ (Xj_{,Xj+l)r 

W ( V H ) « ) = w ( x

y + (_i)«)' a = 1 , 2 . 

Задача (2.7) может быть записана в эквивалентной интегральной форме: 

' ВД - f G^x, ВД)^ + и ( х , ) ^ ^ + - 1 А -
/ . ^ ( х , ) ^ i ( ^ ) 

где 

G (х, £) =• 
^ ( x 7 + 1 ) U ( ( ^ ) v y

2 ( x ) , ^ < х < х 7 + 1 , 

w(x) = S3^(x, w(-)). 

или в операторной форме 

Оценим 

(2.7) 

(2.8) 

< Lmax [ -ii 2(t 0)\G h(x,t >)d£ > < L\\u] - w2|L max Т G^(x, £)<$;, 
x e e J ' ' xe e J 

где e = [xj_i, xj+ J . Так как . 

f ( A . v . ^ - . 1 • vi(x) f v , ( ^ ) 4 + v < ( . v ) f v ^ k / q < 

С | ^ ( х ; + 1 ) 

и vi (x) + vJ

2 (x) = v\ ( x / + ,), TO 

^ ( x - . v , ^ ( x , , i - X ) | v 2(x.) + V | ( X ) 1 

c , v y ( x y + 1 > 

С h 1 
max G (x, < — т а х [ ( х - Х ; _ | ) ( x / + 1 - x ) ] = 

1 

Тогда 

/i2L„ 
||93*C*, «,(•)•) ~-.ЯЗ*(*, «2(-.))|o,-,e ^ T " I I M I ~ ^2 0, °°, e * 

На основании условия (2.6), h2L/c{ < 1 и, следовательно, оператор 83А(х, сжимающий и 
уравнение (2.8) или задача (2.7) имеет единственное решение. Но, с другой стороны, решением 
задачи (2.7) является единственное решение исходной краевой задачи (1.1). Лемма доказана. 

С помощью леммы доказывается 
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Теорема 1. Пусть выполнены условия леммы 1; тогда V/г е (0, /г0) для задачи (1.1), (L2) су.-
ществует т. т. р. с. вида -

где 
(««<)., = - Г ( Д хещ, и(0) = А, »(1) = В, 

О , 

(2.9) 

(2.10) 

функция u ( Q в правой части (2.9)\ определяется согласно формуле (2.4) и зависит только от 
u(xj±]), u(Xj). 

Доказательство. Подействуем оператором T*J на обе части уравнения (1.1); тогда (см., напри­
мер, [5]) 

где 

что с учетом (2.4) доказывает утверждение. / 
Заметание 1. Достаточным условием существования и единственности решения задачи (1.1), (1.2) явля­

ется 
L/c\ < 1. (2.11) 

Существование решения нелинейной т т . р. с. (2.9) доказано в теореме 1, а единственность ус­
танавливает 

Лемма 2. Пусть выполнены условия леммы 1, а также (2.11); тогда 3h{ е (0, h^) такое, что 
VA е (0, hx] т. т. р. с. (2.9) будет иметь единственное решение, которое может быть получе­
но методом последовательных приближений: 

(a4 n V= ^ < • и ( , °(0) = А, V ^ l ) = В, 

и ( , , ) (х) = ^ и ) а + ( _ 1 ) а + ' ^ ( ^ ^ + w ( f l )), хе [Xj_2 + a, х , _ 1 + а ] , a = 1,2, 

n = 1 , 2 , w ( 0 ) (x) = A ( 1 - J C ) + 5JC V 

с оценкой погрешности 

\\u(n)-w||i,00,(0,1) = niaxi | | w ( n ) - ' 4 o , o6 , ( o , i ) , 
dx 0, oo,(0, 1) . 

4 II,/1) //^ll 
W -U II 1,00,(0, 1), 1-9 

(2.12) 

где g = L/c{ < 1. \ 
Доказательство, Будем использовать принцип сжимающих отображений. Т. т. р. с. (2.9) запи­

шем в виде 

и{х) = Щх,и(-)) = £ hG(x,^(mu(m + A ^ ) + B ^ y 

где 

G(x, = 
^ ( i ) { v , ( ^ 2 ( x ) , ^ < х < 1 ,

 V , < J ° = .JjRo'; Ы х ) = Ш 
Исследуем свойства оператора 23. 
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• о. • . ' 
Заметим, что оператор 7^ обладает таким свойством: Vg(£). G Hh и w(r|) е L,(0,1) имеет место 

тождество 

£ й7*(и;(Л))*($),. = /^ (ЛМЛ)*! . 

где 

Действительно, 

У 2 ~'(Л) 

N-I 

-XJ 

/V- I 

г(ЛМЛ)<*П = 

7=1. 

, У OP I ,. , -
•V | ( . .r 7 ) V2 (Л',_,)_ 

VV(T|)rfTl, 

что с учетом принципа взаимности т/2 ' 0 е/-1) = V"I (*/) доказывает (2.13). 

На основании (2.13) получаем 
]
 ' . 1 

33(х, М (-)) = | 0 (д : ,Т1 ) / (л , и (л ) )^ + А ^ ' + Д ^ , 

У ~ ' ( л ) 
G ( X , T I ) = G ( x , x ) — — - + . G ( J C , X • _ , ) ' — ; — - , x _ , < r i < x - , У(*у) . • v i ( ^ ) 7 

M(TV) = + Ь , ^ ( п ) + и'{(л, и), х , _ , < Г | < х у . 

Тогда из (2.14) с учетом соотношений 

G(x^)<-<, . с , 

и условия Липшица получаем 

dG(x, 
Эх 

й-, У ( Л ) + И~'(Л) = ^ U ; ) 

Р ( х , « ( • ) ) - Я3(дс, й(-))||1;.,(о/1)^ - f 1/(Л, и(ц))-/(г\,й(ц))Ыц < 

(2.13) 

(2.14) 

L с L < - \и{х[) - u(x\)\dt\ < -\\и- w||!5 О О ) ( 0, 
С 1J С i 

О* 

/ 
Так как q = L / C ! < 1, то отображение, которое осуществляет оператор .93(х, «(•)), сжимающее и, 
согласно принципу сжимающих отображений, т. т. р. е. имеет единственное решение, которое 
может быть получено методом последовательных приближений: ^ 

и{п)(х) = и { п ^ \ п =, 1,2, . . . : . 

Доказательство оценки скорости сходимости (2.12) очевидно. 
Замечание 2. Условие (2.11), т.е. |/(JC, и) - /(х, y)j < L < c b должно выполнятся только У и,.у б А й = 

••= [v(x): \\v - w ( 0 )|| 0 ? 0o,(o, о ^ - w ( 0 ) l lo ,oo , ( o, i)(A - ^У)" 1 а не V M , V G UX.B дальнейшем будем предпо,-
лагать, что £lu определено именно так. 
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3. АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ Р Е А Л И З А Ц И Я Т. Т. Р. С. 

Прежде всего учтем, что так как т^(х) =>k(x)dvj

a(x)/dx = ( - 1 ) а + \ то, согласно [1], 

Ф ( Х ; , И ) = Г'{/{%,«(!))) = /г'-^ ( -1 ) " 
а = 1 

lJ

a(xpu) + (-\) — r

J — (3.1) 

Тогда Vjcy Е (йл для построения т. т. р. с. (2.9), (2.10), (3.1) необходимо решить две задачи Коши 
(2.1), (2.3): одну (а - 1) вперед на отрезке [х-_ ь дсД а другую (а = 2) назад на отрезке [Xj^xj+ J , при­
чем обе имеют гладкие коэффициенты. Применим для их приближенного решения какой-либо 
одношагбвый метод: разложения в ряд Тейлора или Рунге-Кутты { т - 2 [ (т + 1)/2] }-го порядка, 
ТОЧНОСТИ ([•] - целая часть). Для определенности изложение будем вести для метода разложения 
в ряд Тейлора. 

Алгоритм решения задачи (2.1), (2.3) имеет следующий вид: 

, 2 f s

 г , 1 ч а + 1 , 1PdPWJ(x U b(S+]~P)) 

2 к. • в ^ р ! 

= 2 , 3 , . . . ,m, ] Г ' , ' = 0, w^)j(xpu) = 0, 
> = з 

1{а\хри) = ( т 1 ) > 4 ( ; 1 ) . + X 
г/ i 4 a + i f iPdlJlJ(x и b(s~p)) 

А> = 2 
dxp 

(3.2) 

где 

5 - 1, 2, m, X = °> la)J(xj> и ) = °> 

Р = 2 ' 

, ( . 9 - 2 ) j(s-2)jy ч г 41 - 1 г л / ' . (5 -1 ) / ' / v \ 

Ьв- = £а (м) = lv, (.v7+i)] { 2 A M ; > y . + Wi "(*,-, и ) " ( x y , И ) -
+ (-1 ) a t ^t^xM'r^ixj, м) - tr2)J(Xj, и ) ] } , S = 2*3, . . . , т . 

Имеет место 

(3.3) 

Лемма 3. Пусть 0 < с, < £(х), *(х) е С т + '[О, xt] и С т + Ч*,-, l]9'fix9 и) е С т([0, JCJ х Q J u С т ([х / ? 1] х 
х Q J ; тогда справедливыхоотнощения » х-

a+ 1 7 

K(Xj) = Va'J(Xj) + 0(h ) = ( -1) 2^ 
* + • V [ ( - 1 ) h] 

Р -

•p = i I 

1 
АхР-ХШ). 

+ 0 ( й т ' + | ) , (3.4) 

v v f e « ) = w r ( x , M ) + ( l ^ + m (3.5) 
(m + 1 ) ! JJC 

/̂ (xy,«) = Cu(xy,«) + 0 ( /7" ' + l ) . (3.6) 

*«(«) = b{;ru\i<) + o{tin). ' (3.7) 

Доказательство. Для доказательства (3.4) разложим функции, стоящие слева, в р я д Тейлора 
в точках х . + ( ] ) „ с использованием остаточного члена в интегральной форме: 

K(Xj) = 
u - i r v ^ x x v , , , ; , , , ) , i ; 

m I, j v J > ,„,. dt 
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dpvJJx. , ,,„) . " V j t ( - i r _ ( _ i ) a + l 

dx" 

rdp~x 1 ' 
.dxp-xk(x)_ 

то получим (3.4). 
Методом математической индукции докажем равенства 

bi,U<) = ^'-liJ(u) + 0(h'"). 

w a (x, , и) = w a (х ; , и) + 0(А ), 

Для т = 2 с учетом 
4(х у, и) = l(a)J(Xj, и) + 0 ( A m + l ) , т > 2. 

А 2 / , +(-!)"• 1 f • 2^ 3 w4(? ,« ) . ( 2 ) / , ч , Л , . з ч -
• j ^ 2! J ( X / ~ * ~~—з = W a M ) ( 

V+ (-ir 

, //,(*,-, i«) = (-l)"A/ 7 . + ( _ 1 ) -+ j'(xj-t) 
d lJ

a(t, U) (1): „ , , 2 , 
——-—at = la ix,, и) + 0(/i ) 

dt 
j > ( -D 

имеем 

= Iv'r'V,,,) + 0(A 3 ) ]~ {2/;» ( / + w2

2)j(Xj, u)-wf)j(x,p u) + 0(h3) + 

- + ( - l ) a + '[vflUxj) + 0(h3W2

i)j(Xj, u) - l2

x)\xfi u) + 0(h2)]} = b^j(u) + 0(i 

Используя предыдущее равенство и bJ

a(u) = b^)J(и) + 0(h), получаем 

Wah(Xj, и) х . и ) = * 2 / ; + с - о - , [ ( - 1 ) в + . 1 * ] з д 3 ^ 1 ( - . ) - » и ' Ь « ) > _ 
2 Л 3! dx 

2 
7 + 

3! 

2 A- .,, 3! • d x \ 
0 (A S ) , 

/ и 1 У ' ( ^ ' 0 = Н Г А / , - + (_,)« • 2 ! 

h2d2lJ

a(Xj + (_]f,U, Ь^) 

dx 

ft2 / / a ( X y + ( | ) „ , U,ba+0(h)) 

dx 

Тогда 

v h2d2lJ

a(x a,u,ba) з 

=• И > Ч + И > + 2! + ° ( / ? 

^ t ( , r | [ ( : i r l M 3 ^ ( - . ) - ' ' ) , l f ( x ^S<(t 
2 Г ~ З Г ^ + 3 ! J ( Л ' " ° . wJ

a{xp u) 
d4wj

a(t,u) 

(3,8). 

7 + ( - D 

wL 3 ) 7(x y,W) + 0(/i 4 ) , 
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Так как 
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5 + I - P\ 

P- dx" 

Pl- dx" 
P = 2 

^ t ( - l ) ^ p \ d x p 
p = 2 

то 

И , ( , W ) - _ ^ L A M ± L + у 1 м Г ' / , | * ^ + ( - , ) ^ ) + _ L _ i (x_,r>^Ч(',«^ _ 
" ( ' ° 2 * ; ^ . ) » П /,! • ( yy + ( . v + D ! J ( A' ° 

(.v + 1)/'/ \ / л / i 5 + 2 4 = Vt-;, '(Л>И) + 6>(/7 ) . 

/?=..2 

^ S + 1 ' 
+ 1 .\'.(xj~ty?\ l^;u)dt = 1\;%хр11) + о({Гх). 

s- J dt , 
Л a -

y + (-D . . , 

Докажем соотношения (3.5). Если m нечетное, то fh = т +, 1 и из (3.8) следует 

wa(xp и) = wa \хр и) + 0(h ) . 
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CI л ai 
• а ' ' 

. . . . . • ./ + ( - 1 ) .• . 

Предположим, что (3.8) имеют место для всех т <s, и докажем справедливость этих равенств для 
т - s. Имеем. 

bJ

a(u) = [v\s)\xj^)^0{hs+y)l\{2huox^ w2

s)j(xp и) - w(:)j(xp и) + 0 ( f t J + ' ) + 

+ ( - 1 ) а + 1 [v (

3

v l 7

a (x 7 ) + 0 ( / i v + ! ) ] [ 4 Л - , ) у ' (х 7 , и) - 4 л ; 1 ) 7 ( х 7 , и) + 0(/i s )] } = ^ % ) + 0(A*). 

Так как 

w ( * + 1 ) V r J F 4 _ ^ Л>(-1) а • V [ ("! ) . ^] a W ^ X

j + { _ ] r

U > ° a ) _ 
Wry ( X . , W ) — — — — — — — + > : • — 

' 2 k j ^ t h p- • ^ v . . ; -

/ Г / / + , „ - ^ [ ( - l ) " + 4 ] P . ^ 4 ( ^ + ( _ , r ^ b a + 0 ( ^ + 3 - p ) ) 

2 к. ., ,.« + p ! J X P 

5 + 1 
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Для четного т= т будем иметь 

vv',(.v;;, и) = 
2 к\ 

.»m +'2 у / . \ 
+ Wa(f,-M) 

dx" 

(m + 1) m + 2 
Л = 

- w a (x ;, u) + j — — M + 1 • + G>(ft ). 
dx" 

Лемма доказана. , 
Вместо т. т. р. с. (2.9), (2.10), (3.1) можно теперь воспользоваться т. р. с. m-го ранга вида 

•(а1я)у?\ =-^т\х,у(т\ хещ, у(т\0) = А, у(т)(1) = В, а(т\х:); = 1 , Ч 

Ф""*(Л; />У"") =.л-'5;(-|)в 

a = 1 
C"(.v7,y,"") + (-l) 

^'""(х;) . 

(3.9) 

Для доказательства существования и единственности решения т. р. с. (3.9), а также для уста­
новления ее точности понадобится следующая 

Лемма 4. Пусть выполнены условия леммы 3, тогда будут иметь место оценки 

, \a(m)(Xj)-a(xj)\ <Mhm, ' (3.10). 

\(р{т\хри)-<р(хри)\<Мкт VueQu, ^ (3.11) 

если т нечетное, и , 

(p\'(xj,u)-(p(Xj,u) = \h ~ — Г Т : — 
1 •• {m+iy.dx 

lJ

2 (x, и)' 
k(x) JC..-О 

+ 0(hm), 

если m чётное; кроме того, 
: А \ч{т\хри)-у(т\х^)\<{Ь + Мк)\\и-лг\\х^щ 

'1 \и) + 1\т»(хри)-Ь\т-,>J(vj-tr\xj, v ) | < M | | M - v | | l > M > f t ) f t . V « , v e Q„ 

где постоянная M не зависит от h. у 
Доказательство. Неравенство (3.10) следует из (3.4). Докажем (3.11). Заметим, что 

4>(т)(хр и) -Щхри) = ±J£ (-l)aj 4m ) 7(x 7, и) - li(xp и) + ( - l ) a 

Из леммы 3 имеем 

/ 1 ( л , , н ) - С " ( л > « ) = 0 ( / г т + 1 ) , 

Ч ( х , ) vr'(.v7) . i x m + ' v ^ ( x , ) 

Соотношения (3.15), (3.16) и v,""J(x () = h/kj , + 0(/г2),' v (

2

m ) 7 (х,) = Л/А:,, , .+ 0(/г) при нечетном т 

W„ .(Х , U) Wa(Xj, и) 

Va^Xj) VJ

a(Xj) J 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

приводят к (3.11), а при четном т - к выражению 
, т- 1 

ф (ху, u)-<p(xj, и) = 
(ш + 1)! 

j/n + 1 - у / ч jin+l ш j , V 
d wJ

2(Xj+l,u) d ,wx(Xj_bu) 
-j , m+1 ' Ы m+1 

+ 0(Am):- (3.17) 
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Дифференцируя (2.4) для х е [xjh х 7], получаем 

а и(х) ,у, ч а Г Т 

55 

dx т + 1 = Ь\(и)— 
dx 

ltU+ 1 j / 4 

ИЛИ 

dx m + 1 

. ,m + 1 7 - 1 / ч 

1 -| d w2 (x, u) 
dx lk(x)j dx 

Исключим из последних двух равенство dm + 1 w(x)/dx™ + 1 , тогда 
jtn + 1 у / ч »m + 1; 7 - 1 / ч ,ш 

- — — — г — — г — = W 2 (u)-bUu)] — 
j m + 1 , m + 1 , L z v / j л 

= 0(h). 

Так как при условиях леммы 3 с учетом последнего равенства верно 
f m + 1 /' / п \ im + 1 j' - 1 / r\ \ 

ах ах 
то из (3.17) следует (3.12). 

Докажем неравенства (3.13). Поскольку , ! 

Ф"")иу,«) = / г 1 Х ( - 1 ) а 

(m)j / \" 

4 m »(^») + ( - i ) a W - fiM) 

ч« ( -D 
= Х ^ 1 . 2 

JP,j 

1 + 
v!'r , j(x7) 

Д х . + ( _ 1 ) П , М ) + 

l y [(-1) h] u la^j + (-if u\ ua > (-1) y< [(-1) Л] a ^ y + a > 
(m + 1 - / ? ) ч 

P = 2 

T O 

|ф 1
 '(Xj, U) - ф< '(Xj, v)\ < 

< 2 | / ( ^ + ( - l ) - M b / ( . v . f ( 1 ) , „ v)| 
a = 1 

1 , Wa)J(Xj)-<(-\i)\ t \<(Xj)-V*U(Xj)\ 

\v{:)j(xj)\ (Xj)\ 

> = 2 • </x" tfx" 

1 -

-hv™(Xj)-p 

С учетом условий леммы имеем 

|ф ( т ) (х у > М ) - ф ( т ) (х 7 , Ч ) | < а + / с / t " ' + w o n * - v i i , , ^ + 

Р = 2 

/? = 3 rfx" -.. : . dx" ' "• • 

(3.18) 
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Докажем по индукции неравенства 

/ ' . . | С ~ " У ( » ) - С ' V ) | < « „ , , ! ! » • • • И | , _ ( 0 , 

Р = 3 

dp

Wi{x.+i_xru,b{r2-p)l(u)) d"»i(.xril_vr v,bT*2-p)J(v)) 
dx" dxp 

<M m + 1 A>-v | . l . , - .« , . , (3-19) 

hp <1РЩ + 1-П*> u,b(

a

m-p)j(u)) d"lJ

a(x. + ( ] f , v,C"y"(y)) Am-p)j'{ 

dxp 

p = 2 

где константы Bm_ ь Мт+ ь Lm не зависят от h. 
Пусть-m = 2. Учитывая 

'" if 
2с 

dx" 
<Lmh£\\u-v\\ 

\wa)j(Xp U) - wf\Xj, V ) | < ^ г | / ( Л / + ( { ... U)-f(XJ + i _ i r V ) \ < — \\u - И 1 0 , ~ , с 

|/I'''(.v y. «) - С ( - * > v) | < Л | / ( . г / + м , „ « ) - / ( л - у т ( _ | Г v ) | < L/гЦи v|i,, 

имеем 

Ю ' ( « ) - С И < ^ | 2 / , | ! H , -v vil, ,„,. („ u + |иД 2 "(х, " ) - н ^ ' ( л > v)\ + |п-1г"(л> и) - w ( , 2 ) ; (x,, v ) | | + 

+ r 4 i | / V " ( л - у , » ) - i [ 2 ) J ( x h v i + i/' (" j(.v,,/о-/','''(.v,,v)\\< ; 

' <2сЛи-г- v-r 

Lc3h 
v\\ 0 > ^ M f t •+ 2 Lc4A |i и - v|| o, o,A й В, || и - v||, >. 

Используя формулу конечных приращений и предыдущее неравенство, получаем 

1 
3! 

</V ( ( .v . + . и,„ и, &„'"(«)) ^ w y

a ( x i + ( _ ] ) 0 , v ) ) 

^1 
dx 

dx 

dx 

u-v 

< 

Q , o o , © . 

' d W a ( X ; + (L,)»>. V- /7« '(")) 
й?Х3 

Wa)J(u)-b^)J(v)\ \<M3h3\\u-v\\ 1 , «», CO,, 

где и =й: \ 1Ч„ = 0w , « + ( 1 - 0 ) ч л , , , 0 < 0 < 1 , Аналогично, с учетом 
- 7 + C-l) 7 + ( - l ) 7 + 

iC y ' <« ) - / > ; ; " V ) ! < 2c::\ux - v j ! o _ М ; < B 0 I I m - H i M ; 

будем иметь 

2! 

d2li(x.Hlf,u,b':,J(u)) :d%(xj + (_lf, v, C V ) ) , ( 0 ) i 

< : 2 ! ди 

dx dx 
< 

dx 
|W -y | lo ,~ ,a . 4

 + 

bbfHu) 

'd2iUxi+(_lf, у,ьТт 

dx 
где 

b^-bT^vi^U^u-vl.. 

Й - . v ( - „ * = e" y + (_, ) 0 + ( i - e ) v . + ( _ 1 ) a , o < e < i . 
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Пусть неравенства (3.19) имеют место для всех т <s. Так как 

h w^ixj, и) -w^)j(xpv)\ < f-\f(Xj + {_^ и) - f(xj + (_]f: v)\ + 

p = 3 

,(s+\-p)j. 

dxp 

r'2 

dxp 
< 

Lh ' з 

/!; '"(.v.,, »)-/;Г"-'(л-7, v ) | < / г | / (х . + ( _ | Г + v ) | + 

p = 2 

i ( s - l - P ) ^ 
< 

< Lh jl u - У || o, ю + 4 - 1 Л. II и - v||,, „.; ю , 

T O 

k "'(и) - *C "V>| < ^ | 2 / , | | H ( - vj; ( )^ ( o, + \п-Г(хри) - ^ \ x p y ) | + M ) - w™(xj,v 

+ c4[\l2

s-"J(xp u)-?rUj(xp V)\ + |/',Л ' v(.v,, u)-ti)J(xp v)\}<2c3\\u,- vj . + + • 

+ ^^\\u- v||o,-,•<«, + 2Msc3h2\\u — v||.1>ee><0 + 2Lc4h\\u- И1о>,(о„ + 2Ls_xcAh2\\u- v\\ < 

<Bs_y\\u-v\\,^m. 

Тогда, по формуле конечных приращений, найдутся и, и такие, что 

р = Ъ 

Л ' У , ' , ( . у / н ^ . л / Х * 2 " 1 » ) dpwJ

a(xj + (_yf, У . / ^ ' - ^ Ч У ) ) 

dx" : ' .' • ' " 

As+2-рЬ, 

s + > hp\ 
ди 

rdpwJ

a{xj + (_if, й, b\l + 1 '"'(«)) 
й - -у 0, °°, <ак 

K + 2 - p ) J M 
rdp<(xj+{_yr v , i c 2 p,Jm 

dxp • 

p = 2 

d'l'a(XJU „ . . , " » ) ^ ( * У + ( _ , Л У , 

• dx" 

d_ 
du 

d"ij(xjitrЙ,/>;; ")j(u)) 

dx" 

dx" 

r/x'' 
Неравенства (3.19) доказаны. • 

Из (3.18), (3.19) следует 

|ф ( и )(дс у, и) - ф ( м ) (х , , У ) | <(L + Kh'" + Kh)\\u- v | 0 , . ) ( e t + Lmh\\u - y ; | , . ^ +:c2Mah\\u- v \ \ M < 

.; ;<(L + AfA)H«-vll 
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где 

II (т) || * , II (т) , || 
Ну - w||i,oo,co / ( = т а х | | | у - и | | о , о о , © Л , 

^ ( х / ^ ^ = С l V ' " V / Г ( ^ v ( ' ' , , ) . 

Доказательство. Пусть и(х) - решение задачи (2.9), а у(т\х) - решение задачи (3.9). Для по­
грешности z(x) = у{т\х) -и(х) (х е (oh) приходим к задаче , 

Эф ( т ) (х, и) 

kdl jdu 
ах dx 0,~ ,со„ 

\<Mhm, 

[a(m)(x)z-x(x))x + ° ф z = - ф ( т ) (х , и) + ф(х, ы) + [{a(x)-aKm'(x))u-x(x)]x, ои 

z(0) = z ( l ) = О, 

где и = 0у ( т ) + (1 - Q)u (0 < 0 < 1). Решение этой задачи с помощью разностной функции Грина 

G.(x,£) (см., например, [5]) можно представить в виде 

z(x) = £ hG(x, $ ) { - . ф ( л ) ( $ , и) + <р|£, и) + [(*($) - а^^ЩЩ} = 

.. = - X / г С | ( х , 6 [ а ( ^ ) - « ( т ) ( 0 ] и | ( ^ + X й д ( Л ^ ) [ - ф ' ( и ) ( ^ и ) + ф ( ^ й ) ] . 4 - ' 

Для нечетного w с учетом (3.11) из последнего равенства следует, что z(x) = 0(hm). Если т четное, 
то, используя (3.12), получаем 

z(x) = кС%{хЛ)^а{1)-а(т\Шиф-кт^Ц^ 

Аналогично, 

/2 ' (л, к)' 

5-о 
• + 0(hm) = 0(hm). 

z-x = У А С 4 ( * ^ ) [ а ( £ ) - а ^ 

+ £ л а ( ( х ^ ) | - ф " " ' ( ^ « ) + Ф(^«)] = о(л"'), 

где учтены оценки для G.у ( G M - [2]). Так как, с учетом (3.14),' 

= ДО""1V0) * 4 " V у ( т ) ) - Ь \ { и ) - / { ( х , « ) | = к{х)Тх 

= \b(rnj(y(m)) + l\m)J(x, y(m)) -b\" ' w ( u ) -l\m)j(x, u)\ 
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Оценка (3.14) следует из (3.19). Действительно, -

. \b\m-])j(u) + l\m)\xpu) - b(r])J(v) - fr)j(xp v)\ < _ 

= s | * с г " ' ^ ' ( и ) - b f " " ^ ^ ^ ) ! ч г ^ ^ - ^ ^ - / с г > у ( ^ г ' 7 . ' 

< Вт_ ,||и - v|| ! > o o > f 0 / j + Щи - v||0f со,шА +ХтЛ 2 | |и - v|| 1 ) 0 0, W / ( < М||и - v\\Uo0fuh. 

На основании предыдущих утверждений доказывается 
Теорема 2 . Пусгпъ выполнены условия лемм 1, 3, (2.11) и я?ф (т)(х, u)/du< О Vx е [0, 1], w ё 

тогда т. р: с. (3.9),(3.2), (3.3) имеет единственное решение, точность которого характеризу­
ется оценкой 
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, / (т) (ш, л к ( ^ ) / ( т , л - I K ^ я ; / А Ч Л 

' у"""'(1) = « 
сходится и имеет место оценка 

v"""'( 1) = В,, » = 1,2 у"""'(л-) = Л(\-х) + Вх 

. Ь ( " , ' п ) - М | ^ , с о л < М ( Г + ^ ) , (3.20), 
где постоянная Й не зависит от й, m, я, а величина q < I. 

Доказательство. В силу теоремы 2 имеем 

II (т,п) И* . || (т) 41* ' , || (т,п) (т)|| * . 

^ „ , Т т II (га, л) (т)|| * , .̂ л г га || (га, n) (га,)|| *, 

< М й +||У ; | | i ,со, Щ < М Ь +| |у - У | | i ,oo , co , . , 

Используем принцип сжимающих отображений. Рассмотрим операторное уравнение 

у'Лл-) = 93л(х,у(-)) = J ^ ( т ^ ^ ) ф ( м ) ( ^ У т ^ ) ) + Л ^ + В ^ , 

где G ( m )(jc, ^) - функция Грина задачи (3.9). Учитывая 

! G ( m ) ( j c , < 1 / с ! + .eft, | G ^ } ( X , £ ) | < 1-/с, + ей, c ^ < l / c j , 

и неравенство (З.]|3), имеем 

|33л(х, /?(•))- 'Я3*(*.Л-)) | | . ,~,<о„<OA, + c / t ) m a x | 9

( m ) ( t J W ) - Ф ^ , ^ ) ^ 

< ( l / c l + c / O ( L + M /0 l |v , M ' -y , '"t . . ,ov Г...' • 

Если выбрать h{ таким, что q - (i/cl + ch)(L + Mh) < 1, то отображение сжимающее. 
Таким образом, последовательность приближений 

(га, п), ч . сп. , (га, n ^ 1 ) ч i ^ 

У (х) = ЯЗ л(х,У 0, п = . 1 , 2 , . . . , 
сходится и имеет место оценка скорости сходимости 

'; || ( ш ; п ) (га)|| s q II (га, 1) (га,0)| | ' 
||у - J | | , , o o , w , < - ^ — | | У "У* II1, 

* Ч 

(3.21) 

Тогда с учетом (3i 14) получаем 

= \ъ{?-"\у(т>п)) + l\'")J(xhу(т'п))-b\m-l!J(y(m))-/'/""(.г,,Ут))| < 
, ( т , „ ) d(т) 

dx dx 

Отсюда следует, что 

\y{m'n)-y(m)\\t^<Mqn. (3.22) 
Из неравенства (3.21), (3.22) следует оценка (3.20). ч 
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- < M\\z\\W/, + \b(r])j(u)-b\(u)\ + \l\m)j(x,.u) - /{(x, u)l 
то, используя (3.6), (3.7) и то, что z(x) = <9(йт), z-x (x) = 0 (й т ) , получаем \\z\\ * co/7 ^Mhm. 

Решение нелинейной т. p. е. m-го порядка точности (3.9), (3.2), (3.3) может быть найдено ме­
тодом последовательных приближений. 

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2, тогда 3/z, е (0, й 0) такое, что \/й е (0, hx] 
метод последовательных приближений , 



КУТНИВ и др. 

Таблица 1 

/V ег Р 

. 2 3 0.1702(-4). 
• 2 4 0.1347(-5) 3.7 

2 5 0.9375(-7) 3.8 
2 6 0.6166(-8) 3.9 
2 7 0,3932(-9) 4.0 
2 8 0.2431(-10) - 4.0 

- 2" 0.1329(-11) 4.2 

4. Ч И С Л Е Н Н Ы Й ПРИМЕР 
Используем схему четвертого порядка точности для вычисления приближенного решения 

модельной краевой задачи 
,2 

*± = е \ и(0) = 0, м(1) = -1псо8 2 (1 /л /2 ) 
dx s 

с точнвш решением = - lncos 2 (x /V2) . 
Для практической оценки скорости сходимости введены величины 

Результаты расчетов приведены в табл. 1. Видно, что результаты теоретических исследований 
для метода 4-го порядка точности подтверждает численный эксперимент. 
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