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Для приближенного решения многомерных 
нестационарных задач математической физики 
широко используются различные классы адди
тивных схем (схем расщепления) [1, 2]. Наиболее 
просто строятся аддитивные схемы при расщепле
нии оператора задачи на сумму двух операторов 
более простой структуры -  схемы переменных на
правлений, факторизованные схемы, схемы пре
диктора-корректора и т.д. В более общем случае 
многокомпонентного расщепления классы безус
ловно устойчивых операторно-разностных схем 
строятся на основе понятия суммарной аппроксима
ции [3,4]. На этом пути строятся классические ло
кально-одномерные схемы (схемы покомпонент
ного расщепления) [1, 2], аддитивно-усредненные 
локально-одномерные схемы [5, 6].

В ряде работ (см., например, [7, 8]) рассматрива
ются векторные аддитивные схемы (многокомпо
нентные схемы переменных направлений). В отли
чие от схем покомпонентного расщепления в дан
ном случае каждое уравнение аппроксимирует 
исходную задачу, т.е. эти аддитивные схемы явля
ются схемами полной аппроксимации. В настоя- 

. вдёе время [9] йа основе принципа регуляризации 
построены новые аддитивные операторно-разно- 
стные схемы полной аппроксимации.

Наиболее законченные результаты получены 
при исследовании разностных схем в сеточных 
гильбертовых пространствах [1,10]. Это относит
ся и к устойчивости и сходимости аддитивных опе
раторно-разностных схем полной аппроксимации. 
Во многих задачах принципиальной является про
блема исследования корректности схемы в равно
мерной норме (в сеточном банаховом пространстве 
L„). В качестве примера отметим задачи с неогра
ниченной нелинейностью. Для классических схем 
переменных направлений устойчивость доказыва
ется только при выборе специальных норм в гиль
бертовом пространстве. В данной работе исследу
ется устойчивость в произвольных нормах про
стейшей векторной аддитивной схемы [7]. 
Показано, что устойчивость имеет место при ус
ловии, что устойчивыми являются чисто неявные
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схемы для отдельных компонент. Хорошо извест
но [1, 10], что таким свойством обладают класси
ческие аддитивные схемы суммарной аппрокси
мации.

1. Будем рассматривать задачу Коши для сис
темы обыкновенных дифференциальных уравне
ний первого порядка

dw{
dt

м
+ = Фг(0.

;=i
i = 1> 2, (1)

К (1) мы приходим после дискретизации по прост
ранству, например для начально-краевых задач 
для параболических уравнений.

Полагая w = w(t) = {wu w2, A = [ay], за
пишем (1) в матричном (операторном) виде:

dw
dt

+ A(t)w = ф (t). (2)

Будем строить разностные схемы для прибли
женного решения задачи Коши, когда (2) рассма
тривается при t > 0 и начальных условиях

w(0) = w0. (3)
Ад дитивные схемы для приближенного решения 

задачи (2), (3) строятся на основе представления

—  ^  ОС — 1,2, (4)
а = 1

Здесь для простоты ограничимся проблемами, в 
которых каждое из операторных слагаемых явля
ется стационарным оператором, т.е. Аа * Aa(t), 
а=  1, 2......р.

Определим класс аддитивных разностных 
схем следующим образом. Зададим равномерную 
сетку по времени с шагом х > 0, и пусть уп -  при
ближенное решение на момент времени tn = n't, 
п = 0, 1, ... Будем считать, что полностью неяв
ные разностные схемы

(< Х) (< х )
Уп+1~Уп , А _  „(а)

^ ™аУп + \ ~  Фп + 1»

П — 0, 1 ,..., (X = 1 ,2 ,.. .,р,
безусловно устойчивы в некотором банаховом 
пространстве с нормой || ||. Более точно, будем
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. считать выполненными следующие послойные Аналогично из (9) получим 
оценки для разностных схем (5):

1|у“ 1ЫЬ’Г 1 М к ,?,||,
п = 0 , 1 , а  = 1, 2 , р.

(6)

,  (1) ,  (1) (р) ( р )
Уп+1 - У п < 1с11 с

+  х фп + 1 -  фи

X X X (12)

п = 1, 2 ,...
К выделенному классу аддитивных схем отно- С учетом (11) из (12) следует послойная оценка для

сятся схемы с неотрицательно-определенными производной разностного решения по времени: 
операторами (Аа > 0, а  = 1, 2, ..., р, в сеточном 
гильбертовом пространстве Ц). Вторым важным 
примером служат разностные схемы для задач с 
нестрогим диагональным преобладанием по стро
кам для каждого операторного слагаемого:

( а )  (а) 
Уп+1 ~ У п <

(а) (а) 
У п  ~ У п - 1 +  X Фп+1 Фп

X X X (13)

м

п = 1, 2 ,..., и  = 1 , 2 р. 
Из (13) вытекает неравенство

гц> ]Г \a;j\, i = 1 , 2 , М.
(*/= 1

В этом случае имеем устойчивость схем (5) в L„.
2. Для приближенного решения задачи (2)-(4) 

будем использовать двухслойную векторную ад
дитивную схему

уГ+i - уГ <
(а) (а)

У1 -Уо
п

+ 'S' х Ф*+1 - Ф*
X

п =

X

»,..., а  =

jL i
k= 1

= 1 ,2 ,..

X

р.

(14)

Из (7) при а  = 1 с учетом (4) и (8) получаем не
равенство

(а) (а)
Ул+1 У п  . Х -1 л (Р)

+ ^ ,^ p y i+ \ + ^  ^рУ« } -  Фп + 1>
р =  1 |1 =  (I+ 1  .

п = 0, 1 ,..., а  = 1, 2 ,..., р.

(7)

уГ’- уГ
I'

||ф, -  AwqII -

В силу (11) неравенство (14) теперь можно пере
писать в виде

Начальные условия в соответствии с (3) зададим в 
виде

Уо°° = w0, а  = 1, 2 ,..., р. (В)

у(? , - у (в)У ti + 1 У.п £||<Pi-Aw0|| + ]Г т
к = 1

Ф*+1 - Ф*
(15)

Рассматривая уравнение для определения уп(D+1
п = 1,2,... ,  а = 1,2,. . . ,  р.

Принимая во внимание очевидное неравенство

и , из (7) непосредственно получим равенство I (а) II ^  || (а)||
■Уя + ! ^  Уп + т

( 1) ( 1) 
Ул+1 - У п

(а) (а)
У п + 1 - У п

(Е + хА ,)

У(пР)~У(пР- 1 . _Фл + 1 -ф л ------------ +Т------------, п = 1,2, ... (9)

(а+1)

из (15) получим искомую оценку для каждой от
дельной компоненты векторной аддитивной схе
мы (7), (8):

Цуп + lll -  ||уп II + т | |ф 1 ~ - ^ w o|| +

Вычитая из уравнения для нахождения уп +
(а)уравнение для уп+,, ириходим ко второму полез

ному соотношению:
к= 1

ф *+  1 _  Ф * (16)

СЕ  +  х А а + 1 )

( а + 1 )  ( а + 1 )
У« +1 ~Уп

( а )  (а )
Уп+1 ~ У п

X Т
0 , 1,..., а  = 1,2,. . . ,  р -  1.

( 10)

п = 1,2,... ,  а  = 1, 2,... ,  р.
Это дает возможность сформулировать следу

ющий основной результат.
Т е о р е м а .  Пусть для неявных разностных 

схем (5) выполнены априорные оценки (6). Тогда
Из (10) с учетом (5), (6) непосредственно следуют векторная аддитивная схема (4), (7), (8) устой- 
оценки чива по начальным данным и правой части и для

разностных решений верны оценки (16).
Специально подчеркнем, что выше мы полу- 

(11) чили оценки устойчивости для каждой отдель-

(а+1) (ос +1) (а) (а)
У п + 1  У п < Уя + 1 ~ У п

X X

0,1,... , а = 1,2> **1 • • • >р -  1. ной компоненты у *а) , а  = 1,2, ..., р. Тем самым в
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качестве приближенного решения задачи (1), (2) 
можно взять любую компоненту или же их линей
ную комбинацию

Уп =  Х^"00’ ХС“ = 1 ’ 
а = 1 а  = 1

са >0,  а  = 1 , 2 , р.

На основе оценок типа (16) стандартным обра
зом [1, 10] исследуется сходимость векторных ад
дитивных схем. В этой связи отметим близость 
полученной оценки (16) к основным априорным 
оценкам для двухслойных разностных схем, кото
рые базируются на производных правой части по 
времени.

3. Полученная оценка устойчивости по на
чальным данным и правой части для векторной 
разностной схемы базируется на аналогичных 
оценках для разностных схем (5), в которые вхо
дят лишь отдельные операторные слагаемые рас
щепления (4). Такие задачи хорошо исследованы 
в теории устойчивости операторно-разностных 
схем [1,10]. В частности, получены совпадающие 
необходимые и достаточные условия, исследова
на сходимость в различных нормах при мини
мальных требованиях на операторы задачи и т.д.

Из возможных обобщений полученного ре
зультата отметим следующие. Выше мы ограни
чились случаем постоянных (не зависящих от вре
мени) операторов Аа, а =  1, 2, Рассмотрение 
проблемы в более общих условиях проводится 
аналогично с привлечением дополнительной ин
формации о липшиц-непрерывности по времени

этих операторов. Аналогично также рассматри
вается устойчивость векторных аддитивных схем 
при более общих предположениях о р-устойчиво- 
сти схем (5). Большего внимания заслуживают 
проблемы исследования устойчивости других ти
пов векторных аддитивных схем [1, 8], которые 
выступают, в частности, аналогами схем свесами.

Выражаем глубокую благодарность В.Н. Аб- 
рашину за внимание к работе и заинтересованное 
обсуждение результатов.
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