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Получены оценки устойчивости при возмущении оператора задачи Коши, пра­
вой части и начального условия для эволюционных уравнений, рассматриваемых 
в гильбертовых пространствах. Приводятся простейшие априорные оценки силь­
ной устойчивости для двуслойных операторно-разностных схем, согласованные с 
соответствующими оценками для дифференциально-операторного уравнения. 

COEFFICIENT STABILITY OF DIFFERENTIAL-OPERATOR EQUATIONS 
AND OPERATOR-DIFFERENCE SCHEMES 

A.A. Samarskii, P.N. Vabishchevich, P.P. Matus 
Institute of Mathematical Modeling of RAS, 
Institute of Mathematics NAS of Belarus 

Estimates of stability with perturbed operator of Cauchy problem, right side and initial 
condition for evolutionary equations in Hilbert spaces have been obtained. A priori estimates 
of strong stability for two-layered operator-difference schemes are brought. Such estimates 
are consistent with corespondent ones for differential-operator equation. 

1. Введение. При исследовании начально-краевых задач для нестационарных 
уравнений математической физики основное внимание уделяется устойчивости ре­
шения по начальным данным и правой части [1, 2]. В более общей ситуации необ­
ходимо требовать непрерывной зависимости решения и от возмущения операторов 
задачи, например, от коэффициентов. В этом случае говорят о сильной устойчи­
вости. На важность требования коэффициентной устойчивости указывалось еще в 
начале 60-х годов в [3]. Действительно, при решении дифференциального уравне­
ния методом конечных разностей может оказаться, что информация о коэффици­
ентах уравнения является недостаточно полной. Это может случиться, например, 
когда эти коэффициенты определяются приближенно с помощью некоторого вы­
числительного алгоритма. 
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Априорные оценки, выражающие непрерывную зависимость решения зада­
чи от возмущений правой части и оператора, получены (см., например, [1, 4J) в 
различных условиях для стационарных задач (операторных уравнений первого ро­
да). Что касается нестационарных задач, то здесь следует отметить работу [5], где 
исследуется коэффициентная устойчивость разностных схем с весами, аппроксими­
рующих краевую задачу для линейного параболического уравнения с переменными 
коэффициентами. 

Данная статья посвящена получению оценок устойчивости при возмущении 
оператора задачи Коши, правой части и начального условия для эволюционных 
уравнений [6], рассматриваемых в гильбертовых пространствах. Получены апри­
орные оценки для погрешности при естественных предположениях о возмущении 
оператора задачи. При дискретизации по времени мы приходим к операторно-
разностному уравнению. Приведены простейшие априорные оценки сильной устой­
чивости для двуслойных операторно-разностных схем, согласованные с соответ­
ствующими оценками для дифференциально-операторного уравнения. Основные 
результаты иллюстрируются на примере начально-краевой задачи для одномерно­
го параболического уравнения. 

2. Сильная устойчивость дифференциально-операторных схем. Пусть Я — 
конечномерное гильбертово пространство, в котором скалярное произведение и 
норма суть (•, •), || • || соответственно. Будем считать, что А — постоянный самосо­
пряженный положительно определенный линейный оператор в Я, т.е. А ф A(t) и 
А = А* > 6Е, S = const > 0. Через HD, где D = D* > 0, обозначим пространство со 
скалярным произведением и нормой 

(у, *>)D = (Dy, v), \\y\\D = y/(Dyyv), y,v€H. 

Рассмотрим задачу Коши для дифференциально-операторного уравнения 
первого порядка 

du 
— + Au = /(*), * > 0 , *(0) = tio, (2.1) 

где / ( t ) , щ — заданы, a u(t) — искомая функции со значениями в Я . Через и 
обозначим решение задачи с возмущенной правой частью, начальным условием и 
оператором: 

^ + I S = / ( t ) , t>0, S(0) = 5o. (2.2) 

Ставится задача оценить величину возмущения решения z(t) = u{t) - u(t) через 
величины возмущений. Вычитая из уравнений (2.2) соответствующие уравнения 
(2.1), получим задачу для z(t): 

J + А» =(/(*)- / («))-(!-A) S, i>0, (2.3) 

*(0) = й0 - щ. (2.4) 

Относительно возмущенного оператора предполагаются выполненными те 
же предположения, что и для невозмущенного оператора: А ф А(£), А = А* > 6Е, 
Ь = const > 0. Мерой возмущения будет служить положительная постоянная а в 
неравенстве [1] 

0< ( ( I - A)v>v) <a(Av,v). (2.5) 
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Более сильные предположения связываются с оценкой для энергии оператора без 
предположения о неотрицательности оператора А - А: 

| | ( л - A)v|| <a|Avj| . (2.6) 

Теорема 1. При выполнении условий (2.5) на возмущение оператора А для 
возмущения решения справедлива априорная оценка 

\\z(t)f < ||% - «0||2 + J \\/(в) - f(9)(Ai d9 + a2 I ||«o||2 + /f/(<?|* _, del (2.7) 

В предположениях (2.6) аналогичная оценка устойчивости решения задачи (2.1) по 
начальным данным, правой части и коэффициентам имеет вид 

\Ш\\А < ||«„ - «о||2 + / \\f(0) - №\*d9 + a2 [||«o||?4 + / | | / W f A • (2-8) 

Доказательство. В задаче (2.3), (2.4) для возмущения домножим скалярно 
уравнение на 2z: 

%\\*\\* + Ч4*л =2((f(t)-f(tj),z)-2((A-A)u,z). (2.9) 

Используя обобщенные неравенства Коши-Буняковского 

(Ayyv)2 < (Ayyy)(Av,v), 

\(y,v)\ = \(A-iy,Av)\<\\y\\A-l\\v\\A, 

г-неравенство и условия (2.5), находим оценки 

2 ((/(*) - /(*)) ,*) < \\f(t) - /(«)!'_, + ||*|fi, (2.11) 

2((A-A)u,z)<a((A-A)u,u)+l((A-A)z,z)< ^ 

<a2(AU,u) + (Az,z)<a'\\u\\A-+\\z\\A. 

Подстановка (2.11), (2.12) в (2.8) и интегрирование полученного неравенства по t 
дает 

t t 

\\z(t)\\> < ||S, - «o||2 + J \\f(0) - f{0)(Ai dO + a*J \\u{e)\\\d9. (2.13) 
0 0 

Для получения оценки устойчивости решения возмущенной задачи (2.2) по 
начальным данным и правой части в интегральной по времени норме [7] домножим 
уравнение (2.2) скалярно в Я на 2й. Получим 

(2.10) 

dt ИВДИ2 + 2 ||i|fr = 2 («,/(*)) < ||«|£ + \Щ~_х 
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Интегрируя последнее неравенство по t с учетом операторного неравенства А"1 < 
< А"1, находим 

t t 

J \\й(в)\\2 d9 < ||«(0)||2 + J | /(в)|1_, d». (2.14) 
0 0 

Подставляя теперь (2.14) в (2.13), приходим к первой требуемой оценке (2.7). 
Для получения неравенства (2.8) уравнение для возмущения (2.3) домножим 

скалярно на 2dz/dt. Учитывая самосопряженность оператора А, получим энерге­
тическое тождество 

2Ш' + | » * = 2((Л«)-Л0),|)-2((Л-Д)=,|). (2Л5, 

Для оценки правой части имеем 

2 ( ( / - ( ( ) _ Л 1 ) ) , | )_ 2 ( (д_д ) 5 , | )< 

<2|§|' + |/(<)-/(0|' + |(-5-i)=f-

С учетом этого из (2.15) следует оценка 

t t 

\№\\А < Мо)\\2л + / | / ( « ) - №)(d«+[\\{A- А) s ( * ) f м - (2-16) 
о 

Рассмотрим теперь возмущенную задачу (2.2). Следуя [6], домножим уравне­
ние (2.2) скалярно на 2А«. Получим 

^ | | й | | ^ + 2 | 1 й | 2 = 2(1 An) < \\Ай\\ + \\f{t)(. 

Интегрирование этого неравенства от 0 до t дает 

t t 

J\\AU(e)fde< \\40)\\\+J\\f(e)\\2de. (2.17) 
о о 

Согласно (2.6), (2.17) 

j\(A-A)ii(e)(d0<a> ( | | « ( 0 ) | | b / l i / W i r ^ ) • (2.18) 

Подстановка данного неравенства в (2.16) приводит нас к оценке (2.8). Теорема 
доказана. 
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3. Сильная устойчивость разностных схем с весами. Пусть г > 0 —шаг сетки 
по времени, и уп = y(tn) б Я, tn = nr. Задаче Коши (2.1) для дифференциально-
операторного уравнения поставим в соответствие схему с весами 

vn+i- Уп+А{ауп^ + (1 _ а)уп) = ^ n = 0 , i , . . . , (зл) 

Уо = «о- (3.2) 

Запишем также разностную схему для возмущенной задачи (2.2): 

Уп+i - уп + д{(Туп^ + ( 1 _ g ) f t > ) = j n t n = 0 , i , . . . , (з.з) 
т 

Уо = «о- (3.4) 
Аналогично теореме 1 формулируется утверждение о сильной устойчивости рас­
сматриваемой разностной схемы. 

Теорема 2. Для возмущения решения zn = уп - уп разностных схем 
(3.1), (3.2) и (3.3), (3.4) при а > 0,5 и выполнении условий (2.5) имеет место априор­
ная оценка 

Hz„+i||2 < Нз/о - Уо||2 + рт||Л - Л||*_ж + а2 (||уо||2 + ЕТ11ЛНХ-.) • (3-5) 

а при выполнении условий (2.6) 

lk+iiii < пл-ый + Ёг^-лЦ'+а» (||уо||НЕ^11/*н2) • (3-6) 
*=0 \ fc=0 / 

Доказательство. Для возмущения решения имеем задачу 

*»+!- ** +A{ozn+1 + (1 - a)zn) = (fn - /п) - (А - А) #:\ п = 0,1,..., (3.7) 

z0 = uQ - щ, (3.8) 

где jj£a) = ayn+1 + (1 - ^)ynj 0>O — вещественный параметр. Умножим уравнение 
(3.7) скалярно на 2тz^ и рассмотрим последовательно соответствующие скалярные 
произведения. Получаем следующие выражения: 

2т (ztyz^) = 2т [zuz^b) + т(ст - 0.5)*) = 

= г (|Н|2), + 2т\а - 0.5)|Ы|2, * = (zn+1 - * ) / r , 

2 г ( Л ^ , ^ ) ) = 2т||г^||24. 

Применяя теперь неравенства (2.11), (2.12), находим 

2г ( ( / я - / я ) + (А - A) #>,*<•>) < 2т | * М £ + г | / п - Л | ^ +а аг |ЙГ>|!1 • 
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Складывая полученные оценки, приходим к соотношению 

||г„+1||2 < 1Ы1* + г \fn - fn(Ai + а'т Цй'^1 < 

<...<11УО-Ы12+ЁГ|Л-Л|Г +«2ЕНН1г 

п II I I 2 

Для оценки выражения ]Г] т p j ^ L уравнение для возмущенного решения (3.3) пе-
репишем в виде 

yt + AJfW = / . (3.10) 

Умножая последнее скалярно в Я на 2т^\ получим 

||уп+1||2 + 2т |Й>>|1 < \Ш? + г |Й'>|1 + г |/п 

Отсюда следует неравенство 

2 , Д и«1|2 £ г Г ~ < | Ы | Ч £ г Л 
*=0 " "* t=r0 

Подставляя его теперь в (3.9), приходим к оценке (3.5). 
Докажем теперь оценку (3.6). Уравнение для zn (3.7) умножим скалярно на 

2rzt. Аналогично (2.15) находим 

2r | |z# + | |zn + 1 | |*+2rV-0.5) | |* |£< 

< Ы\ + г \1 - / „ f + т\\(А - А) Й')|' + 2т\\zt\f. 

Так как а > 0.5 и выполнено неравенство (2.6), то отсюда немедленно получаем 

ik+iiu < \ы\\ + £ > | л - /»f+«а1>Ий">Г- (з-н) 

Для оценки решения gf̂  в интегральной по времени норме J^ r L4y£̂  уравнение 
~ Jk=0 

(3.10) домножим скалярно на 2т А$^ и к правой части применим неравенство Коши 
с е. Получаем соотношение 

||S.+i|& + 2г2(а - 0.5) | |й|£ + 2r ЦДуМЦ' < ||R.|fr + г ЦЛ^Ц2 + г | /n - fn( . 

Следовательно, 

*=:0 * = 0 

Подстановка данного неравенства в (3.11) дает требуемый результат. Теорема 
доказана. 
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4. Модельная задача. В качестве'примера рассмотрим первую краевую задачу 
для одномерного параболического уравнения: 

д^=1ЛКх)д£)+ПхЛ 0<х<1'<>о' (4Л) 

u(0,t) = u(/,t) = 0, * > 0 , и(ху0) = и0(х), 0<х<1 (4.2) 

при естественном предположении к(х) > сг > 0. 
На равномерной сетке ы = о ; л х ы т , ц = ( х, = ih, г = 0,1, ...,iV, hN = I}, 

wr = {tn = nr, n = 0,1,...} с постоянными шагами hu г дифференциальную за­
дачу (4.1), (4.2) аппроксимируем обычной разностной схемой с весами 

УГ\-У? = а (а$+\{ + (1 - *)(ati)eti + ff, * = 1.2 ЛГ - 1, (4.3) 

Уо = VN = 0, п = 0,1,..., у,0 = «о(х;). (4.4) 

Здесь у? = у(ж,,<п), (ay£)xi = (a,4i (yt+1 - &•)/Л - о,- (& - y<el)//ь)/Ь> a — некото­
рый шаблонный функционал, удовлетворяющий условию а(х) > сх > 0, х £ и>£ = 
= uh\J {xN = / } . Разностная схема (4.3), (4.4) приводится к операторной схеме (3.1), 
(3.2), если положить уп = (y?fyS>...,t?N-i)T* 

(Ау)й = - (ayg)gti, * = l,2,...,tf - 1, у0 = yN = 0. (4.5) 

Свойства оператора А хорошо изучены [1], в частности, А- А* > 6Е, & = Sci/P. 
Пространство Н состоит в данном случае из функций у, = у(ж,), заданных на сетке 
ujh и удовлетворяющих условию у0 = yN = 0. Скалярное произведение и норму 
зададим выражениями 

N - 1 

(»>*) = D и «Л НУII = v(y»y)-

Покажем, что для оператора [А - А \ V = - ((a - a)vf )ж условие (2.5) выполнено, 
если 

0 < а(х) - а(х) < а а(ж), iGwJ. (4.6) 

Действительно, применяя первую разностную формулу Грина, получаем неравен­
ство 

{{A- A) vyv) = (a-a,vl] < a (a,vj] = a(Av,t>), 

JV 

где (у, г] = J2Vivih-
Следовательно, разностная схема (4.3), (4.4) устойчива по начальным данным, 

правой части, коэффициентам, и для ее решения справедлива априорная оценка 
(3.5). 

Покажем теперь, что при дополнительных более сильных предположениях 
0 < сг < а(х) < с2, х G a/jj" и 

|2 - а\ < си а, \ах - о,| < а2, |(Н""1)Г| < с3, (4.7) 
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для оператора (4.5) выполнена оценка (2.6) 

( I - A) v j < а || At>||, a = с0 (ах + аа), (4.8) 

где с0 = const > 0 определяется положительными постоянными с ь с2, с3. Предва­
рительно будет доказана следующая 

Лемма \%Для любой сеточной функции у(х), заданной на равномерной сет­
ке Uh и обращающейся в нуль на концах интервала х = 0, х = /, имеют место 
неравенства 

\\v,)\\<-j=\\v\\A, (4.9) 

Ы\л<2^Ш\- (4-Ю) 

Доказательство. Неравенство (4.9) немедленно следует из разностной 
формулы Грина 

Для доказательства оценки (4.10) используем сеточный аналог известного [1] 
неравенства Фридрихса \\у\\2 < (/2/8) ||у,]|. Получаем соотношение 

Ы\\ = (Ау,у) < \\Ау\\ \\у\\ < -±= \\Ay\\ \\у\\А , 

что и доказывает лемму. 
Требуемое неравенство (4.8) теперь следует из условий (4.7), леммы 1 и то­

ждества 

= \ ^ ) Ay + (о (а~1)х (а-а) + {ах - о,)) fe, 

полученного с помощью обычных формул разностного дифференцирования. Здесь 
г>+ = v t - + i . 

5. Коэффициентная устойчивость двуслойных операторно-разностных схем. 
Двуслойная разностная схема определяется как уравнение 

Byt + Ay = <p(t), teu;T, y(0) = yQ, (5.1) 

с линейными операторами А и В, действующими в гильбертовом пространстве Я. 
Устойчивость по начальным данным и правой части схемы (5.1) исследована в [1]. В 
дальнейшем будем предполагать, что постоянные операторы А и В удовлетворяют 
условиям 

А = Л* > 0, В = В* > 0, G = В- 0£тА > 0. (5.2) 
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Как и ранее через у обозначим решение задачи с возмущенной правой частью, 
начальным условием и операторами: 

Byt + Ay = £(t), t € w T I y(0) = y0. (5.3) 

Для операторов Аи В предполагаются выполненными соотношения, аналогичные 
(5.2): 

А = А* > О, Я = В > О, G = B- О.ЬтА > 0. (5.4) 

В дальнейшем нам понадобятся следующие оценки решения возмущенной 
задачи (5.3) в интегральных по времени нормах. 

Л е м м а 2. Пусть выполнены условия (5.4). Тогда решение разностной схемы 
(5.3) устойчиво по начальным данным и правой части, и имеют место априорные 
оценки 

£ г ||гм | | | < Pollx + Е г 11&1Ц.,, (5.5) 
* = 0 * = 0 

£тЫ*^ <\\ЫЬ + £тт\'л-*- (5-6) 

Jk=0 " " А * = 0 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Перепишем задачу (5.3) в эквивалентном виде 

Gyt + А^°'5) = £(*), гешТ, у(0) = у0. (5.7) 
Умножая данное уравнение скалярно в Я на 2ryt и применяя обобщенное неравен­
ство Коши-Буняковского (2.10) с е> получим 

2г Щ\3 + \\Уп+г\\'л ~ \Ш\2л = 2г (Ф,*) < г Ц^Щ., + г | | £ | | | . 

Отсюда немедленно следует первая оценка (5.5). Аналогично, умножая (5.7) скаляр­
но на 2г^0 , 5 ) , получим 

НЙ.+.Н! - Ш\а + 2г \&°»(~ < т \&W\l + т ||fl&_, . 

В силу произвольности п из последнего неравенства следует требуемое неравенство 
(5.6). Лемма доказана. 

Для разности z = у - у из (5.1), (5.3) получим следующую задачу: 

Gzt + Az^ = (<р-<р)-(б-в)гн-(А- А) у<05\ (5.8) 

*о = У -2/0. (5.9) 
Относительно возмущения операторов будем предполагать выполненными следу­
ющие условия: 

О < ( {А - A) v, vj < а3 (Av, v), (5.10) 

0< ((G-G) V,V) <<x4(Gv,v). (5.11) 
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Т е о р е м а 3. Пусть выполнены условия (5.2),(5.4),(5.10),(5.11). Тогда при до­
статочно малом т < т0, т0 < 0,5, для решения задачи (5.8), (5.9) имеет место апри­
орная оценка 

lk+i| lc < е«'~ (\\z0\\l + £ г ||& - у>*||* _, + «? (\Ш\Ь + £ Т H^lll-) + 
\ fc=0 \ Jb=0 / 

+ 2<*1 (ъМх + ртШЬ-У\- (5 Л 2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Уравнение (5.8) умножим скалярно на 2тz(0,5). Получим 
энергетическое тождество 

llwllcHWIe+H*0'''! =2т((ф-<р),^») -2r((G-G)yt,z^) -

-2T((A-A)^\Z^). (5.13) 

С учетом (5.10), (5.11) нетрудно получить следующие оценки: 

-2т ((у5 - у ) , ,СЧ) < т \\z^fA + т\\<р- И|*-, , 

-2т ((G - G) &,*<°'5>) < 2та\ \Щ\Ь + T\\zn+1\\l + т \\zn\\2
G , 

-2т {{А - A) rfi°», ZW) < т \\z(0-5)fA + а\т |у<°'5>|£ . 

Подставляя данные неравенства в (5.13) и учитывая, что при г < 1/2 выполнено 
(1 + т)/(1 - г) < 1 + 4г, получим оценку 

Ч1&- V*lfi- + \\zn+i\n < е « - (wzowi+f: 
•^ХМ^1~+^1>11М|). 

k=0 ib=0 / 

Подставляя сюда соотношения (5.5), (5.6) приходим к неравенству (5.12). Теорема 
доказана. 
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