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При исследовании сходимости разностных 
схем для нестационарных задач математической 
физики важнейшее значение имеет устойчивость 
приближенного решения по начальным данным и 
правой части. В  настоящее время создана и полу
чила широкое развитие общая теория устойчиво
сти (корректности) операторно-разностных схем 
[1,2]. Получены точные (совпадающие необходи
мые и достаточные) условия широкого класса 
двух- и трехслойных разностных схем в конечно
мерных гильбертовых пространствах. Основные 
теоретические результаты теории устойчивости 
суммированы в книгах [3, 4].

Подчеркнем конструктивность общей теории 
устойчивости операторно-разностных схем, в ко
торой критерии устойчивости формулируются в 
виде легко проверяемых неравенств для операто
ров. Среди наиболее важных обобщений отметим 
использование общей теории устойчивости для 
некорректных эволюционных задач [5] и иссле
дования проекционно-разностных схем (схем ко
нечных элементов) [6].

Сходимость разностных схем устанавливается 
в различных нормах, которые должны согласо
вываться с классом гладкости решений диффе
ренциальной задачи. В силу этого необходимо 
иметь спектр оценок для разностного решения. 
При рассмотрении разностных схем для нестаци
онарных краевых задач с обобщенными решени
ями [7] особого внимания заслуживают оценки 
разностного решения в интегральных по времени 
нормах. В  теории устойчивости разностных схем 
обычно ограничиваются [3, 4] оценками в равно
мерных по времени нормах.

В  данном сообщении отмечается возможность 
получения условий устойчивости в интегральных 
по времени нормах. Получены априорные оценки 
для двухслойных разностных схем, записанных в 
канонической форме. Принципиальный момент 
связан с получением оценки для разностного ре
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шения в полуцелых узлах по времени, которое 
определяется линейной интерполяцией по сеточ
ным функциям в узлах. Аналогичные условия ус
тойчивости в интегральных нормах можно полу
чить и для трехслойных разностных схем.

1. Пусть Н - конечномерное гильбертово про
странство, D, А -  линейные операторы в Н. Ска
лярное произведение и норма в Н суть (•,•). 1111 со
ответственно. Через HR, где /? = /?*> 0, обозначим 
пространство Н со скалярным произведением и 
нормой

(y,v)R = (Ry,v), 1Ы1 = J(Ry, у).

Рассмотрим дифференциально-разностное урав
нение

D ^  + Au = f ( t ) ,  0 < t  <Т.dt (1)

Операторы этого уравнения предполагаются по
стоянными D Ф D(t), А Ф A(t) и в Н

D = D * > 0, А -  А* >0. (2)

Ориентируясь на получение оценок сходимости 
разностного решения, будем рассматривать зада
чу Коши для уравнения (1) с однородным началь
ным условием

и(0) = 0. (3)
Домножая скалярно в Я  на м(г) и интегрируя по 

времени от 0 до г, с учетом (2), (3) получим апри
орную оценку

,<ю. (4)

При получении априорных оценок для разност
ных аналогов задачи (1)-(3) обычно ориентиру
ются на более простую оценку

которая непосредственно следует из (4). Во  мно
гих случаях, в частности при исследовании задач

745



746 САМАРСКИЙ и др.

с обобщенными решениями, большего внимания 
заслуживает оценка

I I
,2

(5)
о о

решения задачи в интегральных по времени нор
мах.

du 
dt

Аналогично домножением уравнения (1) на

,й?0.

приходим к оценке
I i t

dQ<
D О

Из (6) следует стандартная оценка для решения 
задачи (1)-(3):

(6)

цМ(О11д<|||/(0)11: _,Л0.

Кроме этого заслуживает отдельного упомина
ния и оценка

Idu(Q)
dd

,Л0. (7)</0<J| | / (0)| |’
D О

Приведем некоторые результаты по получению 
разностных аналогов априорных оценок (5), (7).

2. Пусть х > 0 - шаг сетки по времени и уп = 
= y(tn), t„ = пт. Рассмотрим двухслойную оператор- 
но-разностную схему, записанную в каноничес
кой форме:

ВУп4 1 ~Уп + Ауп = /„, п = 0, 1, ..., (8)

в которой оператор В = В* > 0. Будем рассматри
вать устойчивость разностной схемы по правой 
части, т.е. при

Уо = 0. (9)
Т е о р е м а  1 .Д л я  разностной схемы (8), (9) с 

операторами А = А* > 0, В = В* > 0 при

в > - \А

имеет место априорная оценка

2^Ук+ \ + У к) < 2 > ц  /*

(10)

( 1 1 )
к = 0

Оценка (11) является разностным аналогом 
априорной оценки (5), причем она получена для раз
ностного решения в полуцелых узлах, где решение 
определяется выражением ук+ ш = (ук + 1 + у^/2. О т
метим, что устойчивость в такой интегральной по 
времени норме установлена при условиях (10), ко

торые являются необходимыми и достаточными 
для устойчивости в равномерных по времени нор
мах [3, 4].

При загрублении неравенства (10) можно по
лучить априорную оценку устойчивости по пра
вой части'в интегральных по времени нормах для 
разностного решения на целых временных шагах. 
Соответствующее утверждение формулируется 
следующим образом.

Т е о р е м а  2. Д ля  разностной схемы (8), (9) с 
операторами А = А* > 0, В = В* > 0 при

В> {  1 +г ) - А,  0 < е < 2 , ( 12)

(13)

имеет место априорная оценка

ХЧЫ1л*т-2— X4I/JI’-
*=о е (2 е)*=о

Оценка (13) следует из доказанной в книге [4, 
с. 175] теоремы 7.

3. Приведем теперь разностный аналог оцен
ки (7).

Т е о р е м а  3. Д ля  разностной схемы (8), (9) с 
операторами А -  А* >0, В = В* при

G = В - ± А > 0  

имеет место априорная оценка

к = о
У к + 1 - У к

(14)

(15)
к о

Заметим, что в данном случае мы требуем 
только неотрицательности оператора А, но усили
ваем ограничения на оператор В (ср. неравенства 
(10), (12) и (14)). Из оценки (15.) с учетом (9) можно 
на основании теорем вложения для сеточных 
функций получить оценки для самого решения.

4. Применим сформулированные условия устой
чивости для схемы с весами для уравнения (1), (2):

DУп+1-Уп + А (оуп + 1 +(1 - о )^ )  = /„,
х ........................................ (16)

п = 0, 1, ...
Схема (16) записывается в каноническом виде (8) с

B = D + axA. (17)
Оценка (11) для разностной схемы (8), (9), (17) в 
силу (10) будет справедлива при А < AD, если

Аналогично из (12), (17) следует, что при 
1 + е _ J _

Ахо>

для схемы (8), (9), (17) справедлива оценка (13). 
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На основании теоремы 3 при стандартном ог
раничении о  > 1/2 из (15) можно получить нера
венство

* = о
Ук + 1-Ук < ( 18)

к = о

Эта оценка является разностным аналогом оцен
ки (7) для дифференциальной задачи.

На основании стандартных теорем вложения 
[4] из (18) следуют также оценки и для решения 
как в равномерной метрике

к = 0

так и в интегральной норме по г:

2 Ф Л ^<г*,2 Ч1/ С .
к = О к =  0

Работа выполнена при поддержке Российско
го (проект 96-01-00657) и Белорусского (проект 
Ф97-173) фондов фундаментальных исследова
ний.
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