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При исследовании стационарных задач мате
матической физики большое внимание уделяется 
построению эффективных итерационных мето
дов решения сеточных задач [1-3]. Оптимизация 
итерационных методов (минимизация вычисли
тельной работы) достигается за счет выбора ите
рационных параметров и переобусловливателя. 
В настоящее время наибольшее внимание уделя
ется выбору переобусловливателя в виде произве
дения двух экономичных операторов. Фактически 
речь идет о применении в тех или иных вариантах 
итерационных методов типа классического двух
компонентного итерационного метода перемен
ных направлений.

При рассмотрении трехмерных задач, исполь
зовании методов декомпозиции области, “много
цветных” итерационных методов приходится час
то ориентировать не на двухкомпонентное, а на 
многокомпонентное расщепление. Теория итера
ционных методов рассматривается как один из 
разделов общей теории устойчивости разностных 
схем [ 1—4]. При ориентации на итерационные ме
тоды многокомпонентного расщепления речь 
идет о построении схем полной аппроксимации 
при многокомпонентном расщеплении. Построе
ние таких итерационных методов в рамках общей 
теории итерационных методов [1,2], так же как и 
схем многокомпонентного расщепления при ре
шении нестационарных задач [3, 4], затрудни
тельно. В работах [5, 6] строятся итерационные 
методы декомпозиции области типа альтерниру
ющего метода Шварца, ориентируясь на различ
ные схемы суммарной аппроксимации.

-В данном сообщении на общем операторном 
уровне отмечаются возможности построения 
двух основных вариантов итерационных методов 
многокомпонентного расщепления. В первом из 
них (итерационные методы с мультипликатив
ным переобусловливателем) новое приближение 
строится на основе последовательного решения 
элементарных задач. Во втором варианте (адди

тивные алгоритмы) допускается параллельная 
организация вычислений.

Принципиальный момент связан с тем, что в 
классе рассматриваемых итерационных методов 
при решении задач с самосопряженным положи
тельным оператором можно использовать трех
слойные итерационные методы вариационного 
типа, т.е. допускается стандартное ускорение по 
сопряженным градиентам.

1. Пусть А -  вещественная невырожденная 
квадратная (п х гс)-матрица,/, у - заданный и иско
мый вещественные векторы с компонентами f h у,, 
i = 1,2,..., п, соответственно. Ищется решение си
стемы линейных уравнений

(1)
Определим через Н конечномерное веществен
ное гильбертово пространство со скалярным про
изведением и нормой соответственно

( u , v )  = Ill'll = (и,  и) 1/2

; = 1

Ограничимся случаем, когда в (1) А - линейный 
самосопряженный и положительный в Н опера
тор, т.е. А = Л* > 0. При G = G* > 0 через Нс будем 
обозначать гильбертово пространство, снабжен
ное скалярным произведением {и, v)G = (Gu, v) и

нормой ||и||с = (и, и ) д 2.

Рассмотрим двухслойный итерационный ме
тод для решения задачи (1):

в У ^ _ У *  + А у к  = f (2)
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при некотором заданном начальном приближе
нии у0. Будем считать, что в (2) В = В* > 0. Ско
рость сходимости итерационного метода (2) в HG, 
G = A, АВ~1А определяется “близостью” переобус
ловливателя В к оператору Л, а именно величи
ной i; = Yj/y2, где у,, у2 - постоянные энергетичес
кой эквивалентности операторов Ат В:

у ]В < А < у 2В, Yi>0.
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При использовании чебышевского набора итера
ционных параметров или трехслойных вариаци
онных итерационных методов (методов сопря
женных градиентов) для числа итераций, необхо
димых для достижения относительной точности 
е, справедлива оценка

"°(е) = т ^ Ч О '  р = 7 7 т |

2. При построении переобусловливателя В ес
тественно ориентироваться на аддитивное рас
щепление оператора А:

р
А = Х Л«- (3)

а = 1

В вычислительной практике широко представле
ны итерационные методы, основанные на двух
компонентном расщеплении (р = 2 в представле
нии (3)). При разложении матрицы А = L + D + L*, 
где D - диагональная матрица, L - нижняя, a L* -  
верхняя треугольная матрицы, положим

А] = L + l-D ,  А 2 = L* + ]-D .

При использовании такого расщепления для опе
ратора В в классе попеременно-треугольных ите
рационных [1, 2] методов имеем

В = (G + A l)G~\G + A2), G = G*> О,

причем В = В*> 0. Получили также распростране
ние варианты попеременно-треугольного итера
ционного метода с

В = (G + L)G~l(G + L*), G = G* > 0 .

В методах переменных направлений в пред
ставлении (3) операторы

Аа = А £ > 0 ,  а  = 1 , 2 , . . . , р.  (4)

Для оператора В используется мультипликатив
ное представление

р
В = J IC E + o v U  (5)

а = 1

с некоторыми положительными постоянными 
соа, а  = 1,2,..., р. Оптимизация методов (2)—(5) за 
счет выбора итерационных параметров достига
ется только при предположении о попарной пе
рестановочности операторов Аа, а  = 1, 2, р 
(см., например, [7, 8]). В общем случае непереста
новочных операторов даже при двухкомпонент
ном расщеплении В Ф В*.

3. Будем вначале ориентироваться на построе
ние итерационных методов многокомпонентного 
расщепления (3), (4) с мультипликативными пере-
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обусловливателями (класс факторизованных 
операторов В). Рассмотрим итерационный метод

р
+ Ц ( Е  + (ОаАау ](АУк- Л  = 0 . (6)

а = 1

При записи (6) в канонической форме (2) имеем 

р р 
В =  Д ( £  + ш/1 + 1_аЛ;)+1_а) Д ( £  + шосЛос) (7)

а  = I ос = I
и тем самым В -  В* > 0.

По сравнению с традиционной итерационным 
методом многокомпонентного расщепления (2)-(5) 
за счет двукратного увеличения вычислительной 
работы на одном итерационном шаге в симметри- 
зованном итерационном методе (2)-(4), (7) предо
ставляется возможность оптимизации выбора 
итерационных параметров для общего случая не
перестановочных операторов А а , а  = 1,2, .. .,р.

Предложенный итерационный метод (2)-(4), 
(7) естественно связать с факторизованной схе
мой

р
Л ( Е  + огЛ,,+ ,_а)х
а = 1

р __ 
х Ц ( Е  + ахАа)Ук+1х~У-* + Аук = f k

а = 1

решения задачи Коши для уравнения

~  + Ау = / .  
dt

Исследование устойчивости проводится на основе 
общей теории устойчивости разностных схем [1]. 
Нетрудно убедиться, что эта факторизованная 
схема безусловно устойчива при значениях весо
вого параметра о  > 0.25.

4. При ориентации на современные параллель
ные компьютеры особого внимания заслуживают 
итерационные методы не с мультипликативным, а 
с аддитивным представлением оператора В 1. Вме
сто (6) будем использовать итерационный метод 

р
yJLLlZl± + У ( Е  + а аАаГ 1(Аук - / )  = 0. (8)

Т*+| а = 1
В представлении (2) для итерационного метода (8) 
имеем

р
В ' =  ^ ( E  + O V U - 1 (9)

а = 1

и снова В = В* > 0.
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Реализация итерационного метода (8) может 
быть проведена по схеме

(а) _
(Е + с м У * : 1 Ук + Аук - /  = 0, (10)

4+1

Ук .. -  i t  Ж - (И)
а = 1

Подобная схема организация присуща аддитивно- 
усредненным схемам [4,9]. Можно рассматривать 
(10), (11) как векторную схему расщепления [10]. 
Наиболее близкими прототипами итерационного 
метода (10), (11) являются векторные аддитивные 
схемы [11, 12].

Как и в классическом двухкомпонентном ите
рационном методе переменных направлений (см., 
например, [13]) заслуживают отдельного упоми
нания модификации с выделением диагональных 
частей Da операторов Аа, а  = 1, 2, ..., р. Напри
мер, вместо (9) можно взять

В-1

Здесь мы ограничились описанием общей воз
можной конструкции итерационных схем много
компонентного расщепления. В достаточно общих 
предположениях (3), (4) отмечена возможность ис
пользования последовательных (мультипликатив
ных) и параллельных (аддитивных) вычислитель
ных алгоритмов с самосопряженным и положи
тельно-определенным переобусловливателем. Для 
более конкретных классов расщепления необхо

димо ставить и решать задачу оптимизации ите
рационных методов, исследования скорости схо
димости.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского фонда фундаментальных исследова
ний (проект 96-01-00657).
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