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При исследовании корректности начально-кра­
евых задач для нестационарных уравнений мате­
матической физики основное внимание уделяется 
устойчивости решения по начальным данным и 
правой части. В более общей ситуации необходи­
мо требовать непрерывной зависимости решения 
и от возмущения операторов задачи, например от 
коэффициентов уравнения. В этом случае гово­
рят [1] о сильной устойчивости. Априорные оцен­
ки, выражающие непрерывную зависимость ре­
шения задачи относительно возмущений правой 
части и оператора, получены (см., например, [1,2]) 
в различных условиях для стационарных задач 
(операторных уравнений первого рода).

Данное сообщение посвящено получению оце­
нок устойчивости при возмущении оператора за­
дачи Коши, правой части и начального условия 
для эволюционных уравнений, рассматриваемых 
в гильбертовых пространствах. Получены апри­
орные оценки для погрешности при естественных 
предположениях о возмущении оператора зада­
чи. При дискретизации по времени мы приходим 
к операторно-разностному уравнению. Приведе­
ны простейшие априорные оценки сильной ус­
тойчивости для двухслойных операторно-разно- 
стных схем, согласованные с соответствующими 
оценками для дифференциально-операторного 
уравнения. Основные результаты иллюстриру­
ются на примере начально-краевой задачи для од­
номерного параболического уравнения.

1. Пусть Н  -  конечномерное гильбертово про­
странство, в котором скалярное произведение и 
норма суть (-, •). IMI соответственно. Будем счи­
тать, что Л -  постоянный самосопряженный по­
ложительно-определенный линейный оператор 
в Н,  т.е.

A ^ A ( t )  = А * > 8 £ ,  8 = const > 0 .
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Через HD, где D = D* >  0, обозначим пространство 
со скалярным произведением и нормой

О, V)D =; (Dy , v) ,  1Ы1 = J(Dy,  у).

Рассмотрим задачу Коши для дифференциаль­
но-операторного уравнения первого порядка:

j tl + Au = f { t ), 0 < t  <Т ,  (1)

и ( 0 )  =  и0, (2 )

где flt), и0 -  заданные, a u(t) -  искомая функции со 
значениями в Н. Через и обозначим решение за­
дачи с возмущенной правой частью, начальным 
условием и оператором:

^  + АЙ = / ( 0 ,  0  < t  < Т ,  (3)

й(0) = и0. (4)

Ставится задача оценить величину возмущения 
решения

z(t) = u ( t ) - u ( t )  

через величины возмущений/ ,  и0 и Л.

Относительно возмущенного оператора пред­
полагаются выполненными те же предположе­
ния, что и для невозмущенного оператора:

АфА( г )  = А* > 8£ , 8 = const > 0 .

Мерой возмущения оператора будет служить по­
ложительная постоянная а  в неравенстве

\\(А -  A) v|| < а||Д  vj| . (5)

Более слабые предположения связываются [1] с 
оценкой для энергии оператора при дополнитель­
ном предположении о неотрицательности опера­
тора А -  А:

0 < ((А - A) v, v) < а(А v, v). (6)

455



456 САМАРСКИМ и др.

2. Для возмущения решения из (1), (2) и (3), (4) Интегрирование этого неравенства от 0 до t дает 
получим задачу ( (

f ( + Az = ( ~ f ( t ) - f { t ) ) ~ { A ~ A ) u , О <Г<7\  (7) J P  м(б)1Г^е < | |В Д |2 + | | |7 ( 0 ) | | 2̂ е. (13)

z(0) = й0- и 0.

Т е о р е м а  1. При выполнении условия (5) на

(8) Принимая во внимание (5) и (13), из (12) получим 
искомую оценку (9).

:(t)\\2A < | |й0- « 0||2 + J l l / O ) -  /(0)11^0-

+ а 1«о|1а + JII/(
Л

0) de

В условиях (6) аналогичная оценка сильной ус­
тойчивости имеет вид

||z(Ol|2 ^ ||Й0 -  м0|]2 + J | | / (0 )  -  /(0)||д-'С?0 ■

+ а ~  | | 2 JII/(0 )1 1 ^ 0 ( 10)

Для доказательства (9) домножим уравнение 
(7) скалярно на Idzldv.

2 7?|Ы'2

= 2 ( ( Д , ) - / ( « ) ) , ^ ) - 2 ( ( Д - Л Я ^

Для оценки правой части имеем

2( (Д О  -  f i t ) ) ,  j )  -  2 ( (A - A ) u , j ^ <

< 2 0 - Д 0 1 1 2 + 11(Я-Д)й||2.

dt
|м||  ̂+ 2||Лм||2 = 2( f , Au)<\ \ Au\ \ 2 + \\f(t

возмущение оператора А для возмущения реше- Доказательство оценки (10) проводится анало-
ния справедлива априорная оценка гично- В задаче <7>’ (8) *?я возмущения домножим

^ ^ ^ скалярно уравнение на 2z-

= 2 ( ( / ( ( ) - / ( 0 ) , г ) -2 ( ( Д -/ 4 ) » , г ) -  <14>
(9) Принимая во внимание условия (6), имеем

2 ((ДО -  ДО), Z) < 11/(0 -  ЛоК-| + llzllil,

12((Л -  А)и, z) < а  ((А -  Л)м, й) + - ( ( Л  -  A)z,  z) ^ 

< а 2(Дй, и) + (Az , z) < а 2||м||д + ||z||^.

Подобно (13) устанавливается оценка
/ /
|||й (0 )||д ^ 0  <  ||й (0)||2 +  | | | / ( е ) | | д - ^ е .
о о

Подстановка в (14) приводит к оценке (10).
3. Приведем оценки сильной устойчивости для 

операторно-разностных схем, ограничиваясь 
двухслойными операторно-разностными схема­
ми. Пусть х > 0 -  шаг сетки по времени и уп -  y(tn), 

(11) tn = п%. Задаче Коши (1), (2) для дифференциаль­
но-операторного уравнения поставим в соответ­
ствие схему с весами

У" + 'Т~ У,! + М°Уп+1 + (1 - С)?*) = /„, (15)

п = 0, 1, ...,

Уо = «о- (16)
С учетом этого из (11) следует оценка

t

1к о 11л < 1к (0 )||2 + | 11/ ( е ) - л е ) 11̂ е  +
О

/
+ | | | ( Д - Л ) й ( 0 ) | | 2с?0. (12)

о
Рассмотрим теперь возмущенную задачу (3), (4). 

Домножая скалярно уравнение (3) на 2 А и , получим

d  п-,,2 _ It - -f 12 .п~~|]2 II-, J|2

Запишем также разностную схему для возмущен­
ной задачи (3), (4):

h l l Z Z l  + A ( c y n + l + (1 -  с ) у п) = U ,

п = 0, 1, ...,

Уо =  мо- (18)

Аналогично теореме 1 формулируется ут­
верждение о сильной устойчивости рассматрива­
емой разностной схемы.

Т е.о р е м а  2. Для возмущения решения zn -  
-  Уп  - упразностных схем (15), (16) и (17), (IS) при
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о  > 0.5 и выполнении условия (5) имеет место ап­
риорная оценка

е. + 1||^1|Уо-Уо||5 + Х # * - / Л 2+
к ~0

+ а
к = О

а при выполнении условий (6)
П

1 к . , | | г £ | 1 л - л | | 2+ 5 > 1 1 / . - л 1 1 ;

(19)

-1 +
к = 0

+ а Ы 12 +
к = 0

(20)

Оценки (19), (20) для возмущения разностного 
решения являются полными аналогами оценок 
(9), (10) для решения задачи Коши для дифферен­
циально-разностного уравнения.

Докажем, например, оценку (19). Для возму­
щения решения имеем задачу

+ A(Czn+i + (1 - G ) z n) -

= ( f n - f n) - ( A - A ) y (n° \  п = 0 , 1 , . . . ,  

Zo = Uq — Uq,

(21)

(22)

где у ^  = ау„ + 1 + (1 -  сг)уп. Умножая (21) на 
2(zn +! -  z„), подобно (12), получим оценку

к = 0

к = О

Уравнение для возмущенной задачи (17) домно-

4. В качестве примера рассмотрим первую кра­
евую задачу для одномерного параболического 
уравнения:

+ f ( x , t), 0 < х < 1 ,  t > 0, (24)

u(0, t )  = 0, = 0, / > 0 ,  (25)

и(х, 0) = и0(х), 0 < х < 1  (26)
при естественном предположении к(х) > с > 0.

При использовании равномерной сетки

ш = {х | х = Xj = ih, i = 0, 1, ..., N, Nh = 1}

определим через Н множество сеточных функ­
ций, заданных наш  и обращающихся в нуль при 
х = 0 и /. Скалярное произведение и норму зада­
дим выражениями

N -  1

(«, ^) = N“4 = Л(и>иУ
i = i

Определим разностный оператор 

'0, i = 0,
Ay t = } - (ау-х)х, i = 1, 2, ..., N -  1,

0, i = N,
где а -  некоторый шаблонный функционал. 
Свойства оператора А хорошо изучены [1], в ча­
стности,

А = А* >ЬЕ,  5 = Ц .
I2

Для оператора

( A - A ) v  = ((a - a ) v x)x 

условие (6) будет выполнено при

0 < а{х) -  а(х) < аа(х) .  
(23) Аналогично, используя вложение

/
M L *

жим скалярно в Я  на 2ТА уп , что дает равенство можно показать, что условие (5) выполнено при

|а(х) -  а{х)\ < а \а(х), |а*(х) -  ах(х)\ <  а 2,

так что а  = c0(a t + а 2), где с0 = const > 0. Тем самым

iJ T c
IV

~ ч . о _ 2 Г _  1 У ^ У в+ 1 - У в Уп + \-Уп\ ,
(АУп + ь 1)+ 2т1 I °  “ 2Д ---1--------- ’ ---------т---------

+ 2 т ||л ^ с)||2 = 2%(Ау(° \ / п) + (Ауп, у п).

Отсюда следует оценка

X  < (Л jo, Jo) + X  х
к = 0 * = о

Подставляя в (23), приходим к оценке (19) для 
разностной схемы (21), (22).

для оценки возмущения решения в более сильной 
норме привлекаются более жесткие ограничения 
на коэффициенты уравнения.
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