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1. Нелинейные волновые процессы интенсив
но изучаются в различных разделах физики и ме
ханики [1]. Для изучения волн малой амплитуды в 
качестве модельного уравнения часто использу
ют уравнение Кортевега-де Фриса (КдФ)

= 0, (3 = const > 0, (1)

которое было впервые выведено в 1895 г. [2]. 
Изучению уравнения КдФ посвящена обширная 
литература [3, 4]. Анализ различных аспектов 
численного решения уравнения Кортвега-де 
Фриса выполнен в ряде работ [5-7].

В нашем сообщении проводится анализ разно
стных схем для уравнения КдФ с точки зрения ин
тегральных законов сохранения. Вводится поня
тие /^-консервативности схемы как свойство ее 
решения удовлетворять сеточному аналогу зако
на сохранения

E ^ t )  = £ ,(0 ), £i(?) = j u 2(x, t)dx. (2)
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(3)
и{х, 0) = и0(х), 0 < х < 1,

u{x,t) = u(x + l,t), t>  0.

При построении эффективных алгоритмов не
обходимо следить за тем, чтобы в них выполня
лись сеточные аналоги основных свойств диффе
ренциальной задачи (1), (3)

{Lu, и) = 0, Ek(t) = Ek(0), к = 1 ,2 , (4)
где

Lu = + (и, v) = ju (x ,  t )v (x ,  t)dx,
дх

Ei{t) -  ju (x , t)dx .

На основе этого принципа для уравнения Корте
вега-де Фриса: а) установлены неконсерватив- 
ность и абсолютная неустойчивость явных двух
слойных разностных схем; б) построены новые 
классы трехслойных полностью консервативных 
(консервативных и /^-консервативных) разност
ных схем с весами; в) рассмотрен подход к постро
ению явных /^-консервативных разностных схем 
для нелинейного уравнения. Получены априор
ные оценки в нелинейном случае.

2. В прямоугольной области Q = {(*, t): 0 < х < I,
0 < t < Т) для уравнения (1) будем рассматривать 
задачу Коши с периодическими по пространству 
условиями

Основные конструктивные моменты построе
ния /^-консервативных схем для нелинейного 
уравнения КдФ отразим на модельном примере 
линейного уравнения

^  = 0, а = const > 0, (5)
Э t дх Э*

сохраняющего основные свойства (4).

3. В области Q введем равномерные сетки 
соЛт = юл х сот, юл = {*, = ih, i = 0, 1, N, hN = I), 
ajt = [tn = n%, n = 0, 1, ..., N0\ zN0 = 7} = mt u  {T}. 
При построении соответствующих разностных 
схем будем ориентироваться на простейшую яв
ную разностную схему

y t + ау°х + $Ухх°х ~ 0. * = 0, 1, N, t e  <от, (6)

Уи-n = Уь У(х, 0) = и0(х), х е  сол, (7) 

в которой использована система обозначений [8];

у- = у = У - У '- 1
i +1 j 

У - у  у, = у = *-------*-

у + ,- у - ‘
Гг = — 2— ^ У* =

т

У>~Уг-\
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Ух = Ух =
У.ч-1 ~У|-1 

2 h

Покажем, что семейство явных разностных 
схем (6) не удовлетворяет условию /,2-консерва- 
тивности и, более того, является абсолютно неус

тойчивым в наиболее слабой норме Ь2. Для ана
лиза свойств разностной схемы (6) приведем ее к 
каноническому виду двухслойных операторно- 

^разностных схем [8]

Ву, + Ау„ = О, )>о = и0, (8)

^где и0 g Н, у = y{tn) = уп = (уо. у". •••• У/v) е Н’ 
H = Q.h -  пространство сеточных функций, задан
ных на сетке и удовлетворяющих условию пери

одичности у, = yi+N. Тогда в схеме (8) В = Е,А:
— > А = осА | + (iA2 >

Г У1 ~Улг- 1

2 h i = 0, N,

_ У.Ч1-У.-1 
у 'х 2 h

Ухх,\ ~Ухх,И-\

(9)

(A2y) i =

2А

, i = l ,2 , . . . ,y V - l ,

i = 0, N,

У X X ,  i-y-x,\/ h  + (Уо -Уы-\ )/ h  
2 h

Уххх.1’ i = 2,3, . . . , N - 2 ,

, i = 1,

( 10)

У X X .  N - 2  + yx,N^h + {yN- y x) /h
2 h

i = N -  1.

Лшейное пространство Q.h снабдим скалярным 
щ взведением

Л/-!
(и, v ) h = (и, v )  = hu0v 0+ ^  + huNv N

i = 1

нения (2), справедливого для исходной дифферен
циальной задачи.

Исследуем теперь схему (6) на свойство /^-кон
сервативности. Для этого умножим скалярно опе
раторное уравнение (8) на 2ту. Получим

t

11у(0112- Х т 1 М ' ’)| |2 = 11у(°)112. tB ° v
t' =  т

Наличие отрицательного дисбаланса говорит не 
только о невыполнении соответствующего зако
на сохранения, но и ставит под сомнение вопрос 
вообще об устойчивости схемы в наиболее сла
бой норме L2  - Так как А и В -  постоянные (не за
висят от t) операторы, В~1 =Е  существует, то в со
ответствии с работой [9] для устойчивости схемы 
(8) в Н в*в необходимо и достаточно, чтобы вы
полнялось неравенство В А* + АВ* > zA*A. Так как 
в нашем случае А = -А*,  то последнее неравенст
во эквивалентно требованию А*А< 0. Итак, необ
ходимое условие устойчивости в Я не выполнено 
и схема (6) абсолютно неустойчива в норме L2.

4. Выделим класс явных /^-консервативных 
условно устойчивых трехслойных разностных 
схем. Для аппроксимации уравнения (5) восполь
зуемся трехслойной разностной схемой

у  ̂+ Ау = 0, t e  сот, у0 = и0, у\ = й„. (12)

Нетрудно показать, что при т||Л|| < 1 схема (12) 
устойчива в норме Еъ = || у ||2 + 2%{у, Ау) + ||;у||2 > 0.

аТак как в нашем случае ||Л|| < -  + рУТо
h h*

(12) условно устойчива при т < т*, %к =

, то схема

Рл/Го + ah2
При более жестком условии т2||А||2 < 1 - е ,  0 < е < 1 
схема устойчива в норме /^  и при любом t е (0 Т

II2 < . Умножая урав-имеет место оценка
1 - е

и нормой ||j || = 7(у, у) • Используя тождество 
(у, v i ) = -(у * , v), у, v  е Qh, нетрудно доказать, 
что (А0 /, у) = 0, к = 1,2, т.е. оператор Lh=A=-A*  яв
ляется кососимметрическим, Так как у% 0 = У£лм 
Ухх°х, О = Ухх°х, N ’ Т О ’ суммируя ( 6 )  ПО X  £Е (0А, НЭХОДИМ

сеточный аналог (4)

EZih(t) = Егл {0), t e  (0 Т, EXh = (у, 1). (11)

Из (П ) следует, что разностная схема (6), (7) кон
сервативна.

О п р е д е л е н и е .  Разностную схему назовем 
L2 -K о н с е р в а т и в н о й ,  если для нее имеет мес
то сеточный аналог интегрального закона сохра

нение (12) скалярно в Q.h на 2ту, приходим к тож
деству Ehh(t) = E l h(0), t е сот, Ehh = (>>, у). Следо
вательно, явная трехслойная схема (12), (7) кон
сервативна, /^-консервативна и устойчива в 
норме L2 при выполнении критерия Куранта.

Итак, требование /^-консервативности позво
ляет выделить класс устойчивых разностных 
схем в Qh. Аналогичные результаты можно полу
чить и для трехслойных схем с весами

.  (о,,о2) „у° + Ау  = 0 ,  16 (От,

Уо = «о. У1 = “ 1 .
(13)

(01,а2)где у - = а уу + (1 - о ,  - а 2)у + о 2у ,  а ь о 2- в е 
щественные параметры.
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Т е о р е м а  1. Пусть в схеме (13) С] > ст2, с*! + 
+ 02 > 1, А = —А*, А\ Q,h —> Q,h. Тогда разностная 
схема устойчива и имеют место равенства

П

lb „ + il! f  +  ^ 2 'с2( о 1 - o 2) | j ^ fc||2 =  Wy.nl (14)

if = ^(1М12 + 11Я12) + ^т2(а , + <т2- 1 (15)

Из (14), (15) следует, что схема /^-консерва
тивна при Ст) = ст2 = 0.5.

1Т е о р е м а  2. При  а,  = о2 =

консервативна, Lq-консервативна 
место энергетические равенства

(̂Уп + Уп + i). О  = Q(yo + yi). 1

1/2^Уп + Уп + \)

схема (13) 

и имеют

(16)

З а м е ч а н и е  1. При у = -  (у„ + уп+1) схема (13)

=  0.эквивалента двухслойной схеме у, + Ау
5. Рассмотрим один из возможных подходов к 

построению явных /^-консервативных трехслой
ных разностных схем для нелинейного уравнения 
Кортевега-де Фриса. При построении консерва
тивной схемы для нелинейного уравнения наряду 
с интегроинтерполяционным методом [8] восполь
зуемся усреднением по Стеклову функции и2 [10]:

- L - j u
U . - U J

>du = \ l !L ±  
3 иг

1 2 2 = ~(и+ + ии+ + и ), (17)

у“ + Лу = 0, Ау = у А ху + $Агу.

том, что {уА ху, у) = 0. Используя тождества 
Су. Vi ) = -Чу* , V), уу°х = (ууо + (у2). )/з, получим,

(yA iy ,y )  = (УУ°Х,У) =

= ^ ( (У К .У )- (> '2, ys)) = 0. (19Г

Умножая теперь уравнение (18) скалярно в Q.h на 
2ту и применяя свойство (19), приходим к требуе-- 
мому результату. Теорема доказана.

6. Для аппроксимации уравнения КдФ рассмо-" 
трим теперь трехслойные схемы с весами .

-(а, а) (а, а)_iu, и; <,а, о; г> (а, а) л
У?+У У‘х +(Ъ4с* = 0. (20).

Т е о р е м а  4. Разностная схема (20) с перио-• 
дическими по пространству решениями консер
вативна, Lj-консервативна и для ее решения е-т
ют место следующие сеточные аналоги диффе
ренциальных законов сохранения (4): *

E f \ t )  = 4 СТ)(0), к = 1,2, 3;

е \0) =

£<0) =

ЕУ =

,1

У+ У + т

(21)

(22)

(23)

где и+ = и(х1± [, t), t g сот. Используя (17), построим 
явную трехслойную схему [5] второго порядка ап
проксимации 0 (h2 + х2)

(18)

Здесь нелинейный оператор А определяется фор
мулами (9), (10), у = (у+у + у_)/3. Так как разност
ное уравнение (18) может быть записано в дивер
гентном виде, то очевидно, что первое из соотно
шений (16) выполняется, т.е. разностная схема 
(18) является консервативной.

Т е о р е м а  3. Нелинейная разностная схема 
(18) Ь2-консервативна, и ее решение удовлетво
ряет сеточному аналогу E lh(t) = E lh(0), t е (0Т, 
интегрального закона сохранения (2).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что, как и в 
случае дифференциальной задачи (см. равенства 
(4)), {Ау, у) = 0. Для этого достаточно убедиться в

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  проводит
ся аналогично доказательству теоремы 3. /^-кон
сервативность схемы следует из формул (22) ''23)

1 1соответственно при о  = -  и о  = -  .

Энергетические соотношения (21) являются 
также априорными оценками соответственно при

0  > ^ и а  > д , причем равенство (21) при к = 3

можно интерпретировать как априорную оценку, 
полученную для разностного решения в полуце-

У« + У„ +1 лых узлах уп + ц2 = ---- 2 ----- •

З а м е ч а н и е  2. Используя идею представле
ния конвективных слагаемых в дивергентном и 
недивергентном виде, можно построить следую
щий класс /^-консервативных разностных схем 
вида:

, 1, ССТ|. ст2) (о„а2) (а„<т2)
У? + 3 (УУ? + (УУ Н) + Ру ы  = 0 ,  (24)
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:оторый уже не является нелинейным. При а , = 
- - с 2 = 0 они совпадают с явной схемой (18). На ос
новании тождества (у, v ° )  = - { y ° , v ) , y , v e  Q.h
9

(о„о2) (о,.а2) (о,.а2)
( y y j  +  (уу Ух, У ) =  о.  

Следовательно, в силу теоремы 1 при О] > 02> ° i +
■ • о 2 ^  1 для решения разностной задачи (24), (7) 

меет место априорная оценка (14). Согласно тео
реме 4, схема (20) /^-консервативна при о, = а 2 = 1/4,
•относительно функционала e [W4) (t).

З а м е ч а н и е  3. К сожалению, схема (20) ут
ратила свойство консервативности. Однако ее 
лож но рассматривать как способ линеаризации

*:елинейного алгоритма (20) при v =  у(а>' °2>. Если 
. ; т ^  ционный процесс сходится, то он и дает ре
шение консервативной и /^-консервативной схе-
■ 1ы (20).

З а м е ч а н и е  4. Приведем /^-консерватив
ную схему для параболического уравнения

! з? - е (*е )  05)
и(х, 0) = и0(х),  и(0, t) = u(l, t) = 0. (26)

■
1усть

I  t  I  2

f . E(t) = j u 2(x, t)dx + 2 j j k ( x ,  dxdt. (27)
0 0 0

"Умножая уравнение (25) скалярно на 2м, получим 
интегральный закон сохранения

E(t) = E(0). (28)

■ Г
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Нетрудно показать, что для консервативной раз
ностной схемы с весами

У, = (аухс\ , Уо = Ум = 0

сеточный аналог (28) имеет место при а  = ^ [8].

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского и Белорусского фондов фундамен
тальных исследований.
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