
Д О КЛАДЫ  А К А Д Е М И И  НАУК, 1997, том 352, № 5, с. 602-605

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
ФИЗИКА

УДК 519.63

ИНВАРИАНТНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ 
ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ПРЕОБРАЗОВАНИЕМ

НЕЗАВИСИМЫХ ПЕРЕМЕННЫХ
© 1997 г. Академик А. А. Самарский, В. И. Мажукин, П. П. Матус

Поступило 10.10.96 г.

1. При численном решении дифференциаль
ных задач широко используется преобразование 
независимых переменных, осуществляющее пе
реход от одной системы координат к другой [1-3]. 
При этом дифференциальные задачи, записан
ные в различных системах координат, эквива
лентны. Представляется вполне разумным требо
вать выполнения аналогичного свойства и для 
разностных схем.

Целью настоящего сообщения являются раз
работка математического аппарата и проведение 
с его помощью теоретических исследований 
свойств разностных схем, аппроксимирующих 
дифференциальные уравнения в различных сис
темах координат. В связи с этим в данной работе 
вводится следующее понятие инвариантной раз
ностной схемы.

О пред еление .  Будем говорить, что разно
стная схема инвариантна по какому-то свойст
ву, если она сохраняет это свойство в заданном 
классе дискретных преобразований независимых 
переменных.

Так, при переходе от одной системы коорди
нат к другой от разностной схемы разумно требо
вать сохранения (инвариантности) таких свойств, 
как аппроксимация, устойчивость, сходимость и др.

Выполненные исследования позволили полу
чить необходимые условия сохранения в различ
ных системах координат свойств аппроксимации 
и консервативности (квазиравномерность сетки в 
исходном физическом пространстве, аппроксима-

. . dx
ция метрического коэффициента \|/ = — из усло

вий наилучшей разностной схемы [4]).

2. М о д е л ь н о е  уравнение .  Основные 
принципы построения и теоретического исследо-
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вания таких схем проиллюстрируем на примере 
первой краевой задачи

(k(x)u')' - r(x)u = -f(x), а<х<Ъ ,
(1)

и(а) =  и(Ь) =  0 , £(;с) >  с, >  0 .

На отрезке [а, b] введем произвольную неравно

мерную сетку узлов Ю/, = {*,• = *,_, + hh i = 1,..., N:

х0 = a, xN = b}. На сетке юа рассмотрим следую
щую однородную консервативную схему [4]:

(аУх)х ~ djyi = -Ф/, У ( а )  = у(Ь) = 0, (2)

а: = ; J Ш ) • = к J гШх•/г, J k(x) 
■ 1

x i +  1 / 2

(3)

Ф. = д J  f(x)dx.

Пусть существует дважды непрерывно диффе
ренцируемая функция x(q),

dx

dq
= Ч'(<7)^с2>0, (4)

преобразующая отрезок0 < q < 1 в отрезока<х<Ь  

так, что каждой неравномерной сетке Ю/, соот

ветствует равномерная сетка = {<?, = ihq, hq= j^ ,

i = 0, После замены переменной (4) диффе
ренциальная задача (1) преобразуется к виду

1 d (k{q)du
-r{q)u = —f(q ),

\\tdq\ \|/ dq;

0<q<  1, м(0) = m(1) = 0.

(5)

Здесь и = и (q) = u(x(q)) = u(x) = и. Это означает, 
что задачи (1) и (5) на дифференциальном уровне 
эквивалентны. Естественно такое же требова
ние предъявить и к разностным задачам. При по
строении таких инвариантных схем в общем слу
чае естественно исходить из уравнения баланса с
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Тогда для произвольного алгоритма вида (4), 
при рФ  0 или Т Ф nAt имеет место равенство

zA(t\Dp; v +p(-,T)) =
Т | 

Arl

тд»н£ - i - m

FA\t-At
Г

At

At А Л

2 - mT >

где [•], {•} - целая и дробная части числа. В слу
чае p = 0,T = nAt

—

zA(t\D0; v0+(-; Т)) = l-e 2 FA( t- T + ¥ )  +

Д  t

1 р I ,
+ 2e FA t ' T - f i

Результат получается применением к (4) сумма- 
ционной формулы Пуассона (см., например, [4]) 
с последующим вычислением суммы ряда. Пове
дение FA(t) описывает

Л е м м а  3. Пусть А е si(p, S, hs) или А е 
е s&(W, hw). Тогда FA(t) ограничена равномерно 
по t, At, и (для достаточно малых At) имеет мес
т о  оценка

F A O - j j v U,)
dt

что формальная замена /?„(со) 

—> 1 в (9) приводит к замене

— (со + 1 у)

■ • лsm — (со + iy)

место оценка

1
At\

л yA," m - nv d ’’
е  V. t — At

dt” Р

Т

At

At At
■ т т  _  I -  »
2 2 )  d t P  "

vUt-T)

Результат получается прямым вычислением с 

учетом явного вида vp (6) и свойств полиномов 
£

$Рт (х). Из лемм 2-Л вытекает

Лем ма  5. Пусть А е з1(р, S, hs) или е si(W, hw). 

Тогда приближенное решение zA(t\Dp; v+(-; Т)) ог
раничено равномерно по t и At. Для всех (доста
точно малых) At и всех t таких, что \t-T\>d>

> ^ (р + 1)Дг, имеет место оценка

\zA{t\Dp\ vp(-; T))-z(t\Dp; vp(--, Г))| <t

. a At
<A t +-- -------- .

d--(p+  1 )At

Объединяя леммы 1 и 5, получаем основной 
результат.

Т е о р ем а .  Пусть L е !£(р, 8L), и е °И(р, М). 

Пусть А е si{p, S, hs) или А е 54(1У, hw). Тогда 
приближенное решение ограничено равномерно 
по t и At. Кроме того, для всех (достаточно ма
лых) At и всех t, расстояние г до которых от  т о 
чек Tjразрывов точного решения удовлетворяет

условию r> d> ^ (p+  1 )А/, имеет место оценка

At

Результат получается рассмотрением (9) с уче
том свойств алгоритмов. Обратим внимание на то,

f At, ^  + 1

d - l-(p+l)At

(Ю)

FA(t)->z(t\Dp-,v+p) = - ^ v +(t).
dt'

Ле мма  4. Если |r - T\ > -{p + 1)Д?, т о  имеет

где 0 < 8 < min{ 1, М -р  - 1, 8L}.

#з(10) следует, что указанные алгоритмы:

1) сходящиеся при At —> 0 во всех точках не
прерывности решения-,

2) локализуют разрывы в смысле определе
ния.

Автор выражает признательность Д.А. Попо
ву за многочисленные обсуждения, касающиеся 
темы данной работы.
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использованием интегро-интерполяционного ме- Докажем, что она является консервативной, 
тода [4]. Уравнение баланса тепла на отрезке Для этого достаточно показать, что сеточный 
X; _ 1/2 < * < jc, +1/2 имеет вид аналог интегрального закона сохранения (7) для

всей области соА :
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*/+ 1/2

f(x)dx = I r(x)u(x)dx.
(6)

-  1/2 x i -  1/2

w = -ku'.

Wi-1/2 - ^ ,> 1/2 + J  f(x)dx = J  r(x)u(x)dx, ^  4n wi 4n u2

w l/2 - w N_]/2 + J  f \ f d q  = J rMfudq,

4\ / l  4\ n

В новой системе координат уравнение (6) перепи- _ ,, „
шется в виде является алгебраическим следствием (11). Дейст

вительно, записывая равенство (11) в виде w, _ )/2 -
4i+ 1/2 4i+ 1/2

W
i- 1 / 2

Г — r 4i+\/2

wi+i/2 + J fydq  - J rMfudq, -w i+i/2 + f f^d q  = yt и суммируя no i =

«,-1/2 *,-1/2 (7) J

w =

«i-l/2
ku' =1,2,.. . , /V- 1, получим разностный закон сохра

нения тепла во всей сеточной области

Чтобы получить из (7) разностное уравнение, <у„_|/2 д,_,

следуя [4], заменим w и интеграл, содержащий м, wl/2-wN_l/2 + [ fydq  = У  h^d.y;.

линейными комбинациями значений й в узлах: '

«1+1/2
г - _ Он является разностной аппроксимацией интег-
J r(4)x\fy.(l) u\ )̂dq ~ hq̂ fhidiui, рального закона сохранения для уравнения (5).

Докажем, что схема (11) сохраняет свойство кон
сервативности и в исходной системе координат.

9/-1/2
«1+1/2

(8)
j  _ 1 Г , Для этого достаточно показать, что у,■ = у(<7<) =

hqVhi ’ ' = y(xt) = yh где у, - решение эталонной разностной
ч‘-'/г схемы (2), (3). Действительно, замечая, что шаб-

jc, + j/г — i/г /Г1Ч лонные функционалы а , , d, , ф, задачи (11) связа-

«/г ’ ны с соответствующими функционалами ah d,, ф,
схемы (2), (3) соотношениями

W/_l/2e W/-1 /2 = -Of
Щ-Щ-1

</

а, =

4i
1 f

Г  I>« - fc(g)
«;-1

(10)
a, = di = dh ф, = ф„ (12)

из (11) находим

ai+i(>'i+1 ~Уд «/(У* — У/-1)
Подставляя (8)—(10) в (7) и обозначая через yt ис- ^ ^

комую функцию, получим консервативную раз- --------- ^----------- dtfj = -ф,.
ностную схему '

1 ■- У1+\-У{ ~У,-У>-\
&: л. 1 I ^
1+1 h hn q п ц -»

Сравнивая последнее уравнение с (2), прихо
ду,- ф(, дим к выводу, что y(qi) = у(х;). Итак, разностная

_'о\ _ -/ j 1 q схема (11) сохраняет свойство консервативности
Д ; - Л J - . в заданном классе дискретных преобразований

(9). Отметим, что соотношения (12) должны вы-«.+1/2
1 Г т*/ \ / \ j  полняться и при других способах задания шаблон-

ных функционалов а„ dhVi [4].
«,-1/2

Покажем, что в случае постоянного коэффи- 
Так как коэффициенты а ,, di , ф, во всех узлах циента (к = 1) для инвариантности схемы по свой-

qiti= l , . . . ,N - l ,  определяются по одним и тем же СТВУ консервативности необходимо, чтобы шаб-
формулам, то схема (11) является однородной. лонный функционал а, определялся из наилучшей
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разностной схемы. Действительно, согласно (10) 
имеем

а, = а; =

4 i - i

= hJL 
ft-

что согласуется с требованием инвариантности (12).

Рассмотрим вопрос о погрешности аппрокси
мации. В силу алгебраической эквивалентности 
разностных задач (11) и (2) имеем

( Ж  £)- ««■ >»<*>♦ **>

/  x i *\ /2  

-U- J  r{x)dx- r{Xj)

f  x i * \ n

^  J  fW dx- f(X i )

u{ Xj) +

= S(jc,) =

= . o a h i+l-hi)+hf).

Итак, разностная схема (2) на произвольной не

равномерной сетке со* аппроксимирует исходную 
задачу (1) с первым порядком: 5(х,) = 0((hj+l - йг) + 

2
+ hj ). Для того чтобы оценить порядок аппрок

симации схемы (11) на равномерной сетке юЛ?, за

метим, что

1̂+1 q̂Xqq

2
(13)

м  W ? , )  + M '" (< ?/)),

если только функция x”\q) ограничена при qe [0,1]. 
*” 2

Следовательно, 8 (qt) = 0(h4) и имеет место сле

дующее утверждение.

Те о р е м а .  Для того чтобы в новой системе 

координат на равномерной сетке со^ инвари

антная разностная схема аппроксимировала 
дифференциальную задачу со вторым порядком

2 —
0{h4), необходимо, чтобы сетка со*, заданная на

отрезке х е [а, Ь], была квазиравномерной.

Итак, для построения инвариантной разност
ной схемы второго порядка точности для задачи 
(5) необходимо, чтобы шаблонные функционалы

й,, d ,, ф,- удовлетворяли соотношениям (12) и

сетка Юл , заданная на отрезке х е [а, Ь] в исходной 
системе координат, была квазиравномерной.

3. В ы б о р  с е т о ч н ы х  норм.  Исследова
ние устойчивости и сходимости разностных схем 
обычно проводят в сеточных нормах, являющихся 
аналогами соответствующих норм в пространст
ве функций непрерывного изменения аргумента. 
Для функций одной переменной и = и(х), а < х < Ь  

ий = й(<7) ,0 <<7 < 1, где хи q связаны преобразо
ванием переменных (4), нормы в пространстве не
прерывных функций C h Lj определяются так:

M lC[a,h] = max |и(дс)|,
1 ’ 1 а < х й п

Цй|1с[0. 1] = 0^ а<Х,1“ (9)1. Ы \с  = 11“ 11с;

Ь 1/2 I 1/2

Ы\ща,ь\ = jjV (x)< fo j = |j\|/M2(9)J<?| ,

м 112 _2
||и|| = (V|/, и ).

Покажем, что для инвариантной разностной 
схемы (2), (11) аналогичная согласованность 
норм имеет место и в дискретном случае.

Пусть Hh - пространство сеточных функций,

заданных на неравномерной сетке а>л, с обычны
ми скалярными произведениями и нормами [4]:

|М|С = max|v(jc)|,
Л16 10,

N- 1

IMI* = (v, v)* =

i = 1 
N

IN | 2 = (v-x, v-x] = £ / l iV\j.

i= 1

Пусть теперь Hh</ - пространство сеточных 

функций, заданных на равномерной сетке со^. 

Для произвольной сеточной функции v е Я ^  оп

ределим соответствующие сеточные нормы с ве
совой функцией \уЛ, задаваемой формулой (9):

N- 1
\\v\\c = max|v(^)|, (\|/Л, v-2) = У  A4\fhiv],

ц е шА ^  *
/= 1

a i = 7 “ -
1 = 1 Ч.‘

Нетрудно убедиться, что для инвариантной 
разностной схемы имеет место согласованность
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сеточных норм в следующем смысле:

1Ы1с(шй) =  lly llcoe,). ( У л. у 2) =  1Ы 1*.
(14)

{а,у]] =  | | ^ | | 2.

Лемма.  Для произвольной сеточной функ

ции y(q,), заданной на равномерной сетке со^ы

обращающейся в нуль при q = 0 и q — 1, справед
ливо неравенство

(\|/А, у2)<0.25/2(а, yj], I = Ъ-а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (14) и вложения 

||у||*< 0.5/||yj|| имеем (щ, у2) < 0.25%г||2. Ис

пользуя (14), приходим к требуемой оценке. Лем
ма доказана.

4. А п р и о р н ы е  оценки.  Перейдем те
перь к вопросу об устойчивости. Методом энер
гетических неравенств нетрудно получить оцен-

2 **'2 
ку ( а , y-q ] < Р/(4с{) (\)/А, ф ), выражающую устой

чивость разностной схемы (11) по правой части в 

сеточной полунорме Wl2 с весовой функцией а (\|/). 

Любопытно отметить, что в силу инвариантности 
разностных схем, эквивалентности сеточных 
норм из последнего неравенства сразу же следует

априорная оценка и для решения разностной за
дачи (2):

|W |<//(2C,)IM U.

5. С точки зрения вычислительной практики 
требование инвариантности позволяет, таким об
разом, конструировать разностные схемы для 
дифференциальных задач, записанных в различ
ных системах координат, что при этом относи
тельно заданного класса преобразований незави
симых переменных сохраняются такие важные 
свойства, как консервативность, аппроксимация, 
устойчивость, сходимость и др.

Авторы выражают благодарность П.Н. Ваби- 
щевичу за полезные обсуждения и ряд ценных за
мечаний.
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