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Теория итерационных методов решения систем 
линейных уравнений развивается в различных на­
правлениях 11-4]. При ориентации на современ­
ные параллельные ЭВМ [5] успех достигается за 
счет использования классических блочных итера­
ционных методов, многоцветного упорядочения 
неизвестных. При решении эллиптических крае­
вых задач рассматриваются подходы с декомпо­
зицией (разделением) области на подобласти с на­
ложением и без наложения подобластей друг на 
друга [6, 7]. Примером выступает классический 
альтернирующий метод Шварца. Методы деком­
позиции области на матричном уровне могут рас­
сматриваться как специальные итерационные ме­
тоды блочного типа.

В данной работе выделяется класс итерацион­
ных методов со специальной организацией вы­
числений, типичной для классических блочных 
методов. Уравнения системы после предвари­
тельной обработки (например, после масштаби­
рования) объединяются в отдельные группы. 
Причем одно и то же уравнение может входить в 
различные группы, которые мы называем клас­
терами. Для симметричной линейной системы 
уравнений показана сходимость итерационных 
методов кластерного агрегирования. Приведены 
примеры таких методов, которые связываются с 
методами точечной и блочной релаксации, блоч­
ными итерационными методами, итерационными 
методами многоцветного разбиения и т.д. Среди 
наиболее важных примеров методов кластерного 
агрегирования выделим итерационные методы 
декомпозиции области типа Шварца.

1. Ищется решение системы линейных уравне­
ний

Ay=f, (1)
где А -  вещественная невырожденная квадратная 
матрица п х .  n , f ,  у  -  заданный и искомый вещест­
венные векторы с компонентами/,y h i = 1,2 
соответственно. Определим через Н конечномер-
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ное вещественное гильбертово пространство со 
скалярным произведением и нормой

П
(И, V )  =  | | u | |  =  { U , U ) W 2 .

i= 1
Пусть в ( 1 ) Л = Л * > 0  -  линейный самосопряжен­
ный положительный в Н оператор (симметрич­
ная положительно-определенная матрица). Через 
HD, D -  D* > 0 будем обозначать гильбертово 
пространство, снабженное скалярным произведе-

1 / 2нием (и, v)D -  (Du, v) и нормой ||m||d = (и, u)D .
Рассматривается класс итерационных мето­

дов, основанный на объединении (агрегировании) 
отдельных уравнений системы (1) в отдельные 
группы (кластеры). Примером такого подхода 
могут служить классические блочные методы ли­
нейной алгебры.

Будем считать, что из п уравнений системы (1) 
формируется р кластеров. Выделение уравнений 
в отдельную группу формализуется в виде

GaAy = Gaf, ot = 1,2, (2)
где G“ -  операторы агрегирования, а  -  номер кла­
стера. Будем считать, что в (2) G“ = (G“)* > 0 и

£  G“ > 0.
а = 1

Пусть у  -  некоторый вектор, который удовле­
творяет (2). Тогда суммирование по всем а  дает

р
GAy = G f , 5 = 2  G“.

а = 1

В наших предположениях G > 0, и поэтому вся­
кое решение (2) есть не что иное, как единствен­
ное искомое решение исходной системы уравне­
ний (1).

Наиболее естественное объединение отдель­
ных уравнений системы (1) в группы, которое со­
четается с масштабированием, позволяет записать 
операторы агрегирования следующим образом:

Ga = xaE, ос = 1, 2, (3)
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где Е -  единичная матрица, а %“ -  некоторые век­
торы.

При агрегировании (2), (3) компоненты векто­
ров а  = 1, 2 ,... , р, неотрицательны, т.е.

Х“ >0,  i = 1 , 2 £ x f > 0 ,
/= 1 (4)

а  = 1, 2 ,..., р.

Равенство нулю г-й компоненты вектора Х? =
= 0, означает что г-е уравнение системы (1) не 
включается в кластер под номером а. Обычные 
блочные методы соответствуют тому, что

[О, а * р ,
и ненулевые компоненты векторов %“ равны еди­
нице (блочное разбиение без масштабирования).

2. Для приближенного решения системы урав­
нений (1) будем использовать итерационный ме­
тод, который основан на кластерном агрегирова­
нии в соответствии с (2)-(4). Поэтому методы 
данного класса будем называть итерационными 
методами кластерного агрегирования, или мето­
дами СА (Cluster Aggregation).

Переход с приближения ук на новое приближе­
ние ук +1 осуществляется на основе решения р за­
дач, которые соответствуют кластерному разби­
ению. Приближенное решение, отнесенное к кла­
стеру с номером а, обозначим yk + aJp. Сначала 
остановимся на методе, когда y  ̂+ aJp определяют­
ся последовательно друг за другом по мере возра­
стания номера а  (синхронный итерационный ме­
тод).

Приближенное решение ук + а1Р будем опреде­
лять на основе найденного ранее решения 
ук+(а- D/p по аналогии с локально-одномерными 
разностными схемами (схемами покомпонентно­
го расщепления) [8, 9]. Положим

(|х£ + СаЛ)^

+ GaAyk + ia~n/p

к + а/р к + (а~  1 )/р

(5)= G / ,  а  = 1,2,...,/?,
где т > 0 -  итерационный параметр, |х -  некоторая 
положительная постоянная.

Принимая во внимание (4), из (5) имеем при
-  г. к + а/р к + (а-1 )/рлюбом ц > О равенство у, = у, для

тех компонент, для которых X? = 0. Тем самым 
каждый раз уточняются только те компоненты 
решения, которые отнесены к соответствующе­
му кластеру. На основе общей теории итерацион­
ных методов формулируются достаточные усло­
вия сходимости итерационного метода СА (5).

Т е о р е м а  1. Итерационный метод клас­
терного агрегирования (2), (5), с Ga = (Ga)* > 0, 

р
^  Ga > 0 сходится в НА при любых 0 < х < 2.

а = 1

Для доказательства рассмотрим задачу для по­
грешности zk + a/p = yk + aJp- у ,  а  = 1 , 2 , . . . , р:

k + a /р k + (a- \ )/p
(ц£ + GaA)~-------^ ---------- +

+ GaAzk + (a~'Vp= 0. (6)
Домножим уравнение (6) на Л и запишем его 
в виде

= 0, (7)

где

a k + a/в  
V  =  Z

V
a -  1

(V )* =
С

Домножим (7) скалярно на

2xwa = 2 v a + (2т -  2 )v a~>
a -  1= x(v + v  

что дает равенство

li\\va\\2A -\ i \ \ya~ %  + (2 — t)x|ll||(x^“)/||a +
+ 2 x(GaAwa,A w a) = 0

при каждом a  = 1, 2, p. Складывая эти уравне­
ния, получим

Il\Wp\\2a -  [i||v °\\2a + (2 -  x)x|i £  ||(v e)i||* < 0.
a = 1

Легко устанавливается, что

^  II(v“);||a>0.
a = 1

Равенство нулю этой суммы имеет место при v° = 
= zk + a/p- zk̂  т е с уЧехом уравнения (6) только при 
GaAzk = 0, a  = 1, 2,... ,  р (при zk = 0). Отсюда с уче­
том (4) при 0 < х < 2 получим в исходных обозна­
чениях

|г*+1|и <  | И и , (8)
т.е. итерационный метод (5) сходится в НА.

Тем самым установлена сходимость итерацион­
ного метода СА в достаточно общих условиях аг­
регации (2). Важнейший вопрос об исследовании 
скорости сходимости, ее зависимости от векто­
ров х“, ос = 1,2,... ,  г (от масштабирования), и чис­
лового параметра |Х каждого конкретного метода
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агрегирования требует более содержательного 
анализа. Аналогичное замечание относится к 
также не затрагиваемой здесь проблеме опти­
мального выбора итерационного параметра х или 
переменных итерационных параметров хк + а/р.

3. В случае построения вычислительных алго­
ритмов для современных параллельных ЭВМ от­
дельного внимания заслуживают асинхронные 
варианты итерационных методов кластерного аг­
регирования. Отметим некоторые имеющиеся 
возможности в этом направлении исследований.

Определим векторы ук + (-а~1)/р из уравнений 
(аналог аддитивно-усредненной схемы покомпо­
нентного расщепления [9])

( | i £ + G “ A)
к + а/р

■у л(х 1 к л(х /»+ G Ay = G / ,
х ' ' ' (9)

а = 1,2, ..., р.
Для приближения на (к + 1)-й итерации будем ис­
пользовать выражение

к+  1
У

к + а/р
(Ю)

Принципиальным отличием алгоритма (9), (10)
/г\ ~к + а/р _от (5) является то, что вычисления у , а  -  

= 1,2,. . . , /?, могут проводиться.независимо (асин­
хронно) друг от друга с использованием только 
итерационного приближения у*. Сходимость та­
кого варианта устанавливается при тех же усло­
виях, что и для ранее рассмотренного (синхронно­
го) варианта методом СА (5).

Т е о р е м а  2. Итерационный метод клас­
терного агрегирования (2), (9), (10) cGa = (G“)* > 0, 

р

^  G“ > 0 сходится в НА при любых 0 < X < 2.
а = 1

Подобно доказательству теоремы 1 при сфор­
мулированных ограничениях на х имеем

|5*+а/11л- hIIz*||a + 2x(GaAwa, Awa) < 0,
~k + a /pгде теперь xwu = z ' ' r + (x -  l)zfc, l k+a/p = 

_ ~k + a/p _ У' З а м е т и м  т а к ж е ; чхо ХОТЯ бы при од­
ном а  последнее неравенство строгое. Принимая 
во внимание, что в силу (10)

I * + Ч12 
к IU

па Якоби. За возможность организации парал­
лельных вычислений необходимо платить, 
вообще говоря, более медленной скоростью схо­
димости.

4. Отметим некоторые возможности построе­
ния итерационных методов кластерного агрегиро­
вания, связывая их с тем или иным выбором опера­
торов агрегирования в соответствии с (3), (4).

Точечные методы С А связаны с выделением в 
отдельную группу каждого уравнения системы 
(1). В этом случае

« f>0, i = а,
Ъ

придем к доказываемой оценке (8).
Если синхронные варианты метода СА можно 

рассматривать как аналогии итерационных про­
цедур типа Зейделя, то асинхронный вариант ес­
тественно связать с итерационными методами ти­

[0, а .

При использовании итерационного метода (5) в 
этом случае уточняется значение отдельной ком­
поненты вектора. Мы фактически имеем итера­
ционный метод типа классического метода ре­
лаксации. К стандартному варианту метода ре­
лаксации мы приходим при задании

Xi — ^а ’ i — &  1 > 2, ..., w,
и согласованном выборе параметров |1 и X. Необ­
ходимо только отметить, что в нашем рассмотре­
нии участвуют не только приближения / и / +1, 
но и промежуточные yk + aJP, a  = 1, 2, ..., р — 1. 
Асинхронный вариант точечного метода СА свя­
зывается с классическим итерационным методом 
Якоби.

Значительно больший интерес представляют 
блочные методы СА. В этом случае группа вклю­
чает несколько уравнений системы (1) и каждое 
из уравнений входит в какую-нибудь группу. Сре­
ди блочных методов заслуживают отдельного 
упоминания многоцветные итерационные мето­
ды при решении сеточных задач для многомер­
ных задач математической физики. Например, 
красно-черное упорядочивание соответствует 
двухкластерному разбиению {р = 2), при котором

I [>0,  i = 2m, 2 [>0, i = 2 т - 1,
[0, i = 2 m - 1, [О, i = 2m.

В более общем случае одни и те же уравнения 
включаются в различные группы. Примером слу­
жат, методы типа декомпозиции областей с нале­
ганием (аналоги классического альтернирующе­
го метода Шварца) для приближенного решения 
задач математической физики. При агрегирова­
нии (3), (4) методам СА с наложением соответст­
вуют варианты при (%“, х*3) > 0 для любых а, (3 = 
= 1, 2, ...,р.

Среди наиболее принципиальных обобщений 
рассматриваемого класса итерационных мето­
дов кластерного агрегирования отметим воз­
можность рассмотрения более общих сеточных 
задач (1) с несамосопряженным положительным 
оператором Л.
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Результаты работы докладывались на Между­
народной конференции по итерационным мето­
дам линейной алгебры (Болгария, Благоевград, 
июнь 1995 г.). Она выполнена при финансовой 
поддержке Российского фонда фундаментальных 
исследований (проект № 96-01-00657).
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