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ВВЕДЕНИЕ

В последнее время к вычислительным методам наряду с традиционными требованиями од
нородности, консервативности, полной консервативности предъявляется также и требование 
адаптивности. Использующиеся в вычислительной практике адаптивные методы, как пра
вило, ориентированы на решение проблем, связанных с наличием подвижных границ (в том 
числе контактных и фазовых), поверхностей разрывов (ударные волны), областей больших 
градиентов, пограничных слоев и др., в сложных нерегулярных областях.

Сформировались два основных направления построения адаптирующихся сеток: для ста
ционарных и нестационарных задач. В большинстве методов построения сеток для многомер
ных стационарных задач в той или иной степени исиользуется идея преобразования коорди
нат, позволяющая отображать сложную геометрическую область в прямоугольник и квадрат 
единичной длины [1 —  3]. Построение адаптивных сеток осуществляется с помощью соответ
ствующего выбора функций для обратного преобразования [4, 5]. В методах адаптации для 
эволюционных задач идея преобразования координат также находит широкое применение [6, 
7]. Однако в силу нестационарности преобразование координат осуществляется посредством 
перехода в одну из подвижных систем координат. Типичным примером таких преобразований 
являются лаграпжевы переменные в газовой динамике [8, 9] и системы координат, связанные с 
распространением фронтов [10]. В данном направлении плодотворной оказалась идея постро
ения сеток, динамически адаптирующихся к решению, осуществляемая посредством перехода 
к произвольной нестационарной системе координат [11 — 17]. Использование произвольной 
нестационарной системы координат позволило описывать поведение узлов сетки на уровне 
дифференциальной модели, в которой это описание является неотъемлемой частью самой ма
тематической задачи. Такой метод оказался эффективным для решения широкого класса задач 
математической физики, среди которых проблемы нелинейной теплопроводности [11, 12], не
линейного переноса (уравнение Бюргерса), газовой дииамики [13], одномерных и многомерных 
задач Стефана [16, 17].

Дифференциальные задачи, записанные в различных системах координат, с математиче
ской точки зрения являются эквивалентными. Вполне естественно потребовать выполнения 
аналогичного свойства и для разностных схем.

Цель настоящей работы —  разработка математического аппарата и теоретическое иссле
дование свойств разностных схем, аппроксимирующих дифференциальные задачи в нестаци
онарной системе координат. В связи с этим в данной рабо те вводится понятие инвариантной 
разностной схемы, формулируются необходимые условия построения таких схем (квазиравно
мерность сетки в исходном физическом пространстве, аппроксимация метрического коэффици
ента на основании точной разностной схемы [18] и др.), приводится математический аппарат 
получения соответствующих априорных оценок. Отметим, что из условия инвариантности
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разностной схемы (как следствие) вытекает и свойство согласованности сеточных норм в раз
личных сеточных пространствах.

Для получения конкретных оценок устойчивости решения инвариантных схем как на регу
лярных, так и на подвижных сетках используется классический аппарат теории операторно
разностных схем [18].

О п р е д е л е н и е .  Будем говорить, что разностная схема инвариантна по какому-то свой
ству, если она сохраняет это свойство в заданном классе дискретных преобразований незави
симых переменных.

Например, при переходе от одной системы координат к другой от разностной схемы разумно 
потребовать сохранения (инвариантности) таких свойств, как аппроксимация, устойчивость, 
сходимость и др .'

Основные принципы построения и теоретического исследования таких схем проиллюстри
руем ira примере краевой задачи для простейшего уравнения второго порядка

=  О, JV; .То =  a, x N — Ь} . Соответствующая консервативная схема на сетке u h имеет вид [18]

где —  некоторый шаблонный функционал от / ,  hi — 0,5(Л,- +  /ij+i). Заметим, что по
грешность аппроксимации разностной схемы (1.2) при ipi =  /(ж,-) представляется в виде

преобразующая отрезок 0 < q <  J в отрезок а <  х <  Ь так, что каждой неравномерной
сетке шд соответствует равномерная сетка u hq =  |<7,- =  ihq, hq =  1/N, г =  0, iVj  . Заменой 

переменной (1.3) дифференциальная задача (1.1) преобразуется к виду

Последнее равенство означает, что задачи (1.1) и (1.4) па дифференциальном уровне эквива
лентны. Естественно такое же требование предъявить и к разностным задачам. Так как к 
конечно-разностным методам не применим аппарат теории функций непрерывного изменения 
аргумента, то потребуем, чтобы на сетках а?Л и u hii разностные задачи сохраняли основные 
свойства при дискретном преобразовании независимых переменных. При построении таких 
инвариантных схем в общем случае естсствепно исходить из уравнения баланса с использова
нием интегро-интерполяционного метода [18].

На равномерной сетке u hq запишем инвариантную разностную схему, аппроксимирующую 
дифференциальную задачу (1.1) со вторым порядком 0{Ь?Ч) :

Для инвариантности схемы достаточно, чтобы имело место yi := y (q i ) = y (x i ) = y i , где у{ —  
решение разностной задачи (1.2).

§1. МОДЕЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ

и " (х )  — — /(ж), а < х < Ь, и(а ) =  и(Ь) =  0. ( 1 .1 )

Па отрезке [а, 6] введем произвольную неравномерную сетку узлов u h =  {xi — ж,-_] +  Л,-, г —

( 1 .2 )

6(х{) =  us£ii -  u "{x i )  =  ((/ti+1 -  /i£)/3)и ' " (х {) +  O ( h j ) .
Пусть существует дважды непрерывно-дифференцируемая функция х =  x ( q ) ,

dx/dq =  %j)(q) >  с0 > 0, (1.3)

(1.4)

где
и =  u(q) =  u (x (q ) )  =  и (х )  =  и .' (1.5)

(1.6)
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В (1.6) положим

Фы -  (я,+1/2 -  Xi_1/2)/hv  (1.7)

причем V’fti -  Ф(&) =  (®i+i/ 2  -  ж.'-1/2 )/Л} -  x'(qi ) =  0(h?4) , если только функция x ' " (q ) ограни
чена при q £ [0,1]. Покажем, что для инвариантности схемы необходимо, чтобы шаблонный 
функционал а(ф) определялся из наилучшей разностной схемы [18]

° (з « ) =
1 1 т ]ья qi-i я

L

-1

=  К -,;] • (1.8)

Очевидно, что схема (1.6) —  (1.8) допускает другую алгебраически эквивалентную форму 
записи: _  _  _  _

1 ( y i + i -  Vi  _  Vj  -  V i - 1  \  _

x i+l/2 ~  жi —1/2 V-^x'+l — ®i — x i- l J

Так как ж,-+1 -  ж,- =  hi+1 , ж,- -  z.-.j =  h{ , z i+1/2 -  £ {- 1/2 =  > то при <р(х{) =  ^(<?,) из (1.6)
получаем соотношения

У х£ = ~Ч>, Уо = 27/v = 0, . (1.9)

сравнивая которые с (1.2), приходим к выводу, что y{qi) — у (х { ) . Следовательно, разност
ная схема (1.2) инвариантна по своим свойствам относительно дискретного преобразования 
координат (1.7).

Т е о р е м а  1. Для того чтобы в повой системе координат па равномерной сетке uih 
инвариантная разностная схема аппроксимировала дифференциальную задачу со вторым по
рядком 0{h?q) , необходимо, чтобы сетка wh , заданная на отрезке х £ [а, 6], была квазирав
номерной.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим выражение /ii+1 — h{ =  h2qxq4ii и  Щ ф ' ^ ) . Поскольку 
функция x(q )  преобразует отрезок 0 <  q < 1 в отрезок а < х < b так, что каждой неравно
мерной сетке Wh соответствует равномерная сетка u>hq , причем x ' (q )  =  ф > с0 >  0 и x"{q) 
ограничена, то сетка £7/, в исходной системе координат не может быть произвольной. Теорема 
доказана.

Итак, для построения инвариантной разностной схемы второго порядка точности для за
дачи (1.4) па равномерной сетке в повой системе координат необходимо, чтобы

1) шаблонный функционал а(ф) выбирался из точной разностной схемы;
2) сетка ZJh , заданная на отрезке х £ [а, Ь] в исходной системе координат, была квазирав

номерной.

§2. О СОГЛАСОВАННОСТИ СЕТОЧНЫХ НОРМ

Исследование устойчивости и сходимости разностных схем обычно проводят в сеточных 
нормах, являющихся аналогами соответствующих норм в пространстве функций непрерывно
го изменения аргумента. Для функций одной переменной и — и ( х ) , а <  х <  Ь, н и  — u(q ) ,
0 <  g <  1, где х и q связаны преобразованием переменных (1.3), нормы в пространстве не
прерывных функций С  и Ь 2 определяются так: ||«||с[о,б] =  max |и(ж)|, ||u||c[o,i] =  max|u(g)|,

H I C [ a , b ]  =  IN Iq o . i] , IM Ib M ]  =  | / и 2(ж)г/ж| =  |/V->w2(7 )^/ } , IM |2 =  {Ф,й2) , а соответ

ствующие полунормы в W l  , W -2 следующим образом:

||w||iv2i[a,4] =  | / u /2(a:)<ia:| =  {q)dq^ , .

||«1к*[в,ч =  и"2(а;)б/Л =  | № - ' { q № - l ( q ) r f ( q ) f d q ^  .
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Покажем, что для инвариантной разностной схемы (1.6) —  (1.8) аналогичная согласован
ность норм имеет место и п дискретном случае.

Пусть I I h —  пространство сеточных функций, заданных на неравномерной сетке u h , с 
обычными скалярными произведениями и нормами [5]:

(
N - 1 \

hivf ) —  сеточная норма L2(cjh) ;

N

||«г]|2 =  («г , «г] =  —  сеточная полунорма =  u h U =  Ъ}  ;
i=i

N~\

II «гг II2 =  (^s*,Vsr), =  Yh ~  сеточная полунорма W$(u>h) ]
t = 1

|Ы|С =  тах|г)(ж)| —  равномерная норма.

Пусть теперь Л ^ ч —  пространство сеточных функций, заданных на равномерной сетке 
ыЛ, . Для произвольной сеточной функции v £ определим соответствующие сеточные 
нормы с весовой сеточной функцией iph , задаваемой формулой (1.7):

( Ф к У )  =  Y ,  W h iV * ,  ( а, i^j =  hgOiV^i, (i>h 1, (a « f )=) =  М ы  (a .% . )^  ,
i— 1 * =  1 »=1

|Н|с =  max|v(g)|,
1 Eui,,

где a -  а(ф) =  [xf ]-1 .
Нетрудно убедиться, что для инвариантной разностной схемы имеет место согласованность 

сеточных норм в следующем смысле:

\\y\\c(wh) = ||27||ск„), (Ф>пУ2) = ||?у||2, (2.1)

(«э У,] =  II»*] I2. (Ф к 'Л аУ?)*) =  1 Ы  II2- (2.2)

Действительно, в силу инвариантности (y(qi) =  y (x i ) )  и аппроксимации якобиана (1.7)

0К,1/2) =  Y j  (жН 1/2 -  x i_ lj2) f ( q i ) =  Y  hiy2{Xi) =  \\y\\l 
i- 1 i= l

Аналогично доказываются и равенства (2.2). Например,

N , / -  -  \2 N

§3. АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ

Проиллюстрируем технику метода энергетических неравенств на примере исследования 
устойчивости разностной схемы (1.6) —  (1.8) в полунорме (2.2). Предварительно докажем 
следующее утверждение.

Л е м м а  1. Для произвольной сеточной функции y {q i ) , заданной на равномерной сетке 
и обращающейся в нуль при q =  О и q — 1, справедливо неравенство

(Фи, У2) <  (12/4) (а,у*] , 1 =  Ь - а .  (3.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (2.1) и вложения [19, с .37] ||т/||* <  (l/2)\\ys]\ имеем (фи,у2) <  
< {I2/4)\\ys]\2. Используя (2.2), выводим требуемую оценку. Лемма доказана.
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Перейдем теперь исследованию устойчивости. Для этого уравнение (1.6) умножим скалярно 
на фьу и применим первую разностную формулу Грина, получим энергетическое тождество

(а{Фк),У2д =  {ФнЩу)-  (3.2)

Применяя неравенство Коши —  Буняковского и вложение (3.1) к скалярному произведению 

I {Фкф,У) I <  ]|V,a/V||||^/2̂ || <  0/2)||^/2?||1К/аУ,]1 и подставляя последнюю оценку в (3.2), 
приходим к энергетическому неравенству

(а{Фк),Уд- < ( 1 2/4) V3) » . (3-3)

выражающему устойчивость разностной схемы по правой части в сеточной полунорме W-j (и>д ) 
с весовой функцией а(фь).

Отметим, что в силу инвариантности как разностных схем, так и сеточных норм из (3.3) 
сразу же следует априорная оценка и для решения разностной задачи (1.2), аппроксимирующей 
дифференциальную задачу (1.1) в исходной системе координат: ||j;£]| < (//2)11<,о||*.

§4. УРАВНЕНИЕ КОНВЕКЦИИ-ДИФФУЗИИ

Дифференциальную задачу

и '\х ) +  ги \ х ) — du(x)  =  —/(ж), а <  х < b, (^-l )

и(а) — и(Ь) =  0, (4.2)

где г ,  d —  положительные постоянные, с помощью замены переменных (1.3) преобразуем к
виду _  _

1 d ( 1 du\ г du , — ,

А , )  +  ф * Г  L  < 9 <  ’ ( '13 )

й(0) =  й(1) =  0, (4.4)

_ dx/dg =  V’(q'), ж(0) =  а, Ф ^ ) > с о > 0 .  (4.5)

С х е м а  с н а п р а в л е н н о й  р а з н о с т ь ю .  Монотонная разностная схема первого по
рядка аппроксимации для задачи (4.3), (4.4) на равномерной сетке имеет вид

(1 /Фк) (aVg)  +  rayg- — dy =  -Тр, (4.6)

у(0) =  у(1) =  0, (4.7)

где по-прежнему

Фм =  (zi+i/2 -  Xi_1/2)/h4, a.i =  1/ж9- :- =  hg/(xi -  X i - i ) .  (4.8)

Подставляя в (4.6) вместо ф/, и а(ф) их значения из (4.8), приходим к разностной задаче

Уих +  rys -  dy = -<р, (4.9)

У(а) =  У{Ь) =  0, (4,10)

аппроксимирующей дифференциальную задачу (4.1) на неравномерной сетке . Очевидно, 
что хотя схема (4.9) сохраняет свойства аппроксимации и монотонности, однако она не являет
ся консервативной. Следовательно, к классу инвариантных схем по свойству консервативности 
она не относится.

К о н с е р в а т и в н а я  с хема .  Инвариантная схема, сохраняющая свойство консерватив
ности на сетках w/, , W/,, имеет вид

(1/фь) ( а у +  {г/Фк)уо — dy =  -Jpt (4.11)
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Ухх +  ryo -  dy =  - ip  (4.12)

соответственно, где уо =  (j/i+1 -  yi_ 1)/(2hi ) , =  0,5(Д,- + hi+1) .
Для получения априорных оценок воспользуемся следующими разностными аналогами те

орем вложения [20].
JT о м м а 2. Для произвольной сеточной функции у (ж) , заданной па неравномерной сетке 

Ljtl и обращающейся в нуль при х =  а и х =  b , справедливы неравенства ||?/||* < (/2/4)||t/i£ ||. , 
1Ы1 < (1/2)\\у*х\\* > 1Ы1с <  М\\уе£\\„ . Здесь М  =  const > 0, l =  b - a ,  ||ys||c =  max \уя А .

l<i<N
С помощью метода энергетических неравенств и леммы 2, нетрудно доказывается 
Т е о р е м а  2. Разностная схема (J.12) при с^1 <  /ii+i/Л,- <  С] , Cj =  const >  0, устойчива 

по правой части и имеют место оценки

НЫ1* < с2||И1*> \Ш\с  < Сз||И1*> (4ЛЗ)

где с2, с3 =  const >  0 .
В силу инвариалттгости разностной схемы и согласованности сеточных норм из (4.13) сразу 

же получаем соответствующие априорные оценки и для решения схемы (4.11), определенной 
на равномерной сетке tJ/lg .

Итак, в случае наличия в уравнении конвективных слагаемых для сохранения свойства
консервативности в различных сеточных пространствах приходим к еще одному необходимому
условию

3) на равномерной сетке u h<t конвективные слагаемые необходимо аппроксимировать цен
тральными разностями.

Отметим, что в этом случае свойство монотонности схемы выполнено при достаточно ма
лом hg [18].

§5. РАЗНОСТНЫЕ СХЕМ Ы  Д ЛЯ  ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

1. П остановка задачи. В области Qto =  {(pc,t) : х0(t )  <  х < x N( t ) ,  жо(0) =  а, 
жлг(0) =  Ь, 0 <  < <  /0}  требуется найти непрерывное решение u (x , t ) ,  удовлетворяющее 
начально-краевой задаче для параболического уравнения с постоянными коэффициентами

du/dt =  д 2и/дх2 +  f ( x , i ) ,  (5.1)

^ |a;=ro(i) — U [я;=я;д/(̂ ) — и(ж, 0) — 1X0 ( 2;). (5.2)

Задачи с подвижными границами, как правило, требуют применения адаптивных (подвиж
ных) сеток. В этом параграфе процедура построения инвариантных разностных схем на по
движных сетках опирается па введение расчетного пространства, в котором сетка неподвижна 
[11]. Переход от физического пространства (x , t ) в расчетное ( q , t ) осуществляется с помощью 
замены переменных

х =  x(q, t' ),  t — t1, (5.3)

имеющей обратное невырожденное преобразование q =  q (x , t ) ,  t' =  t . Частные производные 
зависимых переменных ныражаются ири этом следующим образом:

д _  д дх 1 д _  д v 0 д _  dq 0 _  1 д д 2 _  1 д /1 д \ 
dt dV dV ф dq dV ф dq' дх дх dq ф dq ’ дх2 ф д q \ ф д q ) ,

где ф =  dx/dq —  метрический коэффициент, dx/dt =  v —  скорость движения системы 
координат, в общем случае подлежащая дальнейшему определению.

С помощью замены переменных (5.3) отобразим исходную область Q io в прямоугольник 
D  =  {(? ,£ ) : 0 <  q <  1, 0 <  t <  t0}  . В расчетном пространстве D  задача (5.1), (5.2) преобра
зуется к виду

Я/ , - 4  д ( д /г г \
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^ |q~0 — ^ I?—1 — ^ |( = 0 — ^0 э (5.6)

(5.7)

(5.8)

причем
dx/dt =  v, dx/dq =  ip] у , ф > с 0 > 0 ,

Оф/dt =  dv/dq,

u( x , t )  =  u (x (q , t ' ) , l ' )  =  u(q ,l ' ) .

Знакопостоянство функции v требуется лишь для простоты рассуждений. Отметим, что 
уравнение (5.8), использующееся иногда для нахождения траектории движения узлов сетки, 
является очевидным следствием (5.7).

Уравнение (5.6) может быть записано и в недивергентном виде

дй  

Ж '

v ди _  1 д (  1 ди\ — 

ф dq ф dq \ ф dq /
(5.9)

2. Разн остн ы е схем ы  д ля  уравнений с постоянными коэффициентами. Для про
стоты рассуждений в качестве исходной области Q ta в “физическом” пространстве возьмем 
параллелограмм Q to =  {(ж, <) : а +  vl < х < Ь +  vl, 0 < / <  /и} , v =  const >  0 , 0 < а < Ь  .

Полагая теперь ф =  b — а , заменой переменных x(q, t) =  фq -f vt' +  а исходная область 
преобразуется в прямоугольник D .

Перепишем уравнение (5.9) в виде

д_

dq

ди

%
+  /> (5.10)

где г  =  v/ф >  0 , к =  1/ф2 > 0  —  постоянные. Отметим, что проблемы нерегулярности обла
сти для “хорошего” параболического уравнения (5.1) при переходе в новую прямоугольную 
систему координат (q, t ' ) переходят в проблемы уравнения конвекции-диффузии. Правильная 
аппроксимация и метод решения последнего уравнения, как правило, зависят от преоблада
ния конвективного г или диффузионного к коэффициентов. При построении же инвариант
ных схем дополнительные проблемы обусловлены в общем случае неравномерностью сетки в 
пространстве ( x , t ) .  Например, монотонная схема первого порядка точности на равномерной 
сетке Vi +  Ух — Vsx теряет свойство консервативности в случае неравномерной сетки из-за 
нарушения равенства: Л,- ф /г,-, hi =  0,5(hi +  /i,+1) .  В прямоугольнике D  введем равно

мерные сетки по q Uhq =  j q{ =  ihq, i =  0, N ,  hq =  l/iv| и no временной переменной и т =

=  { t j  =  j r ,  j  =  0 , j o, т =  to/joj . Отметим, 
что равномерная сетка в расчетном простран
стве (g, t) генерирует в нашем случае и рав
номерную с постоянным шагом Н—фНч сетку
в “физическом” пространстве (см. рисунок): 

х\ ~  ih +  жо> h =  фНд, х30 =

=  a +  vtj, i =  0, iv j , j  =  0, j 0 ■

Для уравнения (5.10) построим монотонную разностную схему первого порядка аппрокси
мации

Vt ~  г У[а) =  кУ%] +  ф =  % +l =  =  0, у°{ =  uoi, (5.11)

где yt =  (y(qit t'j + i ) -  y(q{, t j ) )/ r  =  ( f  -  у)/т .
П о г р е ш н о с т ь  а п п р о к с и м а ц и и .  Рассмотрим невязку схемы (5.11) , <5/̂ =  —¥ t+

+ v  +  ф~1 •

Используя разложение функции u(q , t ' )  в ряд Тейлора в окрестности точки ((/;,/'• +  т/2), 
нетрудно показать, что

у(Ндф) 1 9 / 1  дй\ , ___  д ( v дй  1 д (  1 ди '1 ди\ . д
Ф В Я K ip l jq )  + (<г ’ ) т 5 ?

v ди 1 д 

ф dq ^  ф dq \ф dq
+  О {(Ьяф)2 +  г 2) . (5.12)
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Для анализа свойств инвариантности введем следующие обозначения: у =  y (x (q i , t j ) , t j ) =  

=  v{4i,L'j) =  2/, У =  (7 + 1 )> ^j+i) =  y(q i , t j+ 1) =  V,  где у —  решение разностной схемы
(5.11) на сетке х шг , а  сеточная функция у определена в узлах подвижной сетки .

В силу алгебраических соотношений

Уд/ф =  ( $ + 1  -  у{)/(Ф^„) =  (2/i+i -  Vi)/h =  2/*, ф~1 {Ф~1Уч)ч =  Утх, (5.12')

из (5.11) получаем разностную схему

(У -  У)/т ~  vy[xa) =  y{/J +  Ч>, y(x30+\ t j + l ) =  y { x ^ \ t n i ) =  0, (5.13)

аппроксимирующую исходное дифференциальное уравнение (5.1) du/dt1 — vdu/dx =  d2u/dx2+  
+ f ( x ,  I ) , записанное в узлах подвижной сетки u Jh .

Повязка разностной схемы (5.13) является следствием формул (5.12), (5.4) и имеет вид

Shq =  S (я,•(*;), h)  =  ~ и* +  vu(/ } +  «& } -  у  +  ( a ~  0)5)r ^  +  f ^ )  +  0  W  +  ’

t .c. локальный порядок аппроксимации в исходном физическом пространстве сохраняется.
Для исследования устойчивости схемы (5.13) на подвижной сетке воспользуемся общей 

теорией устойчивости [18]. Для этого приведем схему к каноническому виду двухслойных 
операторно-разностных схем

Ryt +  Ay =  V, 2/(0) =  w0, (5.14)

где у =  (j/i, 2/2 , ---, 2/лл—1) —  искомый вектор, а линейные постоянные операторы А ,  В , дей
ствующие в конечномерном пространстве I I  =  u 3h , определяются следующим образом:

В =  Е +  таА, А =  А+ +  А 2, (5.15)

f Л + »Л J ^ 2/а;,!, i  ̂ 2 , /г

041 9)‘ <=ЛГ- 1 ,  <5Л6>

(̂ 22/),- =
-  (y*,\/h +  Ух/ h 2) , г =  1,
-Zfe«, i =  2, N  — 2, (5.17)
Уы- i/ h 2 +  Vi,N-i/h, i =  N -  1.

Пока.жем, что оператор Л положителен. Так как А 2 =  А^ >  0, то достаточно доказать
неотрицательность оператора A f  . Последнее следует из цепочки соотношений

N - 1  / , и \ и N - 2
/ л+  \ V '  1 ( 2/i +  2/i+l 2/1 +  1 -  2/i h 2 \  , 2 v 2 , h v x ^ l . 2 , v 2
№ . y )  =  2 ^ /ii; — 5------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------г----------, y « , i  +  u 2/w-i =  ^ 2/1 +  2 _ ,  %*,,• +  -z Vn - i  >  o-h 2  *■* 7 1 2  2  -r1=1 '  '  1=1

Для получения априорных оценок используется [18, с. 345]
Л е м м а  3. Пусть А — положительный песамосопряэ/сенный оператор. Если выполнено 

условие а >  0,5, то для схемы (5.14), (5.15) верно неравенство

< 1Ы1 + ||(H-V)°II + 11(/1->У!1 + E ’-HM'Vk.ll- (5.18)^ Ч ,  -= .......... г , ............ Г , И .
*=1

Следовательно, разностная схема (5.13), записанная на подвижной сетке, устойчива в се
точной норме Fj-2 . Болос сильную оценку можно получить с помощью теоремы 2 из [21].

Л е м м а  4. Пусть выполнены условия леммы 3. Тогда разностная схема (5.14), (5.15) 
устойчива по начальным данным, правой части и имеет место оценка

IIV +1 < IIVII + 1И + 1И1 +  Х>|К*Н- (S.19)
* = 0
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На основании леммы 4 выпишем априорную оценку для решения схемы (5.13):

IIv y i  + Уях\\ < \\vyl + y 0Sx|| + ||v»°|| + Н '̂Н + Х г 11^м11-
fc=0

N - 1 . N - 1 v

В силу согласованности сеточных норм \\у\\2 = £  /*(г/г)2 = £  = \'ФЛу1У)  и из
i=i i=i '  1

полученных выше оценок сразу же следует устойчивость решения разностной схемы (5.11) у  
и в расчетном пространстве u hq х ы т . Например, априорная оценка в сеточной норме //2(шЛч)

имеет вид ||V,1/2f J+1 II <  И ^ 2!/0!! +  \\’Ф1/2(А ~ 1Щ 0\\ +  +  £  ||-01/,2( | | , где
к = 1

оператор А =  A f  +  А 2 , действующий в конечномерном гильбертовом пространстве # Лч , 
согласно (5.12'), (5.16), (5.17), определяется следующим образом:

(А + у) = 1  ~ ГУ«■<’ i =  l , N  — 2,
[ l J ) i  1 ryN_ J h q, i =  N -  1,

~ k (yq,l/hq + V l / hi )  > * =
( M v ) i = {  - k y f t , i =  2 , N - 2 ,

*  (T)n - i I K  +  Vi,N-i/hi )  > i =  N -  1.

Итак, требование абсолютной устойчивости схемы на подвижной сетке u>3h и прямоугольной 
сетке выполняется при а >  0,5 .

С х е м а  с ц е н т р а л ь н о й  р а з н о с т ь ю .  В случае переменного метрического коэф
фициента ф (неравномерная сетка L>Jh в исходном физическом пространстве) использование 
направленных разностей не позволяет сохранить свойство консервативности в различных се
точных пространствах. Указанного недостатка лишена схема с центральными разностями для 
конвективных слагаемых. Соответствующие разностные схемы в этом случае имеют вид

f t  ~  ryia) =  ky f f  +  Тр, (5.20)
Q

УI -  vy[a) =  yil ] +  <p. (5.21)
X

Для получения априорных оценок схему (5.21) приведем к каноническому виду (5.14) с
операторами В  =  Е  +  та А , А =  A f  — А^ +  А 2 , где

(A - v\ -  (  v d K  * =  l,
l l t { m - y i - Ж  i =  2,3,..., N  — I.

Очевидно, что оператор R  =  A *  — A~[ является кососимметрическим R  — - R *  [18]. Поэтому
( R y ,y ) =  0. Так как A 2 =  A\ >  0, то ( Ay, y)  >  0. Следовательно, на основании лемм 3, 4
имеет место

Т е о р е м а  3. Разностная схема (5.21) (в силу инвариантности соответственно и схема 
(5.20)) при о  >  0,5 абсолютно устойчива по начальным данным, правой части и для решения 
системы имеют место оценки (5.18), (5.19).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

С точки зрения вычислительной практики требование инвариантности позволяет конструи
ровать разностные схемы для дифференциальных задач, записанных в различных системах ко
ординат, таким образом, что относительно заданного класса преобразований независимых пе
ременных сохраняются такие важные свойства, как консервативность, аппроксимация, устой
чивость, сходимость и др.

Авторы выражают благодарность П. Н. Вабищевичу за ряд ценных замечаний и полезные 
обсуждения.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского и Белорусского фондов фунда
ментальных исследований.
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