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Задачи для несамосопряженных нестационар
ных параболических уравнений - задачи конвек
ции/диффузии имеют большое прикладное значе
ние. При применении методов декомпозиции [ 1-4] 
для нестационарных задач возможны два подхо
да. Первый класс методов связан с использовани
ем стандартных неявных схем по времени. Для 
решения соответствующих дискретных эллипти
ческих задач на каждом временном слое привле
каются итерационные методы декомпозиции в 
различных вариантах. Второй класс методов свя
зан с построением безытерационных методов де
композиции области при решении нестационар
ных задач (см., например, [5-7]). Построены раз
личные варианты схем декомпозиции области типа 
разностных схем переменных направлений, локаль
но-одномерных схем для параболических задач с са
мосопряженным эллиптическим оператором.

V Выданной работе обсуждаются проблемы при
менения методов декомпозиции для более общих 
эволюционных задач с несамосопряженными 
операторами. Для модельной задачй конвек
ции/диффузии строятся факторизованные схемы, 
безусловная устойчивость и сходимость которых 
устанавливаются. Для задач с минимальным нало
жением подобластей получена оценка для погреш
ности приближенного решения типа 0(x\h\~m), 
где т, h - шаги сетки по времени и пространству 
соответственно.

1. В двумерной области Q ищется решенир па
раболического уравнения, которое для несжима
емой среды запишем в виде

+

а =  !.

хе Q., t>  0.

id*e

0,
(1)

Дополним это уравнение граничными и началь
ным условиями

и{х, t) — 0, хе  Э£2, t>  0,
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и{х, 0) = и0(х), хе О.. (3)

(2)

В (1) функции va(x, t), a  = 1,2 (компоненты скоро
сти) определяют конвективный перенос.

Будем считать для простоты, что в области П 
можно ввести согласованную равномерную по 
каждому направлению ха сетку с постоянными 

шагами ha, a  = 1, 2. Обозначим: to - множество 
внутренних узлов, а Эсо - множество граничных 
узлов. Разностное решение задачи конвек
ции/диффузии на момент времени t обозначим

у(х, t), х е to = со и  Эю. Построение разностных 

схем в более общих случаях проводится анало
гично. Это замечание относится и к построению 
конечноэлементных аппроксимаций по прост
ранству. Для того чтобы подчеркнуть это, мы ис
пользуем операторную формулировку задачи.

2. Для построения разностных схем второго по
рядка аппроксимации по пространственным пере
менным для задачи конвекции/диффузии (1)-(3) ис
пользуется обычный пятиточечный шаблон 
“крест”. Будем применять стандартные безиндекс- 
ные обозначения теории разностных схем [8].

Поставим в соответствие задаче (1)-(3) следу
ющую дифференциально-разностную задачу:

2

%  + \ 2 (ЬаУ°х + ) + АУ = О, х е с°,
a  = 1

y(x,t) = 0, хе  Эю, t>  0, (4)

у{х, 0) = и0(х), хесо, 

где А - двумерный разностный оператор Лапласа,

a = 1

Для задач с достаточно гладкими коэффициента
ми можно ограничиться простейшими аппрокси
мациями конвективных слагаемых, для которых 
ba(x, t) = va(x, t),a=  1, 2, х e ю, t > 0.
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.. Для сеточных функций, обращающихся ̂  нуль схем декомпозиции области. Обозначим через уп 
fa Эсо, определим гильбертово пространство Я, разностное решение на момент времени tn = пх, где

т > 0 - шаг по времени. Запишем для уравнения (5), 
(9) двухслойную разностную схему с весами:

Малярное произведение и норму в котором вве- 
'ем соотношениями

( y > v ) =  \\у\\ (у-у)
1/2 - Уп+1 ~Уп

+ S(aly„+l + ( l - a i ))yn +

Рассматривая дифференциально-разностную за
дачу в Н, запишем ее в виде эволюционного урав
нения

+ К(ЧгУп + 1 + ( h ^ o 2))yn -  0>

X G (0, п  =  0 ,  1, . . .

(11)

dy

dt

Рассмотрим класс схем (И), когда веса одина
ковы:

+ Ау = 0, х е (0, t > О, (5) О] — С?2 — G. (12)

при заданном у(х, 0), х еш.  Оператор А представ
ляется в виде

Т е о р е м а  1 [8]. Разностная схема с весами 
(11), (12) устойчива в Н при выполнении опера
торного неравенства

А - V(b) + Л, (6)

где У(Ь) - сеточный оператор, соответствующий 
конвективному переносу. Принимая во внимание 
(4), имеем

Л + т|о-1|Л*Л>0. (13)

УФ)}" = + ЬаУ% )•/, Х „  л п

Очевидно, что неравенство (13) будет вы
полнено при с  > 0.5,,-т.е. в этом случае мы имеем 
абсолютно устойчивую разностную схему. При рас- 

(7) смотрении более общих задач (например, при ис
пользовании схем конечных элементов, граничных 
условий Неймана и т.д.) можно ориентироваться 

Для сеточных функций у е Н  и любых векторов b на достаточные условия устойчивости о  > 0.5. 

имеем При о  < 0.5 имеет место условная устойчи
вость схемы с весами (11), (12). Предположим, 

^(k) = -V*(b), (8) что справедлива оценка

т.е. разностный оператор конвективного пережь ||4 vli2 < A(Av v)
са в форме (7) является кососимметричным. “

гг . . Тогда неравенство (13) будет выполнено при
Для несамосопряженного оператора А выде- ■ F v F

лим симметричную (S) и кососимметричную (К) 
части: О >

1_ J_ 
2 Ах

А - S + К, (9) или

где
%<1п =

S = l-(A + A*), К = Х-{А-А*).

1

Д(0.5-а)'

Для конкретизации условия (14) (постоянной А) 
привлекается следующее утверждение о подчи- 

Для задачи (5) с учетом (6), (8) и самосопря- ненности оператора конвективного переноса К 
женности сеточного оператора Лапласа А [8] оператору диффузионного переноса S.

Лемма.  Для операторов К и S, определеннъис 
согласно (7), (10), имеет место неравенство

имеем

S = А, К = V(b). ( 10)

Таким образом, в разностной задаче конвек
ции/диффузии (4) симметричная часть сеточного 
оператора соответствует диффузии, а кососимме
тричная - конвективному переносу.

3. Построим и исследуем на устойчивость про
стейшие разностные схемы для приближенного 
решения задачи (4), которые будут служить нам 
^ориентиром в дальнейшем при рассмотрении
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\\Ky\\2<M(Sy,y), (15)

с постоянной 

3
М = -max|fe„(x)||c + Mc

Z а
а  -  1

•2 ч
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где

||w(x)||c = max|w(x)|.

Среди схем с весами (11) заслуживает отдель
ного рассмотрения схема, когда конвективные 
слагаемые берутся с предыдущего временного 
слоя, т.е.

о, = а, о 2 = 0. (16)

Т е о р е м а  2. При G > 0.5 явно-неявная разно
стная схема (11), (16) устойчива в Hs, а для реше
ния верна априорная оценка

k + i l l ^ 1 +j^\\yn\\s. (17)

4. Будем считать, что область Q сострит из 
двух отдельных подобластей: £2 = и  £22- Каж
дая из этих подобластей может состоять из не
скольких не связанных друг с другом подоблас
тей, что предполагается при организации парал
лельных вычислений. Отдельные подобласти, 
вооСвде говоря, могут налегать друг на друга. Оп- 
'ре^сЦнм функции

; т > 0 ,
^ V o .

> 0 , хе£1а,

х<£ а а,
а = 1,2,

причем

= и х е П .

(18)

(19)

При построении адаптивных вычислительных ал
горитмов декомпозиции области типичной явля
ется ситуация с изменением отдельных подоблас
тей (динамическая адаптация). В этом случае ес
тественно предполагать, что £2а = Qa(0, ос = 1,2, 
и ориентироваться на разбиения типа (18), (19) с 
Ха — ХаС^’ 0» ® — 1,2.

В работе [7] выделены три основных способа 
построения операторов декомпозиции, которые 
связаны с различными обменными условиями на 
границах подобластей. При этом сходимость при
ближенного решения устанавливается в различ
ных нормах. Среди общих подходов к построе
нию операторов декомпозиции О,, отметим опре
деление Da, a  = 1, 2, в виде

D a = Ха (х)А, а  = 1,2,

Da = Axa{x), а  =1,2,

(20)

(21)

для которых

А ** Ас> а  = 1,2.

Реализация схем декомпозиции области связана 
с использованием неявных схем в отдельных подоб
ластях, т.е. с обращением операторов (Е +

где О - весовой параметр. Для построения схемы 
декомпозиции используем комбинированный вы
бор операторов декомпозиции. Для первой под
области зададим оператор декомпозиции в соот
ветствии с (21), для второй - в соответствии с (20), 
более точно, определим

Di = A*Xi(.x), D2 = Xi (x)A. (22)

Для приближенного решения уравнения (5) бу
дем использовать факторизованную схему

(Е + oxD, )(Е + атВ2)Уп + [~Уп + Ауп = 0, ■
т (23)

где, например,

А

п = 0, 1, ...,

Da(tn), а  = 1,2.

Помимо (22), (23), рассмотрим более удобную 
для реализации факторизованную схему (23) с

А  = А  = (24)

Тем самым операторы декомпозиции строятся по 
самосопряженной части оператора А (по операто
ру диффузии).

Т е о р е м а  3. Факторизованные разностные 
схемы (22), (23) и (23), (24) безусловно устойчивы 
в Hs при a  > 0.5, а для разностного решения верна 
оценка (17), где М - постоянная из оценки (15).

На основании соответствующих оценок устой
чивости по правой части доказывается оценка 
скорости сходимости рассматриваемых фактори
зованных схем.

Т е о р е м а  4. Для погрешности решения 
факторизованных разностных схем декомпози
ции области (22), (23) и (23), (24) при с  > 0.5 спра
ведливы оценки

z«+i ; < M o ( x v  + ||x,(x)15t  + |A|2), (25)

где \h\2 = hl + h2 , V = 1 при С Ф 1/2 и v = 2, если 

О — 1/2, а постоянная М0 не зависит от  шагов 
сетки.

Тем самым точность схем декомпозиции зари^ 
сит от ширины области налегания подобластей 
£2! и 0.г - слагаемые с IIXiOOIIs в оценке (25). При 
построении разностных схем для параллельных 
компьютеров необходимо ориентироваться на де
композицию с минимальным наложением подоб
ластей, когда минимальны обмены между отдель
ными элементарными машинами (процессорами). 
При минимальном наложении подобластей (шири
на области налегания 0{\h\)) для скорости сходи
мости из оценки (25) имеем 0(|/г|_1/2т + |/г|2). По
добная оценка относится к классу оптимальных 
для регионально-аддитивных разностных схем.
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