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ПАРАБОЛИЧЕСКИХ ЗАДАЧ

А.А. С а м а р с к и й , П . Н . В а б и щ е в и ч

В настоящее время большое внимание уделяется методам декомпозиции области при ре­
шении задач математической физики [1 — 4]. Данный класс методов применяется при рас­
смотрении задач в сложных составных областях. Методы декомпозиции области строятся с 
целью перехода к решению отдельных слабо связанных между собой задач в отдельных более 
простых подобластях и поэтому должны рассматриваться как наиболее перспективные при 
построении алгоритмов, ориентированных на параллельные ЭВМ. При применении методов 
декомпозиции для нестационарных задач рассматриваются два подхода. Первый класс мето­
дов связан с использованием стандартных неявных схем по времени. Для решения соответ­
ствующих дискретных эллиптических задач на каждом временном слое привлекаются хорошо 
разработанные итерационные методы декомпозиции в различных вариантах. Второй класс 
методов связан с построением безытерационных методов декомпозиции области при решении 
нестационарных задач. В работах [5 — 13] построены различные варианты схем декомпозиции 
области типа классических разностных схем переменных направлений, локально-одномерных 
схем (схем покомпонентного расщепления). Ориентируясь на параллельную реализацию ме­
тодов декомпозиции, мы должны рассматривать регионально-аддитивные схемы (схемы рас­
щепления по подобластям) с произвольным числом подобластей (групп подобластей). В то же 
самое время наиболее сильные результаты о сходимости приближенного решения получены 
для схем типа переменных направлений, т. е. при двухкомпонентном расщеплении. Схемы 
типа локально-одномерных схем (схемы покомпонентного расщепления) строятся на основе 
суммарной аппроксимации и имеют невысокую точность. В работах В, Н. Абрашина (см., 
например, [14, 15]) предложен класс безусловно устойчивых схем полной аппроксимации для 
произвольного многокомпонентного расщепления. Такие схемы анализируются в работе [16] с 
позиций общей теории устойчивости разностных схем [17,18]. В данной работе проведено рас­
смотрение такого класса схем при использовании методов декомпозиции области. Исследуется 
точность регионально-аддитивных разностных схем первого и второго порядка по времени для 
модельной начально-краевой задачи для параболического уравнения второго порядка.

1 . Постановка задачи. В двумерной области П ищется решение параболического урав­
нения со смешанными производными

^  ®* >  "  <*«•*•> « '“ • , > 0 ’ (1) 

при выполнении условия симметричности кар(х) = кра(х) для достаточно гладких коэффици­
ентов уравнения и условия эллиптичности

2 2

53 *«* (*)&•£/» > т  т  > 0.
а}/3=1 «=1

Уравнение (1) дополняется граничными и начальным условиями

u(x,t)  = 0, х Е dSl, t > 0, (2)
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м(ж,0) = щ(х), X £ fl . (3)

Будем считать для простоты, что в области П можно ввести согласованную равномерную 
по каждому направлению ха сетку с постоянными шагами ha , а  = 1,2. Обозначим через 
и  множество внутренних узлов, а через дш множество граничных узлов, разностное решение 
задачи (1) — (3) на момент времени t через у(х, t ) , х 6 ш = ш U д ш . Построение разностных 
схем в более общих случаях проводится аналогично, в частности, при использовании конеч­
ноэлементных аппроксимаций по пространству. Для того чтобы подчеркнуть это, используем 
операторную формулировку задачи.

Будем придерживаться стандартных безындексных обозначений теории разностных схем 
[17]. На множестве сеточных функций у  € Я  таких, что у(х) = О, х $ ш , определим 
сеточный оператор А соотношением

2 . Векторные схемы декомпозиции области. Будем считать, что область $1 состоит; 
из р  отдельных подобластей: П = U Пг U. . .  U , которые, вообще говоря, могут налегать

Ограничимся рассмотрением класса схем декомпозиции, когда для оператора А имеет 
место аддитивное представление

причем операторы Аа , а  = 1,2, . . .  , р , связываются с отдельными подобластями, разбиением 
(7), (8), решением отдельных подзадач в подобластях , а  = 1,2 , . . .  , р .

Будем использовать расщепление (7) — (9), когда сеточные операторы Ау , 7 = 1 ,2 , . . .  , р , 
аппроксимируют дифференциальные вырождающиеся эллиптические операторы

а,0= 1
(4)

Поставим в соответствие (1) — (3) задачу Коши для дифференциально-разностного уравнения
в Я

d y jd t  + Ay = 0, х е ш ,  t  > 0 , 

у(ж,0) = и0(х), х е ш ,
(5)

(6)

с А = А* > 0 [17].

друг на друга. Пусть ша — узлы и , лежащие в flw , а  = 1,2, . . .  , р . Определим функции

(7)

причем
р

(81

р

В силу этого

а,0=1
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При использовании (7), (8), (10) имеем Аа = А*а > 0 , а  = 1, 2 , . . . ,  р .
При простейшей декомпозиции области прямыми ж,- = const, i = 1,2, сеточный оператор 

А в уравнении (5) представляется в виде (9) с числом операторов р > 2 (многоцветное раз­
биение). Аддитивные'разностные схемы для уравнения (5), (9) строятся на основе перехода к 
последовательности из р  задач, каждая из которых связана с отдельным сеточным оператором
Аа j ot = 1 , 2 , , р.

При использовании векторных аддитивных схем вместо (5), (6) рассматривается задача 
для вектора Y = Уа> • • • > Ур} > каждая отдельная компонента которого определяется как 
решение однотипных зайач

dti ^
+ = 0’ 0 < f < 7 \  (И)

0=1

Уа(0) = Уо, «  = 1 ,2 , . . . ,  р. (12)
Очевидно, что ya{t) = y ( t ) , и поэтому в качестве решения исходной задачи (5), (6) можно 
взять любую компоненту вектора Y(t) .

Обозначим через уп разностное решение ка момент времени tn — пт, где г  > 0 — шаг
по времени. Рассмотрение начнем с простейшей разностной схемы с весами для системы
уравнений ( 11), ( 12)

(Е + сгтАа) ^ -------^  + а  — 1 , 2 , . . . ,р. (13)
Т  /9=1

Переход на новый временной слой в схеме (13), как и в стандартных (скалярных) вариантах 
аддитивных разностных схем, связан с обращением на каждом временном шаге операторов 
Е + (ттАа , а  = 1 ,2 , . . . ,р .

Под приближенным решением задачи (5), (6) будем понимать не отдельные компоненты 
вектора У , а функцию у , которая определяется следующим образом: .

Ау~ ^ А«Уа - ( 14)
а = 1

В этих условиях при а  > р/2 схема (13) абсолютно устойчива и для приближенного решения 
имеет место оценка

И Г +Ч1 < МГЦ. (15)
Тем самым устойчивость устанавливается в норме гильбертова пространства Нр , D — А2 .

3. Сходимость схемы декомпозиции. Исследование сходимости разностных схем для 
нестационарных задач базируется на оценках устойчивости разностного решения по правой ча­
сти. Особенности рассматриваемых векторных схем декомпозиции не позволяют ограничиться 
использованием простейших оценок решения по правой части, непосредственно вытекающие 
из устойчивости решения по начальным данным [17, 18]. Определим через z% = у% -  ип , 
а  = 1, 2, . . .  ,р,  погрешность соответствующей компоненты решения на момент времени tn , 
где ип = u(x ,tn) , х £ и , — точное достаточно гладкое решение задачи (1) — (3). Подстанов­
кой в (13) получим систему уравнений для погрешностей

-П + 1 _ уП Р
(£■+ атАс,) -2—-— “ + Е  Af>zP = а  = 1 , 2 , . . . , р. (16)

Для локальных погрешностей аппроксимации с учетом (9) имеем ф*
—ип)/т 4- Аип у а  —1, 2, . . . ,р, и тем самым

' - фа =* crrAadu/dt + 0(т + |Л|2), а  = 1,2, . . . ,р ,

где \h\2 = h j  + h l .

— (Е + атАа ){ип+1~ 

(17)
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Для получения соответствующей оценки сходимости разностной схемы (13) перепишем (16)! 
в виде . ■

~п+1 _  ~п I Р — Р _z *

(Д + а т А . ) ~а - - — ± + -  • £  + «») -  -  Е  А , - е ~ - .... !■ = Г . ,  о=  1,2 ,...,р , 1Э

домножим каждое из уравнений ( а  ~ 1,2, . . . , р )  скалярно на 2rAaz"a , z*a = (г"+1 — г”)/т й.. 
просуммируем их:

2т ^ ( А аг"а , z"a) + 2<тт2 ]^ (A azt‘a, Aazi a) — r s Aaz™a, +
a=l a=l c*=l a—\

+ ( E  >4.W+I + О ,  E  Д . и +1 -  О )  = 2r E « ,  Л„<„). (18)
а = 1  а = 1  a = l

Для правой части (18) используем оценку

Е ( « >  4 . » ы  < Е к . .  а , < . ) + j  Е ( « ,  а . « ) .  (1s t
0 = 1  0 = 1  а = 1

С учетом неравенства ( Е  AoVc)2 < j> Е  (Aava У имеем
0 = 1 <2 = 1

2<т ̂ ( A ar a , Ааг>а) -  Ааюа, 53  > (2a  -  р) ]T (A at;0, Aava) > 0 (20)
a = l  « = : !  a = l  a = : l

при приведенных выше ограничениях а  > р/2. Кроме того, 

р

( £  л °№+1 + z« ) ’ 1 2 A«(z°+1 ~ г")) = ( £ л а < +1, £ л « * : ;+1) “
а=1 a=sl assl а=1

= 1И г « ц >  -  |иг»|

р

л в*а;  -  ж»-* и - | |^ ~ " и2
а=1 а=1

где по аналогии с (14)

AF = Y . A A  (21)

т. е. zn = у п — ип . Тогда с учетом (19), (20) от (18) можно перейти к неравенству ;

||iU-+,f <  11̂ 11* + ■  (22)
£  0 = 1  '

Принимая во внимание (17), из (22) получим искомую оценку для погрешности.
Т е о р е м а  1. Векторная аддитивная схема (9), (10), (13) декомпозиции области при 

а > р/2 сходится безусловно, а для погрешности (21) верна оценка

||Azn+1|| < Мх{т + |Л|2 + Д/2г т а х  ||АХа||), (23)a

г д е  постоянные  Mi и М% зави сят  только от точного реш ения  задачи (1) — ( 3 ) ^
Для получения (23) необходимо в эту оценку подставить представление (17) для погреш­

ности аппроксимации и учесть выбор операторов декомпозиции согласно (10).
Приведенный результат демонстрирует существенную зависимость скорости сходимости 

векторной схемы декомпозиции области от разбиения и диаметра подобластей налегания. 
Имеет смысл выделить отдельно предельный случай неналегающих друг на друга 
подобластей. В этом случае из оценки (23) получаем для точности разностного решения
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оценку 0{r\h\~z!2 + |A|S). Заметим, что при р = 2 использование схем типа переменных 
направлений дает существенно лучшую оценку 0(г|/г|~1/2 + |/г|2) (см., например, [13]).

4. Другие операторы декомпозиции. Отметим возможность применения векторных 
аддитивных схем типа (13) при использовании несамосопряженных операторов декомпозиции. 
В работе [11] выделены три основных класса операторов декомпозиции. Можно ориентиро­
ваться на задание операторов , а  — 1 , 2 , . . . ,р, в виде [6, 7]:

А* =* Ха(аг)4, «  1 , 2 , , . , , р. (24)

Еще одна возможность связана с использованием следующего представления для операторов
декомпозиции:

К  -  Ахс(х), а  == 1 , 2 , , р. (25)
Очевидно, что для расщеплений (8), (24) и (8), (25) Аа ф А*а , а  = 1,2, . . . , р ,  в отличие
от симметричного расщепления (8), (10). Различное задание операторов декомпозиции можно 
интерпретировать как задание различных граничных условий на границах подобластей.

Исследование устойчивости и сходимости векторных аддитивных схем декомпозиции обла­
сти (9), (13), (24) и (9), (13), (25) проводится на основе предварительного преобразования этих 
схем. Рассмотрим, например, схему (9), (13), (24), которая имеет вид

(Е + чтХаА)^ +1 ~ ^  + £ Х0АУ;  = 0, а  = 1,2 , . . .  ,р. (26)
Т  " /3=1

Определим функции t>" = А1/2у% и домножим каждое из уравнений (26) на А}!2 и перепишем 
(26)в виде

«П+1 _ «Я р _
(Е + <ттАа)-&------------------------------------а  + X) A0 v '/3 -  °> а  ~ i ,  2 , . . .  ,р, (27)

т 0=1

где теперь Аа = А1,2хаА1̂ 2 , причем Аа = (Аа)* > 0 . Схема (27) относится к классу схем,
Р ~

рассмотренных выше. В частности, аналогично (14) определим v  из Av — Aava . Тем
0=1

самым для схемы декомпозиции (26) под приближенным решением исходной задачи будем
р

понимать функцию у , для которой Ay -  Y* Хс,Ауа .
ск=1

Аналогичные соображения для схемы декомпозиции (9), (13), (25) приводят к схеме (27), в 
которой = А~1,2уJ и Аа — А~1/2хаА~1/2 , причем приближенное решение определяется по
наиболее простой формуле у  = Х<*Уа • Дальнейшее рассмотрение приводит к следующему

0=1утверждению.
Т е о р е м а  2. Векторные аддитивные схемы декомпозиции области (9), (13), (24) и (9), 

(13), (25) при а  > р/2 сходятся безусловно, а для погрешности верна оценка

1И*"+1|Ь < Щ т  + \h\2 + M2r  maxрх«||), (28)

г д е  D = А для схемы (9), (13), (24) и D — А~х для схемы (9), (13), (25).
Сравнивая (23) с (28) видим, что использование различных операторов декомпозиции по­

зволяет получить схемы, сходящиеся в различных нормах.
5. CxeMfat второго порядка по времени. В силу сильной зависимости точности рассмо­

тренных выше векторййх Схем первого порядка по времени от декомпозиции'области имеет 
смысл обратиться к схемам второго порядка по времени, Ограничимся исследованием про­
стейших трехслойных схем.

Для задачи (11), (12) с определением операторов декомпозиции, согласно (9), (10), будем
использовать схему• . • ‘ *».' Q.\ \ !

a g g g f l  +• ̂  tf" ■ -  *  + Т 1 + ± .  О, в - 1 , 2 .......(29)
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Схема (9), (10), (29) безусловно устойчива при а  > р/4.
Сформулируем соответствующую задачу для погрешности. Имеем

~ n - f l  _  yti-1 у П + 1  _  ОуП X  Р
^ _ « _  + (ГТ2Аа£«------ + = а  = 1 ,2 , . . . ,  р, (30)

/3=1

где теперь ф% = (un+1 -- un-1)/(2r) -f <rr2/i0(un+1 — 2ti" -f мп~1)/гг + Ли" , а  = 1, 2, . .  . ,т  
Аналогично (17) получим

д 2и
= стг2Ла —  + 0 (г2 + |Л|а), а  = 1, 2, . . .  ,р, (31т)

т. е. исходная задача аппроксимируется со вторым порядком по времени.
Для получения априорной оценки перепишем (30) в более удобных обозначениях. Положим 

v n+1 __ zn+i _|_ zn ? w n+i _  .̂n+i _ zn } так что w n+1 _  ^n+i _ g  новых обозначениях о

inn+i  4- «)" 1 p
+ * Л > « +1 -  < )  + i  E  4,(t£+l + -  (t0j+1 ~ wj})) = ra, «  = 1 ,2 , : . . ,P.

r>
Домножим при каждом a  = 1,2, . . .  ,p уравнение скалярно на Aa(w"+1 + w") = y4Q(v£+1 ~ 
и сложим их:

E ( A“« +1+ о *  < +1+ о +а Е ( 1 И « < +1и2 “ M ° < l l2)“а=1 а—1

4 ( ll Е  ̂ «С 'Г  - II £  А„< Г) + j(|| £  A ^ ' f  - II £  А0»:Г) = £ (« , + <))■
а=Х а=1 а=1 а=1

Принимая во внимание, что

Е ( С > ^ « +1 + о )  < i  E ( ^ a « +1 + o , < +i + о  + £ Е ( л ас , о ,
а=1 а=1 Z а=1

приходим к неравенству

£n+1<£" + J E ( ^ " » C ) ,  (32)
г  р

2 в=1
где

£” = ill Ё  +«■ £  1и.<и! - ill £  -А.СН’-
а=1 а=1 «г=1

С учетом || J2 ^.a^Sli2 < Р D Ра< ||г ПОЛуЧИМа=1 о=Х

£“ г  j l l E ' 4»< ll1 (зз)
4 а-1

при а  > р/4.
На основе (32), (33) и выражения для погрешности аппроксимации (31) при соответствую­

щем определении у* [17] получим искомую оценку для погрешности. А именно справедлива
Т е о р е м а  3. Векторная аддитивная схема декомпозиции области (9), (10), (29) при

а  > р/4 сходится безусловно, а для погрешности верна оценка

|jj4(zn+1 + zn)|| < (г2 + \h\2 + M2r 3max||Ax0||). (34)

Таким образом, построенная регионально-аддитивная схема второго порядка по времени 
при использовании декомпозиции без наложения подобластей имеет для точности оценку типа
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0 (т 2|Л|~3/2 + \h\2) • Такие схемы декомпозиции уже могут быть рекомендованы для практиче­
ского использования.

Зам е ча н и е .  Аналогично рассматриваются регионально-аддитивные схемы второго по­
рядка по времени с операторами декомпозидии (24), (25). Подобно теореме 2 сходимость уста­
навливается в Но , D — А и D = А '1 соответственно.

в. Обобщения. Среди возможных продолжений данной работы отметим наиболее прин­
ципиальные. Прежде всего это относится к рассмотрению задач типа (5), (6) с несамосопря­
женным оператором А. В этом случае операторы декомпозидии строятся на основе рассмо­
трения самосопряженной и кососимметричной части оператора А.

Отдельного внимания заслуживают схемы декомпозидии области для эволюционных урав­
нений второго порядка. Основой такого рассмотрения является теория трехслойных векторных 
аддитивных разностных схем.

Авторы выражают искреннюю благодарность В. Н. Абрашину за полезные обсуждения 
проблем использования векторных аддитивных схем.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных иссле­
дований (проект 93 — 012 — 801).
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