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РЕГУЛЯРИЗОВАННЫЕ ТРЕХСЛОЙНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ 
С НЕСАМОСОПРЯЖЕННЫМИ ОПЕРАТОРАМИ

Теория регуляризации разностных схем [1] позволяет улучшить каче­
ство разностных схем за счет введения регуляризирующих операторов. 
В работах [2, 3] теория регуляризации применяется для построения р а з ­
ностных схем для неустойчивых эволюционных задач. Двухслойные р аз ­
ностные схемы рассматриваются в [2 ] (задача  с обратным временем 
для параболических уравнений), в [3 ]—трехслойные разностные схемы 
(задача  Коши для эллиптических уравнений). Д л я  некорректных задач 
математической физики используются p-устойчивые разностные схемы 
с р >  1 (допускается ограниченный рост решения).

Основные результаты получены (см. [1—3])  для разностных схем 
с самосопряженными разностными операторами. Сформулированы соот­
ветствующие необходимые и достаточные условия устойчивости регуля- 
ризованных разностных схем. Д л я  разностных схем с несамосопряжен­
ными операторами в теории разностных схем [4] необходимые и достаточ­
ные условия двухслойных разностных схем получены в случае, когда один 
из разностных операторов является самосопряженным и положительным. 
Окончательные результаты установлены такж е в случае схем с весами. 
Р яд  результатов по устойчивости трехслойных разностных схем с несамо­
сопряженными операторами приведен в [4 ,5 ] .

В [6 ] теория регуляризации развивается для двухслойных разностных 
схем с несамосопряженными операторами. Рассматриваются разностные 
схемы для корректной и некорректной краевых задач с различными (само­
сопряженными и несамосопряженными) регуляризаторами. Достаточные 
условия p-устойчивости получены на основе энергетического тождества 
при определенном условии подчинения кососимметричной составляющей 
разностного оператора. В настоящей работе аналогичные регуляризо- 
ванные схемы строятся для  трехслойных разностных схем. Рассматри­
ваются две модельные задачи: корректная — для уравнения колебаний 
с несамосопряженным эллиптическим оператором и некорректная — 
для  эллиптического уравнения.

1. Краевые задачи. Обозначим через Q ограниченную область т- 
мерного пространства R m с достаточно гладкой границей 6 Q. В R mX. 
X  {— оо < t<C. оо } рассмотрим ограниченный цилиндр

Q = { ( x ,  O l x e Q ,  0 < / < 7 ' } ,  Т >  О, 
где х =  (xi,  хг, ■■■ , х т), с боковой поверхностью

Г =  {(х,  t) U < E E E (9 Q , 0 < t < T } .

Определим для ^ e S !  равномерно эллиптический оператор

с достаточно гладкими коэффициентами ац(х)  =c i j i (x ) , а ,(х) ,  х е й .
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Будем рассматривать две краевые задачи. Пусть и(х,  t) удовлетворяет 
уравнению

д 2и
~ d F

+  Lu — 0, (x , t ) < = Q , ( 1.2 )

граничным условиям

u ( x , t ) =  0, ( х , 1 ) е Г ,  (1.3)

при заданных начальных условиях

и(х ,  0) =<р(х),  х е Й ,  (1-4)

ди
dt (х,  0 ) =  -ф(л:), (1-5)

З а д а ч а  (1.1) — (1.5) есть обычная (корректная) краевая задача  для 
уравнения колебаний с несамосопряженным эллиптическим оператором L. 
В некорректной задаче (задача  Коши для эллиптического уравнения) 
ищется решение уравнения

- ~ - L u  =  0, ( x , i ) e Q ,  (1.6)
dt

дополненного краевыми и начальными условиями (1.3) — (1-5). Некор­
ректность задачи (1.3) — (1.6) обусловлена [7] неустойчивостью решения 
относительно малых изменений начальных условий (функций ф(х) ,  ty(x) 
В (1.4), (1 .5)) .

Обычным образом (см. [8 ])  от дифференциального оператора L, 
определенного по ( 1. 1) с учетом (1.3), перейдем к сеточному оператору Л. 
Н а сетке т  определим пространство сеточных функций / / = 1 2(«л) со 
скалярным произведением

(у, z) =  £  y{x ) z ( x ) h \ hz . . . hm.
*е= (О»,

В Я  оператор Л положителен ( Л >  0) и представим в виде суммы само­
сопряженного и кососимметричного операторов

Л =  Л 0 +  А ь (1.7)

где

А о = ~  (Л +  Л*), Ai =  (Л — Л*), (1.8)

причем Л о =  Л о > 0 ,  Л 1 =  — At-
Будем считать, что для  кососимметричного оператора Ai выполнено 

условие подчинения

1|Л|г/||2^ с ( Л 0г/, у)  (1.9)

с постоянной с , которая не зависит от шагов сетки coft. Д л я  эллиптических
операторов ( 1. 1) с самосопряженной главной частью оператор Ai связан
с аппроксимацией слагаемых с первыми производными.

С учетом введенных обозначений от задачи (1.1) — (1.5) придем к сле­
дующей дифференциально-разностной задаче. Решение определяется 
из уравнения

d 2y
dt

+  Ai/ =  0 , ( 1. 10)

дополненного начальными условиями

у ( х ,  0 ) = ф ( х ) , Ш ( й ( , ( 1-11)
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(х,  0 ) =т |з(х),  / е ш * .  ( 1. 12)

Аналогично для неустойчивой задачи (1.3) — (1.6) получим уравнение

- ^ Г - А у  =  0 (1.13)

с начальными условиями (1.11), (1.12). Д ля того чтобы от (1.10) — (1-12) 
и ( 1. 11), ( 1.12) перейти к соответствующим разностным схемам, введем 
по переменной t равномерную сетку

(0т= { Л /  =  пт, п =  0, 1, ... N, N r — Т]

с шагом т >  0 .
2 . Регуляризованные трехслойные разностные схемы. Рассмотрим 

корректную начально-краевую задачу для уравнения - колебаний. Регу­
ляризованные разностные схемы для задачи ( 1. 10) — ( 1. 12) построим на 
основе явной симметричной схемы

У.1+ —  2^ п +  Уn~ l + A y n =  0t „ = 1, 2 , ... . ( 2 . 1)
т

Трехслойные схемы имеют [4 ,8]  канонический вид

В 1 + т 2/? У *+ 1Г2Уп +  У"^1_ + А у п=  0,
1% j

« = 1, 2 , . . . ,  (2 .2 )

при заданных у 0(х) = у ( х ) , у \ ( х ) ,  x<=oih. Схема (2.1) записывается в ка ­
ноническом виде (2 .2 ) с

В =  0. /? =  Д - £ ,  А — А, (2.3)
т

где Е  — единичный оператор. В данной работе сеточные операторы 5, 
R и А в (2.2) предполагаются постоянными (не зависящими от п).

Обозначим через £ £ >  0 регуляризирующий сеточный оператор, и пусть 
а >  0 — параметр регуляризации (возмущения). Регуляризованную 
схему для  (2.3) запишем в виде

(Е  +  аЖ ) У.?+1~ 2Ч £ ^ 1Ь = \  - \-А уп — 0. (2.4)
т

Выбор регуляризатора ?Л =  К соответствует использованию обычной 
схемы с весами. Заслуж ивает  внимания выбор J f = A o ,  при котором R =  R*.

Д л я  каждого п =  1, 2, ... определим вектор Y’l=  \у„.  i, у п). Обозначим 
через Н 2 прямую сумму пространств Н: Н2 =  Н@Н.  Д л я  векторов Y =
— [ у \  У2} сложение и умножение в И2 определяется покоординатно, а ска­
лярное произведение

(К, V) =  ( y ' , v l ) +  ( y \ v * ) .

Д л я  разностной схемы (2.2) с R =  R * >  0, A — A*, 4 R — A ^ 0  определим 
норму в #£ выражением || Yn\\D =  ( (D Yn, Yn) ) |/2, где

( D Y n, Yn) =  ——  \\yn-\-yn_ i  | | |  -f- ||y„ — y„ 11|| (i/4)4 , (2.5)

а норма в HA определяется обычным образом: ||у\\1 =  (Ау,  у).
Трехслойная схема (2.2) записывается в виде двухслойной схемы [4]:

КЯ+1= 5 У " ,  (2 .6 )
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где S — матрица ( S = ( S ap)) с элементами

S n  = 0 ,  Si2 =  E,  S 2i =  — B r lB 0, S 22 = — 5 2_15 i ,  (2.7)

Bo =  R ~  B l = A - 2 R ,  B 2 =  R + - ^ ~ .  (2.8)

Н а основе (2.6) в [4] получены необходимые и достаточные условия при
самосопряженных операторах А и R.

Рассмотрим регуляризованную схему (2.4) в случае, когда А ф А *, а ре- 
гуляризатор .5? самосопряжен и положителен. Это соответствует тому, 
что в схеме (2 .2 )

R =  R * >  0, А =  А 0 +  А и Л0=  - i -  ( Л + Л * ) = Л о > 0 .  (2.9)

Обозначим через Do оператор, определяемый согласно (2.5),  где Л заме­
нено Ао-

Т е о р е м а  1. Д л я  разностной схемы (2.2), (2.9) при выполнении  
неравенств

/ ? >  А, Д > 0 ,  р > 0 ,  (2.10)

- Ь - В + т 2Я > е £ ,  е >  0 , (2 . 11)

ы выполнении условия  подчиненности

\\Ai y \\2^ c ( A o y , y )  ( 2 . 12 )

справедлива априорная оценка

1|Гг+ !! и -  ( 1 + т ( - £ -  l l ^ i - v  (2.13)

При выполнении (2.9) схему \'сМ) можно записать и зиде двухслой­
ной схемы

Г"+ 1 =  SqY'1 +  Ф”. (2.14)
Здесь аналогично (2.6) компоненты Матрицы So определяются по форму­
лам (2.7),  (2.8), где Л заменено Л 0. Аналогично (2.5) определяется норма 
в HDo. Д л я  вектора ф" имеем

ф " = { 0 ,  - В Г 1А 1Уя). (2.15)

Используя неравенство треугольника, из (2.14) получим

ll Yn+I ||о0=  | |5о^л| |в„+  IIФ"IId3- (2.16)

Доказательство оценки устойчивости (2.13) основано на том, что при сфор­
мулированных предположениях (2.9), (2.10) справедлива оценка

Ц 5 о П к < 1 1 П к -  (2.17)
Д ля  последнего слагаемого в (2.16) с учетом (2.15) и (2.5) получим

1|ФЛ||В„ =  - ^ I | S 2- 1U„ | |40 +  | |S 2- | ^ I U - (1/4M0= | | S 2- 1U„|U, (2.18)

где v n— A i y n. При выполнении (2.11) имеет место (см., например, [5]) 
оценка

(2.19)

Принимая во внимание условие подчиненности (2.12), из (2.18),  (2.19) 
получим

| | Ф 1 По< т ( с / е ) ‘/ 2| Ы к .  (2.20)
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При выполнении первого неравенства (2.10) справедлива [4] оценка

' ( 2 .2 1 )

Подстановка (2.17), (2.11) в (2.16) дает искомую оценку (2.13) р-устой- 
чивости разностной схемы (2.2), (2.9).

С л е д с т в и е  1. Д л я  регуляризованной схемы (2.4) с ^  — Ао при 
а ^ ( 1 + р ) т 2/4  и выполнении условия  подчиненности (1.9) справедлива  
оценка

II Yn+l \\o = ( i + t ( c - ^ ) 1/2)  || Н к ,  (2 .22 )

причем  Л 0= Л 0.
В данном случае R =  t ~ 2( E - \ -аА0) и неравенство (2.10) будет, оче­

видно, выполнено при а  2=; (1 +  Р )т2/4 ,  а в неравенстве (2.11) при любых 
а  2^0 можно взять е =  1. Неравенство (2.13) переписывается в виде (2.22).

С л е д с т в и е  2. При выполнении (1.9) и выборе ё% =  Ло для  разност­
ной схемы (2.4) имеет место (2.22), если

-Т.41 1 ± Р ) .'  . (2.23)
64

Здесь снова можно взять е = 1  в неравенстве (2.11), а неравенство 
(2 .10) преобразуется следующим образом:

т 2 ( я - - ! ± £ - Л )  = Е  +  а М -  т 2 ( 1 + Р )  Ар —
4

^ ( 1 + Р ) Л 2 , / ,  т4(1 +  р ) 2 '
64а £ > 0 .

Отсюда и следует оценка (2.23) для параметра регуляризации а.
Тем самым, основываясь на теореме 1 при условии подчиненности

(1.9),  доказана устойчивость регуляризованных разностных схем (2.4) 
с регуляризаторами 3 i =  А0 и5? =  Ло. Д ля двухслойных разностных схем 
(см. [6 ] )  аналогичные результаты получены и при выборе.9? =  Л , ^  =  Л 2.

3. Регуляризованные разностные схемы для эллиптической задачи
Коши. Используем принцип регуляризации разностных схем для построе­
ния разностных схем для некорректной задачи (1.11) — (1.13). Соответ­
ствующая явная разностная схема для ( 1.11) — (1.13) имеет вид

Уп±11- 2 у п ± У п - 1_ _ д  0; П— \, 2, ... (3.1)
т

Схема (3.1) записывается в каноническом виде (2.2) с

6  =  0, R = ~ E ,  А = — А, (3.2)
т

т. е. А — А* СО.
Регуляризованная схема для (3.2), (2.2) имеет канонический вид

(2 .2 ) с
• 5  =  0, R =  —5-  (Е +  а Щ ,  А —- — Л. (3.3)

т

Схемы (2.2), (3.2) и (2.2),  (3.3) характеризуются тем, что оператор А 
отрицателен. Для того чтобы максимально учесть чту специфику, вместо 
канонической формы (2 .2 ) используем запись трехслойной схемы в виде

В У " + ' - У п - 1 + т 2̂  Уп+1— 2уп +  у п - 1  _ А ,уп =  0 ' (3 4 )

п =  1, 2 , ...
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Пусть операторы разностной схемы (3.4) удовлетворяют условиям

R =  R * >  0, А '  =  А'0+ А 'и  А'0= 0. (3.5)

Д окаж ем  следующее утверждение.
Т е о р е м а  2. Д л я  разностной схемы (3.4), (3.5) с B =  B * ^ z 0 при 

выполнении неравенства

Л о ^ур А 'о  (3-6)
J

при  v >  0 и р >  1, где

Л о =  +  ( р - 1 ) 2Я -рЛ & , (3.7)

неравенства (2.11) и условия  подчиненности

\ \ А Ы 2< с ( А & У )  (3.8)
справедлива оценка

/  1 /  С  \  \
11̂ + | Ь с= ( р +  - у - ( 2 — )  т)  II "̂11/5.. <3-9 )

а квадратичная форма ( D0Yn, У") с Yn =  { у у п) определяется вы ра­
жением

(D aYn, У») =  J L  
4

1 , !|2—  Уп-\~Уп-1 j j д0 -f- ----Уп Уп— 1
р

R — (1/4) До» (3.10)

причем

r = - £ ~ - b + - 2 - ± L r . (3.11)

Доказательство основано на оценке p-устойчивости разностной схемы 
с самосопряженными операторами. Запишем схему (3.4) с несамосопря­
женным оператором А '  б виде

р  Уп~\- 1 У  п ! . 2 Г} У  п - \ - 1 ^ У п ~ \ ~ У п —  1 |
2т -Г т А ^  ■+-

- \-А уп =  ф„, гс= 1, 2........  (3-12)

где Л =  — А о, а Ф„ =  Л|у„. Необходимым и достаточным условием р-устой- 
чивости схемы (3.12) в Яй„, где оператор D0 определяется аналогично
(3.10), при R> 0 являются [4 ,8 ,9 ]  операторные неравенства

A = - ^ - B + ( f , - l ) 2R +  PA ^ 0 ,  (3.13)

4 R - A =  р2~ —  B + ( f > + l ) 2R - p A ^ 0 ,  (3.14)

J L ^ P L ± L b + ( 92- \ )R > Q .  (3.15)

Д ля  схемы (3.4), (3.5) с учетом введенных обозначений неравенства 
(3.14), (3.15) с очевидностью выполняются. Принимая во внимание нера­
венство (3.6), приходим к выводу о справедливости и (3.13). Как и при 
доказательстве теоремы 1, запишем схему (3.4), (3.5) с учетом (3.12) 
в виде

y n+ 1= s 0yr“ + o " ,  (3.16)'
10. Дифференциальные уравнения №  7 1249



где
Ф” =  {0, B T ' A \ y n}. (3.17)

Аналогично (2.16), (2.17) имеем

II к » + , | и = Р ||У"||Л + | |Ф " 1 и (3.18)
С учетом (3.10),  (3.17) непосредственно получаем

( 3 .1 9 )

где определяется согласно (2.8). Нетрудно показать, что аналогично
(2.19) при выполнении (2.11) имеет место оценка

Действительно, при р >  1 и выполнении (3.20) в силу (2 . 11) получим

Принимая во внимание условие подчиненности (3.8),  из (3.19), (3.20) 
имеем

При выполнении неравенства 4/?^г ( 1 + р )Л о ,  Р >  0, аналогично (2.21) 
справедлива оценка

Это неравенство для р >  1 и А < 0 будет выполнено при всех 0 < р ^ 1 -  
Поэтому в оценке (3.23) можно взять р = 1 .  Подставляя (3.21) — (3.23) 
в (3.18), получаем априорную оценку

загрубляя которую и приходим к (3.9).
Воспользуемся теоремой 2 для того, чтобы установить р-устойчивость 

регуляризованной разностной схемы (2.2), (3.3). Она записывается в виде 
(3.4),  (3.5) при А '  =  А.

С л е д с т в и е  1. Д л я  регуляризованной разностной схемы (2.2),
(3.3) с ^  =  Ао справедлива оценка устойчивости (3.9) с 8 = 1  при

\ \ В Г 1у\ \2й ^ (3.20)

(3.21)

Из неравенства (3.6) следует

И*/лНд0^а 11УлИд0. (3 .2 2 )
YP

(3 .2 3 )

Д ля  схемы (3.4),  (3.5) с учетом (3.13), (3.14) получим

4 R - ( 1 +  р ) А  =  (1 — р) - £ ^ 1  В +

+  ( ( р + 1 ) 2- Р ( р - 1 ) 2) Я - ( 1 - Р ) тЛ > 0 .

II ' II*. =  (Р  +  - j -  (Р2+  1) 1/ 2р - 2( ^ - ) ‘/ 2т)  II Щ 5о,

(3 .2 4 )
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--Чт ^  ■; • (3-26)

Д л я  регуляризованной схемы (2.2), (3.3) величину е в неравенстве
(2.11) можно взять равной 1. Неравенство (3.6) при ,^?=Ао для схемы
(3.3) принимает вид

т2(р — 1)2(£' +  а Л 0) — рЛо>ур До.
Это неравенство заведомо выполняется при параметре регуляризации а,  
удовлетворяющем условию (3.24).

Неравенство (3.24) можно использовать для оценки величины р при 
заданном параметре регуляризации. В [3] доказано, что неравенство

( р - 1 ) 2Х - т 2р > 0

для положительных х, т и р >  1 выполнено при

Р > е х р ( х ~ 1/ 2т).
Поэтому неравенство (3.24) будет выполнено при

р =  е х р ( (а / (1  + Y ) ) _ i / 2t ) .  (3.25)

С л е д с т в и е  2. Д л я  регуляризованной разностной схемы (2.2),
(3.3) с?Л =  к \  справедлива оценка устойчивости (3.9) с е = 1  при

( l + Y ) V p 2

4 ( р — 1)‘
В этом случае неравенство (3.6) преобразуется следующим образом:

F I ( }+ 7 ) р т 2 * / 1/2 * ( 1 + У ) р т 2 р \ 2
£  +  а Л « -  2сс1 /г(р — 1) г /  +

+  Л _  ( 1+ у ) У У  \ Е > 0
\  4 а (р — 1) )

Отсюда получаем оценку (3.26) для а.  Аналогично (3.25) при заданном
а  p -устойчивость (оценка (3.9)) имеет место при

р =  ехр(( (1 +  v) /2 )  1/ 2а ~ 1/ 4т ) . (3.27)

Оценки р-устойчивости (3.9), (3.25), (3.27) согласуются с оценками, 
которые получены (см. [3]) для самосопряженных сеточных операторов 
^ и  А.
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