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АННОТАЦИЯ

Дается обзор численных методов решения задач тепло- и 
маосопереноса при фазовых превращениях твердое тело-жидкость, 
Математическая модель базируется на описании тепловых полей на 
основе стандартного приближения Стефана для описания фазового 
перехода и уравнений Навье-Стокса в приближении Буссинеска для 
конвективных течений расплава. Рассматриваются два основных 
подхода к решению таких задач со свободной границей. Первый из 
них связан с использованием методов с выделением свободной гра­
ницы, второй - методов сквозного счета. Методы сквозного счета 
для описания гидродинамических процессов в переменной расчетной 
области строятся на основе различных вариантов метода штрафа.

ABSTRACT
*

A review of numerical methods for the solution of heat and 
mass transfer problems with solid/liquid phase change is 
presented. The mathematical model for the description of a 
thermal field includes Stefan's approximation for the evaluation 
of phase change and the Navier-Stokes equations in the 
Boussinesq approximation for the convective flows of a melt. Two 
basic approaches for the solution of these problems with a free 
boundary Сphase change interface) are considered. The first is 
connected with free boundary-fitting algorithms, the second - 
with free boundary-smearing methods. The free boundary-smearing 
methods for the investigation of hydrodynamical phenomena in a 
varying calculation domain are based on various modifications of 
a penalty method.
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Обозначения

С - удельная теплоемкость; 
h -  энтальпия;
К -  теплопроводность;
К - проницаемооть пористой среды;
L - энтальпия фазового перехода;
Р - давление;
5 - источниковый член в уравнениях переноса; 
t - время;
Г - температура;
Т* - температура фазового перехода;
V =  CtA,U,UL> -  скорость;
Cx,y>z> - декартовы координаты;

а - тензор скоростей деформаций;
А - оператор Лапласа;
е - параметр продолжения в методе фиктивных областей;
М, г у - коэффициенты динамической, объемной и кинематической 

вязкости; ч 
р - плотность;
Ф - доля твердой фазы; 
у - функция тока; 
о) - вихрь скорости;

индексы:

ef - индекс для эффективной величины; 
s, 1 - индексы твердой и жидкой фаз; 
п - индекс нормальной составляющей.
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1. ВВЕДЕНИЕ
*

Современный уровень развития вычислительной техники и чис­
ленных методов позволяет более детально исследовать многие физи­
ческие и технолОгичеокие процессы и явления. В последние годы 
непрерывно возрастает число работ, посвященных разработке чис­
ленных методов для сопряженных задач тепло- и массопереноса при 
фазовом переходе жидкость-твердое тело с учетом конвекции в 
жидкой фазе и овободной границей между фазами' Соответственно 
возрастает и число работ, посвященных численному моделированию 
физических и технологических процессов, при которых встречаются 
указанные выше явления.

Раньше всего к проблемам численного моделирования фазовых 
переходов с учетом конвекции обратились при изучении металлурги­
ческих процессов. При затвердевании или плавлении относительно 
больших объемов металлов и сплавов роль ковекции в жидкой фазе 
становится существенной С 1,23. В настоящее время такие задачи 
приходится решать при анализе литья и плавления металлов, выра­
щивания кристаллов, аккумулирования энергии, лазерной обработки 
металлов, замораживания пищевых продуктов, получения пластмасс, 
в геологии и т.д.

Естественно, огромное количество опубликованных работ в 
данной области требует осмысления, анализа и классификации. Все 
чаще появляются обзоры литературы по данной тематике. В работе 
Basu и Date [31, преимущественно с физической точки зрения, 
обсуждаются формулировки и классификации задач затвердевания и 
плавления с учетом и без учета конвекции. Voller с соавторами 
проанализировали в [43 англоязычную литературу по методам своз- 
ного счета для численного решения задач фазового перехода без 
учета конвекции. Периодически обзоры литературы по математичес­
кому моделированию и экспериментальному исследованию задач крис­
таллизации публикует Viskanta Сем., например, Е51). В обзорной 
работе Kannari о соавторами [6] обсуждаются методологические 
проблемы моделирования процессов кристаллизации, а также качес­
тво и возможности существующего программного обеспечения для 
решения задач такого типа.

Целью настоящей работы является обсуждение основных подхо­
дов к численному решению задач фазового перехода с учетом кон­
векции на основе современного уровня развития методов прикладной

/
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и вычислительной математики. Делается попытка анализа всех осно­
вных работ в данном направлении, в том числе и на русском языке, 
которые практически не цитируются в англоязычной литературе, 
большой интерес представляет и обзор примеров использования 
таких математических моделей при изучении конкретных практичес­
ких задач.

При исследовании конвективно-диффузионных процессов с уче­
том фазовых превращений жидкость-твердое тело в качестве основ­
ных приняты следующие предположения:
- используется обычное параболическое уравнение теплопроводнос­
ти, базирующееся на законе Фурье;

- для чистых материалов на границе раздела фаз выполняется уоло- 
вие Стефана, а для сплавов и солей используются простейшие 
макроскопические модели двухфазной зоны;

- естественная и/или концентрационная конвекция в жидкой фазе 
рассматривается на основе уравнений Навье-Стокса в приближении 
Буссинеска для ламинарных течений;

- изменение плотности при фазовом переходе незначительно;
- течение в двухфазной зоне рассматривается в рамках простейших 
макроскопических уравнений, например, на основе приближения 
Дарси-Буссинеска для пористой среды.

Отметим, что рассматриваемые сопряженные задачи тепло- и 
массопереноса с фазовыми переходами являются существенно нели­
нейными. Во-первых, нелинейность обусловлена конвективными чле­
нами в уравнениях движения и энергии. Во-вторых, естественно 
учитывать зависимость теплофизических характеристик материалов 
от температуры. Третий тип нелинейности в рассматриваемых зада­
чах обусловлен фазовым переходом, наличением свободной Сзавися­
щей от решения) границы между фазами. Трудности, связанные с 
конвективными членами в уравнениях движения и зависимостью парат 
метров от температуры, являются стандартными для задач 
конвективного тепло- и массопереноса. Они широко обсуждаются в 
литературе по вычислительной гидродинамике и тепломассообмену 
Сем., например, Е7-1Ш и здесь рассматриваться не будут.

Настоящая работа имеет следующую структуру. Во втором раз­
деле приводятся основные уравнения рассматриваемых проблем 
тепло- и массопереноса при фазовых превращениях. В третьей части 
работы коротко напоминаются основные. подходы к численному реше­
нию чисто тепловых задач затвердевания и плавления. В четвертой
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разделе обсуждаются численные методы, основанные на явном выде­
лении границы фазового перехода при решении задач фазового пере­
хода с учетом конвекции и отмечаются работы, где эти методы 
применяются для решения конкретных практических задач. В пятом 
разделе обсуждаются численные методы сквозного счета для системы 
твердое тело/расплав и также приводятся примеры их применения,

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Рассматриваемые уравнения тепло- и массопереноса при фазо­
вом переходе liquidus-solidus базируются на законах сохранения 
энергии, массы и количества движения £12]. Здесь и далее будем 
говорить о затвердевании, имея в виду, что численные методы для 
задач затвердевания и плавления не отличаются друг от друга. 
Естественно, необходимы и соответствующие предпосылки относите­
льно массовой доли примеси при моделировании затвердевания/плав­
ления сплавов. Будем считать, в частности, что чистые материалы 
затвердевают при фиксированной температуре Т=Т* и при этом суще­
ствует гладкая граница ГСО раздела твердой и жидкой фаз. Для 
сплавов и солей характерно затвердевание в интервале температур 
и существование двухфазной зоны.

2.1* Уравнение энергии

Распределение температуры в твердой фазе описывается обыч­
ным уравнением теплопроводности:

f>Cs Ц* = div(ksgrai ТSJ> + Sj ' С2.13

В достаточно общей форме уравнения распределения температуры в 
нетвердой (жидкой или твердожидкой двухфазной зонах) с учетом 
кондуктивного и конвективного теплообмена записывается в виде:

Р°1 [ ЭГ + бегают,) = divO^grad V  + 5j С2.23

В случае затвердевания чистых материалов на границе раздела фаз 
ГСО температура постоянна:
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ГгЪ = ( Cx.y.zJ | T(x,у,z, О = Г* ; ' С2.3)

На границе фазового перехода ГС О  удовлетворяются обычные усло­
вия Стефана Снепрерывность температуры и скачок теплового пото­
ка, пропорциональный скорости движения границы):

[ Т 1 = О, Cx.y.z.) € Г СО, С2.4)

[ M ^ ] = " P LV,n’ е ГСО С2.5)

Здесь через [?] обозначен скачок величины <р при переходе ГСО со 
стороны твердой в жидкую фазу. Отметим, что условия С2.4) и 
С2.5) могут быть учтены в источниковом члене и тогда вместо 
уравнений С2.D-C2.5) можно во всей расчетной области рассматри­
вать одно уравнение:

рС f + Cv.grocDT ] = divCk grad D  + S* C2.6)

*
При этом естественно положить v s 0 в твердой фазе, Уравнение 
С2.6) используется для изучения затвердевания как чистых матери­
алов, так и сплавов и солей - при этом следует определить подхо­
дящим образом 5*. Остановимся на этом более подробно и заодно 
продемонстрируем возможность записать уравнение энергии с испо­
льзованием эффективной теплоемкости.

В работах Е13-153 показано, что в случае затвердевания 
чистых материалов Ст.е. решения задачи Стефана) условия 
(2.4)*42.5) эквивалентны выбору источнйкового члена S* в  ̂виде 
S* = ST - pL6(T-T*)§ff-, где через ST обозначены источники* не 
связанные с выделением скрытой теплоты кристаллизации. В случае 
затвердевания сплавов источниковый член S* может быть представ-ш  m jATf
лен в виде S -  S -  p i Сем. ? например, [13), После этого 
уравнение С2.6) переписывается как:

рСе/ [ + CvygraxDT ] = diuCfc grad Т) + ST С2.7)

где:
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С + L6CT-T*} для чистых металлов, 

С + L 2 ^- для сплавов.
(2.8)

Численное решение уравнения с дельта-функцией требует раз­

работки специальных подходов, поэтому во многих случаях уравне­
ние С2.7) преобразуется введением энтальпии h к виду:

Обсуждению преимуществ и недостатков вышеуказанных формули­
ровок уравнения энергии С в основном для чисто тепловых задач.), а 
также примерам их использования, посвящено большое число работ. 
Влияние различных способов "размазывания" разрыва энтальпии в 
уравнениях С2.9)-С2.11) на точность получаемого решения исследо-

*
вано, в частности» в работе [16]. 6 данной статье мы не будем 
касаться этой тематики, отсылая читателя за подробностями к 
обстоятельному обзору Е41.

ния расплава. Уравнения Навье-Стокса, описывающие ламинарные 
течения, имеют вид:

р£ + (y tgrad)h J = divCk grad TJ> + ST (2.9)

где:

T
C2.10)

0
T

T

(2.11)

2.2* Уравнения импульса и неразрывности

Рассмотрим теперь используемые модели конвективного двихе-

+ dtvCpwJ) =

- 2divCjucrJ) - grad P' -  g r a d Jdtwj + Sv C2.12)



ff- + divCpvJ = 0

1 0

(2.13)

В большинстве работ по численному моделированию фазового перехо­
да с учетом конвекции движение расплава рассматривается в приб­
лижении Буссинеска для вязкой несжимаемой жидкости. В этом слу­
чае имеем:

+ (Y,gracDv =

* " -4 grad Р + divCv grad у) + Sv (2.14)

div v = 0 ' (2.IS)

В вычислительной гидродинамике [7-11] для решения двумерных 
задач вместо формулировки уравнений Навье-Стокса С2.Н)-С2.15) в 
естественных переменных чаще используются уравнения в терминах 
функция тока - завихренность Су>,ю):

+ Cv,gracDw = dtvCv grad wi> + S*0 C2.16)

Ayf = - to * C2.17)

где - Q в rot v, Q = C0,0,&0, у = rot Ф , Ф = CO,0,yO. В отде­
льных случаях используется одно уравнение четвертого порядка для 
функции тока у:

+ ( у*grad)top - divCv grad top) + (2.18)

Вычислительные аспекты использования различных формулировок 
уравнений Навье-Стокса подробно обсуждаются в литературе Сем., 
например, [7-11,17,183).

Подробного обсуждения заслуживают модели движения в двухфа­
зной зоне. Простейшая модель, которая широко используется во 
многих работах, основана на теш, что возникающая при затвердева­
нии сплавов двухфазная зона трактуется как пористая среда. В 
простейшем случае для описания движения может использоваться 
обычное приближение Дарси-Буссинеска. В таких моделях основное 
внимание должно уделятся установлению -зависимости коэффициента
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фильтрации такой пористой среды от доли примеси.
Для удобства иэложенния будем обсуждать в последующих час­

тях работы численные методы применительно к модельной задаче о 
затвердевании металла Сили оплава) в охлаждаемой сбоку прямоуго­
льной полости с теплоизолированными верхним и нижним основания­
ми., Эта ситуация схематично отображена на рис.1.

У

д Г / д у =0 ГКО г*со

Рис. 1

Естественно, что в случае классической задачи Стефана Счис­
то тепловая задача) существует только одна плоская граница 
ГСО=ГвСО между фазами. Отклонение от этой границы является 
мерой влияния конвекции в расплаве на процессы теплоцереноса.

/
3. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

С ФАЗОВЫМИ ПЕРЕХОДАМИ

Задача Стефана являетоя предметом многих исследований 
[15,20-22]. Она допускает аналитическое решение только в отдель­
ных сильно упрощенных случаях Сем. г например, [13,231), поэтому 
в подавляющем числе случаев задачи типа Стефана решаются числен­
но. Наиболее общее деление численных методов для решподоб­
ных задач со свободной Снеизвеотной) границей [243 связано с 
использованием двух классов методов. Прежде всего различают 
методы с выделением границы раздела фаз Синогда их называют 
variable domain methods). Второй класс образуют методы без выде­
ления зтой границы Сили методы сквозного счета, называемые еще 
fixed domain methods, по терминологии работ [3,41).
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3.1. Методы с выделением границы раздела фаз

К данной группе относятся методы, в которых положение сво­
бодной границы отслеживается на каждом временном слое. С этой 
целью попользуются сеточные методы, в который свободная граница 
определяется положением соответствующих узлов Сиспользуются 
согласованные сетки, динамические сетки). Поэтому в этой группе 
используются методы с переменным шагом сетки по пространству.

В одномерных задачах адаптация к границе раздела фаз может 
осуществляется и за счет использования переменного шага по вре­
мени. Такой подход к использованию переменных шагов по времени 
Словля фронта в узле пространственной сетки) предложен в работе 
[25,263. Следует отметить, что хотя этот подход использовался 
многократно при решении одномерных задач, к многомерным задачам 
он неприменим.

Широкое распространение получили так называемые методы 
выпрямления фронта, когда используется динамическая сетка посто­
янной структуры с закреплением узлов на границе раздела фаз. Для 
задач типа Стефана такой подход предлжен в работах С27,28]. Из 
более поздних работ отметим работу [293, где такой подход приме- - 
няется для численного решения двумерных задач. Кроме того в этой 
работе для повышения точности расчетов используется современная 
методика адаптации сетки.

Особенностью задач типа Стефана являются неоднородные усло­
вия сопряжения (2.3)42.5). Для их более точного выполнения при 
приближенном решении квазистационарной задачи Стефана разработан 
численный метод, базирующийся на использовании теории потенциа­
ла простого слоя [30,313. Более подробный обзор литературы, 
посвященный методам этой группы, помимо отмеченных выше работ, 
можно найти в [323.

3.2. Методы без выделения границы раздела фаз

Поскольку для многомерных задач с фазовым переходом исполь­
зование численных методов с явным выделением границы раздела фаз 
во многих случаях связано с алгоритмическими сложностями и боль­
шими вычислительными затратами, то широкое распространение при 
решении таких задач получили методы сквозного счета. Начиная с 
работ Самарского и Моисеенко £331 и Будака с соавторами 1343 для
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температурной формулировки и о работы С 353 для энтальпийной 
формулировки, было разработано и использовано множество вариан­
тов метода сквозного очета чисто тепловых задач с фазовым пере­
ходом. Суть предложенного в работе [333 метода сквозного счета 
для решения задачи Стефана состоит в следующем. Вместо уравнения

рСС + L 6 C T - 1 = div(k grad П  СЗ.1J

*
решается уравнение

р£ - divCk grad 7) СЗ.Ю

Сглаженная теплоемкость С выбирается из условия сохранения тепла 
на некотором интервале:

т?т) ' т$7?
Гсс + L6CT-T*»  сГГ = Г Ь с т ж  СЗ. 3)

Ш  ̂ '
Т-7? ' „ Т-т?

Например, можно положить

£ = С + ^  СЗ. 4)

Более детальное обсуждение этого метода, в частности, обос­
нование выбора величины т? в СЗ.4), другие аппрокдимационные 
зависимости для можно посмотреть в £33]. Заметим также, что 
некоторые варианты энтальпийной формулировки задачи Стефана 
практически эквивалентны методу из [333 - см., например, обзор­
ную работу [33, стр.182. Более подробное обсуждение англоязычной 

литературы по методам сквозного счета имеется в упомянутом выше 
обзоре [43.

4. РАСЧЕТ ФАЗОВОГО ПЕРЕХОДА С УЧЕТОМ КОНВЕКЦИИ.
МЕТОДЫ С ВЫДЕЛЕНИЕМ ГРАНИЦЫ ФАЗОВОГО ПЕРЕХОДА

Для удобства методы этой группы условно разобьем на не­
сколько подгрупп. К первой из них отнесем методы преобразования
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исследуемой нерегулярной области с использованием новых незави­
симых переменных в регулярную с последующей дискретизацией пре­
образованных уравнений в трансформированной области. Ко второй 
группе отнесем методы, использующие нерегулярные и деформирую­
щиеся сетки в исходной области. К последней группе отнесем мето­
ды локальной адаптации. Понятно, что между этими подходами есть 
много общего и конкретный вычислительный алгоритм может интер­
претироваться по-разному.

4.1# Преобразование расчетной области

5 настоящее время большая часть вычислительных алгоритмов 
для решения двумерных задач фазового перехода в присутствии 
конвекции с движущейся границей раздела фаз основываются на 
преобразовании исходной области, занятой жидкой фазой. С этой 
целью используются новые независимые переменные. Примером такого 
преобразования может служить использование конформного преобра­
зования исходной нерегулярной -расчетной области. Необходимо 
только специально отметить, что речь должна идти о динамическом 
преобразовании расчетной области (такое преобразование должно 
осуществляться в каждый расчетный момент времени), так как заня­

тая расплавом область не постоянна, а изменяется со временем. 
Для численного решения преобразованных уравнений используются 
различные методы дискретизации: конечноразностные, конечноэле­
ментные и т. д.

Для простоты и определенности продемонстрируем этот подход 
на примере ранее обсуждаемой модельной задачи, принимая, что 
уравнения Навье-Стокса записаны в переменных завихренность- 

функция тока С2.16)-С2.17) в декартовой системе координат. В 
этом случае занятая в момент времени t жидкой фазой область

введением новых переменных £=£Сх,у, О и 7?Сх,у, р может 
быть преобразована в регулярную область Q. При принятых выше 
предположениях преобразованное безразмерное уравнение для вихря 
записывается в виде:
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С4Л)

Геометрические коэффициенты а,(3,у, компоненты скорости и, и и 
якобиан определены следующим образом:

Аналогичным образом выписываются и остальные преобразованные 
уравнения.

Следует обратить особое внимание на то, что в общем случае 
построение отображения £=£Сх,у,0 и.17=ттСх*у> t ) является самосто­
ятельной и важнейшей проблемой. Только в некоторых простейших 
случаях можно явным образом указать необходимое преобразование. 
Например, это может быть простое .растяжение по одной пространст­
венной переменной Сметод выпрямления фронта). С позиций пробле­
матики построения сеток Сем., например, [8,9,36,373) это соот­
ветствует использованию алгебраических методов генерирования 
сеток. Для построения сеток более общего вида требуется решения 
на каждом шаге связанной системы уравнений в частных производных 
[36-38], что может потребовать даже больших вычислительных зат­
рат, чем решение самих уравнений переноса. Поэтому, как будет 
отмечено ниже, во многих работах принимаются дополнительные 
упрощающие предположения, которые позволяют более простым спосо­
бом определять отображения ?я?Сх,у, О и i?=7)Cx»y, t) .

С 4.2)

С 4.3)

С4.4)

С4.5)

С4.6)
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Применительно к задачам тепло- и массопереноса о фазовыми 
превращениями полное преобразование £=£Сх,у,0 и т)=г?Сх,у, О  
осуществляется в работах [39,40]. Этот подход использован в [41] 
для численного изучения замерзания заполненной водой пористой 
среды.

Если же вернуться к рассматриваемой модельной задаче 
Сем. рис. 1), то в этом частном случае можно воспользоваться тем, 
что облаоть, занимаемая жидкой фазой, имеет форму криволинейного 
четырехугольника с тремя неподвижными и одной свободной граница­
ми. Поэтому можно использовать простейшее преобразование, сводя­
щееся к растяжению области 6*С О неравномерно по переменной х до 
прямоугольной области Q, £М С£,7р: 0<%<1, 0<т)<Н У. Учитывая, 
что ^  = 0 и имеется явная зависимость для ?=?Сх,у,О и 
трттСх.у» О , существенно упрощается уравнение С4.1) и другие 
рассматриваемые уравнения.

Среди первых работ, где этот упрощенный подход был исполь­
зован для решения рассматриваемой тестовой задачи, отметим 
[42,43]. В вышеуказанных работах использовался так называемый 
квазистационарный подход, когда принимается, что фронт фазового 
перехода “заморожен** между двумя дискретными моментами t и t+At 
и определяется из условия Стефана только в дискретных моментах 
времени. Для дискретизации использовался метод конечных разнос­
тей. Разностная схема базируется на использовании метода пере­
менных направлений для параболических уравнений и решении сеточ­
ного эллиптического уравнения для функции тока методом последо­
вательной верхней релаксации. Реализация метода с преобразовани­
ем исходной расчетной области может базироваться и на других 
разностных методах решения задач математической физики Сем.., 
например, [44-473). Этот подход был использован Viskanta с сот­
рудниками для расчета затвердевания или плавления многих конкре­
тных материалов и показал хорошую точность при сравнении с экс̂ 
периментальными данными [48,49].

Аналогичный подход используется и в работе [50] для решения 
уравнений тепло- и массопереноса в однофазной Сжидкой̂) и двух­
фазной Сжидкость+napJ) зонах для одной тестовой задачи, включаю­
щей кипение и естественную конвекцию в пористой среде. Отметим и 
некоторые другие работы, посвященные использованию, отмеченного 
подхода к. решению ряда прикладных проблем. В работе [513 числен­
но изучено плавления льда в каверне, заполненной пористой средой



при подогреве снизу. Работа [52] посвящена численному анализу 
процесса горизонтального затвердевания бинарных растворов с 
взаимной диффузией компонентов в ограниченной прямоугольной 
полости Спри этом учитываются как температурная, так н концен­
трационная конвекция.). В работе [533 проведен анализ плавления 
чистого металла около вертикальной горячей стенки. В работе [543 
изучается влияние естественной конвекции и конвекции Марангони 
на плавление чистого металла, работа [561 посвящена многопараме­
трическому исследованию тепловых и гидродинамических полей NaN03 
при зонной плавке. Численное исследование плавления чистого 
материала с учетом естественной конвекции проведена в [56], а в 
[57] проведено исследование влияния тепловой конвекции и конвек­
ции Марангони на плавление чистого металла.

Как уже отмечалось, в перечисленных работах использовался 
квазистационарный подход - т.е. граница раздела фаз "заморажива­
лась" за время между t и t+At и после расчета всех величин новое 
новое положение границы в момент t+At определялось явно из усло­
вия Стефана по новому полю температур. Такой подход с "заморажи­
ванием" границы раздела фаз накладывает естественные ограничение 
на шаг по времени. Большие возможности предоставляет подход, 
предложенный в работе [58], где положение границы раздела фаз 
рассчитывается неявно вместе с остальными уравнениями, что поз­
воляет рассчитывать на существенное увеличение допустимого шага 
по времени.

4.2* Нерегулярные деформируемые сетки

В отЯичие от предыдущей группы методов с явным выделением 
границы раздела фаз, рассматриваемые здесь Численные -методы не 
предусматривают решения преобразованных уравнений в новых пере­
менных в регулярной области, а базируются на решении исходных 
уравнений на нерегулярных деформирующихся сетках. Отличия одного 
подхода от другого зачастую фактически обусловлены способом 
построения дискретной задачи и могут приводить к одним и тем же 
сеточным задачам. '

В работе [59]” для задач тепло- и массопереноса с фазовыми 
превращениями предлагается в каждый момент времени по известной 
границе раздела фаз строить нерегулярную сетку в жидкой и твер­
дой фазе. Неявная разностная схема строится методом баланса,

17
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причем ближайшие к границе раздела фаз ячейки сетки в жидкой 
фазе являются треугольниками, а все остальные клетки - четырех­
угольниками. При переходе на новый временной слой определяется 
новое положение границы, строится новая сетка, производится 
переинтерполяция и т.д. Развитию вышеуказанного подхода посвяще­
на работа [603. Для получения сеточных уравнений могут использо­
ваться и деформируемые конечные элементы. Такой подход применя­
ется, например, в работе С613.

4.3* Методы локальной адаптации

Здесь отдельно отметим работы, в которых граница раздела 
фаз выделяется явно и на фиксированной сетке строится аккуратная 
аппроксимация в приграничных узлах. В работе [623 исследуется 
влияние на термокапиллярную конвекцию скорости движения внешнего 
источника при лазерной плавке. При этом основное внимание уделя­
ется аппроксимации на фиксированной сетке в приграничных уз­
лах. Лазерная плавка исследуется и в работах £63,643, в которых 
используется более простой, но и менее точный алгоритм на основе 
метода SIMPLE. Предполагается, что около границы фазового пере­
хода скорости малы и поэтому конвекция расчитывается только в 
жидких ячейках, а в жидко-твердых ею пренебрегают. Аналогичный 
алгоритм использован и в работах [65-673. Фактически речь идет о 
простейшей аппроксимации границы фазового перехода ломаной, 
состоящей из узлов фиксированной сетки.

К выделенному классу методов необходимо отнести и вычисли­
тельные алгоритмы, базирующиеся на использовании составных сеток 
[683. В этом случае строится подвижная ортогональная сетка вбли­
зи границы фазового перехода. Особенности вычислительной реали­
зации такого подхода обсуждаются в работе £693.

5. РАСЧЕТ ФАЗОВОГО ПЕРЕХОДА С УЧЕТОМ КОНВЕКЦИИ 
МЕТОДЫ БЕЗ ВЫДЕЛЕНИЯ ГРАНИЦЫ ФАЗОВОГО ПЕРЕХОДА

* /

Как уже отмечалось в начале, в большинстве работ по числен­
ным методам для решения сопряженных задач тепло- и массопереноса 
при затвердевании/плавлеиии с учетом конвекции в жидкой фазе 
принимается, что можно рассматривать расплав как вязкую несжи­
маемую жидкость, а течения - как ламинарные. Кроме того считает-*
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ся, что плотность не меняется при фазовом переходе и поэтому на 
границе фазового перехода можно ставить простейшие однородные 
условия для скорости [703. Рассматриваемые в этом разделе чис­
ленные методы разобьем на две большие группы в зависимости от 
используемых математических моделей для описания гидродинамичес­
ких процессов в жидкой фазе. 5 первой группе вычислительных 
алгоритмов используются естественные переменные "скорость, дав­
ление во второй - переменные "функция тока, вихрь скорости".

В рассматриваемой области прикладного математического моде­
лирования различные специалисты Спрежде всего прикладники и 
математики) подходят с разных сторон к решению одних и тех же 
задач, используя свою интерпретацию результатов и терминоло­
гию. Методы сквозного счета в данной работе рассматриваются с 
математических позиций, хотя и для описания твердой фазы можно 
привлекать и чисто физические соображения. Как на,м представляет­
ся, удобная формализация различных численных методов в данной 
области может быть достигнута на основе общего подхода к решению 
задач математической физики в нерегулярных областях, известного 
как метод фиктивных областей СМФО), МФО предложен для приближен­
ного решения краевых задач для.эллиптических уравнений Оаульевым 
еще в 1960г. [71]. Изложение сути метода можно найти в книге 
[725, общий обзор результатов имеется в работе [73]. Наиболее 
полное изложение метода фиктивных областей с приложением резуль­
татов для численного решения различных класоов. задач гидродина­
мики имеетоя в монографии [74].

5*1* Естественные переменные

Начнем с рассмотрения методов сквозного счета задач динами­
ки расплава при использовании естественных переменных Си,и,Р). В 
этом случае можно рассматривать в качестве основных два варианта 
МФО - с продолжением по младшим производным и с продолжением по 
старшим производным [74]. Отметим, что в литературе по моделиро­
ванию конвективных течений с фазовыми переходами встречается 
пока только первый вариант.

Продолжение по младшим производным сводится к следующему. 
Вместо уравнений С2.14)-С2.13) в нерегулярной и изменяющейся во 
времени области 6*СО рассмотрим во всей расчетной области G 
следующие уравнения:
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дч
■ oFT + Суc, grad) v£=

= £ grad P + dtvCv grad y J  - C,v + C5.1)
q v о o €*•

div V_ * 0 Cx,yJ> € 6 (5.2)G*
Здесь коэффициент продолжения CL и правая часть 51 выбираются

о &
следующим образом:

О, СхУу)  € G*CO,
С„ = { . (5,3)

■ { c,z Сх.у.) 6 <3n6*CO.

ST Cx.yJ 6
s: * < £S. 4)

0, Cx.yJ « (N fC O .€
=  {

где e достаточно мало. Естественно, что функции Сс и S': в кон-Cr Q
кретиых задачах могут выбираться и в несколько другом виде.

Подчеркнем, что вариант метода фиктивных областей (5,1)- 
С5.4) известен давно, а в работе [751 дано обоснование данного 
подхода. А именно, для стационарных и нестационарных задач гид­
родинамики вязкой несжимаемой жидкости получена оценка близости 
приближенного v и точного у решений вида

о

II y _ -  v II £ const £1/г С 5.5)С*

в соответствующий нормах.
В ряде более поздних работ такой подход получил название 

"модель пористой среды". Член С v в уравнении С5.1) может 
интерпретироваться как сила сопротивления движению жидкости в 
пористой среде. Как известно, при пренебрежении инерционными 
членами уравнение Дарси-Буссинеска для пористой среды имеет вид

v = -£ grad Р ' ' (5.6)
п

Объединяя уравнения (5. 6) и С2,14) и продолжая коэффициент К 
нулем в жидкой фазе и очень большим числом в твердой фазе, можно 
получить одно уравнения типа С5.1), описывающее рассматриваемые 
процессы во всей области - жидкой и твердой фазах. Аналогичное 
описание может использоваться и для двухфазной зоны.



Подход "пористой среды" изложен детально в работах [76-78], 
где он сочетается с энтальпийной формулировкой для уравнения 
энергии и используется для изучения затвердевания чистого мате­
риала в каверне. Этот же подход в работе [79] положен в основу 
исследования затвердевания сплавов - т. е. при наличии двухфазной 
зоны. В дальнейшем указанный подход использован этими авторами и 
их коллегами для изучения ряда конкретных процессов. В работе 
С80] численно изучались ламинарные нестационарные течения чисто­
го материала и образование корки в охлаждаемых трубах. В работе 
[81] расчитывается плавление чистого галлия в подогреваемой 
сбоку каверне и приводится сравнение с экспериментальными данны­
ми. В работе [82] численно исследуется затвердевание чистого 
олова Cpure tin solidification. В работе [83] наряду с есте­
ственной конвекцией в жидкой фазе раосмотрена и концентрацион­
ная.

Наряду с изучением конкретных процессов авторы вышеперечис­
ленных работ работали и над усовершенствованием численного алго­
ритма. Особое внимание уделялось определению эффективного коэф­
фициента проницаемости К (уравнение С5.6)) в пористой среде и 
его продолжению в твердую фазу. В работе [84] демонстрируется 
существенное влияние способа определения К на результаты расче­
тов и предлагается более удачный, по мнению авторов, подход к 
его определению по сравнению, с предыдущими работами авторов. 
Дальнейшему изучению возможностей определения этого коэффициента 
посвящена работа [85]. В этой работе определение коэффициента 
проницаемости К базируется на имеющейся информации о природе 
двухфазной зоны. Из последних работ в этом направлении отметим 
[86,87]. Заметам также, что развитие численного алгоритма в 
вышеуказанной работе [84] опирается на предыдущие работы Веппоп 
и Incropera.

Повышению точности численных расчет в посвящены модификации 
в методике расчета конвективно-диффузионных задач , с фазовым 
переходом, сделанные Shyy и Cheri. В работе [883 при рассмотрении 
стационарного тепломассообмена в подогреваемой сбоку каверне с 
учетом фазового перехода используются неортогональные координаты 
и адаптивные сетки. При этом, как и в отмеченных выше работах в 
ней используется модель пористой среды. Интересным является 
одновременное использование декартовых и криволинейных компонент 
скорости. В общем виде используемые обезразмеренные уравнения
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записываются в следующем виде:

dU , д¥. - п
Ж  Щ ~ ° '

1 (К UlU t 1 (KYI
7 "ЭГ“ * 1 ~ W

i dCUv) д. / XVv3 _ ft
7 + 7 = 7" '  9»аШ

av
Э о & Н а З Г  + **»$>)))

_ I
7 (х?1| " х»30 + Av

(5.7)

щ Ы ~ % $  + 9,^)}) ’ 7 С̂т?3р ■ У?Эч) + А и ' ( 5 -83
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+ Ra-Pr-pt

Ь ф ' Ь ф г Ь Ш *
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С5.10)

где:

U  = %  “ % ’

V =vx^ - uy^,

<*i= ^  + ^>
V  + yf yr

+ y|>

J = x?y4 ' V f

C5.ll) 

C5.12) 

C5.13) 

CS.14) 

С 5.15) 

C5.16)

Отметим, что усовершенствования численной методики в этой 
работе относятся к расчету гидродинамики, в то время как исполь­
зуется простейшая линейная зависимость объемной доли жидкой фазы
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от температуры для двухфазной зоны. Использование неортогональ­
ных координат и адаптивных сеток позволяет более аккуратно ра­
считывать тепло- и массообмен при больших числах Грасгофа. В 
этой и в последующих работах этих авторов [89,901 проведено 
многопараметрическое исследование безразмерной системы 
С5.7)45.16) при нормальной и микрогравитации с учетом естест­
венной и термокапиллярной конвекции.

Рассмотренные в этом пункте работы показывают, что предло­
женные в разное время разными авторами подходы к решению конвек­
тивно-диффузионных задач плавления/затвердевания, основанные на 

использовании модели пористой среды, с точки зрения вычислитель­
ной и прикладной математики могут быть рассмотрены как вариант 
МФО с продолжением по младшим производным.

5,2. Переменные функция тока - вихрь скорости

При интерпретации имеющихся вариантов метода фиктивных 
областей для уравнения для функции тока (уравнение четвертого 
порядка) можно в качестве основных выделить Сем. [741) три вари­
анта МФО. Таковыми являются вариант с продолжением по младшим 
производным, с продолжением коэффициентов При вторых производных 
и с продолжением коэффициентов при старших ("четвертых̂ производ­
ных. 5 обсуждаемой литературе по моделированию процессов тепло и 
массопереноса с фазовыми превращениями пока известны только 
работы с продолжением по младшим и по вторым производным.

В варианте с продолжением по младшим коэффициентам вместо 
уравнения С2.18) в нерегулярной Области 6*СО решается следующее 
уравнение во всей области 6:

5Д у. ' w
+ CV€tgrad> divCv grad - C£f e + С S. 17)

где функции Ce и определяются как и в С5.3), С5..4). Этот 
подход предложен в работах Г 913 и [92) на примере тестовой зада­
чи о .затвердевании в каверне с горячей и холодной вертикальными 
стенками. В работе [931 вышеуказанный метод использован для 
расчета затвердевания металла в изложнице.

В качестве варианта метода фиктивных областей с продолжени-
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ем по вторым производным можно рассматривать метод, предложенный 
в работе £94]. Эти варианты тесно связаны с вариантами МФО при 
продолжении по младшим коэффициентам (модель "пористой среды").
В этом случае вместо уравнения С5.16) рассматривается уравнение 
вида

аду
ЭГ2 + <ys >SrcuD ьуе=

= diuCv grad Дш_ + С «rad + Sj? С5.18)
& & С» С»

Аналогичный вариант метода фиктивных областей можно применять и 
при моделировании гидродинамических течений в многосвязных 
областях.

5.3* Моделирование течении в двухфазной зоне

Математические модели процессов тепло- и массопереноса в 
двухфазной зоне могут основываться на различных предпосылках 
[95]. Здесь основные усилия направлены на описание процессов в 
двухфазной зоне и на учет взаимодействия между различными зона- 
ми. Начиная с общих уравнений для каждой из фаз в двухфазной 
зоне авторы усредняют их по пространству и получают единые неп­
рерывные уравнения для бинарной смеси. В общем плане следует

* выделить модель с переменной вязкостью, когда двухфазная зона 
рассматривается как жидкость с твердыми включениями. Вторая 
модель базируется на предположении дендридной структуры двухфаз- 
ной зоны и использовании модели пористой среды.

При рассмотрении двухфазной зоны как пористой среды 1963 
можно записать уравнения движения в виде С5.1)-С5.2), при' этом 
вместо С5.3)-С5.4  ̂коэффициент продолжения С£ и правая часть 

определяются из физических соображений, зависящих от свойств 
рассматриваемой среды. Разработанная модель была протестирована • 
различными авторами в сравнении с экспериментальными данными и 

использована для расчета ряда конкретных процессов.
В работе [97] рассматривается затвердевание бинарного спла­

ва в прямоугольной каверне и проводится сравнение результатов 
расчетов с экспериментальными данными. В работе С98] подробно 
обсуждается методология численного решения системы дифференци-



25

альных уравнений в частных производных, на которой основывается 
вышеуказанная модель. Работа [99] посвящена описанию модели и 
численного алгоритма и его использованию для изучения плавления 
бинарной смеси NH4C1-H20 с учетом не только естественной кон- 
векции, но также и конвекции Марангони, вызванной силами поверх­
ностного натяжения. Широкомасштабное сравнение результатов рас­
чета по этой модели с экспериментальными данными приводится . в 
работе [100]. В работе [101] численно исследуется затвердевание 
бинарного раствора Na2C03 в горизонтальном цилиндрическом коль­
цевом канале и численные результаты сравниваются с эксперимента­
льными. Из этой серии работ отметим . и интересное приложение 
вышеизложенного алгоритма для моделирования фазовых переходов в 
геологии [102]. Аналогичная модель пористой среды для решения 
конвективно-диффузионных задач плавления использована и в работе 
Леончука с соавторами [103]. Для повышения точности расчетов на 
фиксированной прямоугольной сетке авторами проводится корректи­
ровка коэффициентов в уравнении теплопроводности вблизи фронта 
плавления, использующая приближенные аналитические значения для 
толщины теплового погранслоя и коэффициента теплоотдачи.

Дальнейшему совершенствованию математической модели тепло­
массообмена при затвердеваний сплавов и солей посвящена работа 
[104]. В отличии от предыдущих работ, указанных в этой главе, 
здесь рассматривается и пространственное изменение доли жидкой 
фазы в двухфазной зоне. При этом снова базовое предположение - 
это модель пористой среды и единая форма уравнений, похожая на 
С5. D-C5.2) для всех трех фаз - жидкой, двухфазной и твердой. 
Расчеты авторов показывают, что это существенно меняет вычисляв-' 
мые поля скоростей и температуры.

6. ВЫВОДЫ

В приближенном решении задач тепло- и массопереноса при 
фазовых превращениях твердое тело/жидкость накоплен значительный 
расчетно-теоретический опыт. Можно сказать, что расчеты затвер- 

4 девания/плавления в двумерной постановке с учетом конвективных 
движений жидкости в расплаве являются в настоящее время рядовыми 
и ведуться в нескольких научных группах.

Математические модели базируются на использовании обычного 
приближения Буссинеска для слабонесжимаемой жидкости. Уточнение



математических моделей должно проводиться в рамках использования 
более адекватных гидродинамических моделей. На повестке дня 

стоит разработка моделей с точным учетом процессов на границе 
фазового перехода. В этой связи отметим прежде всего необходи­
мость исследования изменения плотнооти при фазовом переходе, 
когда используемое приближение о неподвижности расплава вблизи 
границы фазового перехода неверно. Следует ожидать новых резуль­
татов по разработке моделей двухфазной, зоны.

В настоящее время при разработке алгоритмов приближенного 
описания динамики расплава сложилось два направления. Как и при 
моделировании чисто тепловых проблем, используются вычислитель­
ные алгоритмы с выделением границы фазового перехода и без ее 
выделения. Методы сквозного счета привлекают своей алгоритмичес­
кой простотой, но, вообще говоря, уступают методам с выделением 
и отслеживанием свободной границы. Различные предложенные вариа­
нты методов сквозного счета интерпретируются с единых позиций 
вычислительной математики как варианты метода фиктивных облас­
тей. Наработанные математические результаты в этом напаравлении 
используются незначительно.

Представляется недостаточной и теоретическая проработка 
вычислительных алгоритмов. Практически отсуствуют работы по 
обоснованию используемых вычислительных алгоритмов (сходимость, 
устойчивость). Работы по моделированию тепло- и массопереноса с 
фазовыми превращениями не отражают достигнутый уровень развития 
вычислительной математики, теории численных методов решения 
задач математической физики. Основное- внимание уделяется рассмо­
трению достаточно узкого класса прикладных проблем,■ проведению 
методических расчетов, эмпирическому улучшению качеств вычисли­
тельных алгоритмов.
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