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АННОТАЦИЯ

В работе рассматривается вопросы приближенного решения 
неустойчивых задач для эволюционных уравнений второго порядка. 
Важнейшим примером таких задач- является классическая задача Коши 
для эллиптических уравнений. Ее некорректность обусловлена (пример 
Адамара) неустойчивостью решения ;относительно малых возмущений 
начальных условий.

. Обсуждается также задача продолжения решений корректных 
эллиптических задач за границу' расчетной области. Устойчивость 
соответствующих разностных схем шсследуется на основе общей теории 
p-устойчивости. Развивается принцип регуляризации трехслойных' 
разностных схем для неустойчивых задач. Показано, что 
регуляризованные разностные схемы соответствуют использованию 
некоторых вариантов метода квазиобращения.

г ' ■ • Ш ' д а №

The questions of approximate solving .of nonstable problems . 
for.evolutionary equations of second order are discussed in this 
paper. The classical Cauchy problem for elliptic type equation is 
the significant example of analogous problem. The noncorrection of 
this problem (the Hadamard example) is conditioned by nonstability 
of the solution concerning small disturbance of the initial 
conditions.

The problem of the continuation of' the correct elliptic 
problems solutions beyond the region boundary is also discussed in 
the paper. The stability of approximate finite schemes is 
investigated on the base of the general theory of p-stability. The 
principle of the regularization of three-layer finite schemes is 
developed for the nonstable problems. The fact that the 
regularization finite schemes corresponds to the employment of 
some variants of quasiinversion is illustrated.
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Введение

Большое прикладное значение имеют обратные задачи для 
уравнений математической физики,- которые некорректны в 
классическою смысле til. Можно отметить, в частности, обратные 
задачи теплообмена [2,3]. В разведочной геофизике (грави-, 
магнито- и электроразведке) одной из основных является проблема 
продолжения потенциальных полей [4-61. Это . приводит к 
необходйшости приближенного решения некорректных задач для 
эллиптических, уравнений. Хорошо известно 173, что для 
эллиптических уравнений некорректной является задача Коши. Отметим 
также задачу продолжения решений корректных эллиптических краевых 
задач в прилегающую к границе область, которая сводится к задаче с 
начальными данными. К таким неустойчивым задачам мы приходим нри 
рассмотрении стационарной граничной обратной задачи 
теплопроводности [2,31.

Рассматршваемще задачй принадлежат к классу условно 
корректйых. При сужений класса допустимых решений (выделении 
класса корректности) имеется непрерывная зависимость. . решения от 
начальных условий. Для их приближенного решения используются 
методы регуляршзаций И Ь

Методи приближенного решения некорректных эволюционных задач 
можно разделить на два класса. В первом из них возтущаются 
начальные условия, которые й задаются с некоторой . погрешностью. 
Второй класс методов устойчивого решения некорректных задач для 
уравнений с частными производными связан с возмущением самого 
уравнения (йетод квазиобращения [8]).

В методах с возмущением начальник условий наиболее широко 
используется экстремальная формулировка задачи [93. Для 
соответствующей задачи оптййааьно^о управления системами, 
описываемыми уравнениями с частными производными [10], применяется 
метод регул&риза'ция Тйхой'ова [1,113. К рассматриваемому классу 
методов пр®блй*вйного решения неустойчивых эволюционных задач 
относятся и й&тодй с Еёлок-ajfbHHM возмущением начальных условий. В 
этом случае регулйрйзирующйй эффект обуславливается связыванием 
решения на начальный и конечный момент времеиш. Регуляризация
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некорректных эволюционных задач на основе нелокального возмущения 
начальных условий предложена в 1121. Вопросы численного решения 
задачи Коши для эллиптических уравнений на основе такого подхода 
обсуждаются в работе [133. Особого внимания заслуживает 
эквивалентность (см., например, Е14]) экстремальной формулировки 
некррректной эволюционной задачи и нелокальной задачи.

Метод квазиобращения [8] основан на некотором возмущении 
исходного уравнения, причем для возмущенного уравнения задача уже 
корректна. Здесь параметр возмущения выступает в качестве 
параметра регуляризации. В работе [81 задача Коши для 
эллиптических уравнений рассматривается в общей нерегулярной 
области. Ограничиваясь цилиндрическими областями можно построить 
варианты метода квазиобращения, аналогичные тем, которые имеются 
для задачи с обратным временем для параболических уравнений (см., 
например, [8,15,16]). Для общих расчетных областей переход к 
цилиндрической расчетной области можно осуществить на основе 
преобразования координат. Фактически такое преобразование 
проведено, например,.в работе [17].

Рассматриваемые методы в .отличие, от методов с. возмущением 
начальных условий, обычных [83 вариантов метода квазиобращения для 
эллиптической задачи Коши позволяют строить наиболее экономичные 
вычислительные алгоритмы. Решение некорректной задачи проводится 
последовательным переходом с одного временного слоя на другой. Тем 
самым наиболее полно учитывается специфика эволюционной задачи.

При приближенном решении прикладных некорректных задач можно 
придерживаться двух различных направлений. В первом из них для 
исходной-непрерывной неустойчивой задачи строиться соответствующая 
регуляризованная задача, а затем осуществляется переход к 
дискретной задаче. Альтернативным является направление 
исследований, связанное с построением, дискретных аналогов 
непосредственно неустойчивой задачи и последующей регуляризацией. 
Например, для корректных задач математической физики теория 
устойчивости '-■развостдак схем [18,19J • строится независимо от 
непрерывной задачи.

Данная работа является частью наших исследований по 
построению разностных схем для неустойчивых задач на основе" 
принципа регуляризации разностных схем [201. В' работе [21 ]
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проведена регуляризация разностных схем для некорректных 
эволюционных уравнений первого порядка на примере задачи с 
обратным временем для параболического уравнения. Построены, 
соответствующие p-устойчивые двухслойные разностные схемы. Здесь 
получены аналогичные результаты для трехслойных разностных схем 
применительно к неустойчивым задачам для эволюционных уравнений 
второго порядка.

I. Некорректные задачи для эволюционных уравнений 
второго порядка

I.I. Задача Коши для эллиптических уравнений. В качестве 
важнейшего класса неустойчивых задач для эволюционных уравнений 
рассмотрим . задачу Кощи для эллиптических . уравнений. Отдельно 
выделим также задачу продолжения решения корректной краевой задачи 
в прилегающую область. Такие задачи имеют большое прикладное 
значение, в частности, в разведочной геофизике. Задача продолжения 
решения эллиптической краевой задачи легко сводиться к задаче» 
Коши. Полезной может оказаться также редукция задачи Коши к задаче-, 
продолжения.

Рассмотрим вначале задачу Коши для эллиптического' уравнения 
второго порядка. Обозначим через О ограниченную область 
m-мерного пространства Нш с достаточно гладкой границей 3Q. В 
Rm * {-» < t < «} рассмотрим ограниченный цилиндр

Q(0,T) = { <x,t) | х € Q, 0 < t < T }» T > О,

где х = (х1§ х2 , ..., хт ), с боковой поверхностью

Г ( 0 Л ) = { (z.t) |- х с 60, 0 < t .,< Т }.

Определим для х е Q равномерно эллиптический, 
оператор . .

m 6 du
i u s -  V —  (ai1(x) —  )

i,3=i axj 13

самосопряженный

( 1 . 1 )
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.с достаточно гладкими коэффициентами а.̂ j<х ) = ад(х), х с £1.
Рассматривается некорректная задача Коши для; эллиптического 

уравнения второго порядка. Пусть u(x,t) .удовлетворяет уравнению

и U

a t 2
i и  = .  О ,  ( x , t ) '  €  Q ( Q , T . ) .  ■ ( 1 * 2 )

■Для простоты, ограничимся граничными условиями

U (X, t) * О, (Х,Н.€ Г(0Д). - ". - ■: (1 .3)

При t = 0. задаются два начальных условия. Пусть

U (X »0> - U 0 (X), X € Q, - ■ (1.4)

■ 0U ,
“  (Х,0) = 0, : X € Q.■ * (1.5)
at .

Поставленная задача (1.1)-(1.5) есть, первый пример некорректной 
эволюционной задачи., ' ■ ,,;.-t ,

1.2. Задача продолжения. : В 'качестве второго примера 
некорректной задачи ;.для эллиптической^ уравнения. (И .2) рассмотрим 
задачу продолжения решения задачи Дирих^е-в прдулоло^е.._

. . .  . . . -Л,

G  ( - < » ,  0 )  =  {  ( x , t )  | х  €  Q ,  - с о  <  t  <  0

\
Пусть u(x,t) определяется из решения уравнения

- l м = 0, (х ,t ) . G (-<х)*0}, , (1с.6)

о
г и

• at2 ■ '

дополненного граничными условиями первого рода : ' '

. . .. u ( x , t )  =  0» ( X i t T - €  Г ( - « * 0 ) ,  • ' ”  '  ■ ■ ■ ( 1 . Т )  ;

■ “ ‘ . ‘ ' f А 4

U(X,~®) = 0, X € П* j (1.8)-

U(X,0) - U0 (xj X € (1 .9)
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где Г(-*,0) аналогично Г(ОЛ) - боковая поверхность Q(-»,0)..
Задача продолжения ставится следующим-образом* Решение задачи 

Дирихле (1.6)-(1,9) продолжается в прилегающую .область 0(0,1), 
т.е. в области Q{'-*.I). рассматривается задача для уравнейия

■ . о  . ' <4 ■ " ' •

-----l и = 0, (X,t) € Q(-».T) . (1.10)
a t 2

с граничными условиями

■u(i,t) = 0,- (х,t) € Г(-»Д), (1.11)

По переменной t используются сформулированные выше условия
(1.8),(1.9).

Задача продолжения (1.8).-(1.11) сводится к задаче Коши» если 
учесть* что из решения задачи Дирихле (1.6)-(1.9), находятся 

. функций

9и
—  (х,0) = <|>(х), х € Q. (1.12)
at

После этого в области (1(0,Т) можно рассматривать задачу Коши 
. (1.2)-(1.;4), (1.12). ■ ■ ' /

1.3. .Неустойчивость решения. Задача. Коши (1.2)~(К5) и
■ задача продолжения. (1.8)-(1.11) принадлежат к классу некорректных 
задач математической физики. Так же как и в ретроспективной 
обратной задаче для параболического уравнения Е211 . некорректность 
обусловлена неустойчивостью решения относительно малых возмущений 
начального условия (функции ф(х) в (1.4),(1.9)). задачи Коши 
широко известен следующий пример Х.Адамара £7Ь .

Пусть ю — 1 и рассматривается уравнение.

. . а2и а2ц
; --  ̂ _ - О, G < X < I, 0 < t < (1.13)

. v':7  ' a t2 эх2

- с.граничными условиями

. ,  » ■ г • - ! .

. i ■ ' , ■ -’У
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U(0,t) = О, U (l,t) = 0. (1.14)

Начальное условие (1.4) возмем в виде ■

2 х
u(x,0) = k~s( - )1/2 sin (1C к -), 0 < % < i, (1.15)

I г

а (1,5) дает 

ац
—  (х,0) =0, 0 < х < I. (1.16)
at

При s > 0 в норме % = Ь2 (0,О имеем
i

| u ( x ,0)|2 * J -u2Cx,0) dx -0

при'' к •» т.е. начальное Условие сколь угодно малое. Точное 
решение задачи (1.13) - ( U 6 )  имеет вид

. 2 К X
u(*,t) = R~s{ - )1/2 с М я  -  t) slndc k -),

г i i

G < x < i, 0 < t < T*
(1*17)

Из представления (1.17) следует, что

_ s К • ••• •
lu (X, t) I = К Ctl - t).„- 90

при. Is. ■* a>. Таким образом возмущения в начальном условии, сколь, 
малыми.рни не быди бы,, неограниченно возрастают, при, . t , >. 0.. 
Аналогичный пример можно ..привести и .для. задачи... .продолжения 
(i .8)-(1.11). ’ ’

1.4. Условная устойчивость. .. Для приближенного решения 
неустойчивых задач (1.2)-(1-5) и (1,8)-(1.11> выделяется класс 
априорных ограничений на решение, в,котором . имеется, устойчивость 
по начальным данным. Будем рассматривать ограниченные решения. 
Например, для задачи продолжения (1.8)-(1.11) пусть

Su(z#t)8 ^ М = const, - » < t < Т. (1.18)
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Обозначим через w^x) и к = 1,2, . -  собственные
функции .и собственные значения оператора .. L-, определенного ' по
(1.1) на' множестве функций удовлетворяющих "'граничному . условию
(1.3), причем [221 0 < < *** • Тогда для решения задачи
0.2)-(1.5) получим представление

u(x,t) = I ехр(А^/2 t) (UQ,wk ) wk (x). (1.19)
k-l

■Для квадрата нормы из (1.19) получим

| u ( x , t ) I2 = s  (u0,»k )2 ( l T t / * ) ((u0,wk )exp(4/2 T) )2 t / ? (1.20) 
k™ 1

На основе неравенства Гельдера [231 из (1,20) получим/
■ • * *

| u ( x , t )|2 < ( £ (u0,wk )2 ) (1‘ t / T ) ( 2 (u0,*]! )exp(J.j[/2 Tj2 ) t/T . 
k“1 k=1

йэ этого неравенства следует оценка

|u ( x , t ) |  « |u (x , j ) ) I ’ -t'/* (1.21)

Из (1.18) и (1.21) вытекает непрерывная зависимость в L2 (D)f
решения u(x,t) задачи продолжения для эллиптического уравнения
(1.8)— (1.11). от начального условия в классе равномерно 
ограниченных по t € (-«Л1 функций.

1.5. Дифференциально- разностная задача. Для приближенного 
решения неустойчивой-задачи ; (-1 .'2)-(1.5) будем использовать 
разностные методы. В области Ь введем сетку Wjj. Не ограничивая 
общности, будем считать, что- сетка а)̂  равномерна по каждому
направлению. Шаг сетки по переменной xi обозначим hj, где 1 =
1 ,2 , ..., ш.

Аппроксимируем оператор i\ определенный по (1.1) с учетом
(1.3), соответствующим сеточным оператором Л. конкретный выбор
оператора Л проводится на основе теории разностных схем 1183,
метода конечных элементов £24]. Отметим лишь наиболее важные 
свойства оператора Л, которые должны бить сохранены при переходе



от дифференциального оператора к суточному. Йа сетке определим 
пространство сеточных функций Н = с0 скалярным
произведением

(y.z) = 2 У(х) 2 (х) hih?...h*.
U %  i с ■ ш ■

Оператор А самосопряжен и положительно определен в Н.
От задачи (1.2)-(1.5) перейдем к следующей дифференциально- 

разностной задаче. Ищется решение.уравнения

d2v
— -  -  а V s  О, , ( 1 . 2 2 )
d r

дополненного начальными условиями

V (х,0) = Uq (z ), х € (0h i ' (1.23)

dv
—̂ (Х.О) = О, X £ d)v. {1.24)
dt 11

Для разностного решения задачи (1, 2 2 Ь (1.24) введем сетку и по 
времени:

■ = {,.t -| t>- n т, п - 0,1, .... N, N % - Т),

где % >  0 - шаг сетки.
!  1 * -v  - •

2, p-устойчивость трвЗгЬлоЙных разндстйых схёШ

2.1. Устойчивость трехсяойных разностных схем. Общая теория 
устойчивости. 118> 191 разностных схем базируется, на ...записи 
разностной схемы в канонической форме. Для трехслойных разностных 
схем она имеет вид:, . ,
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при заданных yQ (x) = Ug(x), (х), х с В (2.1) операторы
А, Б, R, вообще говоря, зависят от h^, 1 - 1,2, ..., ш, % и t.
Для рассматриваемых нами модельных задач типа (1.1)-(1.5)
предполагается, что,разностные операторы А, Б, R постоянные (не 
зависят от t). На основе общей.теории устойчивости разностных схем 
[19] проводится обобщение .результатов в различных направлениях 
(устойчивость по правой части, разностные схемы с 
несамосопряженными операторами, непостоянные . операторы,
устойчивость в более простых нормах и т.д.). В данной работе мы
ограничился исследованием устойчивости разностных схем по
начальным данным и поэтоыу в (2.1) фй = 0. . . .

Для корректных эволюционных задач обычное условие 
устойчивости в HD по начальным данным имеет вид

|yn+ l b  * 1Уп1п, 1у 1в = CDy.y). D = D* >0. . (2.2)

При исследовании устойчивости, трехслойных разностных схед
приходиться использовать более сложные нормы. Полное .обсуждение' 
этого вопроса имеется в книге H9J, где приведены наиболее важные 
нормы.

Для каждого п = 1,2, ... определил вектор.

+ Уп- ib  Уп - Уп-15 •

Обозначим через Н2 прямую сумыу пространств Н: Н2 = Н ® Н. Для
векторов Y = {уЧ у2> слоиение и умножение в Н2 определяется 
покоординатно, а скалярное произведение

(Y,V ) - (у1, V1). + (у2 , т2 )*

Для разностной схемы (2.1) с R = R*, А = А* > 0, 4 R - А > О
определим норну в н| виражением JYn |p - И ®  Yn , Yn ))1/2, где

<» Yn . Y“) = |yn - if + lyn - |2 _ , 4 , (2.3)
Д , ?! ■ 4; ’ ■

а норма в Нд ; определяется; в соответствия с=^(2.2)* Наев
исследование базируется на общих результатах теории устойчивости
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т]эехслойных разностных схем 118,191.
Теорема 0 (основная). Пусть в (2.1) операторы A u R

постоянные {не зависят от п), салосопряженные' и положительные, 
операторы. (А = А* > О, R = R* > 0). Тогда условия

■ 1 . *■
Вп = ~ (В + В ) > 0 (2.4)

и 2
1

R ---А ^ О (2.5)
' 4 . • •• •
! - р 

необходимый достаточны для устойчивости схелы (2.1) 6 Н^, т.е.
выполняется .оценка |Yn+1 < |Yn |p.

Приведенный результат носит окончательный и неулучшаеыый 
характер, так как речь идет о необходимых и достаточных условиях.

2.2. p-устойчивость. При рассмотрении. разностных схем для
П +1некорректных задач типа (1.2)-(1.5) условие устойчивости JY <

ВYn |^ не подходит .и долине быть заменено - на условие 
p-устойчивости. Это связано с тем, что само решение (его норыа) 
рассматриваеыой обратной задачи растет' (см. представление (1.19)). 
На сеточном уровне" это проявляется в том, что в диффёренциально^- 
разностной задаче (1.2i2)-(i .24) оператор ' Л ' полоиительно 
определен. ..

Допуская рост ■ решения задачи (1.22)— (1.24), будем 
использовать р-устойчивне разностные схе.лы. Трехслойная разностная 
схеыа (2.1 )•называется p-устойчивой И Ш ,  если

|Ynt1 ip < Р |Yn Ip , ; ■ (2.6)

где р > О - любое число. Допуская ограниченней рост решения, мокйо 
положить

р - ехр (с т),
или

р = 1 + с т,

где полоийтельная постоянная с не зависит от сетки (от % и h). 
‘ffpfia таких р из (2^64) следует оцёнкй-i устойчивости разн6«тн<эго



решения по начальным-данный вида:

| ^ + ,|а .< мр (с tn+1) | ¥ % .  (2.7)

Общие условия р-устойчивости- тр.ехслойнЕ^ разностных схем. 
полученн; в работе £25 ] и подробно изложены; в. [.193.

Специфика разностных схем, для. некорректных задач, проявляется,: 
в том.» что условие устойчивости. (2.6) и,меет мэсто с. р > 1;.

Теорема I. Пустъв (2.1) операторы A, R и В постоянные 
(не вабисятот п) и салосопряженные. Тогда, при

р2 __ 1
 -----■ В + (р2 + 1) R > 0 (2.8)

2х.

дл$ р-усшойчибосши 6 н| с р > о необходимо. и достаточно 
выполнение условий

В + (р - 1) R. + р А * О, (2.9)

13

где

2т.

р2 - Ь о
------ В.+ (р +, 1 Г  R - р Л, > 0| (2.10)

2*г

р2 + 1 2
*------ В. + (р - 1) . ft- £ 0. (2.11)

г%

В данном; случае .оператор норм»; В аадает'ся выражением,

<»■ Л  - V i | | V -  r V

л%', _ iЛ(. , О : Г 1- я
4 = В: + (р - 1;)* +, р А,,'

2а

Л*. I* р2 1 Л
4 R; - АГ = -г-—  В* + ( р +. 1 г  %  - р А- 

2* '
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Заметим, что для p-устойчивости трехслойной-схемы (2.1) с р 
> 1 условие А > О не обязательно (в случае нашей задачи 
(1;22)-(1.24) имеем А < 0).

3, Регуляризациятрехслойных развостных.схеа

3.1. Регуляризация явной схегш* Сначала применим принцип 
регуляризации разностных схем [20] для-.'.корректной эволюционной 
задачи для уравнения второго^ порядка.. Параллельное .изложение 
результатов по корректным и некорректным задачам позволяет более 
полно и глубоко прочувствовать специфику разностных методов для 
неустойчивых эволюционных задач. С другой стороны это 
демонстрирует ' мощь и общность единого используемого 
математического аппарата теории устойчивости разностных схем. 
Помимъ этого, для коррек-тннх задач самостоятельный интерес могут 
представлять предложенные новые разностные схемы.

Рассмотрим дифференциально- разностную задачу (см. 
(1 .22 )-(1.24)):

d?v
— 0 + Л v = 0, (3.1)
dt ,

v(x,0) = u0 (x), х € wb , (3.2)

dv .
(X.O) = 0, X С Uu. . (3.3)

at n

Запишем для задачи (3.1Ы1.3) обычную явную симметричную 
разностную схему:

+ л уп . 0> в » 0,1, ... . (3.4)
т»

Эта схема (см., например, [13,191) устойчива при достаточно малых 
шагах по времени. Действительно, схема (3.4) записывается в 
каноническом виде (2.1) с

. 1
Б — 0, R = —n Е , А - (3.5)



В силу А С.Ml Е условие (2.5) дает
2 2 -■ ■*

Е ---А } (М1~1 - - ) Л>-0.
4 , : 4 ' .

р _1 '
Это неравенство будет выполнено при % < 4  M l  » т*е* ПРИ % * 
0(h) - (условие Куранта).*

Поправляя схему (3.4) на основе принципа регуляризации, 
построим абсолютно устойчивые разностные схемы.

Обозначим через К ~ Я*. >=.0 регуляризирующий сеточный 
оператор и пусть а > 0 - параметр регуляризации (возмущения). 
Аналогично (201 регуляризованную схему для (3.4) запишем в виде

(1 + а *) Уп^ .' 2.Iй * ?п--1 ♦ д Уп = о. (3.6)
%

Используем два. способа выбора рёгуляризэтора: И ~ А и # « 
Докажем следующее утверждение.

Теорема.2. Яаэностная с$ела (3,6) с А . * А* > 0U- бевуслорцо 
устойчива при выборе регуляризатора Я ~ А, если

а > ъ2/А - М Г1. (З.Т)

а для регуляризатора п = А2 , если паролемр регуляризации а ^ 
И/64.

Доказательство основывается на проверке необходимых и 
достаточных условий (2.4),(2.5). В нашем случае неравенство (2.4) 
всегда выполнено, так как для схемы (3.6) имеем В = 0. Для 
проверки условия ,(2.5) надо учесть, что

R = fc“2(3S + а £), А = А. ‘ ■ (3.8)

Отсюда из (£.5) получаем

т2 ' '
(1 Д р 1 + а) А > - А.

' • 4

Если параметр регуляризации.. а выбран согласно (3.7), . то это 
неравенство будет выполнено.



Для регуляризатор!а я - Л2 и (1.&) . неравенство (2*5)
преобразуется следующим образом:

( ' i » ,

\Z (R - 1/4 А) = Е + а /  - %2/А й =

= (а1/2 А - т2/(8 <i 1/2) Е)2 + (1 т х*/(64 .а).) Е > 0.

Отсюда и следует, что при Я - . и а > ;л 4/.64 !регуляризованная
разностная•схема (3;6) абсолютно устойчива.

Для схемы (3.6) выбор а = а т2 . = а при # = U
соответствует обычной И 8 И 91 схеме с весами:

уп+1 - 2 Ч  + W
------- ................. .................. ■'

<1 ' ^ i  - °2'> *п'+
< ■ i . ■. I ■> г

^следование'таких схем регуигяриз аЦии проведени е работе* [201. 
Отдельного внимания заслуживает регуларизованнея схема (3.6),(3v8) 
с регулйризатором И -

3.2. Фактбрйзованные схемы. Аналогично, рассмотренному ранее 
случаю задачи для йарбболического уравнения Е21] можно построить 
‘•экономичные разносные' ехе'ми при' приближенном -решении, ^многомерных 
задач (1.2)-(1*5).. Ограничимся формулировкой лишь некоторых 
пробТШгёх результатов -в зто:м ‘направлении. Разностные■ схемн 
суммарнбй аппроксимации, схемы .растейления с ..''различных, позиций 

«нёдробно обсуждаются в ; работ:ах* XtftM% 2 6 3. ? Дде.сь ̂  отмечается 
возмбаность'построения фактбрйзованад рэзяЗ&ЕЯих -ежам . -на основе 
принципа регуляризации.

J  Рассмотри случёй, ; когда веточный оператор 'М -представим в 
виде суммы попарно перестановочных операторов:

>

Дд — i4g' * К * s = 1,2 i ...» p . (3 < 9)

$eop;6aa ■ 3. I&im&puaобйнйая разноЫкйя схема (2. 1) с



м

■Р
В * О, В - П (Е + a & J ,  А * *4, 

к=1 ■
(3.10)

где А удовлетворяет условиял (3.9), устойчива при 7^ = 
если а > д 2/4 - |*4|“! о прц #к = если а >  Р Д 4/6:4.

Прн выборе оператора В согласно (3.9)., (З.Ю) в случав ^
= А% имеем

Р
П (Е + a *4jj) ) Е + а А.

к=1
■&»  ■ А т,

Поэтому, как я в теореме при выполнении (3.7) факторизованная 
схема (2.1), <3.9).,-(3.10) будет устойчива.

В случае \  ^  Для доказательства теоремы ^пользуется
неравенство:

Р Р а Р .
П (Е ■+ а ^  Е + а £ Б-+ - ('£ А )  = .
k=1 К k-1 к р. к=1 к

(К П i " L :
• < • =. Е -+ . . .  (3*11)

'■ ■ ■ -  р
Принимая во внимание теорему 2, получим, что цри о > р тг/64 
факторизованная схема .(2.1/),(3.9),(3.10) устойчива.

На основе принципа регуляризации могут быть получены и другие 
экономичные схемы для: решения. дяфф&ренццадьщ)-разностнойь задачи
(3.1)-(3.3). В особой мере (см. 118,19,26])  ̂это касаетс^. случая 
расщепления на два оператора (р = 2).

4. Регуляризация трехслойных разностных схам 
для ̂ иеустойчизях задач. , * ,

4.1. :Регуляризация явной схекы для ' неустойчивой задачи.
Обратимся теперь к некорректной задаче с , начальными данными для 
эллйнтическрщ , уравнения.. второго .. .порядка. Пусть . u (х,t) 
определяется ,хз уравнения (1.2), дополненного условиями 
И*3)~(1.5)«( евою $ада^у «мы видим в построении р-устойчнвых 
разностных схам^на оенбве. принципа регуляризации, в . перенесении 
результатов по корректной задаче „для эволюционвдх уравнений 
второго*пррядка, на некорректные:задачи.



Рассмотрим вначале явную симметричную разностную схему:

— " " 2 1п + Ч -' - Л уп= О, П . 0,1.......  (4.1)
 ̂  ̂* -■ • . . ■

Схема (4.1) записывается в каноническом виде . (2.1) с

Г
В = 0, R = —р Е , А = - Л, (4*2)

хс

т.е. А = А* < 0.
Теорема 4. Явная схвла (А.\) р-устойчи&а с -

. р = exp ( M l 1/2 г).. (4.3)

t .

Доказательство основано на проверке условий р-устойчивости для
схемы (4.1). Для трехслойной разностной схема (2.1) они имеют
вид (2.8)-(2.11). При В .> .0. А  ̂О, R Й  I р > 1 неравенства
(2,8), (2.10),(2.11) при всех т > 0 с очевидностью выполняются.
Неравенство (2.9) при учете (4.2) преобразуется следующим образом:

<р - I )2 В - т2 р дУк-р - 1 )2 М Г 1 - Ч2 р) А >0. 

Докажем следующий вспомогательный результат.
Лемма. Неравенство

(р - 1)2 ^ _ ^2 р  ̂ о

-У- I . * г. .

Оля полохикеиьных %, % и р > 1 выполнено при 

р » ехр <%“1/2 

Это неравенство будет выполнено при р } р2 *

р2 = 1 + - %г х”1 + ^ . (х”1)1,г (1 + - *2 зГ1 )1/г ■
2 4 ; ■

В силу

1©
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(1 + -  %г x “ 1 )1 /2 < 1 + -  *t2 X 1

4 8
, . I

имеем

■p2 < 1 + 'tCT1)172 + t2 - % " 1+ .t3 - jf3/-2 <
« 2 8 ;

< 1 + 4  x“t/2 + ' — (T %"1/2)2 + - (a X"1/2)3 < ‘
• 2 6

< exp (jf1/2 t ).

Тен самым лемма доказана. .
.В нашем ..случае..* % = | Л Г 1 й поэтому для -р по л у там 

доказываемую оценку (4.3) для явной схемы (4.1).
С учетом ограниченности оператора Л - (имеет- место обычная 

оценка ЦЛ| = 0(h-^) [18,24-] J можно заключить, что шаг .сетки- по 
пространству ограничивает рост решения, т.е, выступает в качестве 
параметра регуляризации. Переход от непрерывной задачи к 
дискретной в принципиальном плане может рассматриваться как способ 
борьбы с неустойчивость» и порождаемый' регуляризирующий алгоритм 
является одним из возможных цодходов для приближенного решения 
неустойчивых эволюционных задач,.

Большие возможности предоставляет явное “ введение 
регуляризирующих добавок в сеточные операторы разностной схемы. 
Аналогично случаю прямой задачи (см. (3.8))- запишем
регуляризованную схему в каноническом виде (2.1) с

:  . ' ' 1 . ‘ •
В - О, R = (Е + а Я), А = - Л. (4,.4)

- *

Теорема 5. Регуларизобанная схема (2.1),(4.4) устойчива при
8 = А с

р = ехр а), * г ... ■ (4^5)

_■ р .• '■ ' .  '• 
а при- U - *4“ с ^



20

р = exp (2”1/2 а?1/4 х) (4.6)

Доказательство снова основано на проверке выполнения 
неравенства. (2.9), которое для,. (4*4) принимает вид

(р - 1 )2 (Е + a R) - т2 р Л ^ 0. (4.7)

При Л = Л  аналогично доказательству теорему 4 (х. = а + |yt.|: )
получим для р выражение

р. = ехр; ((а* +. М ] " 1Г 1/2*).
/ ■ ■■

Зэгрубляя эту, величину, р, мы. и приходим к, оценке (4>5).
При Я  ~ Л? неравенство (4Л) преобразуется следующим, 

образом^.

Е + ai Д2 А} = (<г*/2 А - ---  — -— 2 а”1̂ 2 В)2 +
(р - 1 )2 2;(р. - 1)

*4f Р2 -1 (1;-------— ‘ а■ 1) П  О.
4К Р “ 1:) .

Это неравенство будет выполнено при: заданном р, если параметр 
регулярнзации,

■ - ■ - т^-р2’ • .-tayv -
— *... ... ■ .(МЛ.

4(р'. - I')-* . .
* ' ' ■ ; -■■■■■ .V ; . ’ ■

Оценим теперь величину, р при, заданном; а из. неравенства (4..S). 
Это неравенство перепишем^ в ви^р,

(ft #  Р. >. О.Г •

1/0
В силу лемьщ, (% = 2; а; ■) неравенство будет, выполнено при 
определяемы^ согларнр; (4>$):.

Отмеченные дна во.знржянх. спрсоба. выбора- р е ^ ^ р и з а з щ а ,  
наряду с отмеченно1| выке, явной регудяриДациеД* за.; счрт выбора се̂ гшь=
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по пространству, позволяют строить определенный набор 
регуляризирующих алгоритмов. Выбор того или -иного .алгоритма из 
этого спектра осуществляется на основе дополнительных соображений, 
связанных со .спецификой прикладной задачи, возможностями 
вычислительной реализации.

4.2. Факторизованные схемы. Рассмотрим, теперь аналогично 
случаю прямой задачи регуляризованяые факторизованные схемы. 
Зададим операторы разностной схемы (2.1). в виде * s t

V
В "= О, R = П (Е + а &_), к - - А, (4.9) .

• к=1 * .

Теорема 6. Факторизованная схема (2.1),(3.9),(4.9)
р-устойчива при с

- 1  / ?р = ехр {а 

р
а при Kjj = с

р = ехр (р1/42~1/2 а~1/4 %).

Доказательство этого утверждения проводится совершенно 
аналогично теореме 5 с учетом (3,11). Необходимо только заметить, 
что мы снова ограничились простейшими факторйзованннми схемами с 
самосопряженными и попарно перестановочными операторами Л It =
1 , 2 , • • • , р.. 1 2

4.3. Возмущение других операторов.» . Теория, регуляризации 
разностных схем .основана на возмущении сеточных' операторов А, 'В, 
R. ..Эффект регуляризации может .достигаться не только прввозмущении 
сеточного оператора R. Рассмотрим, например, вместо явной схемы
(4.1) регуляризованную схему, в которой возмущается оператор А.
'Пусть - ' .

. . у , - 2. у^ + yh < * , ..

• — - А Уд + а Я yn f 0 * (4.10)

и Я - Л2. .
ч ■ , р  ■ 

Теорема 7. Регуляризобанная с:хела, -1G ■>  ̂при Я = А 
p-устойчива с
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р = exp (2"1сГ1/2 и), (4.11)

1/2 »при любых t, если а М 1  ^ 1, и при т ^ (2 / (Ml («М1 ~ 1)) 
если « М 1  > 1

В явной рхеме (4.10) ограничение на иаг по времени вытекает 
из необходимости выполнения неравенства (2.10). Имеем для схемы
(4.10)

В = 0, R — —р Е * . А = - Л + а • (4.12)
..... ^

■ Оценку (4.11) для1 р получим из неравенства (2.9). Из (2.9) с 
учетом (4.12) имеем

<Р - 1)2 2
----Р—  ! - р ^ + р «■ /  =

1/? -1/р ? (р “ 1) р
- р (а Л - 2 'а 1/2 В) + (----*---------) Е > 0.

х 4 а

Это неравенство будет выполнено при

(р - 1 )2 4 а - i2 р > 0.

Отсюда в силу леммы и вытекает оценка ' (4.11) для р. 
принимая во внимание (2.9), имеем

(р + I)2 (р - I)2 4
--- п , В = —--- п—  Е + —р р Е ^

. т*1 чг - ' чг \

^ -р р Е + р ^ - р a i .

1 ?
С учетом этого и неравенств В  ̂ М1~ А ,  А  f  Ml А  неравенство
(2.10) преобразуется следующим образом:

(р +, I.)2
-j— Е + р Л - р & Л2 £



Последнее неравенство будет выполнено при всех t, если а\А\ < Ь  
а в случае &\А\ > 1 вытекают отмёченные выше ограничения на
временной шаг.

Приведем результат об абсолютной' ^-устойчивости
%

комбинированной регулярйзованной разностной схемы:

Уп+1 - 2 уп :+ уп , • . . -
(В +«,*,) --- -y j - r - » - 1-  - A yn +«2»2 уп . О,

П = 1, 2, ... , (4.13)

которая получена возмущением оператора R и оператора А. 
Ограничимся одним частным случаем с жесткой связью параметров 
возмущения а1 и а2 .

Теорема 8. ?егуляризованная схела (4.13), при а1 = а2 т2/4 ' и 
Щ  = К2 = а? р-устойчива, при любых % > Q с.

р - ехр (р 2”1а21/г х). (4.14.)

•В случай сх’а м ы '(4.13,) п$и ~ - &  имеем-.
•ч . | , \

* х- В - O'; Й = -р (Е + <х.Л), к - ^ А + awA2, . ■ (4.15)
'S .... . X ■ .1 : . . . .

Проверем сначала выполнение неравенства (2.1-0). при любых р и df = 
a2 х /4. С учетом (4.15) и положительности, оператора А 
непосредственно получаем



При выбранных а1 и а2 это неравенство выполнено, 
■ Для оценки р подставим (4.15) в (2.9):

(р - 1 )2 2 р
----£—  (Е + CL̂ Jt) - р Л + р ~ ■

И
(р + I)2 , (р - 1)2

- Otp ■—1— ---  Л — р А + --- Е —
4 %

- ;(а!/2 ----- Л - — -— В)'2 +
• с ' 2 . р + 1  "

■ (р. -• 1 )2 р2
+ (----------Я  —■ Л ) Б ^ 0. :

' . ■ X  а2 (р + 1 г

Эяо. будет выполнено^При
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р - 1
> а - ,/2 рэ а2 (4,16)

х ь р + 1
■ -Аг, , '

Неравенство U-:16) позволяет получить

. V _1/? 
р > t + — а2 т.

Отсюда и получаем оценку (4.14) для р.
: Отметим '.также возможность ’ -построения регуляризованных 

разностных схем на основе возмущения оператора - В разностной 
схемы (2.1) при решении некорректной.задачи на- основе,явной схемы
(4.1). Соответствующую разностную схему запишем в каноническом 
виде (2.1 ) с операторами .

1
В *■ а К, R = -р Е, к - ~ Л . . (4..1?)

хс

Докажем, например, следующее утверждение.
Теорема Э. Разностная схелй: ('4.1.7) р-усто&чива при К - Л с

р = ехр (а“-х). - - (4.18)



Действительно, при таком выборе операторов А, В, и R 
неравенства (2.8),(2.10),(2.11) с очевидностью ..выполнены, а
неравенство (2.9) с учетом (4.17) преобразуется следующим образом:

• р2 - 1 ’
------  В + (р - 1 )2 R + р А =■ - . .

2%

Р2- 1 : о Е '
= — а А + ( р - 1) ■ - р А > ■ ' ‘

2т. %г
р2 - 1

> (------а- - р) л > 0.
2% .

\

Последнее неравенство будет выполнено при р ^ р2, где

1 / 2  'Р р - ~  + (1 + —п) <
а ■ а'- . :. .

1 + _ + —  < ехр (а Ч). 
а 2 а

Отсюда и следует оценка (4.18) для р. :
Теоремы 7-9 демонстрируют возможности получения р-устойчивых

разностных схем .при возмущении различных сеточных, операторов 
канонической формы разностных схем (2.1). .\

5. Регуляриэованные трехслойыне схемы 
и метод квазиобращения

'■ 5.1. Основной вариант метода квазиобращения. Рассмотренные 
выше регуляриэованные разностные схемы получены на основе принципа 
регуляризации -разностных • схем, который 'формулируется 
безотносительно к тому, какая непрерывная задача рассматривается. 
Регуляризация разностных • схем: основана - -на возмущении^ сеточйы* 
операторов. При приближенном решений некорректных . з а д И  принцип' 
регуляризации разностных -схем’ ’может рассматриваться как метод' 
квазиобращения для дискретной задачи. ■' Возйущёййе* ' оперётороё 
р&внОстйой^емы на--нёи^ё{)ывй6м "уровне 1 зсо6тве’̂ с^вует ■ йекоторому 
возмущению исходного■’дифференциального : уравйеййя.:; "■ Ноэтом^ * такйё* 
регуляризованнне разностные схемы для некорректной задачи Коши



могут в некоторых случаях.интерпретироваться как разностные схемй 
метода квазиобращения.

Выпишем для каждого варианта регуляризации неустойчивых схем 
соответствующий вариант метода квазиобращения. В этом контексте 
регуляризованяые схемы могут рассматриваться как разностные схемы 
метода квазиобращения4

Для задачи Ковн (1.1)-(1.5) будем использовать вариант метода 
квазиобращения» который основан на решении уравнения

а2иа р  •
— г - иа + а iz и = 0, (х*t) € Q(0,T) £5.t)
QX .

для нахождения. ua (x,t). Такой вариант соответствует варианту 
.метода квазиобращения для ретроспективной обратной задачи для 
параболического уравнения, рассмотренному в книге [81.

Для решения, задачи (5И ), (1.3)-(1.5) имеет место оценка

|ua (x,t)| < ехр(- a”1/2 t) lua (x,0)|, ■ . (5.2)
2

которая обеспечивает устойчивость решения пб начальным данным.
. Для численного решения задачи ( 3 J M 1 . 4 ) ,  (1.5) используем 

разностную схему с весами:

- 2 ?п 4 Уп-1 • '

• 1 . ,

. - л  (а,яп+1+ (1 а, - а2 ) уп + <ь> Уп_,) + ' • (5.3)

, ♦ /  (o3yn+1i + (1 - о3 - о4)уп + 5 ^ , )  = 0.
1 * ■ 

Схема (5.3) совпадает с регуляризованной схемой (4.13) при at •= 
$2 =.0» о3 = a4* at = а3 т2 а, , а2 ~ а и ■= - Л2.
Величина р (см. (4.14).) точно соответствует оценке устойчивости 
решения непрерывной задачи (5.2). \

5.2. Другие варианты метода ивааиобращения. Второй вариант 
метода квазиобращения.Х27У основан на решении уравнения
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Соответствующая оценка устойчивости для задачи (5.4),{1-4). (1*5) 
имеет вид

|ua (x,t)| < exp(a~1/.2 t) |ua (x,0)|. (5.5)

Трехслойная разностная схема с. весами для уравнения (5.4) 
имеет вид

(в + а - л ) . — — 2 Iх1 * —  - : Г
.

- А .(о1Уй+1+ (1 - О, - 02) yn <• 02 Уд.,) - 0. ; (5,6)

Схема (5.6) совпадает с регуляризовавной схемой (2:1), (4.4) при 
= с?2 = 0 и выборе . И = А, з величина р (см. (4.5)) согласуется с- 
оценкой (5.5),

Вариант метода явазиобрвщения, который соответствует 
регуляризованной схеме (2.1), (4.4) при выборе. Я = Л2 основан на 
решении уравнения: .

д \  о дгп . .
:— р- - t + ОС Z. ■.— р- = 0» (x,t) € Q(0,T). (5.7)
ЭГ 1 а dtd ‘

Для решейия задачи (5.7),(1-4),(1*5) имеет место-оценка.

. Iua (x.,t)| 4 ехр(2“1/2 a'1/4 t) |ua.(x,0)|. .

Аналогичная оценка имеет-место.и для решения сеточной задачи (см. 
(4.6) ).. : ' . , ■
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