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О РЕАЛИЗАЦИИ ТОЧНЫХ ТРЕХТОЧЕЧНЫХ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ 
ДЛЯ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 2-го ПОРЯДКА 

С КУСОЧНО-ГЛАДКИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

1. Точная трехточечная разностная схема (т.т.р.с.) для краевой задачи вида
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dx
к (х)

du

dx  .
— q ( x ) u  -  — f  (х), х G (0, 1),

и (0 )  = А, и { ! ) - В ,

0 <  С, <  к (х) <  С2 ; 

q { x ) >  0



в классе кусочно-гладких к(х) , q { x ) , f  (х) построена в [ 1 ] .Реализация т.т.р.с. через 
усеченные разностные схемы m -го ранга (у .р .с .т .р .)  была дана, а затем обобщена 
в [3] на неравномерную сетку и условия третьего рода. При точном вычислении 
многократных интегралов, через которые выражаются коэффициенты у р .с .т .р . ,  
в [2 ,3 ]  доказано, что их точность имеет порядок 0 ( h 2m+2  ̂ для к ( х ) , q ( х ) , / ( х )  £  
Е  Q [0, 1]. В [4, 5] эти результаты обобщены на случай, когда &(х) £  (0, 1),
q ( x ) e w ep ( o , i ) , f ( x ) e w i* - ‘(0 ,1  ) , Р , г >  2, 0 , х е  [0 ,1 ] .

В [6, 7] указана процедура построения трехточечных разностных схем (т.р.с.) 
любого порядка точности для достаточно гладких функций к, q, / .  Эта процедура 
в [8] модифицирована для кусочно-гладких к, q, /  с точками разрыва в узлах сет
ки, условие (2) заменено на

(3) \ q ( x ) \ < C 2.

Предложенные в [8] схемы неоднородные и требуют для своего построения (как и 
схемы из [6, 7 ])  решения линейной алгебраической системы, порядок которой 
зависит от желаемой точности разностной схемы.

В нашей работе для построения т.р.с. любого порядка точности для задачи 
(1 ) , (3) в классе кусочно-гладких к, q, f  за основу взята т.т.р.с. Показано, что 
для ее задания в произвольном узле ху сетки o jh нужно решить четыре вспомога
тельные задачи Коши: две на отрезке Xj] и две на отрезке [ х Xj +1], при
чем оба отрезка не содержат внутри точек разрыва (помещены в узлы сетки). Исхо
дя из этого факта, для реализации т.т.р.с. предложен следующий алгоритм. Каждую 
из задач Коши решаем за один шаг любым из одношаговых методов (разложе
ния в ряд Тейлора, Рунге—Кутта) [9], порядок точности 2 [(п  + 1)/2] которого 
согласован с гладкостью к, q, f .  В результате получена однородная т.р.с. и-го поряд
ка точности. Преимущество данной схемы перед ранее применявшимися [8] для 
кусочно-гладких к, q, /  помимо однородности состоит в том, что практически без 
увеличения вычислительных затрат построено трехточечное приближение в узлах 
сетки потока kdu/dx , точность которого в чебышевской метрике совпадает с точ
ностью приближения и(х) (в [8] оценивается погрешность приближения йх) . В кон
це работы приведены результаты численных экспериментов.

2. Для простоты изложения ограничимся равномерной сеткой w h = 1 х, = 
= j h : /  = 1 ,. . . , N — 1; h = l /N \  и одной точкой разрыва функций k ( x ) , q ( x ) ,  f ( x ) ,  
совпадающей с х ( , причем

и (х{ - 0) = и (Xj + 0),
du

dx
к dU 

о dx х  =  х s +  О

Введем шаблонные функции v’a ( х ) , а  = 1, 2, как решения задачи Коши [ 1—5]

L (*.<?) u j (х ) = о, х £  (Xj _ 2 + « ,  Xj _ , + а ),

(4)
(X/ + ( _ ! ) “ ) = о, к (х )

dv> (х)a. v '
dx

(-1)'
*  ~ * / + ( - 1)°

о = 1 , 2 ;  ]'= 1 , — 1.

Л е м м а  1.Пусть к (х) £  С 1 [0, х { ] U C 1 [х,-, 1 ] , q (х) £  С [0, х,- ] UC[x,-, 1 ] и

Ш -

тогда будут справедливы утверждения:

(5) h
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(а) Шаблонные функции v j (х ) ,  а  = 1, 2, обладают свойствами: (х) >  О,
монотонно возрастает на (x /_ i ,  * /  + i ] ,  (х) >  О и монотонно убывает на [ху _ j ,
х /+1).

(б) Имеют место оценки
2 . 2

(6) — <  u j (х) | X -  Xf + (_ ! ) «  I 1 <  — = M l, а  = 1, 2; / =  1,. . .  , N  -  1.
ЗС2 С !

Л е м м а  2. Пусть выполнены условия леммы 1 и однородная краевая задача
( I )  имеет только тривиальное решение, тогда для (1) существует единственная 
т.т.р.с.

(7) А. у  — (ау~ ) х ~  d y =  -ip (х), х  G шн, у  (0) = А, у  (1 )=  В,
X

имеющая единственное решение у (х) =  и ( х ) , Vx Е  coh, где

а (*/) = [v [{X j)h -l ] - \  d (xf) -  T xi(q), у  (xf) = T xi ( f ) ,

(8)
Xj x j +  1

T X1 (W) -  [h v{  (X;)] - 1 f  v[  (?) W (?) d% + [h (v.)] f  V> (?) W (?) d%,
Xj l Xj

причем

(9) M J1 <  a (Xj), | d (Xj) | < 2  C2, I *  (Xj) | <  2 II/ B0>- ,  (o, i)-

Доказательство лемм 1, 2 потребовало модификации соответствующих до
казательств из [1 5] с привлечением леммы Гронуолла из-за замены условия (2) 
на (3).

Для дальнейшего потребуется утверждение, усиливающее лемму о коэффи
циентной (ко-) устойчивости [2—5]. Рассмотрим возмущенную схему

(2 > ~  )*  -  d y = - # ( x ) ,  x G w ft, 7 ( 0 ) =  А, 7 ( 0 =  3.X

Для погрешности z (х) = у (х )  — у (х )  приходим к задаче, решение которой с по
мощью функции Грина можно представить в виде

(10) г (х) = 2  hG (х, ?)t -  [ а (?) -  а (?)] у _  +
t e  со* ?

+ 2  h G ( x , k ) \ \ d ( t ) - d ( k ) ] y ( £ ) +  * ( | ) -  * ( | ) | .
t е  wh

В (10)

] (V xh( x ) V \ ( t X  0 < х < ? ,
С (х, ?) = --------

^ i ( l )  I F /4 I )  К * (х ) ,  5 < * < 1 ,

где К^(х) — решения дискретных задач Коши

(I I )  А Г > )  = 0, x G % )  ^ ( 0) = К2Й(1) = 0,

« ( * i )  [ ^ г (х,)1_ = - a ( D  [ К ?(1 )]_  = 1,
*  л:

540



a V\ (х) — решение непрерывной задачи Коши

(12) l S k’q ) V 1(х) = 0, х е ( 0 ,  1), Ki(0) = О,

Из (10) следует справедливость представления

к (х)
dV  i(x)

dx
= 1.

(13) [z(x)]_ = 2  h [С ( * , { ) ] _  _ (£) +
X % ir. LО h X % %

+ £  h [G (x, I)] _ {(d {%) -  d  (?)] у  (?) + < ? (? )-  у  (?)},
£ *

причем

| [ C ( * , 5 ) ] _ _  и _ ж = [ М П Г 1 [ V U x ) ] _  [ V2h {x )]_  + lA a (x ) ] - ‘ .
x (  X X

Л e м м a 3. Пусть выполнимы условия леммы 2, тогда будут иметь место 
неравенства

| И ( х ) | < М 2, v х е  Wfc, i [ F A ( x ) L  | < М з ,  ы ; ,

гЭе постоянные Мг и М3 зависят только от Си С2 и не зависят от h. Из (10), (13) 
и леммы 3 следует усиленный вариант леммы о ко-устойчивости.

Л е м м а 4 .  Пусть выполнены условия леммы 2, тогда т.т.р.с. является ко- 
устойчивой, т.е.

\ у ~ у \ О, C0f2 | К а П Г 1 Мг \М г \ \ а - а \ \ 0, 1, и :  И 7 -  «о .- , +п X п

+ M2 [ \ \ d - d  II 0 , 1 , сол 117  й о ,- , cjfc + 11

i y -  - j O I 0,~, <[М г  + I Кг(1) г 1 М \ Ц а - а  II 0,~  с + » У .  И о -  +х х h h х ’ ’ h

+ I K i( l )  I-1 M2 M 3 n d - d l 0, i , u , h IIЛ  0 , » , ^  + I I * - *  «0,1.

3. Перейдем к алгоритмической реализации т.т.р.с. (7 ). Согласно основной 
идее необходимо выразить a, d, у только через решения задач Коши. Как следует 
из (8 ) , для a, d  уже имеем необходимое представление

(14) а ( х ; ) =  [ v i ^ / h ] - 1, d {х j) ~ h~^ I  [и' (x,)] [ ( - I f + 1 m '( x y.) -  1].
a. = 1

Для <p вводим две вспомогательные функции wf (х ) , а  -  1, 2, как решения следую
щих задач Коши:

(15) Z,(* ’ ^  w / ( x ) =  - f ( x ) ,  x  £  iXj-_ 2 + a, Xj_ 1 +Q!),

ч d w i iX jH -  i ) “ ) _ „
WL ( */+ < -  —  -  °-

541



Т а б л и ц а  1

№ E RR Р E R R Р

П ример 1 П рим ер  2

8 0,902 ( -4 ) 0,192 (-4 )
16 0,586 ( -5 ) 3,9 0,128 ( -5 ) 3,9
32 0 372( 6) 4,0 0,833 (-7 ) 3,9
64 0,234 ( -7 ) 4,0 0,530 ( -8 ) 4,0
188 0,146 ( 8) 4,0 0,334 ( -9 ) 4,0
256 0,909(—10) 4,0 0,207 (-10) 4,0

с помощью которых получаем 

2

(16) ip{Xj) = h 1 2  ( -  1)“  { V ( x j  -  т ' (Xj) w ' (xf)/v ' ( x j  | .
а = 1

Здесь m!J x )  = k ( x ) d v la (x) jdx, l'a (x) = к(х) dwJa (x)/dx. Нетрудно показать (следует 
из теории т.т.р.с. 1 5 ), что и поток к du/dx может быть выражен через решения 
задач Коши (4) , (15):

dll (х Л ^
(17) к (х,) 1 = 2  { т '  (xj) и (xj _ (_ х ) + ( - 1 ) “ + 1 [ т /  (xj) /и ' (xj) (xj) +

ах а. - 1

-1
+ m l ( x j ) v l _ a (xj ) l ^ a (xj ))\ 2  ( - I f  и '(х у) / я '  (ху)

СИ = 1

Каждую из четырех задач К оти  (4 ) , (15) решим приближенно за один шаг методом 
разложения в ряд Тейлора или методом Рунге—Кутта п -го порядка точности. Подста
вив найденные приближения в формулы (14), (16), а также в (18 ), придем к раз
ностной схеме

(18) (а(пЪ Л_п)) х - ё {п )у м  = -V м  (х), х е ш , ,  у М (0) = А, у М (1) =В.

После нахождения решения (18) и подстановки в (17) получаем одновременно приб
лижение для потока kdu/dx. Имеет место

Т е о р  е м а  1. Пусть 0 <  С, <  к( х ) ,  к(х)  е  Wnj j x (0, x j )  и  W"+l (xt , 1),  

Я(х) ,  f  (х) G W” (0, х ; ) U W £(xt , 1 ) ;  тогда будут справедливы оценки

I а (,г) (х) -  а ( * )  i <  Mh'\ х G ш * , [ d ^ X x )  -  d  ( * )  | <  Mh" “  6 ^

\ * м ( х ) - < р ( х ) \ <  Mhn 6 ( / . / ) ( « +I - «  ) ; x Go3hl п =  2
п + 1

где постоянная М не зависит от И, 5 ( г , / )  символ Кронекера.
С помощью леммы 4 и теоремы 1 доказывается
Т е о р е м а  2. Пусть выполнены условия леммы 4 и теоремы 1, тогда будет 

иметь место оценка

!iz(n)H max {Им - v(n)II о,.», и, й,

II /с du/dx -  k dy^/dxW  <  Л/й” ,
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т.е. разностная схема (18) б? сильной норме имеет п-й порядок точности. Здесь пос
тоянная М не зависит от h.

4. Ч и с л е н н ы е  п р и м е р ы .  П р и м е р 1. к (х) = 1  + Н (х — 0,75), q (x )  = 
= - 3  + хН (х  -  0,75), и(х) = е х ~ \  - Н ( х -  0,75) • 0 ,5 (е* - е°>75).

П р и м е р 2 [8]. к (х )  = expjx -  0 ,5#(0,75—х)| ,t?(x) = [1 + Н (х — 0,75) ] / ( х  +1) , 
и(х) = е х р [л :-  0 ,5 //  (х -  0,75)} + Н(х -  0,75) (е°>75 -  е°>25) .

Для решения задач Коши (4 ) ,  (15) применялся явный метод Рунге—Кутта 
4-го порядка точности. Результаты счета приведены в табл. 1, где

II z (4) II,
ERR = !*<*> II ^ = ;

112 11 1 .° ° .^  й/2
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