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ЛОКАЛИЗАЦИЯ В ОДНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧЕ ЗАЖИГАНИЯ ИЗЛУЧЕНИЕМ

.1. В данной работе изучаются свойства существенно нестационарного решения 
краевой задачи для уравнения теплопроводности с нелинейным граничным усло
вием второго рода:

1
(1) Tt = АТ = -  (rTr)r + Ttz, t >  0, х = (г, z) £  .П;

г

(2) -ТЛъп = I(r) + Ta, t >  0; 1(f) = /оехр(-г2/го2);

(3) Т(0,х) = 0, х G О..

Здесь £2 =Л г >  0, z >0\,Ъ£1 = \г> 0, z = 0}-граница.области £2, постоянная а >  1, а 
10 >.0 и г0 >  0 — заданные параметры.

'Краевая задача (1) —(3) представляет собой математическую модель 
(в обезразмеренных переменных) лазерного нагрева металлического образца, зани
мающего полупространство [1, 2]. Предполагается, что на поверхности образца про
текает экзотермическая реакция, знерговыделение которой аппроксимируется сте
пенной зависимостью g (Т) = Та (второе слагаемое в правой части (2)). Функция 

.1(f) описывает распределение интенсивности излучения по поверхности шещества; 
1о, Ко ~ соответственно амплитуда и полуширина профиля интенсивности.

В работах [1-4] изучалась нелинейная задача, в которой энерговыделение 
реакции задавалось в виде g(T ) = ехр( -1/!Г). Было установлено, что в зависимости 
от значений параметров I q, г о возможны два типа эволюции температурного поля: 
либо стабилизация (решение соответствующей краевой задачигограничено равномер
но по времени и при ?-*■■+«> выходит на устойчивое стационарное решение),, либо 
воспламенение образца (фронт горения неограниченно распространяется по всей 
поверхности вещества).

Краевая задача (1) —(3) (со степенной нелинейностью) ранее изучалась в
(4), где показано, в частности, что задача может не иметь глобального по времени 
решения. Например, при любом а £  (1,2] решение существует.в течение конечного 
’времении

(4) sup T(t,x) = T(t, 0) -»■ +<» при t -*■ to 
x.e  n

(t - t о > '0  — момент обострения неограниченного решения). При а > '2  в зависи

мости от соотношения между параметрами пучка 10, г0 возможно появление гло
бального ограниченного решения.

Основной результат данной работы состоит в следующем: показано, что 
неограниченное в смысле (4) решение задачи (1)-(3) л о к а л и з о в а н о  и 
развивается в LS-режиме (по терминологии [5, 6]), т.е. неограниченный рост 

щра, t to решения может иметь место только на 9S2, и T(t, л:) ограничено равно
мерно n o t € :(0, to) для любого х G О.. Следует отметить, что эффект локализа-
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ции является одним из интереснейших и универсальных свойств режимов с 
обострением и имеет ряд важных физических приложений (см., например, [5]). 
Исследование этого эффекта представляет собой сложную теоретическую пробле
му. Нам известно лишь два достаточно общих подхода к доказательству этого 
’’сингулярного” свойства, развитых в самое последнее время: 1) ’’сравнение ih. 
пересечениям” с локализованными автомодельными решениями (квазилинейные 
уравнения вида ut = V • (mctV«) + и*3, а >  О, 0 >  1; см. об этом в [6 , гл. IV]); 
2) метод [7] (полулинейные уравнения ut = Дм + q (и) ; обобщение на квазилиней
ные уравнения ut = Аф(и) + q(u) дано в [8]). Ниже для доказательства локализа
ции в задаче (1)—(3) ирпользуется подход, близкий по идее к [7], однако в силу 
иного характера нелинейности (содержащейся не в уравнении, а в краевом усло
вии второго рода) техническая реализация здесь иная.

Т е о р е м а  1 (о локализации). Пусть Tit, *) - неограниченное решение 

задачи (1)~(3) в Q0 = (0, ?0) X S2. Тогда оно локализовано по z и справедлива сле
дующая оценка предельного профиля температурного поля:

(5) T(to,x)=  lim T{t,x) <  (a- i)- i/0 *- i)2- i/(«- 0  e n .

Прежде всего отметим, что локальное по t непрерывное ограниченное неотри
цательное решение задачи существует, единственно и является классическим при 
t >  0 (например, в QT = [г, t 0) X S2 для любого т Е (О, f0)) [9, гл. VII: 10, гл. V]. 

Будем считать, что T(t, х) определено в Q0, является неограниченным и Т Е  

Е С 1,3 (бо) П С (2о), Qo = [0, ?о) Х О , S2 =\г> 0, z >  Oj (указанная гладкость 
решения при t = О связана с отсутствием согласования краевого и начального усло
вий на Э О ).

Для д о к а з а т е л ь с т в а  теоремы понадобятся следующие элементарные 
свойства T{t, х ) .

JI е м м а 1 [3]. Справедливы неравенства

(6) Tt >  0 ,

(7) Тг <  О, Tz < 0  в Qo-

Неравенство (6) означает, что предел в (5), конечный или бесконечный, существу

ет всюду в £2.
Легко устанавливается справедливость следующего утверждения.
Л е м м а  2. Для любого tE(0, t0)

(8) T(t,x) -> 0 при | х | = (г2 +z2)I/2 -*■ +<».

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 1. Нетрудно проверить, что функция 
w(t, х) = Tz + Та является решением следующей задачи:

(9) wt = kw-a{a-\)Ta-2\VT\2 в Qr \ \VT \2 = Т? + Т?:,

(Ю) w 1эп = (Tz + T« )|эп = -/(г)‘<  0, , G [г, Г0).

Покажем, что всюду в Q0 справедливо неравенство w <  0. Действительно,
согласно (9) wt <  Д w в QT. Оценим w на параболической границе QT. Во-первых,
w <  0 на 9S2 (см. (10)). Во-вторых, w(r, л:) = ( 7^ + т а ) (т, х) < Т а(т, х)
гдеМт = sup Т(т, х) (см. (7)). В-третьих, в силу (7), (8) для любого t Е [г, t 0)

____  х е  п

lim w(t, х) <  0. Поэтому в соответствии с принципом максимума w <  М “
1 х | -*■' ~ _
всюду в QT т Е (0, t0) .Поскольку Мт -» 0 при т -*0 в силу (3) и условия ТЕ C(Q0), 
то w <  0 в Q0.

Интегрируя последнее неравенство при фиксированных t Е (0, t 0),  г Е
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£  (0, +°°) по интервалу (5, z ), после предельного перехода 6 0 получаем

T(t ,r ,z )  <  [Г1-01 (?,г, 0) + ( a - Отсюда прямо следует оценка (5).
2. Аналогичным способом нетрудно доказать локализацию неограниченного 

в <20 решения краевой задачи для уравнения (1) с условиями

(11) —Тх 1эп = Та, t >  0;

(12) Т(0,х) = Т0(х) > 0 ,  х е  П.

Такая постановка задачи отвечает ситуации, когда экзотермическая реакция ини
циируется не излучением, а за счет наличия нетривиального начального возмуще
ния То & 0. На функцию Т0 накладываются следующие ограничения: Т0(г, z) не 

возрастает по г, г; Т0 Е С2( £1); Т0(х) -* 0 при | х \ -* + Тогда решение задачи 
T(t, х) удовлетворяет (7) и (8) . Мы будем для простоты считать, что Т Е 

Е С2’4 (Qq) П С1 ’2 (Qo) (хотя это требование гладкости существенно завышено).
Т е о р е м а  2 (о локализации) . Пусть T(t, х) - неограниченное решение 

задачи (1), (11), (12) в Q0 = (0, t0) X £2, причем

Х =  inf {-(T0(x))g/T f(x)l е  (0, 1].
х е  п

Тогда решение локализовано и

(13) T(tS,x)= Ш  T(t,x) <  [Х(а— l)]- 1/(a-1) z-1^ a_1'̂  в S2-.
*-**1

По д о к а з а т е л ь с т в у  эта теорема полностью аналогична предыдущей. 
Оценка (13) вытекает из того, что в сделанных предположениях w = Tz + \Та <  

<  0 в Qo.
Применительно к задаче (1), (11), (12) можно получить условие неограни

ченности решения и найти оценку сверху амплитуды решения при t -*■ ?q. Отметим, 
что оценки сверху играют важную роль в исследовании асимптотической пространст
венно-временной структуры решения вблизи t - tо (см. библиографию в [6, гл. IV]). 

Т е о р е м а  3 (оценка амплитуды сверху) . Пусть

(14) д =  inf \АТ0(х)1П(х)} е  (0, + °°).
i e n

Тогда решение задачи (1), (11), (12) является неограниченным в Q0, где

(15) t0 <  t , = ( sup Т0(х)У ~aln(a - 1),
i e n

и справедлива оценка амплитуды

(16) . sup T(t,x) <  [д(а - i ) ] ( ?0 - r)- 1/ ^ - 1) e (0 ,fo).
x G . i l

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользуемся методом [11] (см. также [6, гл. IV]); 
аналогичная техника применялась в [7]. Функция w= Tt - ц Та, как легко про

верить, удовлетворяет в Q0 уравнению wt = Aw + iia (a  - 1 )Т а ~2 \ VT |2 >  Aw, 

краевому условию wz = ~aTa ~ 1w на ЭХ2 и начальному условию w(0, jc) = 
= АГ0 — II То >  0 в £2 в силу (14). Поскольку в сделанных предположениях 

lirn w(t, х) >  0 для всех t Е [0, t0), из принципа максимума [9, гл. II] заклю-
| х | -*■ +°°

чаем, что w >  0 в Q0, т.е.

(17) Tt - n T * >  0 в Q0. .

Интегрируя (17) по (t , t0) для любого фиксированного х Е S2, получаем 

T1~a (t, х) >  ц (а - 1) (t0 - t) + T1~a (to, х) в Qo (здесь T(to, х) = lim T(t, л);
* -*■ f о
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этот предел существует в. силу неравенства (6) , которое, в свою очередь, следует 

из (14)). Отсюда д (а - 1) (Г0 — ?) в Q0 (что при t =  0 дает (15)), й,
следовательно, справедливо (16).

3. Покажем, что оцёнкаьпредельного распределения (13) является в опре
деленном смысле неулучшаемой .̂

Задача ̂ (Г),  ̂ (11), (12)^П]аи, специальном выборе начальной функции Т0 = 
= T0(z) допускает построение" неограниченного автомодельного решения следую
щего вида:

(18) TA(t,z) = :;(?о ~ 0 “ 1/2(^ 1)ел © , % =

где функция вА0 ' 0  при % >  0 удовлетворяет краевой задаче в"А — 9'л%/2 — 

— вл/2(а — 1) = 0 ,при £ >  0, —0^(0) = в А (0). Нетрудно найти асимптотику

функции вА : 0^(1) = С0 + o g -1^®- ^ ) , !  -»•+«>, Где С0 = С0(а) >  0 . 
Поэтому, перехода-BV (18) к пределу при t -* t0 и учитывая при этом, что 
(TA)t >  0 в 2о (это легко установить из уравнения для вА) , получаем следую
щее выражение для предельного распределения автомодельного решения:

(19) TA(t,z) <  ZU(fp. Z) = CoZ-1/ ^ - 1) В Go-

По характеру зависимости от z оценки (13) и (19) совпадают и отличаются 
только величиной постоянййх множителей.
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