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Л Ю ДИ  СОВЕТСКОЙ НАУКИ

ВЛАДИМИР АЛЕКСАНДРОВИЧ ИЛЬИН 

(К  60-летию со дня рождения)

2 мая 1988 г. исполнилось 60 лет 
выдающемуся советскому ученому, 
крупнейшему специалисту в области 
математической физики, теории диф ­
ференциальных уравнений и спект­
ральной теории дифференциальных 
операторов члену-корреснонденту ЛИ 
С СС Р Владимиру Александровичу 
Ильину.

С именем В. А. Ильина связаны 
выдающиеся научные достижения по 
теории краевых и смешанных задач 
для  уравнений математической физи­
ки в областях с «плохими» (неглад­
кими) границами и с разрывными 
коэффициентами, по проблемам связи 
между классическими и обобщенными 
решениями задач математической фи­
зики, по спектральной теории самосо­
пряженных эллиптических операторов и 
теории кратных рядов и интегралов 
Фурье, по математическому моделированию задач о дифракции и ре­
фракции электромагнитных волн, но спектральной теории несамосопря­
женных дифференциальных операторов (в том числе операторов, по­
рождаемых нелокальными краевыми условиями) и по разностным мето­
д ам  решения нелокальных краевых задач.

Владимир Александрович Ильин родился в древнем русском городе 
Козельске. В 1945 г. он поступил на физический факультет МГУ 
им. М. В. Ломоносова, который окончил с отличием в 1950 г. по кафедре 
математики. В том же году Владимир Александрович поступил в аспи­
рантуру при МГУ, которую окончил под руководством А. Н. Тихонова 
в 1953 г., защитив кандидатскую диссертацию по теории дифракции 
электромагнитных волн. После окончания аспирантуры В. А. Ильин стал 
ассистентом кафедры математики физического факультета.

В 1958 г. В. А. Ильин защитил докторскую диссертацию по спект­
ральной теории эллиптических операторов и через год был избран на 
должность профессора Московского университета. В 1970 г. Владимир 
Александрович переходит на только что образованный в университете 
факультет вычислительной математики и кибернетики. С июля 1974- г. 
он бессменно возглавляет на факультете вычислительной математики 
и кибернетики созданную им кафедру общей математики.

Таким образом, вся более чем 35-летняя иаучно-недагогическаи 
деятельность В. А. Ильина неразрывно связана с МГУ нм. М. В. Л ом о­
носова. Наряду с этим Владимир Александрович с 1973 г. плодотворно 
ведет научно-исследовательскую работу в Математическом институте 
им. В. А. Стеклова АН СССР. Первые научные работы В. А. Ильина,
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выполненные им еще в студенческие годы, были посвящены вопросам 
представления функции Грина для оператора Л апласа  в виде суммы 
сходящихся билинейных рядов из собственных функций. В частности,
з этих работах он доказал  ошибочность содержащегося в известной 
книге Р. Куранта и Д. Гильберта «Методы математической физики» 
утверждения о том, что функция Грина для оператора Л ап ласа  в пря­
моугольнике представима в виде суммы билинейного ряда из собствен­
ных функций, сходящегося абсолютно и равномерно всюду в этом пря­
моугольнике, за  исключением как угодно малой окрестности источни­
ка *). В. А. Ильин доказал,  что указанный билинейный ряд не сходится 
абсолютно ни в одной внутренней точке прямоугольника, но сходится 
при суммировании в порядке возрастания собственных чисел равномер­
но всюду в прямоугольнике, за  исключением как угодно малой окрест­
ности источника.

Научные исследования Владимира Александровича, выполненные в 
1953— 1954 гг., были посвящены изучению математических моделей з а ­
дачи о дифракции электромагнитных волн на поверхностях, имеющих 
угловые линии, задачи о береговой рефракции радиоволн и задачи о 
возбуждении неидеальных радиоволноводов, имеющих угловые линии. 
В этих направлениях первые модели были разработаны М. А. Леонто- 
вичем,’ Г. Д. Малюженцем, В. А. Фоком и Г. А. Гринбергом. В работах 
В. А. Ильина предложены более точные, существенно новые математи­
ческие модели решения указанных задач, позволившие выявить ряд 
эффектов, которые нельзя было получить, оставаясь в рамках прежних 
моделей (например, наличие в задаче о дифракции логарифмической 
особенности у потенциала на угловых линиях, усиление громкости при­
нимаемых радиосигналов нри приближении к береговой линии в задаче 
о рефракции радиоволн и др.).

В. А. Ильину принадлежат фундаментальные результаты по пробле­
ме о разрешимости в' классическом смысле смешанной задачи для ги­
перболического уравнения второго порядка. Он установил разреши­
мость указанной смешанной задачи в произвольном нормальном ци­
линдре, т. е. в цилиндре с сечением, представляющим собой область, 
для которой при любой непрерывной граничной функции разрешима 
задача Дирихле для уравнения Лапласа .  Д о  работ В. А. Ильина в ис­
следованиях известных математиков, посвященных разрешимости ука­
занной смешанной задачи, от границы рассматриваемой области требо­
валась высокая гладкость, неограниченно растущая с ростом числа 
измерений.

Эти исследования В. А. Ильина в соединении с более ранними иссле­
дованиями, проведенными А. Н. Тихоновым для  параболических и 
эллиптических уравнений, показали, что в смысле требований на гра­
ницу вопрос о разрешимости краевых и смешанных задач для  уравне­
ний всех трех основных типов сводится к вопросу о разрешимости 
классической задачи математической физики — задачи Дирихле для 
уравнения Лапласа .

В связи с потребностями математического моделирования законов 
движения в неоднородных средах и полях В. А. Ильиным в 1960— 
1963 гг. выполнен большой цикл работ по проблемам разрешимости и 
устойчивости решений краевых и смешанных задач и задач  на собст­
венные значения для  уравнений в частных производных с разрывными 
:-:эг ф ф п- т е н т а  м и. Точность установленных им условий разрешимости 
>:-:2 зг;-:ных задач характеризуется тем, что при отсутствии разрывов у 
к:>г66п"нгнтов эти. условия переходят в точные условия разрешимости 
; :-:тнгт:тнующи.\ задач с гладкими коэффициентами (например, для 
г.".'::гт:.-:-:с-с?:их уразнений второго порядка установленные В. А. Ильи­
ным разрешимости переходят в условия Ж иро) .

У- ' г -г . .  Л. Пг.г^бсот. Методы математической физики. М., 1951. Т. 1,



Замечательные результаты получены Владимиром Александровичем 
но проблеме совпадения классических и обобщенных решений краевых 
и смешанных задач для уравнений второго порядка. Известно, что не 
всякое классическое решение является обобщенным (пример Адамара) 
и, конечно, не всякое обобщенное решение является классическим. В. А. 
Ильин доказал,  что классическое решение задачи Дирихле для произ­
вольного эллиптического оператора второго порядка с однородным 
краевым условием в совершенно произвольной ограниченной области 
всякий раз, когда оно существует, является обобщенным из W\ реше­
нием этой задачи. Совпадение классического и обобщенного решений 
было установлено и для смешанной краевой задачи для гиперболиче­
ского уравнения. В этих исследованиях предложен новый метод до ка ­
зательства единственности решения смешанной задачи для гиперболи­
ческого уравнения в произвольной области, использующий только факт 
полноты собственных и присоединенных функций соответствующей з а ­
дачи для эллиптического уравнения.

По сравнению с традиционным методом энергетических неравенств 
метод В. А. Ильина обладает тем преимуществом, что позволяет уста­
новить единственность решения смешанной задачи без каких-либо пред­
положений о гладкости границы области.

Выдающиеся результаты получены В. А. Ильиным по спектральной 
теории дифференциальных операторов. Еще в 1955— 1958 гг. им опуб­
ликован большой цикл работ, в котором получены окончательные в 
классах Соболева Wlp целого порядка I условия на функцию f(x ) ,  кото­
рые гарантировали как абсолютную, так и равномерную сходимость 
ряда Фурье этой функции по собственным функциям оператора Л а п ­
ласа первой, второй и третьей краевых задач.

Д ля  получения указанных результатов В. А. Ильиным была создана 
теория так  называемых ядер дробного порядка, являющихся ядрами 
положительных степеней интегрального оператора, порождаемого функ­
цией Грина соответствующей краевой задачи для оператора Лапласа .  
Р азвитая  теория ядер дробного порядка по достоинству оценена мате­
матиками и нашла многочисленные применения, например для  полу­
чения различных теорем вложения.

Фундаментальным вкладом В. А. Ильина в спектральную теорию 
является создание им в 1968— 1974 гг. универсального метода изучения 
спектральных разложений, отвечающих произвольным самосопряжен­
ным неотрицательным расширениям эллиптических операторов.

Вопросам локализации и равномерной сходимости спектральных 
разложений посвящены многочисленные исследования как советских, 
так  и зарубежных математиков, но только метод В. А. Ильина позво­
лил для произвольной области или многообразия и любого спектра 
установить точные условия равномерной сходимости как самих спект­
ральных разложений, так и их средних Рисса, окончательные в каждом 
из классов функций Соболева , Никольского , Лиувилля L“ , 
Бесова Ва е и Зигмунда — Гёльдера Са.

Примечателен тот факт, что установленные В. А. Ильиным оконча­
тельные (в каждом из указанных классов) условия равномерной сходи­
мости спектральных разложений несмотря на то, что они установлены 
для произвольных самосопряженных расширений эллиптических опера­
торов с переменными коэффициентами, для произвольных областей и 
произвольных спектров, являются окончательными и для каждого инди­
видуального спектрального разложения (и, в частности, для разложе­
ний в jV-кратный интеграл Фурье и в jV-кратный тригонометрический 
ряд Фурье). Поэтому, хотя Владимир Александрович и не сводил свои 
научные интересы к занятиям конкретными спектральными разлож е­
ниями, его имя носят самые точные условия разложимости в кратный 
интеграл Фурье и в кратный тригонометрический ряд Фурье.

В. А. Ильиным проведено также норящее законченный характер изу-
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чеиие принципа локализации и связанных с ним локальных оценок 
спектральных разложений как в классическом (т. с. в смысле равномер­
ной сходимости в окрестности данной точки),  так и в обобщенном смыс­
ле (т. е. в смысле сходимости почти всюду в окрестности данной точки).

В 1971 г. В. А. Ильин дал отрицательное решение задачи о равно­
сходимости разложений по собственным функциям Л^-мерной области 
и в TV-кратный интеграл Фурье для  функции из класса Зигмунда — 
Гёльдера Са при любом a < ( N — 1)/2, а в 1972 г.— отрицательное реше­
ние задачи о риссовской равносуммируемости порядка s указанных 
двух разложений для функции из класса Зигмунда — Гёльдера С17 при 
любом a < . ( N — 1)/2—s. Эти результаты В. А. Ильина показали, что 
установленные им ранее тонкие теоремы об условиях, не обеспечива­
ющих равномерной сходимости спектральных разложений и их средних 
Рисса, нельзя получить с помощью теорем о равносходимости или о 
риссовской равносуммируемости спектральных разложений.

В 1972 г. В. А. Ильин опубликовал отрицательное решение постав­
ленной в ноябре 1970 г. С. Л. Соболевым задачи о сходимости в метри­
ке Wlp при рФ 2  спектрального разложения финитной функции из кл ас ­
са W1 . р

Многие известные математики (Т. Карлеман, В. Г. Авакумович, 
Б. М. Левитан, Л. Гординг, Л. Хёрмандер и др.) занимались оценкой 
остаточного члена спектральной функции эллиптического оператора в 
метрике Все они использовали для  получения оценки остаточного 
члена различные модификации первоначального метода Карлемана,  
заключающегося в изучении ядра некоторой функции от оператора и в 
последующем применении тех или иных тауберовых теорем. Никаких 
„других методов оценки остаточного члена спектральной функции не 
существовало. В конце 70-х годов В. А. Ильиным развит новый простой 
и естественный метод оценки в метрике L«> остаточного члена спект­
ральной функции произвольного самосопряженного расширения эллип­
тического оператора второго порядка, не использующий ни метода К ар ­
лемана, ни техники тауберовых теорем. В. А. Ильину принадлежит и 
еще один, третий, очень оригинальный по идее метод оценки остаточно­
го члена спектральной функции эллиптического оператора, такж е не 
имеющий ничего общего ни с методом Карлемана, ни с техникой таубе­
ровых теорем и опубликованный им в 1987 г. Идея этого метода заклю ­
чается в том, что если обозначить через р геодезическое расстояние, по­
рождаемое римановой метрикой, определяемой старшими коэффициен­
тами эллиптического оператора, а через во (р, г, %) — спектральную 
функцию того сингулярного обыкновенного дифференциального опера­
тора, который получится из эллиптического, и если рассматривать 
функции, зависящие только от р, то главный член спектральной функ­
ции эллиптического оператора может быть взят в виде 0о(|х—у |, 0, К).

Выдающимся вкладом в науку являются работы В. А. Ильина по 
спектральной теории несамосопряженных дифференциальных операто­
ров, выполненные им в 1975— 1987 гг. Этим его работам предшество­
вали известные работы М. В. Келдыша, в которых для  некоторых кл ас ­
сов краевых задач установлен факт полноты специально построенной 
системы собственных и присоединенных функций дифференциального 
оператора. (Такую систему М. В. Келдыш назвал канонической.) Од­
нако теория М. В. Келдыша не дала ответа на весьма актуальный для  
приложений вопрос о том, образует ли построенная каноническая сис­
тема базис, по которому можно разложить произвольную функцию из 
некоторого класса.

В основе развитых В. А. Ильиным методов построения спектральной 
теории несамосопряженных дифференциальных операторов лежит от­
каз от задания краевых условий и рассмотрение собственных и при­
соединенных функций дифференциальных операторов в обобщенном 
смысле — только в качестве регулярных решений соответствующих 
дифференциальных уравнений со спектральным параметром. Развитые
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им методы изучения спектральных разложений в биортогональный ряд 
по произвольной полной и минимальной в Ь2 (или д аж е  в некотором 
L p) системе, состоящей из понимаемых в указанном выше обобщенном 
смысле собственных и присоединенных функций, позволяют охватить 
случаи совершенно произвольных (нелокальных, зависящих произволь­
ным образом от спектрального параметра) краевых условий.

В 1980 г. В. А. Ильин установил конструктивное легко проверяемое 
необходимое и достаточное условие базисное™ в Ь2 системы понимае­
мых в указанном выше обобщенном смысле собственных и присоеди­
ненных функций несамосопряженного обыкновенного дифференциаль­
ного оператора произвольного порядка п. Владимир Александрович 
доказал,  что это же условие является необходимым и достаточным и 
для  того, чтобы разложения произвольной функции из класса Ь2 в биор­
тогональный ряд но собственным и присоединенным функциям и в 
обычный тригонометрический ряд Фурье равносходились равномерно 
на любом компакте основного интервала. Аналогичные результаты по­
лучены В. А. Ильиным и для полиномиальных пучков типа Келдыша 
обыкновенных дифференциальных операторов.

Занимаясь  вопросом о том, обязана ли построенная М. В. Келды­
шем каноническая система собственных и присоединенных функций об­
ладать  свойством базисности в L2, В. А. Ильин пришел к следующему 
неожиданному результату: если общее число присоединенных функций 
в системе не является конечным, то всегда существует полная, мини­
мальная и каноническая в смысле Келдыша система собственных и при­
соединенных функций, не обладаю щ ая свойством базисности в Ь2. Р а з ­
мышления над этим результатом естественным образом привели В. А. 
Ильина к введению понятия приведенной системы собственных и при­
соединенных функций, которая обладает свойством базисности в Ь2 
всякий раз, когда это свойство имеется хотя бы при одном выборе при­
соединенных функций, и к установлению необходимого и достаточного 
условия базисности в Ь2 приведенной системы. г

В 1980— 1982 гг. для обыкновенного дифференциального оператора 
любого порядка п и для общего эллиптического оператора второго по­
рядка В. А. Ильиным установлены точные по порядку оценки / ,2-нормы 
собственной (или соответственно присоединенной) функции по произ­
вольному компакту К  основной области через Ь2-норму присоединенной 
функции на единицу более высокого порядка по компакту К '^ К .

Указанные оценки названы В. А. Ильиным оценками антиаприорно- 
го типа, так как в них оценивается правая часть дифференциального 
уравнения через его решения. Их можно рассматривать как некоторый 
аналог известного неравенства С. Н. Бернштейна для  тригонометриче­
ских полиномов. Владимир Александрович показал, что оценки анти- 
априорного . типа играют принципиальную роль при установлении схо­
димости спектральных разложений, отвечающих несамосопряженным 
дифференциальным операторам.

В 1983 г. В. А. Ильину удалось перенести на случай L p ранее уста­
новленные им для случая L2 теоремы о необходимом и достаточном ус­
ловии базисности и равносходимости с тригонометрическим рядом 
спектральных разложений, отвечающих произвольному несамосопря- 
жениому обыкновенному дифференциальному оператору любого конеч­
ного порядка. Он установил конструктивное необходимое и достаточное 
условие базисности в L p при любом фиксированном р >  1 системы соб­
ственных и присоединенных функций указанного оператора и, что самое 
интересное,— конструктивное необходимое и достаточное условие для 
того, чтобы при любом фиксированном р ^ 1  разложения произвольной 
функции из класса L p в биортогональный ряд по системе собственных 
и присоединенных функций и в обычный тригонометрический ряд Фурье 
равносходились равномерно на любом компакте основного интервала.

Самой трудной и, конечно, самой интересной является теорема о не­
обходимом и достаточном условии равносходимости при р =  1, т. с. в L\.
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Особо тонкой техники потребовало доказательство необходимости, 
опубликованное В. А. Ильиным в 1985 г. Чтобы оценить значение этого 
замечательного результата, достаточно отметить, что, начиная со зна­
менитой работы В. А. Стеклова, многие известные математики (сам 
В. А. Стеклов, Я- Д. Тамаркин, Э. Ч. Титчмарш, А. Хаар, Б. М. Левитан, 
Я. Л. Геронимус и др.) занимались установлением различных теорем 
равносходимости и что теорема В. А. Ильина не только содержит (в ря­
де случаев с усилением) результаты этих авторов, по и впервые устанав­
ливает точную границу, за  пределами которой равносходимости нет.

Большим научным достижением В. А. Ильина является установле­
ние им в 1983 г. для  оператора второго порядка при минимальных тре­
бованиях на его коэффициенты необходимого и достаточного условия 
безусловной базисности или базисности Рисса системы его собственных 
и присоединенных функций. В 1986 г. В. А. Ильин перенес этот резуль­
тат на случай, когда оператор является разрывным, что особенно 
актуально для рассмотрения задач  с нелокальными краевыми условия­
ми, для  которых сопряженный оператор является разрывным.

Большой интерес представляют и работы В. А. Ильина по нело­
кальным краевым задачам, выполненные в 1986— 1987 гг., в которых 
найдены точные условия, гарантирующие разрешимость поставленных 
задач и устойчивость их решения, построены разностные схемы их ре­
шения и доказано, что на равномерной сетке с шагом h эти схемы дают 
погрешность второго порядка по шагу h.

Отметим, что характерной чертой всего научного творчества 
В. А. Ильина является глубина и четкость постановок задач и исчерпы­
вающий характер полученных результатов.

В. А. Ильиным создана большая и авторитетная научная школа. 
Он подготовил 8 докторов и свыше 40 кандидатов наук. Некоторые из 
его учеников — крупные ученые и организаторы науки (Ш. А. Алимов — 
член-корреспондент АН УзССР, ректор Ташкентского университета, 
Ван Тун — директор Вычислительного центра при Госплане Китайской 
Народной Республики).

В Московском университете им. М. В. Ломоносова Владимир Алек­
сандрович Ильин известен как блестящий лектор. В. А. Ильиным напи­
сан цикл заслуживших всеобщее признание учебников: «Основы мате­
матического анализа», ч. 1 и 2, «Аналитическая геометрия» и «Линей­
ная алгебра» (в соавторстве с Э. Г. Позняком) и советско-болгарский 
учебник «Математический анализ», ч. 1 и 2 (в соавторстве с В. А. Садов- 
ничим и Бл. X. Сендовым).

Владимир Александрович принимает активное участие в научно­
организационной и общественной работе. В течение восьми лет он з а ­
нимал ответственный пост председателя экспертной комиссии ВАК но 
математике. В настоящее время ои является членом бюро Научно-мето­
дического совета при Минвузе СССР, членом Экспертного совета ВАК 
СССР по управлению, вычислительной технике и информатике, зам е­
стителем председателя секции и членом комитета по присуждению пре­
мий Ленинского комсомола, ответственным редактором научно-мето­
дического сборника «Математика» при Минвузе СССР, членом редкол­
легий журналов «Дифференциальные уравнения» и «Математические 
заметки», председателем библиотечного совета факультета вычисли­
тельной математики и кибернетики МГУ им. М. В. Ломоносова.

Заслуги Владимира Александровича Ильина высоко оценены: он яв ­
ляется лауреатом Государственной премии СССР, лауреатом Ломоно­
совской премии, награжден орденами Трудового Красного Знамени, 
Д руж бы  пародов и многими медалями.

Владимир Александрович полон неиссякаемой энергии, новых твор­
ческих замыслов, он, как всегда, щедро дарит научные идеи. От души 
желаем ему новых выдающихся свершений, доброго здоровья и счастья.

Ш. Л. ЛЛИМОВ,  А. В. Б И Ц А Д З Е . А .  А. Д О Р О Д Н И Ц Ы Н ,  Н. П. ЕРУГИП,  
Е. И. МОИСЕЕВ,  А. А. САМАРСКИЙ,  А. И. ТИХОНОВ
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