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АННОТАЦИЯ

Предлагается конечно-разностный метод решения одномерных 

нестационарных задач газовой динамика на адаптивных сетках, 

динамически связанных с решением. В основу метода положена 

идея автоматического преобразования координат с помощью иско­

мого решения. Рассмотрен ряд известных задач, на примере ре­

шения которых продемонстрированы возможности предлагаемого 

подхода.

Метод позволяет получать более высокую точность решения 

по сравнению с решением на фиксированной сетке с тем se числом 

узлов; выделять контактные границы» положение, момент возни­

кновения и распространение ударных волн; генерировать и унич­

тожать узлы сетки.
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Введение

Правильный выбор расчетной сетки в задачах математической 

физики всегда являлся важнейшим компонентом численного решения. 

Особенно важна эта проблема в задачах газовой дашмики, решения 

которых отличаются большим количеством особенностей. Разнообра­

зие решений газодинамических задач обусловлено в первую очередь 

множеством физических явлений, которые они описывают. При их 

численном решении встречается ряд специфических трудностей» свя­

занных с наличием следующих факторов:

- возникновение больших градиентов внутри рассматриваемой облас­

ти или на ее границе (проблемы типа пограничного слоя) *

- наличие контактных или свободных границ;

- генерация и распространение ударных волн.

Дополнительные трудности возникают при рассмотрении трансзвуко­

вых течений.

Изначально при разработке методов численного решения урав­

нений газовой динамики наметились два подхода: лаграняав и эйле­

ров [ i ] .

В лагранжевых методах |_2,3j ячейки расчетной сетки переме­

щаются вместе с жидкостью, и, таким образом, скорость движения 

узлов определяется скоростью гидродинамического течения. Такой 

способ адаптации оказался удобным для относительно гладких те­

чений. в которых отсутствуют большие деформации. Наиболее эффек­

тивно его применение в задачах со свободными поверхностями и 

поверхностями раздела. Кроме того, разностные схемы в лвгранже- 

вых переменных обладают низкой схемной вязкостью. Однако наличие 

постоянных связей между движущимися ячейками накладывает есте­

ственные ограничения на область применимости лагранже ва подхода. 

При значительных деформациях течения происходит сильное искаже­

ние ячеек сетки, что вызывает снижение точности расчетов и умень­

шение гага интегрирования. Слипком большие амплитуды возмущающих 

сил могут вызвать так называемое выворачивание части ячеек, что 

приводит к утрате физического смысла результатов расчета. Суще­

ствует ряд механизмов регуляризации расчетных сеток лагранже ва 

типа (см ., например, [4 ,5 ] ), с помощью которых удается расширить 

область использования этих методов, однако полностью устранить 

недостатки лагранже ва подхода не удается.

В численных методах, базирующихся на эйлеровом подходе [б,7] 

узлы расчетной сетки фиксированы и не изменяются в процессе рас-



чатов, что позволяв т рассматривать течения с сильными деформаци­

ями. Но в задачах с неизвестным заранее поведением решения 

расстановка узлов может оказаться не оптимальной, что потребует 

применения сетки с весьма мелким авгом. Частично данный недоста­

ток может быть скомпенсирован предварительным неравномерным рас­

пределением коордшатных линий, если известна некоторая априор­

ная информация о поведении репвния. Однако само построение не­

равномерных сеток в многомерных задачах со сложной геометрией 

области решения представляет собой непростую задачу. Для пост­

роения наиболее простых сеток, учитывающих только форму границ 

области и нв изменяющихся при их движении, был предложен ряд 

методов, основанных либо на геометрическом подходе [8 ,э ], либо 

использующих идаю автоматического преобразования координат jjo- 
12]. Методы, основанные на геометрическом подходе, просты, на­

глядны и построение расчетных сеток при их использовании осуще­

ствляется с помощью алгебраических формул, как правило связан­

ных с различными видами интерполяции. Среди методов, использую­

щих преобразование координат, наиболее известным являвтся, по- 

видимому, [il] , согласно которому распределение узлов сопряжено 

с решением системы уравнений Лапласа [п ]  или Пуассона [1 2]. На­

ибольшее распространение эти методы получили в стационарных за­

дачах, в которых сетку можно построить до начала интегрирования 

уравнений.

Оба подхода использовались для разработки методов построе­

ния сеток, учитывающих подвижность границ расчетной области. С 

этой 19 лью в методах, использующих преобразование координат 

[ 13]5 предлагается дифференцирование по времени эллиптической 

системы уравнений. В методах, основанных на геометрическом под­

ходе [7,14,15]| , вводятся подвижные сетки, жестко связанные с 

движением границы ила одной из особенностей реовния. С их помо­

щью в [ 7 ] осущэствлялось, в частности, выделение головной удар­

ной волны.

Попытки объединения преимуществ обоих подходов привели к 

разработке cue ванных эйлврово-дагранжевых (СЭЛ) [ IS-29J и ква- 

зилагранжевых [30-34] методов.

В смешанном эйлерово-дагранжевом подходе имеются две разнови 

дности его реализации.В одной из них характер течения принципиаль­

но разный в различных направлениях, и узлы сетки в них движутся 

вдоль одного из координатных тпревдвний со скоростью течения 

(лаграняев подход), а вдоль другого - неподвижны (эйлеров под­
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ход) [16-18]. С помощью этих методов реовлись, в частности, за­

дача о движении жидкости в длинных гибких каналах [iel и зада­

чи ЛТС [l9,2o].

Другая разновидность методов СЭЛ [21-29] использует подвиж­

ные сетки, скорость движения узлов которых может не совпадать 

со скоростью течения. В работе [29] механизм перестройки 

сетки не конкретизируется, а в [21-28] исходную систему уравне­

ний предлагается представлять в каскадной форме [22] и решение 

производить в два этапа. На первом - лагранжевом - рассчитывает­

ся действие сил, определяемых тензором вязких напряжений (пра­

вые части уравнений). На втором - эйлеровом - рассчитываются 

процессы конвективного переноса и производится перестройка сетки. 

Для ряда задач эти методы имеют весомые преимущества перед дру« 

гими.

Квазилагранжев метод [30-34 }  использовался для описания гид­

родинамических течений с объёмными источниками массы и его, в час* 

тности; можно рассматривать как способ распространения массовые 

лагранжевых координат на область задач с изменяющейся массой, 0Д“ 

нако, использование в этом методе лагранжева подхода предполагавт 

нптгпжпиий запрета на обмен массой между элементами течения. Из­

менение массы, а соответственно и размеров ячейки, определяется 

мощностью источника и дайной ячейке. Одним из достоинств квази*™ 

лагранжева подхода является возможность уменьшения разшряос-тш 

задачи [33 ,34] .

Стремление к использованию всех преимуществ, которыми об®- 

дают методы подвижных сеток, лагранжев, эйлеров и сметанный эй- 

лврово-лагранжев подходы привели в конечном итоге к разрабонш 

и использованию методов адаптивных сеток, динамически звязанных 

с решением, см. обзоры [35-37].

Разработка методов построения адаптивных сеток г настоящее 

время находится в стадии интенсивного развития, и поэтому note 

невозможно какому-либо из них отдать предпочтение. Ключевой про­

блемой всех методов построения адаптивных сеток, динамически свя­

занных с ре пинаем, является выбор характеристики численного реше­

ния, используемой в качестве параметра, управлшэдзго пе рема пиш­

ем узлов сетки. Точность расчетов также зависит от того, как 

взаимосвязаны разностная схема и способ построения расчетной сет­

ки. С учетом этих требований различными авторами был предложен 

ряд эмпирических подходов к построению расчетных сеток с управ­

ляемым распределением узлов.
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В методах подвижных конечных элементов [зв-4о] для этах 

целей используется система разностных уравнений, получаемых с 

помощью проекционного метода Галеркина. Другие способы построе­

ния подвижных конечных элементов рассмотрены в [41,42]. В каж­

дой из этих работ, наряду с различными модельными задачами, рас­

сматривалось уравнение Бюргерса

d U  , , ,  dU  _  о  bz U \) - малый параметр
д Т  и  д х  у  Т х *  > ^  >

типичное решение которого имеет крутой фронт. Решение этой за­

дачи традиционными конечно-разностными методами или методами ко­

нечных элементов сталкивается с естественными трудностями. При­

менение методов конечных элементов на сетке с динамическим рас­

пределением узлов во всех случаях приводило к положительному 

эффекту. Без увеличения обща го числа узлов точность решения за 

счет их концентрации в области сингулярности значительно возра­

стала. При этом в [4l] высказывалось мнение, что методы подвиж­

ных конечных элементов имеют неоспоримое преимущество перед ко­

нечно-разностными, использующими адаптивные сетки.

В [43,44] рассматривается ряд теоретических положений, от­

носящихся к методам подвижных конечных элементов.

Еще большим разнообразием отличаются способы построения 

адаптивных сеток в конечно-разностных методах [45-65]. Основная 

часть этих работ посвящена проблемам аэроме ханики $5- 55] и тепло- 

шссообманар?^^Наибольшее распространение в конечно-разно­

стных методах получили способы построения адаптирующихся сеток, 

основанные на вариационных подходах [45-49], эквидистантном 

распределении зависимых перешенных [50-52], механических анало­

гах сетки [53,54] , учете погрешности аппроксимации [55,56] и 

градиентов численного решения [57,5в] и др .[59-62].

К недостаткам перечисленных подходов следует отнести то, 

что процессы определения решения и движения узлов в них как бы 

разделены и реализуются автономно. Кроме того, взаимосвязь меж­

ду используемыми разностной схемой и способом перестройки сетки 

задается эмпирически и, как правило, весьма груба. Как нам пред- 

ставлязтся, именно в силу этих причин при решении задач нередко 

возникают осцилляции сетки, либо связанные колебания решения и 

сетки, неоднократно отмечавшиеся в различных работах [£?]. Более 

того, произвольная трактовка этих явлений привода [бз] к заклю­



чению, что их появление свойственно всем методам построения 

расчетных сеток, использующих системы уравнений эллиптического, 

параболического или гиперболического типа. Для устранения этих 

явлений в [ 63 ] предлагается расчетные сетки строить не на каж­

дом гаге по времени, а через значительно больше отрезки време­

ни, а затем улучпвть их свойства оптимизационными методами.

Представляется также не совсем рациональным определять ре­

пе ния в областях сингулярности с помощью концентрации в них уз­

лов сетки. Выделение с помощью такого приема, например, ударной 

волны |Гб1] требует болзе чем I02 узлов.

В настоящей работе предлагается свободный от указанных не­

достатков метод решения нестационарных одномерных задач газовой 

динамики на адаптивной сетке, динамически связанной с решением. 

Излагаемый подход представляет собой распространение на газоди­

намические задачи метода реовния краевых нестационарных задач 

[64] и задач типа Стефана [65] на адаптивных сетках.

$ 2 . Ди<Мйреипяялт.яая постановка задачи.

Нахождение численного решения уравнений газовой динамики 

с помощью адаптивной сетки, динамически связанной с решением,, 

определим как способ решения, при котором на хождение сеточных 

функций и координат узлов неразрывно взаимосвязано. Основные от­

личия предлагаемого подхода от ранее рассматривавшихся заключают­

ся в следующем:

1 . Построение адаптивной сетки производится с помощью авто­

матического преобразования координат. Конкретный вид преобразова­

ния задается с помощью некоторой функции Q , конкретный вид ко­

торой определяется особенностями решения исследуемой задачи.

2 . Тесная взаимосвязь между искомым решзнием и способом пе­

рестройки расчетной сетки вводится на уровне дифференциальной мо­

дели, представляющая собой в общэм случае нелинейную систему ура­

внений в частных производных. В этой системе часть уравнений опи­

сывает непосредственно исследуемое явление, а вторая часть - ди­

намику расчетной сетки, определяемую в свою очередь эволюцией 

решения. В предельных случаях из этих уравнений получаются сетки 

либо в эйлеровых, либо в лагранжввых переменных.

Отметим, что конкретный вид связи между уравнениями газовой 

динамики и уравнением для перестройки сетки задавался по аналогии 

с квазилагранжевым подходом [30] .
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В качестве исходной систеш координат, в которой произво­

дится математическая формулировка исследуемого явления, использу­

ем декартову систему ос > t  .Затем с помощью преобразования об­

щего вида ас ,t) осуществим переход из физического пространст­

ва в расчетное. Система нестационарных уравнений газовой динами­

ки в одномерном приближении в эйлеровых переменных иимеет вид: 

r̂ L + uf2£ - = - P r^ - ,rvt T M У  <"9

( з )  З ы » .

В новых переменных «\ и "t система уравнений (I )—(3) запишет­

ся в виде:

ЙО

( s )  « ^ C Y L O - ^ - ^ r C a u ) ,

С*> & ) - % & < * ♦  
Т =  S ^ f '

Конкретный вид функции Q . определяется выбранным законом преоб­

разования координат, т .е . видом функции .Отметим, что в Лаг- 

ранхевом, квазилагранжевом и смешанном эйлерово-лагранхевом под­

ходах функция считается известной. Для построения адаптив­

ной сетки, динамически связанной о решением, необходимо чтобы 

закон преобразования координат функция -f )определялся иско­

мым решением. В силу этого для полного определения системы (4)- 

-(8) необходимо задать функцию Q . .

Выражения (4)-(6) представляют собой уравнения неразрывнос­

ти, движения и энергии, (7) - уравнение связи между переменными 

£  и ^  .

Уравнения (7 ),(8 ) можно использовать для определения эйлеро­

вой переменной ос^Л )и  изменения плотности g  . Однако в вы­

числительном отношении более удобно вместо уравнения (8) использо­

вать другое уравнение. Для его получения продифференцируем левую 

и правую часть (8) по пространственной переменной ^  я,используя
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(7 ), получим уравнение для определения изменения §  :

J HrtK § )~ <~ьЯ \ $ ) 1
Окончательно система уравнений газовой динамики в переменных <\ ,

Л: записывается в виде (5-7), (9 ). Уравнение (4) в дальнейшем

будет использоваться для построения расчетной сетки.

S a .  BHrtfm ifivmtnmt Q  .

Построение функции Q , должно производиться с учетом особен- 

юстей решения рассматриваемой задачи. Так, построение адаптивной 

сетки для решения задачи Стефана [65]] с выделением положения 

фазовой границы в простейшем ел. учае требует равномерного распре­

деления узлов в каждой фазовой подобласти. Величины пространствен 

ных шагов в этих подобластях, как правило, сильно отличаются меж­

ду собой и зависят от скорости движения фазового фронта. Близкое 

к равномерному распределение узлов на каждый момент времени в 

обеих подобластях (с неизменным общим количеством на всем отрез­

ке интегрирования по "t ) достигалось при помощи задания функции 

Q . в виде диффузионного потока , где 3) - коэффици­

ент, величина которого подбирается в ходе расчета»

Существует класс задач, решение которых внутри области 

или на ее границе характеризуется наличием больших градиентовэ 

требующих для достижения необходимой точности численного решения 

более мелкой сетки, чем внутри остальной области. Автоматического 

сгущения сетки можно достичь посредством концентрации в них уз­

лов о помощью функции Q . , задаваемой в виде

Q . *  - Ы г  \ \) .
Отток узлов из области слабого изменения решения может привести 

к сильно неравномерной сетке в этой области. Во избежание этого 

явления следует применять механизм разглаживания. Для этого в 

задачах с большими градиентами функция Q , задавалась в виде 

комбинации [ 6 4 ] : Q .-  " 3 ) ^ ^  - Q c •

В задачах, описывающих сложные процессы, вид функции Q , 

должен, по-видимому, определяться доминирующим процессом. Отме­

тим, что в эволюционных задачах вид уравнения, используемого для 

перестройки сетки, также должен быть эволюционного типа.

Задачи газовой динамики отличаются большим разнообразием 

решений и поэтому затруднительно указать некоторый универсаль­

ный вид функции Q . , удовлетворяший бы всем задачам. Некоторые 

способы задания функции Q , в задачах газовой динамики рассмот­

рим на примере решения ряда конкретных задач.
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§ 4. Гаэнгетаая оаюма.
В расчетной пространстве ^ £ ^ ;t  введем расчетную сетку со  

с постоянным шагом h по переменной <\ и шагом 'С по перемен­

ной t  со= т

К , j U 0 ,1 ,2 , •• .Л М  }
На этой сетке система уравнений (9)-(13) аппроксимируется с по­

мощью семейства разностных схем, в которое функции ~НГ , §  , ^  , 

Р  , £. вычисляются в полуцелых точках ( * 't ’1 )» а

в целых (*=f l, "t* ) - значения эс. и Q , .

Семейство разностных схем имеет вид:
-и/:**4 _  -цт.* ,т  i.+ 1/а _ ~ Q l

't  h *

_ Uc>i~Uj _  I s A  ;

6 0 ) C v < e »  _ _ (p u jp - (p u )f

T  [ Q C e + u V a - C Q C € - ^ ) 3 f 3 

Ц *

m-rftu-tt & F  m t - m T . x Z - x 7 (±r'
Г  h h  > h h^/t

Значения функций , $  , U  , p  , £  в целых узлах опреде­

лялись по интерполяционный формулам 4г= *

При 6* в о,1 разностная схема (14) имеет порядок аппроксимации 

0 ( t  + К*) , при <5" =0,5 - 0 ( * - г + h2) .  В последующих расче­

тах использовались схеш (Ю) с<Г = 0 ,5 , I . Неявные схемы (10) 

решались с помощью метода простых итераций.

Рассмотрим решение некоторых нестационарных одномерных по 

пространству задач газовой динамики. Выбор этих задач определял­

ся стремлением наиболее полно продемонстрировать возможности 

предлагаемого метода решения.

§ 5 . Задача о растмстояяании ударной волны.

Рассмотрим задачу о сжатии газа поршнем, движущемся с посто­

янной скоростью U 0*0 =0,75. В момент времени f  = 0 газ неподви­

жен U (o c ,Q )= 0  и имеет постоянную плотность $ (р е ,0 )  =1 

и температуру T (x ,Q )  =0.
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Расчет начинается с момента времени ~t = 0 ,01 . На отрезке 

О -S: С  $  0 ,0 1  были поставлены автомодельные профиш удар­

ной волны - полочки U  = 0 ,75 , g  = 4 , Р  = 3 . Для расчетов 

использовалась полностью неявная разностная схема (10) с 6" = I , 

Общее число узлов сетки равнялось 40. Фронт ударной волны поме­

щался в узел с номером = 21. На разрыве определялось значение 

потока массы Q ai = ( § И ) ао . Переток массы вещест­

ва из одной области в другую позволяет в физическом пространстве 

определять изменение геометрических размеров обеих областей. Учи­

тывая, что решение данной задачи представляет собой простую ку- 

сочно-пос тоянную функцию и ее численное определение можно произ­

водить на простейшей равномерной сетке, функция Q задавалась в 

виде диффузионного потока Q = •  где 1>0 - постоянная, 

равная в данном расчете I02.

На рис.1 представлены результаты расчета на два момента 

времени 't 1 и t 2 . Пунктирная линия соответствует положению 

поршня. Сравнение численного решения с точным показала, что от­

личие не превышает 0.5# .

§ 6 . Зянача о йтмтовянии упяпной волны.

Рассмотрим более сложную задачу о зарождении и распростране­

нии ударной волны на,примере движения ускоряющегося поршня. В 

момент времени i: = 0 поршень занимает положение Ой = 0 , а затем 

вдвигается в трубу, заполненную политропным газом, по закону 

a c - a t2 ( сл ?о  ) . В процессе развития волны сжатия градиенты 

решения в этой зоне увеличиваются и в некоторый критический мо­

мент времени "t »"tK обращаются в бесконечность. Происходит так 

называемая градиентная катастрофа, т .е . образование разрыва. Мо­

мент наступления градиентной катастрофы можно определить [ббЗ 

по формуле t K~ » тае Ц с - скорость звука в газе, Я

-отношение удельных теплоемкостей,a  - константа в законе движе­

ния поршня. Для U c = I , a  = I , ft  =5/3 время t K= 0.484.

При временах t2> tK решение должно выходить на автомодель­

ное решение задачи о сжатии холожного неподвижного газа поршнем, 

движущемся по закону Сб7] U *U 01:, UQ = 2.

До момента наступления градиентной катастрофы течение пред­

ставляет собой простую задачу сжатия со слабым разрывом в месте 

ее соединения с постоянным течением. Была осуществлена попытка 

определения момента образования разрыва из численного решения
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систеш конечно-разностных уравнений (10) с С  =0.5 и 6* = I на 

фиксированной сетке (Q s O  ) с общим числом узлов Э1 = 60. На 

рис.2,3 представлены пространственные профили скорости U на 

различные моменты времени, полученные по неявной разностной схе­

ме (б"= I) с первым порядком точности (рис.2) и по схеме со вто­

рым порядком точности (G* = 0 ,5 ; рис.З). Численное решение пока­

зано пунктирными линиями, точное - сплошными. Положение узлов ( 

сетки отмечено кружками. Полученные результата (Рис.2,3) свиде­

тельствует о том, что определить момент образования ударной 

волны из численных расчетов на фиксированной сетке практически 

невозможно. Решения, полученные по схеме первого порядка, Рис.2, 

не передаст вдутых фронтов из-за большой алпроксимадаонной вяз­

кости схвт. Схема со вторым порядком дает колебания в области 

больших градиентов, Рис.З.

Качественный анализ влияния ащроксимационной вязкости на 

пащгчтшв решения исследовался с помощью метода дифференциаль­

ного приближения Г68] . 3 качестве примера рассмотрим первое 

дифференциальное приближение для разностного уравнения движения 

из систеш (10) о G- =0,5 ;

6<)
Отмэтим следующее; колебательный характер поведения Ц при Q =0 

оцределляется, ао-вндимэму,, первым слагаемым в правой части»

Оба 5jiaraешх в цравой части являются функциями производных по 

цресгрзнственной координате <3 «. Отсада следует цредположениа „ 

что ггри решении задачи на адаптивной сетке для узлов желательно 

задать такой закон движения, при котором производные в правой 

части, выражения (II) вблизи больших градиентов решения были бы 

малы. Как известно [69J 9 в решениях задач газовой динамики, 

представляемых а виде простой волны, все величины являются функ- 

вдями только одной величины, которая на характеристиках сохра­

няет постоянное значение. Естественно полагать, что функцию Q. 
следует выбрать такой, чтобы координаты узлов сетки в физичес­

ком пространстве двигались вдоль соответствующего семейства ха­

рактеристик. В рассматриваемой задаче это должно быть семейство

С+ -характеристик, уравнение которых записывается в виде:

( i i )  °%Ц = U *  U c , Uc -  скорость звука. Срав­

нивая выражение (12) с уравнением (8 ), получаем, что эйлерова 

координата X  будет двигаться вдоль С+ - характеристики,



если значение функции Q  выбрать в виде ; (12) Q -  -  J>Uc .
Момент перехода волны сжатия в ударную волну можно опреде­

лить, руководствуясь следующими соображениями. Из метода харак­

теристик [69 ] известно, что градиентная катастрофа в простой 

волне сжатия означает пересечение двух характеристик соответству­

ющего семейства. 5 рассматриваемой задаче при выборе потока Q  
виде (13) каждый узел сетки будет двигаться вдоль С+ характерис­

тики. Тогда положение и момент образования разрыва будет опреде­

ляться обращением в нуль величины ^  в ячейке между двумя пере­

секающимися характеристиками. Последующие расчета подтвердили 

высказанные предположения. Результаты их представлены на Рис.4-9.

Образование ударной волны и процесс ее дальнейшего распрост­

ранения связан с рядом важных аспектов:

1. Легко показать, что градиентная катастрофа происходит у 

основания волны сжатия при пересечении характеристик, одна из 

которых выходит от поршня в момент i  = 0 , т .е . из начала коорди­

нат. При использовании равномерной по Ц сетки и начальных 

значениях = I такой характеристики в расчетах не окажется, 

что может шзвать заметную погрешность в определении значения

i f  .Б  наших расчетах при использовании равномерной сетки для 

аппроксимации характеристики>выходящей от поршня, в йервой ячей­

ке первоначальное значение %  шбиралось много меньше, чем в 

остальных: V* = Ю-̂ , = I , I = 2 ,..Д /- 1. Условием образова­

ния ударной волны считалось выполнение неравенства ^  4. 0.1 

в некоторой ячейке I  . В наших расчетах, при выбранных U c ,

Q  , X , оно выполнилось в момент времени "t* = 0.475,что 

близко к расчетному "t* = 0.484, «w 2%.
2 . На границах и V i»-  расчетной области

должны выполняться граничные условия QC‘4<»yt ) = Q ^n > 't)= О . 

Поэтому при шборе перетока массы в виде (13) крайняя левая ячей­

ка будет неограниченно расти, а крайняя правая за конечное вре­

мя схлопнется в точку. Для предотвращения указанных явлений в 

численном алгоритме бал предусмотрен механизм генерации ношх 

ячеек вблизи поршня и уничтожения мелких ячеек на правом конце 

области. Критерием уничтожения или рождения служило значение ве­

личины Ч* соответствующей ячейки. В новых ячейках значения Р

и U определялись с помощью интерполяции. Плотность р  нахо­

дилась из требования сохранения энтропии, функция определя­

лась из закона сохранения массы. На Рис.4,5 представлены траек­

тории движения узлов сетки. Точками отмечены узлы, используемые

13
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в расчетах, генерируемые узлы отмечены кружками, уничтожаете - 

крестиками. Кружком, внутри которого находится крестик, отмечен 

момент образования ударной волны, Рис.5 . Первоначальная сетка 

шкет состоять из минимального числа ячеек равного двум, что и 

представлено на Рис.4 . Начальные значения функции "у  для этих 

ячеек отличатся на несколько порядков. К концу расчетов число 

узлов достигает 40, Рис.5.

3. После того, как сильный разрыв сформировался, возникает 

непростой вопрос о способе расчета распространения нестационарной 

ударной волны. Существуют две возможности выделения области син­

гулярности решения ори расчетах на адаптивных сетках. С достаточ­

ной степеньп точности пространственно-временной профиль разрыва 

можно передавать, концентрируя в этой области сколь угодно больше 

чжоло узлов К  , не позволяя при этом охлопываться ячейкам. Одна­

ко такой путь представляется не совсем рациональным по двум при­

чинам. Во-первых, требуется большое общее число узлов, во-вторых, 

чрезмерное сгущение сетки по пространственной переменной может 

шзвать существенное уменьшение шага интегрирования во времени.

И как результат возникает вопрос об эффективности метода.

Более перспективным представляется второй путь, когда осо­

бенности решения выделяются в явном виде по типу решения задачи 

Стефана [б5 J , в которой разрыв помещается в узел сетки. На раз- 

ргэе выписываются граничные условия в виде законов сохранения, 

один из которых позволяет установить поток массы через разрыв. 

Значение этого потока использовалось затем для построения адап­

тирующейся сетки.

Выделение сильного разрыва означает, что он располагается 

в некотором узле 1 = 2. , в котором величины , И* , ре ,

£ е слева и справа от узла имеют различные значения. На этом 

разрыве, как известно, должны выполняться соотношения Гюгонио.

В расчетном пространстве эти соотношения записывались в 

виде, исключающем появление разностных источников:

Уг-г ч  $>е, ' 

Рг- + Q-li- =  Ре. +

индексы 1,2  обозначают величины перед и за ударной волной еоот-
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ветственно.

Численные расчеты оказались устойчивыми, если на поверхность 

разрыва экстраполировались значения из области постоянного тече­

ния 9е, » , Ее, и одна из величин, например, U<2 из

области за фронтом ударной волны. После образования ударной вол­

ны, положению фронта которой соответствует фиксированный узел 

расчетной сетки, справа и слева от него происходило уничтожение 

ячеек по методике, описанной выше.

4. Одним из наиболее важных аспектов численного решения за­

дач газовой динамики является выбор разностной схеш . Известно 

, что на фиксированных сетках неявные схеш первого поряд­

ка точности интенсивно размазывают слабые разрывы в газодинами­

ческом течении. Схеш второго порядка, как правило, содержат в 

разностном решении паразитические осцилляции.

Использование адаптивных сеток, динамически связанных с ре­

шением, существенным образом меняют эти качества разностных 

схем. Расчеты по схеме СЮ) первого порядка точности (6* =1) и 

схемам 2-го порядка точности ( 6" = 0.5) показали, что в обоих 

случаях практически исчезают эффект размазывания и осцилляции. 

Рис. 6-10. Отличие численных решений от точных не превышало 1*2^„ 

На Рис.6 ,7  представлены профили И , Р  , полученные в различные 

моменты времени по схеме (10) с первым порядком. На Рис.8 ,9  по­

казаны результаты расчетов, полученные по схеме второго порядка 

точности. Точное решение показано сплошными линиями, численное

- пунктирными, положение и количество используемых узлов отмече­

но маркерами. Сравнение показало, что обе схемы дают практически 

мало отличающиеся друг от друга результаты. 5 обоих случаях с 

одинаковой точностью определялся момент возникновения сильного 

разрыва. Обе схеш четко передают область разрыва, используя 

при этом не более 40 узлов.

Чтобы убедиться в том, что эти положительные явления свойст­

венны и другим разностным схемам, для сравнения в расчетах ис­

пользовалась одна из широко распространенных схем типа предик- 

тор-корректорв второго порядка точности, охема Лакса-Вендрофа 

[l3> Результаты, полученные по этой схеме показаны на Рис.10. 

Как качественно, так и количественно они практически не отлича­

ются от результатов, полученных по схемам (10).

Таким образом, выполненное сравнение разностных схем позво­

ляет сформулировать важный вывод о том, что применение для реше­
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ния задач газовой динамики метода, основанного на использовании 

адаптивных сеток, снижает требования к разностным схемам.

Исследование других качеств предлагаемого метода проводилось 

на примере задач, допускающих автомодельные решения.

§ 7 . Задача о распространении ударной волны по Фону 

п якр.ппнйнттиялъно возрастающей плотностью [70].

На примере этой задачи выполним дополнительное эксперимен­

тальное исследование точности численного решения, получаемого 

на сетке, построенной с помощью механизмов генерации и адаптации 

узлов, описанных в предыдущем параграфе.

В начальный момент времени l = t c значения газодинамических 

функций имеют вид [28] :

[ д О - З с ) Л „  , х & х ч ,  

f ± \ ( ^  ̂ ?

p ( x , t c)  -

' S»o expt<x- 0Coj/A3 ? 1- ^Xo,

35>0 (-l + 2  5 oy %  } огьос*..

Здесь = (Xc ,- *)//! i X o  - положение разрыва в момент 

t „  i Jo - невозмущенная фоновая плотность при х  =Х0, А -ха­

рактерный масштаб ширины импульса.

Автомодельное решение при имеет вид:

’ J U o - s V t  ,

С A n  + \ _ /  ̂  С О  >

f ? °  е х Р К Л ' х « )/А3  ,

9 C * > V - [ b s 0 B р )0 + 2 Л Т 5/2;

Здесь 02f<̂4)=. эгс + 1.5 д Bn £t/t© ) -положение фронта в момент

*  j ^ о « = < ч ) - * ) / д .
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Числовые значения параметров следующие: t0 =2, = 6,^>0 =I,

Д = 4 , у  = 2.

На рис.II представлены результаты расчетов по указан­

ной выше методике с рождением и уничтожением ячеек как вблизи 

границ области, так и в окрестности фронта ударной волны. В 

первом случае в начальный момент сетка состояла из 31 узла, при­

чем в области, охваченной движением - II  узлов. Во втором слу­

чае общее число узлов в начальный момент - 61, из них 41 узел 

приходится на область В обоих случаях ошибка в опреде­

лении плотности не превышала 5%. Для сравнения отметим, что в 

[2в] для аналогичных расчетов использовались сетки с общим 

числом узлов М  = 37+150,

§ 8 . Задача о распаде сильного разрыва.

Среди решений системы уравнений газовой динамики встреча­

ются решения, содержащие либо стационарную ударную волну, либо 

стационарный контактный разрыв [69]. В задаче о распаде сильного 

разрыва присутствуют одновременно оба вида разрывов, движущи­

хся с постоянными скоростями. Различными авторами [23j, [28j, [71- 

-74] эта задача широко использовалась для анализа качества раз­

ностных схем.

Сформулируем задачу в следующем виде: при i  = 0 положшй 

Р* = 480, 5л = 8* UA= 0* Рп = I» Jo = 0, где индексами

"л" и "п" отмечены значения справа и слева от разрыва в точке 

ОС. = 0 . Рассматриваемая задача является автомодельной по пе­

ременной г ,= х Д . Диаграмма движения слабых и сильных разрывов 

решения показана на Рис.12. Автомодельные координата разрывов 

имеют следующий вид: 5 *  =-10, go = 1.0933, =8.32,

5 ViB. =11.24 ( ^ = 5 /3 ).

Точное решение в областях 1-1У описывается следующим форму­

лами:.

A) область у: §  = I , U = О, Р  = 1 ,

Б) область 1У: $> = 3 .85 , U = 8 .32 , р  = 94.52,

B) область Ш: 5> = 3.0193, U =8,32, Р  = 94,52,

Г) область П: § =  ( 2 - ^ ) ъ , u  = f - ( |  + ю )  , р ^ 5  $ Ь/\

Д) область I : р = 8 , U = 0 ,  Р = 480.

В численных расчетах в каждой из областей 1-7 выбиралось 

по 5 ячеек. В области П узлы сетки двигались по С . - характе­

ристиками, т .е . поток Q  выбирался в виде U e . В об­

ластях кусочно-постоянных решений выбирался диффузионный меха­



низм расталкивания узлов: Q  = - l)« /^ p  • На рис.13,14 представ- 

лены профили плотности на различные моменты времени. Сплошными 

линиями показано точное решение. Маркерами обозначено численное 

решение. Количество и положение маркеров соответствует количест­

ву и положению узлов сетки. Максимальная погрешность наблюдалась 

в области волны разрежения и составила 0.5$.

Дня сравнения отметим, что для решения данной задачи обычно 

шбирались сетки с К  = 100+ 150 [23, 72-74].

Заключение

Анализ решения ряда хорошо известных; тестовое задач (§§ 5-7) 

позволяет сформулировать следующие утверждения.

Предложен конечно-разностный метод решения нестационарных 

одномерных по пространству задач газовой динамики. Метод основы­

вается на использовании адаптирующихся сеток, получаемых преоб­

разованием координат, которое в свою очередь определяется иско- 

ш м  решением.

На основе предложенного метода построен эффективный вычисли­

тельный алгоритм, позволяющий существенно повысить точность рас­

четов (погрешность по отношению к точному решению для различных 

задач составляет Х+5$), при одновременном уменьшении общего 

числа узлов сетки в 2-5 раз по сравнению с другими методами.

Метод позволяет с большой точностью определять местоположе­

ние и момент образования разрывных решений.

С помощью метода можно производить практически точное выде­

ление фронтов сильных, слабых и контактных разрывов.

Метод экономичен, позволяет легко вводить механизм генера­

ции узлов.

Метод снижает требования к качеству разностных схем. Исполь­

зование в методе адаптивных сеток, динамически связанных с реше­

нием „ приводит к снижению апцроксимационной вязкости и подавле­

нию паразитических осцилляций.

Эффективность предлагаемого метода можно повысить с помощью 

различных оптимизационных процедур, которые а данной работе не 

производились.

18
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