
УДК 517.958 
О КЛАССИФИКАЦИИ РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ 

НЕЛИНЕЙНЫХ ДИФФУЗИОННЫХ УРАВНЕНИЙ 
В ОКРЕСТНОСТИ ТОЧКИ БИФУРКАЦИИ 

Т. С. Ахромеева, С. П. Курдюмов, Г. Г. Малинецкий, 
А. А. Самарский 

§ 1. Двухкомпонентные системы и задача классификации 

Во многих системах, которые изучаются физикой, химией и 
биологией, возникают самоподдерживающиеся структуры раз­
личных типов [24, 32, 36, 40, 42, 62]. Вопрос о свойствах нели­
нейных сред, где формируются структуры, и об общих законо­
мерностях их возникновения является одним из фундаменталь­
ных вопросов современного естествознания. 

Будем характеризовать отклонение от равновесия в изучае­
мых системах параметром К (Х—0 соответствует равновесному 
состоянию). Из классической термодинамики следует, что эво­
люция такой системы идет в направлении возрастания энтро­
пии, любая упорядоченность при этом исчезает. Необходимым 
условием существования устойчивых структур является обмен 
с внешней средой (система должна быть открытой). 

При небольших отклонениях (0<X<,KQ) применимы представ­
ления линейной неравновесной термодинамики. Эта теория опи­
сывает процессы в окрестности термодинамического равновесия 
и « . . . охватывает все случаи, когда потоки (или скорости не­
обратимых процессов) являются линейными функциями «термо­
динамических сил» (градиентов температуры или концентра­
ций)» [52]. Было показано, что в этой области параметров ста­
ционарное состояние системы близко к равновесному (для каж­
дого значения Я оно единственно и устойчиво). Поэтому говорят, 
что все такие состояния лежат на термодинамической ветви. 

Вне термодинамической ветви (ХЖо) могут возникать 
структуры различных типов. В их формировании существенную 
роль играют нелинейные эффекты. Это приводит к необходимо­
сти построения и исследования нелинейных математических мо­
делей. Принципы построения таких моделей, их связь с пред­
ставлениями термодинамики обсуждаются в работах [52, 70]. 

Структуры возникают в открытых системах, в которые энер­
гия поступает извне. Энергия преобразуется и рассеивается в 
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результате диссипативных процессов, роль которых оказывается 
очень большой. Они определяют количество и типы структур, 
согласование процессов в различных частях системы и т. д. Что­
бы подчеркнуть это обстоятельство, структуры в открытых не­
линейных системах, возникающие вне термодинамической ветви, 
стали называть диссипативными структурами. 

Развитие теории диссипативных структур или синергетики 
показало, что можно выделить ряд общих закономерностей в 
поведении открытых нелинейных систем. 

Математические модели, которые описывают конкретные фи­
зические, химические или биологические системы, могут быть 
очень сложными. Во многих случаях это системы нелинейных 
параболических уравнений, зависящих от ряда параметров 

\ / Q i (<̂ 1. • • • • Ил*, Лц . . . , Я,т)\ 

м + h Г (U) 

О DN)\uNlхх \QN(uu . . . , илг, Хи ..., Кт)/ 
Однако в них часто можно выделить небольшое количество уп­
равляющих переменных, к которым подстраиваются все осталь­
ные. Наличие таких переменных, которые обычно называют па­
раметрами порядка, намного упрощает описание процессов. 
Обычно они позволяют описать поведение системы на больших 
или малых характерных временах [42, 70]. 

Выделение параметров порядка дает ВОЗМОЖНОСТЬ не только 
упростить используемые модели, но в ряде случаев исследовать 
многие нелинейные процессы в рамках одних и тех же уравне­
ний. Их обычно называют базовыми моделями. Одной из наи­
более важных и широко используемых базовых моделей являет­
ся система уравнений вида 

Xt^D1XMe + F1(XtV,K), 
г,=олухх+гих,УЛ). ( } 

Здесь F1 и F2 — нелинейные функции, зависящие от параметра 
А. Уравнения (1.2), как и (1.1), часто называют моделями типа 
реакция-диффузия. 

Несмотря на то, что базовая модель гораздо проще исходной 
задачи, она представляет собой сложный математический объ­
ект. Именно поэтому принципиальную роль в развитии теории 
диссипативных структур играет вычислительный эксперимент — 
сочетание больших серий расчетов на ЭВМ с широким исполь­
зованием различных аналитических методов [51, 59, 62, 63]. 
Можно привести ряд примеров из физики плазмы [41, 62, 67], 
теории нелинейных волн [7, 66, 68, 69, 125], биологии [21, 36, 48, 
56, 86] и других областей, где экспериментальному обнаружению 
новых явлений, ведению новых понятий или созданию строгой 
математической теории предшествовало исследование средства­
ми вычислительного эксперимента. 
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1.1. Системы реакция-диффузия, описание в окрестности точ­
ки бифуркации. В последние десятилетия система уравнений 

i (1.2) использовалась при моделировании большого круга явле-
; ний в химии, экологии, теории морфогенеза, в физике плазмы, 

теории горения и во МНОГИХ других областях. Этой модели по­
священо огромное количество работ. 

Разнообразие двухкомпонентных систем вида (1.2), широкая 
область их применения, необходимость построения приближен­
ных методов и проведения больших серий численных расчетов 
при их анализе приводят к постановке двух вопросов- Первый — 
существуют ли общие черты в поведении решений уравнений 
(1.2) при различных правых частях. Этот вопрос очень сложен, 
поскольку «число качественно различных решений этих уравне­
ний столь велико, что до сих пор не найдено общего способа их 
классификации. В лучшем случае удается построить приближен­
ные выражения для некоторых специальных решений типа ста­
ционарных, периодических или почти периодических, причем без 
особой уверенности в том, исчерпывают ли эти решения все воз­
можные бифуркации в системе» [52]. 

Второй вопрос — можно ли провести классификацию двух­
компонентных систем по каким-либо признакам. О важности 
этой задачи можно судить по значению, которое проблемы клас­
сификации имели для теории обыкновенных дифференциальных 

, уравнений и теории особенностей дифференцируемых отобра­
жений [4, 5, 29]. Классификация и выделение общих черт поз-

| волили бы перейти от исследования конкретных моделей част-
i кого вида к созданию их теории, помогли бы упростить анализ 
J. каждой конкретной задачи. 
I, Принципиальный шаг в этом направлении был сделан в 
/ 1975 году в работе Курамото и Цудзуки [103]. У большинства 
.' открытых диссипативных систем, рассматриваемых синергети-
|. кой, существует аналог термодинамической ветви. При всех зна-
! чениях параметра исследуемые уравнения имеют однородное по 
I пространству стационарное решение. Это решение устойчиво, 
;' если Я<Яо. Поведение решений после потери устойчивости тер-
I модинамической ветви (А,>Л,о) определяется спектром линеари-
] зованной задачи для уравнения (1.2) в окрестности точки би-
• фуркации Ко [49, 52, 70]. 
J Если при Х=%о °дн° простое собственное значение проходит 
f через нуль, возникают пространственно-неоднородные стацио-
', нарные решения. Такое поведение в системе (1.2) было обнару-
i жено Тьюрингом при исследовании математической модели 
' морфогенеза [120], его часто называют неустойчивостью Тьюрин-
; га. Типичная зависимость амплитуды стационарного решения А 
I от параметра X будет такой, как показано на рис. 1. 
[ Если при % = ко мнимую ось в плоскости (Re{mu}, 1тц) , где ц — 
f собственное значение, пересекают два комплексно-сопряженных 
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Рис. 2 

собственных значения, то происходит бифуркация Хопфа и в. 
системе начинаются колебания [49]. 

Уравнение, предложенное Курамото и Цудзуки, описывает 
поведение и тех и других двухкомпонентных систем в окрестно­
сти точки бифуркации Л,- [103]. Оно имеет вид 

WT^(±l+ico)W-{-{l+ici)Wwr~(l+ica)W\W\'. (1.3) 
Здесь W=u-\-iv; со, с\, с% — действительные постоянные, значе­
ния которых определяются по коэффициентам Db D2, функциям 
Qi(X, У, X), Q2(X, Y, X) и их производным. Знак плюс в правой 
части уравнения (1.3) соответствует области параметров Х>Хо,. 
минус — Х<.Хо. 

Поясним смысл переменных W, R, Т. ВОЗМОЖНОСТЬ перейти 
от систем вида (1.2) к уравнению (1.3) связана с наличием ма­
лого параметра е,~ (Х—Хо)1'2- Решение уравнения (1.2) в этом 
случае можно записать в виде 

(Р) Xo) + 8 [№(/-., 7-)./ + K.fc](e.;);- e„ea«const, (L4> 

где {X0> К0}—термодинамическая ветвь; W зависит от медленных: 
переменных R = &x, T = &4, f=eik°x в случае неустойчивости 
Тьюринга, / — etv>at ', если происходит бифуркация Хопфа. 
То есть/? и Т — это медленные переменные, определяющие мо­
дуляцию по времени и пространству простейших решений f, вид, 
которых следует из линейного анализа. 

Функция ^(R, T) характеризует отклонение решений систе­
мы уравнений (1.2) от пространственно-однородного решения. 
Поэтому уравнение (1.3) описывает только те случаи, когда при 
Х>Хо решение остается в малой окрестности термодинамической 
ветви. Это условие нарушается, например, когда происходит 
скачок на другую устойчивую ветвь (бифуркация подкритична,: 
см. рис. 2.). Уравнение (1.3), не описывает также вырожденные-
случаи, когда более.двух собственных значений линеаризован­
ной задачи одновременно пересекают мнимую ось. Тем не менее,. 
это уравнение применимо к очень широкому классу задач и по-
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этому представляет большой интерес. Именно оно и будет рас­
сматриваться в дальнейшем. 

Изучение уравнения (1.3) оказывается тесно связанным с 
задачей классификации двухкомпонентных систем в окрестно­
сти точки бифуркации. Пусть известны качественные особенно­
сти его решений (тип асимптотики, симметрия и т. д.) при всех 
значениях со, С\, с2 и длины области I. Тогда можно объединить 

. в один класс все системы вида (1.2), для которых решения урав­
нения (1.3) ведут себя сходным образом. Такой подход окажет-
ся еще более полезным, если удастся предложить эффективные 
приближенные и качественные методы анализа решений различ­
ных типов. 

Остановимся более подробно на алгоритме перехода от кон­
кретной системы вида (1.2) к уравнению (1.3), следуя работе 
[103]. 

Перепишем уравнения (1.2) в векторном виде, обозначив 
пространственную координату через г 

£X-DV
2-X — F(X), (1.5) 

где Х ~ ( у ), 6==( Q 1 ^ j . Преобразуем это уравнение 

Tx.= G(x), (1.6) 

где х==Х—Х0 (Х0—-термодинамическая ветвь), х--5- (у 

В функцию 0 = ( Q ) при такой записи входят только нелинейные 
члены по х. 

Уравнение (1.6) можно переписать так •'"•" 

д ,_ \ / а2 + -̂ уу — —'гУг 5'x=LQ, Ц-i-f , , - i V -

где 
А ух •QI + А хх 

3? {~bje - -Vr)=detr . (LSI) 
Таким образом, после выделения в правых частях системы (1.2)' 
членов, линейных по отклонению от термодинамической ветви. 
ее можно привести к виду (1.6) или (1.8). 

Пусть теперь .. 
Х=1о+е%. :(1Л0); 
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В окрестности ТОЧКИ бифуркации 
'КаЛ [Уа$\ 
Dm 1+8-I d» + . . . (1.П) 

а и р могут принимать значения х или у, т—\, 2. /Cap, Dm 
не зависят от s, датсе штрихи у этих членов мы будем опускать. 

Пусть 
7—e-St, (£>0); R = e%r (Г 12) 

(X — действительное число), 
_\ет°г (случай А, неустойчивость Тьюринга), ... .„. 

/v— yeiva>tt (случай В, бифуркация Хопфа); ^ ' ' 
здесь v = ± l , ± 2 , . . . (явные формулы для |, %, kc, со0 будут 
выписаны далее). 

Вектор отклонений x также можно представить в виде ряда 
оо оо 

x = 2 8"х'» гда х» = 2 4V) (г- *) и (1 • и-) 
Н--.1 V--—со 

Тогда для операторов Г, Щ, L, G мы также получим ряды 
Г — Г0+еТ1+ ...,.&-a?0 + a . ? + ^ + . . . , , 1Cv 

„ • '- - ( 1 . 1 5 ) 
L==L0 + eL 1 + . . . , G = e2G2 + s 3G 3+. . . . 

В операторы 2 '„=2 ' n ( — j •----•, — iy-) входят — ̂  •— и — iVr. 
Упростим их запись, положив 

& (V)=(3?a (0, vkc) (случай А), и ; \.^„ (-VBJ, 0) (случай В). (1ЛЬ) 

То же относится к операторам L, Г, G. 
Уравнение Курамото —• Цудзуки для функции W(R, T) и откло­

нение x связывает формула 
х(->-=х(-->*-=а^(#,Т), 

X(v)-o, v - £ ± l , ( U 7 ) 

г д е а - ( ^ ) 

-г—-Г0(1Ы"Го(1).-у—-Г0(1)уЛ/-Го(1)Уу — ̂ о(1)уу/4(1и-
.— I0(l)yj,/Lo(1)^. (1-18) 

(як — верхний левый элемент в матрице, ху — второй элемент в 
первой строке и т. д.). 
2J2 



Коэффициенты с0> си с2 в уравнении (1.3) и | , %, I в формулах 
(1.12), (1.17) определяются формулами 

c0 = Imy/|Rey|, c--=ImD/ReL), c2 = Img/Reg, 
£=-|ReY|. X2 = |Re7|/ReD, | £|2 = [ Rey|/Rei, ( 1 , 1 9 ) 

где у, D и g определяются по-разному для случаев A и В. 
Случай A (неустойчивость Тьюринга). Из линейного анализа 

следует, что в точке бифуркации 
(KxxD2--KyyD1f + 4KJcyKyxD1D, = 0, (1,20) 

4=-(KJCXD2 + KyyD1)a2D1D2). (1.21) 
Будем рассматривать только случай kc^=0. 

у = - {(Кхх -YD.kl) {ууу + d2kl) + (/Г„ + D2k2
c) (Ухх + d^2) — 

- (--СуЛ*, + -^yyy*)}/ {#** + # „ + (£>! + £>:.) А|>, 
(1.22) 

D - - = - 2 ( D 2 ^ + D1^yy)/{/C^ + ^yy + (/Ji + E>2)k2,}>0, 
I-=g/{A'«+A'y,+ (D2 + Dl)A2

eb 
величина g определяется формулой 

g = — Г^о-1 (0) aTM2L0 (0) ^а*Т^-а^ -
a*TQ2a,/ 

,(1.23) + 2^о-1 (2) ая'тМ2С0 (2) | а Т ^ 2 а ) + 2а тм3яя* + a*TM3aa 
\aTQ2a/ 

где a s L ), * соответствует комплексному сопряжению, 
т -• транспонированию. 

Члены, входящие в g, определяются соотношениями 
•—о (0) ==' К ХХКУУ — КхуКух> 

&Q(2)^{Kxx-\-4Dxkl)(Kyy+±D2kl)-KxyKyx, 

- . « - ( 4 : ~й> L°<2>=(*"-.Г'_«Л): о--*) 
М2(3-=(/Суу + . 0 2 ^ ) Я 2 1 3 - ^ у ^ 2 , 3 . 

a — _ = — _ — , _ 

Случай В (бифуркация Хопфа). В точке бифуркации выпол­
нены равенства 

Кхх+Куу = 0, Щ=УКххКуу-К^КуХу (1.25) 
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у, D и g- определяются соотношениями 

(1.26) 
D=,D+ + iKxxDjw0, D±-=-j(.D1±.D2), g = -igl2a>0. 

Величина g определяется формулой (1.23), .-?o(0) и -С-0 (0) будут 
такими же, как в формулах (Г24). Для других членов, входящих 
в g", справедливы соотношения 

.2>„ (2) = (2ш0 + Кхх) (2ш0 + Куу) - КхуКуХ, 

Lo(2) = ( 2 ' W ^ 2i~+%J M2,3 = (^0+/<y y)P2 >3~ (1.27) 

—KXyQz,i, a— ^—^———КуХ1{1щ-\-Куу). 
-•••• Перечислим основные этапы перехода от конкретной систе­

мы (1.2) к уравнению (1.3). 1. Выделение в уравнении (1.2) 
части, линейной "по отклонению, приведение к виду (1.6) и 
(1.8). 2. Разложение по малому параметру е (формулы (1.11) 
и (1Л5)). Определение значений ухх, уух, уху, yvv, dh d2 и Р2, -°з, 
Q2, Фз- 3. В случае А, когда выполнено соотношение (1.20), на­
ходятся kc

2, с0, си с2 в соответствии с формулами (1.21) —(1.24) 
и (1.19). В случае В, когда выполнено соотношение (1.25), на­
ходятся значения а>о, со, си с2 по формулам (1.25), (1.26), (1.23), 

* • % ) • • • • • * 

Пример использования этого алгоритма для модели брюс-
селятора (Fi=A— (B+1)X+X2Y, F2 = BX—X-У в формулах 
(1.2)), которая широко используется в теории диссипативных 
структур, приведен в работе [102]. 

Обратим внимание на отличие рассматриваемого подхода, 
связанного с многомасштабными разложениями, от .традици­
онных методов теории бифуркаций [39]. В этой теории обычно 
исследуются решения известного вида (стационарные или пе­
риодические) в окрестности аналога термодинамической ветви. 
Здесь же получается уравнение, порождающее такие решения. 
Этот метод можно сравнить с результатами. Чепмена и Энскога 
по выводу уравнений гидродинамики из уравнения Больцма-
на [98]. .. ... ; 

1.2. Другие задачи, приводящие к уравнению Курамото—-
Цудзуки. Область применимости уравнения (1.3) не исчерпы­
вается анализом двухкомпонентных систем вида (1.2). Оно 
представляет большой интерес во многих физических задачах. 
В частности, в работе [2] для исследования ветровых волн-на 
воде было предложено уравнение ;: J-: 

'• '"" a,—inax'x<^-iqaVy—ia<\a].?o=f0--i+i6a.+paw+vGtw---p\a\2a. 
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Частные случаи его рассматривались для течения Пуазейля 
[115], для ионно-звуковых волн в плазме [55], а также для 
волн Толлмина—Шлихтинга [92]. Ряд важных и интересных 
эффектов может быть исследован при изучении его одномерного 
аналога, совпадающего с (1.3). 

Во многих задачах нелинейной оптики и гидродинамики, в 
частности, в теории волн конечной амплитуды на поверхности 
глубокой жидкости широко используется уравнение Шрёдинге-
pa с кубической нелинейностью [66, 68, 125]. Это уравнение 
имеет бесконечно много законов сохранения, его типичные ре­
шения— 'солитоны огибающей [68]. В тех случаях, когда не­
обходим учет диссипативных процессов, источников и стоков, 
появляется уравнение (1.3), решения которого могут вести се­
бя совершенно иным образом. 

Уравнение (1.3) использовалось при анализе упорядочен­
ности, возникающей в активных биологических средах [21, 97], 
для исследования автоволновых процессов в колебательных хи­
мических реакциях [90]. ЕСТЬ основания полагать, что поведе-
лие возмущений во многих неравновесных процессах при малой 
надкритичности описывается этим уравнением. На важность и 
•общность такого подхода указывают авторы работы [2], в ко­
торой проводится аналогия между задачами гидродинамики и 
•физики плазмы. 

Для уравнения (1.3) в литературе используются различные 
названия. В работах [22, 109] оно называется TDGL (завися­
щее от времени уравнение Гинзбурга—Ландау). В работе [97] 
•его относят к X—со системам. Оно также называлось уравне­
нием Курамото—Цудзуки [7—19], поскольку именно авторы 
работы [103] предложили использовать его, для анализа широ­
кого класса двухкомпонентных систем. Этим названием мы и 
•будем пользоваться далее в целях краткости и удобства. 

§ 2. Общие свойства уравнения и основные типы решений 
2.1, Основные свойства уравнения Курамото—Цудзуки и его 

простейшие решения. Уравнение (1.3) является сложным мате­
матическим объектом. Его анализ был начат с построения раз­
личных классов частных решений. 

Без ограничения общности, в уравнении (1.3) можно поло­
жить с0 = 0. В этом можно убедиться, сделав замену перемен­
ных W=W'exp(ic0t). Далее будем считать, что такая замена 
уже сделана. 

В большинстве случаев основной интерес представляет вто­
рая краевая задача при условии, что потоки на границах равны 
нулю 

Wt = ±W+ (1+ic) W^-il+id) W\W\*, 
:Ь • 0{le}x{le}i, 0<t<!{infty}, W{x, 0) •= W0(x)-, (2.1) 

wx(o, t)=wx(i, o=o. 
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Простейшим решением этой задачи является нулевое 
Щх, t) = 0 (2.2) 

и пространственно-однородное решение 
W(x, t)=exp(—tC2/+ta), a=-const. (2.3) 

Все пространственно-однородные решения описываются дина­
мической системой 

А. (а 
dt \v ± 0 4 , -?)№+*• <•«•-> 

Когда в правой части выбран знак минус, в ее фазовой пло­
скости есть одна особая точка — устойчивый узел (0, 0). Если 
выбран знак плюс, то (0, 0) — неустойчивый узел, и в фазовой 
плоскости есть устойчивый предельный цикл (2.3). При ненуле­
вых начальных данных решения уравнения (2.4) стремятся к 
нему при t-*-oo. 

i 

Если в уравнениях (2.1) выбран знак минус, то J (zi~ + v2) dx {to} 0 
о 

при t{to} со. Запишем задачу (2.1) в виде системы уравнений для 
и и v. Домножим первое уравнение на и,. второе на ю, сложим 
их и проинтегрируем по длине отрезка. После интегрирования 
по частям с учетом граничных условий получим 

/ t 

-| A5(«- + ̂ )dx=-5(4 + ̂ )dx — 
o • n 

— ^ (и2 + -o2) dx - \ (и2 + -о2)2 dx. (2.5> 
0 0 

ЕСЛИ K-7--0, •О-7--0 при 0 < x < / , то правая часть равенства (2.5 
отрицательна. Это и говорит о том, что при любых начальных 

i 

данных J |W|2dx{to}0, t-+ со. Поэтому в дальнейшем мы будем. 
о 

рассматривать только случай, когда в правой части уравнений. 
(2.1) выбран знак плюс. 

При этом для J \W\2dx имеет место соотношение 

1 д 
2 dt 

о 
1 

jj (u2+*>2)d.x:- - 5 (•«£ + «£) dx — 
о 

1 1 

j (и2 + -а2)2 dx + j (и2 + г;2) dx. (2.6) 
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Первое слагаемое неположительно, второе можно оценить, поль­
зуясь неравенством Крши —Буняковского для функций tt2-|-'o2 и 1. 

/ / / \ 1 / 2 / I \ 1 / 2 

)(tP + v->)dx< j V + <a~)2djc j d x . 

В результате получаем неравенство 
' ' Г / 

1 It j (u2 + v2) dx<^ (и2 + щ-) dx — j jj (и2 + v*)dx 

из которого следует оценка 

' j(w2 + <o2)dx<//[l-j-A-exp( — 0]. (2.7> 
, o 

где Ai зависит от начальных данных. Таким образом, решение 
задачи (2.1) ограничено в норме L2. 

Отметим, что все сказанное справедливо и в случае задачи с 
периодическими граничными условиями. 

Уточним, те значения параметров, при которых нужно иссле­
довать задачу'(2.1). Вначале перейдем к переменным р, <р 

р( == р — р 3 + р ~ — РФ*2—2С1Р..-Ф— ciptp^, 
РФ — _с2рЗ+2рхфх+с1рет—с1рфз :

2+рф.и> «-—рсоэф, u-=psin{phi}. 
(2.8) 

Пусть {p(x, if), ф(л;, t)} — решение (2.8), а значит, и (2.1), 
тогда функции {p(x, t), —у(х, t)} также будут решением этой 
системы, если значения параметров си с% изменить на —сх, —сг. 

Справедливость этого утверждения можно проверить непо­
средственной подстановкой. Оно означает, что достаточно рас-
сматривать область параметров с1^0. 

Из вида уравнения ясно, что преобразование W-*—W! н 
W(x, t)-*-W{t—x, t) переводит одни решения в другие. Важную 
роль играет симметрия относительно преобразования 

W{to}Wei", (2.9) 

где а — действительная постоянная. 
Проведя линейный анализ устойчивости решения (2.3), мож­

но показать, что оно будет устойчиво относительно малых воз-
му!цений л-й гармоники при условии [103] 

(ci-+1)k4+2&2(l+CiC2)>0, k=nn/l, n=—1, 2 , . . . (2.10). 
Неравенство (2.10) справедливо для любых значений к, если 

1+Ci.-a>0. (2.11) 
Естественно ожидать, что если неравенство (2.11) не выпол­

няется, то решение задачи (2.1) будет пространственно-неодно­
родным. 
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2.2. Основные типы режимов и задачи, возникающие при их 
диализе. Инвариантно-групповой анализ, проведенный для урав­
нения (1-3), показал, что оно может иметь пространственно-не­
однородное автомодельное решение вида [22]: 

W(x, t)=R(x)exp[iat + ia(x)]. (2.12) 

Д л я того, чтобы построить такие решения в задаче (2.1), надо 
решить нелинейную краевую задачу для функций R{x) и a(x), 
зависящую от параметра со, значение которого должно быть 
найдено из граничных условий. 

Во многих активных средах теоретически изучаются спираль­
ные волны [34, 36, 90]. Для их моделирования необходимо ре­
шать многомерную задачу. Двумерный аналог уравнения 
Курамото — Цудзуки также может описывать спиральные вол­
аны. Им соответствуют автомодельные решения вида 

W(r, t)=R(r)exv[i(at+m<p—S{r))], r~ = *-+j/-, x=rcos<p, 
у—r simp, m = 0, 1 , 2 , . . . (2.13) 

При этем, на функции R и 5 накладываются условия [90, 95] 
J?(r){to}0, 5r{to}0 при r{to}0; R{to}R™=-const, Sr{to}consV при r-+oo. 
Решения с m > l получили название многовитковых волн. Их 
асимптотика при r{to}0 такова: , 

W~rm&xp(ia.t+imy+iS). • : . 

Д л я построения функций R, S нужно вновь решать нелиней­
ную краевую задачу для, разных значений .а, из которой также 
надо определить значение со. Обширная библиография, посвя­
щенная использованию численных и аналитических .методов в 
этой задаче, приведена в работах [34, 90]. 

В работе [96] было показано, что спиральные волны во мно­
гих двухкомпонентных системах не зависят от деталей кинети­
ки и могут быть описаны одними и теми же усредненными урав­
нениями. Результаты, касающиеся таких решений, были п'ере-
:несены на простейшие пространственно-неоднородные среды, у 
которых с2=с2(г) [123]. 

Записав решение (2.13) в виде W=Д(г)е", можно убедить-, 
ся, что значение фазы 0 при г = 0 не определено. Такие точки 
получили название особенностей фазы. В-книге [121] была, вы-. 
•сказана мысль, что они играют принципиальную роль в возник--, 
новении упорядоченности в большом, классе систем различной 
природы. • • • • • ,: ••••;•.•' . - • • • . . 

Р а н е е исследовались случаи, когда спиральные волны теряют 
устойчивость. В работе [1'01] приводятся результаты численного 
расчета, в котором парами рождались особенности фазы и да­
лее возникай турбулентный, режим. • • ' ••' ••'•'- -

О б р а т и » внимание'на сложности,1 связанные с. исследованием-' 
спиральных волн. Эти решения рассматриваются в задаче' -Ко-Н 
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ши. В то же время, их численное моделирование проводится з 
ограниченной, обычно небольшой области. Встает вопрос, как 
связаны решения этих задач. Чтобы исследовать спиральные 
волны в как можно большей области в расчетах часто приме­
няются явные схемы и сетки с крупными шагами по простран­
ству. Важной задачей было бы выяснить, какие методики в 
этом случае позволяют передать основные характеристики . 
изучаемых решений. 

При изучении уравнения (1.3) большое внимание было уде­
лено поиску его непериодических решений (они получили на­
звание диффузионного хаоса). Такие режимы представляют 
большой теоретический интерес и могут быть связаны с моде­
лями многих конкретных процессов [98—100, 105]. В частности, 
с возникновением сложных колебательных, по-видимому, непе­
риодических режимов в реакции Белоусова — Жаботинского [31]. 
Интересен этот вопрос и потому, что поведение пространственно-
однородных решений, которые описываются динамической си­
стемой (2.4), оказывается очень простым. Поэтому сложное по­
ведение обусловлено только влиянием пространственной неод­
нородности, диффузионными процессами. 

Основным источником информации о стохастических режи­
мах в задаче (2.1) является вычислительный эксперимент. Это 
предъявляет жесткие требования к методике расчетов. Поэто­
му результаты ряда работ [100, 101, 105], где описаны решения, 
в течение некоторого времени остающиеся непериодическими, 
нельзя с полной уверенностью интерпретировать как диффу­
зионный хаос (крупные шаги по пространству, недостаточные 
времена расчетов). На вопросах методики и результатах иссле­
дования непериодических решений далее мы остановимся более" 
подробно, 

Изучение диффузионного хаоса поставило еще один важный 
вопрос. После работы Лоренца [47], а также Рюэля и Такенса 
были широко развернуты исследования хаоса в динамических 
системах, изучение странных .аттракторов. Был поставлен общий 
вопрос, можно ли связать стохастические режимы в распреде­
ленной системе, имеющей бесконечно много степеней свободы, 
с наличием странного аттрактора в системе небольшого числа. 
обыкновенных дифференциальных уравнений, представляющих 
упрощенную математическую модель процессов. . 

Применительно к задаче (2.1) этот вопрос был. поставлен 
в работе Курамото: «Важная, не решенная пока проблема со­
стоит в том, чтобы найти связь диффузионного хаоса с каким-
либо известным типом. хаоса в системах с несколькими степени-. 
ми свободы» [99]... . . - , . • . . • . . • • • • • . ' : - , 
, Подведем итоги сказанному, и сформулируем- вопросы, на 
которых мы. более.подробно остановимся .далее; , , " • ' 
и Ьо^равнение:< (1;.3).' представляет.: собой. сложней. :. объект;; 

Идеальной была бы ситуация, в которой мы могли бы .рдб^ска-; 
Ш2 



зывать качественные и основные количественные характеристи­
ки решений при всех значениях е., с2 и /. Путь к решению этой 
задачи связан с построением иерархии упрощенных моделей 
(систем нескольких обыкновенных дифференциальных уравне­
ний и т. д.). Такие модели должны быть достаточно простыми, и 
вместе с тем они должны отражать наиболее важные черты ис­
ходной задачи в различных случаях. 

Естественно ожидать, что построение такой иерархии потре­
бует привлечения различных математических методов и широ­
кого использования вычислительного эксперимента. 

2. Важно было бы выяснить, существуют ли, кроме автомо­
дельных, другие типы решений, описывающих пространственно-
временную упорядоченность в системе. 

3. Вопрос о существовании непериодических решений (диф­
фузионного хаоса). Связаны ли такие режимы с наличием стран­
ных аттракторов в какой-либо динамической системе небольшой 
размерности? Каков механизм перехода к хаосу? 

4. Для многих диссипативных систем характерен выход с 
целого класса начальных данных на одно и то же решение при 
t—>-oo [52, 70]. Интересно выяснить, может ли привести постанов­
ка различных начальных данных в задаче (2.1) к различному 
асимптотическому поведению при t-*-oo. 

5. Исследование свойств двумерного аналога задачи (2.1). 
Анализ простейших типов упорядоченности в многомерном 
случае. 

6. Методические вопросы. Выбор наиболее эффективных ал­
горитмов для численного исследования уравнения (1.3) и раз­
личных упрощенных моделей. 

Таковы основные вопросы, возникающие при исследовании 
двухкомпонентных систем в окрестности точки бифуркации. Пе­
рейдем к их анализу. 

§ 3. Симметричные решения уравнения Курамото — Цудзуки 

3.1. Решения, сохраняющие пространственную симметрию. 
Большой интерес представляет исследование асимптотики реше­
ний задачи (2.1) для разных начальных данных W0(x). Отно­
сительно последних в работе [Г05] было высказано предположе­
ние, что начальные данные несущественны и система «забывает» 
их на больших характерных временах. Мы покажем, что в слу­
чае задачи (2.1) это не так: существуют некоторые симметрич­
ные начальные данные, эволюция которых при /{to}{infty} качествен­
но отличается от поведения остальных решений. 

Обратим внимание на то, что близкая ситуация имеет место 
в случае уравнения нелинейной теплопроводности с объемным 
источником [30, 42, 43, 61] и в средах с триггерными свойст­
вами [45]. 
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Представим решение задачи (2.1) в виде рядов 
оо оо 

и(х, t) = Jd am{t)cos-j-, v(x, t) = 2d bm(t)zos , nmx 

in—O ' m = 0 

где \V — u-\-iv. Предположим, что краевые условия в начальный 
момент выполнены и соответствующие ряды сходятся. Тогда мож­
но проверить, что функции am(t) и bm(t) будут связаны соотно­
шениями 

ЙО — ЯО—О; •ro(flo — с2&0) + 2 гт{ат—с2Ьт)\, 
L •"-••--<•• J 

оо ~Л 

<% — •% — 4 r0(c2flo + fto) + .2i rm(.c2an
Jrbin)\, 

L m=0 J 

ap = ap — k2p2(ap—Cibp) — 0,5 _ rra(ap_m — c26p-,„) + 
Lm=-0 

OO CO 

(a,—c2^/«) 
m—0 

^ p = &p — k2p-(Clap + ^ ) - 0 , 5 

ra=0 (3.1) 

2 • " / B ( f f 2 « i a - f f l + V « ) - b -
.m-=0 

+ 2 • г т ( С 2 а р + т + .- 'р+т) + 2 Гр+т(с2ат-1
гЬт) 

-и-=0 m=0 
, / 7 = 1 , 2 , . . . , 

где k = n/l, r 0 - 0 , 5 «s+^+i; « + ^ ) . 'n-2 <«-.*. 
m - 0 m=0 

+ ^m'-'m+n) + 0>5.2 (.amQn-m-\~bmbn-m)- Ввгдем также обозначение 
m-0 

Можно сформулировать условия, при которых часть коэф­
фициентов Фурье решений задачи (2.1) будет равна нулю в те­
чение всего процесса 0<<<{infty}. Поставим в соответствие на­
чальным распределениям no(x) и Wo(x) последовательность це­
лых чисел {L} следующим образом: если ng"{L}, то р~,(0)-=0. 
Другими словами, {!} содержит в себе все номера гармоник с 
ненулевой амплитудой. 

Докажем утверждения. 
Л е м м а 1. Если последовательность (L) такова, _что для 

любых чисел m6{L}, ng {L} выполнено условие m i n e {L}, то 
все коэффициенты Фурье решений задачи (2.1) с номерами 

JI%{L) равны нулю при 0{le}^<oo. 
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Д о к а з а т е л ь е т в о . _Можно проверить, что в условиях 
леммы все гп = 0, если ng{L}. Но тогда для всех p~Q {L}, 
ар —0, что следует из вида правых частей системы уравнений 
(3.1). 

П р и м е р 1. Взяв последовательность {L} = (0, 2, 4, 6 , . . . }, 
получим решения симметричные относительно середины отрезка 
х=1/2. Пример выхода на нетривиальное пространственно-не­
однородное четное решение показан на рис. За. Обратим 
внимание на то, что все величины рп (0 стремятся к постоян­
ным значениям при t-УОО. 

Последовательности {0, т, 2т,...}, где т — любое нату­
ральное число, также удовлетворяют условию леммы 1. При­
мер решения с т = 3 приведен на рис 36. Заметим, что все 
последовательности, удовлетворяющие условиям леммы, долж­
ны содержать нуль. В противном случае (0"6{L}) одновремен­
но должны быть выполнены условия ke{L) и A±0g{L}. 

Л е м м а 2. Если последовательность {L} такова, что 
1) для всех т, nG{L} выполнено m±n~Q ( ! } ; 

2) для всех т, П£ {L} выполнено tn±:nQ{L}, 
то все коэффициенты Фурье решений задачи (2.1) с номерами 
п Q{L} равны нулю при 0<г.<оо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Непосредственно проверяется, что 
гп = 0, если n£{L}. Из этого, как и в предыдущем случае, следу­
ет, что для всех pQ {L} ар = 0. 

П р и м е р 2. Последовательность такого типа дает ряд не­
четных чисел {1, 3, .5̂  7, . . . }. 

Отметим, 4To0g{L} для всех последовательностей {_}., 
удовлетворяющих второй лемме. 

Доказанные утверждения оказываются полезны и в более 
общем случае. Пусть, например, {L} = {3, 9, 15, 2 1 , . . . }. Эта по­
следовательность не удовлетворяет условиям лемм 1, 2, Одна­
ко она целиком содержится как в {'L.} = {0, 3, 6, 9, 12 , . . . }, так 
и в {L2} = {1, 3, 5, 7, 9 . . . }; {Ьх} удовлетворяет первой лемме, 
{L2} — второй. Поэтому решение задачи в частных производных 
будет содержать только моды с номерами ne{Li}n{L2} = {L}. 
Пример численного расчета, соответствующего решению такого 
типа показан на рис. За. 

Пусть ненулевая последовательность начальных данных 
удовлетворяет лемме 1.0G{L}, т — следующий элемент этой 
последовательности. Если пространственно-однородное решение 
(2.3) неустойчиво относительно возмущении вида cos l—r~ > т°-
при /{to}°° решение задачи (2.1) остается пространственно-неод­
нородным. Необходимое условие этого следует из формулы 
(2.10). 

. (пт / / ) -<—2(1+с 1 с 2 ) / (1+с 1 - ) . (3.2> 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 t 

a L= { 0 .2 ,4 ,6 . . . . } ; С1 = 1,Сг = -8,-в = ТГ 

_ _ 

i 1 1 L I I i 

A A 
2 4 6 8 10 11 14 16 18 20 22 2-f 26 i 

.5 L = {o , j ,6 ,9 , . . . } ; с, = 1, сг=-1з, €*JT j 

Л 
0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

A 
/£is 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 t 

8 L ={3,9,15,21,...}; C1=1,C1=-13, 4=ВП 

Рис, З, Примеры эволюции симметричных решений .7 



Чем больше длина области I, тем больше чисел т удовлетворя­
ют неравенству (3.2) и, следовательно, тем больше различных 
типов симметричных начальных данных приводят к появлению 
пространственно-неоднородных решений. 

Численное исследование задачи (2.1) показывает, что по­
строенные симметричные решения во многих случаях неустой­
чивы относительно возмущений общего вида. Однако далее мы 
рассмотрим область параметров, где именно такие решения 
•определяют поведение системы в случае начальных данных об­
щего вида. 

3.2. Класс нечетных решений. Рассмотрим в качестве при­
мера класс нечетных решений уравнения Курамото—Цудзуки, 
•соответствующий ненулевой последовательности {L} = 
= {1,3,5, . . . } -

Пусть Ci = 0, начальные данные немонотонны по пространст­
ву и не являются симметричными. В расчетах можно выделить 
сложный переходный режим, он связан с возникновением и ис­
чезновением экстремумов, перестройкой профилей u(x,t) и 
v(x,t). Однако затем немонотонности сглаживаются и происхо­
дит выход на пространственно-однородное решение (2.3). 

Выберем теперь нечетные начальные данные. В уравнение 
входят ТОЛЬКО нечетные степени функций и четные производные 
по координате. Поэтому ясно, что если бы точка, находившая­
ся вначале в середине отрезка, в которой w(x, t) = 0 или v(x, t) — 
= 0, смещалась, то это нарушило бы симметрию положитель­
ной и отрицательной частей решения. Этот же вывод следует 
из леммы 2. 

Картина процесса качественно отличается от наблюдаемой 
в случае начальных данных общего вида (см. рис 4). Функции 
u(x,t) и v(x, t) меняются сложным образом. Однако их коэф­
фициенты Фурье ak(t), bh(t) быстро убывают с ростом их номе­
ра и достаточно просто зависят от времени. При / > 6 5 ампли­
туда нулевой гармоники возрастает, симметрия теряется. 

Последнее обстоятельство связано с особенностями исполь­
зуемых алгоритмов и вычислительных машин. Они вносят ма­
лые возмущения в четные гармоники и поэтому не позволяют в 
полной мере передать свойства задачи (2.1). Тем не менее этот 
расчет показывает, что нечетное решение будет неустойчиво и 
позволяет оценить его инкремент. Если изменять длину области, 
зафиксировав все остальные параметры, то в больших облас­
тях нечетные решения имеют большую амплитуду, меньший пе­
риод и меньший инкремент. При этом нетривиальное нечетное 

решение возникает только при Z.5-3, в меньших областях 
pn(/){to}0 при t-*~<x> (это решение также неустойчиво относи­
тельно нулевой гармоники). 

Отметим, что нечетные начальные данные разного вида 
приводят к одному и тому же асимптотическому поведению при 
£{to}oo. Важно было бы выяснить, как зависит период предель-
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ного решения и его амплитуда от параметров с1, с2 и I. Чтобы 
ответить на этот вопрос, рассмотрим некоторый приближенный 
метод анализа изучаемой системы. 

3.3. Упрощенная модель. Поскольку коэффициенты Фурье 
решений быстро убывают с ростом их номера, приближенный 
метод должен давать закон изменения по крайней мере не­
скольких первых гармоник. Предположим, что в изучаемом ре­
шении есть ТОЛЬКО две моды 

;)-(*:)+(;>**• < з -3> 
k будем выбирать так, чтобы выполнялись граничные условия 
задачи (2.1). Как правило, k будет равно я/1, что определяет 
первую гармонику. Подставим (3.3) в формулу (2.1) и отбро­
сим все члены, куда входит cos (ntnx/l), /п>1, считая, что они 
пренебрежимо малы. Это приводит к замкнутой системе обык­
новенных дифференциальных уравнений 

Хо=~Хб — (х0 — с2у0) (ро + р?/2) — s (Х\ — с2у{), 
Уо = Уо— '(C2xo + l/o)(Po + P1/2) — s(c2Xi-ry{), 

•xi — xi — (хг — e2j/i)(Po + 3p?/4) — 2s(jc0 — С2У0) — k2(xx — Cit/O, (3-4) 
У\ — Ух — (CiXi + tji) (po + 3p?/4) — 2s (C2-X-0 + Уо) — & (Cixi + Ух), 

где Pl = xl + yl, p'\=x\-^-y\, s = Xoxi + Уог/!. Перепишем эту си­
стему в более "удобном для дальнейшего анализа виде. Если -по­
ложить x0 = p0cos~p> уо = РоЭшФ-, .x1 = p1cos91, */i-=p1 sin Ф1, то 
получатся соотношения" 

Ро — Ро - Ро (Ро + Р1/2) - Ро?? cos ¥ [COS ¥ + с2 sin ¥ ] , 

Pi — Р 1 - Pi (ро + Зр?'/4)- 2рорх cos ¥ {cos ¥ — с2 sin ¥ ] — k2
Pl, 

Фо= - са (Ро + pi/2) + р? cos ¥ [sin ¥ — с2 cos ¥ ] , ' * 

Ф1 == - сгч(Ро + ЗрТ/4.) — 2р? cos ¥ [sin ¥ + с2 cos ¥] — cxk\ 

где ¥ = ф0 — Ф1. От (3.5) можно перейти к системе трех уравнений 
I = 2g - 2 | (£ + т)) — |TI (cos 0 + с2 sin e), 

•П=-2т1 — 2rj (21-+ 3^1/4) — 2|ri (cos 0 — с2 sine) —2k2., (3.6) 

ё —с2(2..| —ti/2) + sine(25 + Ti) + C2C0se(2g — i-) + 2cik-. 
Связь между ' переменными fj, т), б и Ро> Р1. Фо> cPi определяется 
соотношениями 7 . . 

5 = Р§. ----Р?. Фо-Ф1-=е/2, 
(3.7) 

Фо— — ca(g + Ti) + 0,STi(slne — c2cose). 
Возможность перейти к системе трех уравнений связана с сим­
метрией (2.9), которой обладает исходная система. Нас будет 
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интересовать асимптотическое поведение упрощенной двух-
модовой-системы при tf{to}oo. Рассмотрим ее простейшие решения. 

Первое решение — это неустойчивый узел в системе (3.4), 
Л-----0, y o = 0 i X] = 0 ] yx=sQi (з.8) 

которому соответствует инвариантная прямая в динамической 
системе (3.6). 

1 = 0, -- = 0, 0 = 2ciA2/+const. (3-9) 
Другое решение можно получить, положив xi=-0, #1 = 0: 

x0=cos(—c2t+a), y0 = sm{—c2t+a), xi==0, z/i=0, (3-10) 
где а — действительная постоянная. В уравнениях (3.6) ему со­
ответствует устойчивая инвариантная прямая | = 1, т] = 0, 6 = 
= 9(/), если выполнено неравенство 

c?k4 + 2<-iC2ft-—1>0. (3.11) 
На кривой c,2A4 + 2ciC2k2 — 1 = 0 рождается пара, особых точек 
£== 1, г] —0: седло и устойчивый узел. Этот узел теряет устой­
чивость на линии 

( ^ + l ) k 4 + 2 A 2 ( l + c 1 c 2 ) - 0 . (3.12) 
Естественно сопоставить решения с £ = Г г)---0 пространственно-
однородным решениям задачи в частных производных. Пре­
дельный цикл (3.10) также теряет устойчивость на линии (3.12). 

Пусть теперь р0(0) —0, тогда p0(z.) = 0, 0 < £ < o o . Из (3.5) 
получим, что pi->p, Ф1 —> coi при t ---> оо ,' причем 

- /1/4(1—k2) /3, к<\, ' . ' - . . . , , / Q 1 Q , 
P-^jo А > 1 ) ш — — ос2р-/4 —c1k2. (3.13) 

Аналогом такого решения в системе (3.6) может быть инвариант­
ная прямая 1 = 0, "Т =— р2- 6 = 6(0 и л и п а Р а особых точек. Усло­
вием существования особых точек является следующее нера­
венство 

P(cuCz,k)<Q, k<\, 
где Р{сь съ A) = (9c2 + 6 c 1 c 2 - 4 - 3 c 2 ) k 4 — 2k 2(3c 1c 2-4--3c 2

2)-^ 
— (4-f-3c|). Одна из этих точек устойчива, если 

~-(4А-—1)2<Р(с1 ,с2 ,А). , • 
Решение с g - ' 0 является инвариантной прямой, когда; 

Р (Си С2> k) > 0. ;' .-.. •; 
Эта прямая устойчива при А<1,/2. 

Если провести аналогию между нечетными решениями задачи 
,в частных производных и решениями системц .(3,5), у, .которых 
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Ро-=0, то можно сделать следующие качественные предсказания. 
При нечетных начальных данных величина p1-=(a? + &i)1'2 посто­
янна, по-видимому, постоянны и величины р,,--=(а2

и + &2)1''2, 
n = 2m+l, rn = \, 2, 3 , . . . при i*{to}oo. Выход на одно и то же ре­
шение происходит c целого класса нечетных начальных данных. 
Нетривиальные нечетные решения возникают только в облас­
тях, длина которых превышает некоторую критическую (из 
(3.13) следует ее оценка /с---л). 

Расчеты, проведенные для задачи (2.1), полностью под­
тверждают эти предсказания [10]. В примере, показанном на 
рис 4, амплитуда первой гармоники равна «1,1, период 
решения Г«7,5. Из формул (3.13) следует, что ~р-= 1,11, Т = 
= 2л;/(01=6,75. В этом случае можно говорить не только о ка­
чественном, ко и количественном соответствии этих характе­
ристик. Для нечетных начальных данных неплохое соответст­
вие наблюдается при /<4я—5я [10]. 

Таким образом, уравнения (3.4) оказываются полезной 
упрощенной моделью, и в дальнейшем мы рассмотрим их бо­
лее подробно. 

§ 4. Двухмодовая система и ее свойства 
4Л. Простейшие свойства решений. Рассмотрим простейшие 

свойства динамической системы (3.6). 
О г р а н и ч е н н о с т ь решений. Воспользовавшись пер­

выми двумя уравнениями системы (3.6), посмотрим, как ме­
няется величина 2g+i-: 

2 | + 11' — 2(2-; + ч ) - (2^ + ч ) 2 - П 2 / 2 - 2 ^ -
— 4 ^ (1 + cos e) < 2 (2| + Л) - (2| + г))2. (4.1) 

ИЗ последнего неравенства следует, что 2g + r)<2., где z{t)~ 
решение уравнения 

i = 2 z - z 2 , 2(0)==2£(0) + 11(0)>0. (4.2) 

Так как z(t) ограничена, а | > 0 , т]>0, то каждая из функций 
l(t), r\(t) также ограничена. 

Диссип а'тив ность системы. Важной характерис­
тикой динамической системы является величина Q, которая 
определяет скорость изменения малого объема в фазовом про­
странстве при движении по траекториям: V=QV. Эта величина 
характеризует диссипатавные свойства системы, показывает, 
насколько быстро ее решения сходятся к аттрактору. В нашем 
случае 

{Omega}==<?i/.3£ + <?;] /d i i+de/d6--=4—2&2—8.s—5т-. (4.3) 
Величина {Omega} не зависит явно от параметров си с2 и от перемен-
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ной 6. В случае kyV'2 (достаточно^малые значения i) система 
всюду диссипативна. При £<У~2 в фазовом пространстве 
появляется область, где £2>0. В ней не могут лежать ни устой­
чивые особые точки, ни устойчивые предельные циклы. Эта об­
ласть расположена ниже прямой 8|+5т]---4—2k2, то есть доста­
точно близко к началу координат. В большинстве систем, ис­
следованных к настоящему времени, величина Q постоянна во 
всем фазовом пространстве. В этом смысле уравнения (3.6) 
представляют собой более сложный объект. 

4.2. Особые точки. Выше мы рассмотрели простейшие реше­
ния динамической системы, у которых £ — 0 ИЛИ rj =--= 0. Будем 
считать, что g-?--0, n{ne}0. Тогда иа (3.6) получаем систему урав­
нений 

2—2(£+Ti)—ri(cos e+c2sin 9) --=0, 
2—2(2g-+3ri/4)—2|(cos 6—c2sin 6)— 2/г2 = 0, (4.4) 

c2(21—Ti/2)+sine(2i+n)+c2cos0(2|—r1)+2c1£2---0. 

Два первые уравнения ПОЗВОЛЯЮТ выразить. | и т\ через cos 0 и 
sin 0. Подставив эти выражения в третье уравнение и обозна­
чив е=(с2

2+1)/[&-(с1—с2)], # = tg(0/2)—e/2, получим следую­
щее равенство 

у*+Ьу2+су+й=Ъ, Ь= -1,5ea-|-8eciЛЯ-14, 
(4.5) 

с =«(«-—8ес1/гй+8£2), d= — 3e7l-+2c1A-e-+e2(3,5—4/г2)—15. 
Координаты особой точки определяются соотношениями 

g .*-+(8*1-6) * - -15 {1+Х)' Х = У " 8 / 2 ' (4.6) 

4(1 + *°)(---*W5,-*--2) MQ^I-Z* s l n e e адц . 
' дт*-ь (Sef—6) л:-1—15 '+ -* • ' . l + * a 

Из вида уравнения (4.5) следует, что при всех схфсг у него 
есть по крайней мере два действительных корня. В самом деле, 
функция в левой части (4.5) непрерывна, при у — —е/2 она 
равна —15, а при y-*-dz°° ее значения положительны. Записав 
уравнение четвертой степени для величины х, можно убедить­
ся, что его свободный член всегда отрицателен. Отсюда следу­
ет, что уравнение (4.5) не может иметь четырехкратного корня. 
Оно имеет двухкратный корень, если выполнены равенства 

Y—b±V¥2Jr^d [2b ± УЬ*+Ш ] -= + 3 УЗГ2~С, 
.. - - - - - - - - (4.7) 

У —b±Vb*-,
r12d [2b±y^+V2d ] = - 3 ] / 3 / 2 c 
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и.-.корень' кратности три при условии 
&2+12d = 0, 

—8й3 = 27с2. 
(4.8) 

Особая точка с координатами {£, т], Q}, которая определяется 
соотношениями (4.5), (4.6), устойчива, если отрицательны дей­
ствительные части всех собственных значений матрицы 

Z-^-Ti{2+cosB+ctUna) -№*сошв*сг*1па) ЬщИпв-сгсозв) 
-ZniZ+cnl-CtUnl) Zl1-kl)-3ti-Z№cMB-ctiint) г^цЫпв*сгсо»в) 
Z(ct+tin$+ctea€ti -Cf/ZHln » -c..cw » (.?.?+ij)—* -«^"Ч)**1" » 

f+.g) 

Формулы (4.4) — (4.9) дают полную информацию о каждой 
особой точке системы уравнений (3.6). Посмотрим, какие ка­
чественные выводы можно сделать, исходя из этих соотношений. 

Основные закономерности рассмотрим на примере систем с 
k~\. Обратимся к уравнению (4.5). Результаты его исследова­
ния представлены на рис. 5—8. Расчеты показывают, что 
для всех значений с1 и с2 уравнение (4.5) при /.= 1 имеет хотя 
бы один корень, определяющий особую точку с т]<0. На 
рис. 5 показано число точек, у которых £>0, т]>0, в различ­
ных областях параметров. Число таких точек может изменить­
ся при переходе через линии ABC и DMEQF на плоскости 
{с и с2}. 

Кривая ABC определяется соотношением (3.12), при c{cdot} — oo 
она имеет асимптотику с2 = —0,5cik2. Выше и левее этой кривой 
(в том числе для всех c i<0) устойчива особая точка | = 1 , т] = 0 
(либо особая прямая). Она и определяет асимптотику системы. 
На линии ABC точка | = 1, г\ — 0 теряет устойчивость. Одно из 
собственных значений матрицы А становится равным нулю. Од­
новременно с этим точка из области | > 0 , г)<0 переходит в 
область £ > 0 , t i > 0 и становится устойчивой. 

Линия DMEQF — кривая кратных корней. Она определяет­
ся формулами (4.7). На этой кривой появляются или исчезают 
два состояния равновесия. На участке QF она близка к прямой, 
найдем ее асимптотику при ' | с 2 | . ^ 1 , полагая |с- | -~~- |с2 | ~ 
-—• |,е |—>-оо. Оставляя в выражениях для коэффициентов о, с, d 
главные члены, имеем из (4.7) 

3 V r ^ e ( — 8 H - 8 s c 1 k 2 ) + . . . - 3 K 3 7 2 " E ( e 2 - 8 e c 1 k 2 ) + . . . , (4.10) 
что эквивалентно уравнению 

в = 8с 1ft- или ^ = - 4 £ " ± - ] Л б & - + 8 £ 4 . (4.11) 

В- нашем случае из (4.11) следует 
с2/с1 = — 4 - 2 1 ^ 6 " « - - 8 , 9 , 
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Ш-< И - - S - з t—3-1 Ш-г О - з , 
Рис. 5, 6. Число особых точек системы (3.6) при k=\;M 

1 — 1 точка, 2 — 2 точки, 3 — 3 точки , у" 
Рис. 7, 8. Число устойчивых особых точек при й = 1: ^../у 

1 — точка, 2 — 2 точки, 3 — устойчивых точек нет 

что совпадает с зависимостью, наблюдаемой в расчетах. Таковы 
уравнения, описывающие границы областей с различным чис­
лом особых точек. Наибольший интерес представляют устойчи­
вые точки, которые определяют асимптотику процесса. 

На рис. 7 и 8 показано число устойчивых особых точек 
системы уравнений (3.6) в зависимости от параметров Ci и с2. 
Кривые ABC и DMEQF те же, что и на рис. 5 и 6. Кроме 
них важную информацию об устойчивости дает линия MQNP, 
на которой происходит бифуркация Хопфа. На этой линии мат­
рица А имеет два чисто мнимых собственных значения, одна 
из особых точек системы теряет на ней устойчивость. В обла­
сти, ограниченной линиями FQNP, устойчивых особых точек 
нет. Аттракторы являются предельными циклами или имеют бо­
лее сложную структуру. Отметим также, что в области M.EQ 
на плоскости {си с2} система (4.6) имеет две устойчивые осо­
бые точки. 

Выясним, как ведет себя система уравнений (4.6) при 
jc2|{to}co. Можно ли утверждать, что в этой области параметров 
у нее есть устойчивые особые точки? Каковы' их характеристи­
ки? Эти вопросы рассматривались в работах [6, 11, 113].' 

Результаты проведенного анализа содержатся в таблице 
I. Из нее видно, что в этой области всегда есть, по крайней 
мере, одна устойчивая точка {1*,ч\*}. Причемg*,——-1, т ) * — -*0. 
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Существует диапазон параметров, где может быть устойчива 
еще одна точка. Так обстоит дело, например, если k--=3, 
с - = 3, с2-> — со. 

Поведение динамической системы (4.6) при с2, близких к 
нулю, определяет решение с ' | = 1 , Ti = 0. Расчеты показывают, 
что с уменьшением с2 аттрактор усложняется, появляются дру­
гие точки, предельные циклы, непериодические решения. Одна­
ко система обладает интересной особенностью: при с—» оо в 
ней происходит стабилизация процессов. Асимптотику снова 
определяют решения, соответствующие особой точке {.|*,т]*}. 
Причем ! —>-1, r)*{to}0 при с2-^>—{infty}. Таким образом, процессы в 
системе при с2—*-0 и с2-^ с» качественно аналогичны. 

Рассмотрим особенности появления СОСТОЯНИЙ равновесия. 
На кривой DMEQF у системы появляются две особые точки. 
Расчеты показывают, что на участке ME одна из них устой­
чива, на участке DM неустойчивы обе. Та или иная ситуация 
реализуется в зависимости от собственных значений матрицы А 
на кривой кратных корней. Одно из собственных значений на 
линии DMEQF всегда равно нулю. Если хотя бы одно из двух 
других имеет положительную действительную часть, то' оба 
возникших состояния равновесия неустойчивы. Если же реаль­
ные части обоих собственных значений отрицательны, то появ­
ляется одна устойчивая и одна неустойчивая особая точка. 

Наглядное представление о появлении состояний равновесия 
дает рис. 9. Зафиксируем значение с\ и будем уменьшать 
параметр с2. Изменение величины ро = i1/2 всех особых точек с 
£,>0, т)>0 и g-=l, т| = 0, полученное в расчетах для разных 
значений с ь показано на рисунке. Те значения параметра с2> 
при которых меняется число особых точек или их устойчивость, 
обозначены буквами А, Ви В2, -33, С. 

Точка А лежит на линии ABC, точка С на линии бифурка­
ции Хопфа. Ви В2, В3 определяются линией кратных корней. 
В точках В\ и 5 3 у системы (3.6) ПОЯВЛЯЮТСЯ два новых СОСТОЯ­
НИЯ равновесия. В точке В2 два состояния равновесия исчезают. 

Если |С)|-С1, то у системы всегда есть одна устойчивая 
особая точка (типичная ситуация представлена на рисунке 
9а). Когда | с1 |>1 , в некоторой области параметров устойчи­
вых точек нет (см. рис. 9а). В промежуточном случае картина 
может быть более сложной, ее иллюстрируют рисунки 96 и 9в. 
Видно, что здесь одновременно существуют две устойчивые точ­
ки, динамическая система (3.6) при этом обладает триггерны-
ми свойствами. 

Отметим, что одно из состояний равновесия, возникших на 
линии кратных корней, устойчиво. Это особенно интересно. 
Усложнение системы при изменении параметра в синергетике 
обычно связывают с последовательными бифуркациями и в ка­
честве основного аппарата используют теорию ветвления [52, 
70]. В изучаемой модели наблюдается совершенно другое по-
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10 W XL 13 14 -Сг 

Рис. 9. Картина появления особых точек с -|>.0, т).Э-0 при раз- (} ;! 
ных значениях е.. устойчивая точка, — иеустой- Л-/ 

чивая точка' 

ведение: устойчивая точка, определяющая асимптотику систе­
мы, появляется не в результате ветвления ранее имевшихся ре­
шений. По-видимому, такая ситуация является достаточно об­
щей. Ее анализ требует привлечения других- методов (напри­
мер, идей теории катастроф [5,-29]) й дальнейшего ра&вития 
существующих представлений. 

4.3. Устойчивые предельные циклы. Остановимся на перио­
дических решениях уравнений (3.6). Пусть функции %{t), y\(t), 
в (t) удовлетворяют этой динамической системе, причем 
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l(t-\-T) =l(t), r\(t-\-T)=r\(t). Тогда можно проверить, что 
в(if-|--*~)— 6 ( 0 = 2 я т , т = 0, ± 1 , ± 2 , . . . (4.12) 

Обычным предельным циклам, которые представляют собой 
замкнутые траектории в пространстве | , г\, 6 (0{le}|<{infty}, 
0{le}ti<oo, —{infty}<0<oo), соответствуют решения с m = 0. Если 
тфО, то функции {l(t), r\{t), Q(t)} определяют спирали. В ли­
тературе их называют предельными циклами второго рода, в 
отличие от решений с m = 0, которые называют предельными 
циклами первого рода. Для краткости и те, и другие решения 
будем называть циклами. 

Удобно различать циклы по числу оборотов п, которые де­
лает проекция точки {£, г), 0} на плоскость {g, i,} вокруг неко­
торой центральной области, возвращаясь в начальное положе­
ние [11]. Циклы, которые характеризуются числами тип, 
будем обозначать 5 ^ . Циклы Sm будем называть простыми. 

Обратим внимание на связь между решениями двухмодовой 
системы (3.4) и системы (3.6). Особой точке в уравнениях 
(3.6) соответствует периодическое решение в модели (3.4) (см. 
рис. 10). Предельным циклам различных типов — двухчастот-
ные режимы, при которых функции х0, хи Уо, У\ могут быть 
непериодичны [19]. Переход от (3.4) к (3.6) позволяет упрос­
тить описание. Далее, говоря о циклах в упрощенной модели, 
мы будем иметь в виду периодичность функций р0(0 и pi (t) 
(соответственно g и г\). 

Рассмотрим периодические решения системы (3.6), у кото­
рой k = l . Выделим наиболее интересные качественные особен­
ности решений и отметим их общие черты. 

На рис. 11 показано разбиение плоскости параметров 
{сь с2} на области, в которых аттракторы системы (3.6) име­
ют различный тип. На кривой QNP (см. рис. 7, 8) особая точ­
ка, определявшая асимптотику системы, теряет устойчивость. 
Происходит бифуркация рождения предельного цикла So, би­
фуркация Хопфа. Возникающий цикл устойчив на участке QN. 
На участке NP при переходе через линию QNP скачком появ­
ляются непериодические решения [13]. 

При уменьшении с2 амплитуда устойчивого цикла So растет. 
Начиная с некоторого значения этого параметра, асимптотика 
системы определяется циклом S j . По мере приближения к точке 
перехода с*2 цикл приближается к одному из седел | = l , rj = 0 
(см. рис. 12). После перехода Сч<с*2 цикл от него удаляется. 
При с2—с\ цикл проходит через седло. Естественно ожидать, 
что при этом r(c2){to}c», С2^-с*3. Именно такая зависимость 
и наблюдается в расчетах (см. рис. 14). Линия, на которой 
меняется тип цикла, показана на рис. 11. 

Существует область параметров на плоскости {с1, с2}, 1*де 
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Рис. 11, Типы аттракторов для системы уравнений (3.6) при k=l: 
1—точка g= l , -1=0, 2—особая точка с | > 0 , Т1>0, 3—простой цикл, 4—цикл S', 5—более 
•сложные решения, 6—линия, на которой происходит переход .у'-+-У}, QNP—лття бифурка­
ции Хопфа. картина получена в результате численного решения уравнений (3.6). Шаг по 
параметру с,, А,=»1,0, по параметру с2 Л--=0,5. В окрестности границ между областями 
шаг уменьшался до 0,1. Начальными данными для задачи с параметрами / с , , с2—ЛЛ ниже 

линии ABC служила точка, принадлежащая аттрактору системы для значений / с , , е.,1 

происходит усложнение периодических решений (см. рис. 11). 
В этой области наблюдается последовательность бифуркаций 
удвоения периода, теория которых интенсивно развивается 
В настоящее время [27, 84, 85]. При этом цикл типа S£ пере­
ходит в Sfm, и его период удваивается. На рис. 12, 13 
представлена картина такого процесса для Ci = 3. После несколь-

в расчетах наблюдаются непериоди-ких бифуркаций 5от {to} Sim 
237 



f, 
сг=-з,ю 
1,0 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

О 

Сг =-3,50 

I I I I L_J l_J I L 

1,0 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

л 

-?1 

- , 

- г 
I I I I 

ГХ 
\ N 

\ 

i i i JUS» 

sl 

\ 
\ M 

0,2 0,4 0,6 0,8 
C 2= -J,15 

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 
Ct=~4,00 

1,0 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

л 

-Л 
-

• - • 

1 
1' 

1 
_•'• в 

•: i i i i 

S1 
-•о 

Q 
i i i i i | - ° 

v. 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 
Сг *-,3,35,, .„, 

0,2 0,-4 0,6 0,8 1,0 
C- = - 4 , 0 5 

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 0,2 I".,-» 0,6 0,8 1,0 

Рис. 12, Усложнение аттракторов динамической системы (3.6) при уменьше­
нии параметра: с2; k=l, с- = 3 /I ! 

• А / -



1 

О 0,2 0,Ц." 0,6 0,8 7,0,0- 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 ра 

•. Са =- Г--.-.5 
•Pi 

О 0,2 0,4' 0,6 0,8 1,0р- 0 0,2 ОЛ 0,6 0,8 1,0р0 

С2 = - 5,-0 

0,2 

О 

°\ 
0,2 0,Ц 0,Б 0,8 1,0 ра 0 0,2 0,-4 0,5 0,8 7,(7 .ft, 

Рис, 13, Изменение аттракторов при далньейшем уменьшении Са У 



5,505 5,510 5,515 5,520 5,525 ~Сг 

Рис. 14. Зависимость периода предельных циклов от пара- *; j 
метра С2- Маркеры соответствуют решениям задачи (2-1) " 

ческие решения (см. рис. 136), примеры которых мы рассмотрим 
ниже. При дальнейшем уменьшении с2 происходят бифуркации 
SIm->Sm (см. рис. 13), в результате которых снова возникают 
простые циклы. 

Рис. 11 показывает, что в широкой области параметров 
асимптотику решений определяют циклы 5|. Остановимся на 
некоторых их особенностях. Рассмотрим зависимость периода 
Т от параметра с2. Рис. 15 показывает, что в широком 
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диапазоне изменения С2(1сг| .-^T) период от этого параметра 
не зависит, в то время как остальные характеристики цикла 
меняются сильно (см. рис. 135 и е). Расчеты показали, что при 
| с 2 | ->1 , k=l имеет место следующая зависимость 

2 - 3 / d . 
В работе [11] это явление было названо эффектом постоянства 
периода. Для циклов 51 наблюдается и другая закономерность: 
хотя переменная б(г') меняется сложным образом, и быстрые 
участки на ЭТОЙ кривой чередуются с медленными, законы из­
менения величин | и т] близки к гармоническим. 

Во многих работах, где исследуются диссипативные струк­
туры, подчеркивается независимость возникающих структур от 
многих параметров, их соответствие внутренним свойствам 
системы- Не раз подчеркивалась их независимость от началь­
ных данных («забывание» деталей начальных данных [1, 52, 
70]), от краевых условий (эффекты локализации процесов [..28, 
33, 42, 60, 61]). Здесь мы видим новый тип независимости от 
параметра. Величина с2 определяет частоту колебаний одно­
родного решения (2.3). Диссипативные процессы приводят к 
тому, что частота колебаний величины g и г\ от с2 не зависит. 

Наиболее сложные периодические решения наблюдаются 
при небольших значениях С1: .1{le}Ci=-S2. Ряд их свойств был рас­
смотрен в работах [13, 19]. На линии Ci = 1,5 были построены 
численно примеры устойчивых циклов S2

2, S4
4. S88. -Si616. Еще 

несколько примеров предельных циклов представлены на 
рис 16, Они существенно отличаются от всех решений, рас­
смотренных выше. Это отличие заключается в том, что число 
максимумов p0(t) может не совпадать с числом оборотов цик­
ла на плоскости {р0, pi}. Сравним решения, представленные на 
рис 16а и 166. При уменьшении с2 цикл практически не 
изменился. Но у первого решения три максимума р0, у второго 
их четыре. 

Ci = 1,7, C2=-7f,o 
Ofi 

0,4 

n 

• 

"С^Л - \ J 
6 i i I I 

0,4 0,8 ft, 1 
У Рис- 16, Устойчивые предельные циклы в упрощенной системе (3.6), в кото­

рых число оборотов не совпадает с числом максимумов р0(0 
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Это можно объяснить следующим образом. В близкой об­
ласти параметров у системы (3.6) появляется устойчивая осо­
бая точка. Ее появлению предшествует перестройка векторного 
поля. Траектории сложным образом изгибаются в некоторой 
области фазового пространства. В их проекциях на плоскость 
{ро, pi} появляются лишние максимумы и петли. Это видно на 

примере циклов, показанных на рис. 16. Такое усложнение-
циклов не связано с бифуркациями. 

Влияние устойчивой особой точки сказывается и на коли­
чественных характеристиках решения. Период цикла, показан­
ного на рис. 16s, равен 1П,3. В течение времени t-==-107" 
точка, описывающая состояние системы, находится на его 
плоском участке, где pi --=» 0,66. При с 2 =—8, с. = Г k = l возни­
кают особые точки, координаты которых отмечены на рисунке 
16s. Таким предельным циклам в области III соответствуют 
релаксационные автоколебания. 

4.4, Сложные циклы и непериодические решения. Численное 
исследование динамической системы (3.6) показывает, что в не­
которой области параметров она имеет непериодические реше­
ния. В этом параграфе решение будет считаться непериодичес­
ким, если за 300—400 витков вокруг центральной области (см. 
рис. 13) траектория не притягивается к предельному циклу. 
Проекция таких решений на плоскость {ро, p j оказывается 
очень сложной и не дает качественной информации о процессе. 
Поэтому здесь удобно воспользоваться приемом, примененным 
Лоренцем [47], Будем следить за значениями локальных 
максимумов функции р0(0 == £1/2(0. По оси абсцисс отложим 
значение n-го максимума, по оси ординат /г+1-го. Замечатель­
ным свойством системы (3.6) является то, что эти точки обычно 
не заполняют какие-либо области на плоскости. Они лежат 
вблизи некоторой кривой Mn+l = f(Mn). В пределах точности 
расчетов эта зависимость часто определяет непрерывное и од­
нозначное отображение отрезка в себя. Его можно использо­
вать для приближенного описания сложных решений системы 
(3.6), применяя методы теории одномерных отображений [71, 
73, 77, 106]. 

На карте аттракторов можно выделить три различные 
области, где существуют непериодические решения. Рассмот­
рим каждую из них в отдельности. 

На рис. 17 приведены функции f(M), полученные в рас­
четах при разных значениях с2 (с-. = 5). Во всем диапазоне па­
раметров f(M) непрерывна, однозначна' и имеет один острый 
максимум. Точки обычно заполняют несколько «островов» на 
кривой f{M). По мере уменьшения с2 происходит переход к 
сложным циклам. После нескольких бифуркаций S2n{to}Sn воз­
никает простой цикл. 

Область параметров II отличается от области I тем, что пе­
реход к непериодическим режимам происходит на линии QNP 
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M/i+f 

Рис. 17. Одномерные отображения, соответствующие решениям упрощенной 
системы (3.6) при cj = S, -%--=L В случае, когда с2 ——5,6, в системе «СТБ 

устойчивый цикл S8 

скачком при уменьшении значения с2. На этой ЛИНИИ происхо­
дит бифуркация Хопфа. Но если в области I рождается устоит 
чивый предельный цикл (бифуркация надкритическая), то в 
области II бифуркация подкритична. Следствием подкритично* 
ста бифуркации обычно является гистерезис. Расчеты показы­
вают, что выше линии QNP могут существовать одновременно 
непериодические решения и устойчивые особые точки [13].. 

Наиболее сложной для исследования является область па­
раметров III. В этом случае часть времени траектория прово­
дит в той области фазового пространства, где система (3:6)' 
недиссипативна. Функция Mn+1=f (Mn) здесь часто оказывает­
ся разрывной и неоднозначной, Однако и в этом случае реше­
ниям по определенному алгоритму можно сопоставить некото­
рые одномерные отображения [13]. Как правило, у них есть 
«плато» — целый интервал, где производная f'(M) .близка к 
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нулю. Вследствие этого при одних и тех же значениях пара­
метров в системе могут существовать несколько аттракторов. 
В ряде химических экспериментов возникают отображения 
именно такого типа [25, 112]. Возможно именно они могут ока­
заться типичными для задач, где есть несколько взаимодейст­
вующих аттракторов. 

Проведенный анализ системы (3-6) позволил получить раз­
биение плоскости параметров на области, в которых аттракто­
ры имеют, один и тот же тип. Рисунок 11 дает классификацию 
решений ДЛЯ k= 1 при t{to}oo. Варьируя начальные данные, 
можно убедиться, что в некоторых областях параметров могут 
сосуществовать несколько аттракторов [11, 13]. Однако для 
системы (3.6) при k=\ это является скорее исключением, чем 
правилом. 

Хочется обратить внимание на то, что полученная картина 
является достаточно простой. В большей части пространства 
параметров асимптотика определяется особыми точками и про­
стыми предельными циклами, границы этих областей задаются 
сравнительно простыми соотношениями. Вопрос о соответствии 
решений упрощенной системы и задачи в частных производных 
будет рассмотрен ниже. 

' § 5, Странный аттрактор в двухмодовой системе 

Ранее мы рассмотрели усложнение аттрактора при измене­
нии параметров в динамической системе (3.6) и появление не­
периодических режимов. Важно было бы исследовать один из 
таких режимов подробно. Анализ странного аттрактора оказы­
вается особенно важным при изучении диффузионного хаоса в 
тех. случаях, когда он является маломодовым. Полезно было бы 
выделить общие свойства непериодических решений задачи 
(2Л) и модели (3.6). 

С другой стороны, число динамических систем, в которых 
подробно изучены странные аттракторы, невелико. Поэтому 
•ашалйз каждой конкретной модели может сыграть важную роль 
в развитии теоретических представлений... 

В дальнейшем основное внимание в этом параграфе мы уде­
лим аттрактору системы уравнений (3.6) при ci=7, c2---—6, 
k==j*. Его проекция на плоскость {£, Т)} показана на рис. 18, 
она целиком лежит в области, где система диссипативна. Вид­
но, что траектория может попадать в окрестность особой точки 
с :g== I, TI = 0, и, следовательно, проводить вблизи нее длительное 
время. Среднее время Т одного оборота вокруг центральной об­
ласти примерно равно 1,63, а среднее значение Q в формуле 
(4.3) составляет —4,2. Поэтому за один оборот фазовый объем 
при движении вдоль траектории уменьшается почти в 900 раз. 
, / 5 . 1 . Свойства отображения Пуанкаре. Рассмотрим последо­
вательные пересечения траектйрии' с. плоскостью 8 = const. 
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Рис. 18, Проекция странного аттрактора на плоскость {1.11} Т 
Поскольку |, -г), 6 зависят только от cos 0' и; Sin 0 (6 является 
циклической координатой), то необходимо учитывать пересече­
ния со всеми плоскостями e = const+2ftn, n = 0, 1, 2 , . . . . Точки 
пересечения образуют некоторое /множество на плоскости 
{|, ц}. Оно показано на рис. ,19 для разных значений Э. 
Видно, что наиболее простой /вйд' имеет сечение плоскостью 
0 = 0. Рассмотрим его подробнее.: 
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Рис, 19, Секция, ЦутЩР£ Для' дазнщ .плоскостей / 



Система уравнений (3.6) однозначно определяет отображе­
ние плоскости в себя (отображение Пуанкаре): 

ii = /(io> чо). 
-li-^gdo. -.о). 

(5.1) 

Здесь | Ь 111—координаты точки первого пересечения траекто­
рии с начальными данными (|0, т̂ о, 0) с плоскостями 6 = 2я«. 
Будем рассматривать только такие пересечения, при которых 
6>0. 

Можно выделить область в плоскости {I, r\), которая при 
отображении (5.1) переходит в себя, она и содержит аттрактор. 
Это полоса ABCD на рис. 20, ее образом является узкая об­
ласть, толщина которой в масштабе рисунка не видна. Это об­
условлено сильным сжатием фазового объема при движении 
по траекториям системы, 

Для исследования отображения Пуанкаре естественно пе­
рейти к новым координатам. Одну из них, х, направим парал-

0,3 

0,2 

0,1 
0,Ц5 0,50 0,55 £ 

Рис. 20. Сечение Пуанкаре плоскостью 0 = 0 и /-,. 
область, переходящая щ с?бя * \ 

246 



-лёльно стороне AB, другая будет ей ортогональна: 

(5.2) 
х — [3 (I - 0,45) - 7 (г| - 0,38)1 /1/58 , 
у = [7 (I - 0A6) + 3 (п - 0,38)] /1/58". 

Бид области ABCD и ее образа A'B'C'D' в новых координатах 
показан на рис. 21. (Обратим внимание на то, что рисунки 
21а и б сильно растянуты в направлении у). В этих координа­
тах образом прямоугольника является сложная криволинейная 
фигура, состоящая из двух частей. Область APQD отображает­
ся в ее нижнюю часть. Соответствующие траектории получают 
за один оборот приращение фазы Д0-.--2.Г.,. Верхняя часть кри­
волинейной фигуры является образом множества .6PQC. При­
ращение фазы для начинающихся здесь траекторий равно ну­
лю. Отрезок PQ весь переходит в точку R. 

У • I D ' 

Щс. 21. Область, переходящая в себя а) и ее образ б) в нов.-* JJ 
координатах 
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Рис. 22. Двумерные функции, осуществляющие отображение Пуанкаре 



Вид функций fug, определяющих отображение Пуанкаре в-
новых координатах х, у 

xi=f(xo. г/о), 
(5.3) 

У1=ё{Хо,Уо), 
показана на рис. 22. Эти функции непрерывны, но имеют раз­
рыв производной на линии PQ. Значение функции f на этом от­
резке равно х — координате точки R (см. рис. 21 б) и составля­
ет примерно 5,4- 10~4; у— координата этой точки определяет 
значение g на отрезке PQ, равное 2.77-Ю-3. Расчеты показыва­
ют, что частные производные функций fug неограниченно рас­
тут в окрестности линии PQ. Эти свойства отображения Пуан­
каре оказываются очень существенными и к ним мы вернемся 
далее. 

Мы перешли от динамической системы (3.6) к более просто­
му объекту — двумерному отображению (5.3). Сечение аттрак­
тор а'''-плоскостью 0=2я« можно получить в результате беско­
нечного числа итераций функций / и g: 

-••.•v. a '•• г, xn+i!=/(xni Уп)1 
-.^НГ"-••'••" УпШ~В{Хп, Йп), П=1,'2, 3,... . 

:'.,, (5.4) 
Существуют простые дйу-мерные отображения, у которых при 
n{to}{infty} точки притягиваются дк отрезку (xn+i-=l—2'x„-, yn+i = 
= ауп | а | < 1 ) или к дуге кривой '(xn+i = l—2xn-, yn+i = h(xn) )•• 
Однако ДЛЯ отображений, порождаемых системой трех обыкно­
венных дифференциальных уравнении,"»такая ситуация нетипич­
на. На них накладывает ограничения теорема единственности. 

Сечбцие аттрактора, соответствующего хаотическому режи­
му, долж-но обладать сложной ^внутренней структурой. Для не­
скольких' моделей расчеты позбрлили обнаружить эту структуру 
[107, ИЗ]. Попробуем сделать это для изучаемой системы. 

Обратимся-,.к рис. 23. Здесь в разных масштабах пока­
зано расположение точек пересечения одной из траекторий с 
плоскостью 0 = 2ji;n. На рис 236 в увеличенном виде изобра­
жен прямоугольник, помеченной на рис. 23а. В свою оче­
редь прямоугольник, помеченный на рис. 236, в еще более 
крупном масштабе представлен на рис. 23s. Сечение ат­
трактора на верхнем рисунке бостоит из двух линий. Увеличе­
ние разрешения в 500 раз приводит к тому, что каждая из них 
расщепляется еще на две. Отметим, что расстояние между ли­
ниями очень мало, оно не превышает 4-10~7. Можно ожидать,, 
что этот процесс происходит, и- на меньших характерных рас­
стояниях;, TQ есть .аттрактор по одному из направлений облада­
ет канторовой ртруктуррй.,.,: . , , , . . . 

На рис. 24" изображён^ "зависимость хп+\ от xn- В мас­
штабе рисунка точки ложатся на непрерывную однозначную 
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Рис. 23. Сечение аттрактора в различных масштабах / 
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Рис. 24 

кривую F. Отметим, что |dF/dx|>1 везде, кроме одного участ­
ка на левом конце отрезка, 

Одномерное отображение xn+i—F(xn) можно рассматривать 
как некоторую упрощенную модель для задачи (3.6). При ее 
анализе оказываются полезными многие результаты теории 
отображений отрезка в себя [71, 73, 77]. 

Посмотрим теперь, как связаны yn+i и Уп, Результаты соот-
ветствующего расчета приведены на рис, 25. Полученная 
картина является более сложной, чем для координаты х. По-
скольку одному значению у соответствует одна, две, три ИЛИ че­
тыре разных точки, лежащие на аттракторе (см. рис, 23а), то 
зависимость упЛ.\ от уп также будет неоднозначной. Одному уп 
могут соответствовать от одного до четырех yn+i, (Разумеется 
все сказанное справедливо на тех масштабах, где не прояв­
ляется тонкая структура аттрактор а.) 

Сопоставим рис. 23а и 25. Образы точек, лежащих на 
ветви ABC на первом рисунке, определяются с помощью кри­
вой А'В'О, показанной на втором. Ветвь CR' позволяет найти, 
куда переходят точки с участка CR, точно так же ветвь R'D'E' 
соответствует линии RDE, Точка В на рис. 23а лежит на 
пересечении дуги АС аттрактора с отрезком PQ (см. рис. 21а). 

Таким образом результат действия двумерного отображения 
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Рис, 25 

(5.3) для--точек-аттрактора можно достаточно точно- предска­
зать с помощью нескольких одномерных отображений. ' 

З а м е ч а н и е . Как правило, при численном решении дина­
мических систем используются ^алгоритмы высокого порядка 
точности. Однако последовательные пересечения траектории с 
плоскрстыо,;обьщно =:определяются.*посредством .. простой; интерч 
поляции, что резко понижает точность:расчетов. Избежать это­
го:1 позволяет алгоритм .Хено'.на,, связанный с переходом к новым 
пере^.ещ1ым,.[^1]; QH дает возможность строить , отображение 
Пуанкаре.х той'.же. точностью, с: какой известно решение. Для 
анализа динамической системы ,.(3.6). применяется метод Рун-
ге-гКуттаг четвертого порядка-и .алгоритм. Хенона для построе­
ния отображения Пуанкаре.' , \ .-.г.: 
. ;"5.2,,По)ведение траекторий вблизи особых точек. Рис. 18 
Показывает, что г проекции различных .витков.:траектории на' 
плоскость:'!,{|, .Г|} качественно не отличаются друг, от друга. 
Однако,, .Проследив за их изменением в пространстве {£, г\, 6}., 
можно _ эь-делить витки двух* .различных типов. .В одних, при 
возвращении на плоскость в = 2лп, «=0 , 1, 2 , . . . фаза изме­
няется на 2я, в других она не меняется. В; одномерном отобра­
жении i7,(см. рис 24) виткам первого типа соответствует левая 
часть кривой,. второго типа— ее правая часть. Если бы время 
каждого оборота было ограничено сверху, то функции f и g в 
отображении (5:3). были бы непрерывны и дифференцируемы, а 
приращение фазы ,Д0 не-могло:претерпевать скачка. В нашем 
случае это. не ТЙ1 к. Можно .предположить, что причиной являет-. 
ся,влйяние;;одной:из особых точек динамической сцстемы (3.6), 
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в окрестности которой время витка может неограниченно воз.-
растать. 

Важное .свойство сцстемы (3.6) состоит в том, что плоскость 
т]-=0 является инвариантным многообразием: если т)(0)-=0, то 
и т] (t) =0. Найдем все особые точки c |2+ri2{ne}0, лежащие в 
этой плоскости. Судя по рис. 18, именно они влияют на по­
ведение траекторий на странном аттракторе. Из первого урав­
нения (3.6) следует, что Е = 1, из третьего — соотношение для 0: 

Sin6 + C2COS0 + C2 + Cife2 = O. 

Это уравнение имеет два решения: 

sine = [ — (c2 + c1k-) + c 2 " | /1+c l - (C2 + c1A2)-]/(l + c2), 

cose- - [ — c2(c2 + c 1 k- )±Kl+c 2 - ( c 2 +c 1 A2) - ] / ( i + c2). 

(5.5) 

(5.6) 

(5.8) 

Устойчивость особых точек определяется действительными 
частями собственных значений матрицы (4.9) системы (3.6), 
линеаризованной в окрестности особой точки. Для точек с g — 1, 
г) = 0 матрица А упрощается 

/ —2 _2—cosG— c2sin в 0 \ 
А== ° . — 2(l+/s 2 + cos0—c2 sin В) 0 . (5.7) 

\2<-2-f-2(sin 9+c2cos0) — с2/2— c2eosQ-h sin 0 2cos0—-2c3sin9/ 

Это позволяет найти ее собственные значения в явном виде 

Ai------2, .Ла=---2[1-+А-±1/"1 + с | —(С2 + С1А-)3], 

, Л3 -= ± 2 ]Л + с\ - (с- + cxk2f. 
Мы воспользовались здесь следствием равенства (5:5) 

cose —c 2 s ine= ± ] Л + с2 —(сг + с ^ ) 2 . 

Подставим теперь в формулы (5.6) —(5.8) интересующие нас зна~ 
чения параметров: с1-=7, с2----—6, к = \. При этом решения 
уравнения (5.6) будут следующими: 8.4 =-1.24. 8 в = З я / 2 . Нам 
будет удобно перенумеровать собственные значения в порядке 

- » • — > • — > — > — > — > 

возрастания (61, е2, е3, е[, е'2, е'ъ — соответствующие собственные 
векторы). Для точки А получим: 

—> 
%х — —-16, <?i 

т 
п 
I . 

Я2-= —2, е2 = 
а 
О 

lb. 

Х3=: -1- 12, ез= 
О' 
О 

L1 
(5.9) 
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Для точки В: 

V — _ 1 2 , е; — 
гоп 

0 
л. 
+» 

• К— 

—> 
' с 3 

"г" 

_ 2 . _ 

2. 

• 

? = 7>~ 
0 

(5.10) 

Здесь т, п, I, a, b, p, q, r. s, t — постоянные величины, конкрет­
ные значения которых для нас несущественны. 

Из формул (5.9), (5.10) видно, что точки A и В — это седла, 
имеющие по одному неустойчивому направлению. При этом ли­
ния £=-1, т)=0, 9 = 0 (^), соединяющая эти точки, является инте­
гральной кривой системы уравнений (3.6) при всех значениях 
параметров. На рис 26 показано примерное расположение 
особых точек A и Б, а также собственных векторов соответству­
ющей им матрицы А. Поверхность ЛГ—-это устойчивое двумер­
ное многообразие точки A, Неустойчивым многообразием яв­
ляется прямая l — \, 11---0. Устойчивым многообразием точки В 

% 5" 1? 

1 ' 

// /у 

// 

'77 / * , 

J 
Рис 26. Качественная картина поведения траекторий в окрестности особых 

точек 
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является плоскость 11----0. Ее неустойчивое многообразие пере­
секается с плоскостью 0 = 2п в точке R. 

Исходя из рис 26, МОЖНО представить интегральную 
кривую, начинающуюся ОКОЛО поверхности М (выше нее), сле­
дующим образом. Вначале точка на траектории движется вбли­
зи М к точке А и далее по отрезку ^ - 1 , TI==0 к седлу .6. Затем 
она проходит по дуге BR и пересекает плоскость 6---2л; в точке 
Q, находящейся в окрестности R. Это кривая 1 на рис. 26. 
Заметим, что траектория не может выйти из точки В вниз, в 
область Ti<0, так как для этого ей бы пришлось пересечь плос­
кость ii = 0, являющуюся инвариантным многообразием. 

Пусть теперь траектория начинается ниже поверхности М 
(кривая II на рис. 26). В этом случае точка также движет­
ся вдоль М, но вблизи точки А поворачивает влево. Она под­
ходит к седлу В' и затем попадает на плоскость 9 = 0 по кривой 
B'R . В первом случае фаза изменилась на 2-л, во втором не 
изменилась. Приращение фазы на следующем витке зависит от 
взаимного расположения многообразия М и точек Q, Q''. Про­
веденные расчеты полностью подтверждают сказанное [17]. 

Поверхность М пересекается с плоскостью 0 = 0 по некото-
рой линии TS. Образом всей этой линии является точка R 
(или R'). Формально отображение Пуанкаре не определено на 
TS, поскольку траектории проходят через две особые точки,. 
что требует бесконечного времени. Однако его можно доопре­
делить по непрерывности. Отрезок PQ на рисунке 21а является 
частью дуги TS. 

Из описанной качественной картины ясно, что по мере при­
ближения начальной точки на плоскости 0 = 2пп к линии TS 
время витка будет неограниченно возрастать. Закон роста игра­
ет существенную роль при исследовании стохастических свойств 
аттрактора. Попробуем его оценить. 

Пусть x(t)—траектория динамической системы, x(0)=-x0. 
x{U)=Xu Пусть нас интересует поведение близкой траектории 
с x(0) -=л,о + Е. Если | е | мала, то разность y(t)=x(t)—x(t) бу­
дет определяться решением линейной задачи 

y=*B{t)y, y(0) = 8. (5,11) 
Если система (5,11) не вырождена, значение t\ конечно (то есть-
траектория x{t) ,не входит на изучаемом интервале в особую 
точку), то 

x(U)—x(ti)=y(U) = M-Y(ti), 
где Y{t\) зависит от динамической системы. Отсюда следует, 
что порядок величины у{&) может измениться только вблизи 
особых точек. 

Исходя из этого, окружим седла А. и В сферами SA и SB 
малого, но конечного радиуса г. Будем полагать, что внутри 
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каждой из них система (З.б) хорошо приближается линейной за­
дачей с матрицей (5.7). Пусть е —- расстояние от начальной точки 
до поверхности М (устойчивого многообразия седла Л),; е<^г. Это 
расстояние будет иметь тот же порядок, когда траектория пере­
сечет сферу SA. Можно определить координаты точки пересече-
ния в базисе 61, е2, е3 с точностью до главных членов по е: 

— - > • 

51 = ае1 + йе2 + .-ез, а2 + 62— г2, с-~е. (5.12) 
Пусть в момент времени ТА траектория выходит из шара SA. 
Координаты точки s2 выхода можно записать в виде 

7i = ae-^T^el + be~^TA7i-\-c^,T^ei~feb. (5.13) 
•Отсюда следует, что 

В момент времени ТА расстояние 6 от точки выхода из шара 
до плоскости г]=--0 равно 

6~a.54Al|rA-=asiW/4 (5.15) 
.Можно оценить также расстояние от точки выхода до прямой 
1 = 1 , ч = 0: 

р~йе_|Я,г1Гл--=&8^1/^. (5.16) 
Напомним, что | Я2 | < | %i |. 

Между SA и SB точка находится в окрестности интегральной 
•кривой 1 = 1, г) == 0, 6 = 0 (*•). Поэтому порядок малости величин 6 

—> 
и р не меняется. Точка s[, в которой траектория входит в сферу 
.5.8, в базисе е[, е'2, е'г определяется следующим образом: 

7\ = are\Arb'72-\-c'7v (5.17) 
тде а'~г, 6' — р, с'~Ь. 

Теперь заметим, что б определяет расстояние от точки входа 
в сферу SB до устойчивого многообразия седла В — плоскости 
•г]----0. Поэтому время Тв, которое точка проведет внутри сферы 5а> 
можно найти по формуле; аналогичной (5.14): 

7-—=±1n.l - . I ^ ln - i - . (5.18) 
Ag ° Л3А3 

При e{to}0 ТА и Тв стремятся К бесконечности, тогда как время 
движения по остальным участкам траектории ограничено. Поэтому 
зависимость времени возвращения на плоскость 0 = 2itn от s опре­
деляется суммой 

7 - Т л + Тв — - - ( 1 + Э Д 1 п — . (5.19) 
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Таким образом, функция Т (е) имеет логарифмическую особен­
ность. Это подтверждают и проведенные расчеты [17]. При .£--= 7, 
с2----~6, k = l зависимость Г(е)> полученная в расчете, имеет 
вид r = 0,580lg(-l), формула (5.19) дает 0,578 Ig (-•—). 

Таким же образом можно выяснить поведение функций / и g 
вблизи ЛИНИИ разрыва производных PQ (см. рис. 21 а). Значения 
функций на самом отрезке PQ постоянны и совпадают с коорди­
натами точки R. Характер особенности определяется зависимостью 
\i(&), где (л—расстояние от траектории ДО кривой BR в момент 
выхода из сферы Ss- (Далее порядок ц (е) не меняется до пере­
сечения с плоскостью 0----2я/1.) Формула (5.17) позволяет найти 

—> —> —> 
координаты точки выхода из сферы SB в базисе е\. е'2, е'3: 

[ 7^а'е-\^Тв7х + Ь^\Тв7^с'е^т% (5.20) 
Так как (j,~max{a'exp [ — | %[ \ Тв\, б'ехр [ — [ ^1 Тв]}, то Ц~е а , где 

а-тш{|ЯД;[/А3^, UsjAa + lAi^lAa-lg}. (5.21) 
При Ci--=7, с2----—6, k—\ a-=l/2, то есть \x~V^e. В расчете зна­
чение показателя а вблизи особенности для функции f(x, у) 
при t/=0 получилось примерно равным 0,51. Хорошее совпаде­
ние результатов расчетов с оценками (5.19), (5.21) подтверж­
дает ту качественную картину поведения траекторий вблизи 
особых точек, которая была описана в этом параграфе. 

Как мы уже упоминали, проекция траектории на плоскость 
{•s, TI} не дает полного представления о геометрии аттрактора 
"в трехмерном пространстве- На рис 27 изображена • часть 
интегральной кривой системы уравнений (3.6) в координатах 
,x==gcosB, y=% sine, z=T|. Она ложится на некоторую поверх­
ность, так как в масштабе рисунка тонкая структура аттрак­
тора не видна. Эта поверхность состоит из двух частей, которые 
«склеиваются» в верхней области. Из этой области точка начи­
нает двигаться в направлении седла А, затем вправо или влево 
в зависимости от начальных данных. Потом, пройдя мимо седла 
В, она вновь попадает в верхнюю часть аттрактора. За один 
такой оборот правая лента растягивается и меняет свою ориен­
тацию. Левая часть поверхности также растягивается, но ори­
ентации не меняет. 

Отсюда ясно, что аттрактор в этом пространстве можно 
представить как склеенные друг с другом лист Мёбиуса (правая 
часть) и обычное кольцо (левая часть). Совершая оборот по 
правой части аттрактора, траектория увеличивает фазу на 2я, 
по левой — оставляет неизменной. 

Такое поведение позволяет дать символическое описание 
траектории, сопоставляя ей бесконечную последовательность 
символов R и L. При этом на n-ом месте будет стоять R, если 

• траектория на n-ом витке двигалась по правой части поверхно-
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Рис. 27 

сти, и L, если по левой. По-видимому, здесь также могут быть 
использованы топологические методы, развитые при исследова-
нии аттрактора Лоренца [26, 114]. 

5.3. Свойства сжатия и растяжения отображения Г4. В на­
стоящее время подробно изучены стохастические свойства, так 
называемых, гиперболических систем. Условием гиперболично­
сти для двумерных отображений xn+i=f(xn, уп), yn+\=g(xn, 
уп) является выполнение неравенств 

IK/xV-MK-. HfvlKb И а (х, у) || — (max J a (x, у) |, 

I K / ^ g . l l - l l / y l K O - I K / ^ I D a - l l g y l l ) . (5.22) 
i - it if,)-1 и • ii g, p > 2 / у а,)-1 gx\\-\\ (z,)-1 ii • ii л ii-

Они должны быть справедливы в некоторой области G, которая 
содержит аттрактор. Первые два неравенства говорят о нали­
чии всюду растягивающего и всюду сжимающего направлений. 
Два другие свидетельствуют о существовании в их окрестности 
целого конуса соответственно растягивающих и сжимающих на­
правлений [23, 54]. 

Для независимых переменных х и у и функций f и g в ото­
бражении Пуанкаре (5.3) неравенства (5.22) не выполняются. 
Производная \df/dx\ оказывается меньше единицы в левой 
части области ABCD. Направление у является сжимающим 
всюду, за исключением малой окрестности линии PQ (см. рис. 
21), на которой производные fag имеют особенность. 
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Рассмотрим вместо отображения Пуанкаре его четвертую 
итерацию Т*:хп+1—р{хп, уп), yn+i = q(xn, Уп)- Расчеты пока­
зывают, что | d p / d x | > l в области G = {0sgx{le}0,27; —0,002< 
<г/<0,005}, целиком содержащей аттрактор. Отметим, что со­
ответствующее одномерное отображение xn+4=F4(xn) также 
является всюду растягивающим (см. рис. 28). 

Рис. 28 

Функция <7(x„, Уп) имеет особеность не только на отрезке 
PQ, как q(x, и) в формулах (5,3), но и на нескольких других 
линиях — Li, L2,. .. , LB. Производная dg/dy мала в области G, 
если точки {хп, уп} не попадает в окрестность этих линий. На 
линиях Li, PQ единственным сжимающим направлением явля­
ется касательное к ним. Производные по всем остальным на­
правлениям стремятся к бесконечности. Это следует из вида 
функций р и q в окрестности Li, PQ: 

Р(х„,уп)=Ро+В(Хп,Уп)[хп—х0(уп)]а\ (5.23) 

q(Xn, Уп) =<?0+A (Хп, Уп) [Хп—Хо(Уп)]"% 

здесь ро=const, {cdot}-70=const, B(x, у), А(х, у) —достаточно глад­
кие функции, а определяется по формуле (5.21), хп = х0(уп) — 
уравнение дуги Li, PQ. 
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Подставляя формулы (5.23) в неравенства (5.22) и считая, 
что ось у направлена вдоль дуги Li, PQ, МОЖНО проверить вы­
полнение этих условий вблизи особенности. Были проведены 
расчеты, в которых одна из осей выбиралась вдоль х, другая 
вдоль PQ. Они позволили проверить наличие сжимающего на­
правления у отображения Т в целой области, содержащей ат­
трактор. По-видимому, это верно и для Г4. (Численная провер­
ка этого факта требует введения более сложной криволинейной 
сетки.) Можно ожидать, что из выполнения условий (5.22) вне 
особенности и существования сжимающих направлений вдоль 
них будет, как и в модели Лоренца [6, 23], следовать эргодич­
ность системы. 

5.4. Количественные характеристики странного аттрактора. 
Наличие странного аттрактора означает, что траектории дина­
мической системы ведут себя стохастическим образом. Одним 
из проявлений стохастичности является существование в фазо­
вом пространстве стационарного распределения вероятностей 
или инвариантной меры [65]. Такое распределение позволяет 
находить средние значения различных характеристик системы и 
изучать ее статистические свойства. 

Обратимся к динамической системе (3.6). Будем следить за 
значениями координаты | последовательных точек пересечения 
траектории с плоскостью 0 =-= 2jtn, в которых 6 > 0 . Построим 
гистограмму по последовательности {£,г} и отнормируем ее так, 
чтобы площадь под кривой была равна единице. Расчеты пока­
зывают, что при увеличении длины выборки N эта кривая ста­
новится все более гладкой и перестает меняться. На рис. 29 
приведена гистограмма, построенная по N=20 480 точкам. Чис­
ло N зависит от выбранного интервала е вдоль оси 1. Чем 
мельче шаг мы выбираем, тем больше становится значение N, 
при котором гистограмма практически перестает меняться. При 
других начальных данных была получена та же самая функция 
p(il). Этот факт дает основание полагать, что и в трехмерном 
фазовом пространстве существует инвариантная мера, которая 
определяет статистические свойства всех траекторий, притя­
гивающихся к странному аттрактору. 

Типичным свойством странных аттракторов является чув­
ствительность к начальным данным [46, 72, 77]. Скорость, с 
которой в средней разбегаются бесконечно близкие вначале 
траектории, удобно характеризовать показателями Ляпунова. 

Пусть Ф'(л"0), (P'(x0 + ----x) — Две близкие траектории динами­
ческой системы, выходящие из точек х0 и x0 + Ax (см. рис. 30). 
Показателем Ляпунова % (х0, со) называется величина 

X(xo.«)-=-im 'lim | ln (d(0 /d (0 ) ) . (5-24) 
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Рис. 29. Гистограмма, построенная для странного аттрактора • 

Можно показать, что это определение эквивалентно следующему: 

х(д:о,©)-=11т}1п(| |у-Й1|/ | |©||). (5.25) 
—> 

где у* (со) — решение линеаризованной' в окрестности траектории 
ф-(х0) 'задачи, со — произвольный вектор, направленный от х° 
к точке xo+Ax-

В /г-мерной динамической системе ляпуновские показатели 
%(х0, ю) принимают конечный набор значений Хг, Х2, . . . , %п. 

ха+лх 
d(0) 

Во многих задачах- эти значения получаются ОДНИМИ и теми же 
почти при всех начальных данных х0. В случае устойчивого 
предельного цикла .-vi ={le}0, i — . 1 , . . . , n: Существование положи­
тельных показателей Ляпунова' говорит о том, что близкие 
траектории экспоненциально расходятся, что система обладает 

261 



чувствительностью к начальным данным. Это дает основание 
полагать, что в системе существует странный аттрактор. 

Для вычисления ляпуновских показателей удобно восполь­
зоваться методикой, предложенной в работе [74], которая тре­
бует одновременного решения исходной системы и системы в 
вариациях. При этом необходима перенормировка и ортогона-
лизация решений линеаризованной задачи через определенные 
промежутки времени. 

Изучаемый аттрактор системы уравнений (3.6) (Ci=7, 
с2=--—-6, >«% = 1) характеризуется следующими показателями: 
Xi =+0 ,23 , кз=—4,39, Хц близок к нулю в пределах точности 
вычислений. Эти значения А,,- были получены в расчетах при 
различных начальных данных. Сумма показателей дает среднее 
значение величины Q : Xi-\-X2-\-'h::=<dl/dlJ

rdr\/dr]-\-db/dQ), кото­
рая определяет скорость изменения фазового объема при движе­
нии вдоль траектории. 

Важной характеристикой аттрактора является его размер­
ность. Зная показатели Ляпунова, пользуясь формулой Капла-
на — Йорке, можно оценить вероятностную размерность аттрак­
тора (размерность естественной меры) [83]. В нашем случае 
эта формула дает 

D—.2+ (;\.+Я2)/|Аз| «2,05. (5.26) 
Поскольку величина D имеет малую дробную часть, естествен­
но ожидать, что поведение траекторий на аттракторе с высокой 
точностью характеризуется некоторым одномерным отображе­
нием. Это согласуется с результатами расчетов (см. рис. 23, 
24, 28). . j 

Другой количественной характеристикой странного аттрак­
тора может служить автокорреляционная функция 

h (t\- U(/-)-ifr + * ) ) - < i ( T ) ) 2 
w < i 2 со > - < е w >2 

, l (5.27) 
< а (т) > == Jim ----- \ а {%) dx, 

Когда b(t)->-0, t{to}oo, в системе есть перемешивание, свидетель­
ствующее о случайности рассматриваемого процесса. Экспонен­
циальное убывание корреляций оказывается одним из наиболее 
сильных стохастических свойств [65]. 

Автокорреляционная функция в нашем случае имеет осцил­
лирующий характер, при этом период колебаний близок к сред­
нему времени витка. Чтобы проследить убывание корреляций, 
ОТЛОЖИМ по оси ординат локальные максимумы функции Ъ (t), 
по оси абсцисс — времена, на которых они достигаются. Полу­
ченная картина показана на рис. 31. 

Отметим, что вычисление b(t) требует расчета средних зна­
чений по большим участкам траектории. Поясним это на сле-
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Рис. 31. Корреляционная функция, построенная для аттрактора 

дующем примере. Рассмотрим последовательность {а„}, члены 
которой меняют знак в среднем через г элементов. (Именно так 
устроена последовательность %(tn)—<£> найденных численно то­
чек на фазовой траектории.) Тогда 

.v N 

<a>-v = 7 7 . 2 Д Д - N~M~1 < Д > л--г-1 +-п- {sum} a„. (5.28) 
П—N-r 

Из этой формулы следует, что <a>N имеет осциллирующий ха­
рактер, причем амплитуда колебаний зависит от N (»<a>r/N) . 
Чтобы вычислить <а> с точностью е, нужно взять N><a>r/e 
элементов. 

В нашем случае е должно быть гораздо меньше B(t), по­
этому N^>[<|2>—<£>2]г/6(£). В проведенных расчетах JV= 106 496, 
•это не позволило определить закон убывания корреляций. 

При количественном исследовании корреляционных функций 
удобно перейти к другому математическому объекту, связанно­
му с динамической системой (3.6). Рассмотрим снова последо­
вательность {£„}, где £п— координата п-го пересечения траек­
тории с плоскостями 0 = 2я«-, 6>0, и соответствующую автокор­
реляционную функцию BN(k). Для последовательности {г--,} 
г=\. На рис. 32а показана зависимость BN(k) на рис. 
326 — ее логарифм. Видно, ЧТО на этом интервале |Б„(&)| 
убывает быстрее, чем const-е-"*, где Я .-а 0,0675. 

В этом расчете iV—-19456. Важным вопросом ив этом случае 
является соотношение между длиной выборки N и количеством 
членов, которые мы можем по ней вычислить достаточно точно­

му" _.̂ j SnSn+ft 
•г-=1 

N 

— —. 2^ -1и/*(1л) оказываются связаны между собой. Здесь / • 

которая непрерывная функция, имеющая один экстремум (качест-
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Рис. 32a, б. Корреляционная функция, построенная для отобра- ' 
жения Пуанкаре 

венно функция / аналогична зависимости , x..+i = F(x„)i пред­
ставленной на рис. 24). 

-шах 

Сумма h аппроксимирует интеграл I— \ lfk (£) p (|) d£, 
•-mln 

в котором подынтегральная функция быстро осциллирует. Функ-; 
ция / А (.5) — / ( / ( . . . / (У)) имеет 2р1{ экстремумов, где 0 < р < 1 ,.' 
p = const. (Это следует из вида функции /). Для численного 
интегрирования естественно требовать, чтобы на каждый экст­
ремум приходилось не менее s точек, тогда N = s-2^k. Представ­
ление о том, какова функция p(i|) дает рис. 29. Таким обра­
зом, число значений корреляционной функции, которые могут 
быть „вычислены достаточно точно, зависит от длины выборки. 
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по логарифмическому закону: 

A.ax = y - o g 2 4 - ' s - 4 - 6 . (5.29) 

Для iV-=19{cdot}210 максимальный номер kmax имеет порядок 30. 
Обратим внимание на то, что корреляционные функции, вы­

численные по траектории динамической системы и по сечению 
Пуанкаре, существенно отличаются. Видно, что четные макси­
мумы корреляционной функции убывают по экспоиендиальному 
закону, в то время как нечетные практически не убывают. По 
теореме Винера—Хинчина отсюда следует, что в спектре ре­
шения есть острый максимум на некоторой частоте со. Можно 
ожидать, что со—2я/Т, где"Г— среднее время витка. 

Большой интерес сейчас вызывает изучение таких свойств 
динамических систем, которые не полностью описываются сече­
нием Пуанкаре [78]. Полезен был бы анализ этих свойств и в 
изучаемом аттракторе. 

Мы рассмотрели поведение системы уравнений (3.6) при 
конкретных значениях параметров. Расчеты показывают, что в 
целом интервале изменения с2 (Ci-=7, A==l, .—6А<с2<—5.2) 
близкие траектории системы экспоненциально расходятся. Один 
из ляпуновоких показателей положителен и равен примерно 0.2. 
Естественно полагать, что во всем этом интервале существует 
странный аттрактор. Его статистические свойства, по-видимому, 
близки к свойствам изученного аттрактора. На это указывает, 
в частности, вид одномерных отображений x,1+i —F(*n), которые 
качественно очень похожи на рис. 24. 

§ 6. Сравнение решений уравнения Курамото—Цудзуки 
и двухмодовой системы 

Выше были исследованы основные свойства двухмодовой 
системы (3.6). Встает вопрос, обладает ли теми же свойствами 
задача в частных- производных. Сравнение упрощенной системы 
(3.6) и исходной задачи-удобно провести, сравнивая типы их 
аттракторов. Ранее мы подробно прокомментировали рис. 11, 
относящийся к динамической системе. На рис. 33 представ­
лены результаты расчетов для задачи в частных производных. 
В обоих случаях рассматривается задача с l=n (k=l). 
Ha плоскости {с 1, с2} удобно выделить несколько областей, в ко­
торых решения имеют один и тот же тип. 

6.1. Класс автомодельных решений. Выше линии ABC обе 
системы обладают одинаковыми свойствами. В линейном при­
ближении. здесь устойчиво пространственно-однородное реше­
ние (2.3). На линии ABC это решение теряет устойчивость. 
В..системе, обыкновенных дифференциальных уравнений (3.6) 
ему соответствует решение с 1=1, т)----0. При переходе через: 
линию ABC оно также теряет устойчивость и возникает новая 
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Рис. 33. Типы предельны» решений (при *{to}oo) уравнения Курамото--Цудзу-
ки в области 1=я: 

1—устойчиво пространственно 
не зависят от времени, 3 

шо-одиородное решение, 2-решеиие, у которого величины Р я (0 / / / 
решение, у которого р- (t) и р. (О определяют простой цикл, .* | / 

4—Do (t) и о, (О определя от двойной цчкл, 5—четное решение, 6—боле 
Сплошные линии приближенно указывают положение границ, иа котор 

свой тип 

6—более сложные режимы, у' 
ых решение меняет 

устойчивая особая точка с |{ne}l. Поэтому при f{to}{infty}g{to}const, 
ri{to}const, 6{to}const. Функции x0, xi и г/о, г/1 в системе (3.4) ме­
няются по гармоническому закону. 

В этом же диапазоне параметров в задаче в частных произ­
водных происходит выход на решения, у которых величины р„, 
«==0, 1 2 и величины "¥п> п = 0 , 1, 2 , . . . , постоянны. Здесь 
an = pnCoscpn, &n---pnsin<pn, Wn-cpn—фо. Это означает, что про­
исходит выход на автомодельное решение изучаемой задачи. 
В самом деле, справедлива следующая лемма. 
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Лемма . Пусть W(x, t)—решение задачи (2.1). Необ­
ходимым'и достаточным условием того, чтобы оно было авто­
модельным решением вида (2.12), является выполнение ра­
венств pn{t)=an, \F„(t) --==|3--, а„ и рп не зависят от времени. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 
1. Необходимость. Пусть решение автомодельно, тогда 

а„-= А№ cos cot — E„sincu!., bn = Bn cos at-\- A,, sin со if, 
где 

i 

An— y
n J R (x) cos a(x)cos (nnx/l)dx, 

о 
Bn = v,l\i R(x)sina(x)cos(nnxjt)dx) v0=ljl, v„ = 2/i, л > 1 . 

6 
Отсюда следует, что 

P« = Ая+EL VF —{arccos (А„/р„) —arccos (A0/po)}. 
Из этих двух равенств следует, что р„ и XF„ не зависят от времени. 

2. Достаточность . Обратимся к системе (3.1) и выпишем 
явное выражение для величины .-?2(x, t) — M2(x, t)-\-<v'l(x, t) 

oo 

R2{x,i) = ^irll(t)cos('Ktixll). (6.1) 
«-o 

CO CO 

Где Г0 (i) = pg + 0.5 2 P/m Г„ (t) = 2 P/nPm+n c o s (^m— " l W ) + 
m-=l m-=0 

я 
+ 0 - - 2 РА-л)С0-(1|,1-_1|1п-1-)' n>\. Так как r„ зависят только 

Я1—0 

от рш и разностей фаз \Fm, то величина R2 не меняется со временем. 
Обозначим W(x, t) = R(x)el4. Можно проверить, что 

cos (Ф — Ф0) = 

51п(Ф —ф0)== 

2 P.- cos (i-/u: /1) cos ¥„ 
,/1=0 

i?(x). 
(6.2) 

i?(x) 2 p„ cos (mix/I) sin гГ„ 
.я-о 

и, следовательно, Ф — % = а(х) не зависит от времени. Из 
формул (3.1) можно получить значение 

Ф о - — с 2 г 0 - — - " 2 Pm<rm(C2CosTm + sin'4r
m) — co, (6.3) 

^ в я г - 1 

которое тоже постоянно. Поэтому <P = (ot-\-a(x) и решение 
автомодельно. 

Сравним координаты особой точки упрощенной системы с 
теми значениями р0 и р ь которые характеризуют автомодель-
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ные решения задачи (2.1) вида (2.12). Из таблицы 2 видно, что 
эти значения совпадают с точностью до нескольких процентов. 
Расчеты проводились по чисто неявной разностной схеме со 
вторым порядком аппроксимации краевых условий. Таким обра--
зом, в этой области параметров приближенная система дает 
хорошее количественное описание решений задачи в частных 
производных. 

Таблица 2 

с< 
0,5 
0,5 

3,0 

5,0 

8,0 

10 

С2 

НО 

-6,0 

-2,5 
-4,0 

-5,0 

-s,o 

Система 3 0ДУ 
К=1 

Ро 
0,989 

0,909 

0,857 

0,901 

0,919 

0,932 

Pi 
о,гчз 
0,399 

0,337 

о,гвг 
о,гз4 
0,214 

Задача В частных произВодных 

Ро 
0,941 

0,923 

0,845 
0,891 

0,909 
0,923 

Pi 
0,150 

0,294 

0,331 

0,227 
0,22В 

$201 

Ь/ЗТ 

1/40 

1/40 

1/30 
1/30 

1/40 
1/40 

X 

2-W3 

г-ю~3 

«Г* 

ю-' 
г-ю'3 

г-ю~3 

/ 

Типичный вид функции и(х, t) в автомодельном решении 
вида (2.12) показан на рис. 34. Видно, что это решение 
может описывать достаточно сложный автоволновой процесс, 
в ходе которого локальные экстремумы функций и и v перио-1 

дически появляются и исчезают. 

Рис, 34. Функция и(х, t), соответствующая автомодельному ре-/|, ( 
шеншо вида (2.12) при ci=2, c2-=—1, /=18,6 ,-Д/ 



Нижняя граница области параметров, в которой асимптоти­
ку определяет автомодельное решение (участок QNP на 
рис. 33), также может быть предсказана с хорошей точностью. 
На этой кривой происходит бифуркация Хопфа. В приближен­
ной системе рождается предельный цикл, в задаче (2.1) —ре­
шение, у которого функция R2(x, t)=u2(x, t)-\-v2(x, t) перио­
дична по времени. 

6.2. Четные автомодельные решения. Из упрощенной систе­
мы следует, что в области параметров AEF (см. рис. 11) также 
существует устойчивая особая точка.* Поэтому и здесь должен 
происходить выход на автомодельные решения. Обратимся к 
результатам расчетов. Типичная картина показана на рис. 35. 

1,2 Е, 1,ч с, 

Рис. 35. Изменение параметров автомодельного решения с ростом сх. Шаг по 
параметру С\ равен 0,01. Сплошные линии соответствуют системе пяти обык­
новенных дифференциальных уравнений, маркеры — расчетам в частных про­

изводных 

Выделим несколько характерных областей на прямой Ci и 
•рассмотрим поведение решений. 

1. 0 < - i < c 1 ' . Как и следует из двухмодовой системы, здесь 
устойчиво пространственно-однородное решение. Линейный ана­
лиз его устойчивости, позволяет найти значение с/ . 

2. c /<Ci<ci . В решении есть нулевая, первая и вторая гар­
моники (остальные на порядок меньше), при t—>-oo оно выходит 
на автомодельное решение вида (2.12). Значение с1 близко к 
тому, которое дает линейный анализ устойчивости пространст­
венно-однородного решения относительно второй гармоники. 

3. с 1 < с 1 < с 1 . Вновь происходит выход на автомодельные 
решения того же вида. Однако они необычны. В их рядах Фурье 
нет гармоник с нечетными номерами. Функции и я v при i*{to}oo 
являются четными, несмотря на то, что начальные данные сим­
метрией не обладали. Параметры этих решений также могут 
быть предсказаны с точностью до нескольких процентов на 
основе двухмодовой системы (3.6) [12]. В ней надо положить 
.k=2n/l, так как наибольшую амплитуду имеют нулевая и вто­
рая гармоники. 
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4. Ci.5-Ci. При !.{to}co величины рп не выходят на постоянные 
значения. Амплитуды трех первых мод сравнимы между собой. 

Для того, чтобы качественно объяснить наблюдаемую карти­
ну, нужно использовать более сложную модель, чем система 
(3.6). Оказывается достаточно учесть первые шесть уравнений 

из системы уравнений (3.1), записав их в переменных {р0, рг, 
¥2, РЬ Tl}. I 

Четное автомодельное решение задачи в частных производных 
наблюдается при с.б^п «?i). Чтобы оценить границы этого интер­
вала, исследуем устойчивость четного решения полученной при­
ближенной системы пяти обыкновенных дифференциальных урав­
нений относительно первой гармоники. Пусть величины {ро, р2> ¥2, 
О, ¥1} определяют особую точку этой системы, для к — у . Тогда 
{ро. Рг. ^2} является особой точкой системы (3.6) для к — 2 у . 
Можно проверить, что эта точка устойчива в рассматриваемой 
области параметров. Матрица А линеаризованной системы (3.6) 
отрицательно определена. Значение ¥1 можно найти из условия 
¥ . = 0 . 

Линеаризованная система пяти уравнений в этом случае имеет 
вид 

/Ро \ / Ям 0 \ /Ро \ 
/ pa \ / A a-4 0 \ / р2 

% = а 3 4 0 ¥ 2 . 
\pi J \0 0 0 h 0 J\PiJ 

¥ l #51 <̂ S2 <--53 #54 -A-2 ' ^ 1 

Три ее собственных значения совпадают с собственными значе­
ниями матрицы A и имеют отрицательные действительные части. 
Два других Определяются формулами 

X1—/- + / Q ( 1 + c 2 ) - ^ , я 2 - - 2 / 0 ( - + -1)-Я2 . (6.4) 
где 

р = 1 - k2 — 2pl - р| - 2р0р2 cos е2, 
Q = Po + P2/4 + 2pop2COS02[p2 + p2/2 + pop-cose2L 

# = _ схк"1 - с2Ро - 2с2р0р2 cos 62 + 0,5р2 [sin 202 + с2 cos 2e2]. 
Значения с-, и с- приближенно могут быть найдены из условия 
%i(ci)=0. График функции Xi(Ci) вблизи границ интервала 
устойчивости показан на рис. 36 (A,i(ci) вычислялись как 
по явной формуле, так и численно по поведению интегральных 
кривых в окрестности особых точек. Полученные результаты с 
высокой точностью совпадают.) 
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•*£ : : 

/ 
Рис. 36. Зависимость Xi(ci) на границах интервала устойчивости 

четного решения 

Рис. 35 показывает, что в точке ci решение общего вида 
непрерывно переходит в четное решение, гармоники с нечет­
ными номерами становятся равными нулю. Одновременно пер­
вое решение теряет устойчивость, а второе решение становится 
устойчивым. 

Расчеты показывают, что решения системы пяти обыкновен­
ных дифференциальных уравнений и исходной задачи близки 
(см. рис. 35). Это дает основание полагать, что и в задаче в 
частных производных изменение типа решения обусловлено не­
устойчивостью четных автомодельных решений относительно 
возмущений первой гармоники. 

Обычно симметричные решения в задачах синергетики ока­
зываются неустойчивыми. В изучаемой задаче это не так: суще­
ствует область параметров, где устойчиво четное автомодельное 
решение. В отличие от большинства открытых нелинейных си­
стем, где происходит спонтанная потеря симметрии [52, 70], 
здесь наблюдается спонтанное ее возникновение. При £{to}co 
решение обладает симметрией, которой нет у начальных дан­
ных. 

В силу четности функций и и о нелинейная система рас­
падается при (f{to}co на две одинаковые невзаимодействующие 
подсистемы. Более сложные симметричные решения соответст­
вуют распаду системы на большее число невзаимодействующих 
частей. Они могут оказаться устойчивыми в областях большей 
длины. 

Выше мы исследовали изменение решений задачи (2.1) при 
различных значениях си с2, когда длина области была фикси­
рована. Вместе с тем во многих случаях важно представлять, 
как меняется решение при изменении /. Анализ такой задачи 
для стационарных диссипативных структур привел к обнару­
жению, так называемой, зонной структуры. Оказалось, что при 
увеличении длины области структуры могут периодически по­
являться и исчезать (в последнем случае пространственно-одно­
родное решение вновь становится устойчивым) [37]. 

Зафиксируем параметры с,, с2 в изучаемой модели и по-
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0,6 

о,ч 

0,2 

о 

Рис 37 

смотрим, как будет меняться решение задачи (2.1) при росте I. 
На рис 37 показана зависимость установившихся значений 
р„ от параметра. При 1&Ь пространственно-однородное реше­
ние теряет устойчивость, и далее асимптотику определяет авто­
модельное решение вида (2.12). Вначале наибольшую амплиту­
ду имеют нулевая и первая моды. Затем первая гармоника 
убывает, и решение становится симметричным. Начиная с 
lea 18, число гармоник с близкими амплитудами быстро воз­
растает, но решение продолжает оставаться автомодельным. 
При />22 в системе наблюдается сложный колебательный ре­
жим. Вопрос о простых и эффективных упрощенных моделях 
в этой области параметров пока остается открытым. 

6.3. Двухчастотные режимы. Если с различных начальных 
данных происходит выход на одно и то же решение задачи в 
частных производных, в котором \W\ периодически зависит от 
времени то мы будем называть такое решение циклом. Выде­
лим в нем функции р 0 (0. p i O и бУДем сравнивать их с пред­
сказаниями упрощенной системы. Здесь снова удобно исполь­
зовать обозначение Sn, где п — число оборотов, которое делает 
проекция решения на плоскость {р0, pi} за один период. 

Можно убедиться в справедливости следующего утвержде­
ния [19]. 

Л е м м а IV. Пусть решение задачи (2.1) таково, что 
Pn(t-\-T)=Pn(t), n = 0 , 1, 2 , S j 

Wn(t+T)=4?n(t)-\-2nmn, тпф, ± 1 , ± 2 , . . . } , 

ро-И-6 при Щ0, оо). Тогда его можно представить в виде 
Wix, i);-=R(x, t\exp[ii^t+m{t)j±a{x, ?)).]• .(6.6) 
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где R(x, t+T)*=*R(x, t), щ (t+T) = m(t), 
a(x, /+~) -=a(x , .)+2np , p6{0, ± 1 , ± 2 , . . . } , co0=-const. 
Таким образом, бифуркация Хопфа в задаче (2,1) будет 

связана с переходом от автомодельных решений вида (2.12) к 
более сложным решениям вида (6,6), в которых есть две, в об­
щем случае независимые, частоты. 

Сравнение рис. И и 33 показывает, что решения при­
ближенной системы (3.6) чи уравнения в частных производных 
качественно ведут себя одинаково при изменении параметров 
С\ и с2. В том и в другом случае плоскость параметров разби­
вается на похожие области, в которых решения не меняют СВОЙ 

ТИП. Однако границы областей несколько смещены. Это есте­
ственно, поскольку на этих линиях происходит бифуркация 
решений, то на их положение оказывают влияние высшие гар­
моники. 

Примеры сопоставления простых циклов представлены на 
рис. 38. В области, расположенной выше границы перехода 
к сложным решениям, периоды циклов отличаются не более, 
чем на 10—15%. Близки и другие характеристики решений, на­
пример, Величины pomin, Pomax, plmln, pimax [121. 

Примеры простых циклов, у которых параметры. Ci и с2 
лежат ниже области сложных решений, показаны на рис. 

J-i 
fl,8 

0,4-

К=1 

Г-М 
_|__| ._ 

0,4 0,8 р0 

0,8 

0,4 

О 
Г-5,6 

_ 1 L 

С,-1,5 Cf-3 

-Pi 
0,8 

о,ч 

о 

К=1 

VW=z :Ж 
" 7=1,05 

i , i i . 

0,8 

0,4 ^ 

7"=7,0fi 

е=я 
It-Я]30 

0,4 0,8 j>0 

е-я 
г = 10 
П'Я/30 
т = 1П'3 

I I I I 
0,4 0,8 р0 0,1+ 0,8 р0 

° С,= 3 Сг=-15 

Рис 38, Сравнение простейших периодических решений динамической систе­
мы (3.6) (слева) и задачи в частных производных (справа) 
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386. Обратим внимание на то, что их периоды хорошо согла­
суются, хотя размеры могут отличаться в несколько раз. При­
чиной расхождения является влияние второй гармоники. Это. 
показывает решение упрощенной системы, в которой учтены 
не только нулевая и первая, но также и вторая гармоника 
(N-=3 на рис 386). Ее решение практически не отличается от 
того, что дает задача (2.1). 

Рассматривая двухмодовую систему, мы обратили внимание 
на то, что в широком диапазоне изменения параметра с2 пе­
риод простых циклов от с2 не зависит. (Напомним, что именно 
с2 определяет период пространственно-однородных решений). 
Рис. 15 показывает, что в том же диапазоне параметров. 
период pn(i) от с2 практически не зависит. Значения Т в упро­
щенной системе и в исходном уравнении хорошо согласуются 
между собой. Если далее уменьшать параметр с2 (С2<—35), то> 
решения системы (3.6) и задачи (2.1) начинают вести себя по-
разному- В упрощенной модели существует устойчивая особая 
точка, а в исходном уравнении — простой цикл. Его период мед­
ленно уменьшается с уменьшением с2 и при с2<—400 выходит 
на постоянное значение. 

Амплитуда цикла меняется по закону ~ | с2 \ ~и2. Решения. 
исходного уравнения и задачи 

W,=*W+(l+iCi)W„— ic2W\W\2, '0{le}*{le}/, 
(6.7> 

Wx(0, t) = Wx(l,t)=0, W(x, 0)—=lVb(x) 
в этой области параметров близки. Отметим, что в задаче (6-7) 
существенны только два параметра с\ и /. Замена переменных 
W = W'c2-1'2 позволяет сделать с2=\. Область применимости 
уравнения (6.7) ограничена. В частности, его однородные реше­
ния неограниченно возрастают при /->-оо. Тем не менее его ана­
лиз может оказаться полезным. 

Поскольку |W|{to}0 при с2~*—оо, то в этой области парамет­
ров ро(0 и pi (t) также близки к нулю. Аналог такого решения; 
в двухмодовой системе должен лежать вблизи начала коорди­
нат, где величина Q в формуле (4-3) строго положительна, и,. 
следовательно, устойчивых циклов нет. Этим обусловлено раз­
личие в поведении решений исходной задачи и упрощенной 
модели. 

Расчеты показывают, что при с.-—3,0, £.-->—°°, -=--л 3—4 
первых коэффициента Фурье функций и, v сравнимы между со­
бой. Для описания таких решений в системе (3,1) нужно учи­
тывать по крайней мере четыре гармоники. Однако в некото­
рых физических задачах представляет самостоятельный интерес-
исследование двухмодовой системы для уравнения (6.7) [55,.. 
113]. В работе [113] проведен подробный анализ этой модели.. 
В ней обнаружен каскад бифуркаций удвоения периода, гисте­
резис, странные аттракторы и переходы от стохастических к 
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регулярным режимам в результате касательных бифуркаций. 
6.4. Некоторые методические вопросы. Вопросы методики 

расчетов имеют большое значение при исследовании нелиней­
ных задач. Решения могут здесь иметь сложный, часто непе­
риодический характер, и практически единственным источником 
информации о них является вычислительный эксперимент. 

При численном решении задачи (2.1) использовалась чисто 
неявная разностная схема со вторым порядком аппроксимации крае­
вых условий [58]. При учете нелинейности применялся метод про­
стой итерации, для решения линейной системы —матричная про­
гонка. В качестве начальных данных обычна использовались 

з з 
функции #o(x) = , 2 cos(2itmxlt), vQ(x) = 2 cos (it (2яг + l ) x / i ) . 

Очень важным фактором оказалась аппроксимация краевых 
условий. Использование схемы со вторым порядком аппрокси­
мации краевых условий улучшает точность расчетов и позволяет 
считать с более крупным шагом по пространству. Это существен­
но вблизи линий бифуркации, где параметры решений могут 
сильно зависеть от длины области /. 

Для изучаемой задачи обычно нужны большие времена рас­
чета (сильно зависящие от с1 и с2 и быстро растущие с увели-

£,--2,5., С2=-3,5, -е = ЗТ 
ft 

h = JT/30 o ,8-
Г=«Г-
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Рис. 39, Влияние шагов h и т на результаты решения задачи (2,1) 
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чением длины области), за которые система успевает выйти на 
установившийся режим. Другая особенность — необходимость 
небольших шагов по времени и пространству. Жестким тестом 
для выбора шага по времени т является расчет пространствен­
но-однородного решения, период которого равен 2я/Сг. Как пра­
вило, найденный шаг позволяет вычислять и другие решения, 
период которых обычно больше. Шаг т должен убывать с ро­
стом С\. Увеличение шагов может качественно изменить картину 
процесса. Пример такого поведения показан на рис. 39. При 
т-=-Ю~2, h — я/30 расчет в частных производных дает • простой 
цикл. Уменьшение шагов / г и т приводит к изменению типа ре­
шения, поведение системы при t-*-oo определяет двойной цикл. 
Результаты других методических расчетов приведены в ра­
боте [12]. 

Коэффициенты Фурье решений изучаемой задачи быстро 
убывают с ростом их номера. Поэтому в ряде случаев здесь 
удобно использовать метод Галеркина и его модификации. 
Именно такие методы применялись при расчете симметричных 
решений. На рис. 40 приведены приближенные решения си­
стемы уравнений (2.1), в которой учтены N первых гармоник. 

С,= 2,5, -3,5 К=1 

N=2 Pi 
0,8 

0, В 

ОМ 

°<-Ьт=3,8 
0,2 ОМ 0,6 0,6 р0 

•Pi 

0,8 

0,6 

0Л 
0,2 

0 

N=3 

7=5,65 

0,2 ОМ 0,Б 0,8 рв 

J5, 
0,8 

0,6 

0Л 

0,2 

П 

N = -f 

• с \ 
" \ Л -T=6,sf \cJ 

1 1 1 1 . . 

0,1 0,4 0,6, 0,8 pQ 0,2 0,4 0,6 0,8 р0 

Рис. 40. Приближенные решения системы уравнений. (3.1), в ко­
торой учтены N первых гармоник 
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Видно, что при N_$-4 параметры цикла практически не ме­
няются. 

Возмущения, которые вносит в решение разностная схема и 
метод Галеркина, различны. В самом деле, при численной ре­
ализации симметричных решений различных типов эти реше­
ния сохраняют свойства симметрии при t{to}{infty}, что совпадает со 
свойствами исходной задачи. Применение разностной схемы 
приводит к другому результату: решение с симметричными на­
чальными данными распадается. Поэтому выход на некоторое 
решение в этом случае говорит о его устойчивости, что особенно 
важно в изучаемых задачах. Похожая ситуация характерна и 
для сред с триггерными свойствами [45]. 

§ 7. Диффузионный хаос 

В этом параграфе рассматриваются сложные непериодиче­
ские решения уравнения Курамото — Цудзуки. В первую оче­
редь нас будут интересовать следующие вопросы. Как проис­
ходит переход от простых решений к сложным при изменении 
параметров задачи? Какие бифуркации приводят к возникно­
вению хаоса? Можно ли использовать двумерные и одномерные 
отображения в качестве упрощенных моделей? 

Мы будем изучать одномерную задачу (2.1) для небольших 
областей. Этот случай особенно интересен по следующей при­
чине. Увеличение длины области или размерности задачи дол­
жно приводить к усложнению решений. Поэтому если хаос бу­
дет обнаружен в изучаемой задаче, то его можно рассматри­
вать как достаточно общее свойство уравнения Курамото — 
Цудзуки. 

В этом отношении исследование задач гидродинамики, где 
нужно учитывать многомерные эффекты, намного сложнее, и 
это приводит к тому, что «...для полных уравнений Иавье — 
Стокса мы не только не знаем ни одного турбулентного реше­
ния, но даже не известно, существует ли такое. Как должен 
выглядеть стохастический аттрактор у турбулентного течения, 
тоже неясно». [50] 

Как и ранее, будем рассматривать задачу (2.1) при 1=п. 
На плоскости {е., с2} (см. рис. 33) можно выделить три обла­
сти параметров, в каждой из которых переход к сложным ре­
шениям и сами сложные решения обладают рядом интересных 
особенностей. 

7.1. Возникновение непериодических режимов в области I, 
II. Их свойства. Положим сг= 5,0 и будем следить за измене­
нием решений, когда параметр с2 уменьшается (область парамет- ч 
ров I). Начальные данные во всех случаях имеют вид K0(x) = 

3 3 

= 2 cos(2npx/l), *.0(л-)-=2 c o s [&Р + T)rtx//] . Из расчетов, 
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проведенных для двухмодовой системы при k ~ 1 , следует, что 
возникновение непериодических решений в этом случае обус­
ловлено последовательностью бифуркаций удвоения периода 
•S"{to}S-«. Простой цикл возникает в результате надкритической 
бифуркации Хопфа. Качественно та же картина наблюдается 
в задаче в частных производных. А именно, при ci = 5, C2-=—4,1, 
1 — п асимптотику определяет цикл 51 с периодом Г—3,00, при 
•С1-— 5, с2 =—4,16, 1 = я в системе есть устойчивый цикл S2, его 
период 7=5,76. 

Затем происходит переход к непериодическим решениям. 
Поэтому рассмотрим снова последовательность {Мп} локаль­
ных максимумов функции p0(t). По оси абсцисс отложим зна­
чения п-го максимума, по оси ординат—(n-f-l)-ro. Во многих 
случаях точки {Мп, Мп+1} лежат на кривой Mn+l=f(Mn), ко­
торая в пределах точности расчетов оказывается непрерывной 
и однозначной. Она определяет одномерное отображение от­
резка в себя. 

Будем считать, что элементы последовательности {Мп} 
различны, если они отличаются более чем на 8 (е определяется 
точностью расчетов и для задачи в частных производных со­
ставляет —TO-3). Характерное время расчета сильно зависит 
от типа решения. Для сложных циклов обычно строилась после­
довательность 50—80 максимумов. Решения, содержащие 
100—300 различных максимумов, считались непериодическими. 
Как правило, такой последовательности достаточно, чтобы вы­
яснить особенности функции f(M). Для исследования статисти­
ческих свойств решения, например, построения гистограммы 
JV (po), показывающей, как часто максимумы ро(/) принимают 
то или иное значение, нужно более 10* значений. 

Обратимся к результатам численного решения задачи в 
частных производных для Ci-=5,0. Вначале картина оказывает­
ся точно такой же, как в двухмодовой системе (см. рис 41а, 
рис. 17). Функция / по-прежнему имеет один острый максимум, 
который смещается влево при уменьшении с2. Количественного 
соответствия здесь тем не менее нет — масштабы на этих ри­
сунках различны. 

При дальнейшем уменьшении с2 начинается перестройка 
функции f, которой нет в упрощенной модели (см. рис. 416). 
Сначала у кривой f появляется минимум. Решение здесь тоже 
непериодично. Однако наличие участка с малой производной 
вблизи гладкого минимума говорит о возможности появления 
устойчивых предельных циклов. И действительно, при с2=—5,6 
в системе устойчив предельный цикл 58. Далее у функции / 
ПОЯВЛЯЮТСЯ два острых максимума. 

Во всех рассмотренных выше случаях отображение f было 
однозначным. При с2——6,3 однозначность теряется, решение 
по-прежнему непериодично. 

Потом происходит еще одна перестройка, после которой 
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функция / становится гладкой и однозначной (см. рис. 416). 
Вновь наблюдается сложный непериодический режим. Точки 
при этом лежат в пределах нескольких «островов». Такие ре-
жимы, подучившие название полупериодических решений ИЛИ 
шумящих циклов, интенсивно исследуются в настоящее время. 
[77]. Порядок обхода островов в них фиксирован, но в преде­
лах каждого из них траектория ведет себя стохастическим об­
разом. Для решения с п островами в работе [119] было введе­
но ̂ обозначение %"• На рисунке 416 мы видим, что в исследуе­
мой системе происходят переходы %'-{to}%2 и х2_^Х4- Исследование 
семейства одномерных отображений 

хп+\—кхп(1—xn) (7-1} 

показало, что в окрестности шумящих циклов должны суще­
ствовать сложные периодические решения. Естественно ожи­
дать, что они есть и в изучаемом случае. 

Если считать функцию /(M) непрерывной и однозначной, та 
ее можно рассматривать в качестве полезной упрощенной мо­
дели. При ее анализе можно воспользоваться результатами 
теории одномерных отображений. В частности, здесь применимы. 
теоремы A. H. Шарковского [71], Ли и Йорке [106] о сосуще­
ствовании циклов различных типов, а также ряд теорем эрго-
дической теории [73, 77, 93]. Из вида функции f(M) ясно (см. 
рис. 416), что вблизи вершины она может быть приближена. 
квадратичной параболой. По-видимому, здесь в полной мере 
применима теория Фейгенбаума [27, 84, 85]. С ее помощью 
можно предсказать значения с2, при которых происходят после­
довательные бифуркации удвоения. 

При с- —5, с2=-—10 асимптотику решений задачи (2.1) опре­
деляет простой цикл. Если увеличивать параметр с2, двигаясь 
к области диффузионного хаоса снизу, то в системе также бу­
дут наблюдаться бифуркации удвоения периода. Циклы S\ S-, 
i'4 показаны на рис. 42. При с2---—7,4 устойчив цикл 58 , 
при с2=—7,35 — 5 1 5 . 

Основное отличие области параметров II от области I свя­
зано с тем, как происходит в ней переход к непериодическим 
решениям при уменьшении параметра с2. Вдали от кривой 
QNP поведение решений в области I и II качественно одина­
ково как для исходной системы, так и для упрощенной модели. 
Это показывает и сравнение соответствующих одномерных ото­
бражений [13]. 

В упрощенной системе при уменьшении параметра с2 скач­
ком происходил переход от особых точек к непериодическим 
решениям. Проведенные расчеты показывают, что аналогичная 
картина наблюдается и в исходной задаче. От автомодельных 
решений скачком происходит переход к непериодическим режи­
мам. i 
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7 .2. Особенности решений в области параметров III. Пове ­
дение решений Курамото—Цудзуки и упрощенной модели в об­
ласти Ш во многом сходно. На рисунке 43 показана проекция 
одного из непериодических решений задачи в частных производ­
ных на плоскость {ро, pi}. Видно, ЧТО разные витки отличаются 
размерами, числом и расположением петель, чего не наблюда­
лось в областях I и П. 

Рассмотрим снова зависимость Мп+1(Мп). Она может опре­
делять одномерное отображение (см. рис. 44а), которое однако 
сильно отличается от вида функции f(M), полученной в упро­
щенной модели [13]. При уменьшении с2 однозначность теряет­
ся (см. рис. 446). Это означает, что в системе возникает аттрак­
тор более высокой размерности. 

Чл-и 

С.,2 0,4 0,6 0,8 Мп 0,2 0,4 0,5 0,В Мп " .0,2 0,4 0,6 0,В Мп 
а 5 8 

Рис. 44. Последовательности {Мп}, соответствующие непериодическим решени­
ям уравнения в частных производных; е., = 1,5, 1=п 

4 
Во многих случаях выходу на установившееся решение пред­

шествует сложный переходный процесс. ЭТО подтверждает 
расчет, показанный на рисунке 44в. Последовательные макси­
мумы здесь не лежат на одной кривой. При 0<-*<Ш0 решение 
меняется нерегулярным образом. При t!^100 происходит выход 
Ш автомодельное решение вида (2.12) с ро=--0,6905, р1 = 0,0275, 
р2-=0,29139. По-видимому, оно появилось в результате потери 
устойчивости четного автомодельного решения, определяющего 
асимптотику при меньшем значении с ь Похожее поведение на­
блюдалось в системе Лоренца и было названо метастабильным 
хаосом. Это явление подробно изучалось и в ряде случаев на­
блюдалось экспериментально [38, 114]. 

7.3, Д р у г и е задачи, связанные с диффузионным хаосом. Вы­
ше рассматривались результаты решения задачи (2.1) для 
1-я. Возникает вопрос, возможны ли при других значениях па­
раметров иные пути от упорядоченных решений к хаосу? Расчеты 
показывают, что при увеличении длины области происходят 
последовательные бифуркации Хопфа [109]. Если снова выде-
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лить локальные максимумы p0(t) и построить график Мп+1(Мп), 
то его типичный вид после двух бифуркаций будет таким, как 
показано на рис. 45. Возникновение непериодических реше­
ний в результате нескольких бифуркаций Хопфа было рассмот­
рено Рюэлем и Такенсом [57, 72]. Проведенные расчеты позво­
ляют предположить, что и во многих других случаях усложне­
ние решений задачи (2.1) будет идти в соответствии с этим 
механизмом. 

0,2 0,3 Мл 

Рис, 45 

Мы рассмотрели качественные особенности непериодических 
решений уравнения в частных производных. Важной задачей 
представляется оценка их количественных характеристик. В на­
стоящее время появились алгоритмы, позволяющие оценить 
размерность аттракторов в бесконечномерных системах [82, 87, 
117]. Было показано, что для этого достаточно измерять одну 
из переменных в одной точке в дискретные моменты времени 
[117]. Представляет большой интерес использование этих ме­
тодов при исследовании задачи (2.1). 

Численные расчеты, проведенные для уравнения Курамо-
то—Цудзуки, показали, что существует несколько областей 
параметров, где задача (2.1) имеет непериодические решения. 
При их исследовании оказываются полезными упрощенные мо­
дели различных типов: система трех обыкновенных дифферен­
циальных уравнений, семейство одномерных отображений. 
Теперь мы можем ответить на вопрос о связи диффузионного 
хаоса с наличием странного аттрактора в конечномерной систе­
ме. Такая связь существует. Предсказать многие важные свой­
ства непериодических решений уравнения Курамото — Цудзуки 

.позволяет двухмодовая система (3.6). 
Среди них можно выделить следующие. Г, Наличие трех 

областей, где .по-разному происходит переход к непериодиче­
ским режимам. 2. Последовательность бифуркаций, приводящая 
к хаосу. 3. Вид одномерных отображений, соответствующих 
сложным решениям задачи в частных производных, в широком 
диапазоне параметров с{ и с2- Все это приводит к- тому, что 
исследование странных аттракторов в упрощенной модели дает 
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важную информацию о диффузионном хаосе, который описы­
вается исходным уравнением. 

В настоящее время экспериментально исследуются десятки 
химических реакций, в которых возможны колебательные и 
хаотические режимы [25, 31, 112]. Для моделирования их 
основных черт обычно используют сложные математические 
модели. Как правило, все они описывают поведение системы 
вдали от точки потери устойчивости термодинамической ветви. 
Их детальное исследование оказывается очень сложной зада­
чей. 

Исследование задачи (2.1) показывает, что диффузионный 
хаос может наблюдаться в окрестности точки первой бифурка­
ции. Вероятно, многие качественные особенности колебательных 
реакций, в которых распределения реагентов пространственно-
неоднородны, можно будет объяснить на основе более простой 
модели (2.1). Поэтому теоретическое и экспериментальное ис­
следование открытых диссипативных систем в окрестности точ­
ки бифуркации является естественным и необходимым шагом в 
их анализе. Особенный интерес представляет эксперименталь­
ное изучение сложных периодических по времени процессов и 
явления диффузионного хаоса. 

§ 8. Простейшие типы упорядоченности 
в двухкомпонентных системах в двумерном случае 

Во многих математических моделях большой интерес пред­
ставляет двумерный аналог уравнения Курамото — Цудзуки 

Wt = W+{l+icx)(Wxx+Wm)-{\+ic2)\W*\W. (8.1) 

К ним можно отнести теорию возникновения ветровых волн на 
воде [2], исследования диссипативных структур в активных сре­
дах и в колебательных химических реакциях [90], некоторые 
модели морфогенеза [21]. Отметим, что уравнение (8.1) описы­
вает более узкий класс двухкомпонентных систем, чем уравне­
ние Курамото — Цудзуки в одномерных задачах. Поскольку в 
двумерном случае существенна не только длина, но и направ­
ление ВОЛНОВОГО вектора, то неустойчивых мод становится боль­
ше, возникают более сложные модели, чем уравнение (8.1). 

Ранее большое внимание было уделено исследованию задачи 
Коши для ЭТОГО уравнения. При этом обычно рассматривались 
спиральные волны или другие решения, имеющие особенности 
фазы {12П. Вместе с тем полезно было бы изучить поведение 
решений уравнения (8.1) для случая небольших двумерных 
областей. Это позволило бы провести более полный анализ, не 
ограничиваясь. одним выделенным классом решений, выяснить 
рсновные типы упорядоченности, которые представляли бы ин­
терес'и. в, более сложных задачах. 
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• Рассмотрим следующую краевую задачу 
^ - — Г + О + й : , ) (Wxx+Wvy)~(\+ic2)\W\*W, 

0{le}x^/, 0{le}*/</, W(x, у, 0) = W0(x, у), • (8.2J) 
ИМО, у, t) = Wx(l, у, t) = Wv(x, 0, t)~Wy(x, I, 0 = 0 . 

Мы будем рассматривать поведение ее решений при разных зна­
чениях ci и с2 в случае небольших областей. В приводимых 
ниже численных расчетах 1==п. 

Остановимся на следующих вопросах. Будут ли устойчивы-
одномерные решения задачи (8.2) относительно двумерных. 
возмущений ? Имеет ли эта задача решения, у которых нет 
одномерного аналога? Как происходит усложнение двумерных. 
структур при изменении параметров с\ и с2? 

Мы будем рассматривать решения краевой задачи в квад­
рате со стороной /. Коэффициенты диффузии и перекрестной 
диффузии выбраны одинаковыми по обоим направлениям. Это 
приводит к тому, что задача (8.2) имеет широкий класс сим­
метричных решений. Например, четных или нечетных относи­
тельно осей симметрии квадрата. Эволюция таких решений 
может качественно отличаться от поведения решений общего. 
вида, как это было в случае одномерной задачи. Далее они 
рассматриваться не будут. Во всех расчетах начальные данные-, 
несимметричны и имеют вид 

-
и(х, у, 0)=0,1 {sum} cos (nmx]l)cos (ntiy/l), 

m,n—0 

4 

*>(x, у, 0) = 0,1 {sum} cos (nmx 11) cos (muj 11) I {m-\-\). 
от,и—О 

В такой постановке существенны только простейшие симметрич­
ные решения. A именно 

а) пространственно-однородное решение 
W(X, y,t)=Gxp(—ic2t); (8.3) 

б) одномерные решения W(х, у, t) = W(x, t) или ^(x, у,. 
t) = W(y, t); 

в) решения, симметричные относительно диагоналей квад­
рата W(x, у, t)±=W(y, х, t) или W(x, у, t) = W(l~y, 1-х, t). 

8.1. Упрощенная конечномерная система. При исследовании 
одномерной задачи (2.1) важную роль играет анализ различных 
упрощенных моделей. Для построения таких моделей в двумерной 
задаче удобно, представить ее решения в виде и(х, у, £) = 

оо со 
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Xcos I —•-—1 cos l—f-J и записать систему уравнений, связываю-
щую коэффициенты Фурье атп и Ьтп: 

•Ьтп — Ьтп — (Clamn-^bmn)k2{m2-\-n2)~(c2umn+vmn), к = л/1, 

где и„т и vml — известные функции {аи}, {btJ}. В дальнейшем бу­
дем также пользоваться обозначением Р2

тп = а2
тп-\-Ь2

пп. Упрощен­
ные модели можно получить из этой бесконечной системы, 
оставляя в ней конечное число уравнений. Это можно сделать 
разными способами, например, отбрасывая гармоники с номе-
рами, у которых m^=p или п^р. Полученную таким образом 
упрощенную систему мы будем называть системой с N=p, она 
содержит 2 р2 уравнений. 

Система (8.4) может оказаться полезной при численном ре­
шении задачи (8.2). Как показывают методические исследова­
ния, в ряде случаев применение метода Галеркина оказывается 
более эффективным, чем использование разностной схемы. Осо­
бенно важным это может стать при изучении решений в боль­
ших областях. 

Далее мы будем рассматривать упрощенную модель с N = 2 . 
Число входящих в нее уравнений можно на единицу уменьшить, 
если перейти к переменным ртп, 0™ по формулам а.™—рт-.Х 
ХсоБфтп, bmn=pmnsmtpmn, 6тп=-фтп—фоо- Уравнение для 
фоо можно решать отдельно. Это означает, что функции <---,„ (/), 
bmn (t) изменяются более сложно, чем ;р-т.-т. (t) и ®тп 

(/). В частно­
сти, особым точкам ртп = const, 8m„-—const соответствуют перио­
дические решения в переменных атп, Ьтп, предельным циклам — 
двухчастотные режимы. Поэтому в дальнейшем мы будем на­
зывать решения упрощенной системы, у которых рт —const, 
•особыми точками, решения, у которых ртп периодичны,— пре­
дельными циклами. 

В упрощенной модели с N----2 есть аналог простейших сим­
метричных решений. Однородному решению (8.3) соответствует 
особая точка р00=-= 1, ртп=0, т + пфО. Одномерным по оси у 
решениям задачи (8.2) —такие решения упрощенной системы, 
у которых а„-п---0, Ьтп —0 при n{ne}0'. 

Решениям задачи (8.2), симметричным относительно диаго­
нали квадрата х=у, можно сопоставить интегральные кривые, 
на которых атп = апт, bmn = bnm. Их мы также будем называть 
симметричными. 

Проследим, как меняется тип решений упрощенной системы 
при уменьшении параметра с2. Рассмотрим линию Ci-----L5. 
В одномерной задаче последовательность переходов была такой, 
как показано на схеме Г (Здесь представлены только простей­
шие аттракторы.) 
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Особая точка Особая точка 
Простой 

предельный 
цикл 

Двойной 
предельный 

цикл 

Схема i 

В модели с N—2 точка с poo—T, рт-.=-=0, т + пфО (она 
.соответствует решению (8.3)) также теряет устойчивость, при 
этом появляется устойчивая точка с poo{ne}1. Значение с2, при 
котором происходит эта бифуркация, совпадает с критическим 
значением параметра для задачи в частных производных. В по­
явившейся особой точке рт-.--=0 при m{ne}0. Заметим, что одно­
временно в системе появляется и другая особая точка, у которой 
р т ,—0, если пфО. В этом случае система с N==2 упрощается 
я переходит в динамическую систему (3.6). 

Однородное решение Особая точка с 
J>mn*0nPum*° 

Особая точка с 
Ann*0 

Особая точка с 
Ann "Aim 

Симметричный 
цикл 

Несимметричный 
цикл 

Схема г 
Дальнейшее усложнение решений показано на схеме 2. При 

уменьшении с2 точка, у которой ротп.----0 при тфО также теряет 
устойчивость, и асимптотику определяет особая точка с pmn{ne}0 
(см. рис. 46). Затем при некотором значении с2 ро1 становится 
в ТОЧНОСТИ равным рю, и далее в расчетах наблюдается выход 
на симметричное решение с а0. = а.о> ftoi---->io. При с2=-*<—3.3 
происходит бифуркация Хопфа, и рождается симметричный пре­
дельный цикл (ро1(0 ==pio(0). Положение особой точки, поте­
рявшей устойчивость, и примеры симметричных циклов пред­
ставлены на рис. 47а. При с2^—3.7 цикл теряет симметрию. 
Большинство бифуркаций на схеме 2 связано с потерей или 
возникновением симметрии, что существенно отличает двумер­
ную задачу от одномерной. 

Первый переход в этой последовательности связан с возник­
новением особой точки с рт 7—0, тфО. Критическое значение 
параметра, как и в одномерном случае, определяется равенст­
вом (3.12). Однако ситуация может быть более сложной. 
В этом можно убедиться, проследив за изменением решений на 
линии С{=3,0 (см. рис. 46). Схема усложнения решений, опре­
деляющих асимптотику упрощенной системы с N-=2, будет сле­
дующей. Вначале появляется точка с poi=?=pio и далее симмет­
ричный цикл (см. схему 3). Точка и пример цикла показаны на. 
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Рис. 46. Устойчивые особыа точки в упрощенной модели с N==2 - , I 

Pf-w _ли л; C-j- -3-85 

0,26 0,4 Л» 0,2 0,4 0,6 р00 0,1 0,4 Of -%• 
а 5 

J I L. - I I I I 
0,5 0,1 роа 0,6 0,7 0,8 р00 0,1 0,2 0,3 0,<V j>19 

г д е 

Рис, 47, УстЬйчивые предельные циклы в упрощенной системе. Сверху — на ли­
нии Ci-= 1,6, снизу—с. =3,0 



рис. 47г. После потери симметрии проекции цикла на плос­
кости {роь роо} и {рю, Роо} близки (см. рис. 47д), а проекция на 
плоскость {poi, рю} близка к прямой. 

Однородное 
решение 

Осо5ая точка 
с -Ртп ~Рпт 

— • • • . 

Симметричный 
цикл _ ~ Несимметрич­

ный цикл 

Схема 3 
Важно отметить, что особая точка с р01=--р10 появляется при 

том же значении параметра с2, где могут появиться точки с 
рт-.п = 0, тфО. Выход на симметричное решение происходит с 
начальных данных общего вида. Интересно выяснить, есть ли 
такое явление в исходной задаче и каковы его причины. 

8.2. Потеря устойчивости пространственно-однородного ре­
шения. Рассмотрим задачу (8.2) вблизи критических значений 
параметров, при которых однородное решение (8.3) теряло 
устойчивость. Результаты соответствующих расчетов показаны 
маркерами на рис. 46. При t{to}{infty} асимптотику определяют 
решения с pm„----const, т, /г==0, 1, 2 , . . , . На линии ci--= 1,5, 
как и предсказывает упрощенная модель с N = 2, возникающее 
решение одномерно, на линии d = 3 оно оказывается симметрич­
ным. Совпадает не только тип решений этих двух задач, близки 
оказываются и их количественные характеристики. 

Аналогом особых точек упрощенной модели являются перио­
дические решения задачи в частных производных. Справедлива 
следующая лемма. 

Л е м м а . Если автомодельное решение вида 
W {х, у, t) =R (x, у) ехр[Ы+ ia (x, у) ] (8.5) 

удовлетворяет задаче (8.2), то величины ртп и .0m„, m, n=--'0, 1, 
2, . . . у него постоянны; (pmn и 0mn определяются по коэффици­
ентам Фурье Отп, Ьтп так же, как в упрощенной системе). Вер­
но и обратное утверждение: если амплитуды гармоник и сдвиги 
фаз между ними в решении задачи (8.2) постоянны, то его 
можно представить в виде (8.5). 

В том, что решения вида (8.5) могут удовлетворять задаче 
(8.2), легко убедиться непосредственной подстановкой. Первое 
утверждение леммы можно проверить, разложив решение (8.5) 
в ряд Фурье по системе функций {cos(ntnx/l)-cos (тспу/l); т, 
п = 0, 1, 2 , . . . } и вычислив явно величины ртп, Qmn. Обратное 
утверждение следует из соотношений, которые связывают 
Д(х, у, t)==\W(x, у, t)\ и а(х, у, I) с модулями гармоник и 
сдвигами фаз. Если в системе уравнений (8.4) перейти к пере­
менным {pmn, сротя}, то (роо.-•---|а>. Вычисления здесь будут такими 
же, как в одномерном случае. 

Автомодельные' решения, возникающие после потери устой­
чивости однородного решения, близки к нему. Поэтому^ д^я их 
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анализа естественно воспользоваться асимптотическими ме­
тодами. 

Запишем уравнения (8.2) в переменных р, ср: w—pcosqj, 
a — psimp: 

р< = р - р в + ( р ^ — рФ^ + руу.-рф2) — 
- С 1 ( 2 р А + рФ«+2р/Ру + рФуу), 

рф,= - с 2 р - + ( 2 р Л + рФ«+2р,Фу + рФуу) + (8.6) 
+ С1(Р^-РФ| + РУ -РФ2,). 

Решение будем искать в виде ряда по малому параметру е, 
характеризующему отклонение с2 от критического значения с2, 
при котором решение (8.3) теряет устойчивость 

р-=-.1+вг,(х, t/)+e2r2(x, у)-\-г*г3(х, у)+. . ., 
Ф=(—сг.+<р18+ф28-'4-<рзе3+.. . .) t+efl-i (x, t/)+e2a2(x, # ) + . . , 

•~2-=-с2+сй1Е+ф2е2 + (Изб3+. •., ф., со,.—const. 
Подставим формулы (9.7) в уравнения (9.6) и приравняем чле­
ны при одинаковых степенях е. Это даст системы уравнений 
для последовательного определения гп(х, у), ап(х, у). В нулевом 
порядке по е уравнения удовлетворяются тождественно. В пер­
вом порядке их можно привести к виду 

Дг1 + # г 1 = с1(Ф1 + ш1)/(1 + ^ ) , 
Ай1-=21г1 + (ф1 + о1)/(1+с2), (8-8) 

где .%2= =_2 (1+с 1^) / (1 + с2), 1=-=(^-с1)/(1 + с2). Структура 
уравнений п-го порядка аналогична: гп и ап входят в них так 
же, как г1 и а,\ в формулы (8.8), но правые части гораздо 
сложнее. 

Из граничных условий задачи (8.2) следуют равенства 
дГп I _ Q д£п_ 
дх Ьт=-о,.- ' ду 

= 0 да" 
y^o.i ' дх 

дап = 0, Чр-\ = 0 , (8.9) 

Можно проверить, что задача (8.8), (8.9) разрешима только при 
условии Ф1-|-<01==0. Ее решение имеет вид 

г. = - 2 Л„«cos {nmx/t)cos (myII), 
т,п [р. IV) 

al=-2Lr1/№, rf(m2 + n?)!l2 = №, 

где m, и ---целые числа. Из формулы для k2 следует, что в точ­
ке первой бифуркации т-==0, п~1, либо т==1, п==0. В даль-
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нейшем будем считать, что k=n(l, rx и ах имеют вид 
г. =Acos kx-\-Bcos ky, 

tti= — 2Lri/£2+const. (8,11> 

Уравнения высших порядков будут разрешимы, если их пра­
вые части ортогональны ко всем нетривиальным решениям 
соответствующих однородных уравнений (альтернатива Фред-
гольма). Рассматривая условия разрешимости для уравнений 
второго порядка, получим 

Ш..----0, 9-+(o2=L(A-+52)(l+c1-)[2L2/F+ft2/2]. (8.12) 
Решения этих уравнений будут таковы 

r2 = C cos kx + £> cos ky+Qi cos 2kx + Q2 cos 2ky-j-
+ Q3coskxcoskt/+Q4, (8.13) 

2L 
a2 =- — -— [C cos kx + D cos ky] + BY cos 2kx -f-

+ E2 cos 2ky+E3 cos kx cos ky, 
где 

Q1=A-[0,25+2L2/(3^)]J Q2=/32[0,25+2L-/(3k4)], Q3=3A5, 
Q^-(A*+B*) (L-/£2+k2/4+5/4], Bl=A2[L/(4k2)—Ly(3k^)], 

S2=.52[L/(4^)—LV(3/e6)], B3=—4ABL/k2, 

С и D — новые неизвестные константы. 
Условия разрешимости для уравнений третьего порядка по­

зволяют определить значения A и В. Малый параметр е ранее 
был определен с точностью до множителя. Далее мы будем счи­
тать, что 

е = | с 2 — с2|1/2+ 
Это упростит соотношения для А и В: 

^(XA2 + yE-----aZ)---.0, 
.g(7A- + XE2---aZ)-0, 

где 
v 2L* ЗЛ- , , 2 , 5/es , k* 7 

Л ЗА» 2/г2 'I ** J 4 ' 4 ' ~ ' 
1С 1 

1 + -Г 

(8.14) 

(8.15) 

Г-= — ^ - - ! - А + Т - a=-signc1.sign(c2-c2). 

Из формул (8,15) ясно, что X+Y>0, Z>0, можно убедиться 
также, что X>0. 

Легко проверить, что при а = - 1 система уравнений (8.15) 
имеет только тривиальные решения. Это соответствует той об­
ласти параметров, где устойчиво пространственно-однородное 
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решение (8.3). Поэтому бифуркация в изучаемой системе всег­
да надкритична [39]. При а = + 1 система уравнении (8.16) 
имеет девять решений 

а) А=В=0, 
б) A--0 ,£ = -t(Z/X),/2, 
в) 5 = 0 , A = -j-(Z/X)1/2, (8.16) 
г) при ХФ Y A2 = 52=iZ/(X+y), 

Случай X= 7 является вырожденным (система (8.15) имеет 
бесконечно много решений, у которых A2+B2=Z/X), далее он 
рассматриваться не будет. 

Соотношения (8.16) показывают, что в общем случае (X{ne}7) 
решения, возникающие после ветвления, будут либо одномер­
ными, либо симметричными. Этот вывод подтверждается ра­
счетами. 

. Рассмотрим вопрос об устойчивости возникших автомодельных 
решений. Пусть г(х, у, t) и Ч-" (х, у, t) —малые возмущения 

p = R(x, y) + r{x, у, t); <P — G>t + a(x, y) + ~V(x, у, t). (8.17) 
Устойчивость решения определяется из линеаризованной относи­
тельно г и TF задачи в частных производных. Решения ее будем 
искать в виде 7=еиг(х, у), "%=eJi'4f (x, у). В результате 
получится задача на собственные значения, которую можно 
привести к виду 

•ЭД(а,Т, + а / Р , ) - * - ± ^ , 

/?ЛгГ + г — Ш — с , Q C\—й2 З^Зф+Аа „2 ! f . „2 \ + с\ ' • 1 + с\ 

1 -f- Cj 

+ 2д.-г, + 2л,Гу + <8Л8) 

Краевые условия для г(х, у) и 4f(x, у) будут такими же, как 
в формуле (8.9). 

Поскольку цас интересуют решения в окрестности критиче­
ского значения .-•>> будем полагать 

R-=l+eri+e2r-4-e3/'3+..., ф='юН-еа1+е-а2 + е3---з+. • •> (8-19) 
со=—с2+ф2.52+фзе3+. .., ."2.=с2+ю282+шзе3+... 

Пусть сначала е=-=0, то есть JR — I, *f = —c2t. Будем искать ре­
шение задачи (8.18) в виде 

m./i-.-.O 
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чтобы выполнялись граничные условия. В результате для каж­
дой пары rmn, Wmn получим систему двух однородных уравне­
ний, которая будет разрешима при условии 

К2 + 2Х[л2т2/Р +я% 2 / / 2 +1]+ [я 2т 2 / / 2+ 
+ я2л2//2]Х[(1+с1-)я2(/?г2+«-)//2+2(1 + с1С2)]=0. (8.20) 

Задача (8.18) имеет собственное значение, равное нулю при 
условии 

(\+cl*)na(m*+n?)/P + 2(l+clct) = 0 . (8.21) 
Именно оно определяет сь если ПОЛОЖИТЬ m2 + n2 = l. 

Пусть теперь 8-7-= 0, выполнены соотношения (8.19) и при этом 
Я —----.-= 8Я.1 + 8 % + . ..., Г-=ро + ер1+-82р2+.. ., 

1 +с1 [р. 22} 
¥-¥ 0 - | - ' 81Г 1 + е2-1Г2+.... 

Подставим разложения (8.19) и (8-22) в уравнения (8.18) и 
приравняем члены при одинаковых степенях е. Уравнения нуле­
вого порядка дают 

po----Ecos kx+Fcosky, Yo=—2Lp0/k2+const. (8.23) 
Условия разрешимости уравнений первого порядка приводят к 
равенствам 

М-̂ -Ю, AE+BF=0, (8.24) 
где А и В определяются формулами (8.16). Их решения 
имеют вид 

pl = glCOS 2kx+£2COS 2ky + lsCOS fottOS ky+ltCOS k x + i s C O S ky 

(8.25); 
"SPi •== TliCOS 2kx+T)2COS 2kt/+y\aCOS kxCOS% + 1,4CoSkx.+ Tl5COS ky, 

где i,=AE[0,5 + 4L2/(3^)], i2----i5f[0,5+4L2/(3A'4)], |3----3(AF + 
+££), 

•r)1-=LAF[l/(2^2)—2l2/(3^)], n2-L£F[l/(2£2)—2L2/(3k6)]. 
Tl3=-4L(AF+.BE),A2, ^ = -2Lg 4 /F , T,5=-2LU]k\ 

li и .Is — неизвестные константы. Условия разрешимости для 
уравнений второго порядка по параметру е приводят к следую­
щим соотношениям 

*№]-* 
'[^Н 

PA2 + QE2 + aJ^-L], 

QA' + W + a - ^ r ] , 

(8.26). 

(8.27). 
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где 
р _25L! 1L* f? k* 23£2 

И~~ Ш ks 4 4 ' 
Q = £-—L- — 4L 2 /£ 2~;¥/4——Y. 

Рассмотрим одномерное решение. Пусть A = 0, тогда ВфО, 
F = 0, ЕфО. Уравнение (8.27) выполнено тождественно, а из 
уравнения (8.26) с учетом формул (8.15), (8.16) следует 

X 2 i ± A - . - ( X - F ) . S 2 . (8.28) 

Знак "v2 определяется знаком величины К=Х—У. Если К>0, 
то одномерное решение неустойчиво, если К<.0, то устойчиво. 

Пусть решение симметрично: A2 = B2 = Z/(X+Y). При этом 
E фО, F ф0 и уравнения (8.26) и (8.27) совпадают. После ал­
гебраических преобразований получаем 

X 2 -~- -—(X + P ) - 4 2 = — 2 ^ A 2 . (8.29) 

•Симметричное решение неустойчиво при'/С<0 и устойчиво при 
К>0. Величина К связана с параметрами задачи следующим 
•образом 

О/Ч, "2 Qhi О Ь2 

.Можно сделать вывод, что при отрицательном /C будет устой­
чиво одномерное, а при положительном — симметричное авто-
.модельное решение. 

Сравним полученные результаты с проведенными двумер­
ными расчетами. Из формул (8.7), (8.11) — (8.16) следует, что 
.в окрестности точки бифуркации с2 выполняются соотношения 

P o o - l - | c 2 - c 2 | ( A 2 + 52)[L-/^+^ 2 / / - 2 + ^ / 4 + 5 / 4 ] + . . . , 

р1 0-=|(?2-с '2 |1 / 2 |Л|[1+41-/А4]1 / 2+--- . 
Ро1 — | с 2 - с 2 | 1 / 2 | 5 | [ 1 + 4 1 2 / ^ ] 1 / 2 + . . . , (8.31) 

p 1 1 - -= | C 2 _c 2 | . |A5 | [9 + 40L 2 /^+l6L 4 /A 8 ] 1 / 2 +. . . 

Д л я ci = l,5, k=Л, F2 =—1,75 и L = — 1 . При с2=—1,85, то есть 
Е 2 =ОД, формулы (8.31) дают р0о----0,903, poi =0,372. Заметим, 
что в этом случае К=—31/32, поэтому устойчивым должно 
быть одномерное решение. В расчетах для задачи в частных 
лроизводных получено роо-—0,908, poi—=0,334, гармоники pmn, 
m > 0 быстро убывают и стремятся к нулю при t—>-co. В систе­
ме восьми обыкновенных дифференциальных уравнений роо= 
= 0,911, poi = 0,333, Р10----0, р п = 0. 

При Cj —3, k=1 К-—11/12, здесь должно .быть устойчиво 
•симметричное автомодельное решение. Критическое значение с2 
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равно —2, L = — 0,5. Для с2=—2,1, е —0,1. Формулы (8.31) 
предсказывают значения poo=— 0,937, р01 — pio--=0,177, рц=0,070. 
В задаче в частных производных получено роо-----0,942, poi = 0,162, 
pio-=0,156, pi 1 = 0,057, в упрощенной системе с N = 2: р-о=-0,945, 
р01 = р10-=0,157, рц = 0,055. Это означает, что формулы (8.31) 
хорошо описывают решения задачи (8.2) в окрестности точки 
бифуркации, когда е=У0, 1<-~-0.316. 

Из соотношения (8.30) следует, что при малых значениях 
Ci в момент потери устойчивости однородного решения также 
должны появляться симметричные решения. Расчеты подтверж­
дают это. Такая картина наблюдается, например, при Ci = 0.4, 
k=\. Можно сделать вывод, что полученные выше разложе­
ния хорошо согласуются с решениями задачи в частных про­
изводных и упрощенной системы. 

8.3. Двумерные автомодельные решения. Простейшему ат­
трактору системы обыкновенных дифференциальных уравне­
ний — устойчивой особой точке — в исходной задаче соответ­
ствует сложный автоколебательный процесс, который описы­
вается автомодельным решением вида (8.5). Отметим, что част­
ным случаем этого решения является спиральная волна. Фор­
мула (8.5) определяет спиральную волну, если R(x, y)—R(p), 
а\х, у)=.->(р)+пг<р, x=pcos<p, t/=psin<p. Каждая из компонент 
"(x. У, 0» v(x> У' Ь в автомодельном решении периодична по 
времени, причем и(х, у, t)=v(x, у, г+Т/4), где Г —период. 
Вместе с тем, функция i?=— («2.-f-i>2)1/2 от времени не зависит. 
На рис 48 показаны ее линии уровня и видовая проекция 
для несимметричного решения. 

Рис. 48. Функция-R, соответствующая несимметричному автомодельному реше­
нию с,—-1,5, с2=—2,9, / = « , А----.-г/20. т.--=10--

Здесь и далее линия уровня с номером р соответствует зна­
чению функции1 /л—:—1+(р—-1)/10, ось абсцисс "направлена 
горизонтально, ось ординат—- по ./вертикали вверх. Все'двумер-' 
ные расчеты-в "этом параграфе проводились '̂"использованием 



метода переменных направлений [58]. Шаги по времени т и по 
пространству h указаны на рисунках- Они определялись после 
проведения тестовых расчетов. В тех случаях, когда в двумер­
ной задаче асимптотика определяется одномерным решением,. 
последнее практически совпадает с решением, построенным для. 
одномерной задачи по другой методике [12]. 

Процесс выхода на автомодельное решение показан на 
рис. 49. Функция pmn(t) стремятся к постоянным значениям 
при t{to}ao, причем poi{ne}pio-

•j>M-0,561 

•Ам-0.чгт 

•Рю = -•гг7 

10 го зо 10 50 60 t 

Рис. 49. Процесс выхода на автомодельное решение 

На линии с1-=3, как показано выше, после потери устойчи­
вости однородного решения возникают симметричные решения 
вида (8.5). На рис. 50 приведены результаты соответствую-
щего расчета. Показана функция R, которая при достаточно 
больших значениях t не зависит от времени. Функция u(x,y,t) 
сложно меняется со временем, сохраняя симметрию относитель­
но диагонали квадрата (см. рис. 51). Видно, что значения мак­
симумов и минимумов функции и изменяются в широких пре­
делах и могут быть как положительными, так и отрицатель­
ными. 

Рис. 50. Функция R(x,y), Соответствующая симметричному автомодельному 
решению; Ci = 3, с- — —2,5, /.---я, Л=я/20, т=10~- л 
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Рис, 51. Изменение функции u(x,y,t) в симметричном автомодельном реше 
нии; с,==3, с-=—2,5, / = я , Л=п/20, т=10- -



Посмотрим, как происходит усложнение решений задачи в 
частных производных. Последовательность на линии с1 = 1,5 
представлена на схеме 4. Первые две бифуркации совпадают с 
бифуркациями в упрощенной системе. При этом параметры 
особой точки, у которой рт„-= 0, т=т--.0, с ТОЧНОСТЬЮ до несколь­
ких процентов совпадают с характеристиками одномерных авто­
модельных решений. Однако в целом в задаче (8.2) последова­
тельность переходов проще: в ней нет аналогов особых точек 
с pmn = pnm и симметричных предельных циклов. 

Однородное 
решение 

Одномерное 
автомодель­
ное решение 

—• 
Несимметричное 
автомодельное 

решение 

Несимметричное 
решение с ддумя 

частотами 

Схема Ч 

На линии с1 = 3 последовательность бифуркаций в упрощен­
ной системе и исходной задаче одна и та же — такая, как на 
схеме 3. Параметры автомодельных решений и особых точек 
здесь также хорошо согласуются между собой (см. рис. 46). 

8.4. Двухчастотные режимы. Рассмотрим такие решения за­
дачи в частных производных, у которых функции R и а перио­
дичны по времени. .Можно убедиться, что в этом случае pmn{t) 
также периодичны: pmn(^+T) =pmn(t), emn(<4--")—tfmn(0 + 
-\-2npmn, Pmn=—0, ± 1 , ± 2 , Такие решения являются анало­
гами предельных циклов в системе с N=2. Отметим, что функ­
ции и и v не являются периодическими — в системе будет на­
блюдаться установившийся двухчастотный режим. Аналогичная 
ситуация имела место и в одномерной задаче. 

Двумерные решения такого типа являются достаточно 
сложными. Для того чтобы выяснить характер их качественной 
перестройки, необходимо рассматривать их проекции на неко­
торые конечномерные пространства. В рассматриваемом слу­
чае наиболее показательны проекции на плоскость {рю, poi}. 
Они представлены на рисунках 52, 53 вместе с графиками функ­
ций pmn(t). 

Решение, изображенное на рис. 52, проектируется на 
кривую, целиком лежащую выше диагонали pio--=poi. В течение 
всего периода направления х и у «неравноправны». Назовем 
его решением типа I. В решении, показанном на рис. 53, 
проекция представляет собой замкнутую кривую, которая ле­
жит по обе стороны от диагонали. Эта линия почти симметрич­
на относительно прямой рю=Роь Направления х и у через вре­
мя 7/2 «меняются. местами»: R(x, у, t-{-T/2) &R(y, x, t). Эта 
видно и на рис. 54, где показаны видовые проекции функ­
ции R(x, у) на моменты времени ^----30,963 и 4=37,333 (tz— 
t\faT/2). Будем называть такое решение решением типа П. 
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Важно подчеркнуть, что решения типа I и типа 11 качест-
:вено отличаются друг от друга. На рис. 52 и 53 видно, 
что функция poo(t) близка к роо(^+-г/2). Однако poi(0 и pio(0 
ведут себя иначе: часть периода функция рю(0 на нижнем 
рисунке (решение типа. II) повторяет ход рю(0 на верхнем, 
оставшуюся часть — ход функции poi(t). При приближении к 
точке перехода период циклов резко возрастает. При малом 
изменении параметра с2 период решения увеличился примерно 
в два раза (см. рис. 52, 53). 

В упрощенной системе такие переходы не наблюдались. Од­
нако причину их появления можно пояснить, исходя из пред­
ставлений о конечномерной модели. 

Пусть при некотором значении параметра с2 у системы с 
достаточно большим числом N есть две устойчивые особые точ­
ки, расположенные симметрично относительно ПЛОСКОСТИ ртп = 
==Pmn. но не лежащие на ней. При уменьшении с2 происходит 
бифуркация Хопфа, появляются два предельных цикла, пере­
ходящие друг в друга при отражении относительно той же пло­
скости. По мере уменьшения с2 амплитуда колебаний будет 
возрастать, и циклы с разных сторон будут приближаться к 
ПЛОСКОСТИ симметрии. В силу единственности решений они мо­
гут коснуться друг друга, а значит, и плоскости pm-n=Pmn> толь­
ко в особой точке. 

Период каждого из циклов при приближении к этому зна­
чению параметра с2=с2* должен неограниченно расти. После 
перехода с2<с2* ЦИКЛЫ качественно перестраиваются. Если 
раньше, находясь на предельном цикле, точка вращалась во­
круг одного состояния равновесия, то теперь поочередно она 
бывает в окрестности каждого из них. 

Обратим внимание на то, что при с2=с2* в конечномерной 
системе возникает гомоклиническая траектория, а сама систе­
ма обладает специальной симметрией (если {p7nn(-). Bmn({cdot}0}— 

решение, то и {pmn(t), 0mn(0} будет решением). Это позволяет 
предположить, что здесь эффективно могут быть использованы 
методы, развитые при анализе системы Лоренца [114]. 

Напомним, что, наряду с решением, показанным на 
рис. 53, существует симметричное ему решение W(x, у, t) = 
= W(y, x, t). Поэтому усложнение решений задачи (8.2) может 
и дальше идти по тому же пути, существенно связанному с сим­
метрией. 

Совершенно другая картина наблюдается при Ci---3. Это 
•связано с тем, что бифуркацию Хопфа в этом случае претерпе­
вает симметричное автомодельное решение, как это было и в 
упрощенной системе с N=2. Затем симметрия теряется. На 
рисунках 55, 56 показано несимметричное решение с периоди­
ческой функцией R, которое нельзя отнести ни к типу I, ни к 
типу П. 
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To обстоятельство, что асимптотику двумерной задачи (8.2) 
могут определять аналоги предельных циклов, является очень 
важным. В. самом деле, широко распространено представление 
о том, что основными формами упорядоченности в активных 
средах ЯВЛЯЮТСЯ ведущие центры и спиральные волны. В за­
даче (8.2) они являются частным случаем двумерного автомо­
дельного решения, в котором еще раз разделились переменные. 
И действительно, в определенном диапазоне параметров имен­
но автомодельные решения определяют асимптотику процесса. 
Однако в большой области значений £1, с2 и / они неустойчи­
вы, здесь возникает более сложная упорядоченность. Ее описы­
вают решения с периодически меняющимися.функциями R и а. 
Естественно ожидать, что. такие решения будут наблюдаться 
во многих открытых диссипативных системах вблизи точки би­
фуркации. 

Можно ожидать, что двухчастотные режимы будут наблю­
даться и в тех случаях, когда решение имеет особенность фазы. 
По-видимому, такие решения были бы похожи на спиральные 
волны, у которых функция R—• («2+&2)1/2 и частота вращения 
периодически зависит от времени. 

Спиральные волны характерны не только для автоколеба­
тельных, но и для возбудимых сред [34, 36]. Поэтому следует 
обратить внимание на вычислительные эксперименты, где в 
случае возбудимых сред наблюдались режимы, при которых 
мгновенный радиус вращения спирали периодически изменялся 
со временем [35]. Модель, изучаемая в этой работе, возникла 
при моделировании процессов в сердечной мышце. Интересно 
было бы исследовать такие решения в случае уравнения (8.2) 
при больших значениях параметра / и в других моделях, обла­
дающих автоколебательными свойствами. 
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При дальнейшем уменьшении параметра'/ решения одно­
мерной-'.'и' двумерной задачи становятся непериодическими. В 
одномерном случае как на линии с--—1,5, так.и на линии Ci--=3, 
усложнение было связано с последовательностью бифуркаций. 
удвоения периода. В двумерной задаче также наблюдались ре­
шения, в которых за время расчетов не удается обнаружить 
никакой упорядоченности. Однако механизм возникновения сто­
хастических режимов и их свойства требуют дальнейшего изу­
чения. • 

Сформулируем основные результаты, касающиеся двумерной 
задачи. 

После потери устойчивости однородного решения (8.3), как 
показывает аналитическое исследование и проведенные рас­
четы, в широком диапазоне параметров с ь с2, I в двумерной 
задаче устойчиво одномерное решение. Такое поведение реше­
ний должно наблюдаться и в области прямоугольной формы. 
Следовательно, решения одномерной и двумерной задачи при 
некоторых значениях параметров совпадают. 

Упорядоченность в двумерной задаче обладает такими осо­
бенностями, у которых нет одномерного аналога. Появляются' 
новые классы симметричных решений, которые могут опреде­
лять асимптотику процессов в случае начальных данных об-' 
щего вида. Например, решения, симметричные относительно 
диагоналей квадрата. Возникают также более сложные, чем в 
одномерном случае, колебательные процессы. 

Упрощенная система с N = 2 в некоторых случаях правиль­
но передает последовательность бифуркаций, приводящую к 
усложнению решений задачи в частных-производных. Для авто-^ 
модельных решений есть не только качественное, но и хорошее' 
количественное соответствие с особыми точками в упрощенной 
модели. В некотором диапазоне параметров (например на ли­
нии Ci-=3) предельные циклы в системе восьми обыкновенных 
дифференциальных уравнений хорошо описывают двухчастот-
ные решения задачи (8.2). 

Усложнение решений в двумерной задаче существенно отли­
чается от одномерного случая. Важную роль в нем играют пе­
реходы между симметричными и несимметричными решениями. 
Линии, на которых происходят бифуркации, лежат здесь гораз­
до ближе друг к другу в пространстве параметров. 

Проведенный анализ показал, что в двумерной задаче су­
ществуют аналоги пространственно-временных структур, кото­
рые были изучены в. одномерной постановке. Это периодические 
автомодельные решения и двухчастотные режимы. Важно отме­
тить, что несмотря на сложность двумерной задачи в частных 
производных, большую помощь в ее исследовании оказывают 
упрощенные конечномерные модели. 
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§ 9. Другие задачи, связанные с анализом 
диссипативных систем в окрестности точки бифуркации 

При исследовании двухкомпонентных систем в окрестности 
точки бифуркации широко применялись упрощенные модели. 
Их взаимосвязь показана на схеме 5. Мы видим, что анализ 
каждой из них требует проведения численных расчетов и при­
менения различных аналитических методов. В иерархии моде­
лей, представленной на схеме, есть несколько уровней. Работу 
над изучением большинства моделей нельзя считать завершен­
ной. Обратим внимание на некоторые вопросы, требующие даль­
нейшего исследования. 

При изучении двумерной задачи большую роль играли дву­
мерные автомодельные решения. В ряде случаев именно они 
определяли поведение системы при £{to}oo. В настоящее время 
ПОЯВИЛОСЬ много других нелинейных уравнений, где они играют 
принципиальную роль [43, 45]. Их построение связано с реше­
нием эллиптической краевой задачи, зависящей от параметра. 
Эффективные методы их численного анализа даже для случая 
простейших областей практически не разработаны. 

В одномерной задаче интересно было бы выяснить, как ме­
няется число автомодельных решений и их свойства при изме­
нении параметров. Неясно, каким образом можно было бы по­
строить полную бифуркационную диаграмму. Построение такой 
диаграммы для стационарных структур в ряде систем вида (1.2) 
привело к интересным результатам [37]. 

Выше мы рассмотрели простейшие решения динамической 
системы (3.6) и один пример странного аттрактора. Большин­
ство представлений о стохастических режимах в системах обык­
новенных дифференциальных уравнений связано с результатами 
изучения системы Лоренца. Было бы полезно иметь еще не­
сколько динамических систем со стохастическим поведением. 
J3 модели (3.6) интересно выяснить, как возникает странный 
аттрактор при изменении параметров системы, каковы свойства 
сложных непериодических решений в области параметров III, 

Большинство результатов, полученных к настоящему време­
ни, относятся к случаю областей небольшой длины, когда ре­
шения задачи (2.1) и динамической системы (3.6) хорошо со­
гласуются между собой. Увеличение I приводит к необходимо­
сти изучать упрощенные модели с большим числом степеней 
свободы. Например, в трехмодовой системе можно исследовать 
странные аттракторы, у которых два ляпуновских показателя 
положительны. Анализ структуры аттрактора, проведенный для 
одного из обобщений уравнений Лоренца [107], показывает, что 
здесь есть ряд содержательных задач. 

Для класса систем, возникающих в химической кинетике, 
получены аналитические оценки размерности аттрактора [20]. 
Было бы интересно применить эти результаты к анализу зада-
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чи (2.1), а также выяснить с помощью различных численных 
алгоритмов, каков закон роста размерности при увеличении /. 

Метод многомасштабных разложений, с помощью которого 
было получено уравнение (1.3), успешно применялся при ис­
следовании конвективной неустойчивости ЖИДКОСТИ [110], при 
анализе задан физики плазмы [94], в теории нелинейных волн 
[118]. Этот метод использовался и для анализа самого уравне­
ния (1.3). В предположении о близости решения уравнения (1.3) 
к пространственно-однородному было, получено уравнение [1'04] 

v = \Av — |ДЛ?2У2,° — ^v(yv). (9.1) 
Здесь V — градиент фазы W, v = li+c1c{cdot}-, \ = 2{cx—c2), 

10,=-= (1 -+Ci2)/2. В работе [100] была поставлена задача о не­
устойчивости волн в активных средах в двумерном случае при 
переходе с одного устойчивого фона на другой. Применение 
метода многом.асштабных разложений и в этом ; случае приво­
дит к уравнению (9.1). При таком подходе v интерпретируется 
как локальная фазовая скорость бегущей волны. В работе [100] 
было найдено аналитическое решение уравнения (10.1) типа 
бегущей волны. 

Когда v>0, по свойствам (9.1) близко к уравнению Бюргер-
са [68]. При л><0 это уравнение может иметь> сложные, по-види­
мому, непериодические решения [122]. В самом деле, в отсутст­
вие члена |aV2V2u его решения могут существовать в течение 
ограниченного времени. Заменой Хопфа — Коула при v<0 оно 
сводится к линейному уравнению с отрицательной диффузией. 
Член |iV2V2D обеспечивает стабилизацию решений, он описы­
вает диссипацию гармоник exp (mt-\-ikx) при больших k. Урав­
нение. (9.1) вызывает интерес как одно из простейших модель­
ных уравнений, которое в одномерном случае может описывать 
хаотические процессы. 

Вместе с тем расчеты показывают, что во МНОГИХ областях 
параметров функция | W<(x, t) \ существенно неоднородна по 
пространству, поэтому область применения уравнения (9.1) го­
раздо меньше, чем исходного, на что обращалось внимание в 
работах [98, 99]. 1 

При выводе уравнения- (1.3) считалось, что в системе (1.2) 
происходит бифуркация Хрпфа или бифуркация Тьюринга при 
kc-7--0. Анализ более сложных случаев, когда кс = 0. или более 
двух собственных значений пересекают мнимую ось, приводит к 
другим уравнениям [111]. 

Одно из обобщений уравнения Курамото •— Цудзуки связано 
с учетом следующих членов в разложениях по малому парамет­
ру в задаче (1.2). Пусть нелинейные источники в этой системе 
зависят от двух параметров % и (д,. Запишем уравнение (1.3) 
в виде 

Wt=duWm+{a,+a2\W\z)W. (9.2) 
Пусть при ц<цо Rea2<0, при {mu}>{mu}0 Re<22>0. В последнем слу-
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чае уравнение (9.2) неприменимо: при изменении, параметра к 
амплитуда решения скачком меняется на конечную величину. 
Пример такого поведения дает модель , Фиц —- Хью — Нагумо 
[66] и другие модели, где существенную роль играют пороговые 
эффекты. Чтобы описать эти эффекты, нужен учет следующих 
членов и переход к уравнению 

^ - - - - й о ^ + ( а 1 + а 2 | ^ | 2 — а 3 | 1 Г | 4 ) ^ , •• (9.3) 
где do, • Gi. а2, аз, - комплексные постоянные [124]. Возможность 
такого перехода связана с наличием еще одного малого пара­
метра ~ (|х—p,o)1/s. Поэтому уравнение (10.3) не обладает такой 
общностью, как уравнение (1.3), и имеет1 гораздо меньшую об­
ласть приложений. 
! При переходе от исходной системы (1.2) к уравнению (1.3)' 
существенна одномерность задачи: из линеаризованного уравне­
ния можно однозначно определить вид функций / в форму­
ле (1.4). В многомерном случае ситуация сложнее — у линеари­
зованной задачи может быть несколько решений, их число 
существенно зависит от геометрии. области. Например, для 
квадрата f.-.exp(t'foO, f2—exp(iky),/3-afi+j3f2{cdot} 

Уравнения, описывающие двухкомпонентные системы, для 
•бифуркации Тьюринга были получены в двумерном и трехмер­
ном случае в работе [111]. Для областей различной геометрии 
эти уравнения могут составлять системы не двух, как (1.3), 
а большего числа уравнений. Их подробный анализ также был 
<бы очень полезен. 

В некоторых физических задачах используется модель, свя­
занная с, дискретным аналогом уравнения (1.3). Система обык­
новенных дифференциальных уравнений получается в резуль­
тате замены Щх на [W{x+h)— 2W(x) + W(x—h)]/h2 [3]. 

Ряд обобщений уравнения Курамото — Цудзуки возникает в 
задачах гидродинамики. В теории ветровых волн на .воде 
используется двумерное уравнение, в которое производные по 
направлениям х и у входят с разными коэффициентами [2]. 
В ряде случаев нужно учитывать влияние малого шума [80, 
111]. ИСХОДЯ из метода многомасштабных разложений, были 
выведены уравнения, позволяющие описать систему конвектив­
ных валов при небольших числах Прандтля [79]. Эта задача 
также представляет интерес. 

Выше мы рассматривали наиболее.простой способ построения 
упрощенных моделей для задачи (1.2) и уравнения (1.3). В ря­
де гидродинамических экспериментов оказалось •' возможным 
оценить размерность аттрактора, показать, что число степеней 
свободы невелико [76, 108]. Однако построить достаточно про­
стую модель, связывающую эти переменные, обычно не удается. 
Метод Галёркина часто дает системы . высокой размерности. 
Для многих конкретных систем вопрос о -построении эффектив­
ных упрощенных моделей остается открытым. , . г 

307 



Обратим внимание на класс задач, возникающих в нелиней­
ной оптике, где диссипативиые члены являются малыми добав­
ками к слагаемым icxWxx и ic2W| W|2 [75]. Естественно ожидать, 
что решения уравнений такого типа будет на определенных 
временах близки к солитонам огибающей [66, 68]. В ряде слу­
чаев здесь удается проследить последовательность бифуркаций, 
приводящих к усложнению решений и хаотическим режи­
мам [76]. 

Таким образом, результаты исследования двухкомпонентных 
систем в окрестности точки бифуркации могут найти приложе­
ния во многих других задачах. Ряд нерешенных теоретических 
вопросов, касающихся классификации двухкомпонентных си­
стем, представляет большой интерес. Это дает основание счи­
тать, что в этой области в дальнейшем могут быть получены 
новые интересные результаты. 
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