
УДК 517.956.45 + 517.958 
КВАЗИЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ 

ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ С ИСТОЧНИКОМ: 
ОБОСТРЕНИЕ, ЛОКАЛИЗАЦИЯ, СИММЕТРИЯ, 

ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ, АСИМПТОТИКИ, СТРУКТУРЫ 
В. А. Галактионов, В. А. Дородницын, Г. Г. Еленин, 

С. П. Курдюмов, А. А. Самарский 

ВВЕДЕНИЕ 

Процессы спонтанного нарушения высокой степени симмет­
рии макроскопического состояния сложной системы являются 
одним из удивительных феноменов окружающего нас мира. 

Эти процессы приводят к возникновению так называемых 
диссипативных структур —упорядоченных образований с харак­
терными пространственно-временными формами. Для возникно­
вения процессов самопроизвольного нарушения симметрии с по­
нижением ее степени система с необходимостью должна быть 
открытой, а ее математическая модель нелинейной [29, 64, 80]. 

В настоящее время явления образования структур находят­
ся в поле пристального внимания исследователей различных 
специальностей. Биологов эти явления интересуют в связи с 
вопросом происхождения жизни, проблемами предбиологической 
эволюции, морфогенеза [49, 71, 75, 80, 81], экологов с точки зре­
ния познания законов образования и стабильного функциониро­
вания биоценозов [75], физиков и химиков в связи с возмож­
ностью создания принципиально новых приборов и установок. 
Интерес технологов вызван возможностью повышения произво­
дительности старых и созданием новых интенсивных технологий 
[77]. Философов эти явления привлекают как примеры нетриви­
ального проявления категории «часть и целое», диалектики са­
модвижения [78]. 

Несмотря на различную природу систем, при переходе от не­
упорядоченного состояния к упорядоченному они ведут себя 
аналогичным образом, что свидетельствует о существовании 
фундаментальных принципов их функционирования. Изучением 
этих принципов занимаются представители различных дисцип­
лин в рамках синергетического подхода [59, 64, 79]. 

Вполне естественно, что одно из самых мощных орудий сов­
ременного естествознания — математическое моделирование 
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средствами вычислительного эксперимента [72] используется при 
изучении структур в нелинейных средах- Сочетание традицион­
ных методов математической физики, современных численных 
методов и методов обработки информации позволяет всесторон­
не анализировать рассматриваемое явление, накапливать о нем 
информацию, создавать новые понятия и методы, адекватные 
качественным особенностям нелинейных явлений. В создании 
базисных понятий и построении математических моделей суще­
ственную пользу приносит представление о симметрии-асим­
метрии. 

При изучении любого явления исследователь имеет дело с 
иерархической последовательностью моделей, которая, как пра­
вило, составляется путем последовательного учета различных 
факторов- В такой иерархии моделей всегда можно проследить 
иерархию симметрии. При этом модель самого низкого уровня 
подробности описания имеет максимальную симметрию. 

Наличие богатой симметрии позволяет сформулировать «ато­
марные» понятия, в значительной степени адекватные изучаемо­
му классу явлений. По существу, почти все известные к настоя­
щему времени диссипативные структуры с математической ТОЧ­
КИ зрения являются инвариантными или частично-инвариантны­
ми решениями феноменологических нелинейных уравнений, то 
есть наиболее симметричными решениями. Так, стационарные 
диссипативные структуры являются частным случаем инвариант­
ных решений — стационарными решениями [39]. Автоволновые 
структуры с хорошей точностью представимы с помощью друго­
го частного случая инвариантных решений — так называемых 
бегущих волн [38, 49, 56]. Наконец, рассматриваемые в этой ра­
боте и других работах авторов [32, 40, 41, 45, 59, 73, 74] неста­
ционарные диссипативные структуры режимов с обострением 
непосредственно связаны со степенными автомодельными реше­
ниями. ' Симметрия-асимметрия является тем глубинным свой­
ством материи, которое не только используется для формулиров­
ки базисных понятий, а может быть положено в основу матема­
тического моделирования. Имеется в виду создание иерархии 
моделей на основе иерархии симметрии. 

Предлагаемая работа посвящена изучению диссипативных 
структур режимов с обострением, которые образуются в дисси-
пативиой активной нелинейной среде. В качестве содержатель­
ной математической модели минимальной размерности выбрано 
квазилинейное уравнение теплопроводности: 

«i-=div(/<'(«)gradw) + Q(.«). (1); 
В этом уравнении и>0 является температурой, среды, К{и)^] 
.5-0— нелинейным коэффициентом теплопроводности, Q(u)^ 
^ 0 — нелинейным источником тепла. Предполагается, что i'C(w) 
и Q(u) определены и гладки для всех и > 0 и обращаются в 
нуль лишь в абсолютно холодной среде (/С(0)—Ю, Q(0)—0), 
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Объектом исследования являются решения задачи Коши для 
уравнения (1) при различных типах пары коэффициентов 
{K(u),Q(u)}. 

Особый интерес представляют К(и) и Q(u), удовлетворяю­
щие условиям: 

1 

J/f(»)a--rf«< + oo (2) 
о 

и 

J[Q(a)]-1rfa< + co. (3) 

Выполнение условия (2) при отсутствии источника тепла в 
среде (Q(u)== О) обеспечивает в случае финитного начального 
распределения волновой режим распространения теплового 
возмущения в абсолютно холодной среде с конечной скоростью 
фронта [43, 68] (см. рис. 1). 

О х , х ^ 
Рис. 1. ЭВОЛЮЦИЯ начального теплового возмущения в среде без У 
источника- Фронт тепловой волны распространяется с конечной 

скоростью 

Выполнение условия (3) при отсутствии теплопроводности в 
среде (/((и)=0) приводит к несуществованию в целом решения 
задачи Коши. В этом случае нагрев среды происходит в режиме 
•с обострением: за ограниченный промежуток времени ЩО, т] 
в некоторой области пространства температура достигает бес­
конечности. Существенным является локализация области вы­
соких температур в пространстве при неоднородном ограничен­
ном начальном тепловом возмущении (см. рис. 2). 

Представляет интерес изучение решения задачи при одновре­
менном действии диссипативного фактора (К{и)фО) и объем­
ного источника тепла (Q(u)S)kG). 

Исследования неограниченных решений (режимов с обостре­
нием) занимают особое место в теории нелинейных эволюцион­
ных уравнений. В общей теории нелинейные задачи, допускаю­
щие неограниченные решения, являются глобально (по време­
ни) неразрешимыми. Долгое время они рассматривались как 
экзотические примеры, показывающие степень оптимальности 
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0 x m x 

Рис. 2. Эволюция начального теплового возмущения в среде без <, 
теплопроводности. Температура достигает бесконечного значения 7 

за конечное время т. в одной точке пространства / 

тех ограничений, которые обеспечивают глобальную разре­
шимость. " 

Успешные попытки вывода условий неограниченности реше­
ний нелинейных параболических задач были предприняты бо­
лее двадцати лет назад [93, 97, 108]. Предложенные в этих рабо­
тах методы оказались весьма плодотворными и получили даль­
нейшее развитие-

Новый импульс развитию теории неограниченных решений 
дали ВОЗМОЖНОСТИ практических приложений, например, пробле­
мы самофокусировки световых пучков в нелинейных средах, эф­
фект Г-слоя в низкотемпературной плазме, проблемы безудар­
ного сжатия и т. п. (см. об этом в [59] и других статьях настоя­
щего тома). Число математических публикаций, в которых 
изучались неограниченные решения нелинейных эволюционных 
уравнений, в последние полтора десятилетия резко возросло. 

Однако в математических исследованиях неограниченных 
решений в основном отдается заметное предпочтение вопросам 
общей теории, главным образом, выводу условий глобальной 
неразрешимости нелинейных задач. Конструктивные методы ис­
следования пространственно-временной структуры неограничен­
ных решений продвинуты еще недостаточно далеко. Основная 
причина этого, по-видимому, состоит в том, что широкому кругу 
специалистов в области нелинейных эволюционных уравнений 
неизвестны те существенно нестационарные эффекты и явления 
физического характера, которые могут возникать в нелинейной 
среде и стабильно эволюционировать в течение ограниченного 
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промежутка времени. Эти эффекты необычны и представляют 
значительный как теоретический, так и практический интерес. 

В частности, режимы с обострением приводят к локализации 
в пространстве областей высокой температуры и к образованию 
нестационарных диссипативных структур. 

§ 1. Необычные эффекты режимов с обострением 

Свойства режимов с обострением проще всего продемонстри­
ровать на одномерной среде с определенной парой {К(и), Q(u)}. 

В качестве такой пары выберем степенные функции 
К{и) = иа, а > 0 , 
Q(«)-=«P, P > L ( ' 

При ограничениях о>0, р>1 функции К(и) и Q(w) удовлетво­
ряют условиям (2), (3). Выбор степенных функций не случаен. 
Ниже с помощью методов группового анализа будет показано, 
что на классе таких функций симметрия математической модели 
в определенном смысле максимальна. С другой стороны, степе­
ни а и |3 являются удобной мерой интенсивности нагрева и дис-
сипативного фактора. Соотношения между а и р определяют 
пространственно-временной порядок в рассматриваемой среде. 
Представление о пространственно-временной структуре можно 
получить на основе предварительного анализа инвариантных 
решений. 

При специальном выборе начального теплового возмущения 
u(x,0)=Q(x) его дальнейшая эволюция 

u(x,t)=g(t,x)Q(xqr1(t,x)) (5) 
определяется функциями 

g(t,T) = (\-tx-l)-v, Ф(^т) = ( 1 - ^ - 1 ) а , 
где 

Y=(P-1) - 1 , а = 0 , 5 ф — а - 1 ) ( Р - 1 ) - 1 . 
Функция 8(.;) удовлетворяет при этом, соответствующей крае­
вой задаче (см. § 3) для нелинейного обыкновенного дифферен­
циального уравнения второго порядка 

(9«е^-т1е:+е0—>=0. (б) 
ХОТЯ инвариантное решение (5) является частным решением 

задачи Коши, тем не менее оказывается, что при практически 
любых начальных возмущениях решение исходной задачи «вы­
ходит» на это решение на развитой стадии процесса нагрева. 
Таким образом наиболее симметричное решение описывает 
асимптотику эволюционного процесса. С ,щмсщью анализа 
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уравнения (6) устанавливаются базисные асимптотические ре-
жимы нагрева среды [40, 41, 45, 73, 74]. 

Тепловая волна. #5-режим с обострением, В рассматривае­
мой среде возможен волновой, так называемый HS-режпм с 
обострением. Волновой режим развития начального возмуще­
ния возможен при 1<р<сг+1. Последнее неравенство, грубо 
говоря, означает, что с ростом температуры диффузия тепла 
происходит более интенсивно, чем нагрев среды, B этом случае 
за конечное время все пространство нагревается до бесконеч­
ной температуры (см. рис. 3). 

Рис. 3. Тепловая волна Я5-режима с Рис. 4. Формирование диссипативной 
обострением 6 структуры 5-режима с обострением. 

л Структура локализована на фунда-
I ментальной длине L„ £j 

Локали'зация тепла в 5-режиме. При |3 —а+1 интенсивность 
нагрева и диффузии тепла уравниваются, что приводит к па­
радоксальному эффекту: нагрев среды до бесконечной темпе­
ратуры за ограниченный промежуток времени происходит на 
так называемой фундаментальной длине Ls (см. рис. 4), Не­
смотря на наличие диффузии, тепло не распространяется в хо-
лодйое пространство за пределы фундаментальной длины. Име­
ет место- эффект локализации области интенсивного нагрева. 
•Более того, образуется нестационарная диссипативная струк­
тура, распределение температуры в которой не зависит от на­
чального возмущения. От начального возмущения зависит лишь 
время существования структуры. Такой режим нагрева был на-
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зван S-режимом [45, 74]. Подчеркнем, что в случаях HS- и S-
режимов на развитой стадии нагрева температурное возмуще­
ние имеет единственную структурно-устойчивую пространствен­
но-временную форму, определяемую единственным решением 
краевой задачи для (6) с определенным значением времени 
существования решения т > 0 . 

Диссипативные структуры LS-режима с обострением. При 
более интенсивной работе источника по сравнению с диффузией 
тепла (ст+1<р<ст+3) в среде образуется конечное число дис­
сипативиых структур LS-режима с обострением. Число N ка­
чественно различных структур определяется по формуле [40]: 

i V - — [ - o ] - l , 
где а = ( р - 1)(р-ст— I)"1 . 

Число структур связано с числом нулей в решении у=у(х) 
следующей линейной задачи [40]: 

у"—0,5(Р—а—1)*/+(р—1)г-=0, 

Решение этой задачи имеет вид: . 
у(х).=Ф(-($-о) ( р - а - 1 ) - 1 , 0,5, 0,26(p—a—1Jx2), 

где Ф(а,Ь,1) вырожденная гипергеометрическая функция [7]., 
Каждая структура имеет свою пространственно-временную 

форму, определяемую решением ОДНОЙ И ТОЙ же краевой зада­
чи для уравнения (6) (см. рис. 5). Эти структуры существуют 

Рис. 5. Собственные функции автомодельной задачи в случае LS-режима с 
обострением: 9-0. (1) , i = 1,3. Собственные функции определяют распределе­
ние температуры в простой (1) и сложных (2, 3) диссипативиых структурах. 

в течение одного и того же промежутка времени т > 0 , В мо­
мент обострения при t=% каждая структура оставляет в среде 
след — предельное распределение 

и{х,х)~с1\х\-щ-°-')~\ i = T7iV, с<>0. 
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Предельные распределения для различных структур различа­
ются значениями постоянных ci. 

Значения ci являются собственными числами нелинейной 
краевой задачи для (6), а ее решения — собственными функ­
циями. 

При заданном времени обострения имеется N изохроничес-
жих (существующих в течение одного и того же промежутка 
времени) структур, «содержащих» в начальный момент време­
ни определенное количество «тепловой энергии» 

00 

Q. — jVa)d£, Qi>Qi~v i-277v. 
о 

Таким образом, собственные функции .определяют конечное чис­
ло «энергетических уровней», существующих в течение одного и 
того же промежутка времени %. 

С другой стороны, любое заданное в начальный момент вре­
мени количество «энергий», благодаря профилированию по про­
странству начальной температуры,"-в соответствии с конечным 
числом собственных функций может существовать в виде ко­
нечного числа изоэнергетических структур. Времена существо­
вания таких структур различны: минимальное «время жизни» 
у самой простой структуры; максимальное — у самой сложной. 
Степень сложности структуры определяется характером ее не­
монотонности при х^О, Простой структуре соответствует моно­
тонно убывающее распределение температуры, самой слож­
ной — распределение с максимально возможным числом ло­
кальных экстремумов. 

Исследования показали [41], что самой стабильной струк­
турой является самая простая'структура. На рис 6а, 66 пред­
ставлены результаты расчета превращения сложных структур 
§2 и 8з в простую структуру 0i. Сложные тепловые структуры 
сохраняются в течение почти всего времени обострения. В те­
чение достаточно короткого промежутка времени непосредст­
венно перед моментом обострения происходит вырождение 
сложной структуры в простую. 

Существование «игольчатых» предельных распределений (8) 
свидетельствует о локализации в пространстве области интен­
сивного нагрева (см. рис. 7). 

На основе рассмотренных выше примеров создается впечат­
ление, что локализация области интенсивного нагрева имеет 
место при более интенсивном действии источника, 'по сравнению 
с диффузией. Действительно, при 1 < р < о + 1 локализация от­
сутствует, при |3 = о+1 область локализации определяется фун­
даментальной длиной L-. При о + 1 < р < о + 3 чем выше темпе­
ратура «о, тем меньше область пространства, где и^и0. 

ЕСЛИ для 1 < р < а + 3 при любых' начальных данных всегда 
реализуется режим с обострением, то при ( 5 > а + 3 существует 
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Рис, 6а- Распад сложной диссипативной структуры, 
соответствующей второй собственной функции 

Рис. 66. Распад сложной диссипативной структуры, соответствующей третьей 
собственной функции 

V 

.два типа режимов — Я5-режим остывания . без обострения 
(т<0) и LS-режим с обострением (т>0). 

Инвариантное решение ЯЯ-режима без обострения струк­
турно неустойчиво и является границей двух классов началь­
ных данных. Если начальное распределение минорирустся рас­
пределением температуры инвариантного решения Я5-режима 
остывания, то имеет место LS-режим с обострением (см. 
рис. 8а). ЕСЛИ начальное распределение мажорируется при 
совпадении значений максимальных температур, то образуется 
затухающая волна (см, рис. 86). Волна существует в течение 

.достаточно большого промежутка времени. На рис,-8 распреде­
ление Я5-режима без обострения обозначено штриховой 
.линией. 
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Рис- 7. Формирование диссипативной структуры LS- л 
режима с обострением. 1—предельное распределение /J 

температуры 

Следует отметить, что существование перечисленных режи­
мов при степенных зависимостях К(и), Q(«) от и можно пред­
сказать на основе метода осреднения, предложенного в [42], 

Предварительный анализ инвариантного решения (5) для 
частного случая степенных зависимостей К (и) и Q(u) {40, 41, 
42, 45, 59, 73, 74] позволил определить и сформулировать ряд 
понятий, характерных для рассматриваемого класса задач. Это' 
прежде всего понятия обострения, локализации, эффективной 
локализации, предельного распределения температуры, СЛОЖ­
НЫХ и простых диссипативных структур, их структурной устой­
чивости. С точными определениями этих понятий можно озна­
комиться в § 3. 

Для доказательства существования обострения и локализа­
ции в случае более общих зависимостей К(и) и Q(w) важную. 
роль играют методы группового анализа, качественные методы 
теории обыкновенных дифференциальных уравнений (о.д.у.),, 
численные методы я методы сравнения решений параболических 
уравнений, в том числе вырождающихся. 
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-0,5LLS 

Рис. 8а. Формирование диссипативной структуры LS-режима с обострением 
при 'p>icj+3. Структура локализована на фундаментальной длине, 1 — крити­

ческое распределение температуры 

2? 

Рис 86, Образование тепловой волны ЯЯ-режима без обострения 

Методы группового анализа позволяют указать, для каких 
пар {К(и), Q(u)} имеется достаточно богатый набор инвари-. 
антных решений и определить их конкретный тип. 

С помощью методов качественной теории о. д. у. удается 
установить особые свойства инвариантных решений и сформу­
лировать основные понятия. Численные методы позволяют по-
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.лучить информацию о конкретном инвариантном решении и его 
устойчивости относительно возмущений. 

С помощью метода приближенных автомодельных решений 
(ПАР, см. [23]) удается поставить в соответствие исходным урав­

нениям некоторые другие, — базисные уравнения. Эти уравне­
ния могут иметь более богатый набор инвариантных решений, 
по сравнению с исходными уравнениями. Замечательным яв­
ляется то обстоятельство, что эти уравнения могут отличаться 
от исходных, и тем не менее, решение исходной задачи на асимп­
тотической стадии эволюционного процесса стремится к инва­
риантным решениям базисных уравнений. Это обстоятельство 
делает особенно важным исследование спектра инвариантных 
решений, которые определяют различные финальные формы 
процессов в нелинейных средах. 

Достаточный запас инвариантных решений необходим для 
успешного применения методов операторного сравнения. В ме­
тоде операторного сравнения эти.решения используются в ка­
честве опорных носителей определенных свойств общего реше­
ния (см. [14]). 

Одним из интересных результатов исследования в много­
мерном случае является установление существования разных 
типов инвариантно-групповых решений по различным коорди­
натам: степенной автомодельное™ по радиусу и бегущей волны 
по углу. Такие решения определяют хорошо известные спираль­
ные волны [49]. Примечательно, что такого рода решения су­
ществуют'для одного уравнения теплопроводности с источником: 

Мы не касаемся в настоящей работе важной и трудной про­
блемы построения и изучения архитектуры многомерных собст­
венных функций нелинейной среды. Укажем, что существенные 
конструктивные шаги в этом направлении сделаны в работах 
'[60]. Проблема построения многомерных автомодельных реше­
ний приводит к необходимости численного решения нелинейных 
эллиптических уравнений. Проблема начального приближения 
решается на основе метода линеаризации в окрестности так на­
зываемого гомотермического решения и фундаментального 
решения. Такой подход позволяет строить многомерные струк­
туры и в триггерных средах. 

Установление асимптотик эволюционных процессов, приводя­
щих к возникновению определенного числа типов метастабильно 
устойчивых диссипативных структур, пространственно-времен­
ная структура которых описывается инвариантно-групповыми 
решениями играет роль аналога второго начала в открытых не­
линейных системах. 

§ 2. Симметрия уравнения теплопроводности 
2.1. Что дает групповой анализ? Современный групповой 

анализ представляет собой общепризнанный метод описания 
симметрии непрерывных математических моделей. • :.•. -.> 
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Это направление опирается на теорию непрерывных групп, 
развитую Софусом Ли в конце прошлого века, и представля­
ет собой синтез алгебраических идей с'идеями анализа- Поня­
тие непрерывной группы интенсивно развивалось и привело к 
созданию целого направления в математике: теория групп и 
алгебр Ли, теория представлений групп и т. д. При этом подход 
Ли к проблеме интегрирования (изначальной целью Ли было 
создание теории полного интегрирования дифференциальных 
уравнений) был основательно забыт в теории дифференциаль­
ных уравнений. Это было вызвано тем, что методы интегрирова­
ния, развитые Ли, не явились универсальным математическим 
аппаратом,—произвольная система дифференциальных уравне­
ний не обязана допускать нетривиальную группу преобразова­
ний (обсуждение ЭТИХ вопросов можно найти в [66])- Кроме 
того, теория Ли является локальной теорией, неспособной, во­
обще говоря, непосредственно дать решение краевой задачи. 

Тем не менее позднее подход Ли к дифференциальным урав­
нениям был по достоинству оценен прикладниками, поскольку 
математические модели, используемые., в физике и механике, 
обладают, как правило, существенной симметрией, описываемой 
широкой группой преобразований. Знание такой группы пред­
ставляет исследователю значительную информацию для изуче­
ния математической модели. В частности, групповое свойство 
системы дифференциальных, уравнений позволяет выделять 
классы инвариантно-групповых решений, нахождение которых 
представляет собой более простую задачу по сравнению с об­
щим решением, генерировать новые решения из уже известных 
и т. д. Это обстоятельство приобретает особую ценность при 
изучении нелинейных моделей, где каждое точное решение иг­
рает важную роль и где алгоритмы группового анализа дейст­
вуют столь же эффективно, как для линейных. Заметим также, 
что в отличие от традиционных методов исследования (напри­
мер, метода малого параметра и др.), групповые методы не ис­
пользуют линеаризации исходной модели. По-видимому, с этими 
обстоятельствами связано широкое исследование групповых 
свойств множества моделей математической физики, проведен­
ное в 60-х годах. После работ Биркгофа, Л. В. Овсянникова, 
Л. И. Седова и их последователей возникло новое самостоятель­
ное направление, называемое групповым анализом дифференци­
альных уравнений. 

Вопреки распространенному мнению, групповой анализ не 
исчерпывается методами построения частных решений системы 
дифференциальных уравнений. Еще в начале нашего столетия 
связь симметрии математической модели с законами сохранения 
получила конструктивное оформление в виде теоремы Нётер. 
Поскольку законы сохранения в большинстве случаев являются 
основой для построения математических моделей, то теорема 
Нётер "указала на фундаментальную роль^симметрии при .мате-
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магическом моделировании. Нелишне напомнить, что соображе­
ния симметрии сыграли решающую роль при создании кванто­
вой механики, теории элементарных частиц и в др. областях. 

Развитие группового анализа привело и ко многим другим 
путям использования симметрии математической модели- При 
этом, однако, современные задачи математической физики по­
ставили ряд вопросов, не нашедших решения в рамках класси­
ческой теории Ли. Были найдены отдельные преобразования 
неточечного характера, сохраняющие дифференциальные урав­
нения; преобразования, связывающие решения нелинейных урав­
нений с решениями линейных; найдены решения, не являющиеся 
классическими инвариантными (например, многосолитонные ре­
шения уравнения КдФ). Вполне выкристализовалась так назы­
ваемая проблема Бэклунда, хотя ее конструктивная формули­
ровка была дана сравнительно недавно [48]. 

Все это явилось предпосылкой развития и обобщения теории 
Ли. Первые обобщения были даны самим Ли — это его теория 
касательных преобразований первого порядка. Однако дальней­
шее продвижение в этом направлении наталкивалось на труд­
ности принципиального характера. Лишь недавно [47] удалось 
создать удовлетворительную теорию —-• теорию групп Ли — Бэк­
лунда, нетривиальным образом обобщающую классическую тео­
рию Ли. Новая теория позволила разрешить ряд вопросов, нере­
шенных классической теорией, и, главное, дала возможность об­
наружить «скрытую симметрию» математических моделей, не­
доступную для классического подхода. В рамках теории групп 
Ли—Бэклунда удается получить ряд конструктивных теорем 
при изучении консервативных свойств систем дифференциаль­
ных уравнений, сформулировать проблему Бэклунда и дать эф­
фективные методы ее решения [48]. 

В настоящий момент групповой анализ находится, безуслов­
но, на новой стадии подъема и становится эффективным мето­
дом исследования нелинейных дифференциальных уравнений. 

В этой части работы мы приведем некоторые результаты 
группового анализа и его приложений в рамках модели нелиней­
ной теплопроводности. Симметрия уравнения нелинейной тепло­
проводности с источником здесь нас будет интересовать в основ­
ном с точки зрения структур — возможности существования 
устойчивых диссипативных структур в теплопроводной среде. 
Понятие структурной устойчивости, т. е. сохранение во времени 
характерной для данной структуры формы, скорости роста, ло­
кализованное™ в пространстве и т. д., тесно связано с поняти­
ем инвариантности решения при преобразованиях, затрагиваю­
щих время. Есть основания считать, что именно инвариантные 
решения во многих случаях образуют «аттракторы» эволюции 
диссипативных структур определенного типа нелинейных задач. 
С этих позиций инвариантно-групповые решения являются не 
экзотическими, вырожденными представителями многообразия 
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тепловых образований, а структурами, которые характеризуют 
важные внутренние свойства нелинейной диссипативной среды. 

2.2. Групповая классификация уравнения нелинейной тепло­
проводности с источником: группа точечных преобразований. 

2.2.1. В этом пункте мы рассмотрим групповые свойства урав­
нения нелинейной теплопроводности с ИСТОЧНИКОМ (СТОКОМ) в 
одномерном случае 

ut=(k(u)ux)x+Q(u). (1) 
При конкретных функциях К(и) и Q(u) алгоритмы группо­

вого анализа позволяют найти группы преобразований (обра­
зующих локальные группы Ли), допускаемые уравнением (1). 
Естественное обобщение этой задачи (групповая классификация 
уравнения (1)) —перечисление групп преобразований при всех 
возможных видах К(и), Q(u), точнее, нахождение допустимой 
группы преобразований при произвольной паре (k, Q) (ядра 
основных групп) и перечисление всех тех частных видов (k, Q), 
при которых происходит расширение группы преобразований, 
допустимых уравнением (l) . 

Известно (см. [67]), что критерием инвариантности дифферен­
циального уравнения, — в нашем случае уравнения (1), — отно­
сительно группы точечных преобразований зависимых и незави­
симых переменных вида 

t*=f(t, х, a j f l i , . . . , aT), 
x*=g(t, х, и; ах аг), (2) 
u* = q>(t, х, и; й\,. . . , аг), 

где o i , . . . , аг — параметры г — параметрической группы Ли, яв­
ляется выполнение условия 

X (и, - (k (и) их)х - Q (и)) | о) = 0, (3) 
где линейный оператор 

A - t И~^хд^'^и 5.1 ~ h 4 "3.T7"+"Ч^1~' + ' ^ x x inZ ' 
определяет инфинитезималы-юе преобразование группы (2), причем 
t, х, и ЯВЛЯЮТСЯ искомыми функциями точки (^, х, и), a t,ut, £« , 
£„ ВЫЧИСЛЯЮТСЯ по стандартным формулам продолжения через 
t, х, и (см. [67]). Оператор X взаимно однозначно связан урав­
нениями Ли с группой преобразований (2), поэтому для нахожде­
ния допускаемой группы достаточно решить систему (3) относи­
тельно функций t, х, и. 

При решении задачи групповой классификации система урав­
нений (3) (заметим, что (3) представляет собой с и с т е м у урав­
нений, поскольку коэффициенты t, x, и не зависят от производ-
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ных w,, ux, uxx,.. ., и потому, выражая, например, щ в (3) c по­
мощью (1) через и„ ихх, получаем ВОЗМОЖНОСТЬ «расщепить» (3) 
на систему уравнений, приравнивая нулю коэффициенты при 
"-, и-- и их степенях) решается при неконкретизированных за­
висимостях k=k(u), Q = Q(u). В результате на k(и), Q{u) 
возникают классифицирующие уравнения, решения которых да­
ют расширение допустимой группы преобразований. 

Результаты групповой классификации можно записать в бо­
лее компактном виде, если использовать группу преобразований 
эквивалентности (см. [67]). В нашем случае мы будем использо­
вать преобразования 

k(u) — yzk(au-{-$,• 

Q(«) = ~^QH+P), (4) 
«•= ай + р, x — Syx, 7=62t. 

Два уравнения (1), эквивалентные в смысле преобразований 
(4), допускают подобные группы и не различаются при группо­
вой классификации. 

Уравнение (1) при произвольных k (tt), Q (и) допускает (см. 
[30, 31] группу переносов по t и х (ядро основных групп), кото­
рым отвечают операторы X1----=— и X2 —•-—. При Q = 0 к Хь 

X2 добавляется растяжение X3=2t -— + x —-• В таблицах 1—-4 
приведены частные виды (специализации) пары {k {и), Q (и)}, при 
которых уравнение (1) допускает более широкую группу преобра­
зований. Для каждой пары {к (и), Q (а)} приведены координаты 
t, х, и базисных операторов алгебры Ли, при этом ядро Xv X2-
не приводится. В таблицы 1—4 включены и классические ре­
зультаты [65, 115], относящиеся к линейному уравнению и урав­
нению нелинейной теплопроводности (без источника). 
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(Р-1) 
0 
X 

0 
X 

0 

X 

2 

и 

—1 

бе"" 
2 

бе"6 ' 
0 ... 

— 1 

ПО 



Таблица 2 

-% = и°, о-АО; —4/3 

QW 

± u0+1 + би 
161 = 1 
±ип 

би, 16| = 1 

6= ± 1 

0 

{ 
{ 

Г 

е-ш 

2(n—l)t 
О 

е-бог 
* 

2t 
0 

J? 

0 

(n—а—1) х 
ах 
0 

(0+1) х/2 
X 
ах 

и 

8е~6а(и 

—2а 
2и 

Ье~ши П 
и 
0 
2и 

Таблица 3 

k = a"4 '3 

•?(«) 

a« _ 1 / 3 +6u, 
| а | = | 6 1 = 1 

; 

ак _ 1 / 3 , | а | = 1 

±ип, л-А—1/3 
( 

бы, |61 = 1 1 
6= ± 1 

[ 
0 1 

Г 

е4б*/3 

0 

0 

4*/3 
0 

0 

2(л—1)г. 
0 

е46//3 

0 
t 

2t 
О 
О 

X 

0 
е 2(а /3 ) . / 2 л 

e-2(a/3)V2x 

0 
е2(а/3)1/2 ." 

е-2(а/3)-/2лг 

(п + 1/3)л 
—2х/3 

0 
— X" 

— х/6 
х 

—2х/3 
—л;2 

U 

бе™'3 и 
- (За) 1 / 2 Х 

Х е2(--/3) . /2дгц 

(За)'/2Х 
е -2 (а /3 ) 1 / 2 . Г ц 

Ц 

--(За)1/2Х 
X e - W - ) 1 ' ^ 

<3а)-'ах 
е-гса/з)-/2.»^ 

—2а 
к 

5е4б'/3« 
Зхк 

" /3 
И 

Зх« 

lift 



Таблица 4 
А.э1 

Q(u) 

±е" 
±ип 

Ы\пи, 8= ±1 

ди, б = ± 1 

6 = ±1 

0 

Г 

2(п—1)< 
0 
0 
2г. 
4*-
0 
0 
0 

2г. 
Мг 

0 
0 
0 
2t 
4t* 
0 
0 
0 

X 

х/2 
(n—\)x 

еб< 
0 

4x.f 
2t 
0 
0 

JC 

2t 
0 

• 0 
л: 

4л* 
2г. 
0 
0 

<Г 

— 1 
—2a 

— Ы2еыхи 
e6ta 
26ta 

— (2г? + лг —4бг.2)и 
•—xu 

a 
b (x, t), 

bt = bxx + Sb 
26г. 

6(6t* + tx2)—(x!i + 2t)u 
— xu-\-§xt 

u—dt 
a(x, t), at = axx 

0 
— {x*+2t)u ) ' \ 

-xu I J 
и 

a (x, t), at = axx 

2.2.2. Здесь приведены результаты групповой классификации 
уравнения теплопроводности с источником (стоком) в двумер­
ном и трехмерном случаях (см. [33, 35]): 

N 

«<---• . 2 (* («)"•*/)•-,+ Q(*)« k>°- (5) 

Вычисления по методике [66] приводят в случае уравнения (5) 
к следующей группе эквивалентности: 

Т=ьч+/, • 
xt = abXi + et, (6) 

и — си+d, 
k(«)-=a2k(M), 

Q(«)=-fr Q(«)> 
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где a, b, с, d, e,, f — произвольные постоянные, a.b.c{ne}0, i—-1, 
, , . , N. 

Результат решения определяющей системы уравнений для 
(1) при N==3. следующий. В случае произвольных функций 
К(и), Q(u) уравнение (5) допускает группу переносов вдоль t, 

Таблица 5 

хи x2, x3 и группу вращений вокруг любой из пространственных 
осей, которые определяются инфинитезимальными операторами: 

v д у — д у _ д 

^-"^ЭЗ^Г* Л 2 _ ^ 7 ' Л з - 3 ~ 7 ' 
X с, = Хч --— dxi •Xi дх,' X6=={cdot}x3 дхх 

V V 

х J-
" * 1 ^ (7) 
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Групповре ядро (7) может быть расширено лишь при тех част­
ных видах К.(и), Q(u), которые перечислены'ниже. v 

В таблице 5 приведена ориентирующая «схема'» групповых 
свойств уравнения (5). Через Lr обозначено пространство раз­
мерности г (алгебра Ли) операторов вида 

з 
г д_ , ,v< ~ <-• . ~. д 

dt' X—* Si + 2 х' ШГ+и Ш' 
допускаемых уравнением (5). 

Заметим, что в линейных случаях так же, как и в линейном 
одномерном случае (см. выше), пространство допускаемых опе­
раторов образовано прямой суммой конечномерного и бесконеч­
номерного пространства. 

В таблицах 6 —10 приведены координаты базисных операторов 
алгебры Ли для случаев расширения ядра основных групп 
(заштрихованные клетки таблицы 5), причем координаты базисных 
операторов ядра не приводятся. В 'большинстве случаев вместо 
трех координат л:1, х2, Зс3 выписана xt. 

Таблица 6 
k = k О)—произвольная функция: 

г 

It 

*1 

Xi 

и 

0 

•?(«) 

Q - 0 / 

2.2.3. В двумерном случае (TV = 2) групповое ядро образо­
вано следующими операторами: 

Х,-х д х д 

В таблице 11 приведена «схема» групповых свойств уравнения 
(5) при N = 2 . В таблице 12 перечислен лишь особый случай 
k—u.-1, не получающийся из трехмерного случая. Bee остальные 
случаи расширения ядра основных групп (заштрихованные 
клетки таблицы 11) получаются из соответствующих • случаев' 
для трехмерного уравнения (5), если формально положить' Xs= ' 
- 0 . Е . -">• 

Заметим, что в случаях любой пространственной размерно­
сти N при коэффициенте теплопроводности 
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Таблица 7 
k = е": 

/.• = «", cr^O; —4/5: 

Q (") 

Q = + е " + б , 
I 6 | = l 

Q = ± e a " , 
a--~-0 

Q = 6 = ± 1 

Q s O 

' Г 

е -б -

2ci£ 

0 

e - W 

It 

t 

*i 

0 

(a—1) кi 

Xl 

0 

хг 

0 

u 

ae-*' 

—2 

2 

бе" 6 ' 

0 

— 1 

Таблица 8 

<?(«) 

Q«= ±м.", 
Л-Э--0; 1 

I 6 | = l 

Q .- <"« -= 4- ц 

Q s O 

Г 

2(1—n) if 

e - * " 

0 

e-8 0-

2t 

0 

*; 

(о—n + l ) * j 

• 0 

axt • 

0 

Xl 

axt 

и 

2a 

• Ье~ши 

lu. 

Ы~ши 

0 

• 2ц 

8* 115, 



Таблица 9 

Q{u) 

л-7-0; 1 

д--- + ы1/5.4-би, 
| б | - = 1 

Q = bu, 

Qs-0 

Г 

2 (1—n) t 

е4/5б< 

е4/5в< 

0 

О 

О 

О 

It 

О 

0 

О 

О 

•*! 

(1 /5—п) Xi 

О 

О 

2xt 

2 2 2 
-*" i {cdot}*2 х з 

-ч 

(1/5— п)х2 

0 

0 

л.Л."а 

..u^Ti.^2 

&iJC\X% J л п ——— JC-IX ~~~ .-I 

.Z.A- j л j 

j f i 

2х, 

Х1 Х 2 Л-3 

ЛХ\Х2 

2дг1Хз 

* , * 2 ^ ' 3 

• * 2 

А.^ g 

/ X j A j 

•*2 •xri™~~-^3 

2,Х%Х§ 

• * . 

(1/5—n)x3 

0 

0 

2л:3 

2л., 

*-*-2-*-3 

-^3 ***2 "^1 

•Л^з 

А-ЛТд 

A.Xi.A^3 

^iJCg^s 

...л .....й +.2. 
* 3 — • * ! — -*2 

и 

2ц 

бе4/56 '« 

бе4 ' '5 8^ 

—5а 

—бл^ц 

—5хаи 

— 5х„ и 

0 

— 5и 

—5 л:-.а 

—5л: 2и 

—5.*.} ц 

£(и)--=и "+- (8) 
происходит значительное расширение допустимой группы пре­
образований. При этом особо выделяется двумерный случай 
N=2, k=u-1, когда группа допускаемых преобразований бес­
конечномерна 

И|=А(1ПИ)+6И, 6 = 0; ± 1 . (9} 
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Таблица 10 
k = l: 

Q ( « ) 

18 1-1 

Q= ±1 

Г 

2t 

4t* 

0 

0 

0 

0 

0 

2t 

<W-

0 

0 

0 

0 

0 

* i 

xt 

4tXi 

0 

2t 

0 

0 

0 

Xi 

4tx, 

0 

2t 

0 

0 

0 

•*» 

- ^ 2 

4£.r2 

0 

0 

2f 

0 

0 

X% 

4txz 

1 0 

0 

2t 

1 « 
0 

*» 

-V3 

4 ^ з 

0 

0 

0 

2t 

0 

•*з 

4^з 

0 

0 

0 

2t 

0 

и 

26iu 

(4bt*—2Nt—x\~x\— 
— Л3) 11, N—число 

пространственных пере­
менных 

и. 

— Xitl 

— X2tl 

— x3u 

B{t, Xi, X;,, Хц)—любое 
решение уравнения 

В. •= ДВ + 6.8 

2« 

— {2Nt + х\+х\+х\)и+ 

+ x\+x\ + x\)t 

u—t 

Xi (t—U) 

x,,(t—a) 

хг (t — u) 

A(t, xu хг, хй)—любое 
решение уравнения 
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(Продолжение таблицы 10) 

Q (а) 

Q-= -ьец 

Q = + «« 

-Q = 6ttlatt, 
1 в 1 — - :. 

QmO 

t 

It 

• * 1 

Xi 

2 [n—l) t (n — 1) Хг 

0 

0 

0 

0 

4t 

At* 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

e--

0 

0 

xi 

Atxi 

0 

2* 

0 

0 

0 

*.. 

*2 

(K— 1) J. 2 

0 

0 

e* 

0 

-^2 

4 ^ 2 

0 

0 

2t 

0 

0 

*s 

-r3 

{n—\)x3 

0 

0 

0 

e-<" 

•Л-"з 

-MJC» 

1 0 

0 

0 

2* 

0 

u 

—2 

—2и 

e«« 

— •- - - j f 1 e 0 I « 

— —-r2e° и 

s б.1 

— Q .ЛГ36 It 

' 0 

~-(2ЛГ^ + x\ + x\ + x2
3)u, 

N—-число пространст­
венных переменных 

и 

— xtu 

— X2tl 

—xau 

Л (t, xit x2, xt)—любое 
решение уравнения 

Известно, что значительное изменение функциональных 
свойств решений уравнения (5) (например, задача Коши для 
„(5) теряет корректность) происходит при коэффициенте тепло­
проводности 

-1, 
А;(и)-И -v. (10) 
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Таблица 11 

Интересно отметить, что пересечение областей (8) и (10) 
как раз дает N=2 , то есть уравнение (9) (и только оно) обла­
дает всеми перечисленными качествами. 

Отметим, что отрицательные степенные показатели в коэф­
фициенте теплопроводности используются при описании диффу­
зионных процессов в полимерах, полупроводниках, в пористых 
•средах, в кристаллическом водороде, 'в некоторых, задачах хи­
мии, в задачах физики моря и др. В этих областях моделирова­
ние процесса диффузии с уменьшением размерности задачи мо­
жет исказить групповые свойства задачи, что, в частности, мо-

№ 



Таблица 12 
k = «-•: 

<?(«) 

Q-= ±un 

1 a | = | б |=1 

Q-= ± 1 

Q=6«, 
| 6 | = 1 

Q--0 

Г 

гнл!—к 

e a ' 

t 

ee< 

0 

if 

0 

x, 

nxi 

0 

0 

0 

*.. 

пхг 

0 

0 

0 

а 

—2а 

ae a ' a 

и 

6ee'tt 

A(xu хг) В (xlt хг) —•-'"•.4*1 
А, В—любое решение системы 

0 

А (.*,, хг) 

0 

В(хи хг) 

и 

—2и-4г 

жет привести к появлению решений, отсутствовавших в много­
мерной постановке, ИЛИ, наоборот, к отсутствию решений, свой­
ственных многомерному случаю. 

2.2.4. Рассмотрим групповые свойства уравнения нелинейной 
анизотропной теплопроводности с источником (или стоком): 

N 

/-=1 

k,>0, N = 2,3, (l l) 

да*0-
При классификации уравнения (11) по kt(u), Q(tt) используется 
следующая группа эквивалентности: 

xi = aibxl-\-el, 
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t=*-t+/, 
й^си+d, (12) 

^(й)----а2й-(й), 

•Q®—£Q(«). 
В трехмерном случае удобно выделить две возможности: 

1) все три коэффициента непропорциональны: kx^k2, k^k%f 
k^ky и 2) два коэффициента пропорциональны ki~kj, h^h, 
где (t, /, I) —произвольная подстановка из (1, 2, 3), Второй 
случай с помощью группы эквивалентности (12) сводится к 
k{^kj^ki. Для определенности будем считать k^k^ki, что 
будет удобно для сведения двумерного случая к частному слу­
чаю трехмерного. 

2.2.4.1 ki^k2t k2^ks, k%rfjk\. В результате решения опреде­
ляющей системы для уравнения (11) (см. [34, 35]) получается 
групповое ядро, соответствующее операторам 

A l = = 5IT' А2==а~Г' А з = =д^7' л*аГг 
которое может быть расширено лишь при тех специализациях 
(k. (n), Q(w)), которые перечислены в таблице 13 и далее. 

к.,---*---• к- ' / 'к-: Таблица .3 

оО 

121 



В таблице 13 приведена "«общая схема» групповых свойств 
уравнения (11) в рассматриваемом случае. 

В таблицах 14—16 приведены координаты t, xt, и базисных 
операторов, дополнительных к ядру, которое не приводится. 

Таблица 14 
ki (и) — произвольные функции: , 

Q W 

Q---0 

t 

2t 

*1 

*l 

и 

0 .'i ' 

Таблица'15 

kt-eaiu, с».! ф«24= «з Ф «I'• 

0 ( B ) 

Q= ± е ° " 

Q = ± l 

Q = 0 

Г 

2at 

0 

2( 

0 

*i , 

(a—к.) xi 

&lXt 

Xi 

0-1*1 

и 

—2 • , 

2 

0 

2 , • 

Таблица 16 

ki = u°i, (Ti •?-• ста-3-= c r , . ^ a i : 

CM") 

Q= ±u" 

Q - ± l 

Q=0 

* 

2(1 —n)t 

2t 

2t 

0 

*i 

(ai + l — n)Xi 

(at + l)Xi 

Xi 

OlXt , 

и 

2u 

2a 

0 

2a 
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' 2.2.4.2. Случай kx = kf^k2. Групповое ядро в этом случае 
определяется операторами 

д v .— • -1 '' У д 

дхо Ха~, 

В таблице 17 приведена «общая схема» групповых свойств 
Таблица 17 

уравнения (11) в рассматриваемом случае, а в таблицах 18— 
22 перечислены случаи расширения группового ядра. 

В случае k^ka = \, Ая.= и-*'-, Q = _ it1'* н Q= — u~1/3+6u 
(см. таблицу 22) два оператора, дополнительных к ядру, имеют 
комплекснозначные коэффициенты. При построении веществен-
.позначных инвариантов и инвариантных решений это обстоя-
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Таблица 18 
ki=k3 = k(ll), k2 =-£• . (») , 

k (и), k2 (и)—произвольные функции: 

Q(u) 

Q^O 

Г 

2* 

* . 

хг 

~ / 

И 1 

Таблица 19 

•Xi - ^ а - : 
/ - • 

«?(") 

Q= ± e a a 

-? = ±1 

Q-=0 

* 

2aif 

0 

2г; 

0 

Xi 

(a—a,) x, 

« i ^ i 

Xi 

<XlXi 

хг 

(а,— аг)х2 

0-2-^2 

X% 

GC.JJA2 

x, 

(a—а,)л'3 

а..хэ 

Хг 

&\X% 

и 

—2 

2 

0 

2h 

kt = k3=Ua, k2=.U0', cr-^0; 

Таблица 20 

\ 

Q(u) 

Q = ± « n 

Q = ^ t t " 1 / 3 

Q= ± u 

Q = ± l 

Q = 0 

Г 

2(1 —n).f 

8/Зг; 

0 

2< 

2t 

0 

-?i 

(O-f-1 — tl) X\ 

Цз)*1 

a ^ i 

(a-f-l)-*i 

-Vi 

axi 

x2 

Ccfa •+-1 — « ) лгв 

(-• + • - - ) .*, 

CTgXg 

( •^2+1)^2 

•^•2 

а № 

х, 

(а+1 — п)хг 

(a + j)x3 

ах3 

{а+\) х3 

х$ 

ах3 

~й 

2« 

2и 

2« 

|2» 

1» 
2ц 
1 л 
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kl = k, = - м - ' , k2---i: 
Таблица 21 

Q(u) 

Q «= ±an 

Q=± U - 1 / 3 

Q= ±« 

Q = ± l 

QeO 

Г 

2 ( 1 - / 0 * 

8/3f 

0 

2* 

2< 

0 

*! 

— nx, 

1/З.Ж1 

•A (-*i> Jta)* 

0 

0 

Л (xu хг)* 

*г 

(1 — п) х2 

4/3.*, 

0 

Л̂ 2 

Х% 

0 

-•» 

—л*, 

1/Зх3 

В (хи хв)* 

0 

0 

-8 (л, _*..)* 

iT 

2u 

2ы 

~2-4Х4« 

2" 

2ri 

- 2 - 4 ^ ц 

* Здесь А, В—любое решение системы: -! . „" .1 I 

тельство, однако, не вызывает затруднении: пользуясь линей­
ностью пространства допустимых операторов, всегда можно 
взять действительную или мнимую часть от линейной комбина-
ции операторов, относительно которых затем рассматривать 
инвариантность изучаемых объектов. 

2.2.5. В двумерном анизотропном случае k^k2 ядро основ­
ных групп состоит только из переносов вдоль осей xi, X2, t: 

v д v д v д 
Al^dx7' А 2 = = й ~ ' А з ~"5? 

которые образуют базис алгебры Ли L3. 
В таблице 23 представлена «общая схема» групповых свойств 

двумерного анизотропного уравнения (ki^kz). Координаты опе­
раторов, дополнительных к ядру Ьг (заштрихованная область 
таблицы 23), получаются из операторов трехмерного случая, 
перечисленных в таблицах 18—22, если в них формально поло­
жить x3=0, —г = 0 . 

Заметим, что в двумерном анизотропном случае расширений 
группы до бесконечной не наблюдается. Действительно, напри­
мер, случай ki = ks=u~1

) k2= 1, Q==0 (таблица 21) при перехо­
де к двумерному kl = u~\ k2=l, Q,=0 дает оператор Xi — 

dx, 
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Таблица 22 

k l = ks = l, ' й2 = и- 4 . ' 3 : i 

<•?(«) 

Q = ± a " 

0 = v---1/3. 
----- + i 

+ би, 
17 1 = 1 5 1=1 

Q= ± и 

Q = ± l 

Q - 0 

Г 

2(1 —л)* 

2г. 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

It 

It 

0 

0 

•*! 

(1 —n) x-i 

Xi 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

X\ 

Xt 

0 

0 

xt 

—(п+1/3)х2 

0 

e2/Y/3x2 

e-2/Y73^2 

e2 /-"."а 

e -2 /Y/3*, 

X2 

• ^ 2 

— l/3x2 

0 

x% 

x2 

. - 3 

( 1 - я ) *3 

•Xa 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

x$ 

хя 

0 

0 

и 

2и 

3/2к 

— т/Г7е2^'3) , / 2^« . 

/37е 2 " /3) 1 / 2 ^- ц 

- Т / З у е 2 0 7 3 ' ' ^ 

т/3^е2(т/3)1/2^ц 

— 3/2и 

—Зхги 

2а 

3 /2« 

— 3/2а 

•— 3jcaB j П 

который получается из 
X==-4(xi.x3) —г- + -5(xu x3)—-— 2A^(xi- *з)Щд 

дх< 'да > 
Axt— JJxzi Лдг, bxii 

если положить x3=0> л—= 0. 
OXs 

2.3. Группы Ли—-Бэклунда, допускаемые уравнением тепло-
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Таблица 23 

проводности с источником. В этом пункте мы рассмотрим груп­
повую классификацию уравнения теплопроводности 

^ = 2 (Mtt) «-"*).-; +Q ("). 
1=\ 
kl>0, iV=1,2, 3, 

(13) 

с точки зрения касательных преобразований Ли —Бэклунда 

2.3.1. Пусть задано одномерное эволюционное уравнение 
ut=F (u,tiuU2, ...,um), и, ——-U (14) 

дх1 

Пусть 2Л—многообразие,•заданное (14) и всеми его дифферен-; 
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циальными следствиями в пространстве S6 точек z={t, x, и, 
и, а , . . . ) , где и={и1, иЛ, и={и2, ип, ин) и т. д. Однопарамет-
1 2 1 2 
рическая группа Ли—Бэклунда, допускаемая SOT, задается пре­
образованиями в ££ вида (см. [47, 48]): 

x*-=x+£(t, х, и, щ, и2,...)а+о(а), 
t* = iL+.Ti(t, х, и, щ, «2 , . . . )о + о(а), (15) 
u*=u+U[t, х, и, щ, и2,...)а+о(а), 

где |, ц, и<£зФ, si- — пространство локально аналитических 
функций от конечного числа переменных из .г== (t, x, и, иь 
и2,...), а — параметр группы. СИМВОЛОМ о(а) обозначен оста­
ток формального ряда специального вида (обеспечивающего 
замкнутость относительно умножения — суперпозиции преобра­
зований (15)), если ряды в (15) сходятся, то символ о{а) при­
обретает обычное свое значение. В число аргументов не вклю­
чены производные вида д^ш/д^дхз, поскольку их МОЖНО вы­
разить через и, Uj, u-2,... с ПОМОЩЬЮ ИСХОДНОГО уравнения (14). 

Так же, как и в классической теории Ли, группы Ли—Бэк­
лунда взаимо однозначно связаны с векторными полями (инфи-
нитезимальными операторами). Так, преобразования (15) мож­
но задать с помощью оператора вида 

оо оо 

х=^ж+2^^+2^^+-.-> 
где U^U~Zih-wt, ti = (DxyO, Zlt = Dt{DxyU, . . . , 

Критерий инвариантности (14) имеет вид 
X {Щ—F (и, #i, . . . , и,„)} у == 0. 

Это уравнение можно переписать в другом виде 
(^-F^U IgJJ-^O, (16) 

где введен дифференциальный оператор 

*.-£+£•-•-+•••+&<-•->-• 
Заметим, что уравнение (16) всегда имеет решение, так как 
эволюционное уравнение (14) допускает сдвиги по х и t, кото­
рым соответствуют операторы 

Xi--«i—, X2--F-• 
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Знание одного решения U уравнения (16) часто дает воз­
можность строить последовательность решений этого уравнения 
(именно такова ситуация для всех вычисленных к настоящему 
.времени групп Ли—Бэклунда, допускаемых эволюционными 
уравнениями. Для систем уравнений это неверно — см. [48]). 

Действительно, пусть для F, и некоторого дифференциаль-
лого оператора L определен коммутатор 

[F„ L]=F.L-LF,. 
Тогда если на решениях (14) оператор L удовлетворяет 

уравнению Лакса (см. [122]) 
Lt=[F., Ц, (17) 

где Lt определяется выражением DtL — Li+LDt, то оператор L 
переводит всякое решение U уравнения (16) снова в решение 
LIJ того же уравнения. Действительно, (17) эквивалентно 
уравнению 

[Dt-F„ L] = 0, 
и, следовательно, на решениях (14) 

(D— Ft) (LU)_=L{Dt—F.)U = 0. 
Иначе говоря, действие оператора L порождает бесконечную 
цепочку решений LhU уравнения (16). 

Заметим, что разрешимость уравнения (17) в определенном 
классе, вообще говоря, не дифференциальных операторов L 
(см. [48]) является необходимым условием того, что (16) имеет 
решения U(t, х, ы, щ,..., «••.) сколь угодно ВЫСОКОГО порядка к, 
и, значит, уравнение (14) допускает бесконечную группу преоб­
разований Ли—Бэклунда. Этот факт имеет большое практиче­
ское значение, поскольку решение уравнения Лакса (17) за­
частую представляет собой более простую задачу, чем решение 
определяющего уравнения (16). . 

2.3.2. Определяющее уравнение (16) для одномерного урав­
нения теплопроводности (13) имеет вид 

Ui=.(k"ul
2-\-k'u2)U-±2k'iiyUx-\-kUxx^-Q.'U, 

где U*~DtUim, U*=DXU, U**~DX*U. 
Предполагается, что искомая функция U зависит от конеч­

ного числа переменных: U = U(t х, и, щ,. . ., ип). Можно по­
казать [36], что при n--S2 уравнение (18) определяет группу Ли 
точечных преобразований, вычисленную в [30, 31] и приведен­
ную выше, поэтому в дальнейшем предполагается, что n > 2 . 

Метод исследования определяющего уравнения (18) основан 
на его расщеплении по степеням «п+ь ип+2> входящих в (18) и 
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не входящих в число аргументов U. В работе [36] показано^ 
что нетривиальное решение (18) существует лишь в случаях;: 

1) k—\, Q = au-\-b, a, b — произвольные постоянные; 
2) k=u~2, Q = 0; 
3) k = u~%, Q = au, a — произвольная постоянная; 
4) k = u~2, Q = b, b — произвольная постоянная. 
Легко указать точечные преобразования, сводящие случай: 

3) к 2) и переводящее случай 1) в линейное уравнение без ис­
точника. Поскольку точечные замены не меняют структуры. 
группы Ли—Бэклунда, можно ограничиться тремя вариантами:. 

а) Ui — uxx; 

б) щ— {иг2их)х, 
в) Ut—(u~2ux)x + b, b — произвольная постоянная. 
а) Линейное уравнение щ = ихх допускает преобразования. 

(см. [105]), задаваемые функциями 
Uo-=", U„ = W{t,x), 

где W (t, x) — произвольное решение уравнения wt = wxx. Урав­
нение Лакса в этом случае имеет решение 

L1----A-, 1 2 -Ш л .+—-. 
Всякое преобразование Ли—Бэклунда для линейного уравнения 
определяется линейной комбинацией U-, U-о и решений, полу­
ченных из Uо с помощью указанных операторов L, и L2. Те из. 
решений U, которые зависят от ип при п>3, соответствуют пре­
образованиям Ли—Бэклунда. 

б) Уравнение ut — (w2ux)x исследовано в [89]. Допускаемая. 
группа Ли-Бэклунда в этом случае определяется линейной ком­
бинацией функций Uk — L''U0, k-1,2, . . . , где CJQ = (U''2UX)X, a 
L — Dx(irl) D'xx — оператор L в этом случае интегро-дифферен-
циальный. Можно показать, что Uk пред ставима в виде 

Uk = - [D2
X (ц-Юху\ (х), к -= 1, 2, . . .. 

в) Случай u( — (u-2Ur)X'\-b является существенно новым (см. 
[36]). 

Уравнение Лакса имеет в этом случае решение Z — 
= Dx(ir1Px—K-X)DX

2, а решение определяющего уравнения,.. 
с которого «стартует» цепочка преобразований Ли — Бэклунда,. 
имеет вид 

-/о---[^(й-ю,-уА-)](4 
Можно показать (см. [36]), что серия Uh представима в виде 
Uu = — Dx \iiADx——л" ' (х), причем всякое решение опреде-
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ляющего уравнения представимо в виде линейной комбинации 
Uh. 

В работе [36] показано, что многомерное уравнение тепло­
проводности с источником (13) допускает нетривиальную груп­
пу Ли—Бэклунда лишь в линейных случаях: ki = const, f = l , . . . . 
..., N, N = 2; 3, Q = au-\-b, a, b — постоянные. 

Итак, на этом групповые свойства уравнения теплопроводно­
сти с источником в одномерном, двумерном и трехмерном слу­
чаях изучены. Ниже будут даны примеры использования групп 
преобразований, допускаемых уравнением теплопроводности. 

2.4. Инвариантные решения уравнения теплопроводности с 
источником в одномерном случае. 

2.4.1. Наличие нетривиальной группы преобразований, до­
пускаемой некоторым дифференциальным уравнением или сис­
темой, вносит определенную алгебраическую структуру в мно­
жество его решений. Это, в частности, выражается в том, что 
преобразования группы переводят всякое решение снова в ре­
шение той же системы уравнений. Получаемая таким процес­
сом совокупность решений может «стартовать» с любого реше­
ния, в том числе и никак не связанного с допускаемой группой 
преобразований. Это свойство особенно важно при исследова­
нии нелинейных уравнений, где велика «цена» каждого точного 
решения и где преобразования, переводящие решение в реше­
ния, зачастую носят неочевидный характер. 

Если при преобразовании группы решение переходит в себя 
или остается внутри инвариантного многообразия, то такие 
решения называют, соответственно, инвариантными и частично-
инвариантными решениями. Поиск таких решений облегчается в 
связи с возможностью • их описания через инварианты той же 
группы преобразований. Поскольку число инвариантов всегда 
меньше суммарного числа зависимых и независимых перемен­
ных в исходной системе, то теорема о представлении неособого 
инвариантного многообразия (см. (67]) гарантирует снижение 
размерности в системе координат, связанной с инвариантами 
(частный случай этого факта для группы растяжений известен 

как «п-теорема» в теории размерности). Число независимых 
переменных в пространстве инвариантов называется рангом ин­
вариантного решения и может принимать различные значения. 
Поэтому первый шаг в классификации инвариантных решений 
системы дифференциальных уравнений, допустимая группа ко­
торой известна, заключается в перечислении классов решений, 
имеющих общий ранг. Следующим шагом классификации обыч­
но служит вычисление оптимальной системы подгрупп основной 
группы, которой отвечает набор существенно различных инва­
риантных решений ([67]). Такие решения не могут быть получе­
ны одно из другого с помощью допускаемой группы, в то время 
как все остальные инвариантные решения получаются именно 
таким путем. Выделение набора существенно различных реше-
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ний позволяет систематизировать множество инвариантных ре­
шений, однако даже для случаев небольшого количества пере­
менных имеет громоздкий вид. В работе [31] такая классифика­
ция проведена для одномерного уравнения нелинейной тепло­
проводности с источником для всех видов й(и), Q(w), при кото­
рых происходит расширение группы допускаемых преобразова­
ний. (Заметим, что для уравнения теплопроводности при любой 
размерности могут существовать ЛИШЬ инвариантные решения 
и не существует частично-инвариантных решений, отличных от 
инвариантных.) 

2.4.2. Уравнение линейной теплопроводности со знакопере­
менным источником. Здесь мы приведем лишь фрагмент такой 
классификации, соответствующий частному случаю 

Щ = ихх + 8и\пи, б = ± 1 . (19) 
Уравнение (19) допускает (см. табл. 4) алгебру Ли L4 ин-

финитезимальных операторов с базисом 
-^ д -.j- д -,!• д, д S -; д Хг-дТ, X2 = ,~, Х^е"Гх-те*хиь~, 

X^e^l-, 
(20) 

причем оптимальная система однопараметрических подгрупп в 
этом случае такова: 

{X,; «X1+X2; X3; X2±X3; X4, 
где а — произвольная постоянная. 

Инвариантные решения, соответствующие этому набору, 
можно представить в таком виде соответственно: 

u(t, х) — и(х)> 
u(t, x) = u(ax — t), 

u(t, x) = u{t)e 4 , 

(21) 

u(t,x) = u(t)e Ч1±е-Щ. 
Инвариантного решения, соответствующего X4, не существует, 
так как для него не выполнены соответствующие необходимые 
условия (см. 67]). 

Подстановка представлений (21) в уравнение (19) приводит 
к обыкновенному дифференциальному уравнению для и(к), где 
к—.независимая переменная в данном представлении. 

Надо заметить, что классификация инвариантных решений 
с ТОЧКИ зрения подобия (то есть выделение набора существенно 
различных решений) может не иметь большой ценности с точки 
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зрения приложений. В приложениях обычно адаптируют най­
денный набор решений к конкретной краевой задаче- При этом 
интересуются .глобальными свойствами таких решений, в то вре­
мя как классификация проводится, с помощью группы допускае­
мых преобразований, то есть средствами локального анализа. 
«Подходящее» решение не всегда легко усмотреть, исходя из 
набора существенно различных решений, поскольку переход к 
подобному решению может осуществляться достаточно сложны­
ми преобразованиями группы. B работе [30] приведен пример, 
когда переход к решению, подобному одному из инвариантных 
решений оптимального набора, приводит к режиму с обостре­
нием, в то время как ни одно из решений оптимальной системы 
подгрупп таким свойством не обладает. 

Ниже мы подробнее рассмотрим семейство инвариантных 
решений уравнения (19), соответствующее оператору (см- [32]) 

X-=8X2 + X3-

Инвариантное решение в этом случае можно представить в 
виде 

_ _ ( __Л ' 
tt(t,x)=u{t)e 4 In-"--6'/. (22) 

Подстановка (22) в (19) приводит к обыкновенному дифферен­
циальному уравнению для it(t): 

щ -_. — i - ———г + би 1П U. 1 1 + ее °' 
Это уравнение интегрируется и дает двухп'арамет-рическое семейст" 
во инвариантных решений 

_ _ _ _ _ _ в*, Г 7______V/Zel 
8(t,..*).—.5 4(Н-м-6-> й-* Т Ч 1+е ) ] . (23) 

Мы будем рассматривать лишь те решения задачи Коши для 
уравнения (19), в которых температурное возмущение ограни­

чено по пространству: u(t, x){to}0 при |x|{to}oo. Семейство (23) 
является решением задачи Коши для двухл'ар а метрического 
семейства начальных данных 

_____ 
и (0, х) = щв -(--но, (24) 

где «о, s — параметры, #о>0, 8 < - 1 при 6 < 0 , — 1 < 8 < - j - o o 
при б > 0. Рассмотрим более подробно возможные варианты разви­
тия начального возмущения (24). 

а) Решение (23) при е = 0 переходит в 

_§£ --/( lnUo-4) 
tt(i, х)=-уее 4 е v 2 \ ^.5) 
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Полуширина температурного распределения (25) не зависит от вре­
мени и равна 2yTn2/6. 

При «о<1/(Г в каждой фиксированной точке х температура 
u(t, л*) МОНОТОННО убывает до нуля lim u(t, x) = 0, при uQ = Y e 

решение (25) стационарно, при «.-,>]|/е температура монотонно 
и неограниченно возрастает в каждой фиксированной точке х 
при t {to} + оо . 

На рис. 9, 10 приведена численная реализация решения с 
постоянной полушириной. 

u(*,t| ч(х, t) 
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б) Рассмотрим решение (23) при е>0, 6>0. В этом случае 
полуширина начального распределения (24) больше полушири­
ны решения (25). Полуширина решения (23) является монотон­
но убывающей функцией и при £{to}+oo стремится к полуширине 
распределения (25). Относительно амплитуды решения имеют­
ся три возможности. 

Если и0<и2(е)--=е1/(2+-Е), то амплитуда монотонно убывает и 
lim « m a x ( 0 = 0 . 

/-(--(-ОО 

Если «o>^i (е) — (- + е)1/2е, то амплитуда монотонно и неогра­
ниченно возрастает при t -:> + оо. 

Если u<i (е)<Ио<^1 (8), то амплитуда является немонотонной 
функцией времени: возрастая вначале (но не достигая величины 
}/е~ — амплитуды стационарного решения), убывает к нулю при 
t {to} + 00 . 
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u(x,t) 

ц 
г* 
1,г 

7,0 

0,8 

0,6 
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tT=-qo\\ 
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\ \ 
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\js=7'u 

!___-J-t4=6,5 
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, - l X . \ Г..Ч». 
0 1 Z 3 < h 5 6 7 x 

Рис. 12 

Решение (23) при е>0, б>0 является решением с монотонно 
•убывающей полушириной. 

На рис. 11, 12, 13 представлена численная реализация_ре-
•шения с монотонно убывающей полушириной. 

1 г 3 Ч 5 6 7 х 

РИС. 13 

u-,(j.,t> 



в) Решения с монотонно растущей полушириной определя­
ются формулой (23) либо при б>0, —1<е<0 , либо при б<0,., 
е<—1. 

В первом случае полуширина решения (23) является монотонно-
растущей функцией. В начальный момент времени t = 0 она мень­
ше полуширины (1.4), а при jf{to}+oo стремится к значению. 

Если «0<Ui (е), то амплитуда монотонно убывает до нуля. 
Если и->«2(&), то амплитуда монотонно и неограниченно 

растет при /{to} + oo. 
Если и1(е)<«о<"2(е), то амплитуда является немонотонной 

функцией; убывая вначале, она достигает некоторого минималь­
ного значения в конечный момент времени, затем неограниченно 
растет монотонным образом при t{to}+{infty}. 

Численная реализация решения при 6 > 0 , — 1 < е < 0 пред­
ставлена на рис 14, 15, 16. 

Во втором случае (5<0, е < —1) полуширина решения (23) 
монотонно и неограниченно растет при t{to}+oo. 

ЕСЛИ ио<и2(Е), то амплитуда монотонно возрастает до зна­
чения uifl, со) = 1. 

Ь Ц.= У| З 

1 г з ч s 6 х 
Рис. 15 

о 1 г з •> s б х 
Рис. 16 

Если ио>и2(е), то амплитуда вначале МОНОТОННО убывает, at 
затем МОНОТОННО возрастая стремится к значению «(О, oo) --= 1 ». 
при tf-»-+oo. 

Такое решение (см. рис. 17, 18) аналогично решению бегу­
щей волны, рассмотренной в работе [54]. 
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1,0 

0,5 
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о ч в 12 is 20 гч гв х 
Рис. 18 

Поведение температурного распределения (23) по прост­
ранству и во времени определяется парой параметров (е, ио). 
На рис. 19 изображена плоскость параметров начальных дан­
ных (е, ио),'которая разделяется кривыми «i(e) и и2(е) на зо­
ны, соответствующие описанным выше режимам. 

Рис, 19 

г) Чтобы наглядно представить поведение решения (23) во 
времени, перейдем к переменным амплитуды и полуширины 
температурного возмущения: 

xh (*)=2 Ywry sige (б) (1+ee~&t) • 
(26) 
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Связь амплитуды и полуширины дается уравнением 
Аа* sign(&)(l—2sign (8) Xla-Чп А) 

dXh Xh(Xl-a*s\gn(8)) 
(27) 

где а=2]/1п2/ |6 | —полуширина стационарного решения (25). 
Интеграл уравнения (27) имеет вид 

A ( * b « « - » 0 - — ^ . ~ w { c d o t } . e A K ^ « D ( e ) ) — ^ . i « - W t (28) 

где X,h=Xh(0), A0=A(0)-=«o(0). 
В плоскости (X,,, А) уравнение (27) имеет нулевую изоклину: 

21n2sign(6) 

А~. '""• . 
и бесконечную изоклину (dX,JdA== 0): 

jtf — 4ta2-—fJ5--, 
существующую лишь при б>0. 

Особой точкой уравнения (27) при конечных АфО и Xh>Q 
при 6 > 0 является точка с координатами Хп = а, Аю = У~ё. 
Особая точка является седлом с сепаратрисами (см. рис. 20): 

Хк-а, л = (4 Хи\ (№'->Г 

Alt) 

Рис. 20 

XhW 

Рис 21 

В случае б<0 точка (0, 0) является седловой, с сепаратри-
-сами X, - 0 и A = 0 (см. рис. 21). 

ХОД интегральных кривых уравнения (27) представлен на 
рис. 22, 23. 
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Рис. 23 

«tot) 

О 0,5 7,0 1,5 2,0 2,5 3,0 х 
<-(x,t) 

tj=1,33-Wfl 

I 1 1 i 1, ~frj . I i-
00,5 1,0 1,5 $0 2,S 3,0 ж 

Рис. 22 Рис 23 

Заметим, что все перечисленные в этом параграфе результа­
ты легко переносятся на случай, когда объемный источник теп­
ла имеет линейную «добавку» Q=.xw1nu+pu с помощью преоб­
разования группы эквивалентности и-+уи, Y=-eonst. 

2.4.3. Уравнение нелинейной теплопроводности со знакопе­
ременным источником. Рассмотрим уравнение теплопроводно­
сти в случае, когда источник и коэффициент теплопроводности 
имеет степенную зависимость от температуры: 

й/ = (и-,»л)Л+аа-+- + ба1 ст>0. (29) 
Одно из инвариантных решений (см. [31]) в этом случае имеет 

вид: 
и {t, х) = и {х) {X + (1 — К) e~aot) -оби-ii a (30) 

Представление (30) дает решение задачи Коши при выполне­
нии следующих условий: а>0, К8<0. (Выполнение этих условий 
•обеспечивает обращение теплового потока — k(u)ux в нуль при 
обращении в нуль температуры.) 

Функция и(х) является решением уравнения 
(»"«*)* + «Йв+1 + X 6и ==- 0, 
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и имеет вид: 

[О, при | x | > L . / 2 , 

где I . -= Y(а+1) а~Ч о — фундаментальная длина. Заметим, что 
L- определяется лишь параметрами среды а и а и не зависит от 
б, то есть наличие линейного источника (стока) не влияет на 
пространственную структуру инвариантного решения. 

При 6 > 0 ДЛЯ любого n0=(—2^6(о+1)а-1( ' - г+2)-1)1 / а> (-
времеш-тя характеристика решения (30) g(t) = (А,+ (1—А.)-
e-ri*)-i /«_^+ 0 0 -прИ t-+4 = —ln[<K(K—l)-l]/o6. 

При б < 0 существует такое критическое значение амплитуды 
начального распределения и,— (2|б| (ff-f-l)1/a/a(a+2)) (ампли­
туда стационарного решения), ЧТО 

(а) если и0>и*, ТО g-(jf)->—[-oo при £{to}r; 
(б) если «-<••-•>• то g(t)-^0 при /{to}'+oo; 
(в) если «о=="*, то g(О — -> гДе 

'"КК-О"1! 
Т ~ а | б | 

Рассмотренные решения передают качественные особенности 
задачи Кошидля уравнения теплопроводности со знакопере­
менным источником нелинейного типа: явление локализации и 
наличие сверхбыстрых режимов роста тепловых возмущений. 

2.5. Двумерная теплопроводность; направленное распростра­
нение тепла в анизотропной нелинейной среде. 

2.5.1. Здесь мы рассмотрим пример построения инвариант-; 
ного решения, описывающего распространение тепла с различ­
ными типами локализации по разным пространственным на­
правлениям,, происходящее в режиме с обострением [4]. 

Как показано в п. 2.4, уравнение нелинейной анизотропной 
теплопроводности с источником 

»< = (Й-" 'И,Ь+ («-*•«,),+ иВ, <-1>0, о-2>0, р > 0 , (31) 

инвариантно относительно преобразований, определяемых алгеброй 
Ли инфинитезимальных операторов сдвига по t, х, у и растяжения 

X4-2(l-P)^+((T1 + 1 - p ) x — + ( a 2 + 1 - P ) y - | + 2 l i ^ - . 

Мы будем рассматривать автомодельные решения, инвариант­
ные относительно подгруппы растяжений, определяемой опера-
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тором X4. который мы запишем в следующем виде: 

X4 = 2(1-p)(/0 — ̂ ) ^ — + (cT1 + 1 -p )xA + 

+ (o2 + i-$)y-°- + 2u±. (32) 
Введенный параметр to>0 определяет интервал времени [0, to), 
на котором существует решение (решение не существует в целом). 
Оператору (32) соответствует инвариантное решение. 

u(t, х, y) = (ta-t)ln-pu&, .), (33) 
где 

С-Н-Р Ог-Ц-Р 
| = x ( f 0 - 0 2 1 H ) . ч - У ^ о - ^ ) 2 ^ - 1 ' . 

Подстановка (33) в уравнение (31) приводит к уравнению 
для функции и( | , л): 

+ ' ? (р-Т/ ПЩ + &- J ^ T » - ° ' <34> 
В дальнейшем рассматриваются режимы с обострением, со­

ответствующие случаю р_>1. Из (33) легко следует зависи­
мость направления распространения тепла от соотношения 
между параметрами Р, а ь аг. 

Уравнение (34) решалось численно с помощью двух мето­
дик: методом конечных элементов и конечноразностным мето­
дом (СМ. [4]). Предполагается, что распределение температуры 
в начальный и последующий моменты времени симметрично от­
носительно осей Ох, Оу. Это позволяет рассматривать задачу 
лишь в одном квадранте ПЛОСКОСТИ (х,у). 

Пусть 
Q=-{(x,y), 0 < x < c b 0<у<а2}, 
®1 = {{х,У), 0{le}x{le}6b 0{le}#{le}b2}, 

где аа, ba, а = 1,2 — положительные константы, Ьа<.аа. 
Ищется функция u(t,x,y), удовлетворяющая уравнению (31) 

в цилиндре Q.J—ИХ (О, Т], где T = const, 0 < 5 п < / 0 , начальному 
условию при / = 0: 

u<p,x,v)-Uo(x.V)-[0t ( X ) ^ Q l (3^) 
и граничным условиям при t > 0: 

и=0, если х = ах или y—<h, 
д" п л л ^ З 6 . ) 

—• = 0, если x = 0 или у = 0, 
{п — нормаль к границе области Q). 
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Как видно из представления инвариантного решения (33), 
на характер распространения тепла влияет соотношение между 
величинами |3, (ai + 1) и (а2+1). Ниже рассматриваются два 
типа решений, которые мы по аналогии с одномерными режи­
мами [45, 74] называем HS—S- и HS—LS-режимами. Приве­
денные результаты позволяют судить о качественных особенно­
стях автомодельных режимов распространения тепла'и при дру­
гих параметрах среды, в частности, в LS—S-режиме, который 
мы поэтому не рассматриваем- Заметим также, что рассматри­
ваемые постановки задач легко могут быть перенесены и на 
трехмерную анизотропную среду. 

HS—S-режим. Задача (35) — (36) решалась при следующих 
параметрах: 

ai — 3, а2-=2, |3 = а2+1-=3. 
В этом случае по направлению у распространения тепла не про­
исходит (5-режим), а в направлении х за конечное время /о 
происходит распространение тепла до бесконечности (HS-pe-
жим). 

На рис. 24 представлено численное решение u(t,x,y) на раз­
личные моменты времени, на рис. 25 изображены его линии 
уровня. Видно, что носитель решения представляет собой вы­
пуклую область. Время обострения, полученное в расчетах, рав­
но Аэ = 2,42389, причем различие методик составляет менее 4%. 

На рис. 26 а, б приведены результаты автомодельной обра­
ботки численного решения u(t,x,y). Именно, вычислялась вели­
чина (ем, (33)) 

и(Ь 4) = {to — trll2u{t, х, у), 
x-=(t0-tr1/4.S, у-—л, 

которая с течением времени t->to приближается к решению авто 
модельной задачи. Начиная с некоторого момента времени кривые-
и(|, ц) практически совпадают, что свидетельствует о выходе 
на автомодельный режим. Таким образом, численно получено 
решение эллиптического уравнения (34). 

HS—LS-режим. Этот режим представляет собой наиболее 
парадоксальный способ прогрева анизотропной среды. 

Задача (34) — (35) решалась при следующих параметрах: 
ст.— 3, 02=1. Р = 3. В этом случае инвариантное решение (33) 
описывает такое распространение тепла, при котором по на-
парадоксальный способ прогресса анизотропной среды. 
бесконечности (Я5-режим), а в направлении у происходит со­
кращение эффективной глубины прогрева (LS-режим), то есть 
интервал по оси у, где, например, и^—«max. стремится к нулю 
при t-W-. Таким образом, на финальной стадии решение (см. 
рис. 27) представляет собой бесконечно прогретую линию, вне 
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и(Ь*Ч)\ч=о ut=(u.\)x+(u2uy)y+u.3 

(HS~S режим) 
t = 0 

"(?. 7)|$ о 

"V 1,0 
Рис. 26a 

(HS~S резким) 
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-•t"(-i3Ui)s + mui,)!.+ u3 
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t = 3,0725 

" У 

Рис, 27 



u t = (a3ax)+(iiiiB) + u3 

Рис, 28 

которой температура конечна, Линии уровня решения изобра­
жены на рис. 28. Отметим характерную крестообразную форму 
носителя. Такая форма носителя определяется двумя процесса­
ми. Вдоль оси х идет ускоренное распространение тепла в HS-
режиме, а вдоль оси У решение стремится к автомодельному 
L-S-режиму, при котором фронт тепла находится на бесконеч­
ности. Время обострения, полученное в расчете, равнялось to— 
= 3,07660. 

На рис. 29а, б приведены результаты автомодельной обработки 
u(t, х, у) при x-=0 и у = 0 соответственно. Функции а(£, т|)|-_.о 
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щ, nin-o 

t0=3,07650 

1'5 

# .— Рис 29 

и и (I, г\)\и=о вычислялись по формулам (см. (33)): 
и (1,т)Н(*0-*)1/2й(*, .*,!/), 

x~l{t0~f)-ll\ y=y\{t0-t)lli. 
С течением времени функции й(£,г\) стремятся к решению эллип­
тического уравнения (34). 

Заметим, что распространение тепла, подобное описанному 
выше будет при любых сп, а2 и Р, Для которых выполнено соот­
ношение 0-1 + 1 > Р > а 2 + 1 (СМ- (33))- ПРИ э т о м анизотропия 
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a i>a 2 может быть сколь угодно мало выражена. Это приведет 
лишь к изменению скорости роста амплитуды и распростране­
ния фронта, качественные стороны процесса останутся теми же. 

Подчеркнем, что в этом пункте, с одной стороны, проведено 
численное исследование эволюционной (структурной) устойчи­
вости автомодельного решения (33) уравнения анизотропной 
нелинейной теплопроводности с ИСТОЧНИКОМ (31). С другой сто­
роны, построено численное решение и(1,т\) нелинейного эллип­
тического уравнения (34). Это представляет определенный ин­
терес, поскольку пока не существует эффективных методов ин­
тегрирования таких уравнений. Построение указанного решения 
в принципе не может быть сделано путем прямого решения 
уравнения (34) методом установления, поскольку решение 
u(i-,i-) М-О в такой постановке неустойчиво (о теоретических ме­
тодах исследования подобных задач см., например, [16, 87]). 

2.5.2. Пример построения инвариантного решения на беско­
нечной группе. Неограниченный запас инвариантных решений 
порождается бесконечномерной группой. Рассмотрим двумер­
ное уравнение теплопроводности 

. , u,~Hbu)=(^)/r(!i-l, (37) 
которое допускает (см. таблицу 12) алгебру операторов 

X1--4-; Xt-t-lj + u-b; Х^А± + в4-у.-2А^, 
где А(х,у), В(х,у)—произвольное решение системы Коши— 
Римама 

AX~BV,AV=-BX. - (38) 
Решение системы (38) можно записать в виде А-\-1В = 
==Ф(я+й/), где Ф — произвольная дифференцируемая функция. 

В качестве примера рассмотрим <P(x+t#) = ex+iv, тогда A = 
i=excosy, B = exsmy, Ax = excosy, и оператор Xm принимает 
конкретный вид 

X» = ех cos у — + ех sin у -— + 2ие* cosy -=• 

Чтобы построить инвариантное решение уравнения (37) пер­
вого ранга, нужно рассмотреть двумерную подалгебру. Рас­
смотрим алгебру <X2, Xe->, полный набор инвариантов которой 
может быть выбран таким: 

Инвариантное решение ищем в виде 

и(^, x, t/) = t -—-, Я = gin » 
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где функция и(Х) определяется обыкновенным дифференциаль­
ным уравнением 

Я4 ( а а и - й\) + гл-йв"". - и3—0. (39) 
Сделав в (39) замену переменных и (Я) =.е" •.-*•>, получим уравнение 

^+24=-'", 
которое с помощью замены и(%) = у(х), Х = - , переходит в урав­
нение у" = еу, общее решение которого известно [53] (метод его 
интегрирования также основан на группе преобразований, которую 
оно допускает). В результате искомое инвариантное решение 
представимо в виде трех семейств: 

it и(х, у, t) 

и(х, у, t)--

(siny+c2ex)2 ' 

e*X(i_eCi{e л siny+c,)y 

сЬ 

где С], с2 - произвольные постоянные. 
2.5.3. «Спиральные волны» в нелинейной теплопроводной 

среде. Рассмотрим инвариантное решение, описывающее спи­
ральное распространение неоднородностей в нелинейной среде, 
построенное в диссертации С. Р. Свирщевского. Уравнение 

щ*=(и°их)х+{а°иу)у+аР, р>1 , (40) 
допускает (см. таблицу 8), в частности, операторы 

v д д 
A1-- - -J / - - -XFy, 

Запишем уравнение (40) и оператор X-=c0Xi+X2 в полярных 
координатах 

1 Г 1 д I a« f f+1\ , 1 д*и*+*\\ , мЭ , 4 П "^-тт\т^( г -^-]+я -^-J;-'-JilJ' (41) 

*-<i-B(*o-0^+^(r£) + 
+ ^ + ( l - P ) C o - . (42) 
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где с0 и to —постоянные, t 0 >0. Исходя из полного набора 
инвариантов оператора (42): 

В-а-1 
/1 = =r( t0 — t)20-P); /2.= (p_C o in(t0_i); I3 = u{tQ~t)-W-*\ 

ищем инвариантное относительно X решение уравнения (41) в виде 

u{t, г, Ф).---(*0_*)1-Рй(#, Ф), (43) 
p - q - l 

^ = r ( t 0 - 0 2 ( I ~ p ) . Ф - Ф - с о ^ ^ о - О -
Функция u(R, Ф) определяется уравнением: 

1 J 1 д (Dd~ua+l\ , 1 dhia+l\_ 
o+lXRdRV* dR j"+".R" (ЭФ- J~~ 

ft—- q—1 D du 
^ - - c ( '(KD + Й —«P. (44) 

Легко заметить, что инвариантное решение (43) — (44) описыва­
ет распространение неоднородностей поля температуры (локаль­
ные максимумы, слабые разрывы и т. д.) вдоль логарифмиче­
ской спирали. На рис. З'О схематично изображены траектории 

Р<6+1 

Рис. 30 
таких неоднородностей: при р<сг+1 — раскручивающиеся спи­
рали, при р > о + 1 — скручивающиеся, при. р = 0+1—окружно­
сти. Стрелки указывают направление движения неоднородно­
стей с ростом t (с0>0). Заметим, что рост и так же, как и дви­
жение неоднородностей по спиралям, происходит в режиме с 
обострением. 

В трехмерном случае можно построить аналогичные решения, 
описывающие распространение неоднородностей и вдоль спира-
-лей, намотанных на поверхности конусов с вершиной в начале 
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координат [74]. Численная реализация инвариантного решения 
(43) наталкивается на большие трудности. В работе [60] чис­
ленно реализован случай с- = 0 решения (43), описывающий эво­
люцию СЛОЖНОЙ «архитектуры» неоднородностей и в режиме 
с обострением. 

2.6. Линеаризация и другие вопросы. Уравнения теплопро­
водности, допускающие бесконечную группу преобразований, 
занимают особое место. Наличие бесконечной цепочки преобра­
зований, оставляющих уравнение без изменения, позволяет 
строить соответствующую цепочку решений, инвариантных отно­
сительно группы Ли—-Бэклунда. Однако главное свойство та­
ких уравнений связано с возможностью их линеаризации. Нали­
чие бесконечной группы Ли—Бэклунда (точнее, автоморфность 
уравнения) является необходимым условием наличия (неточеч-
ного) преобразования переводящего его в линейное уравнение 
•[48]. Хотя достаточные условия линеаризуемое™ не получены 
для всех уравнений теплопроводности, допускающих нетриви­
альную группу Ли—Бэклунда, удается найти линеаризующее-
преобразование. Наличие линеаризующих замен позволяет 
строить решения нелинейного уравнения, исходя из решений ли­
нейного: применять принцип суперпозиций решений и т. д. 

2.6.1. Уравнение 
ut=(u-2ux)x, (45) 

допускающее бесконечную цепочку преобразований Ли—Бэк­
лунда [89], линеаризуется с помощью замены (см. [105]): 

u(t, х) = (ЪуУг, х = v(t, у), F=t. (46> 

Действительно, из (46) следует 

Fx~(-'z)y> Ту' Wi~^f~'Vryrvv) ду' 

поэтому (46) переводит (45) в уравнение 

= 0, 

или 
rvT = vyyJrf(f)'uv 

где / — произвольная функция t. Следовательно, преобразование 
(46) переводит всякое решение уравнения 

- " - - - - - " О - " ( 4 7 > 

в решение уравнения (45). 
2.6.2. Уравнение 

; , ut=(li-2uJC)jC-[-.b,b = const, (48). 
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u(i, x)=—5-i-j,, , (49) 

с помощью преобразования (см. [36]) 
_b_lv_ 

~ 2 \v Iу 

переходит в уравнение Dy 
-1 

, . D, 
v J у. 

-(vr-vyy) = 0. 
Таким образом, всякое решение уравнения (47) преобразовани­
ем (49) переводится в решение уравнения (48). 

2.6.3. Уравнение теплопроводности в неоднородной среде, до­
пускающее нетривиальную группу Ли—Бэклунда. В работе [76] 
решена более широкая классификационная задача — выделены 
уравнения теплопроводности 

ut=(k(x, u)ux)x+Q{x, и), 
допускающие нетривиальную группу Ли—Бэклунда. Показано,. 
что нетривиальные преобразования Ли—Бэклунда допускаются 
линейным уравнением в неоднородной среде (ku' = 0, QUu" = 
= 0) и нелинейным уравнением 

щ = (Ы-*их)х + ati + b V~k-Vk (Y~£)xxк-1, (50) 
где k (х) — произвольная функция х, а и b — постоянные, ab — 0. 
Уравнение (50) с помощью замены 

; и-*-УЩх)л (51> 
сводится к уравнению 

u1 = (tr2ux)x-\-auJr b, ab = 0, 
и сследованному выше. 

В работе [119] рассмотрен частный случай уравнения (50) при 
о=..-=0, k = (.lx + |J.)2. 

г 
.- l\au+$j х]х 

Последнее уравнение с помощью (точечной) замены 
1 А,2 

х-*—•lnJX.x + u |> t—. t, 
преобразуется в уравнение 

u , = ((a«+p)- J^)x+Y(a«+p)--«x , 
возникающее в некоторых задачах пористых сред, рассмотрен­
ное в [91]. 

Новые уравнения, линеаризуемые преобразованиями Бэклун-
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да, получены в [74], где рассмотрена более сложная модель теп-
.лопроводности — гиперболического типа. 

На рис. 31 изображена схема связей решений рассматривае­
мых уравнений, где помимо перечисленных выше, даны еще 
следующие преобразования: 

u{t,x) = ue-ai, t=-^e'2a'' X==X] 

W(y,t) = ~J=-, y = D~lu, i = t\ 
и x 

W{y, t) = 2vylv; 

u(t,x)=~bWy\ x=—X-W{y,t)\ 

a(t,x)^-^[u-lDj{ax)'1] n-i 

x=< bxti 
-, t = t. 

иь = (й-?и.х)% ut = (u-zux)x+b 

ut=( и'гих)х + аи Wt+ WWy =Wyy 

(52) 

(53) 

(54) 

(55) 

(56) 

ut =(K(x) и~гих ) х + аи + \Л<Ш (Ь-(\Пйх]кхи-1) 

Рис. 31 

2.6.4. Инвариантные решения. Пусть эволюционное уравнение 

ut=F(u, Ни . . . . wm>, 

154 



допускает нетривиальную группу Ли—-Бэклунда, определенную 
оператором 

X=U(x, и, «1, . . . , «»)-^ + С57) 
Тогда решение и = / (x, £), инвариантное относительно соответ­
ствующих преобразований, определяется соотношением 

U (х, U, Щ, . . . , Un)\tt~f(x,t) = О. 
Иначе говоря, для отыскания инвариантных решений нужно ре­
шать систему уравнений 

ut — F{u, « i , . , . , um), 
(58) 

U(x, и, «1 wn)==0, 
из которых второе является обыкновенным дифференциальным 
уравнением. При возрастании п приходится решать дифферен­
циальное уравнение все более высокого порядка. Поскольку это 
уравнение, как правило, нелинейное, то обычно ограничиваются 
лишь небольшим количеством решений в цепочке, задаваемой с 
помощью рекурренции для U (си., например, [89]). Тем не ме­
нее, задачу решения (58) МОЖНО значительно упростить (см. 
[36]), если использовать линеаризующую замену. 

Рассмотрим уравнение 
ut={u~2ux)x+b, (59) 

которое допускает операторы (57), для которых 
л 

U = 2 CiVt + CoVQ + cW + ctV*. 

где n = L 2 с0, с1, с2, с( — постоянные; 
U0=(u-3iix)x+b, С/—и„ U2=2w+x« — 

—2t(u-2ux)x~-2bt 
соответствуют точечным преобразованиям (найденным в [31]), 
а (У. имеют вид 

U^-Dliu-'D x-jxy\x), i = 1,2 
Решения уравнения (59), инвариантные относительно группы с 

п 
U==2ciUii определяются уравнением 

. •.,;Ь^С1и-Юл-Г1хТ\х)^. .. : ( 6 0 ) 



Применяя к (60) линеаризующую замену (49), получаем ли­
нейную систему. В результате ее решения получается, что вся 
совокупность решений, инвариантных относительно преобразо­
ваний Ли—Бэклунда, задается параметрически в следующем 
виде: 

«<••-.—4(?Г- - - - } ? • 
где 

/ 

^-=22e у А 

L 2 J 

. ( f t . - ; ) ' 

(61) 

(Л,—я)! v ._. . , , . „ , / *•'--'--

E/..;_.v (s-=-0,... ,/г.) —произвольные постоянные, [...] — целая 
часть числа, с".— число сочетаний из т по /г, Я; (.- = 1 , . . . , г) — 
попарно неравные комплексные числа. 

На анализе инвариантных решений (61) уравнения (59) мы 
останавливаться не будем, поскольку для (59) нельзя поста­
вить рассматриваемых здесь краевых задач. 

2.6.5, Для уравнений теплопроводности, допускающих беско­
нечную серию преобразований Ли—Бэклунда, нельзя построить 
соответствующую цепочку законов сохранения (как это имеет 
место, например, для уравнения КдФ). Под законом сохранения 
понимается существование вектора (g, /г), удовлетворяющего 
условию 

Dtg+Dxh=!0, 
на решениях соответствующего уравнения теплопроводности. 
Функции g и h зависят от t, х, и, « ь . . . , «„; g называется плот­
ностью закона сохранения. 

Выше было показано, что уравнение 
и , = (ы-Ч)«+Ь (62) 

допускает группу Ли—Бэклунда, для которой определяющее 
уравнение 

DtU-D\(u-2U) = Q 
имеет последовательность решений 

Uk^-DlU-iDx^jxfJr\x), k - 1 , 2 
Следовательно, уравнение (62) формально имеет бесконечную 
серию законов сохранения вида 

DtUk+Dx(-Dxur*Uh) =0 , k= 1. 2 , . . . 
Однако, в силу (63), эти законы сохранения представляются в 
виде 
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D\ [Dt [u-'D,- \ х)Ш (x) + «--£/*' = 0 

и являются тривиальными в том смысле, что имеют плотность, 
равную нулю. 

Такая ситуация имеет общий характер при рассмотрении эво­
люционных уравнений, имеющих четный порядок по старшей 
производной (и в этом заключается одно из их отличий от уров­
ней с нечетной старшей производной). 

Известно (см. [54]), что если g— плотность закона сохране­
ния для эволюционного уравнения 

ut=F (а, щ,.. -,ит), (64) 

то функция / — --— g'-=2(~~j^-c)fe
15—-- УД°влетв0Ряет уравнению 

оо 

Az+St-Mz-S-o (6S) 

(формально сопряженному определяющему уравнению группы 
Ли —Бэклунда), и, наоборот, если / решение уравнения (65) и 
/ = 4—gi то g — плотность закона сохранения. Из этой теоремы 
(см. [54]) следует, что в случае m = 2k уравнение (64) не может 
иметь законов сохранения, плотности которых зависят от us, s > k . 

Поэтому в случае уравнения 
ut = (k{ti)tix)x+Q(ti) (66) 

можно найти решения / определяющего уравнения (65), которые 
зависят лишь от t, х, и, ии и2. Анализ уравнения (65), показы­
вает, что в этом случае / „ = /„—/„,==.0, то есть /== f(t, x) 
и (65) имеет вид 

ft + kfxx+.Q'f = 0, (67) 
при этом 

g = f(t,x)u. (68) 
Из уравнения (67) следует, что (66) имеет нетривиальные 

законы сохранения лишь в двух случаях: 
1) k=const, Q — au+b; а, Ъ — постоянные. Плотность g за­

кона сохранения имеет вид (68), причем f есть любое решение 
уравнения 

ff+*f.«+af = 0; 
2) A{ne}const, Q' — ak + b; а, Ь — постоянные, g имеет вид (68), 

где 

(e--"(c-x + c2), а = 0 , 
где С. и Ci — произвольные постоянные. 
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§ 3. Квазилинейное уравнение щ=У(и°Уы)+иэ: 
неограниченные решения, локализация, 

асимптотическое поведение 

Данный параграф посвящен исследованию неограниченных 
решений задачи Коши для квазилинейного уравнения со степен­
ными нелинейностями 

«/ = V("°VK) + aP, ^ > 0 , xeRN; a > 0 , р > 1 ; (1) 
и (0, х) -= иа (х) > 0, xQRN; sup щ < + оо. (2) 

Начальную функцию щ будем, как правило, считать финитной, 
причем ис+'бС1^^). Тогда, поскольку вырождающееся уравне­
ние (1) описывает процессы с конечной скоростью распростра­
нения возмущений, при всех допустимых £>0 решение u — u(t, 
х)^0 также будет финитным по х. 

Ниже дается обоснование многих качественных результатов 
§ 1. Предварительно мы введем ряд понятий и определений, 
смысл которых подробно обсуждался в предыдущих параграфах. 

Главное внимание будет уделено исследованию неограни­
ченных решений задачи (1), (2), определенных на конечном 
промежутке времени t<3[0, Т0), причем 

iim sup tt{t, x)= + оо . (•") 

При этом точку x=Xo<dll.N, в которой происходит неограниченное 
возрастание решения при t{to}70

-, будем называть точкой син­
гулярности или точкой обострения, если существует такая пос­
ледовательность /..е[0, Г0), tft{to}7V" при k-У+ оо, что 

" (4 , *о ) -Н-°° , /г-Н-оо. (4) 
Величина То = То(и0)еЦ+\ которая, естественно, зависит от на­
чальной функции и0ФО, называется временем обострения не­
ограниченного решения. 

Значительная часть этого и следующего параграфа посвяще­
на изучению эффекта локализации режимов с обострением, ко­
торый при определенных значениях параметров могут прояв­
лять неограниченные решения задачи (1), (2) (см. § 1). 

О п р е д е л е н и е 1. Пусть и0(х)—финитная функция. Не­
ограниченное решение задачи (1), (2) называется локализо­
ванным (в строгом смысле), если множество (область локали­
зации) 

Ql = {xeRN\u(TF,x)>0} (5) 

является ограниченным в R^. Если же QL неограничено (напри­
мер, Qi — R^), то локализация отсутствует. 
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Ограниченность QL означает, что « = 0 в [О, Г0) X {Rw\Qi,};-
это вытекает из общих свойств решений параболического урав­
нения с источником. Следующее определение является более 
общим, оно имеет смысл в случае произвольных уравнений и 
любых нефинитных начальных функций. 

О п р е д е л е н и е 2. Неограниченное решение задачи (1), (2) 
называется эффективно локализованным, если множество (об­
ласть эффективной локализации) 

о>х = {xeR" | и (7Т, х) •-= + - } (6> 
ограничено. Если же со,-, неограничено, то эффективная локали­
зация отсутствует. 

В обоих определениях и(То", х) — Нт tt{t,x), 

Очевидно, что соьЕЙь. В дальнейшем слово «эффективный» 
из второго определения мы будем, как правило, опускать. Вве­
дение множества (6) позволяет классифицировать локализо­
ванные решения следующим образом: локализация в 5-режиме, 
если mes wi.>0, и в LS-режиме, когда mes о>ь-=0. В последнем 
случае решение u(t, х) может возрастать до бесконечности при 
t-*-T0~ лишь в одной сингулярной точке, а в остальных ограни­
чено сверху равномерно по г.б(0, Т0). 

Укажем основные требования, которые накладываются на 
решение задачи (1), (2): 

1) в любой области вида (0,Т0 — г)хЯм существует един­
ственное ограниченное неотрицательное обобщенное решение 
задачи (1), (2), и-ч--е£°°(0, Г; Hl

0(RN)), (w1+a/2),eL2(0. Г; L*(RN)), 
a'+^-eL00(0, T;L2(RN)), Т.-=Т0—% (см. различные способы ана­
лиза свойств обобщенных решений в [9, 11, 37, 51, 55, 63, 68,. 
84, 114, 124, 125]); 

2) решения удовлетворяют теореме сравнения по начальным 
функциям: если и^, v —1,2 , — два решения, отвечающие различ­
ным начальным функциям w(v) (0, х) = w<v) (x) > 0 и и^>и^ в R^, 
то «(-)>«(•) в (О,Г0)ХК", Г о - m i n (Г.^,'/12)> (см., например, 
[51, 55, 68, 84, 88]); 

3) функция S7ua+l (t, x) непрерывна по х в R^ при каждом, 
фиксированном ЩО, Т0), см. [50, 55, 82, 90, 110]); 

4) решение u=u(t, x)~^0 в случае финитной начальной 
функции и0 является финитным по х при любом t&(Q,T0) (это 
устанавливается путем сравнения u(t,x) в смысле 2) с финит­
ными автомодельными решениями, построенными, например, в 
[12]); 

5) при выводе отдельных результатов мы будем использо­
вать также тот факт, что обобщенное решение в (О, Г0—t) XR^ 
может быть получено, как предел монотонно убывающей по-
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следовательностк классических строго положительных решений 
ТОГО же уравнения, на каждом из которых оно равномерно па-
раболично; см. [51, 55, 68, 114] (отметим, что отсюда вытекает 
справедливость 2)—4)); 

6) без ограничения общности, в ряде мы также будем счи­
тать, что всюду в P[u] = {(t,x)Q(0,T0)xRN\u(t,x)>0} реше­
ние является классическим: ueCh2(P[u]), и не имеет необходи­
мой гладкости лишь на поверхности вырождения S[u] = 
= P [ u ] \ P [ w ] \ { / = 0, x£RN} [51, 55, 68]. 

Другие естественные ограничения будут формулироваться 
ло ходу изложения-

3.1. Условия возникновения неограниченных решений. Весь­
ма полный анализ условий неограниченности решения задачи 
(1), (2) проводится с помощью построения неограниченных 
НИЖНИХ решений уравнения (1). Для этого нам понадобится 
следующее утверждение, где через А (и) обозначен оператор 
A(v) =vt—V(VVv)— v*, v = v(t,x)^Q и через DT — область 
<0,7)X{x6R-"| \x\<Z(t)}, £6C([0, 7)) —некоторая неотрица­
тельная функция; Q- — (О, Т) XRN • 

П р е д л о ж е н и е . Пусть и:Qr-> [0, + oo) —решение задачи 
Коши_ (1), (2) и функции uT:Qr->[0, + со), u^CU2(DT)f) 
C\C(DT), ит. = 0 в Qr\DT удовлетворяют в DT неравенствам 
А(и.)<0, А(и+)>0. Пусть Vtta+'eC(RN) при всех t£(0, T) и, 
кроме того, #_(0, х)<иа(х)<и+{0, х) в R^. Тогда и~<и<и+ 
в (0,T)XRN-

Функции и_ и и+ называются соответственно, нижним и 
верхним решениями задачи (1), (2). По поводу доказательства 
см., например, [51, 52, 55, 88]. 

3,1.1. Построение неограниченных НИЖНИХ рещений. Ниж­
нее решение задачи (1), (2) будем искать в автомодельном виде 

и_(Лх)-(г-0-1/(Р-1)е_(£), б--=|*|/£*(-), (7) 
где £*(!.) = (T — t)m, /7t-=[p — (a + l)]/2(p — l). Тогда неравенство 
-А(«_)<0 в DT будет эквивалентно такому обыкновенному диф­
ференциальному неравенству: 

^ ( ^ - 1 o - e : r - m 0 U - ^ r e . + 0 L > o . (8) 

Полагая 6-(£) = А (1 — £2/a2)^°, где A, a—положительные посто­
янные (отметим, что Vg6-+16C (R^)) приводим (8) к следующему 
виду: 

m - n A + A p _ 1 A - > 0 , А = ( 1 - | 2 / ^ ) + б [ 0 , 1], (9) 
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где 
_4Л° p-(q+l) _̂ 

те а2д- + (р —1)о ' Л — -а l+^(-V + § (10) 

Без труда выводятся условия справедливости (9) и тем самым 
следующее утверждение [19]. 

Т е о р е м а 1. Пусть в задаче (1), (2) «0(x) такова, что 

й 0 ( х ) > й „ ( 0 , х ) ^ Т - 1 / ( В - , ) 8 - ( ^ - ] , xeRN, (И) 

где 8-(Е)-=А (1— £2/а-)у°' и Г, а, Л— положительные постоянные, 
две последние из которых связаны неравенствами 

7И>0, Лр-1>(я---да)(да/л)- [ (-+-'-11/в. (12) 

Тогда решение задачи (1), (2) существует в течение конечного 
времени То = То(ио).5-.5Т. 

Легко убедиться, что система (12) разрешима относительно 
а, А при любых значениях 0>О и р > 1 . Элементарный анализ 
нижнего решения (7) показывает, что при р<5(1, сг-f-l) всякое 
решение задачи (1), (2) при ийФ§ является неограниченным. 
Ниже будет доказан более сильный результат. 

3.1.2. Отсутствие нетривиальных глобальных решений при 
l<p<<r+H-2/N. 

Т е о р е м а 2. Пусть 06(1, 0 + 1 + 2 / N ) , и0фО. Тогда реше­
ние задачи Коши неограничено. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы основано на сравнении u(t, х) 
с известным автомодельным решением уравнения без источника 

-",.--=V(-°Ve>), * > 0 , xeRu. (13) 

Оно имеет следующий вид (см. [5, 43, 44]): 

vA(t, х) = (Г1 + ^ ) - ^ ( 2 ™ / ( ч ) . чЧх\(Тг-^ГЩ2+"°\ 
/(Т1) —_(Л§ —n-)Y°; -8==[а/2(2 + Л/(Т)]1/(Г. 

(14) 

Здесь Т1 и -~-|о — произвольные положительные постоянные. 
Пусть, без ограничения общности, и0(х)>0 в некоторой 

окрестности точки x==0. Фиксируем произвольное Г1>0 и вы­
берем г]о>0 в (14) столь малым, чтобы ti0(x)^vA(Q,x) в RA'. 
Тогда, очевидно, u(t, x)^vA(t, x) в RN при всех допустимых 
£>0. Покажем, что при | 3 < 0 + l + 2 / N найдется такое ti^O, 
что w(ti,x) удовлетворяет неравенству (11) (o A (^ ,x )^u_(0 , л;) 
в RN) при некотором Г > 0 и, следовательно, в силу оценки 
u(ti,x)^Vx(ti,x) решение задачи Коши существует в течение 
времени, не большего t i+Т. 
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Неравенство vA(tu x)^u-(0,x) в RN эквивалентно сле­
дующим: 

:{Ti + ti)-viv+vc)Hla>AT-m,-i^ 

•1о(Т1т-1)1/(2Нг;У(Г)>-пШ" (а+1)1,2(^1)^ 
Пусть в первом из них имеет место равенство, тогда остаетсй 
проверить выполнение второго при больших Т > О. Оно при­
водится к виду 

и справедливо при всех достаточно больших Т, если f}<cr+ 
-\-i~\-2/N, что завершает доказательство. 

Отметим, что условия (15), (15') позволяют проанализиро­
вать и «критический» случай [5-= a+l+2/./V, однако полученный 
на качественном уровне [40, 41] результат об отсутствии гло­
бальных решений при p = 0 + l + 2 / N этим способом доказать не 
удается. Для случая а = 0 теорема 2 известна сравнительно' 
давно (см. [63, 97]), анализ критического значения |3 = l-f-2/.V 
проведен в [85, 102, 111]. Разумеется, техника исследования 
полулинейного уравнения, использующая возможность обраще­
ния линейного оператора (d/dt—А), не применима в квазили­
нейном случае. 

3.2. Глобальные решения при f J>a+l + 2/N. Ниже устанав­
ливается оптимальность теоремы 2. 

Условия глобальной разрешимости задачи будут получены с 
помощью построения ограниченных верхних решений и+ сле­
дующего вида: 

u+(t, л")==(Т + ~Г1/(3~1Ч(£). t=\x\/(T + t)m, 
(16) 

Q^{l)-=A(\-^la^a, T> 0, А > 0 , а > 0 . 
Неравенство А(и + )>0 (отметим, что VM++16G (R^)) • экви­

валентно такому: 
р+о-1 

+ /г : !Л+Ар~1Л a < 0 , A = (l~ti-/a2)+e(0, 1); 
(17) 

4Ав В—(о+1) 
w * a" a2 (P—1)"о' i-^l/v4 

Для справедливости (17), например, достаточно, чтобы гп.к<О, 
м* + /г* + А е _ 1 < 0 , или 

о- ~ ^ (Р—l)a ' Л ^~~& " Р Т - W 
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Нетрудно получить условие разрешимости (18). Из второго не­
равенства вытекает необходимость ограничения 2NAa/oa2> 
>1/(р— 1), что вместе с первым дает 

2 4 Ав P - ( f l + l ) 
W J ( P — 1) ^ а2 д2 ^ ' ( | 3 — 1) а * 

Поэтому (18) имеет решение, если 
2 p - ( g + i ) 

.Vj(p-i) ^ (р-1)о 
или, что то >i е самое, [[3 —-(ст-J- 1 -'r2/N)]/o($— l ) > 0 , т. е. 
р>ст+1 + 2/ЛЛ Итак, доказана следующая [19] 

Т е о р е м а 3. Пусть р > а + 1 -\-2jN и при некотором 1Г>0 

щ(х)<и+(0, х)ввТ-:!ф-г)в+(\х\1Т™), хеЯ", (19) 
где Q+(l)=-A (1 — |2/а2)+ст и постоянные A, a>0 удовлетворяют 
(18). Тогда задача Коши (1), (2) имеет глобальное (ограниченное) 
решение, причем 

u(t, x)<(T-'-trl,{^)Q+(\x\/(r + t)m) в RV x f . (190 
Суммируя сформулированные в теоремах 1 и 3 результаты, 

приходим к такому утверждению: при p > a + 1 + 2 / . V для всех 
«больших» начальных функций задача (1), (2). неразрешима в 
целом, а при достаточно «малых» «0 существует глобальное ре­
шение. 

З а м е ч а н и е . Нетрудно показать, что глобальные решения 
при | 3 > a + l + 2 / / V не обязательно финитны, как в (19). Для 
построения «нефинитного» множества устойчивости достаточно 
в качестве 8+ в верхнем решении (16) взять, например, сле­
дующую функцию: Q+(l) =A(a2-f-i|~)-1/(| ,-1)>0, и подобрать ве­
личины постоянных A > 0 и й>0 так, чтобы А(и+)ЗЮ в R+'X 
XRN. 

3.3. Три типа автомодельных режимов горения с обострени­
ем. Исследование конкретных свойств решений довольно слож­
ной нелинейной задачи (1), (2) удобно начать с анализа част­
ных автомодельных решений, предварительное исследование ко­
торых в одномерном случае проводилось в § 1. Хотя эти 
частные решения реализуются при некотором специальном 
выборе UQ(X), тем не менее анализ их весьма простой 
пространственно временной структуры позволяет обоснованно 
судить о характере протекания процесса горения с обострени­
ем в общем случае. Такой переход от частных решений к ис­
следованию решений весьма общего вида осуществляется на 
основе специальных теорем сравнения, сформулированных в 
п. 4. Подробное качественное и численное исследование раз­
личных режимов горения с обострением в данной задаче про­
водилось в [40, 45, 59, 74]. Первые исследования сложных ав-
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томодельных тепловых структур и их устойчивости были вы­
полнены в [40, 41, 59, 73, 74] (см. § 1). 

Проведенное ниже исследование автомодельных решений ис­
пользует отдельные результаты [1, 2, 101] и опирается на неко­
торые из развитых там подходов-

3,3,1. Формулировка автомодельных задач. Как показано в 
§ 1, при любых0 а > 0 и р>1 уравнение (1) имеет неограни­
ченное автомодельное решение 

1_ 

uA(t,x)~(TQ-t) &->QA(Z), l= {T^t)m ; т = Ц±±Ъ-,Щ 
где T0>0— время существования решения. Функция 0А(.=)>О 

удовлетворяет в R" следующему эллиптическому уравнению, 
которое получается после подстановки выражения (20) в (1): 

v(exveA)-wveAi--^reA+e|=o, .ieR". (21) 
Уравнение (21) всегда имеет тривиальное решение 6А = 0 , а 
также пространственно однородное решение 9А (lb—-0я = 
= (Р—J) —1/<э—и_ н а с будут интересовать нетривиальные решения 
0А=£О такие, что 8АШ--~0 при |S|{to}+°°- Радиально несиммет­
ричные решения эллиптического уравнения (21) изучены пока 
только качественно и численно [60] (отметим, что (21), по-ви­
димому, допускает целый спектр решений с весьма разнооб­
разной пространственной структурой; примеры приведены 
в [60]). 

В дальнейшем мы ограничимся анализом симметричных ре­
шений: 

ОА-ОА©- ^\x\/(T0-tr>0. (20') 
Тогда (21) превращается в обыкновенное дифференциальное урав­
нение: 

-~r (I""1 W - т№ - рт 0 А + 0 А = ° ' 5 > о- (22) 
еА (о) = о, 0А ( + - о ) = о (0А (о) > о). (23) 

Уравнение (22) вырождается при 0А=О, поэтому задача 
(22), (23) допускает, вообще говоря, обобщенное решение, не 
имеющее в точках вырождения необходимой гладкости. Одна­
ко во всех случаях решение 0А должно быть таково, что 8А°0А' 
непрерывна при всех . | > 0 (и, разумеется, 0A6G2 всюду, где 
6А >0) . Это, в частности, означает, что 0А0Д = О там, где 0А = О. 

3.3.2. Локализация горения в S-режиме, р = а + 1 , При р = 
-=а+1 уравнение (22) принимает особенно простой вид: 

- - ( ^ - Ч б А ) ' - ^ 0 ^ 0 ^ ^ 0 ' ^ 0 - &) 

•> Случай 0 = 0 рассматривается в § 4, 
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В одномерном случае (TV = 1) оно легко интегрируется и одно из его 
решений имеет такой вид (напомним, что | = | х | при p — a-f-1): 

eA-e,w-l0i \X\>LJ2, 
где Ls=2K(a-\-\y/2/o. Это решение впервые построено в [45, 74]. 
Его отличительной особенностью является то, что соответствую­
щее автомодельное обобщенное решение (20) 

иА(г, х) = (То-0- 1 / гвЛ^)("А = 0 в [0, т0)х{\х\>^]) (26) 

проявляет эффект локализации неограниченного решения в области 
fli = сй£ = {jx | <L„/2}. Несмотря на неограниченное возрастание 
решения при t->To~ во всех точках области локализации, тепло-
вые возмущения в окружающее (Холодное' пространство не про­
никают. Ширина области локализации Ls =•• mes QL называется 
фундаментальной длиной. 

В дальнейшем будет показано, что Ls является фундамен­
тальной характеристикой рассматриваемой нелинейной среды. 
При N=\ уравнение (24) допускает счетное множество раз­
личных решений, составленных из произвольного числа эле­
ментарных решений (26) (периодического продолжения функ­
ции (26) в обе стороны с периодом Ls), которые в силу усло­
вия тепловой изолированности порождают в соответствии с (20) 
независимое друг от друга горение на фундаментальных дли­
нах L8. Уравнение щ— (иа+])хх-\-иа+1 также допускает другой 
класс неограниченных локализованных решений следующего ви­
да: u(l, x)^cf(t)[l—{A + cos(Xx))/g(t)]+i/a, где К = а/{о+1), 
А — постоянная. Подстановка этого выражения в уравнение да­
ет систему обыкновенных дифференциальных уравнений для 
неотрицательных функций ф(0 , g(t) (идея построения подоб­
ных «неинвариантных» решений для параболического уравне­
ния со стоком — wa+1 вместо источника высказана в [88]). 

Ниже подробно рассматривается многомерный случай N>1. 
Автомодельные решения .S-режима существуют в пространст­
вах произвольной размерности, однако здесь, в отличие от од­
номерного случая, нет немонотонных решений. 

Т е о р е м а 4. При любых N>1, |3 = a + l существует финит­
ное решение 0А>О задачи (22), (23). Функция 9 А всюду, где она 
положительна, монотонно убывает. Немонотонных решений за­
дача не имеет. 

Прежде всего, отметим, что финитность решения задачи 
(22), (23) вытекает из локального анализа уравнения' в обла­
сти достаточно малых 0 А > 0 . ЭТО дает следующую асииптоти-
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ку финитного решения: 
а 6д (I) — 2 (а+ 2) (-0' ^} , /Cf(H-e(|)), £<£.-, (27) 

где lo — mes supp 6A < + -о (0л = О при | > go) и s(|) {to} С-при £{to}|0 . 
Для доказательства существования удобно рассмотреть, наряду 

с (22), (23), семейство задач Коши 

7=Т(& 
- V - 1 I Г в ' ) - - • |С0-О, | > 0 , (28) 

е(о)—юо, 6'(о)—о (29) 
и подобрать величину |х>0 так, чтобы 0 - 0 (£; | ^ ) ^ 0 удовлет­
воряло условию 0(-j-oo; |д.) = 0 ; тогда, очевидно, 0(£; (х) будет 
искомой функцией 0А(|). 

Доказательство теоремы 4 опирается на следующие леммы. 
Л е м м а 1. Пусть 

0 < V < V-* = 2(а + I/O (30) 
.а (а+ 2) 

Тогда 0(^ ;^)>О при £;>0. Кроме того, |0(-|;n)| равномерно 
ограничена по .g>0 при любом |х>0я:|0(.;; и.)|<|х. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Умножая (28) на |б|сг0/ и интегрируя по­
лучившееся равенство по (0, {xi}), приходим к тождеству 

•у (10 NO2 Ш+(-V—l) \ (| е |«е')2 Ы) df+Ф (е <£))=Ф (rt, (31) 

ч! 0+2 
где через Ф (fx) обозначена функция 

I ц 120+2 

CD (ц) = 2 ( t f + i ) • 0-(а + 2)-

Из (31) непосредственно следует, что Ф(0(£; [х))<Ф(|х) при всех 
£ > 0 . Зто> как нетрудно убедиться, обеспечивает справедливость 
утверждений леммы. 

Лемма 2. Существует такое \х = \х* >Э#, что 0( | ; Ц*) 
обращается в нуль. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное, пусть 
0(^;|х)>О в RV при любых [х>0 я . Полагая *ЙР -== 10 j°"е, Ф(0)--= 
— |j,cr+-, получим для новой функции Ф следующее интегральное 
уравнение: 

Ф'(а-(-+!•)£' 1 - ^ ^ . V - l | ф | а + 1 ф — ф dri, -s>0. 

Полагая теперь "М1)=-=ф(£)/ф(°)--^(£)/1~сг"И> имеем 
1 г 

% Ш - ( а + 1) g-N\y\N^ [—{mu}-»|̂ l 
а_ 

% - - %- dr\, g > 0. (32) 
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Из леммы 1 вытекает, что | %,, (|) | < 1 в R\, если [А>6я> а из 
,(32) получаем, что | ̂  (|) | <const ,на любом компакте [0, .=„.]. 
Из теоремы компактности ' Арцела — Асколн следует, что для 
некоторой последовательности \x,k {to} -f- оо %•, (g) {to} •о, (|) > О 
равномерно на каждом компакте [0, gm]. Уравнение для та полу­
чается из эквивалентного (32) интегрального уравнения предельным 
переходом ц = ц4->.-[-оо и имеет следующий вид: 

i 
таЧЮ=—(сЧ-1)11-"|-"--(.l)d-l- £ > 0 ; и»(0) = 1- (33) 

о 
причем •."..({;)> 0. В силу (33), ге /<0 , поэтому w>0 в R+. 
Но (33) эквивалентна следующей задаче: 

у / + --^-----ю' + (о + 1)-.в=-=0, | > 0 ; то'(0)--=0, та(0)-=1, (34) 

решение которой обращается в нуль (в точке |-==2.v)/(<-f+l)1'2, 
где z$ >0—наименьший корень функции Бесселя ./(/v-2)/2). 

Для завершения доказательства нам понадобится утвержде­
ние об условиях непрерывной зависимости решения задачи (28), 
(29) от ц>'0. Отметим, что в общем случае непрерывная зави­
симость, вообще говоря, отсутствует, так как уравнение (28) 
вырождающееся. 

Л е м м а 3. Пусть функция 8(£; (ii), \х\>0 такова, что (]0] а° 
€>') =7-0 в тех точках |е(0, Ы> где 0 = 0. Тогда ( |е|-в) (£; {mu}) и 
(|0|ОЭ)'(1; 1-0 непрерывным образом зависят от {mu} на компакте 
[0, 1т] в окрестности значения параметра |x=-={mu}1. 

По поводу доказательства см. близкую по смыслу лемму 5 
в [20]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. Введем множество Ж = 
= {ц.0>0| при всех 0 < | А < ц ° : 6 - £ ; ц ) > 0 в R+1}. Тогда Лф 
{ne}{H°{le}0H} (лемма 1) и Ж ограничено сверху (лемма 2). По­
этому существует 80 = sup,# > 6Н. Из леммы 3 тогда вытекает, 
что функция 6 (|; 0о) представляет собой искомую функцию 
I0A, удовлетворяющую условиям (23) с асимптотикой (27). Мо­
нотонность 6д вытекает из тождества (31). 

3.3.3. Лемма о стационарных решениях. Для исследования 
разрешимости задачи (22), (23) при р=т-=0+1 нам понадобятся 
некоторые свойства радиально-симметричных решений стацио­
нарного уравнения 

V(U°VU) + Up-0, U-=U(.x)>0. (35) 

Полагая Ua+1 = V и преобразуя независимую переменную 
x{to}.x:(a+l)1/2, получим для функции V = V^,( ]x | ) следующую 
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задачу: 
-J—(г^КГ + П — О, г — И>0, (36) 

vh(0)=%, 1/;(о)=-0, (з7> 

где A > 0 —постоянная (параметр семейства {V^}), а — Р/(сг+1)>0-
Вследствие инвариантности уравнения (36), при любом %>0 
справедливо тождество 

( — \ К*(г)з=ауДа,2 rj. (38> 

Лемма 4. Пусть к > 0 . Тогда 
(а) при a<(yV + 2)/(TV —2)+ (т. е. 0 < о < + со при ./V —1 

или N = 2 и 0 < а < ( Л / ' + 2)/(Лг —2) при /V>2) решение задачи 
(36), (37) обращается в нуль в некоторой точке г-=г0(Х)2-з 
= г0(1)Х<-1~а)/2, причем V'% (г0)ф0, так что задача не имеет 
решения V \ > 0 в R+; 

(б) если a>(7V + 2)/(iV—2)+, то КА (г) > 0 в R+ и V\->0 
при г -у + <х>. 

По поводу доказательства см., например, [10, 107, 101]. 
При «критическом» значении a = (N -\-2)l(N—2)+ решение пред-
ставимо в явном виде: 

\ r ^ j x ^ o (39> 

(это семейство построено в [116]). 
Возвращаясь к уравнению (35), получаем, что при 0 < р < 

< (сг-J-l) (N+2)/(N—2)+ стационарных решений U-=-U(|A:|) ^ 0 
в R-V не существует (более того, нет и несимметричных реше­
ний и = 1/\х)ф0, см. [98]). Напротив, при p X o r + 1 ) (/V+2)/ 
/(N—2)+ все его симметричные решения строго положительны 
[69, 101, 107]. 

Основа доказательства леммы 4—известное интегральное 
тождество [69]. Проведенное в [69] и для более общих квазили­
нейных эллиптических уравнений в [70] исследование показыва­
ет, что «критическое» значение параметра, при переходе через 
которое резко меняются свойства решений, может быть найдено-
из условия вложения функциональных пространств, отвечающих 
различным членам уравнения. Например, для уравнения (36) 
при a ^ ( N - f 2 ) / ( N — 2 ) + нарушается компактность вложения 
Но1 (Bi)czLa+i(Bi), B i - ш а р единичного радиуса в RN [62]. В 
критическом случае a— (N-\-2)/(N—2)+ уравнение (36) инва­
риантно относительно некоторого конформного преобразования 
[46, 48], что в конечном итоге позволило найти семейство реше­
ний (39) [116]. 
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Исходя из этих положений, удается проанализировать дру­
гие задачи. Например, для уравнения 

v(|vUrvU)+Up=0, o>o, р>1 
«критическим» является р == [N {а + 1) + (а + 2)] / [N —• (а + 2)]+, и 
при этом р существует семейство решений (см. [20]) 

U(x) = 

- { [ a ^ ( ^i g + 2 ) 4 ' / ( 0 + 2 7( a 2 +^i ( p + 2 ) / ( g + i ) ) }^ ' ( a + 2 ) 1 / ( g + 2 ) -
В случае уравнения четвертого порядка 

— A2U+Up = 0, р > 1 , 
при «критическом» значении $ = (N -\-4)/(Ат — 4)+ существует сле­
дующее семейство строго положительных решений в R^ [25]: 

U (x) = {a*N (N-4)(N2-4)}{N~")l&l(a2 + \ х 12)<"-«>/2. 
3.3.4. Нелокализованные автомодельные решения Я5-режи-

ма, р < о + 1 . Локальным анализом устанавливается, что реше­
нием задачи (22), (23) при рб(1, а+1) может быть только фи­
нитная функция со следующей асимптотикой вблизи точки фрон­
та g-£o==mes supp0A: 

BA(S)-[(V(pr?)
)gEo(b-5)]1/g(l+-(6)). (40) 

где co(§){to}0 при |-->1|сГ. 
Т е о р е м а 5. При любых 1 < р < о + 1 к N^s l существует 

финитное решение 6А задачи (22), (23), причем 0 А ' < 0 всюду, 
где 6д>0 . Немонотонных решении задача не имеет- При N = 
= 1 решение 6д-^0 единственно. 

Доказательство первой части теоремы практически не отли­
чается от приведенного выше анализа 5-режима. Единствен­
ность решения при .¥-—1 устанавливается в п. 3.6 на основе ис­
следования исходной параболической задачи с частными произ­
водными. 

Несколько слов о свойствах автомодельного решения (2'0) 
при Р6(1, и+1) . Оно представляет собой Я5-режим горения c 
обострением и локализация отсутствует. Фронт тепловой волны 
движется по закону 

т. е. волна за конечное время охватывает все пространство, при­
чем «А-^-Ь00 при t-+T0~ всюду в R .̂ 

3.3.5. Локализация в автомодельном LS-режиме с обострени­
ем, р > а + 1 . Автомодельные решения (20) при р>ог+1 еще бо­
лее ярко, чем в случае 5-режима, проявляют СВОЙСТВО локализа­
ции процессов диффузии тепла и горения. Речь здесь идет об 
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эффективной локализации, так как автомодельная задача (22), 
(23) не имеет при р > а + 1 (в отличии от случая p{le}cr+l) фи­

нитных решений и, как показывает локальный анализ, всякая 
функция 0А(.|) имеет следующую асимптотику: 

вд (Ю-САГ 2 / [ Р _ ( а + 1 ) 1 (1+^Ш) . v(i)~>0, |{to} + o>, (41) 
где С А — С А (о., р, N) - постоянная. 

Т е о р е м а 6. Пусть Р>сг+1. Тогда 
(а) если $<(o+\){N + 2)i(N — 2)+, то задача (22), (23) имеет 

по крайней мере одно решение 0А = Од (£)>0 в R+, которое стро­
го монотонно убывает по | и имеет асимптотику (41), причем 

р 1 

2N 
[---(а+1)] 

1-(о + а-И.р-(сг-Н) 
С А > TKZ^rr-f *=ф^\ > 0 ; (410 Р 

(б) при N =1 задача (22), (23) имеет не менее 

/Го=--[-а]-1. fl=--p_P(7.|1)>-' 
различных решений, отличающихся по числу точек экстремума 
при |е[0, +оо) (первое—г монотонное решение — имеет только 

точку максимума при ц = 0, второе, если Ко>1, — точку мини­
мума при §---0 и ровно один максимум при £ > 0 и т. д.). 

Основное место в доказательстве теоремы 6 занимает пред­
ложенный в [40, 73] способ описания локального поведения не­
монотонных решений вблизи однородного 0==8H путем «ли­
неаризации» уравнения. Рассмотрим наряду с (22), (23) семей­
ство задач Коши: 

•,N-1 (^-ilolVy-me^-^e+lel^-'e—o, g>o, (42) 
6(0) — (л>0, 6'(0) = 0; m— Р

2 ~ ( ^+ 1 ) . (43) 

ПОЛОЖИМ Q = 0(i; ц) ---Эн+е»(|), где в > 0 — постоянная, игра­
ющая в дальнейшем роль малого параметра. Тогда получаем 
для v(l) следующую задачу: 

е^гят— №r-1v,), — mv't + v~=ea>e('o), ё > ° . (44). 

W(0)---v----((a-flH)/e, t ; , (0) -0 , (45) 
где ФЕ: С2-^С — некоторый ограниченный квазилинейный опе­
ратор второго порядка. Из (44) следует, что в силу непрерыв­
ной зависимости решения уравнения от параметра е в окрест­
ности е=0 на любом компакте [ 0 , U ] , решение v(Q при опре­
деленном выборе | & | < 1 и | ц — 6 н | < 1 близко к решению со-
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-ответствующей линейной задачи 

j,(0) = v ^ 0 , у' (0) — 0. ( 4 6 ) 

Заменой |== п1./2(20^//тг)1/2 уравнение для у СВОДИТСЯ к вырож­
денному гипергеометрическому уравнению "<\у"-\-yf (с—г\)—а£/= 
--=0, y(0)=v, где c = N/2, а = - 1 / 2 m = - - ( р — 1 ) / [ р - ( а + 1 ) ] . 
Решения этой задачи являются немонотонными и имеют при 

T I > 0 равно Л-•—[—а] корней (см., например, [7]}. Возвра­
щаясь к задаче (44), (45), а затем к исходной (42), (43), полу­
чаем, что при достаточно малых \\х—>0н| всякая функция 
•е(£;|л) в области своей положительности имеет не менее 

К0=-[-а}~1>1 при a - - - p j ~ . l i ) - ; > 1 (47) 

точек экстремума при 1>0. Этот факт имеет принципиальное 
значение. Отметим, что при а = 0 из (47) имеем /<о=0, что, как 
выяснится в дальнейшем, свидетельствует об отсутствии нетри­
виальных автомодельных функций 6А при о - 0 (и 1<p{le} 
< ( N + 2 ) / ( N - 2 ) + ) . 

Кратко охарактеризуем основные моменты доказательства 
предложения (а) в теореме 6. Положим Ж = {|1>0н|В(|; | л )>0 
на (0, £,.,) и имеет на (0, g j , по крайней мере, одну точку мини­
мума}. Тогда из приведенного выше анализа /РФ0. Если Jf 
ограничено сверху, то функция 0( | ; Go), Oo==supyf будет, оче­
видно, искомым решением задачи (22), (23) с асимптоти­
кой (41). 

Итак, докажем, что sup«#1< + oo. Положим в задаче (42), 
<43) ^(.|).---(1-(-ч--)ф(|/|1»-(.--.)), где Ф = | Gĵ e. Тогда для %,. 
получим следующее интегральное уравнение: 

••• ^ © = - ( ^ + l ) g 1 - J V S ^ - 1 | ^ l ( r + 1 \hdn + ̂ -eO(^), (48) 
о 

где 1|зр, (0) = 1, г|^(0) = 0 и О (фд) —ограниченный в С интеграль­
ный оператор 

О (,h) = т (а+1) |-.|„i |~Г~ V + 
- 1 

+ (a+ 1)£--"$т]"-1 [_L.r_OT/Nr] \%\^~\^d4, 
о 

который не является сжимающим в окрестности %-з0 . В отли­
чие от случая p{le}a+1 (см. п. 3.2), при р > а + 1 заранее ничего 
нельзя сказать.об ограниченности \\\>^.\ и \%'\ на компакте. 
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Поэтому будет использована непрерывная зависимость i|v(i) от 
(я. в окрестности {mu}.=+oo. При ц — -{-ао (48) формально превра­
щается в такое уравнение: 

Is — — 1 
ЧС (I) = ~ (о+1) £1-^ ^ y\N~x | •[»« | a + I iMfy. Ф« (0) = 1 

"о 
ИЛИ, что то же самое, g ,--v(6w--^J / + (o+1)|i|JooP/(cf+1>"I-l)»---0r 
£ > 0 ; i|Joo(0) — l, -ф^ (0) =----- 0. Поэтому, как следует из леммы 4 
в п. 3.3, при p<(o + 1)(7V + 2)/(;V--2)+ функция ^ (|) обра­
щается в нуль в некоторой точке g = §„. (я|)-о > 0 на (О,!..,)),. 
причем "фД (•!*) < О- Рассмотрим компакт Кв == [0, £,* — е], е > 0 . 
Тогда я|з« ({xi}) > ip» (-I* — е) > О на Кв и, следовательно, на 7СВ 
есть непрерывная зависимость г|)ц и ^ от ц в окрестности 
jx = _|- оо, то есть в частности, т|зД ( ^ — е){to} ^ ( ^ — е), ^ ( ^ — s) {to} 
->C(?*~~ e ) при ц-» + о о . Но С(яЫ^О(1Ь1>д11£/(о+1))-*0 при 
||%||c{to}0- Поэтому для продолжения г|)д(£) из точки £ — £„ — s 
в окрестность £-=g, можно воспользоваться теоремой Шаудера,. 
причем за счет «малости» G(%) производная яр/(I) на {||— 
—?* |< 8 ) будет меняться незначительно и в результате яр..(£) 
обращается в нуль при всех достаточно больших ц > 0 . Этим 
завершается доказательство предложения (а). Оценка (41) бу­
дет доказана в п. 3.8. 

Вопрос о существовании нетривиальных решений задачи 
(22), (23) при |3> (0+1) (N+2)/(N—2) + остается открытым. 

Предложение (б) из теоремы 6 подробно доказано в [1, 2]. 
Дискретный спектр решений задачи (22), (23) этим же спосо­
бом можно построить для определенных значений |3, а и в мно­
гомерном случае N > 1 . Идея линеаризации уравнения относи­
тельно однородного решения 0==0н позволяет исследовать 
структуру несимметричных решений эллиптического уравнения 
(21) при |3>сг+1. Пока в этом направлении получены интерес­
ные качественные и численные результаты [60]. 

В заключение приведем один важный для дальнейшего ре­
зультат, который вытекает из простого анализа уравнения (22). 

Т е о р е м а 7. Пусть cr+l<J3{le} (o+l)N/(N—2)+. Тогда вся­
кое автомодельное решение (20) является критическим, то есть 
всюду в (О, T0)XRN 

^-(Fo-0~^r_1[^e;g+~reA]>o ' (49) 
и, следовательно, 

ЙА (*,•*)<ЯА(То~ x ) - C A | x | <3-(0+1>, xeRw \{0}. (50) 
Оценка (50) наглядно показывает эффективную локализа­

цию горения в LS-режиме — температура неограниченно возра-
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стает при t-*-T<r только в одной точке x = 0 ; в R^Xl'O} она 
•ограничена сверху равномерно по £б(0, ~0) предельным распре­
делением иА(Т0~, х). Строгая локализация в задаче Коши (1), 
(2) при р > а + 1 с финитной и0(х), N = 1 , будет доказана 
в п. 3-5. 

Теперь мы переходим к исследованию общих свойств доста­
точно произвольных неограниченных решений задачи Коши. 
Здесь важную роль играет специальный подход к сравнению 
различных неограниченных решений уравнения (1), обладаю­
щих одним и тем же временем обострения. 

3.4. Основная теорема сравнения. Применение традиционно­
го аппарата теории параболических уравнений — теорем срав­
нения по краевым условиям для исследования асимптотических 
свойств неограниченных решений затруднено. Дело в том, что 
мажорирование одного решения задачи Коши другим: u^v, 
как правило, означает, что решения ифь имеют разные момен­
ты обострения, и поэтому начиная с некоторого момента вре­
мени одно из них перестает существовать и сравнение теряет 
•смысл- В сформулированной ниже теореме сравниваются реше­
ния с совпадающими временами существования, а в качестве 
•основного «критерия сравнения» берется число пространствен­
ных пересечений профилей решений. Как будет показано в 
дальнейшем, этот подход позволяет описать пространственно 
временную структуру неограниченных решений общего вида. 

Ниже через и ^ О и » > 0 обозначены различные решения 
одномерного уравнения 

и — (иаих)х+и^. (Г) 

Будем говорить, что два решения и я v при фиксированном 
••—-to^O «пересекаются» по х на (ограниченном) отрезке 
1 = [а, Ь], а^Ь, если w(t0, x)s=Eu(t0, x)—v(t0, х)=0 на / и w 
принимает значения разных знаков в любой его е-окрестности 
{а—е<х<Ь-\-г}, е>0. 

Это определение специально ориентировано на исследование 
обобщенных, неаналитических по х решений. Если же и я v, 
u^v — аналитические по х (что естественно для решений по­
лулинейных параболических уравнений с аналитическими коэф­
фициентами, см. [92]), то, очевидно, всякое пересечение при 
i = /'o>0 происходит в точке, причем все они изолированы по х. 

Введем обозначение: M(t0)—число пересечений u(t0, x) и 
v(t0, x) или, что то же самое, число изменений знака разности 
w(t0, x) в рассматриваемой области по х. 

Т е о р е м а 8 (основная теорема сравнения). Пусть u(t, х)^ 
^ ' 0 и v(t, х) .5-0 — два различных неограниченных решения 
уравнения (Г), имеющих один и тот же момент обострения 
i = ~ 0 < +.оо. Пусть N(0)<+{infty}. Справедливы следующие 
утверждения. 
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(I) Пусть и и v определены в области, <х>--==(0. ЛХ.( .i(0V 
•42(0)1 Т<Т0> причем не обязательно ограниченной, где r]i либо» 
непрерывные функции, либо по отдельности или вместе рав­
ны ±оо. Тогда N (Т) в ( .i(T), г)2(-0) н е превосходит числа 
изменений знака разности w = u—v на параболической гра­
нице доз т. 

(II) Пусть и, v — решения задачи Коши для (Г), причем. 
vo(x)==v(Q, х)>0 в R1, а и0(х)^и(0, х) — финитная. Тогда 
N(t)^2 и N(t) не возрастает по £6(0, Го). 

Пусть щ и оо — финитные в R1 функции со связными носи­
телями. Тогда 

(III) {/б[0, T0)\u{t, x)>v(t, х) для всех JcGsupp -J(zf, J : ) } = 0 ; 

(IV) если supp uoflsupp v0=0, то N(t)<l при всех *б(0, Г0). 
Для равномерно параболичных уравнений утверждение (I) 

является естественным следствием сильного принципа максиму­
ма и в несколько иной формулировке известно сравнительна 
давно [126] (см. также [117, 121]). При доказательстве исполь­
зуется тот факт, что разность w = u—v удовлетворяет в сог 
«линейному» параболическому уравнению. Распространение era 
на случай неограниченных |г)*|'-—;4-°°, £=-1 или 2, в том случае, 
когда известно поведение и и v в бесконечно удаленных по х 
точках, не представляет особых затруднений, см., например., 
[26, 27]. В случае вырождающегося уравнения (V) при доказа­
тельстве используется возможность аппроксимации (с сохране­
нием числа пересечений на д®т) обобщенных решений и и и 
последовательностями классических положительных решений, 
на каждом из которых уравнение является равномерно парабо-
личным [15—17]. 

Условие равенства моментов обострения решений и и и 
существенным образом .используется в (II) и (III). Нетрудно 
проверить, что нарушение выводов каждого из этих утвержде­
ний, в силу достаточной регулярности решений, приводит к про­
тиворечию с условием совпадения времен существования и и v. 
Теоремы сравнения такого плана широко использовались в ра­
ботах [15—17, 26—28], где можно найти дополнительные све­
дения. 

В заключение этого пункта отметим, что понятие пересече­
ния естественным образом определяется для симметричных ре­
шений многомерного уравнения (1), зависящих от г = | л : | . 
Мы не будем специально формулировать соответствующую 
(вполне аналогичную предыдущей) теорему сравнения, и в даль­
нейшем при анализе неограниченных решений u=u(t, \x\) 
при JV>1 будем ссылаться на соответствующие одномерные 
утверждения. 

3.5. -Локализация неограниченных решений при p:>-a+U 
Ниже мы ограничимся анализом одномерной задачи Коши 
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ut=*{uaux),+ u*, t> '0, xGR1; (7>0, p > 1 ; (51) 

u(0, x ) = « 0 ( x ) > 0 , #eR>; supno< + °°, (52> 

где «o-^O — финитная функция со связным носителем: ш (0) = 
= supp «o={xGR1 |Uo(^)>0}=(/i_(0), h+(0))c=R1, причем «o"+1 

равномерно непрерывна по Липшицу в R1. Тогда носитель не­
ограниченного обобщенного решения u(t, x) при каждом 
tG (О, Т0) также является ограниченным и связным: о.(/) = 
= suppn(/, x) = (h-(t), h+(t))czRl. При этом, в силу известных 
свойств решений уравнения с источником, со (/).=со (••'+-;) при 
всех t, t+T6[0, Т0), т>0 , так что mes со(/)•---h+(t)—h_(/) со 
временем не убывает. 

В настоящее время подробно изучены дифференциальные и 
другие локальные свойства функций h±(t) (см. [83, 109, 123], 
интересные результаты получены для многомерного уравнения 
щ=Аи°+\ о>0 [90, 94, 123]). Нас в первую очередь будет ин­
тересовать поведение h±(t) при f-{to}To_(no) < + °°- Условия 
|/i±(7V) | < + °° эквивалентны локализации (в строгом смысле) 
неограниченного решения. Это, как будет показано ниже, имеет 
место в 5-(р = а+1) и L S - ( p > a + l ) режимах. При 1<р<ст+1 
(Я5-режим, см. п. 3.6) h±(/){to}-±-oo при 1—>Т<г и локализация 
отсутствует. 

Главный результат этого пункта сформулирован в следую­
щих общих утверждениях [15]. 

Т е о р е м а 9. Пусть р = а + 1 . Тогда неограниченное решение 
задачи Коши (51), (52) локализовано, причем 

h,{TQ)<h+(0)-\-Ls, h4To)>h.{0).-Ls, (53) 
где Ls---2.rt(cr + )1/2/cr—фундаментальная длина S-режима, и, в 
частности, mes со (То-) {le}mes со (0) +2LS. 

Оценки (53) показывают, что величина Ls действительно 
является фундаментальной (не зависящей от начального возму­
щения) характеристикой нелинейной среды. В соответствии с 
(53) каждый фронт тепловой структуры независимо от вида 
начального возмущения и0 и времени существования То = 
= То(«о) < + {infty} может пройти расстояние, не большее фунда­
ментальной длины Ls, 

Т е о р е м а 10. Пусть |3>о+1 и Т0< + 00 —- время существо­
вания неограниченного решения задачи (51), (52). Тогда оно 
локализовано, причем 

К(Тй)<К(0)-\-ГП\ h.(To)>h„(0)-t*r"0\ (54) 
где m==[P—(a+l)]/2(p—1) и £* = £* (а, р) > 0 — постоянная. 

Подчеркнем, ЧТО здесь, в отличии от S-режима, расстояние, 
которое может пройти фронт решения, зависит через величину 
То = То ("о) от начальной функции и0. Оценки То==Т0(«о) сверху 
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получены в п. 1, оценку снизу легко получить сравнением с 
пространственно-однородным решением. 

В дальнейшем будут доказаны и другие теоремы, уточняю­
щие для специального вида и0(х) глубину проникновения теп­
ловой волны. Отметим, что многие результаты без принципи­
альных изменений переносятся на многомерный случай. 

3.5.1. Доказательство теоремы 9. Исследование эффекта ло­
кализации при р==сг+1 проводится путем сравнения с локализо­
ванным автомодельным решением « А = (То—t)~UaQs(x), где 
(см. п. 3.3.2) 

e,(x)-= И<?+2) [LJ\ • ^ (55) 
10, | x | > L - / 2 , 

так что mes supp uA=Ls. 
Докажем первую оценку (53); вторая устанавливается ана­

логично. Обозначим для удобства через us(t, х; x0, Го) функцию 
«А—"(Го—t)~UaQs(x—xo), локализованную в области \х—x0|< 
<L s / 2 и имеющую тот же, что и u(t, x), момент обострения 
i — T0. ПОЛОЖИМ x-—h+(0) + Ls/2, xi=Xo+---s/2. 

Тогда, очевидно, uQ (х) и ив (0, х; хй> Т0) имеют лишь одно пе­
ресечение в точке x=h+( l0), так что N(0) = 1 и, следовательно, 
N(t){le}l при всех t6(0. То). Покажем, что /ц. (£) {le} h+(0) +La. 
Предположим, что это не так и при некотором £=ti<3(0, Г0) 
h + ( t i ) > h + ( 0 ) + L s . Но тогда и(tuxl)>us(tuxx; х0, Т0) = 0 и 
«(ti, h+(0))>« s( t1, h+(0); лг0, Т0)-=0. Поэтому либо N(t{)"^2, 
что противоречит утверждению (IV) в теореме сравнения, либо 
N(ti) =0 и supp us(tu х; х0, То)c=supp u(ti, x), что противоречит 
утверждению (Ш) (т. е. предположению о равенстве моментов 
обострения решений « и ws). Этим завершается доказательство. 

Сравнение с автомодельным решением «А при р.= а + 1 по­
зволяет описать другие более тонкие свойства S-режимов с 
обострением. 

3.5.2. Условие неизменности носителя неограниченного реше­
ния при р--=а+1. Носитель автомодельного решения (26), (25) 
не меняется в течение всего времени его существования £G('0, То). 
Ниже будет показано, что этим свойством обладает широкое 
множество других (неавтомодельных) решений, которые лока­
лизованы в области supp w0 их первоначального задания. В фор­
мулировке теоремы через Ms(t, х; х0, То) обозначено решение, 
введенное в п. 3.5.1. 

Т е о р е м а 11. Пусть р = 0 + 1 , mes supp uQ>La и Т0< + оо— 
время существования решения задачи (51), (52). Пусть су­
ществует такое Яо>0, что «s(0, x; х0, Я0) {le}«о(#) в R1, где 
xo=h+(0)—Ls/2, и функции и0{х), us(0, x; x0, ?.) пересекаются 
только один раз при всех 0<Я,<-\о. Тогда h+(£)—h+(Q) для лю­
бых г.е(0. То). 
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Любопытно, что для неподвижности точки правого фронта 
в течение всего времени обострения необходимо «нелокальное» 
условие на характер поведения и0 только в его Ls-окрестности 
(Л+(0) — (Ls, h + (0)) ; поведение щ(х) в остальной части про­
странства, т. е. при всех x{le}h+('0)—LB, не отражается на факте 
неподвижности фронта. Это подчеркивает универсальность такой 
характеристики нелинейной среды, как фундаментальная длина 
La S-режима, которая на этот раз выступает как своеобразный 
радиус эффективного влияния тепловых возмущений-

Объединяя теорему 11 с аналогичным утверждением о не­
подвижности левого фронта: h-(t)=h~(0), получаем множество 
.«о. которые порождают неограниченные решения с неизменным 
носителем [15]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы П. Очевидно, что Т0== 
= -Го("о) {le}A-. Если Т0=?.о, то предположение о движении пра­
вого фронта в силу утверждения (III) из теоремы 8 приводит 
к противоречию. Итак, Го<^о- Тогда если N(t)— число пересе­
чений u(t, х) и us(t, x; x0, Т0), xo-h-f(O)—Ls/2, то в условиях 
теоремы N(0) = 1 и, следовательно, N(t){le}l. Далее повторяют­
ся те же рассуждения, которые использовались при завершении 
доказательства теоремы 9. 

3.5.3. Условие локализации на фундаментальной длине LB. 
Ниже получены условия, при которых неограниченное решение 
за время обострения локализовано в области { |x |<L s /2} . т- е. 
оба фронта решения за время его существования проходят сум­
марное расстояние, не превышающее Ls — mes supp u0<,Ls. 
При этом предполагается, что 

Uo( — x) = u0{x) BR1; щ(х) не возрастает при x > 0 . (56) 

В этих условиях u(t, —x) = u(t, x), ttx(t, x)<0 при х&(0, A+(t)) 
И SUp U(t, X)?S3U(t, 0 ) . 

х 
Т е о р е м а 12. Пусть |3 — а + 1, supp «odd x |<Ls/2} и выпол­

нено (56). Пусть, кроме того, существует такое А.0>0, что 
lis (0, х; 0, Я0) > и-о (.x) в R1, а и0(х) и ий (0, х; 0, %) имеют 
ровно два пересечения при всех А,>Я0- Тогда | h± {t)\<.Ls /2 
лри любых /g(0> То (гг-о))-

Теорема доказывается аналогично предыдущим. В сделанных 
предположениях То<Ао и, следовательно, иа(0, х; 0, То) и и0(х) 
имеют ровно два пересечения: N(0) = 2 , т. е. Af(£){le}2. Но тогда 
либо N(.0—2 (что доказывает теорему), либо N(ti)=0 для не­
которого ti<3(0. То), что противоречит равенству моментов 
обострения двух различных решений. 

3.5.4. Доказательство теоремы 10 (локализация в LS-режи-
ме, р > 0 = 1 ) . В п. 3.3.5 показано, что при р > о + 1 уравнение 
(51) не имеет автомодельного решения, способного, как в 5-ре-
жиме, проявлять свойство строгой локализации. Однако можно 
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построить нижнее автомодельное решение с локализованной 
точкой фронта: 

tTA(i, x)==(T0~t)-Vtt-VQ~®, t~x/(Tu-tr, (57> 

(e£e:)'--me:.s--^-—e-+en=0, (58> 
где /n--=[P-(o+1)]/2(p-l)>0. 

Лемма 5. Пусть р > о + Г Тогда существует решение 
е_( | )>0 на ( — |*, 0) уравнения (58) такое, что 

е. (о)-о, (е£о:)(о)=о, (5э> 
причем 0_(—1*) = 0. 

Локальная разрешимость задачи (58), (59) при ^<0 уста­
навливается путем сведения ее к эквивалентному интегральному 
уравнению и анализа последнего с помощью теоремы Шаудера. 
Тот факт, что 0_ (|) обращается в нуль в некоторой точке 
•5=—1*<0, вытекает из тождества, полученного после умноже­
ния (58) на (б£б!) (•!) и интегрирования по допустимому интер­
валу (|, 0), см. [15]. 

"ПОЛОЖИМ теперь 0_ (•!,) — О при -1>0. Тогда Q~(Q является 
обобщенным решением уравнения (58) на ( — £*, +со) и, следо­
вательно, tCk{t, х) в (57) - обобщенное решение уравнения (51) 
в области (0, T0)X(x*(t)> + ° ° ) c подвижной левой границей 
. х , ( ' ) = - Е*(То- z-)m->0-, t-+T~, на которой uA(t, x* (0) =-•'0-
Поэтому (57) проявляет локализацию в строгом смысле: точка 
правого фронта .л:Ф(г.) — 0 неподвижна, несмотря на неограничен­
ный рост и" в ее левой окрестности. Если дополнительно поло­
жить 0_(!;) = О при £< - £*, то, очевидно, ид будет неограничен­
ным нижним решением уравнения (51) в (О, T0)XW (отметим,. 
что (0£0:)(—Г)>О). 

Обозначим через u~LS(t, х; х0, Т0) функцию u~k(t, х — х0) и по­
ложим х0 = h+ (0) +1*То', То == Т0 (и0) - время обострения и (t, х). 
В области (О, Т0) х {-х-о - £ * (То - t)m < x < + °°} пересечения 
и (t, x) и ti~LS могут возникать только за счет возникновения их: 
на боковой границе (О, Т0) Х{х = хй — .=* (То-t)m}, так как при, 
t = 0 и0(х) и ti2s(0, x; х0> То) в этой области не пересекаются. 
Но тогда по построению N(t)<\ при всех ЩО,Т0), что, как: 
мы ранее убедились, доказывает теорему. 

С помощью нижнего решения tTk точно так же, как в случае-
.S-режима, можно определить условия неподвижности фронта 
решения в течение всего времени обострения, а также другие 
свойства (см. [15]). 

B заключение отметим, что %*(a, a + l ) = L s , так что теоре­
ма 9 является частным случаем теоремы 10 при р = а+1 (когда. 
m e [ P _ ( i a + i ) ] / 2 ( p - 1 ) 1 = 0 ) . 
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3.6. Нелокализованные неограниченные решения Я5-режима^ 
1<.Р<а+1. В следующем утверждении с помощью теоремы 
сравнения получены точные оценки снизу и сверху длины носи­
теля произвольного неограниченного финитного по x решения! 
задачи (51), (Б2) при 06(1, <т+1). 

Теорема 13. Пусть 1<р<о+1. Тогда решение задачи Ко-
ши (51), (52) не локализовано и, если -*=.Го(«о),<+0°— мо­
мент обострения, то справедливы оценки «снизу» 

h+ (t) > А_ (0) + ЬК [(1 - tl Т0)т - 1 ] , (60) 
h^t)<h+(0)~?MK\(\-tlT0)'»-\\, te(0,T0), (61) 

где m=[p-(о+1)]/2(р—1)<0 (и поэтому h±(t)^±co при 
t-+-T<r). Кроме того, справедливы оценки «сверху» 

А+ (0 < А+ (0) - г loK [(l-t/ Т0Г +1] , (62) 
h,(t)>h.(Q)~loK[(\-tlTo)m-\-n, ЩО,Т0). (63) 

Здесь go-=-=.5o (cr, |3)>0 — длина носителя финитной автомодель­
ной функции 0А('|)> (|о —mes supp 0А< + оо), существование ко­
торой доказано в теореме 5, п. 3.3.4. 

Сформулированные в теореме оценки означают, что 
b±(t)=±b(To-t)m + 0(\), t~>T-, (64) 

для любого финитного по х решения задачи (51), (52) при 
ре(1, 0+1). Из (64), в частности, непосредственно вытекает 
единственность автомодельной функции 0А при N=1 (см, тео­
рему 5 в п. 3.3.4) [16]. 

По способу доказательства теорема 13 практически не отли­
чается от предыдущих. «Располагая» автомодельное решение 
иА с моментом обострения Т»----То(ио)< + 00 сначала по одну, 
а потом по другую сторону supp u0 так, чтобы в каждом из слу­
чаев jV(0)==l, в силу теоремы сравнения получаем, что N(f){le}l 
при всех £6(0, Г0). Это приводит к оценкам h±(t) снизу и свер­
ху. За подробностями мы отсылаем к работам [15, 16]. 

В заключение отметим, что отсутствие локализации прн 
ре (1, о+1) также устанавливается методом стационарных со­
стояний в п. 8.1, где, например, показано, что в ЯЗ-режиме 
u{t, x){to}+oo при t-*-To~ всюду в R1. 

3.7. Об асимптотической устойчивости неограниченных авто­
модельных решений. Главная цель этого пункта — доказать 
«структурную» устойчивость построенных автомодельных реше­
ний, т. е. установить условия, при которых асимптотическое по­
ведение u(t, х) при t->-To- описывается uA(t, x). Ранее уже об­
суждались некоторые принципиальные трудности анализа 
пространственно-временной структуры неограниченных решений, 
которые 'возникают при отсутствии устойчивости решений по 
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отношению к малым возмущениям начальной функции- Поэто­
му в этом пункте мы не будем стремиться к максимальной общ­
ности, которая требует значительных усилий, направленных, 
в основном, на преодоление непринципиальных затруднений. 
На примере одномерной задачи Коши излагаются узловые мо­
менты доказательства, использующего некоторые ограничения 
на вид начального возмущения «о. 

Всюду в дальнейшем будет рассматриваться задача (51), 
(52), и мы будем считать выполненными сформулированные в 
п. 3.5 ограничения на щ и, кроме того, условия (56), Тогда 
u(t, х) —четное по х решение и sup u=u(t, 0). 

X 

Предварительно укажем оценки амплитуды неограниченных 
решений задачи (51), (52). 

Л е м м а б. Пусть с>0 , р > 1 . Тогда, если Т0=Т0(щ) < + {infty}, 
то 

supu(t,x)>Qn (7-0--t)--/<P-i), /6[0,7\,); в» =-(р— l)-i/(P-n. (65) 
jrgR> 

Доказательство основано на сравнении финитного по х ре­
шения u(t,x) с гомотермическим решением v(t) = 
—6и(-го—t)~U№~l) (они обязаны пересекаться, т. е. N (t)>2 при 
всех tG[0, To), откуда следует (65)). 

Л е м м а 7. Пусть а > 0 , |3>1 и выполняются (56). Тогда, 
если Т--=То("о) < + оо, то существует такая постоянная 0 ,>0н, 
что 

svpu(t,x)^u(t,0)<Q.l!(Tu-t)-U(^), te\0, Т0). (66) 
.xgR' 

Доказательство леммы 7 можно найти в [15, 16] (см. так­
же аналогичные по доказательству утверждения в [26—28]). 
Во всех трех случаях р < о + 1 , [} = а + 1 , | 3 > о + 1 оно проводит­
ся путем сравнения u(t,x) с нижним автомодельным решением 
WA~ вида 

uj(t,x)^(T0-t)-y(^-4(\l\;^), l = x/(To-t)m, (67) 
Где функция 0( | ; ц) всюду, где она положительна, является ре­
шением задачи Коши (42), (43). 

Проведем для примера доказательство (66) в случае р > 
> о + 1 (при (}{le}a+l оно еще более упрощается). Как следует 
из доказательства предложения (а) теоремы 6, при всех до­
статочно больших ц > 0 функция в ( | ; \х) обращается в нуль в 

• некоторой точке | = ^ > 0 (6( | ; (А)>0 на [0,1,0). При этом, в 
силу; непрерывной зависимости 60+1 и (В""1"1)-/ от ц в окрестности 
р,,=-=-+'оо, справедливы оценки 
: ' г ... g-4-i—p p + g + i 

В;:1 . . . . . . , . ; . .61 1- .Ц 2 {to}0, • |[e f f+1(6n;{mu})] / |~M' 2 , f i - > . + OO 

(это вытекает из условия 0(£; \i)~V}I{a+l) ((a-|-l)1/2 |£!)' Я , - ^ 4 " 1 

при ^ ' . f c o , см.'п. 3.3.5). Поэтому всегда можно выбрать такое 
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достаточно большое (-1 = в*, чтобы во-первых, supp«A(0.x} 
сэцрри- (тогда, очевидно, эиррид (t, x)czsuppuj (0, .x)csuppKe 
при всех ^6(0, Го)) и, во-вторых, щ(х) и ид (0, х) имели ровно 
два пересечения. Тогда, в силу теоремы сравнения, /•/(;.)— 2 
в области (0, :r0)Xsupp&j(z-, x), что приводит к (66). 

З а м е ч а н и е . Следуя указанной методике, нетрудно показать, 
что при 1 < р < а -j- 1 оценка (66) справедлива для произвольных 
финитных и0(х). Действительно, в этом случае £;л. {to} + оо 
при |i{to}-[-co. Поэтому в силу теоремы 13 (см. также (64)) 
можно указать такое ц - е * , что, во-первых, suppK(z., х)с{\ x \ < 
< Ы (Т0 — t)"1} при всех г̂ б[0- -Г0) и, во-вторых, и0 \х) < и~ (0, х) 
в (I х \ < IvT™}. Тогда, очевидно, a(t, х)<и~ (t, x) в { | л | < 
< Ь ( Г о - О т } > что дает (66). 

3.7.1. Асимптотическая устойчивость автомодельного реше­
ния S-режима (р = <-+1). При выполнении условий (56) един­
ственным автомодельным решением, претендующим на то, что­
бы быть асимптотически устойчивым, является следующее: 

ttA(t, л)-=(Г0 — 0 - 1 / % И , /6(0. То), xeR1, (68) 
где б--функция (55). Она удовлетворяет обыкновенному диф­
ференциальному уравнению (ем. п. 3.3.2) 

( W - " - j е- + Q°+1 = 0, XGR1. (69) 

Особо подчеркнем, что 6 = 6- является его единственным нетри­
виальным четным финитным и монотонным по х при х>-0 ре­
шением. 

Введем в соответствии со структурой автомодельного реше­
ния (68) автомодельную обработку неограниченного решения 
u(t, х) задачи (51), (52), |3---о+1, со временем обострения Т0 = 
---Го(«о).< + оо: 

&(t, x) = (T0-tyiau(t, х) в (0, Г0)ХШ. (70) 
Асимптотическая (структурная) устойчивость автомодельного 
решения (68) означает следующее (см. [16]). 

Т е о р е м а 14. Пусть р-=о+1 и выполняются условия (56). 
Тогда равномерно в R1 

Q(t, x) = (T0-tyi°a(t, x)->Qs(x), t^T0~. (71) 
Без труда проверяется, что функция 0 •= 6 (т, х) в новом вре­

мени т = — In(1 — t/T(,):[0, 7"o){to}[0, + оо) удовлетворяет задаче 
Коши 

От=(е-вл - — 0+6°+', % > о, хек -, (72) 
е (о, х) =* во (х)=тЪ1аа0 (х), хек1. (73) 
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Сопоставление уравнений (72) и (69) показывает, что (71) 
эквивалентно доказательству стабилизации при т->+°° реше­
ния задачи (72), (73) к стационарному решению 0==0-(х). 
Главная трудность при этом заключается в том, что 0=0-— 
неустойчивое стационарное решение уравнения (72); устойчи­
выми здесь являются 0з=О и, грубо говоря, 8-=;+ро (0 = 0- ле­
жит между ними и, значит, неустойчиво). Соответствующие при­
меры приведены в [16, 32]. Стабилизацию к другим «стациона­
рам» запрещает следующая 

Л е м м а 8. В условиях теоремы 14 при всех т > 0 
sup 0 (т, .x) > or-1/-, sup8(T,'A:)<e*. (74) 

supp0(T, x)c[—io — L~> A. + ---S]. 2/0 — n-essupp«0. (75) 
Оценки (74) доказаны в леммах 6 и 7, включение (75) —в 

теореме 9. Б силу (75) задача Коши (7.2), (73) эквивалентна 
краевой задаче в произвольной области Й=э (—IQ—LS, IQ+LS) с 
условием e(T,x) =0'на R+'X^Q. Без труда выводятся оценки 
(см., например, [И, 125]) 

ee+,6L"(R+;Ho(--)). • 
При наличии оценок (74) — (76) стабилизация 0(т, х) в слабом 
смысле к некоторому стационарному решению уравнения (72) 
при T.=T,.{to} + оо вытекает из общих результатов [8, 84] с исполь­
зованием того факта, что эквивалентная краевая задача имеет 
функцию Ляпунова 

которая не возрастает по т. на любых эволюционных траекториях. 
Формальные выкладки дают следующее: 

Ж v (0) W - - T J W \ (ol+*")*dx < 0. 
а 

При этом независимость предельной функции от.выбора последо­
вательности {rj вытекает из единственности подходящего нетри­
виального стационарного решения 0 = 0- (я). Стабилизация в С(Й) 
следует из более сильных оценок; методом С. Н. Бернштейна в 
форме [82] нетрудно показать, что | (0CT+1).tr1 <const в R+XR1-
Отсюда следует, что 0с+] (т, x) непрерывна по Гельдеру и по 
переменной т в R+XR1 [57> 100]. За подробностями мы отсылаем 
к [16] (см. другие примеры исследования стабилизации решений 
вырождающих уравнений в [84, 95, 118, 127]). 
.ч З а м е ч а н и е . „В процессе доказательства теоремы 14 факта 
чески построено 'множество притяжения W неустойчивого стацио-



парного решения 0 = 0- (x) в задаче Коши для (72) (если бо-З^. 
т о е (х, .){to}8jr (•) при т->. + оо всюду в R1). ОНО имеет вид 
• ^ = {е0 — Го/аио(.х;)|«о>0 удовлетворяет (56) и Т0 — Т0(щ)< 
<-j-со}. Очевидно, что W неограничено, например, в С (R1), 
бесконечномерно и, разумеется, не плотно в С. Подчеркнем, что 
подобное неограниченное множество притяжения неустойчивого 
решения в принципе нельзя определить путем «линейного» ана­
лиза решений вблизи стационара (этим способом доказывается 
лишь существование функций Ь0&Ж, лежащих в малой окрест­
ности 0 = 0s, см., например, [106]). Несколько другой подход к 
построению Ж использовался в [120T 

Приведем как следствие из (71) такой результат. 
С л е д с т в и е . В условиях теоремы 14, u(t, x){to}+{infty} при 

•t-*-T0~ в любой точке области локализации {| •£ | < Ls/2). 
При ЭТОМ условие (71), вообще говоря, не запрещает неогра­

ниченный рост решения вне области локализации, который, од­
нако, должен протекать со скоростью о((~0—t)~Va), т. е. мед-

.леннее, чем по автомодельному закону. Один из оптимальных с 
этой точки зрения результатов можно получить, объединяя 
теорему 14 и теорему 12 из п. 3.5.3., что дает следующее утверж­
дение. 

Т е о р е м а 15. В условиях теоремы 12 u{t, x){to}+{infty} при 
i{to}70- всюду в {|x]<L s/2} и « = 0 в [0, Т0) x{ |x | ' ^L. - /2} . При 
этом горение во всех точках xGR1 асимптотически приближает­
ся к автомодельному: (То—t)Uau(t, x)-{to}9-(x), 2->-Т0_, 

3.7.2. Об асимптотической устойчивости автомодельного 
_Я5-режима. Как показано ранее, при 1<|3<сг+1 уравнение 
(51) имеет единственное автомодельное неограниченное реше­
ние 

ИА---(То--)-1'»-1)вА(6), {xi}—x/(r0-Om; ^ = p
2~p—4i)1)' <77) 

(0^A)' — »ieA-|~-—0A + 6i = 0, |6R\ (78) 
причем 6А-7--0 — четная функция, убывающая при ^ (О , go) (lo — 
= mes{g>0|6A(i.i)>0}). Кратко охарактеризуем основные проб-

.лемы, которые возникают при доказательстве его асимптотиче­
ской устойчивости. 

Вводя обычным образом автомодельное представление ре­
шения u(t, x) задачи (51), (52) 

..где То — То ("о) < + °° 1 получим в новом времени т = -—In (1 — t/То) 

.задачу Коши для 0—0 (т, £): 

8T—(eff0*)£-/n0g£-|zr--0+ep, t > o , ieR1. (79) 

© ( С Ю - е о Ш - Т о ' ^ Ч ^ Т о ™ ) . S6R1- (80)' 
18а: 



1 
Для доказательства стабилизации 0 (х, g) к стационарному ,< 

решению 6SEE9А уравнение (79) необходимы специальные оцен­
ки 0( t ,g) . Пусть выполняются условия (56).. Тогда в силу лемм 
6 и 7 (п. 3,7) и оценок из теоремы 13 (п. 3.6), сразу получаем 
для всех тХ) следующее: 

sup-8(t, D X P - l ) - 1 ^ - 1 ) , supO(T, |)<0A ; ( 8 1 > < 
SgR1 6£R' ! 

supp0(T, 1)с[-^-(1о-г^К)Птexp(mx), | 0 + j 
+ (''о + ^™)7 ,о~техр(дат)]^[- |0 , |0], т-> + оо. (82) ( 

Последнее включение означает, что, как и в случае f)-=-a-j-lv , 
задача Коши эквивалентна краевой задаче в ограниченной области 
.QcR1 с условием 0 = 0 на R+X <%••.. Методом С. Н. Бернштейна 
тогда устанавливается равномерная в R+ X R1 гельдеровость функ- ! 

ции 0O+I (т, .Ц), поэтому стабилизация 0(т , | ) при T{to} + с» I 
к единственному (см. теорему 5 в п. 3.3.4) стационарному реше- , 
нию 0 = 0А(|) вытекает из существования функции Ляпунова 
V(0) (т) с подходящими свойствами. Функция У(0) строится ' 
в соответствии с общим подходом [8] (в явном виде она не * 
выписывается). При построении V используются известные 
свойства двухцараметрического семейства решений стационар- f 

ного уравнения (78). Доказательство стабилизации существен- t 
но использует равномерную ограниченность носителя обобщен- \ 
ного решения задачи Коши (77), (78). 

3.7.3. Об устойчивости автомодельного LS-режима, |J><-+ • 
• + L Оставляя в силе все выкладки из п. 7.2, охарактеризуем : 
основные проблемы, которые возникают при доказательстве 
асимптотической устойчивости автомодельного решения (77) ' 
при | 3 > а + 1 . , 

Во-первых, supp0(T,_|){to}R1 при T{to} + co, т .е . возможная; 
предельная функция §"(.-) (6(т, g) {to} 0'(i|) при T{to}-j-oo в R1) 
является нефинитной. Поэтому в отличии от 5- и Я5-ре>кимов * 
здесь пока ничто не запрещает стабилизацию 0 (т, g) при 
T{to}-J-оо к пространственно однородному решению1)1 

§,= ф —1)_1'<.-~'). Эту трудность, кстати, можно обойти; в п. 3.8.2: 
получены условия на и0(х), при которых u(t, x ) < C A | x |_ 2 / l P _ ( t I + 1 ) l ' 
в (0, 7"о) X (R-\{0}), что эквивалентно неравенству 0(т, | ) < , 
< C A | | | _ 2 / I P ~ ( 0 + I ) I в R+X(R-\{0}) (это, очевидно, запрещает' , 
стабилизацию 0(т, •){to}(P—1)-1/(|3-1) при x{to} + oo, равномерную. 
на каждом компакте из R1). Однако дополнительные осложне­
ния возникают при построении функции Ляпунова методом [8J. < 
и выводе соответствующих интегральных оценок. ( 

Ч Это имеет -место, например, в случае а = 0 ; см. п. 4j § 4. 



Во-вторых, пока не решен вопрос о единственности автомо­
дельной функции 9д(I) простейшего вида (что важно для неза­
висимости предельной функции от выбора последовательности 
т,-—>+оо). Поэтому вопрос об асимптотической устойчивости ав­
томодельного LS-режима остается открытым. 

3.8. Асимптотика неограниченных решений LS-режима вбли­
зи «сингулярной» точки. Здесь, для примера, проводится анализ 
многомерной задачи Коши (1), (2) при | 3 > а + 1 в предположе­
нии, что «0 = «o(|x|)—ограниченная в RN функция, причем 
no0+1 равномерно непрерывна по Липшицу в KN, u0 — необяза­
тельно финитная, ыо(0)>0. Предполагается, что х = 0 — точка. 
сингулярности неограниченного решения, т. е. существует такая. 
последовательность 4{to}-Y~ (uo) < + °°, что «(4 , 0)~> + оо. 

Главная задача заключается в выводе оценок и(7Т> х} 
в окрестности x = 0 (в каком смысле следует понимать и (ГЦ', х) 
будет опредеиено в каждом конкретном случае). Будет показано, 
что предельное распределение, которое формирует автомодельное. 
решение ИА(То\ х) = СА | х j 2/1Р Соч-D]̂  характерно для широкого 
класса неавтомодельных решений LS-режима. 

3.8.1. Оценка снизу. Это проблема довольно точно может 
быть решена на основе метода стационарных 'состояний [13, 14, 
17, 26], как возможности своеобразной «аппроксимации» ЭВОЛЮ­
ЦИОННЫХ СВОЙСТВ решений на непрерывном по некоторому пара­
метру «поле» стационарных решений. Общая характеристика 
этого метода исследования различных нелинейных эволюцион­
ных параболических задач дана в [24], применения к параболи­
ческим системам квазилинейных уравнений можно найти в. 
[24, 25]. 

Обозначим через {U( |x|; U0)} семейство симметричных ста­
ционарных решений уравнения (1): 

- - ^ (г"-1 £/*£/;);+ £/*.-О, г Н - * : | > 0 ; 
г (83> 

f/.-(0;Uo) — 0, U(O;Uo) — Uo. 
где U0>0-параметр семейства. Основные свойства функций {U} 
указаны в лемме 4 (п. 3.3.3). В частности, если рб(1, ( о + 1 ) х 
X(-N + 2)/(.fV—2)+), то каждая из них обращается в нуль 
в точке ro(Uo)-—-Ml) ^ а + 1 _ р 1 / 2 < -|- со . Приведем также тож­
дество 

U(|.x|;^o)=^o^|x|^P~(c+,)1/V). (84). 
Доопределим U(|x|; U0) в области r>r0(U0) тождественным 
нулем. Поскольку и (| х |; U0) не являются стационарными ре­
шениями в RN, их будет удобно называть стационарными со­
стояниями. При -р>(а+1) (N+2)y(N—2)+ функции U(|x|;r 
Uo) > 0 — стационарные решения в W*. 
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Семейство функций {<У|л-1; Uo)} образует на плоскости 
{|x|, U} непрерывное по параметру U0>0 «поле» стационарных 
состояний. При р>0+1 общей характеристикой семейства {£/} 
является огибающая L — L(r), r>0 к функциям U(r; U0) на 
плоскости {r, U}, которая определяется из условия: для любого 
г>0 существует такое Uo>0, что 

L (г) = U (г; Uo), L» (г) = U'r (r; UQ). (85) 
Как будет показано ниже, вид огибающей _ (| лг ]) позволяет 

•оценить структуру предельного распределения и(Т0~, х) вблизи 
сингулярной точки x=0 (см- [13, 17, 26]). 

Л е м м а 9. Пусть р > а + Г Тогда задача (85) имеет единст­
венное решение 

L(|x|)=-Co|x|-2/IP-(0+1)l, | x | > 0 , 
где постоянная С- = С0 (а, р, N) > 0 определяется из системы 
трансцендентных уравнений 

2 Co^aoWW-WW'riao; 1), ссО>0. <86) 
[р-(в+О] 

При этом справедлива оценка 

С о > С , - Ц " 1 ) [&ZzC|±i l ]5f r jg=fei7>0. (87) 

Первая часть леммы доказывается непосредственно с исполь­
зованием тождества (84). Отметим лишь, что касание L (| х \) и 
U (| х |; UQ) В соответствии с равенствами (85) осуществляется 
при С/0 —= («о/г)2-7IP-Co+DI, оо>0-постоянная в (86). Существо­
вание и единственность решения системы (86) вытекает из 
известных свойств функции U(\x\\ 1) (она выражается через 
специальную функцию математической физики). Остановимся 
подробнее на выводе (87) (см. [17,26]). Используя оценку 
TI-N (гп-хцоцу ^ _ цр > __ ц^ б е з Труда получаем, что 

О < r < (2NI(<J+ l))1/-U0
(o+1~w/2.3 

Семейство функций {£/_} очень простое и для него из тех же 
соображений легко строится огибающая следующего вида: 
1.(\х\)*=С#\х\-*'№-&+т. Однако в силу (84') 1^(\х\)> 
>L. ( | x | ) в R"\{0}, что дает (87). 

Теорема 16. Пусть а + 1 <p<(a+1)(iV + 2)/(/V--2)+. 
Тогда в сделанных относительно ao=.«ofl.x|) предположениях 
существует такое е>0 , что неограниченное решение задачи (1) 
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(2) удовлетворяет оценке снизу 
«(-" , x)--SUrтl_и(^x)>C0|x|-2/[13-(o+1),, хб{0<|.х|<е}. (88) 

<-ro 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем £/0*>«о(°) столь большим, 

чтобы, во-первых, {|x|<-~0(Uo)} — SUPP ао при любых U0> -US и, 
во-вторых, U(|x|; U0) пересекалась с «0(lx|) гто J jc | ровно 
в двух точках для всех U0>Uo. Положим e — r0(Uo). Тогда, 
очевидно, u{t, .к)>0 =...U(| x |; U0) при | x\=r0(U0), если U0> 
>Uo. В соответствии с теоремой сравнения число пересечений 
N (t) различных решений U(| х |; U0) и u(t,x) уравнения (1) 
в {r==|x|<r0(U0)} таково, что N(t)<2 при всех tQ(Q, T0). 
Поскольку х = 0 — сингулярная точка, найдется такое ^6(0, Г0), 
что u(ik,0)>U0. Но тогда, в силу симметрии, N (tk) = 0, и, сле­
довательно, u(tk, x)>U(\x\; U0) в R^. В силу принципа макси­
мума, это же будет справедливо при всех t£(tk, TQ). Учитывая 
теперь, что Uo>Uo выбрано произвольно, получаем: 

u(To, x)> sup^U(|x|; U0) ----I(lxl), 0 < | x | < 8 , (89) 

что, в силу леммы 9, дает (88). 
Отметим одно любопытное следствие из способа доказатель­

ства теоремы. 
Следствие 1. В условиях теоремы 16 найдется такое 

t06[0. То), что ut(t, 0)^0 при всех t&[t0, То). 
Таким образом, приведенное в начале параграфа определе­

ние сингулярной точки x=0 в симметричном случае эквивалент­
но требованию u(t, 0)-*+оо при t-+T0~. Отметим, что при N=1 
это справедливо ДЛЯ произвольных решений. Доказательство в 
общем случае требует применения специальной теоремы срав­
нения, основанной на анализе характера пространственных 
пересечений различных решений и здесь не рассматривается 
(см. по этому поводу [27, 28] и § 4). 

Следствие 2. В условиях теоремы 16 при любых р> 
>[p-(o+1)]N/2 

lim j UP(t, x)dx=~{-oa. 
.-..J--{I--I«S} ^ 

Справедливость (90) прямо следует из (88). Ранее подобное 
утверждение было известно для случая <х='0; см. [86, 103, 128], 
где (90) не доказано при «критическом» значении p—.[p— l]N/2, 
когда интеграл имеет в точке x = 0 слабую логарифмическую 
расходимость. Доказательство в [86, 128], использовало полули­
нейную структуру уравнения при а=0. С позиций метода ста­
ционарных. состояний .для. вывода интегральных и поточечных 

Щ 



оценок и(Т0-, Х) безразличен тип нелинейности в дифферен­
циальном операторе уравнения; примеры приведены в [13 
17, 24]. 

Если применить метод стационарных состояний для исследова­
ния HS-режима, то получится следующий результат [19, 13]. 
Пусть 1< р < а + 1, «о = «о С х |) > 0 в RN, U,Q+1 — равномерно 
ограниченная, невозрастающая и непрерывная по Липшицу функция. 
Тогда u(t, л-) {to} + оо при t {to} Т~ (щ) < -)- оо всюду в R^. При 
доказательстве используется тот факт, что при р < ст —}-1 
U(\x\; U0){to}-|-co при U0-> + оо всюду в R^. Поэтому спра­
ведливость сформулированного утверждения вытекает из такой же, 
как в (89), оценки 

и {Т~, х) > sup U (| х |; £/0) = + со , xeR^. 

3.8.2. Оценка сверху. Покажем, что при определенных усло­
виях оценка снизу (88) по характеру зависимости от | x | вблизи 
x = 0 является точной. Один пример уже известен — это авто­
модельное решение (20'), которое при а + 1 <p<(a-j- l)N/(N—2)+i 
как показано в теореме 7, ограничено сверху: U\{t, x)<.ti(T~, x) = 
к=СЛ |л: ]~2/l|,_(CT'H>I В R^XfO}. С помощью этого результата ниже 
получена подобная оценка сверху для широкого класса Mo(x), 
удовлетворяющих всем введенным ранее условиям. 

Теорема 17. Пусть 1<[3<(ст+1)ЛГ/(Л/ — 2)+, Т0-То(ио)< 
< -г оо и UQ=^UQ(\X-\) пересекается по г = \х\ с функцией 
То"1/1(1~1)Ол (\х \JTu) (Ол определена в теореме 6) ровно в двух 
точках, причем ии(0)>Т,-:/(р~1)оЛ(0). Пусть, кроме того, и0 — 
критическая, т. е. г..,>0 в Р [и\. Тогда, если x== 0-сингуляр­
ная точка решения u(t, х), то 

и(^*)<СЛ|л:Г2/ш-(а+1)1 в (0,70)X(RW\{0}). (91) 
Прежде, чем переходить к доказательству теоремы, покажем, 

что ограничения на «0 в ее условиях не слишком обременитель­
ны. Что касается требования критичности и0(х), то этот вопрос 
решается весьма просто. Если например, Uo6G-(Rw), no>0 и 

А (г/о) = V К V«o) -г «g > 0 - R " , (92) 
то, в силу принципа максимума, ut>0 в (0, TQ)XRN, так как 
функция z = ut удовлетворяет «линейному» параболическому 
уравнению. Условию (92) удовлетворяет, например, щ(х) = 
==Лехр(—сф|2), если Ap-<-+i>--2-2aexp{[p- (а+1)]/2(<Н-1)}, 
a>0 . Другим примером критической функции является щ(х) = 
- U ( | x | ; U0) при любом U0>0 (см, [14, 17, 26]). 

Несколько сложнее проверяется условие наличия ровно двух 
пересечений и0(х) и автомодельной функции ид(0, x), где «А 
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имеет тот же момент обострения. Не останавливаясь на этом 
подробно, отметим, что всем условиям теоремы удовлетворяет 
финитная функция u0=U(\x\; [/-), см. [17]. Заметим также, что 
требование критичности и0 при N = 1, вообще говоря, является 
лишним; см. об этом в п. Г § 4. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 17. Предположим, ЧТО (91) не 
выполнено и существуют такие г... > 0 и t*£(0, То), Ч т о #(*'*• •*•*)> 
~>САг-21№-(°+^1 Тогда, в силу критичности, это же выполнено 
в (t*, То) X {1.x | =--/•...}. Рассмотрим в области -S „—(/..., Т0) X 
X{|-x| </-.,.} два решения и и «А с одинаковым моментом обостре­
ния t = То< + со. При сделанных предположениях N (t) = Q 
в [**, Т0), а поскольку на (ti:, Т0)Х{| х | = г*.} — боковой границе 
S... — справедлива оценка 

inf u(t, x)> sup uk(t, х), \x\ — r#, 

нетрудно показать, что существует такое малое т > 0 , что 
«A(t + T, x)<u(t, х) в (t*, То — т ) Х { | * !<>"*}• Э т о противоречит 
равенству моментов обострения решений и и ti\. 

С л е д с т в и е . В условиях теоремы 17 при любом p6(0, 
[Р-(сг+1)1.ЛГ/2) и в > 0 

j UP(t, x ) d x < C l J | x \-*i"№-«>+1" dx< + uo, ЩО, То). 
{W<e} {|x|<e} 

§ 4. Полулинейное параболическое уравнение щ=*ихх+иР 

В этом параграфе излагаются некоторые результаты иссле­
дования задачи Коши для одномерного полулинейного парабо­
лического уравнения 

щ = ихх+и?, t>0, xeR1; p = = c o n s t > l , (1) 
и(0, х)=щ(х)>0, x€R'. (2) 

Многие из приведенных ниже результатов без особых изменений 
могут быть перенесены Ha случай многомерного уравнения 
щ=Аи-\-ир. 

Эта задача имеет много общего со своим квазилинейным ана­
логом; поэтому главное внимание в дальнейшем будет уделено 
тем свойствам неограниченных решений, которых не было в 
квазилинейном случае. Условия возникновения неограниченных 
решений задачи Коши (1), (2) изучаются более двадцати лет; 
см., например, [93, 97, 108, 112, 113] и библиографию в обзоре 
в [21]. Не останавливаясь на этом подробно, отметим лишь, 
что при l<p{le}3 всякое решение « ^ 0 является неограниченным, 
а при |3>3 существует класс глобальных рещений, см. [63, 97]. 

На начальную функцию и0 накладываются следующие огра­
ничения: 
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sup Wo-----Mi < +со; |«o(xi)~"o.(x2) |{le}M2|xi—x2|, xi, x26R', (3) 
где Mu M2 — положительные постоянные. 

Всюду в дальнейшем считаем Го —Го("о).<+°°. 
4.1. Множество критичности. Сформулированная ниже теоре­

ма упрощает изложение последующих результатов. 
Т е о р е м а 1. В сделанных предположениях существует та­

кая постоянная MK=MK(MU M 2 )>0 , что если u{t0, х0)>Мк, то 
u-t{t, xo)j3-0 при всех t&[t0, ~0)« 

В частности это означает, что условия: существует такая 
последовательность tk-*-T0~ <-{-оо, что и (4, xo)_*"+00 пРи •*--•*" 
-{to}-|-оо (условие того, что х=Хо — точка сингулярности неогра­
ниченного решения), и u(t, x0){to}+oo при t-^~T0~— эквива­
лентны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. [271 использует довольно 
тонкую теорему сравнения u(t, x) с семейством стационарных 
решений {V(X)?E=U (х—а; <У0), t/06R+, aGR1}, основанную на 
анализе характера пересечений по х функций и и v. Прибли­
зительная формулировка этой теоремы сравнения такова: если 
iV(0)=2 при любых малых «С1—деформациях» и0(х) и 1>(л:), 
то в любой точке пересечения х=х0, w{t, x0) = u(t, ха) — у(л.0)-= 
= 0 выполняется условие wx(t, х0)=Ф0. В этой связи отметим, 
что решения уравнения (1) являются аналитическими по х [92], 
поэтому все пересечения при / > 0 являются изолированными 
(по х) точками. 

4.2. Оценка амплитуды неограниченного решения сверху. 
Известно несколько подходов к выводу важной оценки ампли­
туды неограниченного решения сверху, см. [15, 16, 26—28, 96, 
129, 130]. Самым общим является следующий результат [27, 281 
(см. также [26]). 

Т е о р е м а 2. Пусть выполнено (3) и uo(x)-*-0 при |x|{to} 
{to} + oo. Тогда существует такая постоянная ц,« = JJ,, (То, Mi, M2).> 
>0 , что 

u(t, л) < ц, (То - *)-./<е-" в [Q. То) X R1. (4> 
Д о к а з а т е л ь с т в о основано на сравнении (анализ ха­

рактера пересечений) u(t, x) с семейством построенных в. 
[26, 27] неограниченных нижних автомодельных решений. 

4.3. Оценка амплитуды снизу. Следующий результат, непо­
средственно вытекает из теоремы 8 в § 3, см. утверждение (II). 
В качестве функции сравнения v берется пространственно одно­
родное решение и = Op—J^-I/CP-I)(-Г0— 

Т е о р е м а 3. В условиях теоремы 2 

supu(t,x)>($-\)-vw-V(T0-t)-vv-v в [0,То). (5> 

4.4. Асимптотическое поведение неограниченных решений. 
Асимптотика u(t, х) при *->ТсГ<+(те в задаче Коши для полу-
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линейного уравнения существенно другая по сравнению с той,. 
которую следует ожидать в квазилинейном случае. 

Теорема 4. Пусть выполнены (3) и, кроме того, и0(—х)— 
= и0(х) в R1, и0(х) не возрастает по х в R.+ . Тогда 

6(t, l)^(T0-tyi®-Vu(t, i(r0_t)i/-){to} 
—э-(Р— 1)—1/1Э—1) при t-+Tf (6> 

равномерно на каждом компакте по 1- из R1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о [27, 28], в основном, проводится па 

той же схеме, которая использовалась в п. 3.7, § 3, Уравнение 
для автомодельного представления 9---6(т, £), т =—In (1—t/T0) 
имеет вид 

е,=-=л(е)=0||-^-101-р-гг9 + 0р' т>0, ieR1. (7) 
При сделанных предположениях х — 0 является точкой сингулярности 
решения u{t, х), причем sup и (г., x)==u(t, 0). Тогда, в силу теоре-

X(HR' 

мы 2, решение 9 задачи Кошн для (7) является равномерно огра­
ниченным: 6(т, !.;)< и.,., в R+XR1, и методом С. Н. Вернштейна 
устанавливается равномерная ограниченность 0-, а также ограничен­
ность 0х на каждом множестве вида [1, + °°) X {| I | < !•}• Теорема 3. 
тогда запрещает стабилизацию к тривиальному решению стационар­
ного уравнения (7) 9 = 0, так как (5) означает, что 0(т,О)>9н = 
= ф — l)-1'(P-i) в R+, Важное значение при доказательстве (6) имеет 
следующая 

Лемма 1. Функция 9-з=6н- — единственное 'нетривиальное не­
отрицательное решение уравнения А(9) =0 в R1. 

Для (3=3 она доказана в [104], при произвольных § > 1 — в. 
l3l. 

Для завершения доказательства теоремы 4 теперь достаточ­
но заметить, что (7) допускает функцию Ляпунова 

4 . СО 

V (0) (х ) - $ exp (-S-/4) ( -10 |+ - ^ — - Э 2 - - ^ 8Р+1) db 
—оо 

которая монотонна на эволюционных траекториях: 
+оо 

^l / (e) ( T )=— 5exp(~- |2 /4)8^<0. 
—оо 

Из последнего равенства вытекает равномерная оценка (С1>0 
не зависит от Т>1) 

Т +оо 

J Jexp(-|-/4)0?d{xi}dT<C1. 
1 - с о 

19t 



З а м е ч а н и е 1. Как показано в работе .[99], сформулиро­
ванные в теореме 4 и лемме 1 утверждения характерны и для 
многомерной задачи 

ы-Ди+и>, t>0, XGRW. (8) 
При этом возникает проблема исследования разрешимости эл­
липтического уравнения (аналога одномерного А(0)=О, 
см. ( 7 » : 

А*Ч||;Ь—-т»+*---«"'-
В [99] установлено, что 0 = 0Н является единственным нетриви­
альным решением при 1<р-С(Л/"+2)/(Л/Г—2)+. Основа доказа­
тельства этого интересного факта — вывод на основе техники 
[69, 70] специального энергетического тождества. При {$> 
> (N + 2)/(N—2)+ могут существовать нетривиальные решения 
в(•=) —>-0, |£|{to}+°o; пример такого решения построен в [22] для 
случая р = 2 и 6 < N < 1 6 (нижнее ограничение размерности про­
странства N > 6 как раз связано с неравенством |3> (N+2)/ 
/ (N—2) =2 при N = 6). Отметим, что при наличии оценок (4) и 
(5) теорема 4 вытекает из результата [99], где для доказатель­
ства стабилизации использовались близкие к [26, 28] методы. 

З а м е ч а н и е 2. Возвращаясь от автомодельного представле­
ния 6 (т, £;) к и (t, х), получаем, что теорема 4 дает представле­
ние об асимптотическом поведении неограниченного решения 
и (t, х) на любых компактах вида Pa(t) = {\x\<a(T0 — t)112}: 
lt(t, x)SE0H (То — ^)_1'(f!_1) в Pa[t). Это, конечно, не позволяет 
установить пространственно временную структуру и(/, x) в окре­
стности точки ^ = Го~, х== 0, так как определяет лишь ампли­
туду решения, но не его пространственную ширину. В [26] (ра­
нее для случая р —3 в [104]) показано, что поведение u(t, x) при 
t->То" в больших по размеру областях {| х | < а ( Т 0 — tfl2X 
X | l'n (Т0— t) | I /2 | описывается вырожденным приближенным 
автомодельным решением с нетривиальной пространственной 
структурой 

. « Л ^ ^ ) = (То-0- 1 ( р - 1 ) / * (Л) , г] — .х/(То — 0 , / 2 | т ( Т о - 0 | 1 / 2 - (9) 
Функция иа удовлетворяет уравнению без диффузии щ = и?, 

подстановка в которое выражения (9) после предельного пере­
хода t-*-T0~ приводит к следующему обыкновенному дифферен­
циальному уравнению первого порядка для f-=Mil) : 

- { ^ / , - - ^ т / + Я = о . меш­
ено имеет целое семейство решений /(т)) — {(Р — 1) •+- С-п2}—-/(Р—•), 
С > 0. Значение 

С = С ! ( !-=ф-1)-/4р, (10) 
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которому отвечает функция f„(r|) в (9), подбирается из доволь­
но естественного требования аналитичности 9 (-с, g) в точке т-.— 
- -=- [ -00 , Т]-—0. 

Вопрос строгого обоснования асимптотики (9) остается от­
крытым. Численная проверка проводилась в [26, 104]. В п. 4.6 
приведен один результат, косвенно свидетельствующий в пользу 
асимптотики (9). 

4,5, Локализация неограниченных решений задачи Коши. В 
этом пункте получены условия эффективной локализации неог­
раниченных решений, т. е. ограниченности множества (области 
локализации) 

al = {xeR1\u(T^, .*:)-= iTm и (t, х) =- + оо}. (11) 

Т е о р е м а 5. Пусть выполнены условия (3) и, кроме того, 
существует такая постоянная d > 0 , что 

K 0 (x )<d | .x | _ 2 / ( B _ 1 ) при всех достаточно больших | x | ; (12) 
ио(х) монотонно убывает по |x | при |x|—>—[-оо. (13) 

Тогда область локализации (11) ограничена. 
Д о к а з а т е л ь с т в о (см. [27, 28], а также [26]) основано 

на сравнении u(t, x) со специальным НИЖНИМ автомодельным 
решением уравнения (1) обычного вида: 

uA(t, x) = ( r o - O - 1 / ( p - 1 ) 0 a ) . l = xHT0-iyii, 
где функция 9 ^ 0 удовлетворяет уравнению A (Q)=0,A —опе­
ратор в (7). Оно не имеет нетривиального решения 8 = 0н в R1 

(лемма 1), однако допускает специальные нижние решения, про­
являющие свойство локализации. 

Л е м м а 2 [26]. Для любого d > 0 найдется такое C > d , что 
уравнение А (8)--=0 имеет в (—go, + ° o ) , go>0 решение 0 = 
•—Э(£)>0, причем 9(—go) =0 Л 9 ' ( — | 0 ) > 0 и 

e^^Cg-a /W-V + od-- /»--)) , g-^ + oo. (14) 

В следующей лемме указаны простейшие свойства автомодель­
ного решения 

v(t, x; x0)s=zuA(t, х — х0) = 

*3(T0-t)-4W-»Q{{x-x0)KTo-tyi*), (15) 
которое строго положительно в области (0, Г-) X C-li (t)> + °°) — 
=з(0, T0)XQ(t; xo), ni(t) = Xo-lo(T0 — t)1'2, причем v = Q на 
(0, Г0) X dU-

Лемм а 3 [26]. Для любого фиксированного t06[0i То) 

-(*о. •*-. JCo)/x-2 / ( P - 1 )^C- ^{to} + oo; (16) 
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для любого фиксированного х > xo существует предел 
v(t, х; х0)^С(х-х0)-*'ф-п, t-+To; (17) 

всюду в (0, То) X {x > xQ} решение -v — критическое (t). >0) и 
в силу (17) 

v(t,x;x0)<v{To, x ; x 0 ) = C | x — xor2/ (p""1). (18) 
Справедливость теоремы 5 вытекает из такого утверждения,. 

в котором, для определенности, устанавливается ограниченность 
соь справа. Предварительно напомним, что в силу теоремы 1 
решение задачи Коши является критическим в области {,t6R-, 

Л е м м а 4. В условиях теоремы 5 существует такая посто­
янная C > d и JCOGR1, что 
u(t,x)<m&x{C(x-x0)-2n^\MK}, -"6(0, Т0), х>хй, (Щ 

т. е. со:.:П{>->л:о}-—0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу лемм 2 и 3, в семействе авто­

модельных решений (15) найдется такая функция .-.(70= 
= Т0(и0) < + оо и C>d в (14)), что и0(х) и v(0, х; x0) пересека­
ются в Q(0; х0) ровно в одной точке, т. е. JV(0) = L Это обеспечи­
вается условиями (12), (13). Тогда в силу теоремы сравнения 
(п. 3.4, § 3) N(t)<l при t&(0, Ta). Но тогда как нетрудно прове­
рить, нарушение (19) хотя бы в одной точке (/„ x»)G(0, Т0) X 
X {x>xo} будет означать, что (19) не выполняется всюду в (if.,, 
7'o)X{x—x*}, что противоречит равенству моментов обострения 
неограниченных решений и и v, рассматриваемых в области 
(t*, То)Х{П1(0 <.х<х*}- (подробное доказательство приведено-
в [27], аналогичная техника использовалась в [26, 28]). 

4.6. Поведение неорганиченных решений вблизи сингулярной 
точки. Главная цель этого пункта — показать, что при опреде­
ленных условиях неограниченное возрастание u(t, х) при t-*-
{to}To~(«o)<+t— имеет место лишь в одной точке (т. е. разви­
вается LS-режим с обострением) и установить оценки предель­
ного распределения и(То~, х) в окрестности сингулярной точки 
снизу и сверху. 

4.6.1. Оценка снизу. Она может быть получена тем же спо­
собом, что и в квазилинейном случае, п. 3.8, § 3. B то же время 
наличие у каждого решения множества критичности (теорема 1) 
позволяет получить в данном случае более сильный результат. 

Т е о р е м а 6., Пусть выполнены (3) и х=0 — точка сингу­
лярности решения• задачи. Тогда существует такое so>0, что-
max {и (77, л:), и (То-, - x ) } > C 0 | x | - " 2 / w ~ 1 ) , x e ( - s 0 , е0)\{0}, (20> 

где С0 == С0 (р) > 0 — постоянная, причем С0>С^. = ф— 1) X 
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Д о к а з а т е л ь с т в о , как и в квазилинейном случае, 
основано на сравнении u(t,x) с семейством {U(\x\; U0)} ста­
ционарных решений уравнения (1). Огибающая L = L ( | x | ) > 0 
в R'\{0} к семейству {U} определяется так же, как в п. 3-8.1, 
§ 3, и указана в правой части неравенства (20). 

Выберем величину Uo*>0 столь большой, чтобы U0*>M1—= 
= supn- и, кроме того, t / ( | x | ; Uu) при всех Uo>(/0* пересека­
лась с ий(х) равно в двух точках. Положим e0 = max{e>0| 
|L(s)3-=U0*, Ь(г)>Мк). Тогда для любого x„e(—ео, е0)Ч{0},бу­
дем иметь следующее: .функции Л/(|л:|; U0), где Uo>0 опреде­
ляется из условия 1( |х»|) = U(\x,\; U0) (т. е. огибающая L= 
----L(|x|), касается U(|x|; Uo) в точках х=—+ \х,\), такова, что 
число пересечений ыо(х) и U(|x|; U0) есть iV(0)--=2. Тогда в 
силу теоремы сравнения N(t){le}2 при всех Щ0, То). В силу не­
прерывности u(t, 0) по Щ0, Т0) найдется такое to<-('0, То), что 
и (to, 0) =--Do=U(0; Uo). Но тогда, поскольку N(t0){le}2, все пе­
ресечения и0(х) И D( |x | ; Uo) будут лежать либо при х^О, ли­
ло при jc{le}0 и, следовательно, w(to. x) ^ U ( | x | ; Uo) либо при 
л:<0, либо при х > 0 . Во всяком случае получаем, что max{u(to, 
х»), и(t0, — x , ) } ^ L ( \ x , | ) = Co|x*|~i'/(fi~:1)- Пусть для определен­
ности w(to, л:.) _$-L(|x,|). Ho L(\xt\)^MK по построению. Сле­
довательно, ut(t, х,)^6 при всех tQ[i0, ~0) (теорема 1), т. е. 
u(t, х*) ~^L( |x, |) при всех tG[t0, T0), что доказывает (2'0). 

Несколько иной вариант доказательства теоремы б приведен 
в [27]. Из (20) непосредственно вытекает такое 

С л е д с т в и е . В условиях теоремы 6 при любом р^ (р—1)/ 
/2 и е > 0 

е 

j « " ( t , x)d.x{to} + oo, t-+To~. (21) 
— в 

Подобный результат ранее был получен для интервала значе­
ний p>max{l , (р—1)/2} (см. [86, 128]), не содержащего «кри­
тическое» р---=(Р—l)/2. Отметим, что справедливость неравенст­
ва типа (21) при е = + оо, р^( |3—1)/2 удается доказать без 
специального выделения конкретной ТОЧКИ сингулярности [27]. 

4.6.2. Оценка сверху. Главная задача этого пункта — опре­
делить степень оптимальности оценки снизу (20) по характеру 
зависимости и(Т0~, х) от | х | . В отличие от квазилинейного сли­
чая, при 0 = 0 уравнение (1) не имеет локализованных автомо­
дельных решений (лемма 1). Поэтому оценка и(Т0~, х) сверху-
не может быть выведена тем методом, который применился в п. 
3.8.2, '§3. Для этой цели эффективным оказался подход, пр'ёдло-
женный в [96]. Ниже будет получена, по-видимому, оптимальная 
(в рамках этого метода) оценка и(Т0~, х) сверху. Для простоты 
мы проведем исследование краевой задачи для... (I)-.в. области 
(О, Г0) X (—R,'R), i? = const>0 с условиями • 7- ' . •"' ! "•"• < '• • • п 
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u(t,—R)=u(t,R)=0, *.>0; и ("О, х) = u0(x) > 0 , xB(—R,R) (22) 
(задача такого типа рассматривалась в [96], где исследование 
проводилось для многомерного уравнения (8)). Предполагается, 
что uQeO([—R, R]) и Т0=Т0(ио) <+{infty}. 

Идея [96] состоит в выводе оценки функции 
w (t, х) = Ы-.+с (лг) F (и), 

где c(x)^0, F(u)^0— некоторые подлежащие определению 
гладкие функции. Функция w удовлетворяет некоторому «линей­
ному» (по w) параболическому уравнению и тогда, в силу прин­
ципа максимума, делается вывод о том, что w<0 в (0, 7"0) X 
X (—R, R), если uy(0,x){le}0, wx(t, ± R ) - S 0 и, кроме того, при­
менительно к уравнению (1) 

^p~iE~fipE;-2c;E;.E>0, E">o, с">о (23) 
при всех и^'О, x6[—R, R]. Интегрирование неравенства т = их-\-
>+c{x)F(u)<0 при подходящем выборе функций с и F, как не­
трудно проверить, позволяет получить оценку ы(Т-г, x) сверху. 

В [96] для этой цели выбирались с=е|л. |1 + а , F(u)=u\ где 
l < y < P , 6>0 — произвольное и е > 0 достаточно мало. Легко 
проверить, что (23) тогда будут выполнены. Не останавливаясь 
на процедуре выбора подходящих начальных функций ий(х) и 
в > 0 (чтобы о) (0, x){le}0 и wx(t, ±-^){le}0), отметим лишь, что 
интегрирование неравенства «*-|-е]л++0«т^О по (О, х) приводит 
к оценке 

Я0, л-КиИ"-8'-1'"4, 1<v<p, (24) 
где величина v может быть, вообще говоря, сделана сколь угод­
но близкой к значению Р"; %>0 в (24) зависит от v, б, е и «0(x). 
По характеру зависимости от ]x| оценки и(Т0~, х) сверху 
(24) и снизу (20) довольно близки. «Зазор» между ними, как 
сейчас будет показано, можно сделать еще меньше. 

Для этого сначала мы рассмотрим вместо (22) краевую за­
дачу с условиями 

u(t, ±R)=A, t > 0 ; и(0, A.)=u0*(x)>A, xB(—R, R), (25) 
где u0*(x) = Л(2—x2/R-), A > 0 — достаточно велико. Последнее 
обеспечивает неограниченность решения задачи, при этом u(t, 
х)>Ав ( 0 , r o * ) X ( - R , R). 

Т е о р е м а 7. Для любого R > 0 найдется такое A > 0 , что 
решение задачи (25) является неограниченным, Т-*==То(«о*) < 
< + оо и справедлива следующая асимптотически точная оцен­
ка: 

к ( Г о - x ) ^ [ i t ^ ] - 1 / ( p - 1 ) | x | - 2 ^ - 1 ' | 1 n | x | f / ^ - l ) , |x|{to}0. (26) 
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Для доказательства в [28] было найдено точное по характеру 
зависимости F (а) от и при и->+оо решение системы нера­
венств (23). Оно имеет вид c(x)=-|x|/2p, F (u) — uP/lnu(F" (u)> 0 
при и>ехр[2/(р—1)]). Тогда, интегрируя неравенство их-\-
+ лиР/2р1пк<0 по (0, х), хв(0, R) и учитывая, что в силу 
теоремы 4 « (^0) = (р-1Г,/(р-1>(То-0"-,/(Р~1) + о ( ( ^ о - - Г , / ( Р " 1 ) ) 
(в силу оценок (4) и (5) она справедлива и для краевой задачи 
(25), см. также общее утверждение в [98]), получаем следующую 
асимптотически точную при i{to}r<T, .я {to} 0 оценку: 

и (t, х) & [ ( r 0 - t ) | In (То-1) I Г 1 / ( р - ] ) X 

X j (p- - .+ 4)i l ( T t - . t ) m \ l a { T o - t ) \ w \ J A 

х { 1 п [ ( Т о - 0 | 1 п ( Т 0 - / ) | + - ^ 1 ^ ] } , / С Р " 1 ) - (27) 

Полагая здесь t=T0~, приходим к (26). 
Оценки сверху (26) и снизу (20) (она справедлива также 

для решения краевой задачи) теперь отличаются по характеру 
зависимости «(То-, x) от jxj лишь слабо растущим при |x|{to} 
{to}0 логарифмическим множителем. Неравенство (26) устанавли­
вает, кроме того, оптимальность следствия из теоремы 6. Из 
(26) также вытекает такая оценка: в условиях теоремы 7 при 

любых а < — 3 / 2 , е > 0 — достаточно мало 
8 

J «№-•)/- (Т5", x) | In и (Те", A-)|adx < + оо. 
—8 

З а м е ч а н и е . Из (27) нетрудно получить такую оценку: на 
траекториях ц==\х\1(Т0 — t)U2\ In (Т0 — г.) j1/2—-const при t{to}7T 
справедлива оценка 

« 0 , л ) й ( 7 ' о - 0 - 1 ' / 1 ^ 1 ) { ( Р - 1 ) + ^ Л 8 } " 1/(Р"1)- (28) 

При этом справа возникает приближенное автомодельное реше­
ние иа (ем. (9) в п. 4.4), которое построено в [26], исходя из 
других соображений. 

Переход от частного результата, сформулированного в тео­
реме 7, к достаточно общим решениям краевой задачи (22) 
осуществляется с помощью теоремы сравнения. Например, спра­
ведлива 

Т е о р е м а 8. Пусть х—0 — точка сингулярности неограни­
ченного решения задачи (22), функции «0(x) и и0*(х) пересека­
ются ровно в двух точках, причем Т0(и0) = То(«о*) = Т о < + о о . 
Тогда при всех достаточно малых | x | > 0 справедлива асимпто-
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гически точная оценка: 
rain {и (То-, х), и. {То, —х)}^ 

^ [CP^ i l ] - - / » - -» | ^ 1—-/СЭ-П | In j JC | |I/CP-.>. 

По поводу способа доказательства см. п. 3.8.2, § 3, а также 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

1. Поиск общих принципов локализации, а также условий 
образования, самоподдержания и усложнения структур должен 
проводиться на содержательных моделях минимальной размер-
сти, не перегруженных деталями. Относительная простота мо­
дели позволяет разработать ряд новых математических методов 
изучения развитой нелинейной стадии эволюционных процессов. 
Вычислительный эксперимент позволяет проиграть сценарии 
нетривиального поведения открытой нелинейной системы. 

2. Исследования простейшей модели теплопроводной среды 
оказались содержательными. В зависимости от соотношений 
показателей нелинейности среды (or, P), ее нагрев может проте­
кать в трех режимах. Наиболее интересным оказался LS-режим 
с обострением. Нагрев среды в этом режиме может приводить 
к простым и сложным диссипативным структурам, локализован­
ным на фундаментальных длинах. Сложные структуры можно 
рассматривать как определенный способ существования простых 
структур, имеющих, вообще говоря, различные моменты обост­
рения. Области локализации простых структур внутри сложной 
перекрываются таким образом, чтобы структуры синхронизова­
ли свой темп роста — имели один общий момент обострения. 
Построение собственных функций автомодельной задачи обес­
печивает все возможные типы такого согласования. Критерием 
«жизнеспособного» объединения частей в целое в такой среде 
является синхронизация процессов нагрева и диффузии тепла. 
При нарушении синхронизации наступает быстрое вырождение 
сложной структуры в простые. 

3. Режимы с обострением и сопровождающие их явления ло­
кализации и образования структур имеют характер промежу­
точных асимптотик. Для проявления свойств локализации тре­
буется рост по закону с обострением лишь на один, два порядка. 

4. Асимптотическая стадия процессов в моделях, не допус­
кающих инвариантно-групповых решений, может, как показано 
с помощью метода приближенных автомодельных решений, 
описываться инвариантно-групповыми решениями других урав­
нений. • 

5. Из анализа структур LS-режима с обострением следует, 
что процессы вблизи центра структур в определенном смысле 
1&8 



характерны для их состояния в прошлом, а процессы на пери­
ферии связаны с будущий. В Я5-режиме с обострением места 
пространственного проявления прошлого и будущего меняются. 
Парадоксальным принципом построения диссипативных струк­
тур указанного типа является связь прошлого и будущего 
в пространственной структуре, существующей в настоящем. 

6. Развитие понятий и методов исследования, установленных 
в процессе анализа явлений в нелинейных средах, может 
сыграть существенную роль для понимания тенденций эволю­
ционных процессов в задаче получения спектра элементарных 
частиц в единой теории поля, объяснения и предсказания спект­
ра биологических, экономических, социальных структур как 
продуктов самоорганизации процессов в соответствующих 
средах. 

7- При таком подходе среда как целое содержит в своих ма­
териальных характеристиках в непроявленной, потенциальной 
•форме все типы структур, которые могут в ней возникнуть и 
устойчиво или метастабильно существовать как асимптотики 
или своеобразные промежуточные «цели» эволюционного раз­
вития. 
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