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МИК РОЭ ЛЕК ТРОНИК А КАК НОВЫЙ ОБЪЕКТ ИССЛЕДОВАНИЙ В
ПРИ К Л АДН ОЙ  МАТЕМАТИКЕ

Введение.  Вопросы развития элементной базы — основы совре
менной вычислительной техники (ВТ) — находятся под постоянным 
вниманием исследователей. Прогресс в этой области знаний, как и ВО' 
многих других областях науки и техники, в значительной мере опреде
ляется уровнем применения математического моделирования (ММ) и 
вычислительного эксперимента (ВЭ). Показательным является опыт 
организации работ в США и Японии, где ММ и ВЭ стали важной со
ставной частью исследований по микроэлектронике.

В нашей стране применению ММ и ВЭ для исследований в обла
сти микроэлектроники уделяется большое внимание. Прежде всего сле
дует отметить работы научных направлений под руководством К. А. В а
лиева и Ю. К. Пожелы, а такж е работы других авторов [1 — 15]. 
В этих работах удалось получить ряд интересных результатов, касаю
щихся изучения физических процессов в полупроводниках и технологии 
их производства.

В указанных работах рассматривались и вычислительные алгорит
мы для исследования соответствующих процессов. Однако в большин
стве из них основное внимание уделялось не разработке численных ме
тодов, а конкретным результатам вычислительного эксперимента. М еж 
ду тем эффективность алгоритма в значительной мере определяет ус
пех,ВЭ Г16— 17].

Создание и исследование численных методов для решения задач 
науки и техники является крупным научным направлением, представ
ляющим большую самостоятельную значимость. Применение вычисли
тельных алгоритмов в рамках ВЭ означает существенное повышение 
уровня требований к их качеству: применимость для широкого класса 
задач, экономичность расчетов для проводимых серий вариантов, га 
рантированная точность вычислений в классе задач. Помимо этого, 
трудности построения эффективных численных методов для ВЭ в об
ласти микроэлектроники во многом связаны с существенной нелиней
ностью моделей для теории полупроводников, для описания технологи
ческих процессов производства полупроводниковых материалов.

В предлагаемой статье акцент делается на проблеме ММ и ВЭ в 
области элементной базы для ВТ именно с точки зрения создания и ис
пользования вычислительных методов, их связи с основными пробле
мами прикладной математики. При этом приходится сталкиваться с 
разнообразными физическими постановками (особенно для технологи
ческих процессов), которым соответствуют различные математические 
модели, описывающие: 1) физические процессы в электронно-дырочной 
плазме (ЭДП) полупроводников; 2) процессы литографии, включаю
щие электронную и ионную литографию, разнообразные процессы трав 
ления, имплантации и окисления полупроводниковых материалов; 
3) процессы выращивания кристаллов по методу Чохральского,  а так 
же жидкофазовой и газофазовой эпитаксий для получения полупровод
никовых материалов.

Однако с точки зрения математической физики множество задач 
микроэлектроники сводится к сравнительно небольшому числу базо
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вых задач, соответствующих типичным уравнениям в частных произ
водных. Это открывает возможности применения общей теории разно
стных схем для построения алгоритмов. Поэтому главное внимание в 
работе будет уделяться не подробному рассмотрению тех или иных ме
тодов расчета, а нахождению связей между математическими постанов
ками в микроэлектронике и другими проблемами прикладной матема
тики с целью использования уже имеющегося опыта для решения сход
ных задач в ряде областей, например, в физике плазмы, нейтронной фи
зике, динамике излучающего газа и т. д.

Авторы посвящают эту работу одному из создателей современной 
вычислительной и прикладной математики академику Андрею Николае
вичу Тихонову, много сделавшему для разработки и применения чис
ленных методов решения сложных задач математической физики.

§ 1. Кинетические модели.  Рассмотрение моделей, применяемых 
при изучении процессов, связанных с созданием элементной базы, нач
нем с модели уравнения переноса. Этот тип уравнений используется 
как наиболее общий для описания процессов, происходящих в ЭД П  по
лупроводников [5, 18].

Распределение носителей заряда  характеризуется функциями рас
пределения электронов f e (р, г,/) и дырок fh(р, г, t),  которые в пренеб
режении квантовыми эффектами удовлетворяют уравнениям

- P L J k .  \ R c <fe, f h}, (1)
ot me их/ aXt dpi

----- e ^ _ ^ - _ ; Sh {fe, f h} , - R h {Д, f h). (2)
at nth oxi axi op,■

Уравнения переноса (1) — (2) необходимо дополнить уравнением 
для потенциала самосогласованного поля

diV  ( ^ ^ g r a d ( p )  Г’ r > 0 ] d p — N ( r ,  / ) .  (3 )

В уравнениях (1) — (3) использовались следующие обозначения: т е, 
m h — эффективные массы электронов и дырок; S e, S h — члены, описы
вающие различного рода столкновения электронов и дырок; R e, Rn — 
такж е функционалы от функции распределения, которые описывают 
процессы генерации и рекомбинации; %(г) — диэлектрическая прони
цаемость, N ( г, I) — плотность пространственного заряда,  связанная с 
легирующими примесями.

Уравнения переноса вида (1) и (2) используются в задачах  лито
графии для описания поглощения мишенью энергии электронного пуч
ка [1]:

- L J L . - Q g r a d / . - J V  f a ( Q ,  Q ' ) [ / ( r ,  t, f t ' ) — /(г ,  /, ft)] d i Y . (4)
V d t  J

Здесь ft — косинус угла между направлением полета электрона и 
соответствующей осью декартовой системы координат, N  — число рас
сеивающих атомов в единице объема,  ст — сечение рассеяния.

Объединяющим фактором для рассмотренных физических процес
сов служит использование кинетических уравнений (1) — (2) и (4), опи
сывающих перенос различных сортов частиц. Тот же самый тип урав
нений используется и для описания процессов взаимодействия ионного 
пучка с мишенью в задачах ионной литографии {1].

Численное решение кинетических уравнений сталкивается с рядом 
серьезных трудностей. Эти трудности вызваны, во-первых, многомер-
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ностью уравнений переноса, так  как функция распределения f зависит 
не только от пространственной переменной г, но и от импульса р (или 
направления полета £2). Во-вторых, кинетические уравнения являются 
интегродифференциальными уравнениями. Наличие интегралов в п ра 
вых частях уравнений приводит к тесной взаимосвязи значений функ
ции при различных значениях импульсов, что еще более усложняет 
процесс численного решения.

Фактически единственным алгоритмом, используемым до сих пор 
для решения кинетических уравнений в задачах  микроэлектроники, яв 
ляется метод Монте-Карло в сочетании с методом макрочастиц [1, 4, 
11, 19— 21]. Здесь не будут подробно рассматриваться другие методы. 
Однако следует обратить внимание на многообразие вычислительных 
алгоритмов, используемых при решении задач,  описываемых родствен
ными уравнениями переноса — задач нейтронной физики и динамики 
излучающего газа [22—23].

Сходство уравнений приводит к тому, что и вычислительные труд
ности, возникающие при решении этих задач,  близки. Так, при расче
те задач электронной литографии [4] приходится использовать алго
ритм «размножения» траекторий для моделирования процесса в обла
сти, удаленной от оси пучка. Близкая  негативная проблема «эффекта 
луча», требующая для своего решения специальных вычислительных 
алгоритмов, возникает при рассмотрении процессов переноса нейтронов 
и задач динамики излучающего газа [23—24].

Проблемы технологии производства элементной базы самым тес
ным образом переплетены с проблемой создания источников частиц и 
излучений для целей литографии. Д л я  многих направлений субмикрон- 
ной фотолитографии представляется перспективным использование 
мягкого рентгеновского излучения. Источником такого излучения может 
служить лазерная плазма [25].

Процесс трансформации лазерного излучения в излучение мягкого 
рентгеновского диапазона описывается системой уравнений двухтемпе
ратурной динамики излучающего газа

ф  , 1 dr'-pu ^  (5)
dt г2 dr

Р - ^ Г  = -----§ ~ ( P e J. P i ) ,  (6)dt dr

+  W ji - W e) ] - Q ie, (7)
dt rz or r or

p ~ — El  _d£^_ — L  j . q  (8)
dt r2 dr r2 dr

k+l
j k .  , . Xkh  =  ,• j  rfV) k = = l t " " Nkt  (9)

dr r du  J

N k ,
w « - y  (10)

ft=l -1

В системе уравнений (5) — (10), описывающей сферически симмет
ричный процесс, использовались следующие обозначения: р е, pi, ее,
г; — давление и внутренняя энергия электронной и ионной компонент; 
W e, Wt — тепловой поток за счет электронной и ионной теплопровод-
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ности; W u и W.-t — поток энергии собственного излучения плазмы и л а 
зерного излучения; QIC — член, описывающий обмен энергией между 
электронами и ионами; /* — интенсивность энергии излучения в груп
пе частот v e  [v*,v*+i], — групповой коэффициент поглощения, ц —
косинус угла между направлением полета фотона и радиус-вектором, 
проведенным из исследуемой точки в центр симметрии.

Основная сложность численного решения этой системы уравнений 
(так же, как и ранее рассмотренных уравнений) заключается в боль
шей размерности уравнения переноса (10) по сравнению с уравнения
ми газовой динамики, так  как в этом случае решение дополнительно 
зависит от двух переменных: от частоты фотона v и от косинуса 
угла (1 .

Д л я  эффективного понижения размерности уравнения переноса в 
расчетах, которые проведены авторами совместно с В. И. Маслянкиным 
и Г. А. Евсеевым, использовался метод квазидиффузии и метод осред
нения по энергиям фотонов <[23, 26— 27]. Выход мягкого рентгеновско
го излучения, полученный в результате расчетов, хорошо соответствует 
экспериментальным данным работы [25].

Не останавливаясь на описании и исследовании алгоритмов реше
ния системы уравнений (5)— (10), отметим, что они подробно изло
жены в работах [23, 28— 29]. Эти конечно-разностные методы могут 
быть используемы для решения уравнения переноса в связи с други
ми проблемами микроэлектроники.

§ 2. Диффузионные модели.  В этом параграфе рассмотрим неко
торые вычислительные проблемы, возникающие при использовании 
диффузионных моделей в задачах микроэлектроники. К таким моделям 
можно отнести широко применяемые для исследования ЭДП дрейфово
диффузионную и квазигидродинамические модели. Они являются след
ствиями более общей кинетической модели (1) — (3) [18]* .  Рассмот
рим здесь в качестве примера систему дрейфово-диффузионных у рав 
нений, котооые в пространственно-двумерном случае имеют следую
щий вид [13]:

3*Ф ^  _ Л ^ [п_ р _ щ г (П )
дх2 ду

д  Гдп д Г  f  дп Эф \ ]  , <3 Г (  дп Эф
----  ------ I п  .. I -------- П  —— | [Л„ ( —------------------И  —2-
о/ дх 1 \ дх дх )  I ду ! \ ду ду

др д
dt дх

ёп, ( 12)

g P. ( 1 3 )
др , Эф \ ~ . д Г t др , Эф \

. . .  |fl ; p _JL
дх дх / j  ду \ И \ ду ду j

Здесь п и р  — плотности электронов и дырок, ц„ и — коэффи
циенты их подвижности, g n и g p ■— члены, описывающие процессы ге
нерации и рекомбинации, для электронов и дырок, N  — плотность з а 
рядов примесей в полупроводнике, ср — потенциал электрического поля.

Какие вычислительные проблемы возникают при решении этой 
системы уравнений методом конечных разностей? Во-первых, в каждый 
момент времени надо знать потенциал ф, что требует решения на к а ж 
дом слое по времени сеточного аналога уравнения Пуассона (11), по
этому алгоритмы для решения сеточного уравнения Пуассона должны 
обладать высокой эффективностью в случае областей сложной формы.
Использование таких областей при разработке САПР [30] вытекает из

* В данной работе области применимости указанных моделей обсуж даться  не 
будут, так как этот интересный и во многом еще дискуссионный вопрос может от 
влечь от алгоритмической направленности статьи.



потребностей создания сверхбольших интегральных схем (С БИС ).  Та 
же проблема возникает и при использовании кинетической модели
( I ) — (3),  которая содержит уравнение эллиптического типа с перемен
ным коэффициентом для определения потенциала самосогласованного 
поля. Успех математического моделирования в работе [11] в значи
тельной мере объяснялся использованием эффективных методов и п а 
кетов прикладных программ для решения систем сеточных уравнений 
[31—33j . В настоящее время наиболее эффективным методом для ре
шения сеточных уравнений для эллиптических уравнений типа 
d iv (£ ( r )g r a d  и) = — F (г) с переменными коэффициентами k( r )  в обла
стях произвольной формы является попеременно-треугольный итера
ционный метод [29, 31]. Число итераций в этом случае практически не 
зависит ни от формы области, ни от диапазона изменения коэффици
ента k(r)  в области.

Во-вторых, серьезные трудности численного решения системы
(I I )  — (13) возникают в случае, когда п — p ^ N ,  т. е. правая часть 
уравнения (11) мала по сравнению с N  и п — р .[13]. Аналогичные 
трудности, приводящие к тому, что для устойчивости счета требуется 
жесткое ограничение на шаг по времени, возникают и при решении з а 
дач динамики излучающего газа [23]. В этих задачах  температура г а 
зовой среды и плотность энергии излучения определяются из системы 
уравнений энергии и диффузии излучения, весьма похожих на систему' 
(11) — (13). Поэтому использование неявных разностных схем по ан а 

логии с [34— 35] представляется полезным и для решения системы 
дрейфово-диффузионных уравнений.

Следует отметить, что с вычислительной точки зрения численное 
решение системы (11) — (13) есть решение системы нелинейных тесно 
взаимосвязанных уравнений. В этом случае использование алгоритмов, 
когда в. каждом из уравнений на новом слое по времени определяется 
лишь одно неизвестное, а остальные берутся либо с предыдущего шага 
по времени, либо с предыдущей итерации, часто заканчивается не
удачей.

Более естественным с точки зрения учета взаимосвязи неизвест
ных является линеаризация уравнений по Ньютону [28, 36]. Д л я  ре
шения возникающей при этом системы сеточных уравнений в простран
ственно-одномерном случае эффективным оказывается алгоритм мат
ричной прогонки '[31]. Его применение для разностных аналогов типич
ных задач теории полупроводников не вызывает особых трудностей [15, 
37].  Однако уже для двумерной задачи подобного рода матричная про
гонка трудно реализуема.

Удобным и эффективным в этом случае оказывается матричный 
вариант « а  — (3» итерационного алгоритма [23, 38— 40]. Продемонстри
руем его на решении разностной схемы для системы, описывающей по
ведение ЭД П  в квазигидродипамическом приближении

^ L - . ^ - [ D ( N ,  Q ) N ] - ~ [ D ( N , Q ) N ]  +  R(N, i i ) ,  (14)
at o x z dz-

_ J L  fx(A/, о) +  q) J L [ D { n ,Q)N]\  +
di dx { dx dx j

f x ( N ,  0) ri(.Y, Q ) J L [ D ( N , Q ) N ] \ n - P ( N ,  6). (15)
dz ( Oz dz j

Здесь D(N,  0) и %{N,  0) — коэффициенты диффузии и теплопровод
ности ЭДП; г(М,  0) — плотность энергии ЭДП; П(Л^, 0) — энергия,
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переносимая одним электроном (дыркой) в потоке; член R (N,  0) опи
сывает генерацию и рекомбинацию электронов и дырок, а член 
P{N,  0) — выделение энергии в Э Д П  и передачу ее решетки.

Система уравнений (14)— (15) описывает частный случай квази- 
нейтралыюй ЭДП, что оправдано при высокой плотности электронно
дырочной плазмы. Продемонстрируем на ее примере предлагаемый ал 
горитм совместного решения.

После линеаризации неявная разностная дискретизация системы
(14) — (15) примет следующий вид:

At jUi- \ , j— CijUtj +  BijUi+г; +  AifUij-.] -1- Fi r  ̂0. (16)

Здесь Uа — , SO,-/11)) —  вектор неизвестных функций; Fa  — из
вестный вектор, определяемый с помощью значений функции на преды
дущих шагах по времени и предыдущих итерациях; Ац, Сц, Bij, Ац, 
Вц  — матрицы второго порядка.

Д л я  решения матричного уравнения (16) Uц требуем, чтобы одно
временно удовлетворились условия

U if — Ul'r\,jU 1 J Pi+I,/, U i j — Ui ,j-\ 1 -Г pi,f - ! ,
_  ~  ( ! ' )

Uij ~  Yг—1,/^i—\,j ~Y ^  ij ~  Ym—1 Ui,j—1 "i“ di,j—1 ,

где а, у, а, у  — матрицы второго порядка,  р, d, p, d — двумерные век
торы. Подставляя соотношения (17) в сеточное уравнение (16), анало
гично ф ормулам одномерной прогонки можно получить систему у рав 
нений относительно а, Y> Р> d, р, d, которая решается итерацион
ным путем [23, 38—40].

Рассмотренный алгоритм применялся для математического моде
лирования процесса стратификации ЭДП, нелинейная теория которого' 
была развита в работах [41— 42]. Подробные расчеты показали,  что в 
пространственно-одномерном и пространственно-двумерном случаях в- 
зависимости от величины энергии инжектируемых носителей и эффек
тивности передачи энергии решетке возможны установившиеся распре
деления, имеющие максимум концентрации электронов, дырок и мини
мум температуры, и наоборот [12, 37]. Количество возникающих неод
нородностей тесным образом связано с геометрическими размерами ис
следуемого элемента. Следует отметить, что во всех рассматриваемых 
случаях начальные концентрации и температуры были постоянны. 
Д анные расчетов соответствуют имеющимся результатам эксперимен
тов [43], где при близких значениях исходных параметров наблю да
лись явления стратификации в ЭД П  полупроводников.

Другой важной областью применимости диффузионных моделей 
являются задачи травления в литографических процессах '[2—4]. Ти
пичной с точки зрения математической формулировки является задача 
плазмохимического травления.

Б  этом случае система уравнений для описания используемой в 
процессе травления газоразрядной плазмы примет вид

div (D,- grad n,) +  Qh i =  1, 2, . . .  , t0, (18)
ot

где tit — плотность, i — компоненты плазмы, D; —• коэффициент диф
фузии этой компоненты, Q,- — член, описывающий процессы генерации 
и рекомбинации частиц. В свою очередь каж дая  правая часть Q; урав
нения (18) состоит из нескольких членов в зависимости от числа учи-
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тываемых реакций, приводящих к образованию i компоненты. Типич
ной формой для Qi является

Q i h n / i j —  кгпрщщ — ksnbip, (19)

где k\, k 2, k 3 — константы скоростей соответствующих реакций.
Если отбросить члены, связанные с диффузией частиц, то система 

(18) станет системой обыкновенных дифференциальных уравнений 
(ОДУ)

--Qi. (20)
at

В случае, когда константы скоростей реакций имеют большой разброс 
по порядку величины, решение этой системы вызывает серьезные труд
ности. Д ля  преодоления возникающих при этом трудностей приходит
ся применять алгоритмы решения жестких систем ОДУ [44—45]. Эти 
методы оказываются эффективными для решения системы уравнений 
(20). Однако при учете влияния диффузии и соответственно при пере
ходе к решению более общего уравнения (18) эти алгоритмы теряют 
свою эффективность.

В работах [46—47] был предложен алгоритм, позволяющий ре
шать такого рода системы уравнений. Суть этого метода, являющегося 
вариантом метода суммарной аппроксимации [28], заключается в том, 
что процесс отыскания решения задачи на каждом шаге по времени 
разбивается на несколько этапов.

Так система уравнений (18) разбивается на две последовательно 
решаемые системы:

( 2 1 >dt

=  div (D(- grad гс,-). (22)
dt

Алгоритм расчета представляет собой цепочку из двух разностных 
схем. Переход с временного слоя /  на слой / - Н  осуществляется таким 
образом, что вначале на отрезке [tj, tj+i] решается система уравнений 
кинетики (21), а затем полученные значения используются в качестве 
начальных данных, и на том же шаге по времени решается система 
уравнений переноса (22).

Данный метод успешно использовался для расчета процесса про
боя азота лазерным излучением. Уравнения, описывающие это явле
ние, имеют ту же самую математическую структуру, что и система 
(18) — (19). Поэтому применение метода суммарной аппроксимации в 
сочетании с методами решения жестких систем ОДУ представляется 
перспективным и для численного моделирования целого ряда процес
сов микролитографии.

§ 3. Уравнения динамики вязкой жидкости.  Важной математиче
ской моделью, используемой при исследованиях в области создания по
лупроводниковых материалов, является система уравнений Навье — 
Стокса. Эти уравнения в тех или иных приближениях используются 
для моделирования выращивания кристаллов по методу Чохральско- 
го, процессов жидкофазовой и газофазовой эпитаксии [48— 51]. Сле
дует отметить, что вопросы, связанные с моделированием указанных 
процессов, являются наиболее продвинутыми в задачах создания эле
ментной базы, с точки зрения развития численных методов. В извест
ном смысле это связано с тем, что разработка методов решения урав
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нений Навье — Стокса уже давно стоит в центре внимания специали
стов в области прикладной математики.

Д л я  описания этих процессов выпишем основную систему уравне
ний — систему уравнений Навье — Стокса в приближении Буссинеска. 
В переменных (функция тока — вихрь скорости — <о) данная сис
тема для наиболее часто рассматриваемого случая г — 2  геометрии 
примет вид

1 Г <? , . , д  , , ]
~ К Г  ~' ~  i (и с°) “  ■ " Т~  =at г i  дг  дг  J

’ " д ! \ $ . Л л ЛI ----------(/-2со) ,
Re г  | д г  V г  д г  J

д 

дг

1
СО --------

дТ
dt

---- (иТ) -------- -
й г у дг

д ( д ( r2co)j j Gr 1 dT (23)
dz \ r dz Re r dr

1 ЭФ \
г дг }

д
' dz

(_L  * t \
\ r dz J

I
J ’

(24)

1 1 
j ~""р Г 1 

1

( r — Y r -\ dr j

d

dz
/ dT \ j
v  oz  л , (25)

где Re, Gr, Ре — соответственно числа Рейнольдса, Грасгофа и Пекле.
Решение системы уравнений (23) — (25) сопряжено с известными 

серьезными трудностями, сопутствующими расчету задач динамики вяз 
кой жидкости [52]. Кратко рассмотрим некоторые из алгоритмов рас
четов этих задач, используемых применительно к исследованию процес
сов, связанных с созданием полупроводниковых материалов.

В работах [48, 53—54] рассмотрен алгоритм расчета, основанный 
на аппроксимации конвективных членов направленными разностями. 
Полученная система разностных уравнений решается последовательны
ми прогонками. Сначала по известным значениям Т, со, \Jj находится 
значение температуры Т, на новом слое по времени. Затем, используя 
Т, последовательно определим со и -ф. Итерационные параметры для 
определения ф находятся по Ж ордану [28, 31] на основе оценок гра
ниц спектров соответствующих разностных операторов. Предложенная 
схема использовалась для решения разнообразных задач, связанных 
с течением несжимаемой жидкости, и реализована в комплексе про
грамм НЕПТУН [54].

Оригинальный и эффективный алгоритм расчета уравнений, опи
сывающих течение несжимаемой жидкости в переменных (функция то
ка — я|), вихрь скорости — те), предложен в работе {39]. После линеа
ризации по Ньютону получена неявная девятиточечная система сеточ
ных уравнений

А.[/Ui—j t j—i ~ В ц Ь и —1 ~~ LijUi-x, j—i ~~ K.ij[Ji~-\,j

4- . i,/ I - Pc-Ui-1, / r i ~!“ M UUU ,i  -h В Д .М .  / • > :' F H =' °> (26)

где Ua — неизвестный вектор, Ац,  . . . ,  Yц — известные матрицы вто
рого порядка, Fu — известный вектор. Эта система решается с помо
щью матричного варианта «а — |5» итерационного алгоритма [23, 38— 
39]. Предложенный в работе [39] метод успешно применялся для ре
шения задач жидкофазовой эпитаксии [51].

В работе [55] рассматривалась схема, использующая центральные 
разности для аппроксимации конвективных членов. Эта схема обладает 
более высоким порядком точности, чем схема с направленными разно
стями. Однако при малом значении коэффициента кинетической вязко
сти обычно такая аппроксимация приводит к немонотонным и неустой
чивым схемам.
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В той же работе [55] предложен способ введения математической 
(искусственной) вязкости, который сохраняет баланс кинетической 
энергии. Этот способ приводит к отсутствию пилообразных решений 
для компонент скорости на грубых сетках. В то же время на не слиш
ком грубых сетках сохранялись детали течения. Предложенный алго
ритм использовался для математического моделирования выращивания 
монокристаллов из расплава по методу Чохральского [49, 56].

Задачи выращивания кристаллов,  жидкофазовой п газофазовой 
эпитаксий — не единственные связанные с проблемами создания по
лупроводниковых материалов,  которые в своей математической поста
новке приводят к уравнениям Навье — Стокса. К этим уравнениям, з а 
писанным в приближении ползущего движения [57] и дополненным 
уравнением для концентрации окислителя с, приводят такж е и задачи 
термического окисления кремния при изготовлении СБИ С  [58— 60]:

В заключение отметим следующее. Рассмотренные в данной рабо
те постановки не охватывают всех имеющихся процессов, связанных с 
созданием элементной базы. Кроме того, возможно с течением време
ни появление других математических моделей, описывающих новые тех
нологические процессы. Формирование этих моделей, их активное ис
пользование в вычислительном эксперименте являются важнейшей сов
местной задачей как специалистов в области микроэлектроники, так и 
специалистов в области математического моделирования и прикладной 
математики.

Из анализа рассмотренных математических постановок видно, что 
д ля  их решения необходимо активно использовать арсенал средств со
временной прикладной математики. Здесь применяются методы реше
ния интегродифференциальных уравнений переноса, методы решения 
систем сеточных уравнений, жестких систем ОДУ, уравнений Навье — 
Стокса и т. д. Таким образом, существует прямая связь между мате
матическим моделированием в микроэлектронике и ключевыми пробле
мами прикладной математики.

Однако из-за сложности возникающих математических постановок 
их решение зачастую невозможно путем механического применения р а 
нее разработанных численных алгоритмов. Более того, сами задачи 
микроэлектроники могут явиться стимулом дальнейшего развития вы
числительных методов. Эти факты, а также практическая важность ре
шаемых задач позволяют говорить о микроэлектронике, как о новом 
важном объекте исследований в прикладной математике.
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Ю. Н. Днестровский, Д .  П. Костомаров, А. В. Мельников

М А Т Е М А Т И Ч Е С К И Е  З А Д А Ч И  А К Т И В Н О Й  К О Р П У С К У Л Я Р Н О Й
ДИАГНО СТИ КИ ПЛАЗМЫ

Введение.  Д л я  успешного решения проблемы управляемого термо
ядерного синтеза нужно знать закономерности нагрева и удерживания 
плазмы в термоядерных установках. Их определение требует подроб
ной информации о развитии разряда  и параметрах плазмы. В совре
менных установках температура плазмы измеряется десятками миллио
нов градусов, в будущих реакторах она долж на быть еще выше. Н и ка
кие прямые измерения внутри такой горячей среды невозможны. П о 
этому всю информацию о плазме приходится получать на основании 
косвенных измерений, проводимых вне плазмы, и последующей мате
матической обработки их результатов.

Развитие исследований по термоядерному синтезу, создание нового 
поколения установок неразрывно связано с совершенствованием изме
рительной аппаратуры и методов диагностики. Общий объем экспери
ментальной информации о плазме, который получается в течение од
ного разряда,  нарастает лавинообразно. Сбор, регистрацию, обработку 
и интерпретацию экспериментальных данных на термоядерных установ
ках осуществляют специальные автоматизированные системы. С их по
мощью физики получают сведения об особенностях развития разряда  
в разных условиях, определяют пространственное распределение и 
временную эволюцию параметров плазмы: концентрации, ионной и
электронной температуры, состава ионной компоненты, потоков нейт
ралов перезарядки и нейтронов, излучения плазмы.

Извлечение информации о параметрах плазмы из результатов на
блюдений требует разработки эффективных алгоритмов решения соот
ветствующих математических задач и их реализации в виде программ 
в автоматизированных системах интерпретации экспериментальных дан
ных. Задачи подобного типа относятся к числу обратных и, как п ра
вило, оказываются некорректными. Д л я  того чтобы алгоритмы их ре
шения были устойчивыми по отношению к ошибкам измерений, они 

.должны базироваться на методах регуляризации, которые успешно р а з 
виваются в течение двух последних десятилетий в работах А. Н. Ти
хонова и его учеников.

Р яд  работ, посвященных математическим задачам  диагностики 
плазмы, был выполнен непосредственно А. Н. Тихоновым с группой 
коллег [1—7]. Близкими к ним являются наши работы по локации и хор
довой диагностике (томографии) плазмы :[8— 15]. Основу математиче-

•20


