
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е  У Р А В Н Е Н И Я

Д Е К А Б Р Ь  1986 г., ТОМ 22, Лг 12

А Н Д Р Е Й  В А С И Л Ь Е В И Ч  Б И Ц А Д З Е

( К  70-летию со дня рождения)

22 мая 1986 г. исполнилось 70 лег 
выдающемуся советскому ученому, 
крупнейшему специалисту в области 
современного математического анали­
за и теории математических моделей* 
члену-корресионденту АН С СС Р и 
академику АН Грузинской ССР 
Андрею Васильевичу Бицадзе.

С именем А. В. Бицадзе срязаны 
первоклассные научные достижения 
по теории краевых задач для эллипти­
ческих уравнений и систем, по теории 
уравнений смешанного и смешанно­
составного типа, по теории гиперболи­
ческих систем, по теории многомер­
ных сингулярных интегральных 
уравнений, но теории нелокальных 
краевых задач, по теории квазилиней­
ных уравнений и систем в частных про­
изводных, моделирующих многие явле­
ния, возникающие в естествознании, 
физике и технике.

Андрей Васильевич Бицадзе родился в селе Цхруквети Чиатурского 
района Грузинской ССР.

В 1931 г. А. В. Бицадзе окончил Чиатурский педагогический техни­
кум и в течение нескольких лет преподавал математику и физику в не­
полных средних и средних школах сел Цхруквети, Чала и Нигозети 
Чиатурского района.

В 1935 г. А. В. Бицадзе поступил на физико-математический фа­
культет Тбилисского государственного университета, который закончил 
с отличием по специальности «математика» в 1940 г.

В том же году Андрей Васильевич поступил в аспирантуру Тбилис­
ского математического института, после окончания которой начал ра­
ботать в этом же институте. Одновременно с 1941 по 1947 год А. В. Би­
цадзе вел педагогическую работу в Тбилисском государственном уни­
верситете.

В 1948 г. А. В. Бицадзе был зачислен в докторантуру Математиче­
ского института им. В. А. Стеклова АН СССР. После защиты в 1951 г. 
докторской диссертации Андрей Васильевич становится старшим науч­
ным сотрудником Математического института им. В. А. Стеклова АН 
СССР.

В 1958 г. за выдающийся вклад в науку А. В. Бицадзе был избран, 
членом-корреспондентом АН СССР, а в 1969 г. академиком АН Гру­
зинской ССР.

С 1959 по 1971 год Андрей Васильевич работал в Сибирском отде­
лении АН СССР, где он возглавлял отдел теории функций Института
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математики СО АН СССР и одновременно заведовал кафедрой теории 
функций в Новосибирском государственном университете.

В июле 1971 г. по решению Президиума АН СССР А. В. Бицадзе 
был переведен из Новосибирска в Москву на должность заведующего 
отделом дифференциальных уравнений в частных производных М атема­
тического института им. В. А. Стеклова АН СССР. Одновременно за 
активное участие в создании Новосибирского научного центра и '.много­
летнюю плодотворную научную и научно-педагогическую деятельность 
ему была объявлена благодарность Президиума Сибирского отделения 
АН СССР.

С июля 1971 г. по настоящее время А. В. Бицадзе возглавляет отдел 
дифференциальных уравнений в частных производных Математического 
института им. В. А. Стеклова АН СССР и с сентября 1984 г. он профес­
сор факультета вычислительной математики и кибернетики Московского 
государственного университета им. М. В. Ломоносова.

Кроме того, Андрей Васильевич в течение ряда лет возглавлял ка­
федру высшей математики и являлся профессором Московского инже­
нерно-физического института и в 1979— 1983 гг. был научным руководи­
телем Института прикладной математики им. И. II. Векуа (в Тбилиси).

Перейдем к краткой характеристике основных научных достижений 
А. В. Бицадзе.

Первые научные исследования Андрея Васильевича были посвящены 
математической теории упругости. Отметим в этом направлении найден­
ное им в квадратурах решение обобщенной задачи Герца о местных де-. 
формациях двух плоских упругих тел.

Фундаментальный вклад внесен Андреем Васильевичем в теорию 
эллиптических уравнений и систем. Им построен интегральный опе­
ратор

2

и(х, у) =  Rc [  a{z ,  г ) ф ( г ) +  J p(z, z, t)<f{t)dl ] , -  (1)
о

который осуществляет взаимно однозначное соответствие между регу­
лярными в односвязной области D плоскости комплексного переменного 
z=x-\-iy  решениями и— (щ, и2, . . . ,  ит) эллиптической системы

ди , ди
А ы + а — -----\-b~r— + с и = 0 ,  (2)

дх ду
коэффициенты которой являются аналитическими квадратными матри­
цами порядка т, и аналитическими в области D векторами ср(г) =  
=  ( < P l ( 2 ) ,  фг(2), . . . , ф т(2 )) .

На основе интегрального представления (1) А. В. Бицадзе редуци­
ровал краевую задачу об отыскании решения и(х, у) системы (2) в огра­
ниченной области D с краевым условием на ее границе dD вида

ди , ди ■
Pi~ d ^ + P 2 ^ i + q U = r  (3)

в предположении, что dD —  кривая типа Ляпунова, а квадратные мат­
рицы р 1, р2 и q и вектор г удовлетворяют условию Гёльдера, к эквива­
лентной системе одномерных сингулярных интегральных уравнений с 
ядрами Коши. Это позволило А. В. Бицадзе сделать вывод о фредголь- 
мовости задачи Дирихле

и ( х , у ) = г ,  (х, y)£dD  (4)
и о нётеровости задачи Пуанкаре

р 1 ^ + р 2 7 ^ = г ’ (Х’ y ^ dD  (5 )
в предположении, что det (pi-\-ip2) ФО, и установить формулу для ин­
декса к задачи Пуанкаре (2) ,  (5) к = 2 ( р + т ) ,  в которой

Р =  [ argdet  (р,— ip2) ]aD,
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а квадратные скобки обозначают приращение стоящего в них выраже­
ния при однократном обходе точкой контура dD в положительном на­
правлении.

В 1948 г. А. В. Бицадзе опубликовал замечательную работу, в кото­
рой было установлено, что в отличие от одного уравнения в случае си­
стемы уравнений требование равномерной эллиптичности, вообще говоря, 
не гарантирует ни фредгольмовости, ни нётеровости задачи Дирихле.

Так, например, однородная задача Дирихле для равномерно эллип­
тической системы

д 2т д-щ п д 2и2 0 d2Ui д 2и2 д 2и2 ,
дх2 ду2 дхду  ’ дхду дх2 ду2

в круге \z—20 |<<е имеет бесконечно много линейно независимых реше­
ний « 1+ ш 2= [ е 2— |z—z0\2]q>(z), где (p (z)— произвольная аналитиче­
ская в круге | z—2о | -<  в функция комплексного переменного z=x-\-iy.

Для этой же системы (6) в любой области D, граница которой со­
держит участок действительной оси I m z — О, неоднородная краевая з а ­
дача Дирихле (4) вообще не разрешима, хотя соответствующая одно­
родная краевая задача имеет только тривиальное решение, причем 
неправильно было бы полагать, что причиной некорректности задачи Д и ­
рихле для системы (6) является кратность корней h = ± i  соответствую­
щего этой системе характеристического уравнения (Я2+ 1 ) 2 =  0.

Так однородная задача Дирихле в круге \z—z0|<Ce для равномерно 
эллиптической системы

д 2щ д 2их , — д 2и2 ]Г7Г д 2щ д 2и2 д 2и2 _
f У  ̂ +  Л,,2 1дх'2 ду2 дхду  ’ дхду дх2 ду

имеет бесконечное множество решений

« 1+ ш 2= Л , { [ ( ^ + ? ) 2- 4 ^ е2] 'г- ( ^ - 5 ) 2П, А = 1 ,  2, . . . ,

где z0, (1-J- У 2 ) ц = г ,  Ак — произвольные комплексные постоян­
ные, хотя корни характеристического уравнения А,4+ 1 = 0  этой системы 
все простые.

Андреем Васильевичем была рассмотрена также эллиптическая си­
стема с постоянными коэффициентами

л д 2и ( OR д 2и , ^ д 2и
дх2 +  дхду +  ду2 ’ (/)

для которой было найдено общее комплексное представление регуляр­
ных в односвязной области решений. С помощью указанного представ­
ления было введено условие слабой связности системы (7), выполнение 
которого обеспечивает фрсдгольмовость задачи Дирихле (4) и нётеро- 
вость задачи Пуанкаре (5),  а также условие нормальной разрешимости 
общей краевой задачи (3) по Хаусдорфу.

А. В. Бицадзе принадлежат выдающиеся результаты по теории урав­
нений смешанного и составного типов. В теории уравнений смешанного 
типа

/ \ д2и m u  , д 2и д 2и .
а  ( * ’ У )  + 2 Ь  ( * •  У ) + с  (*> у )дх2 ’ дхду  ’ ду2

, / ди д и \
+ 1 { х , Я ,  и , — , —  ) = 0дх ’ ду /

обычно предполагалось, что ни в одной точке линии 6 изменения типа, 
определяемой равенством Ь2—а с — 0, коэффициенты а, b и с одновре­
менно в нуль не обращаются, т. е. порядок этого уравнения всюду равен 
двум.
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В работах Андрея Васильевича впервые было установлено, что на­
личие вдоль кривой 6 вырождения порядка и смены типа при переходе 
через 6 вносит в теорию совершенно новый аспект.

А. В. Бицадзе досконально разработал теорию модельного уравнения

, д2и д2и ди
у ~т  ~ д ё ~ + у  и г  : { }

в котором т — фиксированное натуральное число, а а  — постоянная, 

изменяющаяся в пределах —  — При а  =  0, т =  1 уравнение

(11) переходит в известное уравнение Трикоми, а при а  =  

=  ---------т уравнение (11) неособой заменой переменных

0  2 m - f l

Ъ=Х, \у\ 2 s g n yt у ф  О,

переводится в модельное уравнение смешанного типа

д2и д2и
+  s g n i ] - ^ - r -  = 0 ,t>s2 1 ь 1 дц2

которое.теперь принято называть уравнением Лаврентьева — Бицадзе и 
которое было подробно исследовано в цикле работ Андрея Васильевича.

А. В. Бицадзе рассмотрел уравнение смешанного типа (8) в плоской 
области Z), ограниченной гладкой кривой Жордана а, лежащей в верх­
ней полуплоскости у ^ О  и имеющей концы в точках (0, 0) и (0, 1), и 
.двумя характеристиками уравнения (8)

О 2 m - f l  о  2m-|-l

—у) 2 = 0  и х - f  -  {—у) 2 = 1 ,  0 < х <  1,
2т-\-\ 1 2 т + 1

■обозначаемыми соответственно через a  i и с  г-
А. В. Бицадзе доказал, что регулярное в области D решение уравне­

ния (8) ,  обращающееся в пуль на одной из характеристик gi или а 2, до­
стигает своего экстремума на границе а  области D.

С помощью принципа экстремума А. В. Бицадзе были доказаны су­
ществование, единственность и устойчивость регулярного в области D 
решения и(х, у) уравнения (8 ) ,  удовлетворяющего условиям

ги(х, у) =  ср(х, у) на 0 , и{х, y )^ ty(x ,  у) на ах,

lim ди(х, у)
ду

lim
у— о ду

при 0 <  х <  1.

Андрей Васильевич доказал теорему существования и единственно­
сти регулярного в области D решения уравнения (8) и в гораздо более 
трудном случае, когда во втором условии (9) носителем данных являет­
ся не характеристика <л, а некоторая выходящая из точки (0, 0) моно­
тонная кривая, лежащая в нижней полуплоскости г/<С0 правее gi и взя ­
тая до пересечения с характеристикой а 2.

Принципиальное значение имеет обнаруженная А. В. Бицадзе не­
корректность постановки задачи Дирихле в областях, где рассматри­
ваемое уравнение является уравнением смешанного типа.

Андреем Васильевичем были найдены первые корректные постанов­
ки краевых задач при наличии замкнутых линий изменения типа в дву­
мерных областях, а также для модельных уравнений смешанного типа 
в многомерных областях.

Андрею Васильевичу принадлежат также глубокие и оригинальные 
результаты по теории гиперболических уравнений и систем. Он впервые
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обнаружил, что наличие у гииерболического уравнения параболического 
вырождения вызывает некорректность в постановке классических задач. 
Кроме того, им было установлено,'что даже такая классическая задача, 
как характеристическая задача Гурса, оказывается, вообще говоря, не­
корректно поставленной при переходе от одного гиперболического урав­
нения второго порядка к гиперболической системе второго порядка 
(даже при отсутствии у нее параболического вырождения!). Андрей В а ­
сильевич доказал, что для таких систем на правильную постановку ха­
рактеристической задачи оказывают влияние коэффициенты при млад­
ших производных искомого решения.

Большой вклад внес А. В. Бицадзе в теорию многомерных сингуляр­
ных интегральных уравнений. Эта теория в его работах увязана с фун­
даментальными вопросами теории уравнений в частных производных 
(с многомерной задачей с наклонной производной, с линеаризованной 
задачей Навье ■— Стокса и с другими задачами).

В 1969 г. была опубликована открывшая новое научное направление 
совместная работа А. В. Бицадзе и А. А. Самарского,, посвященная 
эллиптическим уравнениям с нелокальными краевыми условиями. Этой 
тематике был посвящен ряд последующих работ самого Андрея В а ­
сильевича и многочисленные работы других известных математиков. 
Задачи с нелокальными краевыми условиями оказались очень интерес­
ными как с чисто математической точки зрения, так и с точки зрения 
разработки теории математических моделей ряда актуальных приклад­
ных задач.

В математическую литературу прочно вошел термин «нелокальные 
условия типа Бицадзе — Самарского».

Остановимся на большом цикле работ Андрея Васильевича, посвя­
щенных теории квазилинейных уравнений и систем в частных производ­
ных. Хорошо известно, что многие явления, изучаемые в естествознании, 
физике и технике, моделируются в терминах решений систем уравнений 
вида

п  т

2  » ц м  [  - £ 1 7 “  2  .............м  “ ° ’ ( 1 0 )
г ,  J — 1 J  I ,  s = I  J

k =  1, 2, . . . ,  in.
А. В. Бицадзе установил, что если совокупность функций <fi(u), 

ф2(у),  (pm(и) является решением системы обыкновенных дифферен­
циальных уравнений

т

ф " —  2  ^ ( Ф Ь Ф 2 , . . . , Ф » 0 Ф Х = 0 ,  * = 1 , 2 , . . . , т ,  ( И )

I, S = 1

то соотношения uk= ^ k {v ) ,  k =  \, 2, . . . ,  т, в которых v{x) =  v(xu х2, . . .  
. . . ,  хп) — общее решение линейного уравнения в частных производных

2 ^ х ) - ^ - = 0 ,  (12)
. ,= 1  d X i d X j

дают класс, точных решений системы (10).
В частности, когда т =  1 и (10) представляет собой одно уравнение, 

вместо (11) получится одно обыкновенное дифференциальное уравнение 
<р"— 6(ф) (ф/) 2 =  0, общее решение ф=(р(и) которого задается в неявной 
записи равенством

U Т

v =  a  Jexp  ̂ — J* b ( t ) d t ^ d r + $ ,  (13)
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в котором а  и р — произвольные постоянные. В этом случае соотно­
шение'

дает общее представление решений рассматриваемого квазилинейного 
уравнения, т. е. если v{x) — общее решение уравнения (12),  то соотно­
шение (14) дает все решения квазилинейного уравнения

Стало быть, влияние характера нелинейности уравнения (15) на 
структурные и качественные свойства его решений полностью описы­
вается соотношением (13), устанавливающим связь между и(х) и v(x).  
Таким образом, А. В. Бицадзе установил, что те или иные задачи (крае­
вые, начальные, начально-краевые и т. д.— в зависимости от типа урав­
нения), поставленные для квазилинейного уравнения (15), порождают 
соответствующие задачи для уравнения (12), причем корректность по­
становки задачи для исходного квазилинейного уравнения (15) зависит 
от корректности задачи, полученной для уравнения (12) ,  и от возмож­
ности обращения равенства (13) относительно и(х).  При этом наличие 
или отсутствие бифуркации решений уравнения (15) существенно зави­
сит от структуры римановой поверхности, определяемой функциональ­
ной зависимостью (13) между и(х) и v(x).

Частными случаями системы вида (10) являются уравнения М акс­
велла — Эйнштейна, уравнения ферромагнетизма, уравнения калибро­
вочных полей и другие. Разработанный А. В. Бицадзе метод позволил 
ему построить новые классы точных решений этих уравнений.

Большой интерес представляют и работы Андрея Васильевича, опуб­
ликованные в текущем 1986 г. и посвященные установлению связи меж­
ду решениями задач Дирихле и Неймана для гармонических функций 
в областях специального вида, а также исследованию интегральных 
уравнений Фредгольма первого рода со слабыми сингулярностями (с 
ядрами Неймана).

Заканчивая краткий обзор многогранной и яркой научной деятель­
ности Андрея Васильевича Бицадзе, отметим, что он является талант­
ливым педагогом, создавшим большую научную школу. Среди его уче­
ников 13 докторов и свыше 30 кандидатов физико-математических наук. 
Им написаны заслужившие всеобщее признание учебники «Уравнения 
математической физики» и «Основы теории аналитических функций».

Научная, педагогическая, научно-организаторская и общественная 
деятельность А. В. Бицадзе проникнуты духом партийной принципиаль­
ности и высокой гражданской ответственности.

Заслуги Андрея Васильевича высоко оценены: он награжден орде­
ном Ленина, орденом Октябрьской революции, двумя орденами Трудо­
вого Красного Знамени, является лауреатом премии им. акад. 
Н. И. Мусхелигавили, заслуженным деятелем науки Грузинской ССР, по­
четным гражданином города Чиатура.

Пожелаем дорогому юбиляру новых выдающихся научных сверше­
ний, доброго здоровья и счастья.

1. К а с а т е л ь н а я  п р о и з в о д н а я  п о т е н ц и а л а  п ростого  слоя ,  1941 (в к л ю ч е н а  в § 13 
м о н о г р а ф и и  II .  И . М у с х е л и ш в и л и  « С и н г у л я р н ы е  и н т е г р а л ьн ы е  у р а в н е н и я » ) .  М., 1946.

2. О  м е с т н ы х  д е ф о р м а ц и я х  при с ж а т и и  у п руги х  т е л / / С о о б щ .  А Н  Г С С Р .  1942.

11 =  <р(у) (14)

П

А .  А.  Д О Р О Д Н И Ц Ы Н ,  Н.  П.  Е Р У Г И Н ,  В.  А.  И Л Ь И Н ,  
А.  А.  С А М А Р С К И Й ,  А.  Н.  Т И Х О Н О В

Список научных трудов А. В. Бицадзе

Т . 3, №  5.
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7. З а д а ч и  к о л е б а н и я  р а в н о м е р н о  с ж а т о й  т о н к о й  у п р у г о й  п л а с т и н к и / / Тр. Т бил .  
гос .  у н -т а .  1947. Т. 30а.
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