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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ 
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С НЕЛИНЕЙНЫМ СТОКОМ

В работе рассматривается задача Коши для полулинейного параболического 
уравнения, описывающего диффузию тепла в среде с нелинейным поглощением 
энергии:

(1 ) В (и ) =  и, -  Ди + и^ =  0, t >  0, x G R n ,

(2 )  и (0 ,х )  = ио (х У > 0 ,  x E R n ; u0 € C ( R n ),  sup и0 <  °°.

Здесь Д — оператор Лапласа, (3 >  1 — фиксированная постоянная. Начальная функ
ция и0 в ( 2 )  такова, что и0 (х )  -*■ 0  при | х  \ -*■ +

В первой части работы дано описание семейства автомодельных решений 
уравнения ( 1 )  вида

(3 ) uA {t ,x)  = { T + t r l№ - " e A $ ) ,  ( =  - i * 1 ; т= const >  о,

где четная функция вА (£ ) >  0  удовлетворяет обыкновенному дифференциальному 
уравнению. Установлено, что при любых /3 >  1 существует бесконечное множество 
автомодельных решений, причем его структура различна в случаях (3 е  ( 1 , 1 + 2/N) 
и (3 >  1 + 2/N. Во второй части формулируются теоремы об асимптотической устой
чивости всех автомодельных решений относительно возмущений начальной функ
ции. Таким образом, решения (3 ) являются своеобразными собственными функ
циями (СФ ) нелинейной сплошной среды (1 ) ,  которые определяют асимптотичес
кую эволюцию широкого класса ” неавтомодельных”  начальных возмущений. В слу
чае /3 е  ( 1 , 1  + 2/N) решения (3 ) исчерпывают весь набор радиально симметрич
ных СФ. При @ >  1 + 2/N существуют классы решений с асимптотикой, отличной от
(3 ) (см . также [ 1 ] ) .  СФ горения нелинейной среды с источником

щ = Д « <7+1 +и(3, ? > 0 ,  J c e R " ;  а>  0, j3 >  1,

подробно рассмотрены в [2—4] (см. библиографию в [5, 6 ] и, кроме того, [ 7 ] ) .
В дальнейшем используются некоторые из полученных там результатов. При дока
зательстве большинства теорем не использовалась полулинейная структура уравне
ния (1 ) .  Поэтому многие результаты работы без принципиальных изменений пере

носятся на случай квазилинейного уравнения u t = A u a+1 -  и &, где (3 >  ст+ 1.
1. А в т о м о д е л ь н ы е  р е ш е н и я .  После подстановки выражения (3 ) 

в ( 1 )  получается следующее уравнение для ^ ( 5 ) > 0 :

(4 ) А * ( ^ ) =  — —  ( t JV- 1^ ) ' +  \  #а % + — Ц -0 0  = 0 , * > 0 .
g-/v-i 2  р — 1

Оно имеет очевидное однородное решети; 6а  Щ = (Р  — 1 ) _1/ ^ _ 1 \  все осталь
ные должны удовлетворять краевым условиям

(5 ) й ( 0 )  = 0, М + ° ° ) ^ 0 .

Одновременно удобно рассмотреть семейство задач

( 6 )  А * (0 )= О ,  0 '(О ) = О, 0 (0 ) = ц ,
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Рис. 2. (3 е  (1, 1 + 2/N ). Жирной линией выделено решение с ’ ’экспоненциальной”  асимптотикой

где д >  О выступает в роли параметра. Решение задачи ( 6 )  будем обозначать 0(£; д ) .  
Требуется отыскать такие д >  О, чтобы в (£; д ) >  0 в R+ (тогда 0 (+ °° , д )  = 0 ). 
Легко видеть, что можно ограничиться интервалом д е  (0 , 0Н )  и при этом функ
ции 0 (£ ; д ) монотонно убывают по %. Анализ уравнения ( 6 )  вблизи бесконечно 
удаленной точки ( 0  -*  0 +)  дает следующие асимптотики возможных решений: ’ ’сте
пенную”

(7 ) 0(|; д ) = С Г 2/('3“ °  + . . . ,  С  = const> 0 ,  

либо ’ ’экспоненциальную”

( 8 )  0(|; ju )= D ? 1/̂ _ I ) ” JV/2 e x p (- | 2 / 4 )+ . . . ,  D  = co n s t> 0 .

Т е о р е м а  1. Пусть (3 >  1 + 2/N. Тогда при всех д  €  (0, 0# ):
1).0(|; д ) > 0  в R i ;

2 )  0 (+ ° ° ;  д ) = 0 , причем в (£; д ) не может иметь при £.-*■ + 00 ” экспоненци
альную” асимптотику,

3 ) функция 0 (£ ; д ) монотонно возрастаетпо д  при % & R \ .
Т е о р е м а  2. Пусть /} G (1 ,1  + 2/7V). Гогдя:
1) при всех 0 <  д <  [1/(0 — 1) — N/2] 1/ (0 ~ 1) = д0  функция 0 (£ ; д )  оф а - 

щается в нуль в некоторой точке',
2 )  при д Е  (д 0, 0ц  )  существует по крайней мере одно положительное реше

ние 0  с ” экспоненциальной”  асимптотикой и бесконечное множество решений, 
удовлетворяющих (7 ) ;

3) положим д *  = вир{д >  0 | 0 (| ; д ) = Одля некоторого £ = <  + 00};  тог
да д* G (д 0, 0 # ) ,  функция 0 (| ; д * )  >  0 в  R+ и имеет "экспоненциальную"асимп
тотику.

Доказательство второй части теоремы 2 основано на построении верхних 0+ 
и нижних 0_ ( 0 + >  0_ в R ‘+ ) решений уравнения ( 6 ) ,  между которыми лежит по 
крайней мере одно решение задачи (4 ) ,  (5 ) .  При этом для решений типа ( 8 )  удобно 
взять

0±(£ ) = 4 ±е х р ( - а ±£2), 0±(О) = О,

и тогда необходимо потребовать, чтобы

“ * е  “ >• А ‘ - ' 1 =* ( j± T  -  “ ■> [ B k  ( f t -  2Na'
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о.: =% , A t ~ x <  — -—  — ,
0 - 1  2

а решениям со ’ ’степенной”  асимптотикой отвечают функции 

в+Л % )= А ± (а \  + | 2 г 1/(^ - 1))

где

a i >  2 N , А р_-

0 - 1  ( / 3 - 1 ) 2

a l - 2 N

0 - 1

(легко  проверить, что в последнем случае существенно различных пар функций в ± 
бесконечное множ ество).

На рис. 1 и 2 показано примерное поведение решений 0 = 0 (if; ц )  при раз
личных ju G (0 , в н )  ■

2. А с и м п т о т и ч е с к а я  у с т о й ч и в о с т ь  а в т о м о д е л ь н ы х  
р е ш е н и й .  Устойчивость какого-либо решения (3 ) означает (см., например, [ 8 ] ) ,  
что автомодельное представление решения задачи ( 1 ) ^ ( 2 )

(9) eJ. (M ) = P r ( « a * ) )  = ( r + 0 1/w- I)« (r ,6 ( r + f )Vi), IG R * ,

сходится при t  -*■ + 00 к  автомодельной функции 0 Л (? )  = 0  (if; д )  для всех и0 Е 
(W А — ’ ’множество притяжения”  данного реш ения).

2.1. С л у ч а й  0 >  1 + 2IN .  Ниже сформулированы теоремы о равномерной 
в стабилизации в т- * в А при

Т е о р е м а  3. Пусть при (3 >  1 + 2/N существует такое Т  >  О, что и0(х )  -  

- T - 1№ - 1'>0A ( \ x \ T - Y2) G L i ( R N ). Тогда

I e T (t, if) -  вА (| if |) I c(R jV ) = 0 ( Г М1 ^  Ч « - 1 >) -  0 , г -  + оо;

II в А'. О - М Ш )!^  (rW) = о(г "/2+1/<р- •>) - о, f  + оо

В следующей теореме указано, по-видимому, оптимальное множество при
тяжения WA , отвечающее данной автомодельной функции вА .

Т е о р е м а  4. Пусть при (3 >  1 + 2/N найдется такое Т  >  О, что

u0( x ) - T - l l W - l '>eA ( \ x \ T - 'A)  = o { \ x \ - 2№ - ' '> ) ,  1Ы1-» + °°.

Тогда dT (t, if) -*■ вА (| ||) при t-*- + 00 равномерно по if е  R ^ .
З а м е ч а н и е .  Теорема верна и при 0^ =  0. Таким образом, если м0 ( * )  = 

= о(|л:| ~ 2/ ( ^ _ 1 ) ) 1 то -*  0  при / -*■+<» (отметим, что это одновременно
доказывает отсутствие при (3 >  1 + 2/N функций вА с асимптотикой типа ( 8 ) ) .  Не

трудно показать, что при любых начальных функциях и0 (х )  = о ( | jc ! ~ 2/ — 1 ) )
асимптотика решения задачи описывается различными автомодельными решениями 

VA х )  = t ~ af A (f?) , т?= |x| t ~ l/l, а  = const е  (1/(0  — 1 ), N j2] уравнения тепло
проводности v t = Ли  (этот результат усиливает соответствующее утверждение в 
[ 1 ] ,  где показана сходимость и к  vA при t  -*  + °° для случая и0 €  L 1 ( R N ) , чему 
соответствует значение а = N j2 ).

Заметим, что из последней теоремы вытекает единственность функции вА ( i f ) , 
имеющей фиксированную ’ ’степенную”  асимптотику (7 ) .

2.2. С л у ч а й  0 < 1  + 2/N. Предварительно отметим,'что доказательство 
сходимости к автомодельному решению без конкретизации функции вА и соот
ветствующего множества WA можно провести на основе подхода, использованного
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в [9 ] применительно к другим задачам. Вводя однопараметрическое семейство 

функций uk ( t ,  if) = u (k t , Ar^if), удовлетворяющих при лю бом  к >  0  ис
ходному уравнению ( 1 ) ,  нетрудно показать, что ик ( t ,  if) w {t ,  if) при к = к/ ->+ °°, 
где предельная функция также удовлетворяет уравнению ( 1 )  (функция w может, 
вообще говоря, зависеть от выбора подпоследовательности { Аг,-} ) .  При этом сходи

мость равномерна на лю бом  компакте из [г ,  + ° ° )  X R ^ , т >  0. Полагая затем t = 1 
и к{ = t [ ,  имеем 0 О ( t t , if) -> w ( l ,  if) = вА (| )  при t t -» + 00 (отметим,что здесь вА (£ ) 
может, вообще говоря, и не быть радиально симметричной). С помощью теоремы 2 
доказывается

Т е о р е м а  5. Пусть (S G ( 1 , 1 +  2 / N ). Тогда, если и0 Р  0, то w ( l ,  if) Ф 0.
З а м е ч а н и е .  При /3 >  1 + 2 IN  теорема неверна (см. замечание к теореме 4, 

а также [ 1 ] ) .
Ниже проводится более детальное исследование сходимости к радиально сим

метричным автомодельным решениям, указанным в теореме 2. Положим в (9 ) 
г  = In (1 + t/T ) и рассмотрим задачу Коши для автомодельного представления

Автомодельные функции в = в А (| if |)  являются стационарными решениями урав
нения (1 0 ).  При построении множеств WA важную роль играет следующее утверж
дение [ 1 0 , 1 1 ] .

Л е м м а  1 . Пусть в + ( соответственно 0 _ )  -  верхнее (нижнее)  решение 

уравнения (4 ) ,т.е. Ад (0+ ) <  0 (Ад (0 _ )  >  0 ) в R N.
Тогда решение вт(т, if) уравнения (10 ) с условием в т\т=0 = в+ ( в т\т = 0 = 

= 0 _ ) таково, что (Рт)т ^  0  (соответственно (в т) т >  0 )  всюду в  R i  X R M.
С помощью этой леммы, например, доказывается
Т е о р е м а  6 . Пусть и0 = и0 (| л: | )  такова, что в т(0 , if) = Т г1 и0 ( Г У2£) 

является верхним или нижним решением уравнения (4 ) .
Тогда существует такое его решение вА , удовлетворяющее (5 ) ,  что в т -* вА 

при т -»■ + °° равномерно на каждом компакте из R w .
Структура множества притяжения WA определяется на основе такой леммы.
Л е м м а  2. Пусть в+ и 0_ (0+ =  0 _ ) — соответственно верхнее и нижнее 

решения уравнения (4 ) и им отвечает одна единственная автомодельная функция 
0 _ <  вА <  0 +.

Тогда множество [ и0 >  0| существует такое Т  >  0, что 0_ (I £1)  <  
<  7 ’ 1/ ( ^ - 1) Мо (т'А %) <  0 + (| if | )  в R N  \ принадлежит WA .

Эта лемма применяется для построения множества притяжения автомодель
ной функции 6А (| if | )  = 0 (I i f l ; А4* ) с ’ ’экспоненциальной”  асимптотикой (см. тео
рему 2 ) .

Т е о р е м а  7. Пусть при /36(1,1 + 2 /N) существует такое Т  >  0, что

Тогда вт(т, if) -*■ вА ( | if |)  при т -» + °° равномерно на каждом компакте из R N. 
Таким образом, автомодельное решение (3 ) с функцией вА устойчиво снизу 

(в  случае единственности такого решения, полагая в лемме 2 0+ (| if | )  = Л в А (| % | ) ,  
А  >  1, получаем, что оно является также устойчивым сверху). Из теоремы 7 непос
редственно вытекает

От(т, £)

1 "  1 я
(10 ) —  = А (0 г )  =  Д 0г  + ^  S  ( в т) ф  + - r L - & T - ^ T  =0 ,

от 2  / = 1  1 Р — 1

0г (О ,£ )= Г 1/№ _1 )ыо ( Г й £), I S R ^ ;  т >  0,
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С л е д с т в и е .  При  /3 е  (1, 1 + 2/N) автомодельная функция в = в*А (Ш  )  

является минимальной в R N среди всех других решений 0 = вА (| £ j )  задачи (4 ) ,  (5 ) .

2.3. С л у ч а й  /3 = 1 +  2/N, u0 & L l (R N )  . П р и б л и ж е н н о е  а в т о м о 
д е л ь н о е  р е ш е н и е  (П А Р ). В следующих двух леммах показано, что здесь 
асимптотика решения задачи (1 ) ,  (2 ) неавтомодельна. Первая из них уточняет один 
из результатов [ 1 ] .

Л е м м а  3. Пусть (3 = 1 + 2/N, и0 е  L 1 ( R ^ ) . Тогда найдутся такие т >  О, 

Т >  1 и A  G (0 , (N /2 )n I 2] , что всюду в  [г, + °° ) X R N

(И ) u( t , x )  >  Л [ ( Г + 0 1 п ( Г + 0 ] - ^ 2ехр •

Л е м м а  4. Пусть /3 = 1 +  2/N и и 0 = о  (ехр ( —■у| х  12 )  ) ,  I х  | -*■+<» для неко
торого 7  >  0 .

Тогда существуют такие Т >  1, а >  0 и достаточно большое Н  >  0, что 

(12) и ( ? , х ) <  Я [ ( 7 ’ +г)1п(7 ’ + г ) ] “ ^ 2ехр5-|л:|2 [ 4 ( Г + 0  + й1п-1(7’ + г ) ] “ М .

З а м е ч а н и е .  Нетрудно проверить, что справа в (11) и (12 ) стоят соот
ветственно нижнее и верхнее решения уравнения ( 1 ) .

Далее, на основе анализа семейства функций uk ( t ,  х )  = ( k ln k )N ^2u (k t ,  к /г х ) , 

к >  0 , которые удовлетворяют уравнению (uk) t = Д ик — (In k )~ l u\+2!N , уста
навливается, что в случае и0 = и0 (|х| )  "автомодельное”  представление dT ( t ,  £ ) = 

= [ ( Г +  г ) 1п (Г  + t ) ] N ! 2u ( t ,  ( Г  + 0 й $) сходится при t = t im -*■ + <» ( t im —некото

рая подпоследовательность произвольной последовательности Г/ -*■ + ° ° )  к функ
циям вида /  ( ! )  = йехр ( —1112 /4), Ъ = const £  R i .  При этом, как показывает ана
лиз уравнения для в т, предельная функция единственна в следующем смысле.

Т е о р е м а  8 . Пусть в сделанных предположениях 6T ( t ,  if) -*■ / » (£ ) при 

t  - »+  то равномерно на каждом компакте из R^. Тогда

Таким образом, в условиях теоремы асимптотика решения задачи при t - * + ° °  

описывается функцией ua (t ,  х )  = ( ? In ? )~N l 2f t ( x t ) ~ 'A , которую в соответствии 
с [ 8 ] мы называем ПАР уравнения (1 ) (отметим, что иа ему не удовлетворяет).

В заключение подчеркнем, что во многих случаях асимптотические эволю
ционные свойства решений задачи ( 1 ) ,  ( 2 )  можно предсказать и объяснить, анали
зируя структуру семейства решений! 6 (Л\ М)1 ’’автомодельного”  уравнения (4 ),  
указанную на рис. 1 и 2. Эти представления по смыслу близки к  выводам, полу
ченным на основе метода стационарных состояний [12, 13], в рамках которого 
некоторые наиболее общие эволюционные свойства неограниченных решений (ре
жимов с обострением) нелинейных параболических задач определяются с помощью 
семейства соответствующих стационарных решени

Отметим, что свойства построенных выше автомодельных решений (3 ) пра
вильно согласуются с результатами работы [1 4 ], где, в частности, установлено, 
что при 1 <  /3 <  (N +  2) /N задача Коши (1 ) , (2 ) с начальной функцией

ио (х )  = Е<,Ь (х ), х  е

(5 (х )  — дельта-функция, £ 0  6  R +  — произвольная постоянная), имеет ограничен

ное классическое в R+ X R ^  решение u (t ,  х )  £  0. Нетрудно проверить, что 

< М Ш )  е  l 1 (R n )  при 1 <  /3 <  (N  + 2)/N, поэтому, полагая Т  =  0 в (3 ) ,  имеем
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При этом, если вА (| % | )  — функция с ’ ’экспоненциальной”  асимптотикой ( 8 )  (она 
существует только при 1 <  f? <  (N  + 2)/N, теорема 2 ) ,  то, очевидно, иА (t ,  х )  -> О 

при t  -*■ 0+ в R n \  { 0 }.  Таким образом, формально это классическое при t  >  О 
решение иА удовлетворяет условию (13 ) с ’ ’энергией”  Е 0 = + ° ° .  Решения (3 )  при 
Т =  О со степенной асимптотикой (7 ) ,  которым отвечает 

ил (0 , х )  = С \ х \ - 2№ ~ 1\  x e R ^ U o l ,

где О  0 — постоянная в асимптотическом разложении (7 ) ,  характеризует степень 
сингулярности начальной функции, обеспечивающую существование при / >  0  клас
сического (и нетривиального) решения задачи Коши.

Институт прикладной математики им. M.B. Келдыша 
Академии наук СССР, Москва
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A.B. ФЕДОРОВ, B.M. ФОМИН, академик Н.Н. ЯНЕНКО

К  ТЕОРИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ АНАЛИЗАТО РОВ 
КОНТАКТОВЫ Х РАЗРЫВОВ И УДАРНЫ Х ВОЛН

В [1 ] предложен дифференциальный анализатор для контактного разры
ва в течении газа,-подчиняющегося некоторому ограничительному требованию на 
калорическое уравнение состояния. Ниже дано развитие этой теории, свободное 
от данного ограничения.

Уравнения, описывающие течение невязкого сжимаемого газа, имеют вид

Эи 3 <р(и)
а )  —  + = °>

Ы  дх

и = (р, ри, р Е ), ip = (ри, р + puz, ри + риЕ), Е  = е + и2/г, е = е(Т, р ),

Р = Р(Т , р ) .
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