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1. Тепло; вводимое в вещество, способно инициировать химические
процессы. Специфика лазерного нагрева состоит прежде всего в том, что 
энергия излучения существенно меняет тепловой баланс [1]. Это значит, 
что к уравнениям, описывающим химическую кинетику, необходимо 
добавлять уравнение для температурного поля, учитывающее поглоще­
ние излучения веществом. Уже в простейших случаях возникающие 
задачи оказываются нелинейными. Как показали исследования [1], да­
же в пренебрежении зависимостью от пространственных координат и 
при неизменной мощности излучения динамика лазерного нагрева мо­
жет быть весьма сложной: наблюдаются различные неустойчивости,
колебательные, стохастические режимы. Разнообразие .типов динамиче­
ских режимов возрастает при учете зависимости переменных, описы­
вающих задачу, от пространственных координат (см., например, [1, 2 ] ) .
' Таким образом, исследование динамики химических процессов в по­

ле лазерного излучения приводит к необходимости исследования опреде­
ленного класса краевых задач, содержащих нелинейности, вид которых 
•определяется законами химической кинетики, поглощения излучения и 
теплового баланса в веществе [1 ,2 ].

2. В данной работе приведены результаты исследования одной мо­
лельной задачи о лазерном нагреве металлического образца, занимаю­
щего полупространство z^O . На его поверхности (z=0) при этом мо­
жет протекать экзотермическая окислительная реакция. При определен­
ных предположениях (см. [1, 2]) эти процессы описываются следующей 
краевой задачей для параболического уравнения теплопроводности с 
нелинейностью в граничном условии второго рода:

§1. ВВЕДЕНИЕ

a dt г  д г  \ д г
1 дТ  1 д  (  дТ t >  0, r ^ O ,  z >  0, (1.1)

—k = AI (г) +  Ь ехр
дг  2=о

( 1.2)

Т{0, r r z) --~-T0(r, 2) > 0, /->0, 2 > 0 (1.3)

где а и k — соответственно коэффициенты температуро- и теплопровоД- 
, ности. Первое слагаемое в граничном условии (1.2) описывает поглоще- 
■■ ние лазерного излучения с распределением интенсивности по поверх-



/0,>0, т 0>0 — амплитуда и эффективная цолуширина лазерного пучка. 
Считаем, что функция 0 (g ) достаточно быстро убывает при |->+оо и 
sup 0(g ) = 0 (0 )  (часто полагают 0 ( g )= e x p (—g2) ) .  Поглощательнук> 
способность А считаем постоянной.

Второе слагаемое в граничном условии (1.2) учитывает в простей­
шем случае энерговыделение в ходе окислительной реакции; константы 
b и Та характеризуют скорость протекания и интенсивность энерговыде­
ления реакции.

В (1.1) принято, что тепловое поле обладает радиальной симметрией 
по пространственным переменным х и у  (х, г/бR1, г ^ х Р + у 2).

Относительно начальной температуры То в (1.3) предполагается,, 
что при Wl = Уг2+,г2-* + оо функция JTQ(r, z )  достаточно быстро стре­
мится к нулю. В указанной постановке решение задачи существует,, 
единственно и является классическим в любой области ,[т, +оо) Х { г ^  
З&О, z^O}, т>0 [3].

3. Как было показано в [1, 2] на основе приближенных методов 
(для I ( г )  =/о ехр (—г 2/г20) ) ,  поведение теплового поля^в веществе, опи­
сываемое краевой задачей (1.1) — (1-3), существенным образом зависит 
от соотношения между параметрами /о и Го в J ( r ) :  в одной области зна­
чений /о, г0 задача (1.1)-— (1.3) не имеет стационарных решений (что 
отвечает неограниченному распространению по поверхности вещества 
волны горения), а -в другой области /0, г0 стационарных решений может 
быть несколько (два или четыре).

Цель настоящей работы состоит в обосновании качественных выво­
дов [1, 2], обобщении результатов для произвольной зависимости 1(г)  
и исследовании эволюционных свойств решения нестационарной задачи 
(последнее выполнено, в частности, на основе теории нестационарного 
осреднения уравнений с частными производными, применявшейся ра­
нее в [4—7]).

4. В краевой задаче (1.1) — (1.3) удобно ввести обозначения
, ( Ь \ 2 b , bU =- ------- at, г х = --------г, Zy = •------- 2 ,
1 [ kTa J kTа kTa

Тг = — Т, /п = —  /0, Г0 —  г0.
1 Та °* b °\  kTa 0

Отбрасывая в дальнейшем индекс «1», перепишем (1.1) — (1.3) в виде
дТ  1 д / дТ  \ , д 2ТА Г е —  ^ ( ' - ^ 4 + 4 4 - , * > < > ,  г > 0 ,  2 > 0 , '  (1.1)

г  дг \ дг  / o z2dt г  д г  \ д г  } д г2
дТ
dz

t >  0, r >  0, (1.2)

Т (0, г, z) — Т0(г, г ) >  0, /•> о, 2 > 0 .  (1.3)
Таким образом, помимо начальной функции To(r, z)  краевая задача со­
держит только два параметра: /о и г о, которые по-прежнему называем 
амплитудой и полушириной пучка излучения.

5. Кратко охарактеризуем содержание работы. В § 2 рассмотрена 
соответствующая стационарная задача и получены достаточные условия 
ее разрешимости и неразрешимости. Показано, что существует кривая 
Io — h ( r 0) ,  разделяющая плоскость параметров {/0, го} на области суще­
ствования и несуществования стационарных решений. Изучены основ­
ные свойства минимального стационарного решения, которое, как пока­
зано в § 3, является устойчивым снизу.

- В § 3 доказана стабилизация (при £-»—(- оо) решения нестационарной 
задачи к минимальному стационарному решению (если последнее суще­
ствует), в § 4 получены оценки эволюции тепловой волны в области от­
сутствия стационарных состояний Ч

*> § 4 и 5 будут опубликованы в следующей работе того же названия.
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. . В § 5 на основе метода осреднения показано, что возможны как дв&, 
так  и четыре стационарных состояния (либо ни одного, см. § 2). При 
этом устойчивым вёегда является лишь одно (минимальное) стационар­
ное решение, изученное в § 2 и 3.

В дальнейшем через £2 обозначается область { г ^ 0, 2>0}, dQ = { r ^  
> 0 ,  2  = 0} — граница £2.

§ 2. ОБ УСЛОВИЯХ  СУЩЕСТВОВАНИЯ И НЕСУЩЕСТВОВАНИЯ 

СТАЦИОНАРНЫХ РЕШ ЕНИЙ

1. Стационарная задача. Эволюционные свойства решений задачи
(1.1) — (1.3) во многом зависят от наличия или отсутствия ее стацио­

нарных решений. Этот параграф целиком посвящен исследованию со­
ответствующей стационарной (эллиптической) задачи

Аи = 0, (г, z)£Q, (2.1)
ди

dQdz
Г ,  N , I М  = / (г) +  exp I --------

\  и I
(2 -2)

да
.и = и(г ,  z) > 0 в О; ы-»-0 при ||ж||->+оо.

Задача (2.1), (2.2) эквивалентна следующему нелинейному инте­
гральному уравнению (см., например, [8 ]) :

u (r ,  z) — Р ( « (/ у z)) =  S/(r) +  Sexp ( ? -----] .  (2.3)
V и (г, 0) j

Здесь через S обозначен линейный интегральный оператор
ОО 4 2я J

(Sv (r))(r, z ) = \ v  (1) ш  f ■ р • (2.4)
о 2л J /*?—|— z2 +  £2 — 2r l  cos р .

2. Вспомогательные утверждения. Для исследования разрешимости 
задачи (2.1) — (2.2) нам понадобятся некоторые оценки, связанные с 
оператором S. Введем обозначение

• и0 {г, г) =  S/(r) = /OS0 . (2.5)

Пусть 0  (1) £ С (R+), s© (I) € L1 (R+). Тогда, как нетрудно проверить,
‘функция и0 определена всюду в Q и U0(r, z)-> 0 при ||-х|| ->  +  оо. Кроме
•того, справедлива следующая

Л е м м а  1. Всю ду  в Q имеют место оценки

“o{r, 2) < V 2o----, (2.6)
. г0 +  11*11

“о (л 2) > V o --. ' (2.7)
г 0 +11*11

■где А@, а© — полозкительные постоянные.
З а м е ч а н и е .  Значения А@, а© зависят только от функции распре­

деления интенсивности излучения ©(g) и, вообще говоря, могут быть 
выписаны в явном вид^, например

д . 0 ( iM lU0 —
Г С/ I
J т  0 1 + 1

Выражение для Л© является более громоздким. Для реальных оценок 
б случае достаточно, «регулярных» функций 0(|) (например, вида
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0 (g )= e x p (—g2)) можно воспользоваться следующим приближенным " 
равенством:

оо со

A0 ~max{f©(£)dg, (1 +  У2) f 0(g) ЫЦ , (2.8)
о о

которое учитывает как суммарную «энергию» пучка, так и его простран­
ственное распределение. В случае функций © «нерегулярного» (напри­
мер, немонотонного) вида оценку легко подходящим образом уточнить- 

Сформулируем для удобства дальнейшего изложения еще одно ана­
логичное утверждение.

Л е м м а  2. Существуют такие постоянные В * и b *, что при любых: ■ 
6>0 в с ю д у  в Q сп ра в е дли вы  оц енки

8 Ч - т ) < в ' - 7 Г и - ,  (2.9)

Н " - г ) > в' Т ^ Й Г  (2 ' 10>

Оценки снизу в леммах 1 и 2 выводятся непосредственно, оценки
сверху получаются путем специальной аппроксимации внутреннего,
интеграла выражения (2.4) в окрестности «сингулярной» точки/

3. Teopejwa существования. Введем банахово пространство X непре­
рывных функций ф(г, z),  определенных всюду в й, с нормой

ШфШ = sup {|ф (г, z)| (/-о + К г3 +
(r,z)eQ

Нетрудно проверить, что всякое множество F 6 с= X вида 
Г 6 =  { ф £ Х |ф > 0 ,  | | |ф | | |<б} , б =  const> О

является замкнутым и выпуклым, а непрерывный оператор Р в (2.3) — 
компактным. Поэтому, согласно теореме Шаудера о неподвижной точке 
[9], для определения условий разрешимости уравнения (2.3) достаточ­
но выяснить, при каких параметрах /о, Л> оператор Р переводит Ув в Y&. 
хотя бы для одного (зависящего от /о, /"о) значения 6>0. На этот вопрос 
отвечает следующая

Т е о р е м а  1. Пусть при данных  /о, /"о существует такая по стоянная  
6 > 0 ,  ч т о

Л@/Ого +  5*62exp ^-----^ - j m a x j l ,  (2.11>

Тогда стационарная з а д а ч а  (2.1), (2.2) имеет по крайн ей  м ер е  о д н о  п о ­
ложительное в й р еш ен и е  и ыбУв.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Итак, определим условия, при которых:
Р :

Пусть ф Q F6. Очевидно, что Р (ф) >  0 в й. Оценим функцию Р (ф)(/\ г )  
сверху.

Имеем Р (ф) S/ (г) +  S ехр ( ---------^ ) . Поскольку ф £ Y6, справед-
V ф (/*, о) у

лива оценка ф (г, 0) 6/(г0 +  г). Отсюда

Р(ф )<8/(г) +  8ехр



Используя теперь оценки (2.6), (2.9) в леммах 1 и 2, выводим неравенств»

- 2 Б*62ехр
р Ы  < __л е У о  _)___________ i____ n _ i.  <

Го +  NI +  б +  |Н| ^

Л0/Ого +  5 * б2ехр(—г0/б)m ax (l, ~
< ______________________________ I____ L

Го +  ||*||
Поэтому Р(ф)б Уе при выполнении (2.11), что завершает доказательство.

Анализ условия (2.11) приводит к такому выводу.
С л е д с т в и е .  Существует ( о д н о зн а ч н а я ) функция  h - ( s ) > 0, о п р е ­

д ел ё н н а я  при  s>0, такая, что при любых I0< h - ( r 0) з а д а ч а  (2.1), (2.2) 
имеет по  крайн ей  м ер е  о д н о  р еш ени е .

З а м е ч а н и е .  В практическом отношении важно получить оценки 
пространственного профиля решения, построенного в теореме, а также 
оценки функции f i - ( r 0)  из следствия. Легко видеть, что соотношение 
(2.11) заведомо имеет место для любых 10, г0 таких, что

(2-12)

5*6ехр  ̂— шах J l ,  . (2.13)

Рассмотрим неравенство (2.13). Нетрудно видеть, что всегда можно- 
выбрать такое достаточно малое 6 = 6*(Vo)>0, чтобы оно выполнялось, 
и тогда неравенство (2.12), гарантирующее разрешимость задачи (2.1), 
(2.2), примет вид

т ^ \  б ,( г0)
М) ^  , 2 >2 А@ г  о

т. е. /г_ (/•„) >  (2А@У 1 (б* (r0)/ro) (это рассуждение доказывает следствие). 
Например, при г0 ^  е/2,6* можно положить

б̂  (г0) = ------ ^ ------
1п(2Я,г0)

и тогда разрешимость задачи в множестве У в, имеет место для любых

г /  1 1 ^  в[о < — ------ тгт;— Г- г о >2Л0го 1п(2В,г0) 25*
Если же г0<е/2В*, то 6* (г0) = г0 и стационарное решение заведомо су­
ществует при всех

1 1 "
/о ^  ~z~z > г 0< -2Ав го 2В*

При этом условие «£Уб* позволяет оценить пространственную структуру 
построенного стационарного решения

и (г, z ) < --------^ М г = Т ’ 2^ 0; I o < h - ( r 0).
Го +  V г '2 +  г2

Отсюда в силу полученных выше оценок имеем
е

sup и (г, z ) <  l i r 1 (25*/-0),
(r,z)eQ

р
sup и (г, z ) <  1, Г0 <

(г, z)qQ 25*
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В заключение приведем асимптотики функции h - ( r 0)  при го->-+оо й 
•Го-̂ О, которые вытекают из (2.11):

h -  (г0):
1

г01пг0
4. О единственности решения. Ниже определены условия единствен­

ности в'множестве Y& решения, построенного в теореме 1.
JI е м м а 3. Справедливы  оц енки

S г* ехр - /b8ft+2 k = О, 1, 2; 6 > 0 , .б +  |М|
-где Z0, th l2 — положительные постоянные.

Мы ограничимся доказательством следующего (не вполне оптималь­
ного) утверждения.

Т е о р е м а  2. Пусть при  заданных  /о, /о существует такая постоян­
н а я  6G (0, Го/2], что

(2.15)Л0/Ого +  5*8 exp j  г0 <  б,

+  2г 0/х +  12 б ехр г0 <  1- (2.16)

Тогда в Уь существует един ственное  р еш ен и е  и = и(г ,  г ) .
З а м е ч а н и е .  Неравенство (2.15) совпадает с условием (2.11) 

существования решения, поскольку в данном случае г0/6 ^ 2 .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что npri выполнении условия

(2.16) оператор Р является сжимающим в Yв, что вместе с (2.15), соглас­
но теореме Банаха о сжимающих отображениях [3|, обеспечивает суще­
ствование и единственность решения'ибУв- Пусть фЬ ф2бУв. Тогда

|||РЫ— Р Ы

(Ч>1 — Ф») f ехр

ехр 1
Ф1

— ехр( 1

dt]
(2.17)

О ч ЛФ1 +  (1 — Л)Ф* I (т1Ф1 +  ( 1 — л)фя)* 
Легко видеть, что

|ф! (Г, 0 )— ср2 (г, 0 ) [ <  Г° +  Г  -  |фх (г, 0) —  ф2 (г, 0)| <

<  sup
(r,z)eQ

1||Ф1 — ФгЩ-

Учитывая теперь, что при выполнении условия б ^  г0/2 справедливо нера­
венство Г1Ф! +  (1 — г)) ф2 б/(г0 +  У г2- +  г2) ^  1 /2, г) £ (0, 1), а также мо­
нотонность функции 2~2 ехр (—1/г) на интервале (0, 1/2), из (2.17) полу­
чаем

1 (Го +  Г)2 ■ехр
б

щр (фО — р  (ф2)|ц <  Щф,. — ф2щ
г  о

И, наконец, с помощью оценок леммы 3 выводим такое неравенство: 

1||Р(Ф1) -  Р ЫИГ< Щф1 -  ф2||1 ехр ( -----1° +

+ 2r06/j. +6%) max j l , = q6 Щфх — Ф2|||,

причем <7в<1- Теорема доказана.
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С л е д с т в и е .  Существуют такие (однозначные) функции h * ( s ) >  0, , 
5*(s) > 0 ,  определенные при всех s  >■ О, h* (s) -> О при  s h * ( s )-> 
—>-+оо при s->0,. 6*(s)^ i'/2 , что при выполнении неравенства /0<  
< /t*(re) задача (2.1), (2.2) имеет в Кй*, б* = 6* (/•„), единственное решение.

З а м е ч а н и е .  Исходя из общих утверждений о характере ветвле­
ния решений нелинейных (стационарных) уравнений [10], следует ожи­
дать, что в области {/0, Л>} разрешимости задачи (2.1), (2.2) существуют 
ло крайней мере два решения. Это же подтверждают качественные вы­
воды [1, 2] и результаты § 4 данной работы. В этом случае, как выте­
кает из следствия, второе решение обязано лежать вне множества Y&*, 
т. е. быть в определенном смысле «большим» по сравнению с «малым» 
решением, построенным выше.

5. Теорема несуществования. Для определения условий неразреши­
мости задачи (2.1), (2.2) составим следующую монотонно возрастающую 
функциональную последовательность {Vh(r)}:

v0(r) = u0(r, 0)^--(SI(r))(r, 0),

»ft+1W =  P ( » i ( # .  0), fe =  0, 1, 2, . . . .

Нетрудно видеть, что в силу монотонности функции exp (—1/s) всякое 
решение уравнения (2.3) удовлетворяет неравенствам

и ( г ,  0) > v k(r), k = 0, 1, 2, . . . ;  г ^ О .  (2.18)
Таким образом, если последовательность стремится к бесконечности 
хотя бы в одной точке, то задача (2.1), (2.2) решений иметь не может. 
В следующем утверждении получены необходимые оценки функций 
Vk(r) снизу.

Л е м м а 4. Справедливы оц енки

vk+l( r ) ^ ^ ± ^ ,  k = \ ,  2, . . . ,  (2.19)

г д е  чи словая  последовательность  {ш*} опр ед ел я ет ся  и з  р екурр ентного  
с оотношения

flVj-i =••= 6*т|ехр ( ----- ) ’ k = 2> • • • •fe+i - - * v mk
(2.19')

т 0 ^  ae I0rl , mx ^  b^ml exp г  о
тп1о

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего напомним, что в силу (2.7) 
имеет место оценка

— —— > /->0. 
г 0 +  г

Тогда с помощью неравенства (2.10) получаем

о, (Г) = Р К (Г ) )> Р ( - ^ — ) >
V г 0 +  г  }

^  S exp {-----Г° Г = ехр ( — —— 'j S ехр ( -—  'j ^
\ т0 I V т0 )  \ т0 )

у  Кт\ ехр (—r0/m0) _  m t

Аналогично имеем
т0 + г  т0 +  г

j +  г
v k+l (г) P(t»k (r))->Sexp ^

ехр 5=1- S е х р ------— )>■  ,' mks j  г  V mk J  mk-\-r
что завершает доказательство леммы.
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Теперь можно перейти к доказательству теоремы несуществования,] 
Т е о р е м а  3. Пусть параметры 10, Го таковы, что выполняютсяi  

у с л о в и я

q -  fc*a©Vo ехр

M © V o ехр

1
а&1йг  о 
1

> 1 ,

Я
> 1 .

(2.20)?'

(2 .21>

Тогда  з а д а ч а  (2.1), (2.2) н е  имеет р еш ения .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что при выполнении (2.20), (2.21) 

последовательность Vk+i (0)^mh+i/mit-*~+ оо при k -^+oo ,  что в силу 
(2.18) обеспечивает неразрешимйсть задали. Установим сначала, что- 
в сделанных предположениях'

fnh >  m0q , k = 1, 2, . . . (2 .22>

и тем самым mk ■ 
Далее

m2 = Ьц-пг i ехр

1

ma
m.

--- mi b#m0q exp 1
Я

Однако b%m0q exp |— ■---- J^< 7 (CM- (2.21)), и поэтому m2 ^  m Yq — m0q2̂

Из (2.19') теперь получаем

m.fe+i mh b*mh exp _ 4 —1'
mk

>  mhq ^  m()qk+\

Оценка (2.22) доказана. Тогда из (2.19') и (2.22) выводим

^ы-1 (°) >  b*mh ехр

■ b* ехр

m ft—1

1
mk I

m0qh ->

>  b* exp

+  OO, k-

1
mk >

OO.

Теорема доказана.
З а м е ч а н и е .  Второе условие (2.21) будет заведомо выполнено- 

для тех значений параметров, при которых

М ® т „2V  о> 1- (2.21')

Из (2.20), (2.21) вытекает справедливость такого утверждения. 
С л е д с т в и е .  Существует ( о дн о з н а ч н а я )  функция  h+( s ) > 0, о п р е ­

д ел е н н а я  при в с ех  s>0, такая, что дл я  любых I0> h+(ro) з а д а ч а  (2.1),
(2.2) р еш ений  н е  имеет.

З а м е ч а н и е .  Из (2.20), (2.21) нетрудно получить конкретные 
условия неразрешимости стационарной задачи и тем самым оценки 
функции h+(r0)  сверху. Пусть, например, г0>е/Ь*. Тогда задача (2.1)
(2.2) неразрешима при всех

h >
1 т. е. h+(r0) < - 1

\ ае г о
Если же г0<Се/Ь%, то решение не существует для любых

е  ( , , ч е
к >

Ь*ав г 0
т. е. h+(r0) < -

b*a@r0
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Отметим, что первая оценка в отличие от второй не является асимптоти­
чески точной. Реальная асимптотика функции h+, легко выводимая из- 
(2.20), (2.21), имеет вид

/*+ (г  о) —------------------------------------------------------------ Г--------- . /■0->Ч--оо. (2.23)

6. Основная теорема. 
Т е о р е м а  4. Пусть 0(£) 

нево зра ст ающая

г о In г0

монотонная функция. Тогда существует  
функция  h ( s ), h - ( s ) ^ . l i ( s ) ^ . h + ( s )  при  s > 0, такая,

ного решения

что при в с ех  /о< h( r o )  з а д а ч а  (2.1), (2.2) имеет по  крайн ей  м ер е  одно> 
р еш ени е ,  а при любых I0> h ( r 0)  она н еразрешима.

З а м е ч а н и е .  Другими словами, вся плоскость изменения парамет­
ров {10, Го} разбивается на две области — существования и несущество­
вания решения. Их общей границей является кривая I o - h ( r o )  (рису­
нок).. Отметим, что установленные ранее оценки функций h± позволяют 
достаточно точно описать характер поведения кривой Io = h(ro) .  В част­
ности, из (2.14) и (2.23) следует, что

h ( r 0) = О 1
r0 In/-0

■ сю.

Если @(|)— немонотонная, то, как видно из доказательства, кривая 
10 = Н(го) также может быть немонотонной.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы .  Предварительно отмстим, что- 
для сформулированной эллиптической задачи (или интегрального урав­
нения (2.3)) в неограниченной области справедливо известное утвержде­
ние о том, что наличие у задачи_подходящих верхнего u+(r, z)  и нижне­
го u~(r, z) решений, ы+^ы_ в Q.обеспечивает существование решения
и ( г , - г ) ,  такого, что и - . ^ и ^ и +  всюду в Q (см., например, [11, 12]). 

Будем в дальнейшем для удобства обозначать решение через и(х; /0, г0).
Фиксируем произвольное го >  0. Покажем, что существует одно единст­
венное /о>0, такое, что при /0</о задача имеет решение, а при /0>/о 
решений нет (т. е. докажем, что функция h является однозначной). В .те­
оремах 1 и 3 установлено, что при всех /0< / i- ( r 0) решение существует,, 
а при /0 >  h+ (го) —- не существует.
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Пусть предположение неверно и найдутся такие ( о̂) -<̂ /3<с/2 ^  (го)>
что при /0 = /, решения нет, а при /0 = /2 оно существует. Тогда, как не­
трудно проверить, функции «+ — и (х; /2, г0) >  0 и «_  =  0 являются соот­
ветственно верхним и нижним решениями задачи с параметрами (/1; Го), 
причем u+>U— в Q, что противоречит предположению о неразрешимости 
задачи при I — 1г. Тогда, полагая /о = h (го) = sup {s >  0 | при всех /0 <  s 
задача разрешима}, убеждаемся в существовании функции h  (нетрудно ви­
деть, что величина /о = inf {s >  0 | при всех /0 >  s -задача неразрешима} 
совпадает с /0). Аналогичными рассуждениями доказывается однозначность 
обратной к h  функции, что влечет за собой монотонность h. Этим завер­
шается доказательство теоремы.

§ 3. ОБ УСТОЙЧИВОСТИ МИНИМ АЛЬНОГО СТАЦИОНАРНОГО РЕШ ЕНИЯ

В этом параграфе с использованием ранее полученных результатов 
исследуется нестационарная задача в случае I0< h ( r 0) ,  когда стационар­
ная задача разрешима:

Т% =•-- АТ, ^ > 0 , x£Q,  (3.1)
дТ
dz

= 7 (г) -[-ехр
7=0

_1_

Т
f > 0 ,  xgdfi,

дй
Т (0, г, z) = T0(t, z )>  0, x£Q.

(3.2)

(3.3)
В дальнейшем, если специально не оговорено противное, будем считать 
То=0.

1. Лемма о критичности. В дальнейшем нам понадобится следующий 
результат.

Л е м м а 5. При любых 10, гц р еш ен и е  з а д ачи  (3.1) (3.3) ( с  началь­
н ой  функцией  То=0_) является критическим *), т. е.

(3.4)Tt (t, г, z )>  0, t >  0, (г, г)£Й.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку решение не имеет необходимой 

гладкости при для доказательства (3.4) нельзя формально диф­
ференцировать по t уравнение (3.1) . и граничное условие. Поэтому, сле­
дуя [15], выберем произвольное а> 0  и положим

w a =  7 ( * + к ’ r ' Z) ~ T ^  г ■ 2) , * > о , (г, zKQ.
а

Функция wa удовлетворяет следующей задаче:
{wa)t r=Awa, t > 0 ,  x£Q,

dw a
dz 2=0 a

exp 1
T(t  +  a,  r, 0) )

exp 1

•= w, l

T(t, r , 0 ) } \  

dr)
т]Г^ +  а) +  ( 1 - г ) ) Т ( 0  ; [т]Т ^  +  а) + ( 1 - г ) )Т (0 ] ?  ’

причем, как нетрудно видеть,

w a (0, x)=r — T{a, г, z) >  0, x£Q, 
а

dwa
dz 2 = 0/=0 а

■ ехр 1
Г (а. г, 0)

■0.

*> В смысле [13, 14].
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Отсюда из принципа максимума получаем,, что w a> 0 при всех t>Or 
xGQ. Переходя к пределу при а-^0+ в неравенстве w a>0, приходим 
к (3.4).

2. О стабилизации к стационарному состоянию. Пусть параметры 
задачи (3.1) — (3.3) связаны неравенством h < h ( r 0) ,  где функция h 
определена в теореме 4 (т. е. стационарная задача (2.1), (2.2) имеет по 
крайней мере одно решение u(r ,  z ) ) .  Тогда, как следует из принципа 
максимума, нестационарное решение ограничено равномерно по. t;

T ( t ,  г, z ) ^ u { r ,  z), t > 0, x€Q.  ' (3.5)
Из (3.4) и (3.5) вытекает

Л е м м а  6. Пусть I o < h ( r 0). Тогда существует т а т я  функция  
T*(r ,  z) > .О, что

T{t, г, z)~^-T*{r, г), f оо (3.6)
с н и з у  всюду в £2 .

Эта лемма позволяет перейти к пределу при и->—Ь°°'в интегральном 
уравнении, эквивалентном задаче (3.1) — (3.3):

t
Г 2 Г d r

а о

X / (|) +  ехр ' 1

2Л

X j* ехр 
о

Т (т +  и, |, 0) j 

г2 +  z2 +  |2 — 2 r\ cos р
4 i t — т)

1d l ---- х .
2л

dp (3.7)

(здесь E ( t х )=  (4я/)_3/гехр (—\\х\\2! Щ — фундаментальное решение 
уравнения теплопроводности в R ^X R 3), откуда вытекает,1 что функция 
T*(r, z)  в (3.6) является равномерно непрерывной в £2. Следовательно,, 
сходимость T(t, х)-+Т*(х) равномерна на каждом компакте из £2. При 
этом из уравнения (3.7) при х=  + оо непосредственно вытекает

Т е о р е м а  5. Пусть Io<.h(ro). Тогда существует такое р е ш е н и е  
и = и(г ,  г )  стационарной за д а чи  (2.1), (2.2), что T(t, г, z)-+u(r,  z), f-v 
-н>-+оо с н и з у  ра вномерно  на каждом компакте и з  Q.

Отметим, что стабилизацию Т-^и, i->-+ °о, равномерную на произ­
вольном компакте A'ciQ, нетрудно установить без обращения к инте­
гральному уравнению (3.7) на основе вывода специальных оценок ре­
шения T(t, х), например, можно показать, что при всех ^>то>0

IIvT’WIUmg) <С| (т0), J" jjr t (s)||i2(S)d s< C 2(T0),
То

где постоянные Си С2> 0 не зависят от L
Очевидно (это следует из (3.4)), что стабилизация имеет место к  

«минимальному» решению u(r ,  z).  Из теоремы 5 с помощью принципа 
максимума нетрудно вывести такое

С л е д с т в и е  1. При Io<h(ro )  в множестве стационарных р еш ен и й  
з а д а чи  (2.1), (2.2) существует минимальное р еш ен и е  u = u*(r, z), кото­
р о е  ни в о д н ой  точке Q не  превосходит л ю б о е  д р у г о е .

Из теоремы 5 также легко получить следующее более общее утверж­
дение о стабилизации.

С л е д с т в и е  2. Пусть l o< h ( r o ) .  Тогда стабилизация T=T(t, г, z)  
к минимальному стационарному р еш ению  u — u*(r, z), р а вном ерная  на
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каж дом  компакте и з  Q, имеет место при любых начальных функциях  
Т0, таких, что - •

° < г о(г. z)<M *(r, z), x£Q. (3.8)
Действительно, если обозначить через T°(t, г, z)  решение задачи

(3.1) — (3.3), отвечающее Го=0, то при выполнении (3.8) имеем 
T°(t, г, z )^ .T ( t ,  г, z)s^.u*(r, z), t > 0, x€Q, а поскольку при t-*-
—»-+ оо, это же справедливо и для Т.

Таким образом, минимальное стационарное решение является устой­
чивым «снизу».

Оценку снизу скорости стабилизации дает следующая 
Т е о р е м а  6. В у сл овиях  теоремы 5 существует такая постоянная  

€>D, что
__з_

sup \ Т (t, г, z) — u(r ,  z )|> C (l +  0 ,-2 , t >  0. (3.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим Т+ = и — аЕ, где
1 ехр

14я(1 -М)]3/2
Ы 2

4 (1-1- 0
— фундаментальное решение оператора (d/dt—Д) в R^_xR3. Постоян­
ную а> 0  выберем столь малой, чтобы Т+(0, г, z) > 0 в £2. Тогда, как не­
трудно видеть, Т+ является верхним решением задачи (3.1) — (3.3), т. е. 
T<zT+ в R̂ _ Хй. Отсюда прямо следует (3.9).

З а м е ч а н и е .  Аналогичным,образом устанавливается, что скорость 
возможной стабилизации сверху (при TQ(r, z ) ^ u ( r ,  z) в Q) также не 
превосходит 0(1гл !2) ,  т. е. не является экспоненциальной.
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