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В настоящей работе продолжается начатое в [1] исследование не
линейной краевой задачи для параболического уравнения в неограни
ченной области

дТ _ А Т =  1 д I дТ \ , д гТ
dt г дг

дТ

I дТ \ д Ч
\ г ~д7~) + ~ д ^ ’ t > 0 ,  г > 0 ’ 2 > 0 ,  (1)

(■7 - )  +  ехр (  ~ y )  *' / > 0 ,  г ^ 0,—  /о©
z = 0  \  Го

7 (0 ,  г, z) =  То (г, z) ^ 0 , г ^ О ,  0 . (3)

В  [ 1] ,  где содержится постановка этой задачи, возникающей в ла
зерной термохимии, рассмотрена соответствующая стационарная (эллип
тическая) задача и доказано существование такой функции h — h ( s ) > 0 , 
s > 0 , что при всех*) I0< h ( r 0) стационарное решение существует, а при 
I o > h ( r 0)  оно отсутствует. В [1] также установлена устойчивость мини
мального стационарного решения снизу.

В данной работе в § 4 изучается задача (1) —  (3) при 7 0 =  0 в случае 
Io > h (r 0), когда стационарных решений нет. В заключительном § 5 ка
чественным методом нестационарного осреднения проводится анализ 
устойчивости всех возможных стационарных решений.

§ 4. О НЕСТАЦИОНАРНЫХ РЕШЕНИЯХ В ОТСУТСТВИЕ 

СТАЦИОНАРНЫХ СОСТОЯНИЙ

В этом параграфе рассматривается случай I 0> h ( r 0),  когда, как уста
новлено в [1, § 2] ,  стационарная задача неразрешима. Естественно, это 
в корне меняет все свойства решения нестационарной задачи ( 1 ) — (3) 
при

1 о (г, z) = 0 , (г, z )£Q  =  {/-;ss0, 2 > 0}

(всюду в § 4 это условие считается выполненным). Прежде всего здесь 
без труда доказывается

Л е м м а  7. Пусть I 0^>h(r0). Тогда T(t, г, |-оо, j-oo всю 
ду в Q.

Напомним (лемма 5 в [1 ] ) ,  что решение задачи (1)-— (3) является 
критическим, т. е. 7 (^ 0  при Bcexi/>0, (г, z)dQ.

Ниже получены оценки сверху и «снизу» эволюции нестационарного 
процесса на оси г =  0 .

*> Здесь I о > 0  и гэ> 0  играют соответственно роль интенсивности и ширины пучка- 
лазерного излучения с пространственным распределенном, определяемым функцией
O-0(g)>O, 1> 0.
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Т е о р е м а  7. Справедлива оценка

(4.1)

где  gr(i] ) > 0  — в ырож денная  гипергеометрическая функция, удовлетво
ряющ ая задаче

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (2) следует, что — д'7/дг\_ o < / o + l ,  по
этому функция v(t,  z),  удовлетворяющая задаче

является верхним решением исходной задачи. В то же время v(t,  z ) в 
точности совпадает с выражением (автомодельным решением задачи
(4 .2 ) ) ,  стоящим в правой части (4.1).

Для определения характера пространственного профиля тепловой 
волны в зависимости от величины ее амплитуды в центре г =  0, 2  =  0  вос
пользуемся методом, основанным на анализе семейства стационарных 
решений (см. [2 , 3 ] ) .

Т е о р е м а 8 . Пусть I 0> h ( r 0). Тогда *)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Нетрудно видеть, что семейство стационар
ных решений уравнения ( 1)

где zm— Um\l0-\- exp ( — 1 / и т)]~Л и V m > 0  — параметр семейства (его 
максимальное значение U ( 0 ) - - U , n), является в то же время семейством 
верхних решений задачи ( 1) — (3) в любой полосе { г > 0 , 0 < . z c z * m <\г,п} 
для всех t >  0, таких, что Т {t, 0, z * ) ^ U  (г* , ) .  Это прямо следует из 
того, что U (z) является решением задачи

Таким образом, Т (t, г, z ) ^ U ( z )  при всех г > 0, 0 < z < 2 * t до тех пор, 
пока Т (t, 0, z* ) не превзойдет U (z*n ) > 0 .  Фиксируем произвольные 
Um> 0 и 0 < 2 * < z TO. Тогда из принципа максимума в силу произволь
ности z*n следует, что амплитуда нестационарного решения Т (t, 0 , 0 ) , 
которая, как показано в лемме 7, неограниченно возрастает при (-оо, 
не может превзойти величины Um= U ( 0) до тех пор, пока T(t,  0, z) не 
станет больше U(z)  при всех z > 0 .  Отсюда для любого Um> 0 найдется 
такое lm> 0, что Т (tm, 0, z ) > U ( z )  при всех z > 0  и при этом T (im, 0,
0 ) = U m, что с учетом конкретного вида функций U (z) в (4.4) дает 
оценку (4.3).

З а м е ч а н и е .  Неравенство (4.3) позволяет оценить закон движе
ния эффективной глубины проникновения тепловой волны гаф(1) вдоль

*> Здесь введено обозначение {s} + = s ,  если s > 0 ,  и {s} + = 0 ,  если s ^ :0 .

S " -----2~ ^ == ^’ т1> 0  ̂ £ ( ° )  =  1» £ (  +  ° ° ) = 0 .

v t =  vzz, Г > 0 , 2 > 0 ,
(4.2)

dv
dz Л)-Ь 1 , 2 > 0 ; и (0 , z ) •— 0 , z ] > 0 ,

T(t, 0, z ) > { T { t ,  0, 0 ) - [ / о +  exp ( — - f y  о о]~~) ]  ’ / > 0 ' (4 -3)

(4.4)

A U ( z ) = 0 ,  г > 0 ,  0 < 2 < z m,

dU
1,1+ ^ р ( - - 1щ - ) > Ц г ) + г х р ( - ~ 5 У Г ) ,  г > 0 ,
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оси г — 0 , определяемой в каждый момент времени как полуширина 
пространственного профиля из равенства Т (/, 0 , г :.,ф(1)) =  ( 1/2 )T(t,  0 , 0 ) .  
В силу монотонности Т по 2  (см. лемму 5 в [ 1] )  функция 2 оф( 0  опре
деляется однозначно. Из (4.3) вытекает такая оценка:

« * , ( ( ) > 0 , 0 ) [ / л + е , р  t > 0 .

В частности, —-- .7 - - T(t, 0, 0) дри всех достаточно боль-
о т Ч

шкх /. Если исходить из того, что Т(1, 0, 0 ) ~ 0 ( Г /2) (это предположение 
в силу теоремы 7 является довольно естественным), то эта оценка при
нимает вид 2 г)ф {t) О (t1/2 ) .

§ 5. ОБ УСТОЙЧИВОСТИ СТАЦИОНАРНЫХ СОСТОЯНИЙ

Задача (1) — (3) может иметь неединственное стационарное состоя
ние: в некоторых случаях их два, в других — четыре (см. [1, 2 J ) .  В свя
зи с этим возникает важный вопрос исследования устойчивости стацио
нарных решений. Исчерпывающее строгое исследование здесь провести 
не удается, поэтому ниже в указанных целях применяется качественная 
теория нестационарного осреднения, предложенная и реализованная в 
[4, 5] для анализа существенно нестационарных процессов (режимов с 
обострением) и эффекта локализации тепла в сплошных средах с не
линейной теплопроводностью и объемным энерговыделением. Идея не
стационарного осреднения состоит в «замене» уравнения с частными 
производными ( + краевое условие) на систему двух обыкновенных диф
ференциальных уравнений, описывающих эволюцию со временем обра
зующейся тепловой структуры, которая характеризуется двумя парамет
р а м и —  амплитудой (максимальной температурой в центре r — z — 0 ) и 
шириной, одинаковой в силу особенностей диффузии тепла по координа
там г и 2 .

Следуя [4, 5 ] ,  будем искать «приближенное» решение задачи (1) — 
(3) в виде

т.ли г, z ) - m n i , n > ,  4 = - ^ - .  («•»

где ty(t) и tp(/) — неизвестные амплитуда и полуширина тепловой струк
туры, а /(t, 11) ^ 0 , f (0 , 0 ) =  1 — фиксированная специальным образом 
подобранная функция, Будем считать, что ее носитель oa* =  supp/ с одной 
стороны ограничен плоскостью (5Q, а с другой —  границей дса*, образо
ванной гладкой кривой z =  P ( r ) ,  где функция Р —  четная, Р /< 0 »  Р  (0) =  
=  1 и Р ( + о о ) = 0 .  Введем обозначение: .со< =  {{г,  z) GQ j (r/<p(t) , z/q>(i) ) G 
fco*}- Обозначим через д /дп *  и d /d n t производные по направлению 
внешней нормали п.к и щ к границам д а *  и <3cot соответственно. Другие 
требования на функцию / будут сформулированы в дальнейшем.

Прежде чем переходить к конкретной реализации метода осреднения, 
отметим, что его можно рассматривать как один из способов радиально- 
сферического расслоения пространства решений нестационарной задачи. 
В  настоящее время хорошо известен метод сферического расслоения ба
нахова пространства [6 , 7] ,  который в ряде случаев позволяет дать ис
черпывающее описание условий разрешимости потенциальных нелиней
ных эллиптических задач в ограниченных областях. Исследование таких 
задач сводится к минимизации (отысканию критических точек) функ
ционала Ф =  Ф(и) ,  отвечающего данной задаче, т. е. таких и, для кото
рых Ф'и ( и ) = 0 .  В  соответствии с методом критические точки ищутся в 
виде u — r(v )v ,  где rGR1 —  скалярный параметр (функционал), a v — 
элемент единичной сферы исходного банахова пространства. Величина 
r =  r(v)  как бы определяет «радиус» решения в банаховом пространстве.

В [6 , 7] при весьма широких предположениях показано, что задача 
может быть «эквивалентна» системе двух уравнений: Ф' ( r v ) — 0 и
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ф ' ( г а ) = 0 , причем реализуемость сферического расслоения определя
ется первым скалярным уравнением относительно r = r ( v ) .  Анализ си
стемы в ряде случаев провести значительно проще, чем одного исходно
го уравнения Ф'и (и) = 0 .  При этом оказывается, что уравнение Ф 'r (rv) — 
=  0 , как правило, правильно описывает число и характер ветвления «не
отрицательных» решений. Это, например, справедливо для полулиней
ных эллиптических задач второго порядка, о чем говорит сравнение с 
результатами, помещенными в обзоре [8 J . Следует подчеркнуть, что ме
тод сферического расслоения позволяет систематизировать и с других 
позиций обосновать огромное многообразие результатов исследования 
нелинейных эллиптических задач.

В случае неограниченной области следует, вообще говоря, проводить 
более общее радиально-сферическое расслоение, т. е. искать решение в

виде u =  rvi ,где r — r (v ) ,  p =  p (v )  — функционалы, играющие роль

«амплитуды» и «ширины» решения. Последнюю необходимо ввести 
именно из-за неограниченности области, что дает дополнительную «сте
пень свободы». Если теперь предположить, что задача нестационарна и 
r =  r(v, t), p =  p(v,  t), то мы приходим к представлению (5.1). Скаляр
ные уравнения для функционалов г, р (в данном случае это обыкновен
ные дифференциальные уравнения для ^(7 )  и ф('0 ) будут ниже получе
ны из некоторых качественных*соображений.

Естественно, Тт не может удовлетворять (1) — (3) в строгом смысле, 
в противном случае Тт была бы автомодельным решением задачи, ко
торого не существует. Вместо этого потребуем, чтобы (5.1) удовлетво
ряла следующим двум интегральным равенствам («законам сохране
ния») :

После интегрирования по частям с учетом некоторых естественных огра
ничений на функцию f  эти равенства приводятся к виду

Наконец, подставляя в выражение (5.2) функцию Тт из (5.1) и учиты
вая при этом краевое условие (2 ) ,  приходим к системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений относительно функций г]з, <р:

(5.2)

cl
(г|хр3) = т И 1+ , и 1ф2̂ ’ ( 'ф )— 8г|хр, (5.3)

A .  (ijxp4) =  м 2+ ц 2cpsG (я|з) — хг|5ф2, i > 0 , (5.4)

где Ми Мг, iii, (.12, б, и — параметры, определяемые по формулам



2я 2я
Ц1 = ----- , fA2= ------

Vl V2

df
dn *

d S * > 0 , /.=
1  [ '■

<9оУ \d£2  * <9со \  <?£2
*  \  *  \

.a f  и G — следующие функции:

Л 1
д  я*

df
дп*

d S * > 0 ,

со ос

F №  =  J  Е ехр (  -  f f (g ' 0) ) d l  С <*) =  j  I» ехр (  -  — )  <*1 .

Рис. 1. График ветвления решений стационарной задачи в зависимости от /о 

Б  дальнейшем мы полагаем

F {  ар) =  - L  exp G (а]:)
1

• exp
( Ч ) -

что действительно имеет место, если f(g, 0 ) — элементарная «ступенча
тая» функция: /(£, 0 ) =  1 при 0 < | < 1  и f(g, 0 ) = 0  при | ^ 1 .

Отметим, что требования 6 > 0 ,  и > 0  являются существенными, при 
их нарушении система (5.3), (5.4) не может иметь никаких стационар
ных состояний. С физической точки зрения последние члены в (5.3), 
(5.4) моделируют отток тепла на «бесконечность».

От системы (5.3), (5.4) легко перейти к одному уравнению:

Л];

dtp
4Мхф — 3М % -f Ухф3 х

X ехр

■ — у2ф3 х

- - М  — а ^ ф 2 

■ф /

X ехр { ----- j +  а 2^ф2

, (5.5)

Рис. 2. График бифуркационного множества ста
ционарной краевой задачи (в координатах (р , со)) 

[9]
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где \ ’ 1 =  2 ц1-—[хг>0 ,  Y2 — M-i/2— р г / З Х ) ,  a i = 4 6 — 3 х > 0 ,  a 2 = S —и Х ) ,  
Из последних неравенств следует, что

2 4
|Xi>-—  М2, х < ~ 8 . (5.6)

2
Кроме того, мы потребуем, чтобы Yia 2> a i Y 2, т. е. |j,ix< —  ^ 6 . Необхо-

О
димость этих ограничений вытекает из естественных физических требо-

Рис. 3. Отсутствие стационарных состояний

Рис. 4. Д ва стационарных состояния: 1 — устойчивое, 2  — неустойчивое
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ваний к структуре фазовой картины уравнения (5.5). Отметим, что при 
выполнении (5.(3) 7 1 —4y2> 0 ,  4аг— a i < 0 .

Каждой точке пересечения изоклин «нуля» и «бесконечности» урав
нения (5.5) отвечает некоторое стационарное состояние. Таким образом, 
система уравнений

1
-aiojxp2= 0 ,4Micp— 3M2+Yi(p3 exp 

М2—Aficp.—7гф3 схр  ̂ J  + a 2'tcp2 =  0

(5.7)

(5.8)

(■ф, ф —  постоянные, не зависящие от времени) определяет число и ос
новные свойства стационарных решений u =  u(r,  z)  задачи ( 1) —  (3) (см. 
§ 2 в [ 1 ] ) .  Как показывает анализ системы (5 .7) , (5.8),  при различных 
значениях параметров M i ~ / 0r* и М 2 ~ / о ^  их может быть либо четыре,
либо два, либо ни одного*), что согласуется с [1] и результатами [9], 
где проводилось другое «осреднение» стационарного уравнения. На 
рис. 1 указана примерная картина ветвления решений стационарной з а 
дачи в зависимости от параметра / 0 (г0 при этом считается фиксирован
ной). Штриховой линией обозначено предполагаемое поведение ветвей 
при малых I о > 0 .  Отметим, что такое поведение нижней ветви имеет 
место в силу теоремы 1 в [1] . В обоих случаях существует точка бифур
кации / о = / * ,  такая, что при /о>/* стационарных состояний не сущест
вует, что совпадает с результатами § 2  (в введенных там обозначениях 
/* = / i ( r 0) ) . При всех /0< / *  в зависимости от величины второго парамет-

Рис. 5. Четыре стационарных состояния: 1 — устойчивое, 2, 3, 4 — неустойчивые

*) Здесь необходимо отметить, что (5.5) при любых М г, М2 допускает «нефизичес
кое» стационарное состояние

М2 ol, — Зсг2 ф /*"ч/ -----  ------------- ^

* M i  а г — 4 а 2

которого в действительности нет (§ 2). Поэтому мы будем формально считать величину 
разности a i —^4a2 > 0  достаточно малой для того, чтобы (р„; не попадала в область 

где осреднение имеет смысл.
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pa г о задача (5.7), (5.8) имеет либо всегда два решения (рис. 1 , а ) ,  
либо на некотором интервале /0б ( 7 ~ ,  1$)  их существует четыре (рис. 
1, б) .  На рис. 2 в координатах

р  —  ( У я  V o )  -1, со =  In ( У л го//о) — 4 ( У rt V o ) _1

изображена область значений параметров V  %  внутри которой сущест
вует четыре стационарных состояния [9]. Она ограничена со всех сторон 
бифуркационными кривыми.

Поведение интегральных кривых уравнения (5.5) вблизи стационар
ных состояний позволяет судить об их устойчивости. На рис. 3, 4, 5 при
ведено схематическое изображение фазовых портретов уравнения (5.5) 
для трех случаев: ни одного, два и четыре стационарных состояния соот
ветственно. Штриховыми линиями выделены изоклины «нуля», штрих- 
пунктирными— изоклины «бесконечности». Жирной штриховой линией 
обозначена сепарат{^иса =  к которой сходятся все траектории
при ф, ф^Н-оо (им отвечает режим неограниченного распространения 
тепловой волны, см. § 4) .  Нетрудно показать, что

d  ( \ Y i + Y z  ,
* s (ф) — ------ ;--------Ф. ф - ^ + ° ° ,ш +  аг

а тогда из уравнений (5.3) , (5.4) следует, что -ф (t), q>(t) (/1/2) при
</->-+оо, что согласуется с выводами теорем 7 и 8 .

На рис. 4 и 5 показано, что во всех случаях независимо от того, су
ществует ли два (рис. 4) либо четыре (рис. 5) стационарных состояния, 
устойчивым является одно и то же первое и в определенном смысле «ми
нимальное» стационарное состояние. На рис. 1 ветвь устойчивых «мини
мальных» стационарных состояний отмечена штрихами. Напомним, что 
устойчивость снизу минимального стационарного решения была ранее 
доказана в § 3 (см. [ 1 ] ) .

§ 6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

1) Как показало проведенное исследование, при лазерном нагреве 
металлического образца, занимающего полупространство z ^ O  (при на
личии экзотермической реакции на поверхности z = 0 ) ,  свойства тепло
вого поля в сильнейшей степени зависят от параметров излучения —  ин
тенсивности /о и эффективного радиуса г0 пучка. В плоскости парамет
ров ( I о, г0) существует непрерывная кривая («граница устойчивости»), 
разделяющая плоскость (70, г0) на три области, различающиеся по чис
лу стационарных состояний (равному нулю —  «область неустойчивости», 
двум и четырем —  «область устойчивости»; см. рис. 2 ).

2) Важным следствием является то, что в «области устойчивости» 
устойчивым является только «минимальное» стационарное решение, 
причем это решение может быть найдено методом итераций.

3) Одним из обобщений построенной теории является учет дополни
тельных внешних факторов, в частности теплоиотерь с поверхности ве
щества за счет контакта с окружающей средой (т. е. введение в гранич
ное условие при 2  =  0 стока, например, в виде — г)Г). В этом случае «гра
ница устойчивости» меняется в зависимости от константы теплоиотерь rj. 
Можно показать, что по мере возрастания константы т] область суще
ствования четырех решений сжимается в точку и при г)>г)кр исчезает. 
Тем самым строится структурно устойчивое семейство стационарных ре
шений краевой задачи (зависящее от трех параметров (10, го, т])) , би
фуркационное множество которого имеет особенность типа А 4 («ласточ
кин хвост») [ 1 0 ] (одно сечение при г) =  0  приведено на рис. 2 ).

4) Хотя в области Io < h (ro )  устойчивым является лишь одно стацио
нарное состояние, другие (неустойчивые) состояния (см. рис. 5) также 
могут проявляться в динамике лазерного нагрева. В  частности, муль-
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тистационарность проявляется во флуктуационной динамике системы. 
Действительно, как показывают расчеты [9],  при небольших.изменени
ях параметров излучения (То, г0) вблизи «границы устойчивости» вдоль 
контура в плоскости (10, го), пересекающего область существования че
тырех стационарных решений (т. е. «петлю» на рис. 2) ,  происходят 
сильные изменения устойчивого решения: величина температуры Т и ха
рактерные пространственные масштабы ее изменения (при z =  0 ) могут 
меняться почти вдвое. Тем самым в реальных экспериментах могут на
блюдаться сильные случайные колебания теплового поля, обусловленные 
флуктуациями параметров излучения — вблизи области четырех ста
ционаров на рис. 2  система работает как усилитель шума.
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У Д К  517.9
В. И. ВЛАСОВ, Д. Б. ВО ЛК О В

ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА 
В УГЛОВОЙ ОБЛАСТИ

Дано решение задачи Дирихле для уравнения Пуассона на плоско
сти в области, ограниченной закругленным углом; к ней сводятся неко
торые стационарные задачи теплопроводности, электростатики, теории 
упругости.

1. Пусть граница д G области G (рисунок) на комплексной плоскости 
w — u-\-iv =  r e i((' (и, v — декартовы, а г, ср— полярные координаты) 
представляет собой закругленный угол, (5G = y i U V 2. где yi — дуга окруж
ности радиуса т) с центром в точке Оi, а у2 — контур угла,

Yi== {w : ay =  Oi+T]ei(Pi, cpi&[—vix, vrc]}, Оt==—ri/cosvrc, ( 1 )’

Y2=  {W : arg =  ±ря/2, | w \ 6  [#, oo]} ,  p =  2 v + l ,  # = T ) t g v r a .  (2)
Область G может быть представлена в виде

G ^ g i U g z l H n t r ,  (3)
где gi — луночная область, g 2 — кольцевой сектор,

g i= {o >  : |о>| < # ,  r \ < \ w — Oi|} ,  (4)'
g 2 = { w  ■ М б  (Я, со), arg о>6 (—ря/2, Ря/2)}, (5)

a int Г — дуга Г без концевых точек В я С,
Г = { оу =  Re ifр : ф6[—ря/2, Ря/2]}, (6)

B = R ei w г, c ^ R e - » п'г. (7)
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