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УДК 619.6

АННОТАЦИЯ

Предложено два новых безусловно устойчивых алгоритма 

для расчета диффузии магнитного поля на двумерных неортого­
нальных сетках. Оба алгоритма основаны на т.н. "методе фак­
торизованных смещений" и могут быть отнесены к клаооу эконо­
мичных как по числу затрачиваемых арифметических операций, 
так и по объему требующейся оперативной памяти. Приведены 
пример! расчетов.



ВВЕДЕНИЕ
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При численном моделировании различных магнитногидродинами- 
ческих систем и экспериментальных физических установок, предназ­
наченных для исследовании высокотемпературной плазмы, необходи­
мо, как правило, учитывать диффузию магнитного поля. Форма об­
ласти, в которой приходится рассматривать соответствующую зада­

чу, определяется конструктивными особенностями рассчитываемого 
устройства и имеат, в больпшнотве случаев, достаточно сложную 
геометрическую форму. Кроме того, коэффициент электропроводнос­
ти среда зачастую оказывается разрывной функцией, принимающей 
значения от нуля до бесконечности. Все зто заметно осложняет 
непосредственное применение многих классических численных мето­
дов [ 1 ,2 ]  , а использование некоторых из них делает просто не­
возможным. К числу последних относятся все т.н. экономичные 
алгоритмы [I], основанные на идее пространственной факторизации 
разностных операторов [ I].

Значительный прогресс в разработке численных методов реше­
ния практически важных двумерных задач диффузии магнитного поля 
имевший место в последние года, был связан с использованием 

вариационного подхода С 3-8] основанного на принципе минимальной 
диссипации [ 9] . Вариационный подход приводит к системе разност­
ных уравнений аппроксимирующих исходное дифференциальное урав­

нение на нерегулярных расчетных сеткахj имеющих форму криволи­
нейных четырехугольников. Наиболее важным свойством вариационно­
разностных схем является то, что соответствующие им сеточные 

операторы оказываются симметричными и неотрицательными, что да­
ет возможность использовать для их обращения наиболее экономич­
ные из извеотных итерационных методов [I0.Il].

В настоящей работе рассматриваются два безитерационных 
безусловно устойчивых алгоритма численного решения уравнения 
диффузии магнитного поля, в областях сложной формы, основанных 
на идее метода факторизованных тепловых смещений [12 ] . Первый 

из них родственен алгоритмам, базирующимся на локально-одномер­
ных разностных схемах [ij , второй - схеме Писмена-Рэкфорда[i\

Оба предложенных метода заметно превосходят вариационно- 
разностные схемы f 3-8]  по быстродействию и оказываются значи­
тельно более экономичными с точки зрения затрат оперативной 

памяти. .
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§ I. Формулировка диффузионной задачи в терминах 

магнитных омещений

Будем рассматривать диффузию магнитного поля в двумерной 
области (Я заполненной оплошной электропроводящей средой. 
Этот процесс может быть описан уравнениями:

z o t  £  = - zr (I)

(2)

здесь Ь '-, и Н  -  напряженности электрического и магнитного 
поля, J  - вектор тока, & -  электропроводность, С - 
скорость света в вакууме.

Пусть рассматриваемое магнитное поле лежит в плоскости 
( Х,У) . где АГ - в зависимости от значения индекса /  пред- 
ставляет собой либо величину радиуса в цилиндрической геометрии 
{£= Z ), либо обычную декартову переменную ( £-  1 ).

Введем в рассмотрение величину магнитного потока ^
В терминах 'Ц уравнение (1),(2) запишутся следующим обра­
зом:

ЪНз 'ЪНх ^  1 Q  У* .

и  _ л 'йЖ. ■ u  -  f  ГА !£
х * 1 оу / “ЧУ Jp '-i гЪзс

(3)

Дополним уравнение (3) граничными условиями:

■ =  (4)

'ЭУ', __

/ г  =  О  * , э * & с г

(5 )

(6)

= Г  , t > 0
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Начальные условия: ¥/tT0 -  %  c * , j )  ё- в и Г

Введем величину 'З ' равенством:

| f = / T  (7)

По аналогии с тепловыми смещениями будем называть 
магнитными смещениями.

Заметим, что определяется уравнением (7) с
точноотьга до £Ъас// (*,$ ) , где / (*, у) - произвольная
функция координат сблаоти @

В терминах магнитных смещений уравнения (3)-(6) можно за­
гасать как:

гЬгЗ:а h f * .  Г\ J — и)
' f g j -  -  У X  (8)

ГШ£- _ _ £ .
Q  tr JC44 (9 )

гдЗ~Х _  V_ 'bW
< д ?  ~  з а ' - *  ' b x . do)

граничные условия будут иметь вид:

%/S ^ ¥ r (Ocl U )  (4)

^Л /г -= (5)

= Sr (*'J, *) c S  (6 )

где - единичный вектор, касательный к границе, ° о  о 

Щ  = Г , t >o,

Начальные условия:

Уh--o = X  С*, у ) х ,$  £  Gt//1



§ 2. Дискретизация по времени. Вариационный принцип.
1 "VK' - '

Диокретизируя уравнения (7)-(10) по времени, получаем:

=• И  Ш )

(1 г>

х - т -f 'Э' ¥
= ' 3 ^  ^  (13>

3 L &  .  -С. ̂  (14)t? 'Эл: и ;

где 'С- - шаг по времени. Величины не помеченные крышкой
соответствуют текущему временному слою, а величины с крышкой 
последующему. Граничные условия дискретизированные по времени 
запишутся следующим образом:

f/r ( * , 3 - М (4 )

•гг 1 / г -  £  (* ,Ц „ ) (5 )

f - 2
V Ы  f/ p  =

л

(6 )
■л̂

Умножим скалярио уравнение (12) на (

произвольная вариация ) и проинтегрируем по области & 
В результате получим: „ л

■ И Ш - ш - о

При граничных условиях второго рода, будцч выполнено следую­
щее равенство °T-fyv4 -° » поэтому % § (? ) можно пере­
писать в вида: *



§ § (f ) =J(x- ~ i( -

& - и д  - (I5)
-  J & №  f c t s  -  S i  4  ^  ( Щ Ш Щ = о
tfi Ifs ft . y

Из (15) 6 учетом граничных условий (4,'),(б") подучаем функционал

, .д- (16)

- / i f f л - т ( & Fffa
Jfi /»

§ 3. Криволинейная оистема координат

Введем в области £ криволинейные координаты /J 
и предположим, что область G додускает взаимно-однознач­
ное отображение ^ единичный квадрат
Si = ̂ 04^1- O4/S41 j на плоскости (^,/V , причем Якобиан

У -' 'Э О, У /д {atj/tJ > о
Запишем выражения, входящие в (16) в локальном ковариант- 

ном базисе криволинейной системы координат ( ot. /3 ).

Орты ковариантного базиса имеют вид:



и Тр :

'7' =  A./' jIm./? т  ^
Jx- -J \<Ър ы

*з =

и подставляя эти соотношения в выражения:

- ( Ш  - w

получаем

& у /
Т  = у ь ^ - л м я ^ Щ ' ? ; ]

4 / - Ъ & ъ * .  + 2М.
где 0̂-3 У (*j£)  ~ /

W  У  - j/It ( * “ И ) - у  №  А ) }

Рис.2

(17)

(18)

(19)

§ 4. Дискретная квазиодномерная задача

Рассмотрим процесс диф­

фузии магнитного поля внутри 
одного слоя ячеек (рис.2).
Границу этого слоя будем 
считать достаточно гладкой 
Кроме того,на боковых гра­
нях каждой ягаейки зададим 

условия: Z d i^ lU J h iU  ,

^  1Л (-«Vi * Н*Ц f
ГДе }1 * d t И* и iiJjt. ~
значения ковариантной составлявшей напряженности магнитного 

поля.



Дискретизируем по пространству слагаемые входящие в функ­

ционал (16)

(20)

Щ  + j

где X ^ i k  /&ы^//г - магнитные смещения на верх­
ней и нижней гранях ( -той ячейки. С учетом принятых обоз­
начений (20) приобретает вид:

' " W v  J  < ^ } ч * } .

■'/i
(21)

Рассмотрим соотношение для ^  ;

л * ^s,'>
- & V 4 >

В силу произвола в определении oF будем полагать 

и 7* j •_. // равными нулю,тогда из соотношений:И i~* •*//



шеем pt(<</с ~ //i_ > 'te/u ,v//i - ^  /’/tfuiv/k
В этом случае соотношение <22) перепишется следующим образом:

Функционал (16) дискретизированный по пространству (с учетом 
(2IM23) ) будет иметь вид:

1 при граничных условиях I-го рода

0 при граничных условиях 3-го рода

1 при граничных условиях 3-го рода

О при граничных условиях I-го рода



L l s ISc/c ‘Х.Л1?* (fa -fc'f

L d f = { ( X c t u  - X r t ) W j S M  - p f ) £

L u c  ~ V 1(Х-иЫ ~x u () + (jfut'ti ~^uij

Sc = i

S а(->уг - z. {'Z-Uim+ZmJ'Lu!

Sc/i'̂ Ji. ~ jc  focffa

r y  = Р Х А м М Ь ы  +2)УА ы  ш д м к  

~̂*b4i I,A  t'->Lk ~L&i\i/i-

D X A m * = дГ/ ('̂ -dt’ii ~'-£cti)~t(JCat'̂ J

J )j(£> t'-'f/z ~ £  I(~ £  U'->J ~' f̂/i'tj)'f('^<fi

DYA i-t/i = if fa *  -fr] +(fr« -%u;)] 

DYS;^ -



12

Lhi^i, =  a  *lc/;)

-  О  ( 1л  +  1л * J

Здесь ( x ci;,%<*;) и - координаты (соответст­
венно нижнего и верхнего) узлов £ -той грани, 
площадь i -той ячейки, Vo‘L~ объем L -той ячейки,
,J\i'4u - величина независящая от ^  .

Разностное уравнение следует из условия:

2 8 ^ = 0  i - i . - y
,

и записывается следующим образом:

■+2 iV-% S1,- ( S ^ i  -S ;-i3pi-i) -f S r ’̂ 4. * S i -Уг. * С,ч&~ Ci-i/S

< T -  (25)

- t iS i iA  №  + K i r l f y f y ) $ ^ +r f r ( f y - f y ) 8 i s 0

где & t'-> 'A = ~~Z ; * * / < . & +И* u ; * ^ )

6 i - {L  = - Z <'■>*&.X

Cl* Я " ~2,£(-y± 1*%Н*Ц<'*Уг. ~̂ d
Решать уравнение (25) можно методом прогонки, учитывая, что 
---  определяется из уравнений:

\Р. < ( с .  (Г _ ?.Х.)
Т Л# = 1  S Q '+Уе. J ) 1Т У

^ 1 * 0

по известным значениям ¥  на каждом временном слое.

поле



§ 5. Двумерная задача диффузии

Будем считать, что.в области G вместе с начальными и 
граничными условиями, описанными в § I, задается или вычисля­
ется по известному начальному распределению !& (х,у ) t одна
из ковариантных составляющих напряженности магнитного поля //« 
или Н/> .

В зависимости от, того какая компонента напряженности опре­
делена, выбираем соответствующие ей слои ячеек, например, если 
задана Н* , то выбираем слои = еом-/- рис.З.

Для калдого такого слоя (у3 * еаьц ) решаем квазиодномер- 
ную задачу.

V

V 1— — -----г -1

п *
Рис.З

При этом будем использовать соотношение (20) аппроксимирующее 
( ) и следующее выражение для 'OtftT :

= SQM* [ ( \ ' ( х ‘)  ^ ,• ) "

" i*1/! -

аппроксимирующее 'Саё‘Зг  на некотором промежуточном времен­

ном слое. — *
В силу имеющегося произвола в определении J  ( с точ­

ностью до О ) полагаем ЭХ равным нулю. Тогда
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где величины ^î /L, ]?<+уг / , S ; определяются по

формулам (24*) с учетом следующего соответствия индексов:

( j - номер слоя = )

j *-.*/; j+ i и или (<,j)*~(<,d);

Из требования r d $ f(3 ']fb '§ p (- = о f -  1,.. t V  . получаем 
разностное уравнение: ,

( С ( il}L *t ~ f a )  ~ 5 t ( J j >  i+J- ' X '  J f t )  *

-+ Z  j )  S , f S ; ( -  S ;  -x J  -+ 3 i * $ . *  f
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Начальные условия, определяются из соотношений:
, Лч- , М

У  ' ( О  г г
s q c .y t (2?Ж)

5̂ 3 X =о
' *

Решая (27) методом прогонки, находим. по которым вычис­

ляем ) t  и (в кавдом слое ячеек у* *■ &*s * ):

и/ 1 &■“' > ' * ' ( л  (Г _ о ф . )

J -W i. z  SQi+y*. ( м  Г 41 f ' '

H fi ~ ( f y  ~ 5 p i)/ t
rv  f\s

Полученные величины j t  „ и являютоя промеяуточными зна­
чениями при вычислении 'f  и и поэтому необходимы в качест­
ве начальных условий дам решения аналогичной квазиодномерной 
задачи по слоям ( = соь<>4 ). В последнем случае будем исполь­
зовать следующую аппроксимацию для г о * ?  :

А — г
Выражение дам апцроксимации ( З ’- Т )  будет иметь вид:

(J)/''
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Функционал представляется как:

( ? )  -  ^  / < W  Z U ir ,  ~

J1 я.

* ( Sj ’u. \&j ti j * */l ̂  +

+ ( k m S m  £ ,  + s „ ^  £ „ )  X a ,  -

- (K t S s i i  * j r / z d z i t )  i t  *

* Km 7 €  ( & »  ~3vm )  9p\ 4 Ki~jr9 (З ц  -3 iu fS i

Коэффициенты , Z j - ^  , £>s
можно вычислять по формулам (24*), если двумерные индексы 
соответствующие слою Ы = сал!/ , преобразовать в двумерные 

индексы, используемые в (27) по следующему правилу (рис.4)

C c , j )

( t , i+ i )~ (c f , c a )

(& jS) ~ ( d ,  c)

При этом £ будет изменяться от I до Л -1
Разностное уравнение получаем из условия минимума функ­

ционала <£>« f̂ J т.е.

■ щ а , с  d . t _ „



Откуда следует:
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(Gj'VL + Gj - f i j f&j - 2.Pĵ i/K (Sj<i3*j+i - J/& j ) S j  *

+ i9 / (Sj3jj -Sj~x3*j~±) * & j 4i/i. + 3j-<J/z. +

+ ( Кг* 3m /С/ч/У/ч £r> <*m) ~ (28)

-  ( K t S i i i  4t f s 1£ i \ x ) 8l  +

+ Kf/i с Г̂/ч ~3**)S>* ^ J C iW (^  ~~£t) $1

Начальные значения 3^j определяются по вычисленному
ранее i? :

tS j*L  & j * i - S j £ j ]

3ofl = 0
*  У*

Реша̂ (28) методом прогонки находим и вычисляем ¥
и :

и/. =  1  <X̂ > < XJ> Г а  -г  _ а , г  . 1
г  SQj*yjt. ' 'J"j

4  -v4 - ^ a  
■* ^

Полученные значения ¥  и (в каждом слое C,JAJ'/ ) 
являются искомыми, значениями магнитного потека и ковариантной 
составляющей напряженности магнитного поля на следующем вре­
менном слое во всей области

Рассмотрим другую схему для решения двумерной задачи, 
которая в алгоритмическом плане аналогична схеме Писмена- 
Рэкфорда.
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h  &  j* (29)

- 2  (&1 ' i  иг’-*'/*) ( 'J/ t ~fy/-> Щ -f

v < C f ^  ~ ■

(^O ^y^i/jr SQ'Uifr [ ( ( Xi< 4 ji (C fhu'Jftil -

/  ̂ f j * -7

При этом будем полагать, что

^ Ч н 1к  ^ h u i'- 'lk 'z  J '% u l\t/'L - 0  j  ~~M jclhllL~A J ■•‘U  '  0  ,
тогда (30) можно записать как:

=  g Q ^ f < ) f , 

Функционал Ц .0 ) с учетом (29) и (30) будет записываться:

Ш .< 9) - $ ? { е < * к С ( £ ч - ф - £ ф  ■ ? /> > '} ~
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■tel гг ^ jn ~ 3 jn ) Sx* * 0  re (̂ >*/~7js,s)

Разностное уравнение получаемое из условия минимума &  
будет иметь вид:

(@(•<1/1 4 S (~l/x) С-5pi Spd ~ 2 Pi* J4 S{^ ы  ̂J|4/ ^ ti)

+2.Л?-1/л $ i(S ;3 js( - P u ijii-d  -*л " } - +
* Л

+ (><?м §y)$; -(tC iSs^t ■'<} fi ) 2 (
(31)

+*fj #  (3/s - $ j)  Si S ! -  * £ %  (3^w  -

Начальные условия определяются из соотношений

Решая (31) методом прогонки вычисляем , яо которым
находим ^,--чг и :

ф ,  - I l l  i С гГ  n }
•‘y!-,1U Л SQ;-*i/j. I ~ у1' S

ftp; * ( f y  “3j>}) zr
Величины z fy ; соответствуют временному слов
и кроме того являются начальными условиями для решения такой 

же квавиодномврной задачи по олоям /  *a>*t +- , которую можно 
решить используя следующее равноотнов уравнение:
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(в у ь -'Ъ -ч Х э к у З ц ) - Z £ j^ u -Sj£>j)Sj *

Л /»

+  Z-Pj-J/JL. <5 ~ £ j -0 *  J  ^  ^  *

Решив уравнение (32) наводим ( в кавдом слое о/=-ее*1+ ),

по которым вычисляем и . Значение этих величин
будут соответствовать следующему временному слою

Иа описания методов решения двумерной задачи можно заме­
тить, что для ее реализации на ЭВМ требуется всего одна под­
программа решения квазиодаомерной задачи диффузии магнитного 
поля в произвольном слое расчетных ячеек. Эта подпрограмма 
будет последовательно вызываться оначала для расчета диффузии 
в слоях /  - а»*м- , затем для решения соответствующей квазиод- 
номерной вадачи в слоях с/ = <ьм+

§ 6. Примеры расчетов

Задача диффузии магнитного поля (в случае плоской симмет­
рии, £-*± ) в алгоритмическом и программном отношении, с точ­
ностью до замены переменных, совпадает о задачей теплопровод­
ности, описанной в [12] . По зтой причине решение теотсвой 
задачи о точечном источнике [12] , применительно к магнитному 
полю, в точности совпадает с результатами, приведенными в [12ij 
Специфика диффузии векторных повей проявляется только в случае 
осевой си&ыетрки ( ). Для того, чтобы проиллюстрировать
работоспособность предложенных алгоритмов в этом случае, приве­
дем следующий расчет.
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а) Расчетная область

<*.(*,$ - / 0<x<X,0£]<Y} 

1 = ;У-
б) Ортогональная сетка 

Л '  =  2 0 ; Л  = 6 0

в) Граничные условия:
;  ^(ojj^o-t^.0

х . Х ;  № ,* ) =

рис. 5

,¥ (Х ,и ) = а

t>0

l f s° > t > °

И ^ ^ ^ с ; £ > о

г) Начальные условия

0 ) ^ 0  ) x j e < 9  
Магнитная вязкость ^  = I

Искалось стационарное решение методом установления 
с шагом по времени Ь =  0.1. Дня достижения точности в три 
значащие цифры потребовалось 10 шагов; На рис.6 приведены си­
ловые линии расчитанного магнитного поля.
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jP и с . 6
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