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Аннотация

В квазилагранжевых переменных С I ] построены полностью кон

сервативные дифференциально-разностные схемы для многомерных 

уравнений движения оплошной среды при наличии гравитационных и 

магнитогидродинамических явлений.

Форма изложения материала позволяет считать данную работу 

инструкцией доя администратора предметной области пакета про- 

.грамм TEKQH £21.
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Введение

Как показала практика, принцип полной консервативности [ 3 J 

является одним из весьма эффективных критериев качества разно

стных схем,; возникающих при численном моделировании движений 

сплошной среды. Однако, построение схем, удовлетворяющих этому 

принципу,:представляет значительные сложности, особенно в слу

чае существенно не одномерных течений [4], а также при учете 

всевозможных дополнительных факторов таких как источники (сто

ки) массы, диссипация, магнитная и гравитационная силы, вяз

кость и т.д.

" Б данной работе на основе операторного метода строятся раз

ностные схемы дая уравнений движения сплошной среды с учетом 

указанных факторов в квазилагранжевых переменных, обладающие 

свойством полной консервативности. Широко используется прост

ранственное профилирование при временном центрировании сеточ

ных функций. Этим путем достигается выполнение принципа полной 

консервативности для разностных схем с переменной массой тече

ния С 5 Л, положительность джрулевых источников тепла. Изучен 

также случай нестационарной тензорной массы квазичастицы. Ре

зультаты работы во многом базируются на С6 , 73.
Настоящие исследования были выполнены в рамках работ по 

расширению предметной области пакета программ ТЖОН С 6 3. Форма 
изложения материала позволяет считать данную работу инструкци

ей для администратора этого пакета-

Авторы благодарны В.М.Чечеткину за интерес к работе и по

лезные обсуждения, а также А.А.1уськовой за помощь при оформяе 

нии работы.



§ I. Уравнения механики сплошной среды в квазилагранжевых 
переменных при наличии гравитационных и магнитогидро- 

динамических процессов.

§ I.I. Рассматривается течение, которое может обмениваться 

массой с источником произвольной природы. Пусть за единицу вре

мени в элемент течения dtl поступает Gd/f единиц классы 

вещества, обладающих скоростью .

c((c(tf) — вы ft oft

Введем 3  как отношение текущей массы элемента течения к на

чальной

ctM=Edtl0 U )
Очевидно,

_  *Е -  exp(jGciT )

Кроме того, цредпоаожим, что масса элемента течения (квази- 

частицы) может проявлять тензорные свойства в динамической 

груше уравнений движения, т. е.

clMf-Yctttn
Здесь 1Р= ¥ г > 0  -  симметричный, положительно определенный 
тензор второго ранга. В частности, может быть Уя £  S ' . S’ -  
метрический тензор.

Уравнения балансов в интегральной форме имеют вид: 

объема .

$
S Vc(/f в J vd*t * JdrSH а/jr  
А *  t £СО

импульса

X -  Sttci/ff +Sc(r(-SPe/T+S +tf « t'J c fv  +
Up У * *  <f Z<0



to- =2 jH (tH

внутренней энергии

Л
S iU ti= :J ec ifn -S d r (-S P  ^ я гс /%  +S CL +£tr)« (v + S c (Q ) 
jf ■.•■„■■ *  t * *  currj Mg

Л *5| V ? ^ ,

кинетической энергии 

/4  v- Sc/t(S H (~g?eie/p * +ttr))d V -
At ^  ^

2  -f <^nr( *-**eh (X -H e ti 't 'f j *£  ->nfi

5

гравитационной, энергии

йя= ь а 9ы ,

магнитной энергии

полной энергии
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J ' g * ' ( -  «-U e)> * d f  <P)dff0 * S(c(Q * U of/))
Ф ^

Здесь н -  скорость течения, P  -  давление, V - удельный 
объем, £  - удельная внутренняя энергия, £к - удельная ки
нетическая энергия в системе "течение + иоточник", Ф - грави

тационный потенциал, £  - напряженность гравитационного поля,

X  - гравитационная постоянная', £ -  напряженность магнит
ного поля, деленная на скорость света с , е - напряженность 
электрического поля в системе координат, связанной с движущейся 

частицей, - вектор Пойтинга, ig, tf ж to- -  гравитацион
ный, магнитный и вязкий тензоры ( j i  и / f  -  первый и второй 
коэффициенты вязкости) , £ н -  симметризсваннкй тензор скоростей 
деформаций, и Дг - гравитационная, магнитная и вяз

кая диссипативные функции, Л - джоулев нагрев, '«tf - сила, 

внешняя по отношению к системе, действующая на элемент течения, 
dQ -  интенсивность выделения внутренней энергии в элементе 

течения. Функцией )  обозначен след тензорного аргумен

та, «Г - метрический тензор.

Далее, уравнение для потока гравитационного поля через зам- • 

кнутую поверхность запишется в форме:

JfbtT*г- YJT^Sefff

В магнитогидродинамическом приближении интегральные уравнения 

Максвелла для электромагнитного поля имеют вид:

Jr ffa jT~ -$?clATt SXt -*ZJ4* §?e(A
а Нф £ ft

Здесь - положительно определенный тензор магнитной вяз

кости в среде. Из условия отсутствия - магнитных зарядов вытека

ет также соотношение

Sfc/s'90

§ 1.2. В дифференциальной форме уравнения балансов имеют

вид:



i ^ s v c - b *

i l i f c s v ^ s y o b - j i - c i i r ? )

^[(S(E*£K*£  +gj; Y# i))-S V ‘f<Y((--P£-ts +$f+tir)ii b

+*'<> *■<o&)~?)+

+“ j& r

Мы воспользовались товдествами

/7Т ‘J'Ph \_ J_ _«1 f<pu и~) + Л г? (—]Т  ГГ)
(и> ctt Z <Л* ‘ ^ <2 <Л* ' н'

“  СЫТ) С - *■ Ж'гг?сО 

Здесь по определению

X -  ■
e ( S b c _ / d  r ~7?1T) ^ C ~ -iT  и  J  
d t ~ г  <ас^н>Н } г  ы* <*> sJ

Первое слагаемое в правой часта этой формулы описывает, измене

ние кинетической энергии течения, а второе изменение кинетичес-
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кой энергии источника вследствие взаимодействия "течение-источ

ник". Член - '-us), (н -хв) ) в правой части уравнения

баланса кинетической энергии дает скорость диссипации щ т ^>0  
(производства при < 0  ) кинетической энергии в системе 

, "течение + источник". Гравитационный потенциал удовлетворяет 

уравнению Пуассона

eltY js-K Sy/v, (2 )
%

Дифференциальные уравнения Максвелла для электромагнитного по

ля в магнитогидродинамическом приближении имеют вид:

~ ~  ?о£(Цх#) =; - zoftr, ( Г ^

Кроме того .
Отметим также, что D&0 и D^- г 0  .

§ 2. Полностью консервативная дийЬетзешшально-пазностная 

схема.

§ 2.1. Некоторые определения. Метрический оператор.

§ 2.I.I. Назовем сеткой ( < ,V, ... ). ( ^  ... ) множество

индексов, упорядоченных в систему базисов ( 'е, г , .... ).

В каздом базисе введем систему контра- и ковариантных векто

ров по правилу:

(e (tC P j), e '.< eC P ))=S ^
Значения индексов У(Ч>) принадлежат базису Р . Штри

хом помечаются величины, отнесенные к ковариантному базису. 

Конкатенация (символ "точка внизу") с переменной V® подчерки

вает зависимость вектора е ' v  ст базиса.

Векторное поле #  в базисе К* определим из соотношений:

£ '(М )Т f>(P) 
у<*у

(i)

/ . r  -<?•?. (2 )
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ИЛИ

Т '.’е = £  )> )£ (* )? (< )
< (*}, V(VJ

Здесь Gr. t° -  матрица Грама в коноравариантном базисе. Ев 
представление в ковариантном базисе следует из равенств:

«

=£6г.У> *
<CV)

GzifP ~ 6*. 1Р~*

Компоненты векторного поля / ( < ) на сетке будем называть ко

варная тными. Поставим в соответствие каждому базису V его ме

ру Y.v>-4 к определим скалярное произведение (  • ,  • ) < на 

сетке:

К О

Конструкция вида означает суммирование по Р содержащим 

индекс < . Для векторных полей £ . и #  составим скалярное 

произведение:

Здесь по определению . ■ ' ,

4 « )  = V.< V.*f.PC<)
'КО

ЮШ ** 4

Vf-O rco
т.е.

f - f f j f ' (4)

Таким образом, на сетке определен самоооцряженный, положительно 
определенный метрический оператор G :C<J -*■ (< ) , 6 = G * ,  
область определения и область значений которого сеточные функ-
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ции, определенные на (О  .

Компоненты векторного поля на оетке будем называть

представлением в среднем. Метрический оператор G взаимно од

нозначно связывает ковариантное и среднее представления вектор

ных полей на оетке.

§ 2.1.2. Сетка считается квазире

гулярной (см. Рис. I) с порядком 

регулярности кт , если для любого 
индекоа 16 ( I )  и любых приле

жащих к нему базисов 'еш , г  и )  
существует взаимнооднозначное соот

ветствие —*• X  У* входящих в

эти базисы индексов, т.ч. в некото

рой норме справедливо равенство:

цТо>, v) - есм wu ~ &CJ, *•)

Здесь h - параметр малости на сетке (мелкость разбиения, 

слабая несртогональность ортов в базисах и т.д.). Заметим, что 

сетка квазирегудярна всегда, если любой ее индекс l * U ) вхо

дит лишь в один базис "? « ) . Для векторного поля g  — const 
на квазирегулярной сетке имеет место соотношение

//f. -  &fj> mJ
Рассмотрим теперь на квазирегулярной сетке другой способ вве

дения самосопряженного, положительно определенного метрического 

оператора Н : (О  , Н  — Н *  .Он связан с иной ап

проксимацией скалярного произведения:

(£ $ %  »  £. к Р £  съ. * « ,  Ю?и)£(У)

Здесь

f (c ) = К < У. SX. (I)

т.е.

2 '- H i  (2 )
Отроге говоря, такая аппроксимация непрерывного аналога скаляр
ного произведения ScffiFldY имеет место лишь на квазире

гулярной сетке (в остальных случаяхпсстроенный метрический 
оператор будем называть И  приближением оператора ). При

Рис. I.
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этом приближенное выполнение равенств (I) + (4) пункта § 2.1Л. 

следует понимать в обобщенном смысле, связанном с представлени

ем векторных полей на всей оетке, а не в локальных базисах. Ос

тальные из выше приведенных_формуаг остаются справедливыми, если 

в них заменить i.'f’ на # .

В дальнейшем ограничимся случаем квазирегулярнсй сетки с 

метрическим оператором

в *  a{G(U(V.г, вх iV)) п/|H(U(V.V, ex.W)J '-Ю -~U )
§ 2.2. Полнсотью консервативную дифференциально-разностную 

схему для системы уравнений § I получим воспользовавшись опера

торным подходом.

Область течения разобьем (см. Рио. 2) 

на ячейки (Л ) , к которым будем относить 
термодинамические величины (P ,V ,£ ) , гра
витационный потенциал Ф , гравитационную 

магнитную £ ( и вязкую Д г диссипативные 

функции, джоулев нагрев L  , начальную <%( 

и текущие //,//* масоы ячеек, величиныG,Е,9, 
тензор ¥ и друтие объекты.

Ячейки (Л ) образованы множеством граней сеО . Последние яв
ляются индексами сетки (б ).С е ) , упорядоченными в некоторую 
систему базисов СР) . При зтом каждая грань входит хотя бы в 

один базис, а грани, образующие базис, принадлежат одной и той 

же ячейке, т.е. еГ(<е(Л))е.(б(Л)) ..Контравариантные орты ё"СбГ)
базисов направлены по нормалям к граням б  .

На оетке (Я ).С е ) задаются напряженности гравитационного 

и магнитного 4 полей, вектор Псйтинга ^  , гравитационный t#.fy 
магнитный tjf.P и вязкий тензоры, симметризованный тензор

скоростей деформаций ¥ и другие объекты.

Наряду о сеткой введем также оетку ( j i ). (v ) , состо

ящую-из набора граней (б ) . Эти грани образованы множеством ре
бер (-J ) , являпцихся индексами сетки, упорядоченными в систему 
базисов (<е) , соответствующую прежней сетке (& ).(¥ ) . При 

этом каждое ребре входит хотя бы в один базис, а ребра, образу

ющие базио, принадлежат одной и той же ячейке, т.е. ЯС’еШ ) *  
(jf(J l)) . Контравариантные орты е?Ы ) базисов направлены 

вдоль ребер Я  .
Аналогичным образом строится поверхностная сетка (М ).(& * )» 

состоящая из набора граничных граней СЗв") . Ее грани обра-
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зуют множество граничных ребер ( ,  являющихся индексами 

сетки, упорядоченными в систему поверхностных базисов (3<р) на 
единицу меньшей размерности. Каждое граничное ребро входит хотя 

бы в один поверхностный базис, а граничные ребра, образующие 

этот базис, принадлежат одной и той же граничной грани, т.е. 
ЪАОщ дО )G(d-iiCdG)) . Контравариантные орты по

верхностных базисов направлены вдоль граничных ребер дЯ по ка

сательным к поверхности.

На сетке (-А),(<р) задается напряженность злектричеокого по

ля S. , тензор магнитной вязкооти Х% и другие объекты. На 

сетке (д Л ).(д ф ) задается тангенциальная компонента напряжен

ности магнитного поля . На системе базисов се) определе
ны скаляры: гравитационная I>g. V , магнитная М#. V и вязкая 

J>ir- * диссипативные функции, джоулев нагрев J). , началь

ная Мф.ьЭ- , текущая К.ьУ массовые и объемные V.efr, К5еба

зисные меры, первый yu .f и второй p .f коэффициенты вязкости 
и другие объекты.

В вершинах ячеек (Л ) раоположены узлы Со» , к которым бу
дем относить поля радиус-векторов Т , скоростей нг t?s , ннеш 
ние силы /, //, , действующие на узел, нормаль Я , кинетичес

кую энергию , приузловые массы , т, mv и объем t r , ве

личину Jf (аппроксимация S  в узле сетки), тензор V' (-шпро- 
ксимация ¥  в узле сетки) и другие объекты.

Если один из описанных выше элементов дискретной области 
граничный, то перед ним может стоять символ Э , например, d€~. 
Будем помнить еще об одном правиле: большими буквами записыва

ются величины, относящиеся к ячейкам, малыми - все остальные. 

Наконец, в качестве значения конструкции

€ < объект > : ■< булевокое выражение > *
берется < объект > , если •< булевское выражение > есть "истина" 
и < пусто > , если - "ложь". Например, определим тангенциальную 

и нормальную составляющие вектора S 'T  по формулам:

<r?Tr= S’z '-C S ’T , * )* ’: * ’

п =S £~?~-S’ziT
В/ случае, если нормаль п в данном узле не задана, еГ?Т~=<Г?~Г 

. Здесь и далее мы будем широко пользоваться сим

волом "точка внизу" для обозначения смысловой конкатенации объ
ектов различной природы в единый идентификатор.
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V.c&, V=£.V.tJ- 
VO*9 *9Щ)

т=£.м.&, н =
/КО) &ХЯ)

m

bTfJtJ

Конструкция вида £. означает оумшрование по V прилежа

щим К ь? .
Кроме того, для тензорной массы

b>C-R)

hty=

В случае, когда масса в динамической группе уравнений движе

ния скаляр, положим
/уу я//<Г

<у=jS ',  р*Е<Г
§ 2.3. Введем оператор J51V : (оЗ-) - * (Л ) по формуле: 

№ § ? =  v - ‘ £. С§ f ,  S T )^

Здесь S'z интерпретируется как скорость. Моделируя интеграль

ное соотношение

J g ? < * c (p  S ? e ( v  + S P & r S ' ? -J/JeT?V;f' a a £
определим оператор GКАЛ ; ( Я )  —»■ ( t&) из тождества:
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U(G*ADP, f b i r b  + ZPjii. a№ A  1*<A) a <

Значением конструкции i  \ . . .  }  может быть любой из 

объектов, разделенных вертикальной чертой. Величины f  и Р.дС, 
v.ds определены в граничных узлах (да -) и гранях <3&) со

ответственно.

§ 2.4. Поставим в соответствие каждой ячейке ее объем 
V я <е >  0 , а кавдой грани - ее удельную площадь 4  >0,
ц.е. площадь грани б  деленную на длину орта £(& ) , равную
У(ё?еу, Тею) .

Введем оператор J )/V  : (S ') -*■ (Л ) по формуле:

ВIVЯ  = v-*£. *<яп.£<Л)3'(Юле*) 
e re ;

l ig * . { 6YJVISS’}  нормаль внешняя > * I

е-;<  нормаль внутренняя;* fJ i  

Под скалярным произведением С • , * )я  будем понимать

Моделируя интегральнее соотношение 

SjrlctdФ £dv + S Ф&у!рd v «  JГф£е/}Г
а 9 £

определим оператор G : (Я ) -» (S ’J из тоздеотва:

(ЗКАйФ,4')g * (Ф, j/y/jj, =



IS

£в**Я* •3бГ де  ̂  (Зе)^сде)

GKAJb4 = - j r

л ф - *<■&) &J3 + -*<3 *. дб'ф.'Эб'

А '=  A ~XV. S'

^ • • " {  r df : < непервая краевая задача > * | 
е'д1: < первая краевая задачам * }

На граничной грани dS" считается заданной величина {  Ф. д/б"! 
GRAJD Ф ' О ф б ’) } .

§ 2.5. Выражение для изменения гравитационной энергии 

с учетом (I) из § 1.1. и (I), (2 ) из § 1.2 . имеет вид:

Ф £*(л  

sLt •LfjftiS’)
d t сК *

Моделируя это интегральное соотношение определим на оетке (S’).('e ) 
симметризованный тензор скоростей деформаций &?• t  

Уравнения (2) из § 1.2. запишутся з форме:

£1 Vg - - yST^ff/V , g  GQADФ (I)

Положим ~ ~  SfiAD , тогда

Дифференцируя (I) по времени, получим
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£•«/«. Эе Ф. дб-^свклъ ф > (3 е )1 (3 е ))-чп ^^ (0 - Ф % )л

,+9 to, - AWjA fc 'j d йъ.*((*€-•)
~ 2v.<e at A'cfJAteo '

Символом "стрелка вниз" под знаком оператора в векторном анали

зе обнчно указываются величины, на которые этот оператор дейст

вует. Следуя здесь этому правилу, мы хотим подчеркнуть, что по

тенциал Ф не дифференцируется. Окончательно

<Ф, *'*>* = *>xv +

s h w ‘St3h'9s’
Ф. Э<Г З'сдфмдю d "  ,

Поскольку

заключаем, что величина ^̂'аппроксимирует ксвариант-

ный тензор (f H -JSZ на сетасе (^ ).С 'Р ) . Отсвда

«  -  AfrM  frr? d  г  e*. K S O ,
« V e r ' ~  (tu.V )cer/ -  г  # t cb 'cejA '& 'j'

на сетке (&• <*) .
§ 2.5.1. Пусть V. Эег>ф - объем фиктивно! ячейки А. дет 

(см. рис. 3), опирающейся на граничную грань оф“. ЛРбЛ.Эв'- 

исходннй фиктивный базис Ъ этой ячейке с ивдекейши ^в ^« f  , 
S’ : : = { B S ’ \ € , \ eru J  , фиктивному базису к» поставим в со

ответствие щшгежащув к нему часть площади граничной грани



Э

На граничной грани дбг справед

ливо соотношение

МЗе)есд(Я
<е(Э<0

Здесь 4 (S') > 0 - удельная пло

щадь грани S’ , т.е. площадь гра

ни & деленная на длину орта 
e.(S) = t/c&F), Г re')) >■ 0  .

Вводя толщину фиктивной ячейки A '(3 S ) > 0 
объемные меры в фиктивных базисах

v.r=A  'сеГ&а. *>/е(де> >■ 0

На граничной грани справедливо соотношение

V. дс ~ i  К f  -A*(dG"J£ fds")
\

Всюду в дальнейшем считается А '(дет) -*■ ф . Далее, определим 
величины A '-t  =■ Y. ¥ и поставим в соответствие каждому 

ребру его удельную длину А^ > 0 , т.е. длину ребра j f  ,
деленную на длину орта врЫ ) ~ YtifcW), Щ-frt)).

Раоомотрим аппроксимацию

17

Рис. 3.

определим

St-Hot? = - JJDaCtV =. 
i  •  <9 *

(wc(j).ae<

% *=  щ :  *  J w i 'W & w v U i e k  
* * } o , v « j r w

. АЪ*)А'«Га) c( , б 7*/Ъ,Гл)  wt- ,
« < « « « » * »  - - 2 VC P * 7  fA'f%)A'«%) V- 1

Здесь О - область фиктивных ячеек (Л. Эег). На внешних гра-* 
нях этих ячеек и = 0 , а $  постоянно в пределах базиса

<е « Л . дет ,

A W ') = £  hWeer')
w e";
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д 'г к ' ) -  / “ >* e гае» e j W g g V  _
" kr(S")^r(Cu) h'<a&)l*<ntv?(*ne'. t>(6"'>I

_____ /_____  cos etae^T*’pcdG')

Доокольку все величины в последнем выражении кроме Ti'eider) 
меняются плавно при А 'где') 0  , интерес при взятии произ

водной по времени представляет лишь ,

£  < w ^ y w t o  *~л 'JvtfJk;<ir*’ / - r w )

? -c€ «9 srw )»a e? »j »{е с „ -? '*< д б )/< г 'гг<?*У

?.ч= f?cde) I e”- •ecs’" ) }

При к '(Эе') 0

7ft Ь '<*erj = &cderr*£ v.Ser=  -м д в -j -*& /*?<e, iL )
« <  геЭе-j v

s z b '<есЭв-) яxvf£ . a. Abderj
w  WAp? **

Gt^CSt, (£,), *+eerA))

£<р(де)=есз& ), е^сег‘) = / л ^ с & о

s  dtjyjt. <р(дъ$г* 6*"j aiptt. Prj#*. е"сл. <3<r;<r -T^ ))

jj/p’'?.v ( Эег, s',6’“) = { *+:< правая оистема>,1‘~’< левая система >У/

(?



При к 'сде)~0
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?*агча-atjstjptfe, «•; ded&*. <г"<о?. дегхЯ *«{? *«-% ))

■щ dv(&') -  -J<'g*. vcdar, гг; Эб̂ ут/г. е'ЫдехО^хс?^- %)),%<&}

£i 7  еп,е“)*у*.эегг7Г

cry vtl=c$lJrJc), е̂ с<звг))(£е'ебг% e^cc"j)*<’*  г е^сЗе^'сбг*)

(ч** $JC(r")). Те*^ -  сZv*?+(£“))-г<г££̂ё£fcr'i>, «£«чу <ё£os-o

Здесь - сопряженный вектор, соответствуиций вектору #у,
в исходном (контравариантном) базисе.

I, при Л '(3<г)~*-0

£ K*=’- M i s t A'rJt'>

Итак,

StJTJ*' & JL {-1>а*крия.*^£*4=£е% $»я>эи
Z < ('eiCfJt.atr) 9**-

Здесь- ~Sag -  поверхностная гравитационная сила, действующая 
на узел Э .

Моделируя интегральное соотношение

JJD gC fV* f u a i i ’£ # 'r - S t a t ( ^ T  
№ *  № *  £. Я

определим оператор ~Л1Т. ts  : cerj -*-fca) , аппроксимирувдий

отнормированную на объем гравитационную силу -*f*y£g , из

тождества:

£J>r W . V  + £ < < Ъ м п & г ) ^ = £ Х * < >% 9)ъ1г



собирая множители при и в узлах (ь?).
§ 2.6. Поставим в соответствие каждому ребру его удельную 

длину кх > 0 , т.е. длину ребра Л , деленную на длину

орта е^-Ы) , равную ?г<-Л)) . Далее, каждому

поверхностному базису Эр поставим в соответствие его меру 

4 .3<е >  ф , т.е. прилежащую к поверхностному базису 3 Т 
часть площади гргйаичной грани Эб' . На граничных гранях спра

ведливо соотношение

У(€(Э6), srjj
Ъ<е<ае)

Определим также величины:

-£.4-Э<е>0
strarfj

Введем, наконец, оператор 
ROi>: (Л ) — (6") по форму

ле (см. Рис. 4):

ею

ат ' 7
' -  +  - W  eis)t— +  ■

ifiW J

4<gn.A(e) nig*. S(ji) 

Рис. 4.

fiOD ? "*- £~*JL4eff*t.WCS'jefLjfMr MJ 
■Jen

*12*.{Жег)\бЫ)\дЛ(Э*)} =

{* + :<  правая система >*l* - : < левая система >

При определении знака ^дн.ЪАсЗъ) орт Щ -(ЭЛ) считается 

первым, а добавленный к поверхностному базису Э <° орт внешней 

нормали колинеарный *е 'd g ): Ъч>(Э&)> считается последним. 

Воспользуемся теперь интегральным соотношением:

Je Totfdv -  Jjf rotTetV - S r f r *  T )c fT  (I)
9 e> i.
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et - нормаль к поверхности Л , замыкающей область О . One 
ратрр кое : ((€ )и (дА ))-~Ы ) определим из разностного аналога 

(I):

8WM) У&*И61Г. э Р//

Здесь

определитель матрицы Грама в поверхностном базисе dip . Отсюда

rog£ ' ~*(£- **3*- 6&J&SJA Wj +С#4'Г)£ (М ) )
«W P  *

На граничном ребре Эл’ считается заданной величина {(№A)i (9tA)\
•«у

ROG& . Граничная циркуляция Ы ^ А )^ (3 ^ ) со-

ответствупцая первой краевой задаче,‘-может определяться на осно

вании равенств типа (3).

Индексом Г помечаются величины, отнесенные к сетке (А).Се), 
например,

в»пг - {а г (и(у.'е, Hf(*r(v.v, вгг .. - * f

§ 2.6.1. Рассмотрим случай'анизотропной магнитной вязкости 

в среде.

Положим

доз?.* ={£ .*o e t *<е(А)|£. Кав?С-*)Тг (А )}
Жг» •*<*)

и будем считать, что в некотором ортонормированием базисе



онхои нхоонйро мйг epdей£ вер 88 ох ‘ <*>‘Ч г  M l h
шгод * ^  еонввр а нхоояввя д о н м ш л ж  б б в и м  - ^ тоeffg

аЪ«*;■*>e i » «t -**г£>

jrooi/A -**13 = «*; y*90V  

| U <>J ’■*> 4  Чы агса

^ Э Р # 4 )4Х*>Э »  <* у *S£?<y/ 

f t p M f b Q r M j  £ * 2  Pdf у  I (tr)-3» ^ ) *  'У *90У 7Г}=  4'Jt*DOV

ШШ

Ш,1Г*(А)(г
(& *  ' *£ «,? )* -jf ‘4JfS0VX,ir‘l>->* *Х 7  - *'j£*90V

адооннадшйпвн
внеИва ‘ f ^  j ̂  ./ дейнйют нооиевр иннИохои о иошгеевяо

А4^
Го рм  ■bjar'p-jj. «< ̂  ?  = г*г>->£

. t * 1«ЬЛДг
w  | ^ (П /Ъ и * 0-** Т = (ГМ  ) Э

•е\ь

а; ^

Г ^  (у  I (,г> -% гг;гм  ■■*??}= <ю* *f

ъг



считать в дальнейшем диагональной с вещественными собственными 

значениями , расположенными на диагонали, а Ёг-'Р
базисом из соответствующих собственных векторов, направленных 

вдоль главных осей тензора X?. V® . Из (I) следует

*(4 ,4 ') = (ег *. Ч>Ы), Xr.pT /.

6?xr. rtf, jft'j я Xf. V ?rW ))J

Рассмотрим аппроксимирующую непрерывный аналог скалярного про- ; 

изведения UX^yT^UV квадратичную форму, в которой роль мат

рицы Грама играет {  16?^. р } :

{(^г, */)я = £ * * £ 6?xr- V (Я,J'je" (V ')<?,'(Л)|
* JfW-rf'VW

(«J, *£.V,\Р-1 ёГ м ёЫ ')\

Здесь

fUZZtf) а V. р£ Gtx r *V (j),ji,) e '( j i ,)\
1 хг 4<г<е)

*х*<4) - У-Л~*£. v.<e£&7хГ.р&*,-г?')*&')}
*ы> А'('е)

т.е.

В дальнейшем под метрическим оператором магнитной вязкости бу

дем понимать

втхг = Hjtt-cifCv:*,

s/tfxT-Gnb̂ r, если в каждой базисе Xf-.P =Х?.,е7' . 6тхГ>Ф и, 

следовательно, существует { Gxr~*\НКГ~*} , если в каждом бази

се ХГ.Р&Ф и каждое ребро Я  входит хотя бы в один базис 

<еЫ) , т.ч. Xt .4>
Оператор ROGx : f W  U (S ji)) -*> Ы ) определим по форцу-



ле:

{ROGx#  =  Gxr#OG# '

RQGxi  ' -  Gr~*Gjrr6r^fiOG/f |

ЦОвмЛ = Hxr#06# }

При этом справедливо тождество

т % ?',яОб£I, -(tk,(*oi>80tb?)%-£. KOexjftejtoh^Mxjfc'lkxdsQ
w

На граничном ребре Эл* считается заданной величина{(№^  (3^)! 
#OGx]£'(ЗфЛ )} . Граничная циркуляция соот-

ветотвупцая первой краевой задаче может определяться на основа

нии равенств типа (3) из § 2 .6.
Всвду в дальнейшем предполагается Х г-Р  & ф и, следова

тельно, втхГ & ф .

§ 2.7. Уравнения Маковелла (3) из § 1.2. запишутся в форме: 

e'xGtnxrXoeif (I)

Из первого из них следует 55Г( У - 0  . Предполагая от

сутствие 1§§гнитншс зарядов в ячейке в начальный момент, получим, 
что 2)/к/ = ф всегда в этой ячейке.

Из (I) с учетом (2) из § 2.6. получим

v.Gt(e)*<s-r*^rlt<6)J<<r))=-{fbc{Y)4 -c s$

(Sl>dV)& =  (Стеков?, #°вТ)А =£D.*V.t>2,4 
О **

<?/-аг -*кae# | 

л р -  ̂  £  в?*г . elw W iM ') £  0, ъ = * е е ? }

. (S& & 4X-££€t<W ArtA i)(f /£ )t e3J)

24
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Выражение для изменения магнитной энергии на сетке ( б ) .  Ср )  для 

случая В т  -  G имеет вид:

35F *  е& еий& Г 'з?  rfrm re -j) +

у .б * < Ы 'ю й ю £ ш е г г * )+ ^  кет6£'(*)£(<?) я

* + *  * ” * * '

/+ * _______ИVе _  ,
-  2а :*&м '.г« г'; « * < ---- k F -----------;

Ь ‘.РвА -*К *

символом "стрелка вниз" здесь подчеркивается, что дифференциру

ется лишь величина Кб' и метрический оператор G . Оконча

тельно

Поскольку

Af = ̂  м £ & * н - ■£?*«« )*))

заклинаем, что величины и (££ .+ )**" аппрок

симируют на сетке (б’). ( 'е ) контравариантный тензор ( t *  - 

4/2 t? С <£')** и контравариантный симметризсванный

тензор скоростей деформаций ( t n )eg* соответственно.
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§ 2.7.1. Также как и в § 2.5.1. рассмотрим аппроксимацию 

* а а (ч>)с.(л.эег)

**<*>> *&(*)

,j. *  &ег _ ИУ_____  4_, А.'^Ы А. W , ) G tU b ,S i),
*<-*'?->*> ~ 'гМ к ъ М '.к в г )■«& V.<f J

Здесь & -  область фиктивных ячеек (Д . дб") . Иа внешних
гранях этих ячеек и ~  0 , а % постоянно в пределах ба

зиса Р е  л .э е  .
Итак,

St* и<*Л 4 £  {-A?<eV- *°| tg.^U^T.<e} =£  <7Г,?зе)5>-.
Ж * . ce>c(A.ag) * р 9*- я*"

■ £ ? (* '*  -? ! *  -  £— ■ <0 , f.'i> *  £  t f r j  T .'m r)
*  VK <® GC4>)

Здесь /д/ - поверхностная магнитная сила, действующая на

узел Эс&- .
Моделируя интегральное соотношение

/  Ал « V  + SueftV t* e/lf =  f  **, ае/а"($ * 9 *  Z *

определим оператор , аппроксимирующий от-

нормированную на объем силу Лоренца divt/s , из тождества ;

|  - V  Р И Р * g r it ,тт. - f j z ,

собирая множители при и в узлах (& } .



§2.8. В базисе y  eJ2 введем вязкую диссипативную функцию
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K - 'e = L  do-. W  . * )ее.
sc*), e'ce)

- { (& * )&  I .£ 5-?. f’C6-'6"")(t*.r)ir"s"" }
6“(V)j &mC¥)

Величина ( *V- V) аппроксимирует контравариантный вязкий

тензор (tu-)**" на сетке .

Аналогично, в фиктивном базисе <ее я.Эб' введем вязкую 

диссипативную фракцию

Birv
e’ic<p),e’l,(<e) *

=1 G* * (6k’

, . 9  . _ _ h  '(et)h '(C z) 6 T * r e i ,6 a )  .
2 ctt (  A'fsiJAtoi) '

« & * * *

Величина (£&<?)**** аппроксимирует контравариантный тензор 

(ttr) е*6* в фиктивном базисе ¥> G Я. Зет 
Рассмотрим аппроксимацию

S tj-u ^T = - SM^c/v А Ar*. V, ¥
■£ Ф с<е) е:сД.Эб’)

Здесь & - область фиктивных ячеек (Д .д е ) . На внешних

гранях этих ячеек *< =& , а постоянно в пределах бази
са V & Л .д б  .

Итак,

Величина to-. ¥ ' - тензор, определенный в базисе Л<Эе) 
смежном фиктивному базису 'еехг.Эе относительно грани ЗбГ . 
$Эи- -  поверхностная вязкая сила, действующая на узел Эи? .



Моделируя интегральное соотношение

S X > o -d V + S u tt tv f i r c ( i' = S t v U c f - T
( S O  s.

определим оператор ШТ. : (G) — (иЭ) , аппроксимирующий отнор- 
мированную на объем вязкую силу d i , из тождества:

|  V V. V + £ «и ,ы т . tr )tr )^

собирая множители при ZT в узлах М )  .
Положим теперь

(tir .< efer' -  2 .ju . ¥‘( t ft<.v ) g s ''- f >)6rt'.4>(6'J,S''))+ ¥.<et?(?H. ,e)G i'M 6')  s " )

(?«#/**=£. G *i*cer,eru)G iivci> ;< rmx tu .<e)tr,l ,,t,
О IT7

на сетке (sr).fv ) .
Аналогично, в фиктивном базисе Ve.Ji.dG

(?чр)е* ^ G7r rkjsy f

Очевидно, что при такой аппроксимации вязкого Тензора 

Нетрудно видеть также, что te (г̂.<р)=Л f . ' p f t C f >)  на сетке 

(s '). Се) , Аналогично в фиктивном базисе f  £ Я. З с *®tr<e ^ 0 , 
(ta-v)= S f. 'e ttC ^ 4, ) .

§ 2.9. Выпишем полностью консервативную дифференциально- 

разностную схему. Баланс объема имеет вид:

~Г s  YJ51VU

при этом справедливо

Баланс импульса имеет вид:

28



i r c - e t A D P - m T t g + M T . i g ^ и в*Т*?п , Тлх =0

или

t Л  ^
* (^ “J -? =(tf(-6#Ai)p-mTJ3+ m T jt+ m T jy )+ ? ^ u a + f ) .  r

28

При этом справедливо

Символом "стрелка вниз* здесь подчеркивается, что нормаль и 
не дифференцируется. Б тех узлах, где задана нормальная компо

нента скорости, включена также сила "реакции опоры" f n . Если 
тензоры tuc-t/z}-*1, £*(-*,&}.*, tu -P обращаются в нуль при 
любом движении ц'&еоялг , то величина 

DtT.tg+JilT. („.)),& сводится к суммированию лишь по граничным 

узлам (дсЭ-) . Баланс внутреннее энергии имеет ввд:

D= V -*j£ JD. ГКt% Jbj. = Y X **
w/a * w

при этом справедливо

£ £ t#& *4 >crf-J w r3 *j+A r )+& Aat я ■* «
Баланс кинетической энергия имеет вид:

~t r ( u , - e # A £ f i - Ы Т . t g  +&1Т.t f + b l T . t r ) -  

или, на всей сетке,
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т Ы ы  Crt", ~s/?ALp -L IT . tg +Л1Г.tf +J)IT. t r ) -  
at ьг ь*

j (  Ĉ ' t' (U~U.s), (4 -U S) )  + ( ч, ( j + f *) ) ) (#  

Мы воспользовались очевидным тождеством

Здесь по определению

с(*п£к _  { d {,cdn* ГГ гг
dt

Баланс гравитационной энергии имеет вид:

4 = - VJ), 4<2*.№>Z dt * offtfGCJi)

Dg = *-<££',.¥ V.V
3 vc*>

При этом справедливо

Ф.е g'coitf)

JLqtoAen)

{ & ( Ъ н п Ь г г ф4я + & г & №
Ф .д б  д '(дб)А (Э е) 

« Ш *  £Ltfcdewa<o
+£(*И<Ь)Л

Под величиной Ф.& понимается некоторое представление грави

тационного потенциала Ф на грани б  . Баланс магнитной энер
гии имеет вид:

я £ Ы * гу* = п *>-*-м г *>
или, на всей сетке,

М  А  a$ tvc**

Здесь

4*¥=£ eii+WJlttotis'') Ъ0, £*
t'fv) * ¥(ЛГ



Напомним также, что

( J  )а - £  A ig* . 3 € f  '(Э е)м Э б ) -  (D I V £ , £)л
£. д&

о '(З е )= £ л (З б )~ *£  £
ЧЯ 3<ecStr) зJti<e) Yt/efl/G?r,d?H

Под величиной f* (f ) при s’<? (G )\(д&) понимается некоторое 

ковариантноё прёдбтавленйё' вектора Пойтинга |Г= )
на внутренних гранах сетки. Уравнение баланса полной энергии 

эашщетоя в виде:
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£ ц С *Е )А +&*£*>*■+ ̂ СФ,м/\/)А =

-U  Л - * / *  I -f f i t t /L  +Эя- Зх^усасм ас зикэво 3 ?

£ (и, (~fag +£^ *4авг))д«* +

Ф . д б  g ' (3 G )* c3 e r )

^ ( g ‘(36Ji(3g»

^  £ ^ (3 j})/tt(3^ )(^T )i (3^) +

Гравитационный потенциал удовлетворяет уравнении Пуассона

J)TY£ a-tS T fM S V , Я  ~ - е * А А ф  

ш е и , на всей сетке, 

ZAijH.aerjWeiacav) = -  9Я#£*Л



Уравнения Максвелла для электромагнитного поля в магнитогидро

динамическом приближении имеют вид:

32

= , е ‘ = G»ix rfi06£

Из первого из них следует £ l v ? = 0  или, на всеЁ сетке,

£ 4(g ». Эе £'{3(г) л (ЭбГ) = 0
"Зет

Кроме того, суммируя по ориентированной поверхности (S’)  с на
бором приграничных граней (s'g ) e z ( S ’)  , получим .

Z Ляп. =- Д. б-£ еЫ )/,г (Я )

(Лд)  -  здесь множество граничных ребер» образующих искомую по- 
верхность. Величина & определяется также как и itgn-Зв'.
Пусть теперь ориентированная поверхнооть пронизывается множест

вом ребер Ы ) , среди которых набор (j?a)<= (Л ) - пригранич
ный, и GmXz > 0 , тогда второе уравнение Максвелла запишет

ся в виде:

£it'MJlUst)SwyS‘e f r )-L  *'$п-*сЯ)Ш)к‘с<Г)+(#ЛидЛ))
% 3 r xr WSMjJ *
* *£ * • { s \-d} = { f+ :  < нормаль внешняя > ■'I
f~ : < нормаль внутренняя > *J I

(&d) ~ здесь множество приграничных граней, пересекавдих ис
комую поверхность.

S 3. Полностью консервативная разностная схема.

§ 3.1. Будем считать выполненными следунцие естественные 

свойства разностной схемы

г t-KA)d *

£ £ — fS • CSfT(ty)) — 0

к ... 'tt-ел)



Как обычно, г1 - t ) . Конкатенация с перемен

ной t здесь и далее означает осреднение соответствующей кон

струкции по временному отрезку С f, t J .В частности, это 

может быть линейная интерполяция, например,

U.t = u 'ct) + и u( f ) ,  * {

Тангенциальная и нормальная составляющие вектора £ ?  теперь 

определяются по формулам:

«ТгГг:/ =  & Т Г-с& ?, п . t : п. f  f 

§ 3.2. Введем оператор Z>IV. t  ■ (^ ) по формуле:
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J)lV jS2 '=V.t~ /£  С ^
ЬЗ-СЛУ

Оператор GяА£>. f  : (о?) определим из тождества:

a of- y(3i&) э<г Эс*о«-) <

ЯМв.А» e - X t - ' r t v i f . f i ,лсозэ

i A a . ^ £ . W
а ег(асо-)
§ 3.3. Аналогично § 2.5. преобразуем выражение для изменения 

гравитационной энергии

£'«Ф, H/vJjtk = -£ j )s .* . t v * * . t  +
* 1Р

Ф. эвг 1* * } (з 'сзе )л (зб :))<As> 

ф .щ  (9,(dtnt(<9e'))t Л **
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.J.S _ л, _ С A CtV к 'се')), t  ,G7.<e Cer, S ') „ ,

------- ~2 v »v .t.. ( ~ Ш Ш Т  ^

(h fa ) к W 'J). t -  (6 'C6"J A '{# )). t  

Величины ( •  ?•

f t *  V i )  „  = -  '* * *> *№ ).*  trt*, ttr.ttgQ  a< c* ,
{f“' ‘ z v l v . t  KV CA'WA'<*"j '*  ’

аппроксимируют на сетке (ff). ( '? ) ковариантный тензор (  ?ц ~ 
i /k te ( iH)S ’)gf/ и ковариантный симметризованный тензор 

скоростей деформаций соответственно.

§ 3.3.1. Так же как и в § 2.5.1. определим оператор 
- b iT .tg.i: се) +  (о&) , аппрокоимирущий отнормированную на объ
ем гравитационную силу - d<v tg. , из тоадества:

Zlba.¥.t **<(>.( +£.«7+,Z>TTfr t )t r * t )a> =£.c?t J H .b aa.

. собирая множители при в узлах Сь?) .
§ 3.4. Аналогично § 2.7. уравнения Максвелла запишутся в 

форме: ________

i . J *  А*'* « '* / * * * ,  t . . t  *к '~ *(к ‘£ )<0шХ> (I)

0 j? <£j? ~ сопл? jS i

Из первого из них следует Л/ V ^  -  0  . Двойная конкатенция

С.. t  ) здесь и далее означает, что переменная, идентификатор̂ 
которой представлен в левой части, имеет смысл на слоях ^ и £ , 
однако эти два значения зависят, вообще говоря, от всего ре

менного отрезка C t , t J
Из (I) с учетом (2) из § 2.6. получим

—  £Ck/CS)?Ce))<t-S>(^Ce)iCs')) = -(SJie/v )...t<f'i>-CS
7** & (9 А "



35

{j>. 'e.-t -  •£= £. G7xT!ш , л и / . № )* / . t t f 'j* (f, <■,t * вг ~*яавТ..А
7 ‘ MWfji'vrJ

Z.f.J = ..*& )$ .•№ ) *0 ,

H
Выражение для ммюения магнитной энергии на оетке (б), (v) дои 
случая в* * е ш* имеет вид:

я? л- t f ^ V U = £ - V  « *  £ ? * % •  *гЛЛ

, , с* S $'ЮА(Ык0а(*0+£(Ы<*)4'(*',>£(*‘) , Л  . х,<г<г'
4 ,. М  * 5^ * ^  га Ш & Я ?

гг"<'-^-кгу = г ^г *1 к.р v*

(fi(6')£(&0).? =tef('6’yjd(6'JJ. f  

Величины (tUt-vtyV-t) * * ' и

^  ̂  еГ̂л1 -?У

аппроксимируют на сетке (S'). Се) контравариантный тензор ('^ - 
//г t‘>Ctu)S~)s'tr' и контравариантный оимметризованный тензор 

скоростей деформаций (tu ) eer соответственно.

§ 3.4.1. Так же как и в § 2.7.1. определим оператор 
DTT.t^.^'(6")-^(0j , аппроксимирующий отнормированнуя на объем си
лу Лоренца cliv tg. , из тсшдества:

iJ>$.4pJY*nt + L « 7it ,M T .ti,.t)0 -f. t ) ti3. *э#-0 3t#

собирая множители при г£ в узлах (<&) .



§ 3.5. В базисе Л  введем вязкую диосшативную функцию

36

e(v),er'( vj

(tu. ¥.*)—, - { « *  IZ, St. О G7.« t<(T‘, * u,) ( t * *.t)и ее- «

Gt. *>, ter,e "j = (elteerj, £ fs e 'j )

Величина ( К *7 аппроксимирует контравариантный вязкий 

тензор (?*■)ев"  на сетке (& ).(¥) .

Аналогично § 2.8. определим оператор :{& ) ,
аппроксимирующий отнормированнуи на объем вязкую силу d ivt^ , 
из тождества:

V^V.t + Z  2)ST t r -  O i r T
(e o9" &£i9‘

собирая множители при %  в узлах (*&) .
Положим теперь

((о-. *>. O re'= 2/i- К t )ee'-  j f *  (tM. •е.& в'гк tee, еО ) *

V. t  t-г ftM.« tJG-z‘.<p. t  се, в" )

(iu-t.t)**'=£. <?«■>. tce,e“je-*'.'e.t(e', Os-***"'erucWj sr“‘c<e) 00

t?etu. ft tyaSsi'.p. tee, e 'jetu. v.

St'.+.t =  B 't.b t

на сетке Cej.ev) . Очевидно, что при такой аппроксимации вяз
кого тензора &0 . Нетрудно видеть также, что

*'?('г£г.*’.<V=.i£.fcf M tu& на сеткQ(*).(<pJ.
§ 3.6. Вшшшеи полностью ксноервативную разностную схему.

Поскольку ntv T> 0 , то матрицу, предртавлявдую тен

зорнуг массу ту в узле с& , без ущерба для общности можно 
считать в дальнейшем диагональной с положительными собственны

ми значениями tn^f , расположенными на диагонали, a f y - ба
зисом из соответствующих ортонормированных собственных векто

ров, направленных вдоль главных осей тензора тр . Т. е. (тг)^ ,=



Юг* ̂ f • Кроме того матрица )Пр в daiHOl Tv является симмет
ричной и положительно определенной*.Доложим теперь

3.i*£.*/***%,, ***.•(%.&*

сГ/ =  ( £ r)ft *'е/ ((ftpiM*** M w S s )

Балано объема шмф вид»

/Я *

при втом оцрямдяиво

(£  *Н  * £ J vcbvh i f ' 1»  **'
Баланс импульса имеет вид:

(>n£u)t - -ext  G/гАй. tP. t tg.t+0-ftAlT.fj.t+V'iCtJMT.tir.t+

(&lp)

ы г= о £ г ), { , * * / с а ^ * * +  <*„>& ••*) »  f i : * 't L v *
( 'Ч Г * е )- t  a/ i ? '< )t)SS'u*f ' (&SS'%

^es s (*̂ 6* f у>)> **6$ ~  ( }

ИЛИ  ̂ /

((>n£u)X.t)t =c-o:f'e^Aii.tfi.t-irl.tMi:tg.t*iTimT.t( ,t*iTKtJ>iT.t t̂ *

(4 £ r “e>-t +£ *> -r t  > ■£•*• Г-*  = 0
при этом справедливо

f i ou
( £ .« * ?  u ) .r .O „ ) <  =  £ * < * S W  v t - t r t  -

(i. Mr.t)Xt\-i.P.aer.t£ ■i*ac, t x t }  +
^  at Эск*пд*»*

£ c c - tr* :t j> iT .tg . t + t s f t b i  T.t( . t  t+ £ t).Z tX ,
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Если uf и Uf обращаются в нуль одновременно, то следует счи

тать Кроме того, если е£ (mv)syUft f  ’
-Л ^

или : , то следует положить
в выражз'шях(m£u)t или u6).f  соответственно. Если
тензоры , fuc-z/gj.v.t, г̂.обращаются в нуль при

любом движении 2U - сот? , то величина i.C-â inlT.tg.t*if?tD!T.tg.t+ 

W^.tulT.tu-.t)^ сводится к суммированию лишь по граничным 

узлам (Зй?), Баланс внутренней энергии имеет вид:

(H£)t = -P .tV (  * Y <S-*>jb.t + * Q .f

& t=cv (S:*)r*£. ¥>/**’,  H0..f= V*t~l£DsMfvKv.t'ecnt "  ka )
при этом справедливо

(£ ME)n)t -JLC-Л ivJDry.tu.t * Q.fjM
Баланс югаетичеокой энергии имеет вид:

(m£H) t = (u.t, - i r . tGKAD.t f i . t - i r^ . fD iT .tg .t■nr^mT.tu - . t ) -

{ < * - % : ) > (u~ue) ) . t -  hS‘<uf -uej * :iS\‘<i<-ti*t‘f iS‘>
или, на всей оетке,

j ( ^ r -  Cu-ue)t(M~ue))J  +
Mu воспользовались тождествами 

iu.t,(m£u)( ) ~  -£{Юу,и, u)t *

I ‘? T w^ /r г // •• u*

(tnv)fi, a ~S:iS')us <&iS>>
здесь по определению 

(**t£k)i  -  j O * * u , u ) t -  u0). t

f  .dtHf, — -y . . i  £ rrtt, . 1 „  c-f.fi'>,,
Z ~ t (V Нв* e 'zf't* * < * US*/
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Баланс гравитационной энергии имеет ВИЦ!

39

D-. t = Vs. t ~*£ й*.« t Vе. ft I* 
1« « Г

при этом справедливо

йв,ЛЛ а 'т & щ '* '* '
+nt$

<*si

•si

Балано Магниткой »н*ргии имеет вид»

4>W
или, на воей оетке,

v<£\  {)д+^£ле'..
Здесь

■DjJ я yif ~*£
?(л>

Напомним, что

3<г?  '• t(3cr) SCde) ̂ (2>r vp.. ̂  /)А

?.'.№*)= g2dC46)-*£ £
r ™ an*) 3*»w у4*tUGrt .a4>tt

Яод величинами p.icer) и $'..tCer) при понимаются не

которые ковариантные представления вектора Пойтинга f=^= -(e*f)
•Л

на внутренних гранях сетки на слоях г и t . Уравнение баланса 

полной энергии запишется в видег 

Г| ш£ич-£(т€к)^+^ (Ф ,м л ')А +§^ <«#',*'}?)+ =

-{£ ,*'*а+(& аазъ¥‘*> «‘***)! ~frA3er% rSJ) ^fgT~^’ uJ)a^  *

Ф.эе1*'** (gWeiAOs))
ФЖ „ (gteerwam),

* 'f*

<е и о Ш г Ш )(? Л )<  (ЗА )) <**>+
*»*rf

(0.S-1



+ " * Ф е**>+9-*)л +

£(».?, (£t + ifc. t))^

Здесь

- (Н-Це), (u-ue)).t= I  ±(CMy.&)t )fsi(us -u esj SJ5\uft -u6S,)<£iS>
«  err

Гравитационный потенциал удовлетворяет уравнению Пуассона

= - ЧЖ#м/У, J = -  GfiAJDФ 
или, на всей сетке,

£ dig». Эез'гЗ&лЮеГ) = -  ЧЯ#£ »л
Уравнения Максвелла для электромагнитного поля в магнитогидро

динамическом приближении имеют вид:

(#'A)t = -a / fane . . t ' )<s:*\ e '..f -G ^ x rfioG^..t

Из первого из них следует £TV#=.0 и ли , на всей сетке,

£ itgn. derftesurdff-j -  ф 
эе

Кроме того, суммируя по ориентированной поверхности (Ю с набо

ром приграничных граней (б'в)с (б ‘)  , получим

(£n'ji*.е#Сбг)4сб-)). = -£  4<g*.tr£ 4igH.Jar)(eU(ri)/tr0i)fS:*>
*  г  ее<еэ> Асе)е-(АЭ)

(Лд) - здесь множество граничных ребер, образующих исковую 

поверхность. Величина & определяется также как т&лдя.Эв'.
Пусть теперь ориентированная поверхность пронизывается множест

вом ребер (А ) , среди которых набор (Ад) с  (А )  -  пригранич
ный, и бюхг • тогда второе уравнение Максвелла запишет

ся в виде:

J *Т А€(4а)  к
{ г+: < нормаль внешняя > * I

< нормаль внутренняя > ’ }1
(еа)  - здесь множество приграничных граней, пересекающих иско

мую, поверхность.

- Полученное семейство полностью консервативных разностных 

схем для уравнений механики сплошной среда в квазнлагршжешх 

переменных при наличии гравитационных и магнитогидродинамичес- 

ких процессов пригодно для любой системы координат, сеток ква-

40
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зирегулярной структуры и любого KM D R B O V M  яроотранотвенных из

мерений. Отметим также, что укмаишй РФДХОД бев труда обобща
ется на случай системы ИОТОЧНШЮВ МЮОН О равными ff'g .
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